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début

« Aucune notion n’est plus relative que
celle de réussite. Elle évoque un
résultat, et n’a de sens que par
comparaison. Sa mesure dépend du
terme de référence, ou de la valeur a
laquelle on accorde le plus de prix. Elle
ressortit a plusieurs ordres. Pour telle
personne elle se mesure en argent ou
en pouvoir, pour telle autre en vertu
ou en savoir, pour telle autre en
beauté.

Quel que soit I'objet de prédilection de
chacun, et sans chercher a savoir qui
’'emporte du savant, du capitaine ou
du poete, la réussite de l'un ou de
'autre repose d’abord sur un
sentiment personnel et constitue
I'incarnation de I'esprit de la formule
intégrale citée ci-haut. »

Alain GIRARD, modifié
La réussite sociale
Que sais-je. PUF

Dépot légal : 1658/2016



Préambule

« Les plus belles victoires,

les seules qui ne peuvent donner aucun regret,
sont celles que I'on fait sur l'ignorance »
Napoléon BONAPARTE

Chers lecteurs, chéres lectrices, comme il est impossible d apprendre a nager sans plonger dans
r/f l'eau, il est également impossible dapprendre a résoudre des problémes de mathématiques
‘ sans mettre la main a la patte autrement dit sans se confronter réellement a des exercices
%07 variés aussi bien au niveau du concept qu'au niveau de la difficulté.

Partant de cette conception, nous avons opté de donner :

— un rappel de cours illustré par des exemples d’application mis en face a face du rappel;

— une batterie d’exercices corrigés, chapeautés de citations, proverbes ou maximes parfois humoristiques,
empruntés a différentes cultures : arabes, africaines, asiatiques et européennes, pour attiser la sagacité du lecteur
et briser la monotonie de la pesanteur naturelle du raisonnement scientifique. Ces corrigés sont accompagnes,
pour certains, de commentaires et/ou de repéres historiques qui replacent la notion étudiée dans son contexte
heuristique;

— une batterie d’exercices proposés a la résolution, de niveaux trés variés, couvrant presque tous les types de
questions susceptibles d’étre posées dans le champ conceptuel étudié.

Pour la batterie d’exercices corrigés, les corrigés ne doivent pas étre consultés avant de faire une recherche
hardie des solutions ; ces corrigés devront d-ailleurs constituer une source d’inspiration, un modéle de rédaction pour
pouvoir sattaquer efficacement aux exercices proposés.

La résolution d’un exercice ne peut et ne doit en aucun cas étre une finalité en soi, mais c’est le cheminement
intellectuel adopté dans la résolution qui doit étre interpellé pour pouvoir dégager une démarche méthodologique
générale pouvant étre appliquée a toute une gamme de problémes similaires. Donc l'objectif final de l'exercice de
maths reste la capacité a débusquer des méthodes de résolution de problémes qui se veulent transversales.

1l y a dans la résolution de tout probléme de mathématiques, un peu d’une découverte. Un probléeme qui vous
est soumis peut étre sans prétention,; mais, s’il pique votre curiosité et fait entrer en jeu vos facultés d’invention et de
créativité, si vous le résolvez par vous-méme ... vous pouvez en ce moment-la connaitre le charme de la découverte et
en goliter le triomphe. Ce genre d’expérience peut déterminer le goiit du travail intellectuel et laisser, tant sur l'esprit
que sur le caractére, une empreinte indélébile qui faconnera la personnalité future de I'apprenti-chercheur que vous
étes.

Dcautre part, vous remarquerez a travers les corrigés de ce manuel qu’une attention particuliére a été accordée
d la rédaction et a la rigueur du raisonnement. En effet, les mathématiques sont par excellence une science de la
rigueur et donc tout compromis, aussi léger que soit-il, au détriment de cette rigueur compromettrait la quintessence
méme de la discipline. Dans ce domaine, je ne me génerais point dillustrer le haut niveau de rigueur des
mathématiques, comparativement a toutes les autres sciences, a travers l'anecdote qui suit :
« U n mathématicien, un physicien et un ingénieur voyagent a travers I’Ecosse. Ils voient un mouton noir par la fenétre
du train et immédiatement un dialogue s’instaure entre les trois voyageurs :
L'ingénieur : « Ah !, les moutons de ce pays sont noirs. » ;
Le physicien : « Hmm !, on peut plutét dire que dans ce pays, il y a des moutons noirs. » ;
Le mathématicien : « Ah! Non, tout ce qu’on peut dire c’est que dans ce pays, il y a au moins un mouton et que ce
mouton-1a a au moins un coté noir. »
Ah J, c’est clair qu’il y a ici une nette nuance dans la précision et telle est la vraie singularité des maths.

Ce 1¢r tome s'adresse spécialement aux éléves de la classe de 7°m¢ (, aux professeurs de mathématiques, aux
amateurs, mais aussi aux étudiants du 1°" cycle universitaire en MP et MI.

Enfin, je ne pourrai terminer sans exprimer, a priori, ma sincére gratitude a ceux et a celles qui prendront le
soin de relever des remarques sur ce manuel tant sur la forme que sur le contenu et auront ensuite la gentillesse de me
les faire parvenir sur l'adresse électronique « sidimajor@gmail.com » pour qu’'ensemble, vous et moi, nous pourrions,
par le biais de ce travail, apporter une mince contribution a I'enrichissement du patrimoine scolaire national.

Par I'auteur
Sidi MAJOR
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Arithmeétique

DOZENAL DECIMAL

0£:3  am 11
1€3 M 23

Citations - choc:

— L’arithmétique, c’est étre capable de compter jusqu’a vingt sans dter ses chaussures.

Walt Disney.
— La mathématique est la reine des sciences et I'arithmétique est la reine des mathématiques.
Carl Friedrich Gauss.
— Doit-on dire « Tous les nombres premiers sont impairs sauf un », ou « Tous les nombres premiers
sont impairs sauf deux » ? Anonyme.
— 13bis, est-ce un nombre pair ou impair ? R. Queneau.

Enigme : L’archéologue futé

Deux ethnologues découvrent un tombeau dans lequel
il y a 2 étres a l'état de chair (cest-a-dire non

décomposés, avec la peau sur les os). L'un des 2 s’écrie
« Mais c’est Adam et Eve !/ ».

Comment les a-t-il reconnus ?




L Divisibilité dans7.

Deux propriétés importantes de l'ensemble N des entiers naturels constituent le

fondement de l'arithmétique élémentaire et peuvent étre considérées comme
L / axiomes constructifs de cette théorie :

— (1) Toute partie non vide deN admet un plus petit élément.

— (2) Toute partie majorée deN est finie et réciproquement.
En outre, on ne peut que citer la propriété d’Archiméde restreinte aN :
«Etant donnés deux entiers 0 < a < b, il existe un entier n tel que b < na».
Remarque :
N, ensemble des entiers naturels : de l'italien naturale par Peano (1858-1932).
Z, ensemble des entiers relatifs : de I'allemand Zahl, nombre et zahlen, compter par
Dedekind (1831-1916).

Définition 1 :
a et b étant deux entiers relatifs, on dit que a est multiple de b s’il existek € 7 tel que a = kxb.

Définition 2 :
b étant un entier relatif non nul et a un entier relatif quelconque, on dit que « b divise a » et on notera
bla s’il existek € 7 tel que a = kxb.

Remarque :

« b divise a » & « a est multiple de b »

Propriétés : a et b sont des entiers relatifs.

v’ Pour tout entier n, on a toujours1|n, (—1)|n.

v' Pour tout entier non nul n, on a toujoursn|n et(—n)|n.

v’ Les seuls diviseurs de 1 ou (-1) sont 1 et (-1).

v Si(a|b et b|c ) alors a|c ( propriété de transitivité).

v Sia / betb # 0 alors|a| < |b|. Ainsi, tout entier non nul admet un nombre fini de diviseurs
v' DansZ,ona:si(albetb|a)alorsa = boua = —b.

v DansN,ona:si(albetb|a)alorsa = b.

v Si(albetalc)alorsal|lab + fc] pour tous entiers relatifs « et f.



Exemples d'application

Exemple 1

2n—-29 , .
soit un entier.
n+2

On veut déterminer les entiers relatifsn + —2 tels que

1) Montrer que si n est solution alors n+2 divise 33.
2) Etablir Ia liste des diviseurs de 33 dans 7. En déduire les valeurs possibles de I'entier relatif n.
3) Conclure,

Corrigé

1) 22;29 entier& n + 2|12n — 29. Or n + 2|n + 2 et donc par combinaison, on trouve :
n+2|2(n+2) — (2n — 29) soit n + 2|33.
2) Les diviseurs de 33 dansZ sont : —33, —11, -3, —1, 1, 3, 11, 33.

2n-29

3) Ona: e

entier=n + 2|33 et donc :
n € {—35,-13,-5,-3,-1,1,9,31}.

Comme il s'agit juste d’une implication, il faut vérifier les valeurs obtenues une a une.
2n-29 _ —99 . .
S T T 3 entier. Doncn = =35 est solution.

Ainsi, on peut vérifier pour toutes les valeurs de n.
Enfin, vous vérifierez que : S = {—35,—13,—-5,-3,—1,1,9,31}.

Pourn = —35,0na

Exemple 2
Pour tout entier n, on pose: a,, =2n—1 et b, =9n + 4.
1) Déterminer un entier k indépendant de n tel que :
Sid[a, et d/b, alors d[k

2) En déduire la liste des diviseurs communs éventuels d a,, et b,,.
3) En déduire les diviseurs communs a5 117 et23 035. Quel est le PGCD des deux entiers5 117 et
230357

Corrigé

1 {Z || Z" = d|—9a, +2b, ie d|17. Donck = 17.
n

2) Selon la question 1), tout diviseur commun a a, et b, divise 17. Donc les diviseurs communs

éventuels d a,, etb, sont:

-17, -1, 1, 17.
3) Déterminons n tel quea,, = 5117 etb,, = 23 035.Ona:
a, =5117 © 2n—1=5117 & n = 2559
On a bien 9 X 2559 + 4 = 23 035 = b,559. Dapreés 1), tout diviseur commun naturel a a;ssq €t byssg
est un diviseur de 17. Or, on vérifie bien que 17|5117 et 17|23 035 et donc :
PGCD(5117,23 035) = 17.



II. Nombres premiers

Définition 1 :
Un entier naturel p est premier si et seulement si il posséde exactement 2 diviseurs positifs distincts a
savoir 1 et lui-méme.

Théorémes 1:
v' Tout entier naturel autre que 1 admet au moins un diviseur premier.

Théoréme 2 :
v’ L'ensemble des nombres premiers est infini.

Théoréme 3 :

v' Tout entier naturel non premier (composé) admet au moins un diviseur premier p tel que p°< n

Critére de primalité :

v’ Si un entier naturel n n’est divisible par aucun nombre premier dont le carré est inférieur a n, alors
n est un nombre premier.

v Application : Le crible d’Eratosthéne.

Décomposition en facteurs premiers

Théoréme 4:
v’ Tout entier naturel n > 2 s’écrit de maniére unique sous la forme de sa décomposition en facteurs

premiers n = p‘;l X pgzx...x plo(”‘ ou p:<...<pr sont des nombres premiers et ai, Az, ..., o sont des

entiers naturels non nuls.

Théoréme 5:
v’ L'entier naturel n = p?“ X pZZ XX p[‘if" posséde (a; + 1)x(az+ 1x..x(ax + 1) diviseurs dans

l'ensembleN et Z2(a; + 1)x(az+ 1)x...x(ax+ 1) diviseurs dans I'ensembleZ.



Exemples d'application

Exemple 3
1) Les nombres 251 et 221 sont-ils premiers ?

2) Décomposer en facteurs premiers les entiers suivants : 4992,10 780. Quel est pour chacun des deux
entiers le nombre de diviseurs.

Corrigé

1) On a: V251 = 15,84. Les entiers premiers inférieurs d 15 sont: 2, 5, 7, 11 et 13. On peut vérifier que
251 n’est divisible par aucun entier de cette liste. Donc 251 est premier. De méme, on procéde avec
221 et on vérifie que 13 divise 221. Donc 221 n’est pas premier.

2) On effectue exhaustivement les divisions successives par les entiers premiers 2, 3, 5, ...

4992 | 2 Donc, ona: 10780 2 Donc, ona:
2496 | 2 5390\ 2
1248 | 2 — 27 2695 | 5 _ 92 2
cod| 2 4992 =27.3.13 Z20| > 10780 = 24.5.74.11
;Z—g g Le nombre de ;; ;1 Le nombre de diviseurs de
78| 2 diviseurs de 4992 1 10780 dansN est :
gg 5 3 dansN est:
7 3X2%Xx3x%x2=36
Exemple 4

Trouver le plus petit entier naturel n dont le produit par13 608 est :

1) Le carré d’un entier naturel ;
2) Le cube d’un entier naturel.

Corrigé

On peut vérifier aisément que 13 608 = 23 x 35 x 7.

1) Il faut multiplier 13 608 par un entier minimal n tel que les exposants de 2, 3 et 7 dans la
décomposition de 13 608n soient tous pairs. Donc, on remarque quen = 2 X 3 X 7 = 42.

2) Dans ce cas, il faut que les exposants de 2, 3 et 7 dans la décomposition de 13 608n soient tous
multiples de 3. Donc: n =3 x 7% = 147.



IlI. Division euclidienne dans\N et dans’Z.

Théoréme 1 et définition (dans N ):
a et b sont des entiers naturels, b est non nul, il existe un unique couple (g, r) d’entiers positifs tel
que:
a=bg+r et 0<r<b.
q est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b.

Définition (dansZ.):
a et b sont des entiers relatifs, b est non nul, il existe un unique entier relatif q et un unique entier
positifrtelsque:a=bg+r et 0<r</b/

1V. Congruence dansz.

Définition 1:
On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo n (ou n est entier > 2 ) si et seulement si il

existe un entier k tel que b = kxn + a (attention ce n’est pas une division euclidienne).
On écrita = b [n].

Définition 2:
a=b [n]< a-bestun multiple de n.

Définition 3:
a=b [n]< aetbontle méme reste dans la division euclidienne par n.

Théoreme 1 :
Si le reste de la division euclidienne de a par n est égal a r alorsa = r [n].
En particulier si n divise a alorsa = 0 [n].

Propriété de transitivité :
Sia=b [n] et b=c [n] alors a=c [n].

Régles de calculs :
@DSia=b [n]Jetc=d[n] alorsa+c=b+d[n]
(compatibilité de la congruence avec 'addition)

@Sia=b [nJetc=d[n] alorsa-c=b-d[n].
@Sia=b [n]etc=d[n]alors axc=bxd[n]

(compatibilité de la congruence avec la multiplication)
@Sia=b [n]alors a» = br [n]. (p estun entier positif)
Remarque : Les régles marchent avec le méme modulo [n]; les divisions ne marchent pas !

10



Exemples d'application

Exemple 5

1) Montrer que tout entier relatif n peut s’écrire nécessairement sous l'une des trois formes 3k,
3k +1ou3k + 2.

2) Le reste de la division euclidienne de I'entier naturel a par 18 est 16. Quel est le reste de la division
euclidienne de a par 9 ? par 6 ?

3) Dans la division euclidienne de 1512 par un entier naturel non nul b, le quotient est 17 et le reste r.
Déterminer les couples solutions (b, r).

Corrigé
1) En divisant n par 3, le reste est soit 0, 1 ou 2. Donc n s’écrit nécessairement sous l'une des trois
formes.
Z2) Ona:a=18q + 16 etdonc quotient = q et reste = 16.
Division euclidienne par 9 :
a=18q+16=9(2q)+9+7=9(2q + 1)+ 7 etdonc:
quotient = 2q + 1 et reste =7
Division euclidienne par 6 :
a=18q+16=6(3q)+6%x2+4=6(3q+2)+4etdonc:
quotient = 3q + 2 et reste = 4
3)Ona: 1512 =17b+r avec 0 <r <b et en rajoutant 17b a chaque membre de I'inégalité du
reste, on obtient :17b < 17b + r < 18b. Soit, en remplacant17b + r par1512 :

17b <1512 < 18b.

Cette double inégalité conduit a : % <b< % ou encoreb = 85,86,87 ou 88.

Ona:r = 1512 — 17b ce qui donne les couples (b, r) solutions :
(85,67),(86,50),(87,33),(88,16)

Exemple 6

1) Montrer que 17 divise 35228 + 84501,

2) Soit n un entier quelconque. Quels sont les restes possibles den? etn® dans la division euclidienne
par l'entier 5?7

Corrigé

1)Ona:35=1[17] et 84 = 16 [17]. Or 16 = —1 [17] d'ou par transitivité 84 = —1 [17].

2) Donc 35%28 + 84501 = 1228 4 (—1)501 [17] et par suite 35%?8 +84°°1 =0[17] Cclest-a-dire
17 divise 35228 + 84501,

3) Il est souvent utile de présenter les résultats sous forme de tableau pour les congruences :

n=- [5] 0 1 2 3 4
n2 = [5] 0 1 4 4 1
n3 = [5] 0 1 3 2 4

11



V. PGCD-PPCM

Notation:

On notera D(a) I'ensemble des diviseurs de a et D(a; b) I'ensemble des diviseurs communs a a et b.

Définition 1:
Le PGCD(a, b), noté encorea A b, est le plus grand élément de D(a,; b).

Définition 2:

Le PPCM(a; b), noté encorea V b, est le plus petit commun multiple strictement positif de a et b.

Théoréme 1 :
Sia = pfl X pgz X...X p;f" et b= p;* Xpy? X...x p,f" avec a;et [3; entiers pouvant étre nuls (si par
exemplea; = 0, le facteurp; ne figure pas dans la décomposition de a) alors :

PGCD (a; b) = plnin(th, ﬁ1) X.p;nin(az' Bz) % X p;nin(“k, Bi)

PPCM(a, b) — p;nax(oq, B1) x p;nax(az, B2) X. .. X plrcnax(ak_ Br)

Propriétés :

Pour tous entiers relatifsa, betk, ona:

@PGCD(a; 0) = |al.

@ Sib|a alorsPGCD(a; b) = |b|.

@ Si rest le reste dans la division euclidienne de a par b alors:
PGCD(a; b) = PGCD(b; ).

@PGCD(a; b) = PGCD(|al; |b]).

®PGCD(ka; kb) = |k|xPGCD(a; b).

Propriétés :

@ Toutdiviseur de a et b est un diviseur dePGCD(a ; b).
@ Tout diviseur de PGCD(a ; b) est un diviseur de a et b.
®@S8ig = PGCD(a; b) alorsD(a; b) = D(g).
@PGCD(a; b) xPPCM(a; b) = |a| x|b]|.
Conséquence: Sia Nb = 1 alors PPCM(a; b) = |a| x|b|.

12



Exemples d'application

Exemple 7
Déterminer de deux facons différentesd = PGCD(390;525).

Corrigé
— Parlalgorithme d’Euclide
Cet algorithme de la détermination du PGCD de deux entiers a et b repose sur les deux propriétés du
cours :
@ Si rest le reste dans la division euclidienne de a par b alors:
PGCD(a; b)=PGCD(b, r).
@ Si a est un entier relatifnon nul alors : PGCD(a,; 0) = /a/.
Ainsi, en divisanta = 525 parb = 390 : 525 = }J X 390 + 13_5}, on conclut que :
=q =r

d = PGCD(390;525) = PGCD(390; 135).
De méme :390 = 2 X 135 + 120 et doncPGCD(390;135) = PGCD(135;120).
Sion poursuit, on obtient :
135 =1x 120+ 15 et doncPGCD(135;120) = PGCD(120;15) ;
120 =8x15+4+0 et doncPGCD(120;15) = PGCD(15;0) = 15.
Enfin, on trouved = PGCD(390;525) = 15.
Disposition pratique :

525 =1x390+ 135

390 =2x 135+ 120

135 =1x 120+

120=8x%x154+0
Etdonc le PGCD recherché est le dernier reste non nul (ici 15).

— Par la décomposition en facteurs premiers
On peut établir aisément que :

390=2x3x5%x13 et 525=3x5%2x7
Et par suite PGCD(390; 525) =3 X 5 = 15.

Remarque :
Le PPCM (a; b) peut étre déterminé a partir de I'égalité :
pPCM(a,b) = — A X101
PGCD(a; b)

390 x 525
Ainsi, dans notre exemple, PPCM(390; 525) = — = 13 650.
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VI. Théorémes de Bézout et de Gauss

Définition :
Deux entiers relatifs sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Théoréme 1 (de Bézout):
Soient a et b des entiers relatifs.

aAb =1 [lexiste 2 entiers u et v tels queau + bv = 1.

Théoréme 2 :
Soit a et b deux entiers naturels.

a=ad
aAb=d& 3d'et b’ € Ntelsque {b=b'd
aAb' =1

Théoréme 3 (Identité de Bézout):
Sia Nb = d alors il existe 2 entiers u et v tels que au + bv = d, la réciproque est fausse, il faut rajouter
une condition :

Si(au + bv = d etddiviseaetb) alors aNb = d.

Théoréme 4 (de Gauss):
Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise l'entier c.
Soit: Si{a divise b X ¢
anb=1

Conséquences (lemme d’Euclide) :
. {a est premier

! .
a divise b X ¢

alors (a divise c)
alors (adivise b) ou (a divise c)

Si {a et b divisent ¢ alors a X b divise c

anb=1

Théoréme 5 (petit théoréme de Fermat):

Soit a un entier relatif et p un entier naturel,
. (p est premier

S {p ne divise pas a

alors aP~' =1 [modp] (cest-d-dire plaP™' —1)

Théoréme 6 (de Wilson):
Pour tout entier naturel p, on a I'équivalence :
p premier < (p—1)! = —1 [mod p]

14



Exemples d'application

Exemple 8

On sait déja daprés l'exercice dapplication n°7 que PGCD(390; 525) = 15. Le théoréme 3 de

l'identité de Bézout affirme ['existence de deux entiers relatifs u et v tels que 525u + 390v = 15.
Déterminer les deux coefficients u et v (Algorithme d’Euclide étendu).

Corrigé

On effectue les divisions successives
jusqu'a l'obtention du PGCD :

525 =1x%390+ 135

390 =2x 135+ 120

135 =1x120 +
120=8x15+0

Puis on remonte les divisions en

exprimant chaque reste comme
combinaison linéaire des entiers qui
l'ont généré:

15=135-1x120
=135—-1x% (390 — 2 x 135)
= —1x%x390+ 3 x 135
=—1x390+3 x (525 — 1 X 390)
=3 x 525+ (—4) x 390

Etdoncu =3 et v=—4.

Exemple 9

Disposition pratique donnant le PGCD et les
coefficientsu et v :
On commence par construire le tableau suivant a
deux lignes qu’on prolongera si besoin en est :
Ly — a 1 0
L, — b 0 | 1
On compléte le tableau vers le bas par la ligne
Ly =L, —qlL, ou q est le quotient de la division
euclidienne de a par b. On continue ainsi le

procédé et on arréte dés qu’on obtient une ligne
dont le 1¢r éléement est nul Enfin les deux
dernieres lignes seront de la forme :

d u 14

0o | x| y

oud=aAb et ou u et v sont les coefficients en
question.
Mise en pratique pour (390, 525) :

525 | 1 0

390 O 1

135 1 -1

120 | -2 3

15

0 |—26] 35

EtdoncPGCD(390; 525) =15et u =3 et v = —4.

Déterminer(x; y) € N? tels que : x* — y? = 5440 et PGCD(x;y) = 8.

Corrigé

xANy=8 = 3a,bENtelsquex =8a, y=8betaAb=1.Alorsona:a*> —b*>=85etaNb=1.
Ora?—-b?>=85< (a—b)(a+b) =85 etcomme85=1x85=5x%x17etque 0 <a—b<a+b

alors on est conduit aux deux systémes {

recherchées (x,; y)= (88, 43), (344, 336).

a—b=1
a+b =285
@, b)= (11, 6), (43, 42). D’ou, en multipliant ces solutions par 8 on obtient les solutions

a—b=5 . oG -
et {a =17 94 donnent les solutions :
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VII. Systeme de numération a base b

Théoréme 1 et définition :
Soit b un entier naturel autre que 0 et 1.
Pour tout entier naturel N, il existe un entier naturel non nul n et n+1 entiersay, a4, ..., , tels que :
N =a,b"+a,_b" 1+ +a;b+a,
avec0<a,<b etVke[l,n—1], 0<a,<b

On dit que I'entier N s’écrita,a,_ ... a,a, dans le systéme de numération a base b.
Sl y a possibilité de confusion, on écrit parfois :N = a,an_; ...a1 G,
v Sib = 10, on parle de systéme décimal et on utilise les dix chiffres usuels : 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 et 9.
v' Si b > 10, On compléte la liste des dix chiffres usuels par des lettres de l'alphabet. Ainsi, a titre

d’exemple, le systéme a base « douze » (systeme duodécimal) utilise les chiftres 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7,

8 9 A, B, ou A désigne « le chiffre dix » et B représente « le chiftre onze ».

Exemples :
Fnbase6: 2035=2%X63+0%Xx6%+3%x6+5 (=455enbase 10)

Enbase12: 85A2B=8x12*+5x123+ 19 X122 +2x12+ 1}’ (= 176 003 en base 10)
A B

Enbase2: 10011011 =1x2"+1x2*+1x234+1%x2+1 (= 155en base 10)

£ ° Fh-Fh-Fh Taisezvous! Je vais vous
i
° / Y aplprcnc//‘c /’,4/‘/[//7métfc]uc. Comme ca, vous
ourrez toujours contréler si vous étes au
u P tou; trok 2

comp/cf avant de rentrer au /oou/a///crA s
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Exemples d'application

Exemple 11
Ecrire475 en base 7.

Corrigé

On effectue les divisions successives :

sde475par7: 475=7X67+6 0<6<7
ede 67par7: 67=7X9+4 0<4<7

ede 9par7: 9=7%x1+2 0<2<7

On arréte les divisions par 7, lorsque le quotient (ici 1) devient inférieur d la base 7. On a :
475 =7%X674+6=7X[7xX94+4]+6=7%x[7X(7x1+2)+4]+6

Etdonc: 475 =[1]x 73 +[2] x 7% +[4] x 7 +[6].

Dot : 475 s’écrit1 246 en base 7(Onlit:«1,2,4,6»).

Disposition pratique :
475 7
55 677
6 4 9|7
2 1
Donc: 475 s’écrit1 246 en base 7
Exemple 12

Déterminer les chiffres x ety tels que le nombre s’écrivantx2y en base 6 s’écrive3x2 en base 5.
Donner ce nombre dans le systéme décimal.

Corrigé
Les données de I'exercice nous conduisent a I'égalité :
XX62+2X6+y=3X52+xX5+2
avec0<x<5et0<y<6

Cela nous donne36x + 12+ vy = 36 + 5x + 2 soit y = 65 — 31x.

.. e , , 59 65
La condition 0 <y < 6 sécritalors 0 < 65 — 31x < 6, ce qui donne I'encadrement g x=get

comme x est un entier alors la seule valeur acceptable estx = 2.

En remplacanty par sa valeur65 — 31x avec x = 2, on trouvey = 3,

Dans le systéme décimal, le nombre cherché est :
N=3x52+2x5+2=87.
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EXFLRCICES CORRICES

| es méthodes sont les habitudes de l’esPrit et les économies de la mémoire.

Riva roll

Exercice 1 On n'est pas orphelin d'avoir perdu pére et mére, mais d avoir perdu I'espoir.

Vérifier que les entiers suivants sont des multiples de 37 :

1. Les nombres constitués de trois chiffres identiques (comme 222, 888, ...)

2. Les nombres constitués de six chiffres identiques (comme 555555, 999999,...)

3. Les nombres de six chiffres obtenus en juxtaposant trois fois deux chiffres identiques (comme
717171, ...).

Corrigé
1. Les nombres constitués de trois chiffres identiques:
222, 333, ..., 999 sont tous divisibles par 111 et 111 = 3 x 37.
2. Les nombres constitués de six chiffres identiques :
111111 = 111000 + 111 = 111 (1000 + 1) =111 x 1001

Donc le nombre 111111 est divisible par 111 donc par 37.
222222, 333333, 4444444, ..., 999999 sont tous divisibles par 111111 donc par 111 et donc par 37,
3. Les nombres de six chiffres obtenus en juxtaposant trois fois deux chiffres identiques:
717171 = 710000 + 7100 + 71 = 71 (10000 + 100 + 1) =71 x 10101
Or10101 = 37 x 273, d’'ou 717171 est divisible par 37 car 10101 I'est
Soit a et b deux chiffres.
ababab =ax10° +bx10¢ +ax103+bx 10?2 +ax10+D

=(ax10+b) 10+ (ax10+b)x 10?2 + (ax 10+ b)

=(ax10+b) (10t + 102+ 1) =(ax10+b) x 10101.

ababab est donc divisible par 10101 donc divisible par 37.

i Exercice 2 Si la barbe suffisait 4 Ia sagesse, un bouc vaudrait Platon.

1. Démontrer que le produit de deux entiers naturels consécutifs est pair.
2. Le produit de trois entiers naturels consécutifs est-il : a) pair ? b) un multiple de 3 ? c) Un
multiple de 6 7

Corrigé
1. Démontrer que le produit de deux entiers consécutifs est pair :
Le produit de deux entiers naturels consécutifs est de la formen(n + 1).
Deux cas se présentent alors.
» nestpair
Alors 2 divise n donc 2 divise n X (n + 1)
» nestimpair
Alorsn + 1 est pair donc 2 divisen + 1 donc 2 divisen X (n + 1).
2. Le produit de trois entiers naturels consécutifs est-il :
Le produit de trois entiers naturels consécutifs est de la formen(n + 1)(n + 2).
a) pair ?: On a vu que pour tout entier naturel n, 2 divisen(n + 1) donc 2 divisen(n + 1)(n + 2).
Doncn(n + 1)(n + 2) est pair
b) un multiple de 3 ?
On considere le reste de la division de n par 3. Trois cas se présentent
— le reste de la division par 3 de n est 0
3 divise alors n donc 3 divise aussin(n + 1)(n + 2)
— le reste de la division de n par 3 est 1.
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ns'écritalors 3 q +1 ou q est un entier naturel. Onaalors: n+2=3q +1+2=3q+3=3(q+1)
3divise doncn + 2 donc 3 divisen (n + 1) (n + 2)

— le reste de la division de n par 3 est 2.

ns'écritalors3q + 2 ou q est un entier naturel. Onaalors: n+1=3q+2+1=3q+3=3(q+1)
3divise doncn + 1 donc 3 divise n(n + 1)(n + 2)

¢) Un multiple de 6 ?

Jet2divisentn(n + 1)(n + 2) et 3 et 2 sont premiers donc3 X 2 divisen(n + 1)(n + 2).

i Exercice 3 Il vaut mieux avoir I'ceuf aujourd’hui que la poule demain.

Parmi tous les entiers positifs multiples de 2004, quels sont ceux qui ont exactement 20 diviseurs
positifs ?

Corrigé

Soit N un multiple positifde 2004, doncN = k X 2004 = k x 2% x 31 x 1671.

Le nombre des diviseurs positifs de 2004 est 2 + 1)) X (1+ 1) x (1 +1) =12.

Doncsik > 1 alors k contiendra au moins un nombre premier et donc le nombre des diviseurs positifs
de N est au moins 12 X (1 + 1) = 24. Par suite pour que N soit une solution du probléme alors k doit
étre égal 4 1 et N doit étre de Ia forme 22+® x 3014b) x 1670+ qpec 4, b et c trois entiers naturels.
Dans ce cas le nombre de diviseursde Nestd(N) = 2+ a+ 1) X (1+b+1) X (1+ c+ 1), cesta
dired(N) =3+ a) X (2+b)x (2 +c).

Oronveut qued(N) = 20 =5 X 22 alors il faut quea = 2,b = 0 etc = 0.

Conclusion : N = 2* x 31 x 167 = 8016.

i Exercice 4 C'est avec I'eau du corps que l'on tire I'eau du puits.

On divise 2003 par un entier n, le reste est égal 4 8. On divise alors 3002 par n, le reste obtenu est 27.
Que vautn?

Corrigé
2003 = an + 8 1995 = an
0na:{3005 ~ tn 1 27 = 12075 = i
Ainsi n divise 1995 et 2975 et donc divise aussi1995 A 2975 .
Déterminonsd = 1995 A 2975 par l'algorithme d’Euclide :
Ona: 2975 =1995x 1+ 980
1995 = 980 x 2 +[35]
980 = 35x%x28+0.
Donc d = 1995 A 2975 =35 et comme les restes doivent étre inférieurs a n, on en déduit que
n = 28 etdonc on peut conclure que n = 35.

i Exercice 5 L'esprit est comme un parachute... il fonctionne mieux quand il est ouvert.

Quelles sont toutes les listes d’entiers naturels consécutifs dont la somme vaut 2005 ?

Corrigé
Désignons par n un entier naturel et k un entier naturel non nul donc les nombres suivants :
n(n+1),(n+2),(n+3),....et (n+ k) sont les entiers consécutifs cherchés.
Ona:
n+n+1D)+M+2)+(n+3)+....+(n+ k) =2005 <= (k+ Dn+ ((k(k +1))/2) =2005
= 2(k+1n+k(k+1)=4010 = (k+1)(2n+ k) = 4010 = 2 x 5% 401
Premiercasn =0
Onaalors (k +1)(0+ k) = 2 X5 X 401, ce qui est impossible car 4010 ne peut pas étre le produit de
deux facteurs consécutifs.
Deuxiéme casn > 0
Donc2n+k > k + 1 etparsuite :
(k+1)2n+k)=2x5%x401 < (k+1,2n+k) € {(2,2005),(5,802),(10,401)}
< (k,n) € {(1,1002), (4,399),(9,196)}
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Conclusion: les listes solutions du probléme :
— 1002et 1003
— 399,400, 401, 402 et 403
— 196,197,198, .., 205

i Exercice 6 La prudence a plus de part aux succés que la force.

1. Montrer que le reste dans la division euclidienne du carré d’un entier par 4 est soit 0, soit 1.
2. Montrer que le nombre R, = 111 ..111 n'est pas un carré sin > 2.
N————_—
nchiffres"1"
Les nombres R,, sont appelés repunits.

Corrigé
1. On sait que tout entier m s’écritm = 2k (m pair) ou bienm = 2k + 1 (m impair). On a donc :
— Sim = 2k, m? = 4k? est un multiple de 4, il est de la forme 47,
— Sim =2k +1,m? = 4k? + 4k + 1 = 4(k? + k) + 1 est de la forme 4/+1.
Donc Vm € Nyon a: m? = 0[4] ou bien m? =1[4].
Z. On sait que, pour toutn = 2, on peut écrire :
R,= 111 .. 111 11 =R, , X100+ 11=R,,_, X4 X254+4 X2+ 3 =4(25R,,_, +2)+3
n-2 chiffres"1"
et par suite : R, = 3 [4] et donc, selon la question précédente, R,, ne peut pas étre le carré d’un entier.

i Exercice 7 Le fruit miir tombe de lui méme, mais il ne tombe pas dans la bouche.

Le chiffre des unités du nombre naturel N est x. On effectue successivement les opérations suivantes :

- supprimer le chiftre des unités x du nombre N ;

- retrancher 2x du nombre obtenu.

Par exemple, le nombre 203 devient 20, puis 14.

Est-il toujours vrai que le nombre final est un multiple de 7 si et seult si le nombre initial est un
multiple de 7 7

Corrigé
Posons N = 10d + x avec x le chiffre des unités.
L’opération est :
N—x
10
Si l'idée est vraie le probléeme revient a montrer que : 7 divise (10d + x) < 7 divise (d — 2x)
Eneffet :2(10d + x) + (d — 2x) = 7(3d)
Par suite : 7 divise (10d + x) = 7 divise 7(3d) — 2(10d — x) = d — 2x
7 divise (d — 2x) = 7 divise 7(3d) — (d — 2x) = 2(10d + x)
= 7 divise (10d — x) car 7 et 2 sont premiers entre eux.

—2x=d— 2x

Exercice 8 Si on te donne de la canne a sucre, ne demande pas a étre payé pour
la manger

(Etude de produit de facteurs dans une factorielle)
Soit n € N non premier et tel quen > 6. L'objectif de I'exercice est de montrer que : n | (n — 2)\.
1. Justifier qu’il existe deux entiers naturels a et b tels que :

n=ab et a=>2 et b=>2

2. Montrerque:asg et b< puis que a<n—2et b<n-—2.

N3

3. On suppose quea # b.
Montrer quen | (n — 2)!

4. On suppose quea = b.

a. fustifier quea = 3.

b. Montrer quel < 2a <n— 2.
¢. Montrer que n | (n — 2)!

5. Conclure.
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Corrigé
1. Puisque n n’est pas premier, il existe (a,b) € N X N tel que :

n = ab, 1 <ac<n, 1<b<n
Onaalors:a>2 et b= 2.

2. Commen =ab avec a=>2 et b>2 a]orsa=%£ etde mémeb =

N3
QI3

<Z
2
D’autre part ona:

n
ESn—Z on<s2n—-4<n=4

Donc dés quen = 4 (icin = 6), ona:gSn—Z et parsuite:a<n—2et b<n-—2.

3. On suppose quea + b.

Dans ce cas, comme a et b sont distincts et inférieurs an — 2 alors ab = n divise (n — 2)\.

4. On suppose quea = b.

a. Sia = b alors n = ab = a?, et commen > 6,0ona a®* > 6. Ce qui donnea = 3 car a est un entier.

b. On a, sans oublier a chaque passage que a est un entier naturel :
a>3sa-122@-1)?24= (a-1)?23=ad*°-2a-220=a’-22>2a

Or,a?-2=n—-2,;dou:2a<n-—2 Doncenfin:1<2a<n-2.

c. Les entiers a et 2a sont distincts et inférieurs an — 2, donc leur produita(2a) = 2a? = 2n divise

l'entier (n — 2)\. Et comme n divise Zn alorsn | (n — 2)!.

5. En conjuguant les résultats des questions 3 et 4, on peut conclure quen | (n — 2)! pour tout naturel

n non premier et supérieur a 6.

i Exercice 9 Rien ne vient sans peine, saufla pauvreté ou la mauvaise réputation.

Trois entiers a, b et ¢ vérifienta? = b? + c?

1.a. Montrer que l'un au moins des entiers a, b et c est pair;

b. Montrer que I'un au moins des entiers b et ¢ est multiple de 3 ;

¢. Montrer que I'un au moins des entiers a, b et c est multiple de 5.

d. Montrer que I'un au moins des entiers a, b et c est multiple de 4.

2. Montrer que si les entiers a, b et ¢ vérifienta® = b? + c¢? alors 60 divise le produit abc.

Corrigé
1. La démarche adoptée dans cette premiére question consiste a étudier la congruence du carré d’un
entier en modulo 3, 5, 4 et 8.
a. Raisonnons par l'absurde : supposons qu'aucun des entiers a, b et ¢ n’est pair.
On sait qu’un entier et son carré ont méme parité. Donc b et ¢ sont impairs alors b? et c? sont impairs.
La somme de deux impairs étant paire alors a*> = b? + c? est pair et par suite a est pair. Ce qui est
contradictoire d I'hypothése. Donc au moins l'un des entiers a, b et c est pair.
b. Soit x un entier. Etudions x* en modulo 3 :

x = - [3] 0 1 2
x?=-[3] 0 1 1
Donc, en modulo 3, le carré d’un entier est congru soit a 0, soit a 1.
Supposons quaucun des deux entiers b et ¢ n’est un multiple de 3. Dans ce cas, ona :

b2=1[3] et c?2=1]3]

Et par suite : a®> = 2 [3), ce qui est impossible.
Donc l'un au moins des entiers b et c est un multiple de 3.
c¢. Congruences dex? modulo 5 :
x = - [5] 0 7 2 3 4
x? = - [5] 0 1 4 4 1
Donc, en modulo 5, le carré d’un entier est congrua 0,4 1 ou a 4.

Supposons quaucun des trois entiers a, b et c n’est un multiple de 5. Dans ce cas, on sait qu’'on a bien :
b2+c*=14+1=2[5] ou b*+c*=14+4=0[5] ou b?>+c*=4+4=3]5]

Or le cas b? + c¢? = 1+ 4 = 0[5] qui signifie a* = 0 [5] est écarté car a n’est pas multiple de 5 par

hypothése. Les deux autres cas donnent a®> = 2 [5] ou a? = 3 [5]; ce qui est impossible d’aprés le

tableau de congruences. Donc I'un au moins des entiers a, b et c est un multiple de 5.

21



d. Ondistingue deux cas :
. . . a b c P
— Si a, b et c sont tous pairs alors les entiers a’ = 5 b = > etc = 3 vérifient a'> = b'?> + ¢'?>. Donc

selon la question a, I'un au moins des entiers a, b’ et ¢’ est pair et par suite I'un au moins des entiers
a, b et c est divisible par 4.
— Si un seul des trois entiers a, b et c est pair :
e sil’entier b est pair alorsb?> = a? — c? avec a et c impairs. Or on sait qu’en modulo 8, pour un
entier impair x =2k +1 on ax?=4k(k+1)+1=1[8] et donc par différence, on a:
i
b? = 0 [8] et par suiteb = 0 [4] (carb = 2 [4] entraineraith = 4 [8] ). Donc 4 divise b.
e Siaestpairetdoncb et cimpairs alors comme en modulo 4, on a :
pair’ =0[4] et impair?=1 [4]
alors a? = 2 [4), ce qui est impossible. Donc un tel triplet pythagoricien n’existe pas.
Donc enfin I'un au moins des entiers a, b et c est un multiple de 4.
2. D’aprés la question 1, si trois entiers vérifient la relation pythagoricienne a?> = b* + c? alors parmi
les entiers a, b et ¢ il y a un multiple de 3, un multiple de 4 et un multiple de 5. Les entiers 3, 4 et 5
étant premiers entre eux deux a deux alors3 X 4 X 5 = 60 divise le produita X b X c.

i Exercice 10 Tout Jge porte ses fruits, il faut savoir les cuelillir.

(Nombres premiers jumeaux)

Deux nombres premiers sont dits « jumeaux » s’ils différent de deux unités : 11 et 1.3 sont des jumeaux.
1. Donner au moins trois autres exemples de nombres jumeaux.

2. Si le couple (n,n + 2) est constitué de nombres premiers jumeaux, montrer que nécessairement n a
pour reste 2 dans la division euclidienne par 3.

3. Montrer que, toujours dans ce cas,n + 4 est nécessairement divisible par 3.

4. Quels sont alors les diviseurs den® + 2n ?

Corrigé

1.(35),(57),(17 19).

2. Soit(n,n + 2) un couple de nombres premiers jumeaux.

Sin = 0 [3] alors n n'est pas premier;

Sin = 1[3] alorsn+ 2 = 03] et doncn + 2 n'est pas premier ;

Donc la seule possibilité estn = 2 [3].

3.85Im=2[3]alorsn+ 4 =6[3] etcomme6 =0|[3],ona:n+4=0][3]. Donc 3divisen + 4.

4. Comme n etn + 2 sont tous deux premiers alors les seuls diviseurs den® + 2n = n(n + 2) dansN
sont1,mn+2etn’+2n.

i Exercice 11 Pourquoi te servir de poison, si tu peux tuer avec du miel.

a, b, p et g sont des entiers relatifs tels que :a = 9p + 4q etb = 2p + q.
Démontrer que : PGCD(a; b) = PGCD(p; q).

Corrigé
Soit d un diviseur commun de a et de b. On sait que d divise toute combinaison linéaire a coefticients
entiers de a et de b, donc d divise en particulier a — 4b = (9p + 4q)-4(2p + q), c’est-a-dire d divise p.
De méme, on démontre que d divise q.
Ainsi tout diviseur de a et b est un diviseur de p et q. Réciproquement, soit d' un diviseur de p et q.
Alorsd' divise les deux combinaisons entiéres9p + 4q et2p + q donc d divise a et b.
L’ensemble des diviseurs de a et b est donc égal a I'ensemble des diviseurs de p et g, d’ou :

PGCD(a,b) = PGCD(p, q).

i Exercice 12 On ne peut pas rassasier un chameau en le nourrissant d la cuillére.

Quelles sont les valeurs possibles du PGCD de9p + 4 et2p — 1 7
Donner les valeurs possibles de p dans le cas ouPGCD(9p + 4,2p — 1) = 17.
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Corrigé
Soit d un diviseur de9p + 4 et 2p- 1. L'entier d divise alors2(9p + 4)-9(2p-1) et donc d divise 17.
Les valeurs possibles du PGCD de9p + 4 et2p-1 sontdonc 1 et 17.
PGCD(9p + 42p-1) = 17 & (8) { ;35 N f = g [[1177]]
Si p est solution de (S) alors 9p + 4) — 4(2p — 1) = 0 [17] soit p =9 [17].
Réciproquement, sip = 9 + 17k alors 9p + 4 = 17(9k + 5) soit:9p + 4 = 0 [17].
De méme, on démontre que2p — 1 = 172k + 1) Soit:2p — 1 = 0 [17]. Donc p est solution de (S).
D'ou 17 est le PGCD de9p + 4 et 2p-1 si et seulement si p s’écrit17k + 9, ou k est un entier relatif.

Ii Exercice 13 Le seul endroit oul Ia réussite vient avant le travail, c'est dans le dictionnaire.

Soient a et b deux nombres entiers relatifs premiers entre eux. Le but de I'exercice est de montrer de

trois maniéres diftérentes queab et a + b sont premiers entre eux.

. Premiére démonstration.

Démontrer le lemme d’Euclide : « si I'entier premier p divise ab alors p divise a ou p divise b ».

En déduire queab et a + b sont premiers entre eux.

. Deuxiéme démonstration.

Montrer quea et a + b sont premiers entre eux. Que peut-on dire des entiersb et a +b ?

Montrer que si trois entiers A, B et C sont tels que PGCD(A; B) =1 etPGCD(A; C) = 1 alors
PGCD(A; BxC)=1.

c¢. Utiliser les questions 2.a et 2.b pour conclure queab et a + b sont premiers entre eux.

3. Troisiéme démonstration.

Les entiers a et b étant premiers entre eux, il existe, selon Bézout, deux entiers relatifs u et v

(coefficients de Bézout) tels queau + bv = 1. On poseS = a+b et P = ab.

Calculer (au® + bv?)S — (u — v)?P. En déduire queab et a + b sont premiers entre eux.

S0 NS N

Corrigé

1. Premiére démonstration.

a. Soit p un nombre premier tel que p divise ab et p ne divise ni a, ni b.

On sait que : p divise ab < 3k € Z tel que kp = ab. Donc :a / kp

Or a et p sont premiers entre, donc selon Gauss a / k. D’autre part: a/k = 3h € Ztel que k = ah.
En injectant la relationk = ah dans I'égalité kp = ab, on obtient : hp = b.

Ce qui donne p divise b. Ce qui est contradictoire. En conclusion : si p divise ab alors p divise a ou p
divise b.

b. Soit p un nombre premier qui diviseab et a + b.

Selon le lemme d’Euclide, p divise ab implique que p divise a ou p divise b.

Supposons que p divise a. Comme p divisea + b alors p divise (a + b) — a = b et par suitep = 1 cara
et b sont premiers entre eux. Doncab et a + b sont premiers entre eux.

2. Deuxiéme démonstration.

a. Soit d un entier naturel qui diviseaeta + b. Ona:

d/a _
{d/a+b — d/(a+b)—a=h
d/a
= {d/b

= d =1 caraetb sont premiers entre eux.
Donc a et a + b sont premiers entre eux. On démontre de méme que b et a + b sont premiers entre
eux.
b. Ona:
PGCD(A; B) =1 Ju,veZelque:ud+vB=1
= (WC)A+vBC=C
Donc tout diviseur commun d de A et BC divise (uC)A + vBC = C, donc d divise PGCD(A ; C) = 1.
Dou: PGCD(A; BXx(C)=1.
¢. CommePGCD (a ; b) = 1 alors par application des résultats de la question 2.a, on déduit que :
PGCD(a+b;a)=1 et PGCD(a+b; b)=1.
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Selon 2.b, on peut conclure que : PGCD (a +b; ab) =1, donc ab eta + b sont premiers entre eux.
3. Troisiéme démonstration.
Les entiers u et v sont tels queua + vb = 1.
Ona:
(au? + bv?)S — (u — v)?P = (au? + bv®)(a + b) — (u — v)?ab
= (aw)? + (bv)? + abu? + abv? — (u? — 2uv + v*)ab
= (aw)? + (bv)? + abu? + abv? — u?ab + 2uvab — v?ab
= (au)? + 2uvab + (bv)?> = (au + vh)? =12 =1
Donc, selon le théoréeme de Bézout, les entiersS = a + b et P = ab sont premiers entre eux.

Exercice 14 Personne n'a jamais tout a fait tord. Méme une horloge arrétée
donne l'heure juste deux fois par jour.

On considere les deux entiersa = 5n+ 1 eth = 3n — 3 ouin € N*,

1. Montrer que tout diviseur commun de a et de b est un diviseur de 18.
2. Pour quelles valeurs de n a-t-ona Ab =9 ?

3. Calculer n sachant quea ANb =9 et aV b = 1881.

Corrigé
1 Ona: {Z;Z _ gz-l__; = d/3a—5b=18.
Donc tout diviseur commun a a et b est un diviseur de 18.
2. On utilise la propriété: a Nb = (a —kb) Ab = a A (b — ka) pour k entier. Ainsi, on a :
aAb=0Bn+1)ABn-3)=[Gn+1)—Bn-3)]ABn—-3)=02n+4)A(3Bn—-3)
=2n+4HA[Bn-3)—-2n+4d)]=0C2n+4)A(n—-7)
=[2n+4)-2n—-7N]A(n-7)=18A(n—-7)
Donc, on peut se permettre d’écrire :
aAb=9 © 18A(n—-7)=9 <=9/(n—7)et (n—7)AN2=1
on—7=9k et9%AN2=1 © n—7=09ket k est impair
=n—-7=9QRa+1) = n=18a + 16 avec a € N.
3. SiaNb =29 alorsnestdelaformel8a+ 16 et/ona:
a=5n+1=5(18a+16)+1=90a + 81 =9(10a + 9)
b=3n—-3=3(18a+ 16) — 3 = 54a + 45 = 9(6a + 5)

ab
Par suite, on peut écrire: aVb = - 9(10a + 9)(6a + 5)

Dou:aVvb=1881 © 9(10a + 9)(6a +5) = 1881 < 60a? + 104a — 164 = 0. L’équation du
second degré 60a? + 104a — 164 = 0 admet une solution évidente a = 1, la 2¢me solution n’est pas
entiere.

Exercice 15 La persévérance, c’est ce qui rend I'impossible possible, le possible probable et le
probable réalisé

Montrer que pour tous entiers a et b, ona:

1.PGCD(a? + b? ab) = [PGCD(a,b)]?;

2.PGCD(a + b,PPCM(a,b)) = PGCD(a,b),

3.vn € N*,PGCD(a™, b™) = [PGCD(a,b)]" et PPCM(a™, b™) = [PPCM(a,b)]". En déduire
PGCD(81,144).

Corrigé
1. Posonsd = PGCD(a, b). Il existea',b" € N tels quea = da' et b = db" avecPGCD(a',b") = 1.
On adonc :
PGCD(a? + b?%,ab) = PGCD((da')? + (db")?,da’db")
= PGCD(d?(a’® + b'%),d%a'")
= d2.PGCD(a’* + b'*,a'b").
Soit p un diviseur premier commun dea'b' eta'> + b'?. Alors p divisea' ou p diviseb'.
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Sip divisea', alors p divisea'? etb'? donc p diviseb', ce qui est absurde car p serait diviseur commun a
a' etb', maisPGCD(a',b") = 1.
Si p diviseb', on obtient de méme avec le méme raisonnement.
On obtient finalement :
PGCD(a? + b?,ab) = [PGCD(a, b)]?
2. Soitd = PGCD(a,b). Il existe a’,b' € N tels que a = da' et b = db" avec PGCD(a',b") = 1. /] existe
deux entiersu etv telsque:v(a+b) + uba =d.
Endivisant pard,ona:v(a'+ b") + ua'b’ = 1.
Le théoréme de Bézout implique que : PGCD(a' + b',a’'b") = 1.
Calculons
PGCD(a + b, PPCM(a, b)) = PGCD (d(a + b, 0"
(a + b,PPCM(a, b)) = ( @+ 5ecpaa b)>
= PGCD(d(a’ + b"),da’b")
=d X PGCD(a' +b',a’b") = d.
3. Soitd = PGCD(a, b), alors il existe 2 entiersa’ etb' tels que :
a =da etb =db" avecPGCD(a',b") = 1.
Il vient donc : PGCD(a™ b™) = PGCD[(da’)?,(db")*] = d? x PGCD(a'™,b'™).
Soit p un diviseur premier commun a a'" et b'™. Comme p divise a' et b', alors p divise le nombre
PGCD(d',b") = 1. D'ou :PGCD(a’",b'™") = 1.
Il vient ainsi : PGCD(a™ b™) =d"x1 =d" =[PGCD(a,b)]™.
Maintenant calculons :
la™| x |b™ _ (lal x |b))"

PPCM(a™ b™) = = = [PPCM(a, b)]"
@ b™) = pech@m b ~ [PGCD@ b~ - (D)}
Ona:81 = 9% et144 = 122, donc : PGCD(81, 144) = [PGCD(9,12)]? = 3% = 9.

Exercice 16 Les proverbes ressemblent aux papillons ; on en attrape quelques-uns, les autres
s'envolent.

1. Soit a, b et c des entiers non nuls avecPGCD(a,b) = 1. Montrer que : PGCD(a, bc) = PGCD(a, c).
2.SiPGCD(a,b) = 8, 4 quoi est égal PGCD (a?,b?)7?
3. Quelles sont les valeurs possibles de PGCD (a3, b*) ?

Corrigé
1. Soitd = PGCD(a,c). ll existea',c' € Z tels quea = da',c = dc’ avecPGCD(a',c") = 1.
On a donc : PGCD(a,bc) = PGCD(da’,dbc") = d x PGCD(a', bc").
On sait que PGCD(a,b) =1 et PGCD(a',c") = 1. Donc il exister,s,u,v € Z tels que :a'r +c's =
1 et wua+ vb =1, ce qui entraine en multipliant les deux identités membre a membre :

a'(aur + brv) + c¢'sua + c'svb = 1.
Et commea = da’ alors ¢'sua = c'suda’ et par suite on peut écrire :

a'(aur + brv + c'sud) + sv(c'b) = 1.
D‘aprés Bézout, on a : PGCD(a', bc") = 1.
Enfin: PGCD(a,bc) = PGCD(da',dbc') = d X PGCD(a’,bc") = d = PGCD(a, c).
2.SiPGCD(a,b) = 8, alors selon I'exercice précédent : PGCD(a?,b?) = [PGCD(a,b)]? = 8% = 64.
3. SiPGCD(a,b) = 8, alors on peut écrirea = 8a et b = 8f avecPGCD(a,f) = 1.
Ainsi : a® = 2%a3 et b* = 2¥2p*, donc : PGCD (a3, b*) = 2° PGCD(a3,23p8*).
Cherchons PGCD (a3, 23B%). On peut décomposer a3 = p. "' p3™ ..p3™ et B* = ¢ ¢ ..qum
ou{pr,.., P} N {q1, - g} =0 et py <pp <+ <pn; 41 <qz <+ < Gm.

On adeux cas:
31, 31,

—> 1er cas : sia est pair, alors a® = 23r1p2 e Dp
Dans ce cas, ona: PGCD(a3,238%) = 23 pged (2°"'p3™ ..pi™, 255%™ ...qm) = 25,
—> 2éme cas : sia est impair, alors PGCD (a3,23p%) = 1.

212 si a est pai
Finalement, on obtient : PGCD (a3, b*) = { 9 St @ est pair
27 si a est impair
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i Exercice 17 Le volume d'une pizza de rayon z et d'épaisseur a est : pi.z.z.a

Soit a, b et x trois entiers naturels non nuls etd = a A b.

1. Montrer que xV d divisex V a et que % diVise%.

2. En déduire une autre relation analogue.

3.a. Montrer que :

xVanVb
xvd xvd

b. En déduire que: xV (aANb) = (xVa)A(xVDb).

1.

Corrigé
1. * On sait que :
L’entier a est un multiple de d, donc tout multiple commun a x et a est un multiple commun a x et d et
parsuite(xvd) / (xV a).
** On a également :
d/a = xd/xa
= xdVad/xaVad
=d(xVa)/alxVvd)
a(xvd)
= dxva)
xVa
= xvd Fa
xVa divi a
g Givise —
2. Les entiers a et b jouant des réles symétriques, on peut donc remplacer a par b dans ce qui précéde

pour aboutir aux résultats analogues suivants :

= k entier

a

b
(xvd)divise (xVa) et vd divise T
3.a. Dapreés ce qui précéde, on a :
xVad__ a . vad__ b
Ly g divise o et ——— divise -
ce qui donne :
xVanvb divi aA
xvd xvd “U dtad
Or, on sait que !
a/\b_a/\b_d_1
d°d d d
dou :
xVa/\xVb_1
xvd xvd

b. En multipliant I'égalité précédente parx V d, on obtient: xVd = (xVa) A (xV b) soit:
xV(aAb)=(xVa)A(xVb).

Exercice 18 Un homme doit étre assez grand pour admettre ses erreurs, assez intelligent pour
apprendre de celles-ci et assez fort pour les corriger.

Soit a, b deux entiers naturels non nuls. On pose:d =aAb et m=aVb.

Soit x un entier naturel non nul.

1l.a Montrerque: (x Aa)/(x Am) et (xAb)/(x Am).

X Am\ /m X Am\ /m
b. Montrerque:( )/— et ( )/—
) xNal/l a xANb/I b
Z.a. Etablir que :
xXAm xXAm
(ra) (5x5) =
xAa XADb

b. En déduire que: x AN(aVb) =(xAa)V (xAb).
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Corrigé
la Onsaitque: (x ANa)/a et a/m donc (xAa)/m.
Comme (x Aa)/x alors (x A a)/(x Am). On démontre de méme que : (x Ab)/(x Am).
b. Partant des relations de cours:(x Na) X (xVa) =x X a et (x Am) X (x Vm) = x X m, on peut
déduire :

(xAm) (xvm) xxm m

X = = —
(xAha) ((xVvVa) xXa a

Et par suite, on obtient :

(xAm) .. m
divise —.
(xANa) a
On démontre de maniére analogue que :
(xAm) divi m
—— = divise —.
(x Ab) b
Z.a. Onpose:a =% et = S.
nsi = = m_b_ m_a_
Ainsiona:aAff=1,dXm=aXb, a—d—ﬁ, S=-=a
Donc :
KN
a b
Comme, on a déja établi, a la question précédente, que :
xAm) . m (xAm) .
divise — et divise —
(xANa) a (x A D) b

alors, on conclut que :
(x/\m)/\(x/\m) divi m/\m_1
(xna) (xADb) tvise a b

xXAm xXAm
( A )A( A b) =1
xXAa X
b. Comme (?\Tr:) et (J;ATT:) sont premiers entre eux alors leur PPCM est leur produit c’est-a-dire :

(x/\m)v(x/\m)_<x/\m)x<x/\m)_ (x Am)?
xAa xAb) \xAa xAb) (xAa)(xAb)
Donc, on en déduit que :

@Amy=@A@@AmK
Soit, apres simplification :
(xAm)?2=@xAD)xAM)V(ExAa)(xAm)=(xAm)X[(xAa)V (xAb)]
ou plus simplement :x A\m = (x Aa) V (x Ab).
Si l'on tient compte du fait que : m = a V b, cette derniére égalité peut étre écrite sous la forme :
xA(avb)=(xAa)V (xADb).

Etdonc :

x/\m) (x/\m)} B (x/\a)(x/\b)(x/\m)v(an)(xAb)(xAm)

xAa xXAb xAa xAb

Exercice 19 Notre entreprise dans la vie n’est pas de surpasser les autres, mais bien de se
surpasser soi-méme.

Soit n un entier naturel,
1.a. Déterminer, en fonction de la parité de n, du valeur du PGCD : d = (> + 1) A(n + 1)
b. Montrer que le nombren? + 1 n’est pas un carré parfait pour tout entier n non nul.
2. Soit a, b et n trois entiers naturels non nuls tels que :
aAb=1 et an®+1)=>b?(n+1).
a. Montrerque: a ANb?> =1 puisque:a<n et b <n.
b. Endéduireque: m*+1)A(n+1) = 2.
c. Onposen*+1=2p et n+1=2q avec pAq=1.
Montrerque: q = a et p = b?.
d. Onsupposeque: b =a+ 1.
Calculer alors les entiers a, b et n.
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Corrigé
1.a. Déterminationde(n?> + 1)A(n+1):
{d/n2 +1 {d/(n +1)2-(m?+1)
d/n+1 d/n+1
d/2n
{d /n+1
= d/2(n+1) —2n
=d/2
Donconasoitd =1 oud = 2.
Etudions les valeurs de d en fonction de la parité de n :
—> Sin est pair alorsn + 1 etn? + 1 sont tous deux impairs et doncd = 1.
—> Si n estimpair alorsm + 1 etn? + 1 sont tous deux pairs et doncd = 2.
b. On sait que pour tout entier n non nul, ona: n*> <n? + 1 < (n + 1)? et cela prouve sans équivoque
quen? + 1 n'est pas un carré parfait.
2.a. *Montrons que: a Ab? = 1.
anb=1
anc=1
Comme, dans I'énoncé, on a donné :a A b = 1 on peut appliquer cette propriété en prenantb = c pour
obtenira A b? = 1.
** Montrons que: a < n.

On rappelle la propriété : « Soit a, b et c trois entiers. Si { alors a A (bc) =1 »

Ona:
{a(n2 +1)=b*(n+1) — {a/bz(n+ 1)
anb?=1 anb?>=1
= a/n+1
GE‘ITSS

= as<n+1
Sia =n+ 1 alors on aurait(n + 1)(n? + 1) = b?(n + 1) ; l'entiern + 1 étant non nul, on peut déduire
que : n? + 1 = b?, c'est-a-dire quen? + 1 est un carré parfait. Ce qui n’est pas le cas. Donca # n + 1 et
par suitea < n + 1 autrement dit, a étant un entier, ona a < n.
*** Montrons que : b < n.
Ona:
{a(n2 +1) =b?(n+1) - {bz /a(n?+1)
anb®>=1 anb?=1

= b%/n? +1
Gauss

= b2<n?+1
Commen? + 1 n’est pas un carré parfait alors b*> # n? + 1 et par suite b> < n? soit b < n.
b. Montrons que:(n* +1)A(n+1) = 1.
On sait d’aprés la question 1 quona: M*+ 1D A(n+1) =1 ou M?+1)A(n+1)=2.
On supposeque: (M*+ DA(n+1) =1
L’égalité a(n® + 1) = b?>(n+ 1) implique que n+ 1 / a(n? + 1). Les entiersn + 1 et n? + 1 étant
premiers entre eux, on peut conclure que : n + 1 / a. Ce qui est absurde cara < n.
Doncona: (m*+1)A(n+1)=2.
c. Onposen*+1=2p et n+1=2q avec pAq=1.
Dans ce cas, I'égalité a(n® + 1) = b*(n + 1) s’écrit ap = b?q.

Alors,ona:
ap = b%q -
a
© { anb?=1 o /4
— p2
@ { @=b" = g/
anb?=1 oo
On déduit de(1) et(2) (q et a étant des entiers naturels) que q = a. D’autre part on a :
® { W=D o g
anb?=1 o
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ap=b*q  _ 2

® { anb?=1 o p/
En combinant (3) et (4), on déduit que : p = b>.
d. Sib=a+1 alors a ANb = 1. D'aprés ce qui précéde,ona: n+ 1= 2a et n*+1=2b2
En remplacantn + 1 et n? + 1 par leurs valeurs dans l'identité :(n + 1)2 =n? +2n+1=(n?+1) +
2n.
Soit4a? =2b?+2n=2(a+1)?+2n=2a’+4a+2+2n=2a>+4a+2(n+1) =2a*+4a+
4a.
D'ou: a? —4a = 0. Comme a # 0, la seule valeur possible pour a esta = 4.
Poura=4,0onab=a+1=5etn=2a—-1=7.

i Exercice 20 La logique vous ménera de A 4 B. L’imagination vous ménera partout.

1. Soita, b et c trois entiers naturels non nuls telsque: aAb =1 et c?=axh.

Montrer qu’il existe deux entiers naturel a et f tels que : a = a? et b = 2.

2. Soit x et y deux entiers naturels non nuls vérifiant : x* = 2y? + 1.

a. Déterminer le PGCD de x et y.

b. Déterminer le PGCD des deux entiers x — 1 et x + 1. (On remarquera que (x — 1)(x + 1) = 2y?)
¢. Démontrer que 'un des deux entiers x — 1 et x + 1 est pair, non divisible par 4.

d. On suppose que x — 1 est pair, non divisible par 4.

* Montrer que :

uaauA(f%i)=1

-1 . .
** Montrer que les nombres vx + 1 et xT sont des entiers naturels qui divisent y.

Corrigé
1. On pose : d = a A c. On sait qu’il existe deux entiers naturels a et B tels que :
a=qad et c=d et anf =1
Alors,ona:
c’=axb © d?’f?=bda & dp?=ba.
Onsaitque: a Af =1 = aAf?=1,don:
dp? =ba = p?/ba
= B?/b car a AB? = 1.
Gauss
Montrons ensuite que b/B? :
On a également: df? =ba = b /dp?
Pour avoir le droit d’utiliser le théoréme de Gauss afin de conclure queb/B? , il suffit que les entiers b
et d soient premiers entre eux c’est-a-dire queb A d = 1. Pour cela, on pose § = b A d.
Donc, on peut écrire :

5/b 5/b
{5/01 = {S/ad

§/b

{6/a (car ad = a)

= §/anb=1

= §=1
Donc les entiers b et d sont premiers entre eux et donc Gauss nous assure : b/df? = b/B>?.
Enfin, on peut bien conclure queb = 2.
D’autre part, en remplacant b par f? dans I'égalité dB* = ba, on obtient f?a = df? soit a = d.
Comme a = da, on peut déduire que: a = a? (CQFD). En conclusion : les entiers a et b sont deux
carrés parfaits.

Za. Ona: x>=2y%+1 ouencore xXx+ (—2y) Xy =1 et donc le théoréme de Bézout nous
autorise de dire que les entiers x et y sont premiers entre eux c’est-a-dire que x Ny = 1,
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b. Déterminationde (x — 1) A (x + 1) :

On remarque que (x + 1) — (x — 1) = 2 pour en déduire que x — 1 et x + 1 sont de méme parité.

D’autre part, leur produit (x — 1) X (x + 1) = 2y? étant pair, les entiersx — 1 etx + 1 sont tous deux

pairs.

Posons: § =(x—1)A(x+1).0na:

6/(x—-1)

{6 / (x+1)

Donc: 6§ =1 ou 6 =2.Maisles entiersx — 1 etx + 1 étant tous les deux pairs, leur PGCD ne peut

pas étre égal a 1. Donc, en conclusion : (x — 1) A (x +1) = 2.

c. Siles deux entiers x — 1 et x + 1 étaient tous deux divisibles par 4, leur PGCD ne pourrait pas étre

égal a

2. Donc au moins l'un des deux entiersx — 1 etx + 1 n’est pas divisible par 4.

d. On suppose que x — 1 est pair, non divisible par 4.

* Montrons que : (x + 1) A (x7—1) =1.

L’entier x — 1 étant pair et non divisible par 4, il existe un entiero tel quex — 1 = 40 + 2 soit encore

xT_l = 20 + 1. Comme x + 1 est pair, il existe un entieru tel quex + 1 = 2.

Onpose:V =(x+1)A (xT_l) . (V se lit nabla)

Donc V = (2u) A (20 + 1). On remarque queV est impair car2o + 1 I'est.
Ona:

= §/(x+1D)—-(x—-1)=2.

V/ix+1) {V/(x+1)
x—1y =
v/ (5-) 7/(x—1)
= V/(x+DA(x—-1)=2
V étant un entier naturel impair qui divise 2, alorsV = 1 c’est-a-dire que (x + 1) A (x7—1) =1.

, -1 . o
** Montrons que les nombres Vx + 1 et xT sont des entiers naturels qui divisent y.

Ona:

(x+1)/\(le)=1 et (x+1)><<x;1)=y.

Donc selon la 1é¢re question, il existe deux entiers a et (B tels que :
x—1
x+1=a?et T=,82 avec y = ap.

Donc les nombres \x +1 = a et /xT_l = [ sont des entiers naturels qui divisent y.

Exercice 21 Le succes, c’est vous aimer vous-méme, c'est aimer ce que vous faites et c’est aimer
comment vous le faites.

Une fraction % est dite irréductible ou non simplifiable si les numérateur et dénominateur a et b sont

des entiers premiers entre eux. Montrer que pour tout naturel non nul n, les fractions suivantes sont
irréductibles :

n 2n(4n? + 1) 15n2 +8n+6
T kn+1 27 2n+1 7 T 30m%2+4+21n+ 13

fi
Corrigé
— Pour f; = knn+1 :
nA(kn+1)=nA(kn+1—-kn)=nAl=1 = f estirréductible.

2n(4n®+1)
2n+1
Il suffit de démontrer que 2n + 1 est premier avec chaque facteur du numérateur. En effet, 2n et
2n + 1 sont premiers entre eux car se sont deux entiers consécutifs.
Dautrepart ona:2nA(4n*+1) =2nA(4n?+1—-2nx2n) =2nAl = 1.
Donc f, est irréductible.

— Pour f, =
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15n%+8n+6
= Pour f3= 30 2421n

On calcule (15n% + 8n + 6) A (30n? + 21n + 13) par l'algorithme d’Euclide :
30n? +21n+13=2(15n2+8n+6)+5n+1

15n2+8n+6 =0Bn+1)Gn+1)+5

5n+1 =nx5+[1]

5 =1x5+4+0

Donc f; est irréductible.

i Exercice 22 Etant donné que vous allez penser de toute fagon, pensez donc Grand!

Trouver les entiers naturels n pour lesquels les fractions suivantes sont irréductibles :

_n+2 _n*+2n
fl_n+15 ’ f2_2n+3'
Corrigé
— Pour f; =::125: fi =T?+—+125 irréductible & (n+2)A(n+15)=1

S m+2)A(n+15—n-2)=1
& n+2)A13=1

< (n+ 2) n'est pas divisble par 13
< n+2+13k,k e N*

& n#13k—-2,keN”

. n+2 , . ., . ., , . .
Donc la fraction f; = s est irréductible si et seulement si n est un entier naturel qui ne s’écrit

+15
pas sous la forme 13k — 2, (avec k € N*).
n?+2n
— Pour f, = vt
n? +2n

irréductible & (n*+2n)A(2n+3)=1

S nnm+2)A2n+3)=1

S nACn+3)=1let (n+2)A@2n+3)=1
Or m+2)A2n+3)=n+2)A(2n+3-2n+2)D=m+2)A1=1, VneN.
Dautrepart ona: nA(2n+3)=nA@2n+3—-2xXxn)=nA3.
Ainsj, Ia fraction f, est irréductible si et seulement sin A 3 = 1 autrement dit si n n’est pas multiple
du nombre 3.

2= N3

Exercice 23 Jai plus peur d’'une armée de 100 moutons menée par un lion qu’une armée de 100
lions menée par un mouton.

a, b et c étant trois entiers naturels, on considére /a fraction :
an+Db
F = (n>c).
n—c
1. Pour quelles valeurs de n, F est-elle un entier ?
2. A quels probléemes se raméne le calcul de la somme S de toutes les valeurs entiéres prises par la
fraction F ?

Application :a = 12,b = 96,c = 4.

Corrigé
1. Pardivision euclidienne, on obtient :

b+ ac

n—c’
Donc, F est un entiers si, et seulement, sin — ¢ est un diviseurdeb + ac, c’est-a-diren —c =d oud
est un diviseur deb + ac, soitn = ¢ + d.
2. Soitd,,d,, ..., dp les diviseurs deb + ac et soitd; le diviseur complémentaire de d;, c’est-a-dire
d; X dj = b + ac. Les valeurs entiéres de F sont données par :

b+ ac

F=a+

F/=a+ =a+d; (pour i=1,2,..,p)

i
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Donc,ona:

p p p p p p
S=2Fi=Z(a+d{)=ap+2d{=ap+2di car Zdlf:Edi.
i=1 1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=
Donc le probleme du calcul de Ia somme des valeurs entiéres prises par F se raméne a calculer :
— Le nombre p des diviseurs deb + ac ;

— La somme des diviseurs deb + ac.

Application :

Pour a=12,b =96,c =4,0na:

(M b+ac =96 +48 = 144 = 2* x 32 admet p = 5 x 3 = 15 diviseurs dansN.

2

. . S . 25 —-1\/33-1
2)s=12x15+ 2 2t x 3/ =180+ Zzt X 231 =180+<2_1><3_1>=583

0<i<4 ] j=0
0<js2

i=0
4 2
Z 2t x 3/ = (Z 2i> X z 3/ | car les indices i et j sont indépendants

i=0 j=0

Exercice 24 Le succes, c’est se promener d’échecs en échecs tout en restant motivé.

Le PGCD de trois entiers
Soit a, b et c trois entiers relatifs.
Posons: PGCD(a,b) =aAb=6;; PGCD(b,c) =bAc=204,, PGCD(c,a) =cAa = 0;.
1. Montrerque :5; Ac =68, Aa =743 ADb.
On vient de montrer que : PGCD[PGCD(a, b),c] = PGCD[a,PGCD(b,c)]. Cette valeur commune est
appelée le PGCD des trois entiers a, b et c et se note PGCD(a, b, ¢) ou encore a Ab A c.
2. Application :
a. Déterminer le PGCD de 4116, 28 420 et 33810 (Pour réduire la complexité de l'algorithme
d’Euclide, commencer d’abord a associer le plus grand nombre avec le plus petit).
b. Déterminerp € Z,q € Z,r € Z tels que :
PGCD(4 116,28 420,33 810) = p.4 116 + q.28 420 + .33 810.

Corrigé
1. Posonsd, =6, Nc, dy =6, Aa et d3 = 63 A b.
Montrons que : d; = d, = d5.
Ona:
di/a

{”ﬁil //561 = {dl/b

! dy/c
di/a
d, /b = {dl/a
dl /C dl /62

{;11//66,2 :d1/52Aa=d2
dy/d, = dy <d,
On démontre de maniére analogue que d, < d,. Doncd, = d,.
Dans I'écriture PGCD (a, ), l'ordre entre a et 3 étant peu importe, on peut conclure qued; = d;.
On peut donc bien conclure que :

PGCD[PGCD(a,b),c] = PGCD[a,PGCD(b,c)] ouencore (aAb)Ac=aA(bAc).

2Z.a. A lalumiére du résultat de la 1ér¢ question, on peut écrire :
PGCD(4 116,28 420,33 810) = PGCD[(4 116,33 810),28 420] = (4116 A 33 810) A 28420
(On associe tout d'abord le plus grand nombre avec le plus petit)
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Utilisons l'algorithme d’Euclide pour le PGCD (4 116,33 810) -
33810=8x4116 + 882
4116 =4 x 882+ 588
882 =1 x 588+ 294
588 =2x294+0
Donc PGCD(4 116,33 810) = 294.

Déterminons maintenant le PGCD (294,28 420) :
28420 =96 X 294 + 196
294 =1x196+98
196 =2%x98+0
DoncPGCD (294,28 420) = 98 et par suite PGCD(4 116,28 420,33 810) = 98.
b. Détermination des coefficients p, g etr:
On exprime les restes successifs en fonction des trois nombres. On a :
33810=8x4116+882 = 882=-8x4116+ 33810
4116 =4x882+588 = 588=4116—4x882
=33x4116—-4x%x33810
882 =1x588+294 = 294 =882 —588
=—41x4116+5x 33810
D’autre part :
28420 =96 X294+ 196 = 196 = 28420 — 96 x 294
=3936x 4116 + 28420 — 480 x 33810
294=1x196+98 = 98 =294-196
=-3977x4116 — 28420+ 485 x 33810
Donc finalement, on trouve: p = —=3977, q = —1, r = 485.

Exercice 25 Dans le domaine des idées, tout dépend de l'enthousiasme. Dans le monde réel, tout
repose sur la persévérance.

Soit a, b et c trois entiers naturels telsque: aANb =24 et bAc=36.
1. Déterminera Ab A c.
2. Déterminer les entiers a, b et c sachant que :a + b + ¢ = 300.

Corrigé
1. Déterminationdea ANb A c :
aANbAc=aAN(bAb)Ac car bAb=0Db
aANbAc=(aAb)AN(bACc)=24A36=12.
2. Détermination des entiers a, b et c: Comme a Ab A c = 12 alors il existe trois entiers non nuls a, b’
etc’'telsque: a=12a" , b=12b" , c¢=12c".
Les égalitésa Nb = 24 et b A ¢ = 36 peuvent donc s’écrire :12a’ AN12b' =24 et 12b' A12c¢' =36
ou encore, apreés avoir simplifié par 12 :a’ A\b' =2 et b'Ac’' =3.
On peut déduire de ces deux derniéres relations, prises conjointement, que :
e a' estun multiple et non de 3 ;
e b’ est multiple de 2 et de 3 et doncb' est un multiple de 6 (Gauss) ;
e (' est un multiple de 3 et non de 2.
D’autre part, I'égalitéa + b + ¢ = 300 se transforme en l'égalitéa’ + b' + ¢' = 25.
On envisage plusieurs cas suivant les valeurs dea’ :
—»a =2 = b +c =23
—>b" =6 et ¢ =17 (impossible carc' = 17 n’est pas un multiple de 3) ;
— b" =12 et ¢' =11 (impossible carc’' = 11 n'est pas un multiple de 3) ;
—b' =18 et ¢' =5 (impossible carc' =5 n’'est pas un multiple de 3).
—>a =4 = b'+c' =21
—>b' =6et ¢'=15;
—>b' =12 et ¢'=9;
—>b' =18 et ¢'=3.
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—-a =8 = b +c' =17

—b" =6 et ¢ =11 (impossible carc' = 11 n’est pas un multiple de 3) ;

—b' =12 et ¢' =5 (impossible carc' = 5 n'est pas un multiple de 3).
—-a =10 = b ' +c' =15

—>b =6et ¢'=9;

—>b" =12 et ¢'=3.
—»a =14 = b '+ =11

—b' =6 et ¢ =5 (impossible carc' = 5 n'est pas un multiple de 3).
—a =16 = b'+c' =9

—>b' =6et ¢ =3.
Donc en récapitulant tous les cas, on peut dire que :

(@, b, c) € {(46,15), (4,12,9), (4,18,3), (10, 6,9), (10,12, 3), (16,6, 3)}.
Comme (a,b,c) = (12a’,12b',12c") alors I'ensemble des solutions est :
(S) =1{(48,72,180), (48,144,108), (48,216,36),(120,72,108), (120, 144, 36), (192,72, 36)}.

Exercice 26 Les bonnes mathématiques, ce n'est pas le nombre de réponses que vous savez.
C'est Ia facon dont vous vous comportez lorsque vous ne savez pas.

Soit p un entier naturel premier tel quep = 3 [4].

1.a. Montrer que I'équation : x*> + 1 = 0 [p] n‘admet pas de solution dans'Z.

b. En déduire que : ¥(x,y) € 7?, ( p/x*+y? < {Z ;; )

2.a. Montrer que I'équation x* + y? = pz? ot x ANy A z = 1 n’admet aucune solution dans (N*)3,

b. Résoudre dans73 I'équationx? + y? = pz>2.

Corrigé
1.a. On suppose qu’il existe un entier relatif a solution de I'équation : x* + 1 = 0 [p]. Ainsi on a :
a’>+1=0[p] © a?=-1]p]
= a*=1[p]
Comme a? = —1 [p] alors p ne divise pas a et le petit théoréme de Fermat remplit donc les conditions

de son application : aP~* = 1 [p]. Doncp — 1 est un multiple de 4 c’est-a-dire quep = 1 [4], ce qui est
contradictoire 4 I'hypothésep = 3 [4].

En conclusion, I'éguation x? + 1 = 0 [p] n’admet pas de solution dansT.

b. Soit x et y deux entiers relatifs. Il s‘agit d’établir une équivalence qu'on scindera en deux
Implications réciproques :

Ce sens est trivial,

(p/x 4 /x2 . 2 2
ST { alors { et par suitep/x“ + y~-.
/7y by 6P p/ y

Supposons quep/x* + y* et montrons q”e{g ;;

Tout d’abord, on ne peut que remarquer que :
p/x op/x*ep/t+y’—x*ep/y*ep/y
Donc il suffit de montrer seulement quep / x. Pour cela, nous procéderons par un raisonnement par
l'absurde : on suppose que p ne divise pas x.
Comme p est premier ne divisant pas x alorsp A x = 1. Donc le théoreme de Bézout assure l'existence
de deux entiers relatifsa et § tels que :ap + fx = 1.
Ona:
ap+pPx=1 = px=1]p]
= p*x*=1]p]
Comme p/x%+y? clest-a-dire x*> +y? = 0 [p] soit en multipliant par f? : B*x? + p%y? = 0 [p] ou
encore 1+ B%y? =0 [p] carB?x? =1 [p].
1+p%y*=0[p] & (By)*+1=0][p]
Donc By est solution de I'équation x* + 1 = 0 [p], ce qui est en contradiction avec le résultat de la
premiére question. D’ou p divise x et par suite p divise aussi y.
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2.a. Montrons que I'équation x* + y* = pz? ot x ANy A z = 1 n’admet aucune solution dans (N*)3,
Raisonnons par I'absurde en supposant que I'éguation admet une solution (a, b, ¢) dans (N*)3.
Donc(a, b, c) vérifie :
{az + b? = pc?
aANbAc=1
Ona:
a’>+b?=pc®> = p/a®+ b?

= {Z ; Z (selon question précédente)

=k
= 3k, k' € N*tels que {a p

b=k'p
Donc, dans ce cas, on a également :
a’+b?=pc? & k’p?’+k'?*p?=pc® o pk?+k'?) =c?
Et donc p /c?, et vu que p est premier alors p / c. On déduit donc que p divise chacun des trois
entiersa, betcsoitp /aANb Ac =1 etparsuitep = 1. Ceci contredit Ia primalité de p.
En conclusion, I'équation x* + y* = pz? avec x Ay A z = 1 n‘admet pas de solution dans (N*)3.
b. Résolvons dansT3 I'équationx? + y? = pz2.
Tout d’abord, on remarque que :
— Le triplet (0,0, 0) est une solution triviale ;
— Si (x,v,z) est une solution de I'équation x* + y? = pz? alors le triplet (—x,—y,—z) en est une
autre. Donc, il suffit de résoudre I'équation dans (N*)3.
On suppose qu’il existe une solution (x,y,z) dans (N*)3, On posed = x Ny Az (onad = 1).
Ona:

x = dx’
o 13 y=dy,
A(x',y',z) € (N*)° tel que 7= dg'

XAy Az =1
L’équation x® + y? = pz? requiert donc les relations suivantes :
X2 + yrz - pZ’Z
(x,y',z) € (N)?
xX'ANy'ANZ' =1
Mais la question 2.a, ce dernier systéme n’admet de solution dans (N*)? et donc n’admet pas non plus
de solution dans (Z*)3. Enfin, on peut conclure que : S = {(0,0,0)}.

Exercice 27 Un mathématicien est un aveugle qui, dans une piéce sombre, cherche un chat noir
qui n'y est pas.

Déterminer le PGCD de tous les entiers de la forme (a — b)(b — c¢)(c —d)(d — a)(b — d)(a — ¢) ou les
entiers a, b, ¢, d parcourent’..

Corrigé

Si on calcule le produit en question poura = 0,b = 1,c = 2,d = 3, on trouve —12, donc le PGCD en

question divise nécessairement12 = 3 X 4.

Réciproquement, nous allons montrer que ce PGCD est 12, en montrant que tous les nombres de cette

forme sont divisibles par 3 et par 4.

Un entier n divise la différence entre deux des entiers a, b, ¢, d si ces entiers ont le méme reste dans la

division euclidienne par n. Puisqu’il n’y a que 3 restes possibles modulo3, il y a forcément deux entiers

parmi a, b, ¢, d qui ont le méme reste. Tous les produits considérés dans I'énoncé sont donc divisibles
par 3. Regardons maintenant les restes modulo 4 : il y a alors deux cas a considérer.

— Sl existe deux entiers parmi a, b, ¢, d qui ont le méme reste dans la division euclidienne par le
nombre 4. La différence entre ces deux entiers sera divisible par 4.

— Si a, b, ¢ dont tous des restes diftférents modulo 4, cela veut dire que les 4 restes possibles dans la
division euclidienne par 4 sont représentés. Ainsi, il y a parmi a, b, ¢, d deux entiers pairs et deux
entiers impairs. La diftférence entre deux entiers de méme parité étant paire, nous avons montré
que dans ce cas aussi tous les produits considérés sont divisibles par2 X 2 = 4.
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Exercice 28 Les hommes sont comme les chiffres, ils n‘acquiérent de la valeur que par leur
position.

(Le petit théoréme de Fermat)

Soit p un entier naturel premier et a un entier. Si p ne divise pas a, alors p diviseaP~! — 1.

1. Démonstration : Pour chaque entier k compris entre 1 et p — 1, notons r;, le reste de la division
euclidienne dek X a parl'entier p. Ainsi ka =1y, [p] et 0 <r, <p—1.

a. Justifier query, #+ 0.

b. Montrer que, pour deux entiers k etk’ quelconques, compris entre 1 etp — 1, siry, = 1y, alorsk =k’
En déduire que I'ensemble des restes{ry; 1,; ...; 1.} est confondu avec I'ensemble{1;2;...;p — 1}.

¢. On note (p — 1)! le produit des entiers de 1 ap — 1.

Déduire de la question précédente que : (p — 1)!aP~! = (p — 1)! [p]

d. Justifier que p ne divise pas (p — 1)! et conclure.

2. Conséquence : Démontrer que pour tout entier naturel a et tout entier premier p,aP = a [p].

3. Application : Soit p un entiers supérieur ou égal a 3. Montrer que p divise Z};g—z 2k,

Corrigé

1.a. On raisonne par l'absurde: sit;, = 0, p divisek X a ; or, p est premier et ne divise pas a, donc p est

premier avec a ; alors, selon le théoréme de Gauss, p divise k. Mais ceci est impossible, car k est

comprisentreletp — 1.

b.Sika =1 [p] et k'a =1y [pl, alors(k — k")a =0 [p] ; sik’ # k le méme raisonnement que dans la

question 1 conduit a une impossibilité. Comme 1 <k <p—1 et daprés a, on al<n <p-—1,

d‘apreés ce qui précéde, i, prend toutes les valeurs possibles de 1dp — 1.

¢. En multipliant lesp — 1 relationska = 1y, [p] pour1 < k < p — 1, on obtient alors :
(p—DlaP=@-1! [pl

d. D'aprés c, p divise (p — 1)! (a?~1 — 1). Or, p ne figure dans aucune des décompositions des facteurs

du produit (p — 1)!, donc p ne divise pas (p — 1)!, donc p est premier avec (p — 1)!; donc, selon le

théoreme de Gauss, p divise a1 —1.

2. Si p ne divise pas a, d’aprés le petit théoréme de Fermat,aP~! = 1 [p], donca? = a[p].

Si p divise a, p diviseaP? — a, donca? = a [p].

3. 0na: Z};zg—z 2k = 2P=1 — 1, comme p ne divise pas 2, le petit théoréme de Fermat permet de

conclure que p divise 2P~1 — 1,

i Exercice 29 Suivez les abeilles et vous mangerez le miel,

Soient m et n deux entiers et N le nombre défini parN = mn(m®® — n®°),

1. Donner la décomposition en facteurs premiers du nombre 56786730.

2. Montrer que N est pair.

3. Enremarquant que N = n(m®! — m) — m(n®! — n), montrer que 61 divise N.

4. Soit x et y deux entiers et s et t deux entiers naturels non nuls. On admet que :
Si s divise t alorsx® — y*® divisex® — yt.

a. Montrer que pour toutk € {2,4,6,10,12,30}, mn(mk — n*) divise N.

b. Montrer que pour toutk € {2,4,6,10,12,30}, k + 1 divisemn(m* — n*).

c¢. En déduire que 56786730 divise N = mn(m®° — n®9).

Corrigé
1. On trouve sans difficulté :56786730 =2 x 3 X5x7Xx11x13 x 31 x61.
2. Sil'un des entiers m et n est pair, le probléme est réglé. Sinon les deux entiers m et n sont impairs.
Or on sait qu’un entier et ses puissances sont de méme parité, ainsim®® etn®® sont impairs et par suite
m®0 — n®0 est pair c’est-a-dire que N est donc pair.
3. On remarque que I'on peut écrire : N = n(m®! —m) — m(n®! —n).
61 étant premier, on a en vertu du petit théoréme de Fermat :
m® =m (mod 61) et n®' =n (mod 61).
Ainsi 61 divisem® —m etn®' —n et donc 61 divise N.
4.a. On remarque que 60 est divisible par 2, 4, 6, 10, 12 et 30. Soit k I'un de ces entiers. m®°® — n®° est
donc divisible parm* — n* (d’apreés le résultat admis). D’ot N est divisible parmn(m* — n*).
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b. Orvk € {2,4,6,10,12,30}, onap = k+ 1 € {3,5,7,11,13, 31} est premier. Il s’ensuit, selon le petit
théoréme de Fermat, quep = k + 1 divise n*** —n et m*** —m et donc k + 1 divise la combinaison
linéairem(n**! —n) — n(m**! —m) = mn(m* — n*).
¢. Onvient de démontrer dans les deux items a et b de la question 4, que :

Pour toutk € {2,4,6,10,12,30}, k + 1 divisemn(m* — n*) et mn(m* — n*) divise N.
Donc par transitivité, pour toutk € {2,4,6,10,12,30}, k + 1 divise N autrement dit N est divisible par
35 7 11, 13 et 31.
En conclusion, N est divisible par 2, 3, 5, 7, 11, 13, 31 et 61 et puisque ses entiers sont premiers et
distincts, selon Gauss, N est divisible par leur produit 56786730.

i Exercice 30 Le sommelil des sens répare le réveil de la raison.

P 3 . . 99
Déterminer les deux derniers chiffres de7° .

Corrigé

Soit A = 7999. Connaitre les deux derniers chiffres de A revient a étudier la congruence de A modulo
100. Commencons alors par étudier les puissances de 7 modulo 100.

¢79 = 1[100], «71 =7[100], «72 = 49 [100], »73 = 343 = 43[100], «7* = 2401 = 1[100].
On conjecture alors que :

eSin =0 [4] alors7™ = 1 [100], eSin =1 [4] alors7™ = 7 [100],

eSin =2 [4] alors7™ = 49 [100], e Sin = 3[4] alors7™ = 43 [100].

Montrons cette conjecture :

e Sin = 0 [4] alors il existe un entier naturel k (n € N) tel que :n = 4k.

Onaalors : 7" = 7% = (7%)* = 1¥ [mod 100] = 1 [mod 100]

e Sin = 1 [4] alors il existe un entier naturel k (n € N) tel que m = 4k + 1.

Onaalors:7" = 7*%+1 = 7 x 7% = 7 x 1[mod 100] = 7 [mod 100]

e Sin = 2 [4] alors il existe un entier naturel k (n € N) tel quen = 4k + 2.

Onaalors : 7" = 7%+2 = 72 x 7% = 49 x 1 [mod 100] = 49 [mod 100]

e Sin = 3 [4] alors il existe un entier naturel k (n € N) tel quen = 4k + 3.

On a alors : 7" = 743 = 73 x 74K = 43 x 1 [mod 100] = 43 [mod 100]

Il reste alors 4 étudier9°” modulo 4.

On a:9 = 1[4] donc pour tout entier naturel n, 9™ = 1 [4]. Par conséquent 9% =1 [mod 4]. D'aprés

9 9
l'étude précédente, on conclut alors que : 79 =7 [100]. Donc les deux derniers chiftres de 79" sont
0’.

i Exercice 31 La téte ne sert pas qu'd retenir les cheveux.

Soit n un entier naturel.

1. Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la division euclidienne de 7™ par 10.

2. Dans le systéme décimal, déterminer suivant les valeurs de n le chiffre des unités du nombre :
A=1+7+7*+734 47"

Corrigé

Connaitre le dernier chiffre de A revient a étudier la congruence de A modulo 10. Commengons alors
par étudier les puissances de 7 modulo 10.

1.7 =49 donc7? = - 1[10] donc(7%)% = 1[10] soit7* = 1[10].

On sait que dans la division de n par 4, il existe deux entiers naturels k et r tels que n = 4 k + r avec
0 <r < 3,alors:7" = (7Y% x 7" donc7™ = 7" [10]. D’ou :

Sin = 4k alors 7" = 1[10];

Sin = 4k + 1 alors7" = 7[10] ;

Sin = 4k + 2 alors 7" = 7% [10] etdonc7™ = 9 [10] ;

Sin = 4k + 3 alors 7" = 73 [10], or73 = 7% X 7 donc7® = 9 X 7[10] donc7® = 3 [10], soit
7" = 3[10].

2 Onpeutécrire: A =1+ 7+ 7+ 73+ 7%(1+ 7+ 72+ 7+ ..+ 7"
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Ona:1+ 7+ 72+ 7°=1+7-1-7[10ldonc:1 + 7 + 72+ 73 = 0[10].
Donc en conclusion :
Sin =4k + 3alors:A=(1+7+72°4+7)A + 7+ .. + 7)) donc A = 0[10];
Sin = 4kalors:A=(1+7+72+73)QA +7+ ..+ 7%*) + 7% donc A = 1[10] ;
Sin = 4k + lalors:A = (1+ 7+ 7>+ 7)1+ 7 + ..+ 7% )+ 7% 4 7%%+1 donc:
A = 8[10];
Sin = 4k + 2alors: A = (1 + 7+ 7%+ 73)(1 + 7 + ..+ 744 ) 4 74 4 74041 74,42 o

donc :
A = 8 + 9][10] et par suiteA = 7 [10].

Exercice 32 Peu importe la direction du vent, le soleil va toujours /13 ou il doit aller.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, 42 divise N = n(n® — 1).
2. Déterminer les entiers n tels que 84 divise N = n(n® — 1).

Corrigé

1.0na:42=3%x2x7 et n(n®—1)=nn?-1D)n*+n%+1).

Si n est un multiple de 7 alors n(n® — 1) = 0 [7]

Si n n'est pas multiple de 7, d'aprés le petit théoréme de Fermat, ona: n® — 1 = 0 [7] et donc 7

divise n(n® — 1).

Donc, pour tout n, 7 divisen(n® — 1).

Si n est multiple de 3 alorsn(n® — 1) = 0 [3].

Si n n’est pas multiple de 3, d’apreés le petit théoréme de Fermat, ona: n* — 1 = 0[3], donc

n(n® — 1) = 0 [3]. Pour tout n, 3 divise n(n® — 1).

Sin est pair, onan(n® — 1) est multiple de 2.

Sin estimpair,n® = 1 [2] doncn(n® — 1) = 0 [2].

Pour tout n, 2 divise n(n® — 1).

Comme 2, 3 et 7 sont premiers entre eux, alors 42 divise nn® —1).

2.0na:84 = 4Xx3 X7 etdaprés la question précédente, on sait que n(n® — 1) est divisible par

3 et par 7. Donc, il suffit d’étudier la divisibilité de n(n® — 1) par 4 car 3, 4 et 7 sont premiers

entre eux deux a deux.

On divise n par 4. Les restes possibles sont 0, 1, 2 et 3.

— Sin = 0 [4], alors 4 divisen(n® — 1) donc4 x 3 x 7 divisen(n® — 1).

— Sin =1 [4], alorsn® — 1 = 0 [4] donc4 x 3 X 7 divisen(n® — 1).

— Sin = 2 [4], alorsn® = 64 [4] etn(n® — 1) = 2 X 63 [4] et2 X 63 = 126 qui n’est pas multiple de 4.
Doncn(n® — 1) n'est pas multiple de 4, donc il n’est pas multiple de 4.

— Sin = 3 [4], alorsn® = 729 [4],n(n® — 1) = 3 X 728 = 2184 [4] et comme 2184 = 4 X 546 donc 4
divisen(n® — 1).

Conclusion :n(n® — 1) est divisible par 84 pour tout entier n s’écrivant sous I'une des trois formes 4k ou

4k + 1 ou 4k + 3 pour k entier naturel.

i Exercice 33 Quand un voleur vous embrasse, comptez vos dents.

L’objectif de I'exercice est de montrer que tout nombre impair non divisible par 5 admet un multiple
qui ne s’écrit (en base 10) qu'avec des 1 (par exemple, 37 X 1 = 37,37 X 2 =74,37 x 3 =111). Soit n
un entier naturel non nul quelconque.

Pourk € N, posons :a;, = 111...1 (k + 1 chiffres 1 en base 10). Notons q,, etr; les quotient et reste
de la division euclidienne de a;, par n.

1.a. Quels sont les valeurs possibles der;, ?

b. En déduire que les entiersry, 1y, ..., 1y, ne peuvent pas étre deux a deux distincts et puis qu’il existe
deux entiers s et t tels que :

0<s<t<n
{ s =Tt
2. Montrer que n divise a; — ag.
3.a. Montrer que a, — a; = a,_g X 1051,
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b. Supposons n impair et non divisible par 5. Justifier que PGCD (n, 10"“) =1.
4. Conclure.

Corrigé
1.a. On sait qu’en effectuant la division euclidienne de a;, par n, on peut écrire :
ar=n.qp+1r, avec 0<r, <n-1
Donc les restes possibles sont0,1, 2, ...,n — 1.
b. Lesn + 1 restesry, 1y, ..., 1, appartiennent a I'ensemble{0, 1, 2, ...,n — 1} de cardinal n. Donc, au

moins deux restes sont confondus et par suite :
0<s<t<n

Ty =1y
2. Endivisantag et a, par n, on peut écrire: a; =n.qs + 1, et a; =n.q; + . Commery =1y, on
déduit par différence : a; — ag = n.(q; — qs) etdonc n divisea; — a.
3a Ona:a,—ag= 111..111 — 111..111 = 111..111 x105t! = q,_, x 105*1

t+1 chiffres1 s+1 chiff 1 t—s chiffre 1

b. L'entier n étant impair, il est premier avec 2 et donc avec 25*1. On a également n et 55t sont
premiers entre eux. On peut donc déduire que les nombres n et 257! x 5571 = 105*1 sont premiers
entre eux c’est-a-dire PGCD (n, 105t1) = 1.
4. On sait déja d’aprés la question 2 que n divise a, — ag c’est-a-dire que n divise a,_g X 105%1, Comme
n et 105%1 sont premiers entre eux, alors Gauss nous autorise de conclure que n divise a,_s.
Donc n admet un repunit comme multiple.

i Exercice 34 Dieu a fait I'ébauche de I'homme au ciel: mais c'est sur Ia terre que chacun se crée.

Montrer que pour tout entier x, on a x> = x [30].

s, t entiers tels que {

Corrigé

x>=x[30] e x(x*—1)=0[30] © x(x*+ 1D(x—1)(x+1) =0[30]

On sait que30 = 6 X 5 et que 5 et 6 sont premiers entre eux. Doty x°> — x est divisible par 30 si, et
seulement six®> — x est divisible 4 la fois par 5 et 6.

Les entiers x, x — 1 et x + 1 sont 3 entiers consécutifs donc leur produit est multiple de 2 et de 3 et
donc de 6. Dautre part on étudie la divisibilité par 5 en considérant les restes de la division
euclidienne par 5.

— Six est multiple de 5 alorsx = 0 [5] ;

—> Six=1[5]alorsx —1=0[5];,
— Si x =2 [5] alorsx* +1=0[5];,
— Si x =3 [5] alorsx* +1 = 0[5]
—> Six=4[5]alors x+1=0][5].
Conclusion : Pour tout entier naturel x, on a donc x> = x [30].

i Exercice 35 Le bruit de la mer n’'empéche pas les poissons de dormir.

Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a < b, dont le PGCD et le PPCM sont notés d et m.
On cherche a déterminer tous les couples (a; b) tels que :2m + 3d = 78.

1. Démontrer: 2m + 3d = 78 & d(2a'b’' + 3) = 78 ou a’et b’sont deux entiers premiers entre eux.
2. Trouver les valeurs possibles du couple (d,; 2a’b’+3).

3. En déduire les couples (a’; b").

4. Donner les couples solutions du probleme.

7

Corrigé
1. d étant le PGCD de a et de b, il existea’ etb' entiers naturels premiers entre eux tels que :
a=da' eth = db'. Or, d'aprés le cours, on a : md = ab doncmd = d*a’b’ etm = da'b’.
Finalement:2m + 3d = 78 & d(2a'b’' +3) = 78
2. Les couples possibles (d ; 2a'b’ + 3) sont:

(1;78), (2, 39), (3,26), (6,13), (13;6), (26, 3), (39,2), (78, 1).
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On remarque que2a'b’' + 3 > 3, ce qui permet d'éliminer les trois derniers couples.

2a’b’ est pair donc 2a’b’+3 est impair, ce qui permet d’éliminer les couples :

(1,78), (3,26) et (13,6).

Ainsi, les deux couples possibles sont:(d = 2; 2a’b’+3 =39) et(d = 6; 2a’b’+ 3 = 13).
3a'b' =18 oua'b’ = 5. Or, a’et b’ sont premiers entre eux eta’ < b'.

Pour d = 2, on obtient pour(a'; b"): (1;18) ou(2;9).

Pour d = 6, on obtient(a’;b") = (1; 5).

4. Les couples (a ; b) solutions sont donc (2,; 36), (4, 18) et (6, 30).

i Exercice 36 Eduquer une fille, c'est éduquer toute une nation.

Identité de Sophie Germain

1. a. n et m désignant des entiers naturels, montrer l'identité dite de Sophie Germain :
nt +4m?* = (2 + 2m? + Zmn) (2 + 2m? - Zmn).

b. Pour quelles valeurs de n l'entier n* + 4 est-il premier ?

2. Montrer que 4545 + 545* n’est pas un nombre premier.

Corrigé

1. a. En développant : (n? + 2m? + Zmn)(n? + 2m? - 2Zmn) = (n? + 2m?)? - (Zmn)? = n* + 4m-*.

b. Dapres l'identité précédente, on peut écrire: n* +4 = (n?+2n + 2)(n? - 2n + 2).

L’entier n* + 4 peut toujours s’écrire comme produit de deux facteurs, donc n’est jamais premier, a

moins que ... I'un de ces facteurs soit égal a 1.

— n? +2n+ 2 =1équivauta n? + 2n + 1 = 0, ce qui est le cas pour n = -1 : I'entier vaut alors 5, qui
est bien premier.

— n?-2n+2=1équivautan? - Z2n + 1 = 0, ce qui est le cas pour n = 1 : I'entier vaut alors 5, qui est
bien premier.

n* + 4 n’est premier que lorsque n = 1 ou -1.

2. On sait que: 45%5 4+ 545% = 545% + 4 x (4136)* = n* + 4m* en posant n = 545 et m = 4136, et d‘apres

l'identité de Sophie Germain, on a : 4>*> + 545* = (n? + 2m? + 2mn)(n? + 2m? — 2mn) avecn =

545 et m = 4136, [] est évident que :n? + 2m? + 2mn # 1 et n®>+ 2m? — 2mn # 1

Donc le nombre 455 + 545* n’est donc pas un nombre premier.

i Exercice 37 L ‘optimisme vient de Dieu, le pessimisme est né dans le cerveau de I'homme.

1. Soient a et b deux entiers naturels tels que PGCD(a + b, ab) = p?, oul p est un nombre premier.
a. Montrer quep? divise a®. En déduire que p divise a.

Montrer également que p divise b.

b. Démontrer que le PGCD de a et b est soit p soitp?.

s . . ( PGCD(a + b,ab) = 49
2. On cherche a déterminer les entiers a et b tels que : { PPCM(a, b) = 231
a. Montrer que PGCD(a,b) = 7.

b. Quelles sont les solutions du probléme posé.

Corrigé
la Ona:
PGCD(a + b,ab) = p?> = p? divise (a + b) et ab
= p? divise a(a + b) — ab = a?
Mais comme p divise p?, donc p divise a?, ce qui prouve que p divise a car p est premier.
De la méme maniere, on démontre que p divise b.
b. PosonsPGCD(a,b) = d.
Ona: ddivise aet b= ddivisea + b et ab soit d divise PGCD(a + b, ab) = p2.
Or comme p est premier, les seuls diviseurs naturels dep? sont 1, p etp®.
Donc d € {1,p,p?}. SIiPGCD(a,b) = d = 1 alorsPGCD(a + b, ab) = 1, ce qui est impossible.
D’ou finalement : PGCD(a,b) = p ou PGCD(a,b) = p?.
2.a. Comme PGCD(a + b,ab) = 49 = 72, alors on est dans le cas précédent avecp = 7 ; par suite,
PGCD(a,b) = 7 ou PGCD(a, b) = 49 d'apres ce qui précéde.
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Mais, comme PGCD(a, b) divise PPCM(a, b) = 231 et 49 ne divise pas 231, alorsPGCD(a,b) = 7.
PGCD(a + b,ab) =7
PPCM(a,b) = 231
Posonsa = 7a’ etb = 7b’. On sait que a’ et b’ sont premiers entre eux et que :
PPCM(a,b) = PPCM(7d’,7b") = 7 x PPCM(d’, b') = 231
Donca’b’ = 33, ce qui donne les couples (a',b") : (1,33),(3,11), (11, 3) et (33, 1), puis en multipliant
par 7, on déduit les couples solutions (a, b) : (7,231),(21,77),(77,21) et (231,7).

b. Le probléeme revient a chercher a et b tels que : {

Exercice 38 Cela fait du bien de réver mais a condition de ne pas oublier de se réveiller.

Résoudre dansN ['équation x*> + x + 1 = 0 [13].

Corrigé
1¢re. méthode
x2+x+1=0[13] ®x?2+x+1-13=0[13] ®x?+x—12=0[13]
Orx>+x—12=(x—3)(x +4), dou:
x>’ +x+1=0[13] & (x —3)(x +4) = 0 [13] & 13 divise (x — 3)(x + 4).
{13 divise (x —3)(x + 4)
Or ,
13 premier
Dou: x =13k+3 oux=13k’—4 avec k e Nk’ € N*.
2Zéme méthode
Comme on est en présence dune équation du second degré on peut utiliser la méthode du
discriminant du moment que la base du modulo, ici 13, est un nombre premier.
Ona:A=b? — 4ac = 1—4 x 1 X 1 = —3. Cherchons un carré parfait congru a —3 modulo 13.
On remarque que : A= —3 = 36 = 62 [13]. D’oul les deux solutions :

—‘1‘6=‘7=1x(—7)z§x6=3[13] car (=7) = 6[13]

= 13 divise x — 3 ou 13 divise x + 4.

X = ——

1 2 2
_ —1+6

x2 = =

NIU‘IN|

- =%x55%x(—8)=—4[13] car 5=—8[13]
D’ou les solutions: x = 13k + 3 ou x = 13k’ — 4 avec k € N, k' € N*.

i Exercice 39 Le sourire est le parfum qui attire le plus de gens.

1. Soit a et b deux entiers relatifs et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
a. Montrer que I'équation ax = b [n] admet des solutions dansZ. si et seulement si PGCD(a, n) divise b.
b. En déduire que si n est premier et si a est un entier naturel tel que 1 < a <n alors I'équation
ax = b [n] admet toujours des solutions entiéeres.
c¢. Quelles sont parmi les équations suivantes celles qui n'admettent pas de solutions :

6x =8[9], 12x =4 (8], 4x =9 [10] ; 9x = 6 [12].
2. Résoudre dans 7 les équations suivantes: a. 3x =6][7]; b. x?+2x—1=214]; fod
2x*>—3x+4=3]6].

Corrigé

1. a. Posonsd = PGCD(a; n). Il s'agit ici d’établir une équivalence.
Supposons que I'équation ax = b [n] admet une solution entiére x,,.

Xy solution deax = b [n] = 3k € Ztelqueax,=b + kn ie axy,—kn=>b.

Camme{;i:z alors d|ax, — kn et donc d|b.

Supposons qued|b.
dlb = 3k €Z tel que b = kd.

Or, selon l'identité de Bézout, d s’exprime comme combinaison linéaire de a et n ie qu’il existe deux
entiers relatifs u et v tels qued = ua + vn.

Donc: b =kd = k(ua+ vb) = aku+ kvn. En évaluant cette identité en modulo n, on trouve:
aku = b [n]. L’entier ku est donc solution de I'équationax = b [n].

b. Si n est premier alors il est premier avec tout entiers a tel que 1 < a < n, donc PGCD(a,n) =1 et
PGCD(a,n) divise b. Donc selon la question a. I'équation ax = b [n] admet des solutions entiéres.
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¢. Application :

— Pour I'équation 6x =81(9], on a: a=6, b=8 et n=9, PGCD(6,9) =3 ne divise pas 8.
L’équation n‘admet pas de solutions entieres.

— Pour I'équation 12x = 4 [8),ona:a=12,b=4 et n =8, PGCD(12,8) = 4 divise 4. L'équation
admet des solutions entieres.

— Pour I'équation 4x =9 [10], on a:a=4,b=9 et n=10, PGCD(4,10) = 2 ne divise pas 9.
L’équation n‘admet pas de solutions entieres.

— Pour I'équation 9x = 6 [12], on a:a =9, b=6 et n=12,; PGCD(9,12) = 3 ne divise pas 8.
L’équation n‘admet pas de solutions entieres.

2. Résolution d’équations diophantiennes :

a. L'équation3x = 6 [7] :

I¢reméthode: 3x =6[7] ©3x—6=0][7] & 7divise 3(x — 2)

Comme 7 divise 3(x —2) et PGCD(7; 3) =1 alors 7 divisex — 2 c’est-d-dire qu'il existek € Z tel

quex =2+ 7k. Donc: § = {2+ 7k avec k € Z}.

2Zéme méthode

On commence par chercher I'inverse de 3 modulo 7 : on remarque3 x5 = 15 = 1[7].

Donc on multiplie la congruence par 5 (excepté le modulo) : 3x = 6 [7] = x= 30[7], or30 =2[7]

X5

dou: x=2]7], ..

b. L'équationx?® +2x —1=2[4] :

Comme la base du modulo, ici 4, est relativement petite, on peut dresser un tableau de congruences :

x= - [4] 0 1 2 3

X2 = [4] 0 7 0 1
2x— 1= [4] 3 7 3 7
x2+2x—1=-- [4] 3 2 3 2

On remarque quex® + 2x — 1 = 2 [4] sietseulementsix = 1[4] oux = 3 [4].
D’ou les solutions de la congruence sont les entiers de la forme 1 + 4k ou 3 + 4k aveck € Z.
¢ L'équation2x? —3x + 4 =3[6] :
2x>—3x+4=3[6] & 2x>—-3x+1=0]6]
On vérifie que pour tout x, on a: 2x?> —3x +4 = (2x — 1)(x — 1). Donc un tableau de congruence
permet de dégager facilement les solutions :

X = [6] 0 1 2 3 4 5
Xx—1= - [6] 1 0 1 2 3 4
2x—1= - [6] 1 1 3 5 7 9
x2—3x+1=-[6] 1 0 3 4 3 0
D’oui les solutions sont les entiers de la formex = 1 [6] ou x =5 [6].

i Exercice 40 Le silence a de merveilleuses choses a nous raconter.

Théoréme des restes chinois
Soit p et q deux entiers naturels premiers entre eux et a et b deux entiers naturels.

c s 1 P c y o . (g . X=a
1.a. Démontrer, a l'aide du théoréme de Bézout, qu’ll existe un entier x vérifiant le systéme : {x = b [q]

x' = a[p]
x'=b[q]
2. Application : Un général décide de compter ses soldats. Il leur ordonne de se ranger en rangs de 16,
il reste 3 soldats. Il leur ordonne ensuite de se ranger en rangs de 25, il reste 5 soldats.

Sachant que la troupe est constituée de moins de 400 soldats, combien y a-t-il de soldats ?

b. Démontrer que si x’est un autre entiers Vériﬁant:{ alors x = x' [p X q].

Corrigé
1.a. les entiers p et q sont premiers entre eux, donc il existe des entiers relatifs u et v tels que
up +vq =1 (®), dapres le théoréme de Bézout.

x =alp]

x=blq]
On aupa + vqa = a doncvqa = a [p]. De méme upb + vqb = b etdoncupb = b [q].
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Finalement,ona: x = a[p] et x =b|q].

b. Soit x’une autre solution, x = x' [p), donc p divise x — x', donc il existe « € Z tel quex — x’ = ap.

De méme q divisex — x’, donc il existe § € Z tel quex — x’ = [q.

Or, d'aprés I'égalité (®), ona(x — x"pu+ (x —x")qu = x — x' ie Bpqu+ apqv = x — x". Donc :
0=x—x"[pxq] etparsuitex = x' [p X q].

Z. On a 16 X 25 =400, donc daprés 1, on cherche a déterminer l'unique entier x vérifiant

x = 3[16]

<x< .
0 <x <400 ettel que: {x = 5[25]

. A l'aide de l'algorithme d’Euclide, on trouve :

25 % (=7) + 16 x 11 = 1.
Ainsi, x = 25 X (—=7) X3+ 16 X 11 x 5 = 355 [400]. // y a donc 355 soldats.

Exercice 41 Tout le monde prie pour que la pluie tombe sur la terre mais personne ne veux se
faire mouiller.
Résolution d’un systéme de trois congruences simultanées a une inconnue
5x = 7 [11] (1)
Résoudre dansZ le systéme de congruences : (S) { 7x = 11  [5] (2)
11x =5 [7] 3)
Corrigé

1) Résolvons la premiere équation (1) de (S).

Soitx € 7. On cherche I'inverse de 5 modulo 11. Cet inverse existe car 5/ 11 = 1.

Onremarque:(—2) - 5 = =10 = 1[11], donc l'inverse de 5 modulo 11 est —2. D’ou :
D5x=7[11] e (-2)5x=(-2)7[11] & x=-3[11] © Fa €L x =-3+11a.

2) On reporte ce résultat dans la deuxiéme équation (2) de (S), et on raisonne comme ci-dessus (en

commengant par simplifier les nombres modulo 5) :

(2)7x=11[5] & 2x=1[5] e 2(-3 + 11la)=1[5] e 22a=7[5] & 2a=2[5]
f}_/S(Za) =3x2[5]ea=1[5<3b€Za=1+5b.
3A5=1

Onobtient: x = =3+ 1la = -3+ 11(1 + 5b) = 8 + 55b.
3) De méme, on reporte dans I'équation (3) de (5) :
3 1lx=5[7]=4x=5[7] < 4(B8+55b)=5[7] © 220b=-27[7] © 3b=1[7]
i5(3b)5 5x1[7le b =5[7l3k€eZb=5+7k.
5A7=1
On obtient: x = 8 + 55b = 8 + 55(5 + 7k) = 283 + 385k.
On conclut que I'ensemble des solutions de (S) est : {283 + 385k ; k € Z}.

Exercice 42 Face a Ia roche, le ruisseau I'emporte toujours, non pas par la force, mais par la
persévérance.

La cométe A qui est visible tous les 5 ans a été observée il y a 1 an. La cométe B, visible tous les 8 ans a
été observée il y 2 ans. La cométe C, visible tous les 11 ans a été observée il y 8 ans.
Dans combien d’années pourra-t-on observer simultanément les cométes A, Bet C?

Corrigé

A sera visible dans 4 ans, 9 ans, 14 ans, ..., 4 + 5a ans.

B sera visible dans 6 ans, 14 ans, 22 ans, .., 6 + 8f ans.

C sera visible dans 3 ans, 14 ans, 25 ans, .., 3 + 11y ans.

On voit a travers ce petit schéma que dans 14 ans, on pourra observer simultanément les trois
cometes.

x = 4[5]
Cherchons (a',B',y") telque: 5a’ + 4 =8B"+6=11y'+3=x & { x=6[8]
x = 3[11]
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On calcule d’abord

x; =1[5] % = 1[5] ~
= 1= x1:1[5] _
,2:853]1] = {x150[88] < {x1=885 = 885 =1[5]

Ce qui est équivalent a :

36=1[5] @ 66=2[5] © 6 =2]5]
Donc on peut prendre§ = 2 et de ce fait on trouve x; = 2 X 88.
On calcule ensuite :

x; = 0[5] — _
x,=1[8] < {xz - 3) [i]S = {xz - ;5[2] & 556 = 18]
o[y e =0BSl =
Cequiéquivauta: —6 =1[8] & §=-1[8] & § =7[8]
Donc on peut prendre$ = 7 et de ce fait, on trouve x, = 7 X 55,
On calcule enfin :
x3 =0 [5] _ _
x3=0[8] < {x3 - L [1(1)] = {x3 :—14([)181] & 406 =1[11]
=111 =00 =

Ce qui est équivalenta: —46 = 1[11] & —-126=3[11] & -§=-3[11] & 6§ =8][11]
Donc on peut prendre § = 8 et de ce fait, on trouve x; = 8 X 40.
Enfinona: x=(4x2x88 4+ 6 x7x55+ 3x8x40) [5x8x11] =40 [440].

Exercice 43 L'homme qui apprend doit croire, celui qui sait doit douter.

Systéme non linéaire de deux congruences simultanées a une inconnue
Déterminer le plus petit entier naturel x tel que : x = 6 [23] et x? = 13 [232].

Corrigé
Soitx €7.0na: x =6[23] & 3y € Ztel que x = 6 + 23y. Reportons dans la deuxiéme congruence

x?2=13[23%] & (6+ 23y)? =13[23%] © 36+ 12 x 23y + 23%y2 = 13 [23?]
& 12 x 23y = —23 [23?%] & 12y = —1[23].
On cherche l'inverse de 12 modulo 23. Cet inverse existe car 12/ 23 = 1.
Ona:2x 12 =24 =1]23], donclinverse de 12 modulo 23 est 2. D'ou :
12y=-1[23] e 2x12y=2(-1)[23] © y=-2[23] < 3z€Zy = -2 + 23z
Ainsi, x € Z est solution du systéme de deux congruences si et seulement s’il existez € Z tel que :
x=6+23(—2+232z) = —40+ 529z
Il est alors clair que le plus petit entier naturel x convenant corresponddz = 1, etona:
x = —40 + 529 = 489.
On conclut que I'entier cherché est égal a 489. On peut contréler que 489 satistait les congruences de
I'énoncé.

i Exercice 44 Quand on ne trouve pas son repos en soi-méme, il est inutile de le chercher ailleurs.

x = 3[8] 2x —4y = 2 (6]
x=7[12] ¢ (52){ X +5y = 2[6]

Résoudre les systémes diophantiens suivants : (S;) {

Corrigé

x = 3[8]
x =7[12]
quex = 3+ 8k =7 + 12k’. Et donc déterminer x revient a déterminer les entiers k ou k.

On remarque que k et k’ vérifient 8k — 12k’ =7 — 3 = 4 soit 2k — 3k’ = 1. On se retrouve avec une
équation diophantienne (E): 2k — 3k’ = 1 dont la méthode de résolution est déja bien rodée.

1¢ére étape : Recherche d’une solution particuliere

On peut facilement voir que le couple (—1; —1) est une solution particuliére de I'équation (E).

Résolution de (S1) : Si x est solution de (S,) { alors il existe des entiers relatifs k et k’ tels
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2Zeéme étape : Recherche de toutes les solutions
, , . 2k — 3k’ =
Si(k; k") est un couple solution de (E) a]ors{z X (1) =3 x (-1) = 1"

Par diftérence, on obtient2(k + 1) = 3(k’ + 1).
On en déduit alors que 3 divise 2(k + 1), or 2 et 3 sont premiers entre eux et donc Gauss permet de
dire que 3 divisek + 1. D'ou il existem € Z tel quek + 1 = 3m soitk = —1 + 3m.
En remplacantk + 1 par3m dans l'égalité 2(k + 1) = 3(k’ + 1), on obtientk’ = —1 + 2m.
Dot:x =348k =34 8(—1+3m) = =5+ 24m et donc on peut conclure que :
x = —5[24] = 19 [24].
Les solutions du systéme (S,) sont donc a chercher parmi les entiers x tels quex = 19 [24].
Réciproquement : Est-ce que tous les entiers x tels que x = 19 [24] sont solutions de (S;) ?
Il est clair que 19 = 3 [8] et19 = 7 [12] et donc que six = 19 [24] alorsx = 3 [8] etx = 7 [12] c’est-a-
x = 3[8]
x=7[12]

Conclusion : L’ensemble des solutions de (S;) {

dire que x est solution de (S;) {

X f 3 18] est I'ensemble des entiers de la forme :
Résolution de (S;) :

1¢re méthode : Résolution du systéme par combinaison

On a:

x—2y—1=0]6]
ou
x—2y—1=3]6]
Eneffet: sik € 7. et X sont tels que 2X = 6k alors on a les équivalences :
X =3 X 2p (si k est pair)
ou
X =3 X (2p + 1)(si k est impair)

2x—4y=2[6] ©2(x—-2y—1)=0[6] <

2X=6ke=oX=3ke

Doir:2X=0[6] & X=0[6]ouX=3[6].

: . (2x—4y=2[6]  (x—2y=1]6] {x—2yE4[6]

Le systeme (S,) devient alors : {x+5y =2 [6] {x+5yE 2 [6] ou x + 5y = 2 [6]

x—2y=1][6]
x+ 5y =2[6]

1

Il nous faut isoler y : bien entendu, il n’est pas question d’écrire quey = > [6].

Ier cas : si{ alors7y = 1[6] (par différence).

C’est pour cette raison que l'on écrit :

7y=1[6] @ 7y=7[6] & 7(y—1)=0[6] & 6divise 7(y — 1)
Or 6 et 7 sont premiers entre eux et le théoréme de Gauss donne alors que 6 divisey — 1 c’est-a-dire
quey —1=0[6] soit y =1 [6].
Remarque : Attention a ne pas écrire trop hiativement que 7y =7 [6] donney = 1 [6] sans quoi on
pensera que vous avez tout bonnement simplifié par 7 (i.e diviser les deux membres de la congruence
par 7) ce qui n’est pas possible.
Finalement y = 1[6] etdoncx —2y =1[6] = x =1+ 2y[6] =3 [6]

Conclusion : Dans ce 1¢r cas, on a : Si {x —2y=1]6] J {x = 3[6]

x+5y=2[6] “ly=1]6]
Remarque: Ce Si--- alors -+ nous conduira automatiquement a étudier la réciproque de cette
implication.
2éme cas : Si {x — 2y =416] alors7y = —2 6] (par différence). Il faut encore isoler
2 x + 5y =2 6] y= p ' V-

7y=-2[6]7y=-2+5x6[6] © 7(y—4) =0[6] © 6divise 7(y — 4)
Comme 6 et 7 sont premiers entre eux alors Gauss nous autorise d’écrire que 6 divise y — 4 c’est-a-
direy = 4 [6].
Finalementy = 4 [6] etdoncx — 2y =4 [6] = x =4+ 2y =0 [6].
Conclusion : Dans ce 2éme cas, on a : Si {x —2y=4lo] al rs{x =0l6]
’ ! ’ x+ 5y =2]6] y=41[6]
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2x—4y52[6]:>{x53[6] {x50[6]
x+ 5y =2]6] =1 y =416]
Réciproquement, on vérifie sans difficulté que :

Donc on peut finalement conclure que : {

{; 2 i %Z} et {; 2 2 %Z} sont solutions du systéme {Zxx-}_—54y}/:22[[66]]
. (2x—4y =2]6] x = 3[6] x =0][6]
Conclusion: {77 5y =2 [6] {y =1[6] {y = 4 6]

Zéme méthode : Résolution du systéme par substitution
2x—4y52[6](:)2x—4y52[6] x=2-5y][6]
{x+5y52[6] {xEZ—Sy[6] {2(2—5y)—4y52[6]
x=2-5y]6] x=2-—5y][6]
{—14y+4§2[6] { 14y = 2 [6]

Orl4y=2[6] = 14y =2+6kouk€Z <= 7y=1+3kouk€eZ

= 7y=7+3(k—-2)ouk€e€Z < 7y =7[3]
Doncldy =216l = 7y=7[3] = 7(y — 1) = 0[3] & 3divise 7(y — 1).
Or 3 et 7 sont premiers entre eux et Gauss nous permet de dire que 3 divisey — 1 soity = 1 [3].

2x —4y =2 (6] PR x=2-5y[6]

x+ 5y =2[6] {y51[3]
Maintenant, on peut voir qu’il y a incompatibilité des congruences : les modulos 3 et 6 dans un méme
systeme. Pour pouvoir les combiner, il faut que les bases des congruences soient les mémes. Pour
pouvoir se dérober a cet écueil, on remarque que :

Finalement on a : {

=1+ 3 X 2p (si k est pair)

=143 X (2p + 1)(si k est impair)
Sy=1[6] ou y=4]6]

2x —4y = 2[6] - {xEZ—Sy[6] ol {xEZ—Sy[6]

y51[3]<=>y=1+3k01‘1kEZ<=>‘§

Finalement,on a : {

x+ 5y =2][6] y=1]6] y =416]
{x53[6] Ou{x50[6]
y=1[6] y=416]

Cette derniére équivalence étant 2 démontrer de la méme maniére que dans la premiére méthode.

i Exercice 45 Aujourd’hui commence le reste de ta vie.

Résoudre dansN? I'équation diophantienne : 3x3 + xy + 4y3 = 349,

Corrigé
Soient x et y deux entiers naturels tels que 3x3 + xy + 4y3 = 349,

Onaty3 <3x%+xy +4y3 = 349 etdonc:y <~ % =44..

Doncy € {0,1,2,3,4}. De méme3x3 < 3x3 + xy + 4y3 = 349 etdonc:x < 3/% =48..

Doncy € {0,1,2,3,4}, ce qui ne laisse plus que5 X 5 = 25 couples plausibles. Ensuite, on distingue les
différents cas suivant les valeurs de y par exemple :

— y =0 = 3x3 = 349, éguation qui ne fournit pas de solutions entiéres ;

> y=1= 3x3+x—-345=0, équation dont aucun des entiers de 0 a 4 n’est solution ;

— y =2 = 3x3+ 2x — 317 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 a 4 n’est solution ;

— y =3 = 3x3 + 3x — 241 = 0, équation dont aucun des entiers de 0 a 4 n’est solution ;

— vy =4 = 3x3 + 4x — 93 = 0, équation dont seulx = 3 est solution.
Donc I'ensemble des solutions estS = {(3,4)}.

i Exercice 46 La vie est comme une échelle de poulailler...courte et pleine de merde.

Soit I'équation (E) : 10x + 15y + 6z = 73 ou les inconnues x, y et z sont des entiers.
1. En utilisant des congruences convenables, montrer que si (x,y, z) est une solution de (E) alors il
existe un triplet (X,Y,Z) d’entiers tel que :
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y=2Y+1

z=5Z+73
2. Montrer que (x,y, z) est solution de (E) si etseul si(X,Y,Z) vérifieX +Y +Z = 1.
3. Résoudre (E) dansN et Z.

{x=3X+1

Corrigé
1. Soit(x,y,z) une solution de10x + 15y + 6z = 73, s’il en existe. On effectue une réduction
modulo 2 et on trouvey = 1 (mod 2). On trouve de mémex = 1 (mod 3) etz = 3 (mod 5).

x=3X+1
Autrement dit, on peut nécessairement écrire : {y =2Y+4+1 avecX,Y,Z entiers
z=57+4+3

2. Réciproquement, si on écrit x, y, z sous cette forme, on a :
10x + 15y + 6z =73 < 103X+ 1)+ 15Q2Y+1)+6(5Z2+ 3) =73 =X+ VYV +7Z =1
3. Résolution de (E)
e DansN : On remarque que si x, y, z sont dansN, il en est de méme de X, Y, Z.
Les seules solutions en (X,Y,Z) sont (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1).
Les seules solutions en (x,y,z) sontdonc (4, 1, 3), (1, 3, 3) et (1, 1, 8).
e DansZ :
L’équationX + Y + Z = 1 apour solutions les triplets (X,Y,1— X —Y ), avec(X,Y ) € Z2.
Les solutions de10x + 15y + 6z = 73 sont donc les (x, y, z) tels que:

x=3X+1
{y=2Y+1 avec (X,Y) € 7?
2=5(1-X—Y)+3=8—5(X+Y)

Exercice 47 Si l'ennui était mortel, I'école serait un cimetiére.
x—=2y+z=0
x+2y—2z=1

Résoudre dans T3 le systéme : {

Corrigé

Soit(x,y,z) € I3 une solution du systéme, s’il en existe. La deuxiéme équation s’écritx = 2(z — y) +
1, ce qui montre que x est impair et la premiéere équation montre alors que z est impair (somme d’un
pair et d’un impair). On peut donc poserx =2m + 1 etz =2n+ 1, avec (m,n) € Z2.

\ . .(m—-y+n=-1 . (mn=2m
Le systéme équivaut alors a t

m+y—2n=1 sot y=3m+1
x=2m+1
L’ensemble des solutions est donc formé des triplets : { y=3m+1 avec m€Z
z=4m+1

i Exercice 48 La violence est le premier refuge de l'incompétence.

C’est quoi ce numéro que I'on voit sur les livres 7 Ah ! c’est le numéro ISBN-13

Le numéro d’ISBN-13 (International Standard Book Number) est propre aux livres. [ls commencent en
général par 978 ou 979. Les 12 premiers chiffres donnent des informations sur le pays d’origine,
l'entreprise qui a produit I'ouvrage et Ia série de ce dernier. Le dernier chiffre est une clé de controle.

Le calcul de cette clé se fait de la maniére suivante :

— on somme les douze premiers chiffres du numéro, pondérés alternativement par 1 ou 3 ;
— soit S la somme obtenue ; on calcule le reste R dans la division euclidienne de S par 10 ;
— si R =0o0n pose que la clé C vaut 0, sinon on pose que C = 10 - R.

Par exemple, considérons le numéro ISBN suivant :
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ISBN 978-1-234-56789-7

9"781234%"567897
On pondeére les douze premiers chiffres de ce numéro selon le tableau suivant:

Numéro 9| 7181|234 56| 78| 9
Pondération| 1| 3 | 1|3|1|3|1| 3 |1| 3|1| 3
Produit 912118329 4|15|6|21|8| 27

La somme S des entiers de la troisieme ligne du tableau vaut S = 133. Soit R le reste dans la division
euclidienne de S par 10. On a: S =13x10 + 3= R =3 La clé du numéro précédent est donc
C=10-3=7.
Plus généralement, si on considére le code (de clé C) suivant :
a10,03 — A4 — A5A6A7 — AglgAy9A11a12 — C
Le calcul de C se fait de la maniére suivante :
— on commence par calculer la somme S suivante : S = Yr_odzk+1 + 3 Yo Aok
— on eftectue la division euclidienne de S par 10, on note R le reste;
— siR =0, onposeC =0, sinonC =10 —R.
1.2 Propriétés de Ia clé
1. Montrer que0 < C < 9.
2. Un livre est doté du numéro ISBN suivant :

9"781234"567897

Vérifier Ia valeur de la clé.

3. Montrer qu ‘une erreur sur un chiffre pondéré par 1 donne forcément une clé différente.

4. Montrer qu 'une erreur sur un chiffre pondéré par 3 donne forcément une clé diftérente.

5. Montrer que si deux chiftres consécutifs différent de 5, Ia clé reste la méme en les intervertissant.

Corrigé
1.0na0<R<9.S5iR+0,alors—9<-R<-1=1<10—-R<9,iel1<(C<09.
SIR =0, alorsC = 0. Dans tousles cas,0 < C <9.
2. Soit § la somme définie par: S =9+7X3+8+1Xx3+2+3X3+4+5Xx3+6+7Xx3+8+
9x3=133
CommeS = 13 X 10 + 3, avec les notations précédentes, on aR = 3, donc la clé cherchée est :
10-R =10-3 =7.
3. Considérons le code (de clé C) suivant : a;a,a; — a4, — A5agQ7; — AglgQ19A11a12 — Cou C est la clé.
Pour calculer la clé C d'un tel numéro, on commence par calculer la somme S suivante :

5 6
5=Za2k,+1+3za2k
k=0 k=1

Supposons que l'on ait effectué une erreur sur un chiffre pondéré par 1, autrement dit supposons que
l'un des chiffres parmi les a, ., soit faux. SoitS' la nouvelle somme obtenue ; I'entier S' — S est donc
un entier non nul compris au sens large entre —9 et 9. En particulier il n'est pas divisible par 10 (car
non nul !). Raisonnons par l'absurde et supposons que l'on trouve néanmoins la méme valeur pour la
clé. Cela revient a dire que S et S' ont le méme reste dans leur division euclidienne par 10. La
différence S' — S est donc divisible par 10 : contradiction. La clé est donc bien différente si l'on se
trompe surlun desa,j 1.
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4. Considérons le code (de clé C) suivant : a;a,a; — a4 — a5a40; — AgQoeAyoaA11a12 — C ou C est la clé.
Pour calculer la clé C d'un tel numéro, on commence par calculer la somme S suivante :

5 6
5=Za2k,+1+3za2k
k=0 k=1

Supposons que l'on ait effectué une erreur sur un chiffre pondéré par 3, autrement dit supposons que
l'un des chiffres parmi les a,,, soit faux. SoitS' la nouvelle somme obtenue ; I'entier S' — S est donc de
la forme 3(a — b) avec a et b distincts compris entre 0 et 9. Raisonnons par l'absurde et supposons que
l'on trouve néanmoins la méme valeur pour la clé. Cela revient a dire que S et S' ont le méme reste
dans leur division euclidienne par 10 ; La différence entre les deux sommesS' — S = 3(a — b) est donc
divisible par 10. Donc 3|a — b| est divisible par 10. Comme a + b et a, b compris entre 0 et 9, on a
1 < |a — b| <9, mais pour aucune de ces valeurs on obtient de multiple de 10 : contradiction. La clé
est donc bien diftérente si l'on se trompe surl'un desa, 4.

5. Notons S la somme initiale a calculer. Par hypothése il existe deux nombres consécutifs a et b dans
le code tels que a — b est divisible par 5. La "contribution” de ces deux nombres a S est soit 3a + b soit
a + 3b. SoitS' la somme obtenue en les permutant dans S. La "contribution” de ces deux nombres a S’
est alors soita + 3b soit 3a +b. Onadonc: S'—S = 2(b—a) ouS'—S = 2(a —b).

Comme 5 divise a — b, l'entier S' — S est dans les deux cas divisible par 10. Soit r (respectivementr,)
le reste dans la division euclidienne de S par 10 (respectivement de S' par 10). Ce qui précéde montre
donc que ry —r est divisible par 10. Or |ry —r| < 10, doncry —r =0, ie. ry = r: la valeur de la clé
reste donc inchangée si on intervertit a et b.

i Exercice 49 L'intelligence, c'est comme un parachute, quand on n’en a pas, on s'écrase.

Les entiers naturels 1, Z, 3, ..., n sont rangés dans un ordre quelconque : a4, a,, as..., ay.
Démontrer que si n est impair alors le produit (a, — 1)(a, — 2) ... (a,, — n) est pair.

Corrigé

La somme (a; — 1) + (a, — 2) + -+ (a,, — n) est nulle et donc paire. Comme le nombre de facteurs
est impair, il est impossible qu’ils soient tous impairs donc l'un d’entre eux est pair et le produit est,
par conséquent, pair.

i Exercice 50 Si vous pensez que l'instruction coiite cher, essayez donc Il'ignorance.

Nombres de Carmichaél ou les menteurs de Fermat

Partie A : D'apreés le théoréeme de Fermat : « Si p est entier premier, alors pour tout entier a premier

avec p,aP~! = 1 [p] ». La réciproque de ce théoréme est fausse. En effet, on démontre ici I'existence de

nombres entiers naturels p non premiers qui vérifient I'hypothése « pour tout entier a premier avec p,

aP~1 = 1 [p] ». Ces nombres sont appelés les nombres de Carmichaél.

Supposons qu’il existe un entier naturel n tel que :n = p; X py, X ... X py (aveck = 2) oti py, P2, --» Pk

sont des nombres premiers deux a deux distincts et qui sont tels que pour ;1 <i <k, (p; — 1) divise

(n—-1).

1. Vérifier que I'entier n n’est pas premier.

2. On considére un entier a premier avec p.

a. Démontrer que pour tout, 1 < i < k, l'entiers a n’est pas divisible parp;.

b. En déduire que pour tout ;1 <i < k,aPi"t =1 [p;].

c¢. En utilisant I'hypothése « pour touti,1 < i <k, (p; — 1) divise (n — 1) », démontrer queV¥i € [1,k] :
a* ' =1[p].

3.a. Démontrer quea™ ! = 1 [n].

= On utilisera le résultat démontré a I'exercice .

b. En déduire que n est un nombre de Carmichaél,

4. Montrer que 561 est un nombre de Carmichaél.

Partie B : On admettra un théoréme dii au mathématicien allemand Korselt :

Théoreme : « Un entier naturel n supérieur 4 1 non premier est un nombre de Carmichaél si et
seulement si, pour tout nombre p divisant n, on ap® ne divise pas n et(p — 1) divise (n — 1) ».
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1.a Ecrire la décomposition en produit de facteurs premiers des nombres 561, 1 105 et 1 729. Ces trois
entiers sont les plus petits nombres de Carmichaél.

2. Soit n un nombre de Carmichaél et p I'un des facteurs premiers de n.

a. Montrer quep = 1 [p — 1], puis quen = 1 [p — 1].

b. En écrivant n sous la forme (s) X p, vérifier que% est un entier et démontrer que% =1[p—-1].

¢. En déduire que si p est un facteur premier d’un nombre de Carmichaél n, alors le produit des autres
facteurs premiers est congru a 1 modulo (p — 1).

3. A l'aide de la question précédente, démontrer qu’un nombre de Carmichaél ne peut pas étre le
produit de deux nombres premiers.

Conséquence : Un nombre de Carmichaél est le produit dau moins trois nombres premiers deux a
deux distincts.

4. Démontrer que tout nombre de Carmichaél est impair.

Corrigé

Partie A

1. L'entier n est un produit d’au moins deux nombres premiers distincts (k = 2), donc il n’est pas

premier.

Z.a. Sl existe un facteurp; qui divise a, alors comme p; divise n, a et n ne seraient pas premiers entre

eux. Donc aucun des facteursp; ne divise a.

b. L’entier a est premier avec p; pour tout |, 1 <i <k, donc, daprés le petit théoréeme de Fermat,

aPi=t =1 [py].

c¢. D'apres I'hypothése, pour tout entier ;1 < i <k, (p; — 1) divise (n — 1), il existe un entierk; tel

que l'on ait (n—1) =k,(p; —1). D'ou a¥®i=Y = 1ki [p,], donc pour tout entier ; 1<i<k,

a® ' =1[p].

3.a. L'entiera™ 1 — 1 est divisible par tous les nombres premiersp; , donc d’aprés I'exercice 13, il est

divisible par leur produit. Et donc finalement, a™* — 1 = 0 [n] ce qui signifie quea™ ' =1 [n].

b. L’entier n est non premier et vérifie, «pour tout entier a premier avec p, a?~* = 1 [p] », c’est un

nombre de Carmichaél.

4.0na:561 =3x11x17. 0n a2 divise 560, 10 divise 560 et 16 divise 560, donc 561 est un nombre

de Carmichaél.

Partie B

la b.561 =3 x 11 X 17 avec3? 112 et 17% qui ne divisent pas 561, et 2 divise 560, 10 divise 560, 16

divise 560 ;1105 =5 X 13 X 17 avec 5%, 132 et 17% qui ne divisent pas 1 105 et 4 divise 1104, 12

divise 1104, 16 divise 1104 ;1729 =7 X 13 X 19 avec 7%, 13% et 197 qui ne divisent pas 1 729 et 6

divise 1728, 12 divise 1728, 18 divise 1728.

2.a. De facon évidente,p — 1 =0 [p — 1] etn — 1 = 0 [p — 1], car I'entier p — 1 divise n — 1. Donc :
p=1p— 1lletn=1[p—-1].

b. Comme p intervient dans la décomposition en facteurs premiers de n, on a p divise n etg est un

entier. Ainsi,n = S Xp= g [p—1] etcommen=1[p— 1], a]orss =1[p —1].

c. Comme l'entier p? ne divise pas n, le produit des autres facteurs premiers est % et il est congru a

1 [modulo p — 1].

3. Supposons quen = pq soit un nombre de Carmichaél (p et q premiers). D'aprés la question Z.c, on

auraitq =1[p—1] etp =1 [q — 1], donc p — 1 serait un multiple de q -1 et q — 1 un multiple de

p — 1, donc on auraitp = q etn = p? ce qui contredirait le théoréme de Korselt, carp? diviserait n.
4. Comme un nombre de Carmichaél a au moins trois facteurs premiers distincts, il en a au moins un

impair ; soit p ce facteur premier impair. Alors, comme p -1 divisen — 1 et que p — 1 est pair, on a
n — 1 pair, i.e nimpair.

i Exercice 51 Aucun homme na assez de mémoire pour réussir dans le mensonge.

Dans le systéme décimal, on donne ﬁ(dix), ﬁ(dix), ﬁ(dm, 100(gix)-
Ecrire ces nombres dans les systémes binaire et hexadécimal.
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Corrigé
— On peut poser les divisions :

23| 2 23| 16
1 11] 2 7 1
1 5] 2
1 2| 2
0 1

On peut aussi écrire :

23 =2%+22+2+1 donc23giyy = 10111 (geuy) €623 = 16 X 1 + 7 donc23gixy = 17 seize)-
—>32=2%et23=16x2, dOHCﬁ(dix) = m(deux) etﬁ(dix) = %(seize)'
—>47=254+2342242+1 et 47 =16 X2+ 15 donc:

E(dix) = m(deux) et E(dix) = ﬁ(seize)-
— 100 = 2% + 25+ 22 et 100 = 16 X 6 + 4 donc:
m(dix) = m(deux) et m(dix) = a(seize)'

Exercice 52 Quand le sage montre la Lune, 'abruti regarde le doigt.
Déterminer tous les nombres dont I'écriture en base sept est de la formexyz et I'écriture en base onze
estzyx.

Corrigé
Sin est un nombre qui s’écritxyz en base sept etzyx en base onze, on a alors :
n=z4+yx7+xX72=49%+7y+y
=x+yX11+zx112=121z+ 11y + x
Ce qui donne l'égalité : 30z +y = 12x.
Dautre part comme x, y et z sont des chiffres de la base sept, alors on ales conditions: 0 < x < 6,
0<y<6et0=<z<6,doulesystéme:
30z+y=12x
0<x<6
0<y<6
0<z<6

On remarque que y est multiple de 6 cary = 6(2x —5z). Dou y = 0 ouy = 6.
— Poury =0, la relation 30z + y = 12x devient 30z = 12x soit 5z = 2x. On trouve deux solutions
de5z = 2x dans|[0; 6] dsavoir:(x =0etz=0)et (x =5etz =2)
— Poury = 6, la relation 30z + y = 12x devient 5z = 2x — 1. Cette relation assure que z est impair
car 5 et2x — 1 le sont. Par suite les seules valeurs possibles pour z sont : 1, 3 ou 5.
e Pourz=1,0onaz2x—1=5soitx =3,
o Pour z=3,0ona2x—1=15soit x =8 arejeter;
o Pourz=5,0ona 2x—1=25 soit x =13 4drejeter.
Dans ce cas, la seule solution acceptable est(x = 3 etz =1).
Ainsi, le probléeme admet trois solutions :
Ooo(sept) = OOO(onze) = Ooo(dix)
502(sept) = 205(onze) = 247(dix)
361(sept) = 163(onze) = 190(dix)

i Exercice 53 Je travaille a étre heureux : c'est le plus beau des métiers.

Trouver les nombres premiers dont l'écriture en base b utilise une fois et une seule tous les chiffres
possibles de la base de numération (le 0 est possible en téte).

Corrigé
Sib = 2, la seule solution estn = 10 = 2.

S1'b=3,seu15n=m=5,n= 21=7,n=102=11 et n = 201 = 19 conviennent.
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Soit n un entier dont I'écriture en base b > 4 utilise une seule fois tous les chiffres de la base.
Il est clair qu'alors n est strictement supérieur a b (il a au moins deux chiffres non nuls).

b-1
On peut écriren = z a,b®, avec {ay, ay, oap_1} = {0,1,...,b—1}.
k=0
N b-1 b-1 bb — 1) b-1
Dans ces conditions: n = Z ay + z ak(bk - 1) == + z ak(bk - 1)
k=0 k=0 k=0

- S8i b est pair (b = 2m avec m > 2) alors on voit que n est divisible par b — 1.

- Si b estimpair (b = 2m + 1 avec m > 2), alors on voit que n est divisible par m.
Dans les deux cas, on constate que n n’est pas premier.

Les seules solutions sont donc celles obtenues pourb = 2 et b = 3,

i Exercice 54 Le peu que je sais, c'est 3 mon ignorance que je le dois.

Déterminer la base x pour que le nombre 171, écrit en base dix soit un carré parfait.

Corrigé
Au prime abord, on remarque que, comme le chiffre 7 figure dans I'écriture du nombre en base x, alors

on ax > 8. D’autre part, on suppose que 171, est le carré d’un entier n, alors on doit avoir, 171, = n?,

soit 1+ 7x +x?> =n?, ouencore: x> +7x +(1—n?)=0, avecx €N .

Pour que I'équation posséde des solutions, il faut que son discriminant soit un carré parfait :

A= 49 — 4(1 —n?) = k? © k? —4n? = 45 & (k — 2n)(k + 2n) = 45 avec k et n des entiers naturels
non nuls.

Donck —2n et k+ 2n sont des diviseurs « complémentaires » de 45, avec bien entendu la double
inégalité : k —2n <k +2n. Comme 45 =1%x45=3Xx15=5x%9 alors on a: (k—2n;k+2n) €
{(1;45),(3;15), (5,9}

Examinons ces couples au cas par cas :

k—2n=1 _ _ . )
{Ii+%n= gs = k=23, n=11 et x = 8; solution acceptable.
- n= —_ p— —_ . . N .
{Ilg_}_%n: %5 = k=9, n=3 et x=1; solutionarejeter.
- n: —_— J— —_ . . N .
{k+2n=9 = k=7 n=1 et x=0;solutionarejeter

Il en résulte que, en base huit, la configuration 171 représente un carré parfait.
Eneffetona: 171, y=1+7x8+1x82 =121 =112

i Exercice 55 A tout probléme il y a 2 solutions : La bonne et celle de I'Ecole de Guerre.

Soitn = Mdix un carré parfait a quatre chiftres, tous inférieurs ou égaux a 6. Si on ajoute 3 d chacun
des ces chiffres, on obtient encore un carré parfait m. On note r et s les racines carrées respectives de n
etm.

1. Montrer quem = n + 3333.

2. En déduire un majorant de chacun des deux nombres r et s.

3. En exploitant la décomposition de 3333, trouver n.

Corrigé
1. Onsaitquen=ax 103+ bx 102+ ¢x 10+ d, ot a b, ¢ d sont dans{0,1,2,3,4,5,6} (bien siir
a=1)
On obtient le nombre m en ajoutant 3 a tous les chiffres de n, ce qui donne la décomposition de m en
base dix :

m=(a+3)x103+ (b+3)x10*°+ (c+3)x10+ (d +3)
Soit: m=[ax103+ bXx 10?2+ ¢x 10+ d]+[3x10%+ 3 x10%+ 3 x 10+ 3] =n + 3333.
2. Les entiers n et m étant des carrés parfaits, il existe deux entiersrets telsque: r> =n et s?>=m.
On a de toute évidence n < 6666 et donc m =n+ 3333 <9999 (6666 et 9999 ne sont pas des
carrés parfaits). Donc : v> < 6666 et s? <9999 et parsuite r <6666 et s <9999 soitenfin:

r<81 et s<99.
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3. L’égalitém = n + 3333 se traduit par s* = r* + 3333 ou encore :s?> —r? = 3333 =3 x 11 x 101
Dotu:(s—7r)(s+7r)=3x11x101 avec 0<s—r<s+r

s—r= 33
s+r=101
Donc la valeur den est n = r? = 34?2 = 1156.

La seule possibilité est donc { ; ce qui donner = 34 ets = 67.

L'avantage d'étre intelligent, c'est qu'on peut toujours faire I'imbécile, alors que
l'inverse est totalement impossible.

Exercice 56

Soit n un entier se terminant par 6. Si on déplace ce chiffre 6 pour le placer en téte de I'écriture
décimale de n alors on obtient l'entier m. On écritn = 10p + 6 avec p dans\N.

1. Donner une expression de m en fonction de p et d ou d est le nombre de chiffres de n en base dix.

2. On suppose quem = 4n.

a. Montrer alors que p est pair et que 1 — 4 = 13q ou q est I'entier tel quep = 2q.

b. En étudiant les restes de la division euclidienne des puissances de 10 par 13, déterminer la valeur
minimale de d tel que 104~ = 4 [13].

3. En déduire les deux plus petites valeurs de n telles quem = 4n.

Od—l

Corrigé

1. Sin = 10p + 6 alors en placant le chiffre 6 en téte de I'écriture décimale de n, on obtient I'entier
naturelm = 6 X 102~ + p ou d est le nombre de chiffres de n en base dix.

ZaOna: m=4n< 6x1041+p=4(10p+6) & 6 x 10471 —24 =39p

En simplifiant la derniére expression par 3, on trouve : 2 x 10471 — 8 = 13p. Le 1er membre de cette
égalité étant pair et 13 impair alors p est nécessairement pair et par suite on peut se permettre
d’écrirep = 2q.

En réécrivant I'égalité 2 x 104~ — 8 = 13p avecp = 2q et puis en simplifiant par 2, on aboutit au
résultat demandé : 104~ — 4 = 13q.

b. On vérifie qu'en modulo 13, ona: 10° = 1,10 = 10,10?> = 9,103 = 12,10* = 3,10° = 4

ot 7692
13

3. Dapres ce qui vient d’étre établi, on peut dire que la valeur minimale de n estn = 20q + 6 avec

q =7 692. Ce qui donnen = 153 846. La deuxieme valeur de n se déduit de la 2éme valeur de q et donc
de la deuxiéme valeur possible de I’ entier d. Or, la 2¢me valeur de d est 12 car : 10121 = 101! = 10° x
10° =1 x4 =4[13].

Ainsi I'entier d minimal tel que 10%~' = 4 [13] est égal 4 6 et par conséquent : q = 10

D’ou enfin :
101t — 4
q= 13 =7692307 692 et donc n=20q+ 6 = 153846 153 84.
Exercice 57 L'avantage d’'un médecin, c'est que lorsqu il commet une erreur, il I'enterre tout de

suite.

Soit b = 3 une base de numération. Montrer que le nombren = 12 ... 21, ou le chiffre 2 est répété
p — 2 fois, est non premier.

Corrigé
Ona:
n=1+4 2b + -+ + 2bP + pP*!
C1 4 2p T e
B bh—1
bP+2 4 pP+l —p— 1
B bh—1

PP Db+ 1)

b—-1
=(1+b+--+bP)(b+1)
Les deux termes de ce produit étant supérieurs a 2; le nombre n n’est pas premier.
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Exercice 58 Une mauvaise herbe, c'est une plante dont les vertus n'ont pas encore été
découvertes.

Soit un entier naturel N. On note d le nombre de chiffres de son écriture décimale et b le nombre de

chiffres de son écriture binaire.

1. Encadrer N par deux puissances de 10 consécutives puis par deux puissances de 2 consécutives.

2. Démontrer que3d — 2 < b < 4d.

3. Indiquer un encadrement du nombre de chiffres de I'écriture binaire de I'entier7 218 917 g;y).

Corrigé
1. Par définitionde deth, ona: 1041 < N < 10¢ et 2071 < N < 2P,
2.0na23%73 =849"1 o 8971 < 10971 < N < 10% < 16% er 169 = 244,
Dou:2P"1<N<?2P =3d-3<b—-1 et b<4d
=3d—-2<b<4d
Donc: 3d —2<b <4d.
3. Dans ce cas,onad =7 et parsuite3 X7 —2<b <4 X7 cest-d-dire: 19 < b < 28.

Cessez de vouloir tout comprendre. Il n'est nul besoin de tout savoir sur l'océan
pour y nager.

Alice et Bob jouent a un jeu : Bob pense a un polynéme P a coefficients entiers positifs et Alice doit le

deviner. A chaque tour, Alice demande la valeur de P en un nombre entier, et Bob la lui donne. En

combien de tours Alice pourra-t-elle deviner P? (Précisons qu’Alice sait que les coefficients de P sont

des entiers positifs, mais qu’elle n’en sait pas plus. En particulier, elle n’a aucune information sur son

degré.)

Exercice 59

Corrigé

Alice peut déterminer le polynéme avec seulement deux questions. Pour cela, remarquons que si
P(X) = Yk=dq,X¥, aveca, € N et qu’un entier n est strictement plus grand que tous les a, la donnée
de P(n) détermine le polynéme P : P(n) = YX=%a,nk et les a, sont simplement les « chiffres » de
l'écriture de P(n) en base n. Ainsi, Alice peut poser la premiére question « Combien vaut P(1) ? » La
réponse de Bob est P(n) = Y¥=%a,, qui est évidemment plus grand (au sens large) que les
coefficients ay. Alice n‘a alors plus qu'a prendre n’importe quel entier n > P(1) et a demander la
valeur de P(n).

i Exercice 60 Peu importe ou nous posons le pied, un chemin nait sous nos pas.

Montrer que tout entier naturel n peut s’écrire de facon unique sous la forme :
n=al! + a,2! + az3! +--- +azd! +---
ouay, a,, as, ‘- sontdes entiers tels que 0 < a; < i pourtouti.
= 0n raisonne comme pour la décomposition en base b. Penser a la division euclidienne.

Corrigé
On remarque que si n s’écrit sous la forme : n = a;1! + a,2! + a3z3! +--- +azd! +---
avec(0 < a; < i, alors a, est forcément le reste de la division euclidienne de n par 2 puisque la somme
a,2! + az3! + .-+ est un multiple de 2. On pose donc la division euclidienne de n par 2 et on écrit :
n = 2q, + a, pour des entiers q, eta, avec0 < a, < 1. /] s'agit maintenant d'écrire q, sous la forme :
! ! !
q = a2%+ a3%+-~- +ad%+---
et pour cela on considere la division euclidienne de q, par 3. On écrit : q, = 3q, + a, pour des entiers
q, eta, avec0 < a, < 2. On veut alors ‘ecrire q, sous la forme :
2! 4! d!
q2=a3§+ a4§+---+ad§+-~-
et on considére donc la division euclidienne de q, par 4, obtenant ainsiq; etas;.
La suite des q; est une suite d’entiers positifs et siq; > 0, alorsq;,1 < q;. Il existe donc un entier d tel
queqy = 0 etd ce momenton alégalité: n = a;1! + a,2! + a33! +--- +a4_4(d —1)!
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Pour l'unicité, on remarque en analysant la construction précédente, qu”a chaque étape, on n'avait
qu’un seul choix poura;.

Exercice 61 Les professeurs ouvrent la porte, mais vous devez entrer par vous-

méme.

Le code CLE (Codage Large Echelle)

L Le systéme binaire et Ia base 2

Le systéme de numération que nous utilisons habituellement est le systéeme décimal, les nombres y

sont écrits en base 10:7896 = 7 x 10 + 8 x 102 + 9 x 10 + 6 x 10°

Pour écrire les nombres, on utilise les 10 chiftres : 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 et 9 mais on peut aussi choisir
d‘autres bases, par exemple la base 2. Les seuls chiffres utilisés sont alors 0 et 1.

Par exemple : le nombre qui s’écrit 10111 en base 2, sécrit: 1 X 2*+ 0x 23+ 1x23+ 1x2' +
1x2°

Pour passer de I'écriture en base 10 a I'écriture en base 2, on effectue les divisions successives par 2:

67 | 2
1 |33 |2
1 |16)|2
o & |2
o |4 |2
0o |2 |2

D’ou, en remontant les restes des divisions successives : 67 = 1000011 en base 2.

Autre facon : tableau du systéme linéaire :

26 = 64 25 =132 24 =16 23=8 22 =4 21 =2 20
1 0 0 0 0 1 1

Ona:67 = 64 + 3et3 =2 + 1 donc 67 = 2° + 21 + 20,

I
—_

1. Ecrire en base 10 le nombre qui s’écrit1000101110 en base 2.
2. Ecrire en base 2 le nombre qui s’écrit 157 en base 10. Méme question pour 10 en base 10.
3. Faire la table d’'addition et la table de multiplication de Ia base 2. (Utiliser les tables suivantes)

Tlo| 1| 2| 3 oo 2| 3
0 0
1 1
et
2 2
3 3

4. Calculer en base 2 : 1101101 + 1011011 puis 101101 x 10011011. Donner alors les régles simples
de l'addition et de Ia multiplication dans le systéme binaire.

5. Dapreés ce qui précéde, quelles sont les avantages et les inconvénients du systéme binaire ?

Il Le Code CLE

Notre systéeme de numération ne permet pas a la calculatrice d’obtenir la valeur exacte du produit
123125256 X 785698254 ; on en a seulement une valeur approchée.

55



Pour pallier cet inconvénient, on a cherché d'autres facons d’écrire les nombres. L.une d’entre elles
s‘appelle le code CLE (Code a Large Echelle).
Sur un exemple : Le nombre 67 en base 10 s’écrit 100011 en base 2. En effet on a la décomposition
binaire suivante :67 = 1x2°+ 0x2°+ 0x2* + 0x 234+ 0x2% +1x 2! + 1x2° clest-a-
dire: 67 = 2° + 21 + 2°. Ainsi 67 s'écrit alors en code CLE sous la forme (6; 1, 0).
1.a. Ecrire en base 10 le nombre (7: 5,3 1)
b. Ecrire en code CLE les nombres en base 10 suivants : 359, 250 et 128,
2. Premiéres propriétés : nature du nombre

a. A quoi reconnait-on qu’un nombre écrit en code CLE est impair ?

b. A quoi reconnait-on qu’un nombre écrit en code CLE est pair ?

¢. A quoi reconnait-on qu’un nombre écrit en code CLE est une puissance de 2 ?
3. Propriétés de l'addition

a. Peut-on facilement additionner les nombres écrits en code CLE ?

b. Ecrire en code CLE la somme (15)c.g + (15) ¢ , puis la somme : (n) cpp + (W) cLE -
c. Ecrire en code CLE :

(11; 5 3; 0)¢cre + (34; 115 5; 3)¢cre puis(18; 16; 8; 4; 3; 2)crp + (195 16; 95 45 35 25 V)¢
d. Peut-on énoncer une régle générale ?
4. Propriétés de la multiplication

a. Peut-on facilement multiplier les nombres écrits en code CLE ?

b. Ecrire en code CLE le produit(n)c g X (M) g ol n et m sont deux entiers naturels.

c. Ecrire en code CLE : (5; 2; 0)cre X (8 cre puis (55 3ere X (7; 25 Depg-

d. Peut-on énoncer une régle générale ?

e. Ecrire en code CLE le carré : (12; 4)2,5.

Corrigé
L1 1000101110 = 2° + 25 + 23 + 22 4+ 21 =558,
2. 157 = 128 + 16 + 8 + 4 + 1 = 27 + 2*+ 22 + 2% s’écrit donc 10010101.
3 Vu qu'en base 2, ona:2 =21 =10, 3=2'+2°=11, 4=22=100, 5=2%2+2°=101,
6 =2%*+2'=110, 9 =23+ 2° = 1001, on peut compléter le tableau suivant :
+ X
~ 0 1 2 3 A 0 1 2 3
0 0 1 10 | 11 0 0 0 0 0
1 1 10 | 11 | 100 ot 1 0 1 10 11
2 10 | 11 | 100 | 101 2 0 10 | 100 | 101
3 11 | 100 101 | 110 3 0 11 | 101 | 1001
4. Calcul en base 2de1101101 + 1011011 puis de101101 x 10011011
On peut disposer les calculs comme a I'accoutumée :
17 1 o0 1 1 0 1
1101101 +1011011= + 1 o0 1 1 0 1 1
7 1 o0 0 1 0 0 0
retenue 1 1 1 2 2 1 o 0 0 0
7 0o o0 1 1 o0 1 1
X 1 0 1 1 0 1
7 0 o0 1 1 o0 1 1
o o0 o0 0 0 0 0 0
101101 x 10011011 = 7 0 o0 1 1 o0 1 1
7 0o o0 1 1 o0 1 1
o o0 o0 o0 o0 0 0 0
7 0 o0 1 1 o0 1 1
7 1 o0 1 1 o0 o0 1 1 1 1 1 1
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5. Les calculs en base 2 se font plus vite mais il y a beaucoup plus d’'opérations a faire. Dans le systéme
informatique, les processeurs, au cceur des ordinateurs, gérent des 0 (éteint) et des 1 (allumé), par le
biais d’une mpyriade de microtransistors, a coup de 3 gHz (soit 3 X 1024 x 1024 x 1024 x 1024
opérations par seconde !).
I 1a. (7;5; 3; Vg = 27+ 254 234 21 = 170.
b. 359 = 101100111 = 29+ 27 + 26+ 22+ 21+ 2°= (9; 7; 6; 2; 1; 0)cyp-
250 11111010 = (7; 6; 5; 4; 3; Dcig
128 = 10000000 = (7)¢k-
2. Propriétés du nombre
a. Un nombre écrit en code CLE est impair s’il se termine par 0.
b. Un nombre écrit en code CLE est pair s’il ne se termine pas par 0.
¢. Un nombre écrit en code CLE est une puissance de 2 s’il est de la forme (n) ¢y .
3.
a
b

. Propriétés de I'addition
. Cela dépend des nombres mis en jeu.

(15)cLe + (15)crp = 28 + 215 = 2x 21% = 216 = (16)¢yp.

(MWere + MW= 2"+ 2" = 2x 2" = 2™ = (n+ 1)p.
C (11; 5; 3; O)crg + (34; 11; 5; 3 = (34; 12; 6; 4; 3; 0) k-

(18; 16; 8; 4; 3; 2)cip + (19; 16; 9; 4; 3; 2; Vg = (19; 18; 17; 9; 8; 5; 4; 3; Deye-
d. Régle générale pour effectuer la somme de deux nombres CLE
On ajoute de droite a gauche, tout chiffre présent une fois dans I'un des 2 nombres est 2 marquer dans
la somme. Si un chiffre est dans les 2 nombres, on écrit son suivant dans la somme. Il faudra peut étre
alors gérer une retenue.
4. Propriétés de la multiplication
a. Cela dépend également des nombres sur lesquels on va opérer.
b. (M)cre X (M)crp = 2" X 2™ = 2™ = (n + m)cpg.
¢ (52 O X Bere = 25+ 22+ 20 x (2%) = 25T + 22+ 4 20% = (9; 6; 4) 1

(55 Bee X (75 2 Dere = Olere X (75 25 Deve + Blere X (75 25 Dewe
=7 +524+51+5)gsg+ 7 +3;2+31+ 3)cs
= (12; 7; 6)crg + (10; 5; 4) ¢ = (12; 10; 7; 6; 5; 4) 1k

d. Régle générale pour effectuer le produit de deux nombres CLE
Le produit de deux nombres CLE est constitué de toutes les sommes possibles entre les chiftres de I'un
et les chiffres de l'autre des 2 nombres, si une méme somme apparait 2 fois, on passe la retenue en
écrivant le suivant.
e (12; Dep = (12 Dere X (125 Dep = (A12) e X (125 Dere + @ers X (125 Herp
(24; 16)c e + (16; 8)cre = (245 17; 8)cie

i Exercice 62 Mieux vaut étre optimiste et se tromper que pessimiste et avoir raison.

On considére I'entier natureln = 1988 — 1.

la. Montrer quen = (1911 — 1)(191 + 1)(19%%2 + 1)(19** + 1).

b. Montrer que 9 divise 19'* — 1 et que 3 ne divise pas (19'* + 1)(19%2 + 1)(19** + 1).
11

c. Enremarquant que 18 = 2 X 3%, prouver que: 19'* —1 = ) ck2k32k
k=1
Montrer que 191 — 1 = 9 [27]. Quelle est donc Ia plus grande puissance de 3 qui divisen = 1988 — 1 ?
2.a. Prouver que les entiers 1911 — 1,1922 + 1 et 19** + 1 sont pairs non divisibles par 4.
b. Prouver que19'' + 1 = 0 [4] et que 19'* + 1 = 0 [8].
c¢. En déduire la plus grande puissance de 2 qui divisen = 1988 — 1,
3. Calculer la somme des diviseurs den de la formed = 2% x 3P aveca, b dans\N.

Corrigé
1.a. On a successivement par manipulation des identités remarquables classiques :
n=1988 —1=(19*)%2 — 12 = (19** — D(19** + 1) = (1922 — 1)(19%2 + 1)(19** + 1)
= (1911 - 1)(19M + 1)(19%2 + 1)(19** + 1)
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b. On saitque19 = 1[9] et donc 19'* — 1 = 1 — 1 = 0 [9]. Ce qui signifie que 9 divise 191 — 1.
D’autre part, on remarque que 3 ne divise pas le produit (191! + 1)(19%2 + 1)(19** + 1) puisque :
1911 41 = 2[3]
19=1[3] = {19%2+ 1= 23]
19% +1=2[3]
et aucun des entiers 19'* + 1, 1922 + 1 et 19** + 1 n’est divisible par 3.
¢. On rappelle la formule du développement du bindme de Newton :

n
Va,b de R et Vnentier =2, (a+b)" = Z Ckakpn=*
k=0

n 11
Donc par application de cette formule: 1911 = (18 + 1)1 = 2 Cl 18% x 1117k = 2 CF 2k32%k,
k=0 k=0
Le terme obtenu dans la somme pourk = 0 étant C{; x 2° x 3° = 1, alors on peut conclure que :
11

1911 -1 = Z Ck 2k32k
k=0
Dans cette derniére somme, tous les termes obtenus a partir dek = 2 sont divisibles par 27 et donc la
somme peut se réduire a la congruence : 19'* — 1 = C}; x 21 x 32 =9 [27]
On peut récapituler les résultats précédents :
9 = 32 divise 1911 — 1
3 ne divise pas le produit (19 + 1)(19%2 + 1)(19** + 1)
27 = 33 ne divise pas 1911 — 1

Donc 32 est la plus grande puissance de 3 qui divisen = 1988 — 1.
2.a. Il est tout a fait évident que les nombres 191 — 1,192 + 1 et 19** + 1 sont pairs car ils sont tous
différences ou sommes de nombres impairs.

1911 — 1 = -2 [4]
Dautrepartona: 19 = —1[4] = {1922 +1= 2 [4]

19*% +1= 2 [4]
Donc enfin les nombres 1911 — 1,1922 + 1 et 19** + 1 sont pairs mais non divisibles par 4.
b. Ona:19 = —-1[4] = 19! +1 = 0 [4]. Donc19*! + 1 est divisible par 4.
En revanche 19'' + 1 n’est pas divisible par 8 car19'* + 1 =31 +1=3x (32)>+1=4[8].
¢. En récapitulant les résultats de la deuxieme question :

les nombres 1911 — 1,1922 + 1 et 19** + 1 sont pairs mais non divisibles par 4
{1911 + 1 est divisible par 4 = 2% mais non divisible par 8 = 23

on déduit que la plus grande puissance de 2 qui divisen = 1988 — 1 est2 x 2 x 2 x 22 = 25,
3. On adémontré :
- A la question 1 que la plus grande puissance de 3 qui divise n est3? ;
- A Ia question 2 que la plus grande puissance de 2qui divise n est 2°.
Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, il en est de méme de 2> et3? et Gauss permet de conclure que
25 x 32 divise n.
Donc les diviseurs de n de la forme 2% x 3P sonttelsque 0 <a <5 et 0 < b < 2 et par suite la

somme des diviseurs de n de la forme 2% x 3P est donnée par :
2 5

ZZzaxy’

b=0a=0
D’autre part on sait que :

2 5 5
Z Z 29 x 3P = (Z 2“) (2 3”) = (2° - 1)(1 + 3 + 32) = 819 (car a ne dépend pas de b)
0

b=0a= a=0 b=0
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Le philosophe cherche des solutions aux problémes et ne trouve que des problémes

Exercice 63 ,
sans solution.

Soitn > 0 un entier. On note S(n) la somme des chiffres de I'écriture décimale de n. Le but de
l'exercice est de savoir s’il existe un entiern > 0 tel que S(n) = 2017 etS(n?) = 2017272
1. Soitaq,as,, ..., a,, m nombres réels.

s=m 2 s=m
a. Montrer que: (2 as> = Z az + 2( Z asat>.

s=1 s=1 1ss<tsm
-1 .
m(m-1) couples (s, t) d’entiers naturels telsque 1 < s <t <m.

b. Prouver qu’il existe
2. Pour la recherche d’un entier n qui répond a la question, I'idée est de choisir un nombre n formé
uniquement avec des 0 et des 1 suffisamment espacés pour que I'élévation au carré ne fasse pas

produire des retenues. Pour ce fait, on pose :
i=201

n= Z 102%
i=1

a. En utilisant les deux items de la question 1, montrer que S(n) = 2017 etS(n?) = 20172,
b. Généralisation
Soit P un entier naturel non nul. Existe-t-il un entier n tel que S(n) = P etS(n?) = P??

Corrigé

1.a. Raisonnons par récurrence sur m.
s=m 2 s=m

Soit la propriété P,: «¥Ym > 2, (Z as> = Z a? + 2( Z asat> ».
s=1 s=1 1ss<tsm

— [nitialisation :
Pourm = 2,0na: (a; + a,)? = a? + a3 + 2a,a, et doncP, est vraie.
— On suppose qu’il existe un rang m pour lequel P, est vraie. Montrons que P, 1 est vraie.

Ona:
s=m+1 2 s=m s=m s=m
( Z as) = [(Z as) T am+1| = (Z as) + a72n+1 + 2am41 (Z as)
s=1 s=1 s=1 s=1
s=m 2 s=m
(Z as> = Z a? + 2( z asat>
s=1

2 2

Or selon I'hypothése de récurrence, on a :

s=1 1ss<tsm

Etl'on sait que :

s=m s=m+1 S=m

Z az+ a2, = 2 a? et 2( Z asat> + 2ameq (Z a5> = 2( 2 asat>

s=1 s=1 1ss<tsm s=1 1ss<tsm+1
D’ou finalement :

s=m+1 2 s=m+1
s=1 s=1 1ss<tsm+1

La propriété est donc vraie pourm + 1.

Conclusion : Vm = 2, P, est vraie .
b. Pour déterminer le nombre de couples (s, t) d’entiers naturels tels que 1 < s < t < m, il suffit de
fixer a chaque fois la valeur de t et déterminer les couples correspondants.

Valeur fixée de t | Valeurs possibles de s Nombre de couples
2 1 1

3 12 2

4 1,23 3

m 12 ..,m-1 m-1
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m(m-1)

llyadoncautotall+2+3+ -+ (m—1) = couples (s, t) d'entiers naturels tels que :
1<s<t<m.
i=2017 4 2%

2.a. Le nombre donné n = /=] est la somme de 2017 puissances de 10, distinctes deux a
deux, et donc S(n) = 2017.
i=2
D’autre part, selon la question 1.a,ona: n? = Z 102" 42 102*+2%
i=1 15i<j=2017
Les puissances 102°"" et 102*+2* sont distinctes deux a deux et de ce fait I'écriture den® comporte

2017 chiffres 1, 2017x2016 chiffres 2 et tous les autres chiffres des 0.
2017 x 2016
Donc: S(n?) =2017 + 2 X = 20172,

i=P
b. Il suf fit de considérer le nombre: n = z 102",
i=1

Exercice 64 L’homme courtois évite de poser le pied sur I'ombre de son voisin.

Le critére d’Eisenstein
Soit I'équation (1) d’inconnue rationnellex: 78x3 + ux? + vx -14 =0, ou u,v € L.
1. On suppose dans cette question que g est solution de I'équation (1).

a. Prouver que les entiers relatifs u et v sont liés par la relation : 14u + 39v = 1129.

b. Utiliser l'algorithme d’Euclide, en détaillant les diverses étapes du calcul, pour trouver un couple
(x; y) d'entiers relatifs vérifiant I'équation suivante : 14x + 39y = 1.

Vérifier que le couple (—25 ; 9) est solution de cette équation.

¢. En déduire un couple (uy ; vy) solution particuliere de I'équation suivante : 14u + 39v = 1129.
Donner la solution générale de cette équation.

d. Déterminer, parmi les couples (u; v) solutions, celui pour lequel le nombre u est I'entier naturel le
plus petit possible.

Z.a. Décomposer 78 et 14 en facteurs premiers. En déduire, dans N, I'ensemble des diviseurs de 78 et
l'ensemble des diviseurs de 14.

b. Soit g une solution rationnelle de I'équation (1) d’inconnue x: 78x3 + ux? + vx - 14 = 0.

Montrer que si P et Q sont des entiers relatifs premiers entre eux, alors P divise 14 et Q divise 78.

On démontre « Critére d’Eisenstein : Si I'équation (E) apx™ + an_1x" 1+...+ a;x + ay = 0 admet
une solution rationnelle irréductible? / q alors p divise a, et q divise a,,. »

¢. En déduire le nombre de rationnels, non entiers, pouvant étre solutions de I'équation (1) et écrire,
parmi ces rationnels, I'ensemble de ceux qui sont positifs.

Corrigé
1.a. On suppose dans cette question que g est une solution de I'équation (1).

14 14\3 142 14 143 142 14
Esolut. de(l)(:)78x3(£) +2u(5) +U(5)—14—0?2)(39)(5'{'11@'{'1]5—14—0
(:)Zx%+u%+vﬁ—14=0<=>2><1iz+u1—42+vi—1=0
39 39 39 39 39 39

& 2 X 14% + 14u+39v — 392 = 0 & 14u + 39v = 392 — 2 x 14% = 1129.
b. Utilisons l'algorithme d’Euclide étendu au couple (14, 39)

a- 39 1 0 A partir de la 3éme [igne, chaque ligne est construite a l'aide
b - 14 0 1 des deux précédentes selon la formule :
ro | 11 | 1 | -2 Ly =1Ly —qls

3 -1 3 ou q est le quotient de a par b. Ainsi, on a :

2 4 | —11 PGCD(39; 14) =1

1 5] 14 et 14x14+39%x(-5)=1

0 14 | =39 (Pour I'explication voir le cours)
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Donc le couple (14, -5) est solution de14x + 39y = 1.
D’autre part on a bien : 14 X (-25) + 39x9 =-350 + 351 = 1.
Donc le couple (=25, 9) est solutionde : 14x + 39y = 1.
c. Il suftit de multiplier une solution particuliére (x, ; yo) de I'équation14x + 39y = 1 par 1129
pour obtenir une solution particuliére (u, ; vy) de I'équation 14u + 39v = 1129.
Ainsi, les couples (14 X 1129; -5 x 1129) = (15806; -5645) et (-25%x1129; 9 x 1129) =
(-28225; 10161) sont des solutions particulieres de I'équation :
14u + 39v = 1129.
Résolution de I'équation 14u + 39v = 1129 :
Soit (u,; v) une solution quelconque de 14u + 39v = 1129.
Ona:l4u+39v = 1129 et 14 x (—28225) + 39 x (10161) = 1129
Donc par différence des deux égalités précédentes, on obtient :
14(u + 28225) =-39(v- 10161) (i)

On sait que 14 divise39(v - 10161) et14 239 = 1, donc, d aprés le théoréme de Gauss, 14 divise
v - 10161 c’est-a-dire qu’il existe un entier relatifk tel guev = 14k + 10161. En remplacant
v — 10161 par 14k dans (i), on trouve :

14(u + 28225) =- 39 X 14k soit u = -39k - 28225.
Donc I'ensemble des solutions de I'équation 14u + 39v = 1129 est:

S ={(-39k-28225, 14k + 10161) avec k entier relatif}

d. u est un entier naturel signifie que-39k - 28225 = 0, soit k < — 28225 ~ —723,71. On prend

k = =724 et etalors on obtient:u = 39 X 724 - 28225 = 1l etv = 10161 - 724 x 14 = 25.
Le couple solution avec la plus petite valeur entiére u est(u ; v) = (11; 25).
ZaOna:78 = 2 X 3 X 13 et donc D,g = {1; 2; 3; 6; 13; 26; 39; 78}
14 = 2 X 7 et donc Dy, = {1;2;7; 14}.

, , P\3 P\2 P , . .

b. 5i P et Q sont solutions de (1) alors 78 (5) +u (5) +v (5) — 14 = 0 c’est-ad-dire que :
78P3 + uP?Q + vPQ? — 14Q3 = 0.
En factorisant P on obtient : P(78P% + uQ + vQ?) = 14Q3
En factorisant Q on obtient : - 78P3 = Q(uP? + vPQ - 14Q?%
Pdivise 1403 orPAQ = 1 donc daprés le théoréme de Gauss, P divise 14.
Qdivise 78P3 orPAQ = 1 donc dapres le théoréme de Gauss, Q divise 78.
¢. CommePAQ = 1 donc P et Q ne peuvent étre pairs tous les deux (cases grisées).
Voici donc les 20 solutions rationnelles positives possibles de l'équation (1) ; il y en a 20 autres
négatives.
P -

Q1

Exercice 65 Une route peut prendre mille directions, la vérité n'en connait qu 'une...

Soit(a; b)) ENXN,a=>2,b=2telsquePGCD(a; b) = 1.

1. Démontrer qu’il existe deux entiers relatifs non nuls de signes contraires u et v tels que:
au+bv =1.

2. Soitk € N.

a. Démontrer qu’il existe deux relatifs non nuls de signes contrairesm, etn, tels queamgy + bng = k.
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b. Démontrer, d I'aide d’une division euclidienne bien choisie, que sik = (a — 1)(b — 1), il existe deux
entiers naturels m et n tels que :am + bn = k.

3. Application : Sur une planéte lointaine, les habitants ne disposent que de piéces de 5 et 8 bitni. Le
client d’un restaurant doit régler une note de x bitni, x > 0. Etablir suivant les valeurs de l'entier x si le
client peut régler exactement la note ou non dans les deux cas suivants :

a. On suppose que client de réserves et restaurateur disposent de réserves inépuisables de piéces de 5
et 8 bitni pour payer et rendre la monnaie.

b. On suppose que le client dispose de réserves inépuisables de piéces de 5 et 8 bitni, mais que la
caisse du restaurateur est vide.

Corrigé
1. OnaPGCD(a; b) =1, donc dapres le théoréme de Bézout, il existe deux entiers relatifs u et v tels
que:
au+bv =1.
Démontrons par l'absurde que u et v sont non nuls.
— Siu=v =0, alors0+ 0 =1, ce qui est absurde.
— Siu =0, alorsv # 0 et|bv| = b X |v| = 2|v| = 2, ce qui est absurde carbv = 1.
— De méme,v # 0 cara = 2.
Doncu+0 etv=+0.
Démontrons par l'absurde que u et v sont de signes contraires : supposons que u et v soient de méme
signe.
—> Siu>0etv>0,alorsu=1letv=1.0ra=2,b =2, doncau+ bv = 4, ce qui est absurde.
> Siu<0etv<0,alorsu<—letv<-1.0ra=2,b=2,doncau+ bv < —4, ce qui est absurde.
Donc u et v sont de signes contraires.
Za. Sik=0,my=>b etny, = —a conviennent.
Sik >0, daprés 1, au + bv = 1 avec u et v entiers relatifs non nuls et de signes contraires.
On posemy = ku,ng = kv, etona:amy + bny = k.
On en déduitm, € 7", ny € 1", etmy a méme signe que u, n, a méme signe que v.
Ainsimg etn, sont des entiers relatifs non nuls, de signes contraires, tels queamy + bny = k.
b. Onsupposek = (a—1)(b—1) = 1.
Onaamg + bng = k avecmy etng des entiers relatifs non nuls, de signes contraires. On a doncmgy > 0
etnyg <0 oumy <0 etnyg > 0.
— Supposons qu’on aitmy > 0, doncng < 0. On effectue alors la division euclidienne demy par b :
Il existe q€Z, reN, 0<r<b, tels que my=>bq+r. Alors a(bq+r1r)+bny=k. Donc
ar + b(aq +ny) = k.
On pose alorsm = r etn = aq + ny. Doncm € N etn € Z.
Montrons par I'absurde quen € N : supposons n < 0. Alorsn < —1,b > 0, doncbn < —b.
Deplus m=r<b-—1eta>0,doncam < a(b—1).
Ainsi am+bn<a(b—1)—b<a(b—1)—b+1, soit am+bn<(a—1)(b—1), ce qui est
absurde caram + bn = k > (a — 1)(b — 1). On en déduit quen € N .
— Supposons qu’on aitmy < 0 etng > 0.
On effectue cette fois la division euclidienne den, par a. Le méme raisonnement permet de trouver
deux entiers naturels m et n tels queam + bn = k.
3.a. Soitx > 0 le montant de la note a payer.
Pour pouvoir étre réglée, cette facture doit pouvoir s’écrire : x = 5u + 8v, avec (u;v) € 72, positifs
quand il s'agit de piéces données par le client négatifs quand il s'agit de piéces rendues par le
restaurateur. x doit donc étre un entiers strictement positif: x € N*,
Réciproquement, soitx € N*.
OnaPGCD(5; 8) =1, donc daprés 2.a, il existem € 7", n € 1" tels gue5m + 8n = x.
La facture peut donc étre réglée si, et seulement si, x € N*,
b. Cette fois-ci, la facture peut étre réglée si, et seulement si, x peut s’écrirex = 5u + 8v, avec u € N,
etv € N. On doit donc a nouveau avoirx € N*.
Comme PGCD(5; 8) =1, daprés 2.b. appligué aa =5 etb = 8, pour toutx € N* tel quex >4 X7 =
28, il existe (m;n) € Z? tels quex = 5m + 8n.
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Reste a traiter les cas oux € N*, x < 28. On sait que x = 5u + 8v avec (u; v) € N? si et seulement si :
u=20 v=20
{v=1ouv=20uv=3 ou {u=1ouu=20uu=30uu=4ouu=5
ou {u=1 ou {u=2 ou {u=3
v=1louv =2 v=1louv =2 v=1
donc si, et seulementsi : x € {5;8;10;13;15; 16;18; 20; 21; 23; 24; 25; 26}.
La facture peut donc étre payée si, et seulement si :
x € {5;8;10;13;15;16;18;20; 21; 23; 24; 25; 26; k avec k > 28}

i Exercice 66 La guerre, c'est Ia guerre des hommes ; Ia paix c’est la guerre des idées.

Un astronome a observé au jour], le corps céleste A, qui apparait périodiquement tous les 105 jours.
Six jours plus tard (], + 6), il observe le corps B, dont la période d'apparition est de 81 jours. On
appelle], le jour de la prochaine apparition simultanée des deux objets aux yeux de l'astronome. Le
but de cet exercice est de déterminer la date de ce jour] .

1. Soient u et v le nombre de périodes effectuées respectivement par A et B entre], et],.
Montrer que le couple (u; v) est solution de I'équationE; :35x — 27y = 2.

Z.a. Déterminer un couple d'entiers relatifs (xy; yy) solution particuliére deE, : 35x — 27y = 1.

b. En déduire une solution particuliére (uy; vy) deE;.

¢. Déterminer toutes les solutions de I'équation E; .

d. Déterminer la solution (u ; v) permettant de déterminer],?

3.a. Combien de jours s 'écouleront entre |, et],?

b. Le jour ], était le mardi 7 décembre 1999, quelle est la date exacte du jour], ? (I'année 2000 était
bissextile).

c. Si l'astronome manque ce futur rendez-vous, combien de jours devra-t-il attendre jusqua la
prochaine conjonction des deux astres ?

Corrigé
1. Soit u et v les nombres de périodes effectuées par A entre |, et],, et par B entre Jo +6 et J;
respectivement; alors le nombre de jours écoulés pour A est 105u, qui est le méme que celui vu par B
qui s'écrit 6 + 81v. On a donc 105u = 6 + 81v, soit 35u — 27v = 2, donc (u,v) est solution de
l'équationE;.
Z.a. Pour une solution particuliére, on utilise le processus d’Euclide :
35=27(1)+8 27=83)+3 8=32)+2 3=2(1)+1
puis on écrit les restes successifs dans un parcours de retour:
1=3-2=27-83)—(8—-3%x2)=27-8(4)+3(2)=27—-35-27)x4+(27-8(3))x?2
= 27(1+4+2)—-35(4)—(35—-27)x 6 =27(7+6) —35(10) = 27(13) — 35(10)
Donc une solution particuliére est (-10; -13) pourE,.
b. Ayant 35(—10) — 27(—=13) = 1, on déduit35(—10) X 2 — 27(=13) X 2 = 2, soit :
35(—20) — 27(—26) = 2 et une solution particuliére deE; est:(—20; —26).
cE, © 35x — 27y =35(—20) — 27(—26) < 35(x + 20) = 27(y + 26). Donc 35 divise 27(y + 26),
et comme 35 est premier avec 27 alors 35 divise y + 26 (théoréme de Gauss); on peut écrire:
y+ 26 =35k (k €Z); alors 35(x+ 20) = 27(35k) et x + 20 = 27k. Réciproquement, (27k —
20; 35k — 26) estsolution deE, car35(27k — 20) — 27(35k — 26) = 2.
d. ], est le jour de la premiére rencontre (ou conjonction) et (u, v) est solution de E;,; donc u et v sont
les plus petits entiers naturels formant une solution; soitk = 1 et (u,v) = (7,9).
3.a. ], — ]y estle temps écoulé pour A avant Ia premiére conjonction, et]; — Jo = 105u.
Donc]; — Jo = 105 X 7, ainsi 735 jours s'‘écouleront entre ], et J;.
b. Dabord, puisque ], est un mardi et 735 =0 (mod7) alors ]| est aussi un mardi. Ensuite,
735 = 365 + 366 + 4 signifie que 2 années et 4 jours s'écouleront: on est au 11 décembre 2001: Ia
date du jour ], est mardi 11 décembre 2001.
¢ Soit], le jour de la prochaine conjonction; |, — |, est multiple de 105 (nombre de jours écoulés pour
A) et aussi |, — ], est multiple de 81 (nombre de jours écoulés pour B). Donc |, — |; est multiple
commun de 105 et 81, le plus petit de ces multiples communs est :
PPCM(105,81) = PPCM(3x 5% 7; 34) = 3x5%x7 x(2x17) = 3570.
Donc la conjonction aura lieu apreés une attente de3 570 — 735 = 2 835 jours.
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i Exercice 67 L argent est plus éloquent que douze membres du parlement.

On se propose de déterminer les couples d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation (F):
7M-3x2Mm = 1.

1. On suppose m < 4. Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.

2. On suppose maintenantm > 5.

a. Montrer que si le couple (n,; m) vérifie la relation (F), alors : 7" = 1 [32]

b. En étudiant les restes de la division euclidienne par 32 des puissances de 7, montrer que si le couple

d’entiers (n,; m) vérifie (F), alors n est divisible par 4.

¢. En déduire que si le couple (n,; m) vérifie la relation (F), alors : 7" =1 [5]

d. Pour m > 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels non nuls vérifiant la relation (F) ?

(raisonner par l'absurde) (indication: on pourra étudier et utiliser les restes de la division par 5 des

puissances de 2)

3. Déterminer 'ensemble des couples de naturels non nuls vérifiant la relation (F).

Corrigé
1. On suppose m < 4.
Si m=1 larelation (F)sécrit: 7" - 6 =1 7"=7<n=1 donc (1 1) est un couple solution.
Sim=_2 larelation (F)sécrit: 7" - 12 =1 < 77 = 13 (impossible dans IN)
Sim=23 larelation (F)sécrit: 7" - 24 = 1 < 77 = 25 (impossible dans IN)
Sim=4 larelation (F)sécrit: 7" - 48 =1 7" =49 < n =2 donc (2; 4) est un couple solution
2. On supposem>5;
a. Comme m 2 5 on peut écrirem = 5 + k avec k € IN. Ainsi la relation (F) devient :
7" - 3x 25tk = 1s0it 7"~ 3x2°%x2F =1letdonc 7" = 3x32%x2% + 1 dou: 7" =1[32]
b. 7+ = 2401 = 75x32 + 1 donc 7= 1[32] et on en déduit que, pour tout entier k < IN,
7# = 1k= 1[32] puis que 7#%+1=7[32] puis 7#+2=49 = 17[32] et enfin 7#+3= 23[32] Or, dans la
division euclidienne de I'entier n par 4, le reste est soit 0, soit 1, soit 2, soit 3, ce qui signifie que n
s’écrit 4k ou 4k+1 ou 4k+2 ou 4k+ 3 avec k €IN.
D'apreés ce qui précéde, on peut affirmer que : 7" = 1[32] < n =4kaveck € IN < 4 divise n.
Oron a démontré au 2.a. que 7™ = 1[32] donc on peut en déduire que 4 divise n.
c. 74 =2401 = 480x5 + 1 donc 7* = 1[5] et on en déduit que, pour tout entierk € N :
74 = 1k = 1 [5].
Or on vient de prouver que 4 divise n; ainsi n = 4k avec k € IN et de ce fait on peut affirmer que :
7" = 1[5]
d. Comme7™- 3 X 2™ = 1, en passant modulo 5 dans chaque membre on obtient : 1 - 3 X 2™ = 1[5]
Donc - 3 x 2™ = 0[5] cest-a-dire 3 x 2™ = 0[5]. De plus 2 = 16 = 15 + 1 donc 2* = 1[5]. On en
déduit que, pour tout k entier naturel : 2% =1/57 puis
24k+1 = 2[5] puis 2*%*2 = 4[5] et enfin 2**+3 = 3[5]
Ainsi, par disjonction des cas modulo 4:
Sin = - [4] 0| 12| 3
Alors2™ = -+ [5] 112143
Donc3 x 2™ = -+ [5] 31|24
On constate que, dans aucun cas on a 3 X 2™ = 0 [5]. Donc il n’existe aucun couple d’entiers non nuls
vérifiant la relation (F) dés que m > 5.
3. Onenconclutque S={(1;1), (2;4)}

i Exercice 68 La distance qui relie la terre au ciel est celle de la pensée.

1. Déterminer :
a. le nombre de multiples de 13 compris entre 1 et 10 000 ;
b. Le nombre de multiples de 13% compris entre 1 et10 000 ;
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c. le nombre de multiples de 133 compris entre 1 et10 000.
2. Existe-t-il des multiples 13* compris entre 1 et10 000.

3. Montrer que le nombre 10 000! est divisible par13832,

4. a. Déterminer par combien de zéros se termine 100!

b. En déduire par combien de zéros se termine 127!

Corrigé
1.a. Il s'agit de déterminer le plus grand entier k tel que1 < 13k < 10 000.
On trouve 1 < k < 769. Donc il existe 769 multiples de 13 compris entre 1 et 10 000.
b.Ona:1<13%k<10000 = 1 < k <59. Dong, il y a 59 multiples de 13? entre 1 et 10 000.
c.Ona:1<13%3k <10000 = 1 < k < 4. Donc, il y a 4 multiples de 133 compris entre 1 et10 000.
2. comme13* = 28 561 > 10 000, i/ n’existe aucun multiple de 13* compris entre 1 et 10 000.
3. Daprés la question précédente, on peut dire :
— qu’il existe 769 — 59 = 710 multiples de 13, compris entre 1 et 10000, qui ne sont pas des
multiples de13? ;
— qu’il existe 59 — 4 = 55 multiples de 132, compris entre 1 et 10 000, qui ne sont pas des multiples
de133,
Donc on peut conclure qu’il existe un entier Q tel que :
10000! =13 x 13 X .. x 13 x 132 x 132 x..13? x 133 x ...x 133 x Q
710 fois 55 fois 4 fois
— 13710 X (132)55 X (133)4 X Q — 13710+110+1 X Q — 13832 X Q
Donc 10 000! est divisible par 13832,
4.a. On rappelle que si un entier x s’écrit x = a X 10P tel que a % 0[10] et p € N* alors I'écriture
décimale de a se termine par p chiffres « 0 ». Dans cette question, il s’agit de déterminer les exposants
respectifs m et n de 2 et 5 dans la décomposition en facteurs premiers de 100! (m est appelé la
valuation 2 — adique de 100! et n sa valuation 5 — adique). Si on arrive a « épuiser » les facteurs
premiers 2 et 5 dans 100!, on pourra ainsi écrire 100! sous la forme 100! = 10™" (M x 0 o
Q #0[10] et dans ce cas 100! se termine par p = min(m; n) chiffres « 0 ». Ici, il appert de toute
évidence quep = min(m ; n) = n car il y a plus de multiples de 2 que de 5 entre 1 et 100. De ce fait,
nous pouvons nous limiter a déterminer seulement la valuation5 — adique de 100!.
On voit clairement :
- qu’il existe 20 multiples de 5 compris entre 1 et 100,
- qu’ll existe 4 multiples de 5% compris entre 1 et 100
- qu’ll n’existe aucun multiple de 53 entre 1 et 100.
D’autre part, entre 1 et 100, il y a16 (= 20 — 4) multiples de 5 qui ne sont pas des multiples de 52.
Dotr:100! =2M X 5X5X ..X5%X5%2%x5%2x5%2x52xQ =2"x5%x(Q
16 fois 4 fois
=22 x5 x2Mm2 x(Q=10*x2Mm24x(Q.
Donc 'écriture décimale de 100! se termine par 24 zéros.
b. On sait que 127! = 100! x 101 X 102 X ... X 127 et que entre 101 et 127, on peut facilement
compter les multiples de 5 (ceux de 2 sont d « gogo »). Ainsi :

105 =[5]x 21,
110 =[5] x 22,
115 =[5]x 23 ;
120 =[5] x 24 ;
125 =[5] x[5] x [5].

Donc, il y a sept nouveaux facteurs tous égaux a 5 et par suite 127! se termine par31 (= 24 + 7) zéros.

Exercice 69 Tu as une langue et deux oreilles: dis un seul mot pour en écouter
deux.

une infinité de nombres amis
On peut vérifier facilement que les entiers 30 et 140 sont amis, c’est-a-dire que leur quotient est égal
au quotient de la somme de tous leurs diviseurs positifs. On dit que les nombres 30 et 140 sont amis.
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1. Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2 et p un entier premier qui ne divise pas a.

a. Montrer que le nombre de diviseurs du produitp X a est le double du nombre de diviseurs de a.

b. On notedq, d, ..., d,, 1a liste des diviseurs de a. Ecrire /a liste des diviseurs dep X a.

c¢. En notant S la somme des diviseurs positifs d’un entiern > 2, montrer que : S,, = (1 +p)S,.

2. Déduire de la question 1 la propriété suivante : « Si a et b sont amis et si p est nombre premier ne
divisant ni a ni b alors les nombresp X a etp X b sont amis ».

3. Avec cette propriété et une paire d'amis connue, on peut créer une infinité de paires d'amis.

a. Justifier I'affirmation ci-dessus.

b. Proposer trois paires d’amis engendrées par la paire{30; 140}.

Corrigé
1.a. Soit la décomposition en facteurs premiers: a = qf T X qg 2X X ql‘f". Le nombrepa admet comme
décomposition en facteurs premiers :p X qf T X qg 2X X q,f k ou p est distinct de tous les q;.
Si on appelle N le nombre de diviseurs de a le nombre de diviseurs de Pa est égal a (1 + 1)N = 2N.
b. Les diviseurs de Pa sontdy ; ..., dy, ;pdy ; ..., Ddp,.
¢ Spg=dy+dy++dy+pd +pdy + - +pdy =S+ pSg =1 +p)S, .
2. Sia et b sont amis, alors% = i—z ;0rSye = (1+p)Sy et Sy, = (1 +p)Sy, donc:
pa a S, Spa
Pb 575, 5,
et donc pa et pb sont amis.
3.a. Il suftit de multiplier les deux nombres amis par un nombre premier p qui n’intervient dans
aucune décomposition en facteurs premiers des deux nombres. Comme les facteurs premiers
communs sont en nombre fini et qu’il y a une infinité de nombres premiers, il y a une infinité de choix

possibles pour p.
b.{11x30; 11 x 140}, {13 x 30; 13 x 140}, {17 x 30; 17 X 140} sont des paires de nombres amis.

i Exercice 70 Le mensonge te rend service un jour, la vérité toujours.

Les nombres amiables de Thabit ibn Qurra
1. Etablir Ia liste des diviseurs positifs propres de 284 et calculer leur somme notée Sg,.
2. Reprendre la question avec le nombre 220. On remarque que chacun de ces deux nombres est la
somme des diviseurs positifs propres de l'autre. On dit que 284 et 220 sont des nombres amiables (ou
amicaux ou aimables).
Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
a=3x2"1—-1,;pb=3x2"-1,c=9%x2""1-1,;,4=2"xaxb,; B=2"xc.

Le savant arabe Thabit ibn Qurra a démontré que: «S8i a, b et ¢ sont premiers, alors A et B sont
amiables ».
3.a. Vérifier que les nombres 220 et 284 sont de la forme de A et B.

Cette paire de nombres amiables était connue de Pythagore au VF siécle av. J.-C.
b. Montrer que 1 184 et 1 210 sont amiables.
Cette paire d’amiables, pourtant formée de nombres assez petits, n'a été proposée qu’'en 1867
par un jeune amateur italien Nicolo Paganini,
¢ Calculer a, b et c pourn = 4 et vérifier qu’ils sont premiers, Calculer la paire de nombres amiables A
et B obtenue. Cette paire a été donnée par Fermat au XVIF siécle.
d. Méme question avecn = 7. Cette paire d'amiables a été donnée par Descartes en 1638.
4. Démonstration de la propriété. (Tous les diviseurs considérés sont positifs) On suppose que a, b et ¢
sont premiers. Comme a et b sont distincts, les écritures A =2"XaxXb et B =2"Xc sont les
décompositions en facteurs premiers des entiers A et B.
a. Justifier que les entiers 1,; 2 ; ...; 2™ ; c,; ¢ X 2 ; ...,,c X 2™ sont les seuls diviseurs de B.
b. Etablir de méme la liste des diviseurs de A.
c¢. Montrer que la somme Sy des diviseurs de B est égal 2 (1 + ¢)(2™*1 — 1),
d. Montrer que la sommeS, des diviseurs de A est égale a : (1 + a + b + ab)(2"*! — 1).
e. En utilisant les expressions de a, b et ¢ en fonction de n, montrer que S, = Sg et conclure.
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Corrigé (N.B: Les diviseurs propres positifs d’un entier sont ses diviseurs dansN hormis lui-méme.)
1.0na:220=22x5x11, dou:Divy(220) = {1;2;4;5;10; 11; 20; 22; 44; 55; 110; 220} et donc:
So200=14+24+4+5+10+114+20+22+44+554+ 110 = 284
2.0na:284 =22 x 71 d'ouDivy(284) = {1;2;4;71;142;284} etdonc:
Soga=14+2+4+71+ 142 = 220.
Donc 220 et 284 sont des nombres amiables.
3.a.220 =22 x5x 11 et284 = 22 x 71 sont de la forme A et Bavecn = 2.
b. Les diviseurs propres positifs de 1 184 sont 1; 2; 4; 8; 16; 32; 37; 74; 148; 296; 592; et leur somme
est: 1 210. Les diviseurs propres positifs de 1 210 sont 1; 2; 5; 10; 11; 22; 55; 110; 121; 242; 605; et
leur somme est 1 184. Donc 1 184 et 1 210 sont amiables.
Ona:1184 =25x37 et 1210 =2 x5 x 112, donc ils ne sont pas de la forme A et B.
¢. Pourn = 4, onaa = 23;b = 47 ;¢ = 1151 qui sont premiers et donnent la paire suivante de
nombres amiables A =17296,; B =18 416.
d Pourn = 7,onaa = 191;b = 383 ,c = 73727 qui sont premiers et donnent la paire suivante
de nombres amiables A = 9363 584, B = 9437 056.
4 a Il ya2(n +1) diviseurs positifs de B et les diviseurs proposés sont distincts et au nombre de
2(n +1).
b. A posséde (n + 1) X 2 X 2 = 4(n + 1) diviseurs positifs; ce sont les entiers:
1;2;2%;:..;2"a;2a;2%a,;..;2%a;b;2b;2%b;...;2"b ;ab;2ab;2%ab ;... ;2" ab.

¢ Sp=(1+2+ 24+ 2D (1+0) =521+ = @™ =D +0)
dSy=(1+2+2°++2(A+a+b+ab) ="' -1)(1+a+b+ab)
el+a+b+ab=1+3x2"1-1+3x2"-1+Bx2"1-1)@Bx2"-1)

=3x2" 143 x2"—14+9x22 1 _3x2" 1 _3x2"4+1=9x%x2?"1=¢ 4+ 1.
Ainsi, S, = Sg et A et Bsont amiables.

Exercice 71 Le riche avare est semblable 4 un dne chargé d'or, qui mange de la
paille.

1. Cette question est purement une question de cours
a. Soient a, b, c et d des entiers relatifs. Démontrer que :
Sia=b[7] etc=d|[7] alors axc=bxd][7].
b. En déduire que pour a et b relatifs non nuls sia = b 7] alors pour tout naturel n, on a : a™ = b™ [7].
2. Pour a = 2 puis pour a = 3, déterminer un entier naturel n non nul tel que :a™ = 1 [7].
3. Soit a un entier naturel non divisible par 7.
a. Montrer que :a® = 1 [7].
b. On appelle ordre de a modulo 7 le plus petit naturel k non nul tel que a* = 1 [7]. Montrer que le
reste r de la division euclidienne de 6 par k vérifie a” = 1[7]. En déduire que k divise 6. Quelles sont
les valeurs possibles de l'entier k?
¢. Donner I'ordre modulo 7 de tous les entiers naturels a compris entre 2 et 6.
4. A tout naturel n, on associe le nombre A,, défini par:A, = 2" + 3™ + 4™ + 5" 4+ 6™.
Montrer que Ao = 6 [7].

Corrigé
1.a Enécrivanta = b+ 7k, c = d + 7k’ on trouve que :
ac=(b+7k)(d+ 7k") = bd + 7(bk' + dk + kk")) et donc :ac = bd [7]

b. Récurrence:

Soit (B,) la propriété: «¥n € N, a™ = b" [7] »

e [nitialisation :

(Py) estvraiecar1l =1 [7]

(P,) est vraie daprés la question précédente.

o Hérédité : supposons qu’il existe un rang p pour lequel (Pp) est vraie c’est-a-dire que aP = bP 7] et
montrons que (Pp+1) estvraie.Onaa = b [7] et par hypothése de récurrence :aP = bP [7]. Donc
en appliquant les résultats de la question 1.a. on trouve :aP X a = b? X b [7] ie aP*! = bP*1 [7] et
donc (Pp+1) est vraie.

Conclusion : (Py) est vraie et (P,) est héréditaire a partir den = 0 donc la propriété est générale.
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2. Pour a = 2 puis pour a = 3, déterminer un naturel n non nul minimal tel que a™ = 1 [7]. On cherche
les restes de 2™ et 3™ dans la division par 7 :

n=-[7] 7 | 2 3 4 5 6
m=[7] | 2 | 4 1 2 4 7
3n=.[7] | 3 | 2 6 4 5 1

Donc poura = 2, on trouven = 3 et poura = 3, on trouven = 6.

3.a. Le petit théoréme de Fermat dit que si p est un entier premier ne divisant pas a, alorsaP~! = 1 [p].
Dans notre cas, a est un entier non divisible par 'entierp = 7. Donc :a® = 1 [7].

b. En divisant 6 par k, on peut écrire6 =kq+r et 0<r<k,ona:

6=kq+r = a®=a""xa" = (ak)q x a” et comme a* = 1[7] alors on a: a" = 1[7]. Ce dernier
résultat jumelé a la double inégalité 0 < r < k contredit le caractére de minimalité de k. Doncr = 0 et
par suite k divise 6, soitk € {1,2,3,6}.

¢. Pour déterminer l'ordre modulo 7 de chacun des entiers de 2 a 6, on dresse le tableau de
congruences suivant :

a?=-[7] |a®=-[7]|a® =---[7]
a= 12 (k=3) 4 1 1
3 (k= 6) 2 6 1
4 (k=3) 2 1 1
5 (k=6) 4 6 1
6 (k=2) 1 6 1

Donc en modulo 7: Ord(2) = 3, Ord(3) = 6,0rd(4) = 3,0rd(5) = 6 etOrd(6) = 2.

4. 0na: Aygps = 22006 + 32006 4 42006 | 52006 | 2006,

Or2006 =2 x1003 =3 X 668+ 2 =6 X 334 + 2 et par suite compte tenu des ordres modulo 7 des
entiers 2, 3, 4, 5 et 6, on trouve :

22006 — (23)668 5 22 = 4 [7] ; 32006 — (36)334 32 =
42006 — (43)668 5 42 = 7 [7] ; 52006 — (56)334 x 52
62006 — (62)1003 =1 [7] .
d’oty : Aygpe = 22006 + 32006 4 42006 4 52006 4 62006 = 4 4 2 4+ 2 + 4 + 1 (7], soit en conclusion :
Azo06 = 6[7] car 13 =6[7].

271,
4171,

Celui qui enseigne le bien aux autres, sans le faire, est semblable 3

Exercice 72 l'aveugle qui porterait une lanterne.

1.a. Le nombre 6n + 15 est-il premier pour tout entier naturel n ?

b. Le nombre 6n + 5 est-il premier pour tout entier naturel/ n ?

2. Le nombre n? + n + 41 est-il premier pour tout entier naturel n ?

3. On considére le polynéme défini pour x réel par : P(x) = ap,x™ + ap_1x" 1 + -+ aq olag, ay, .., a,
sont des entiers relatifs.

a. Supposons que pour un entier m, P(m) soit égal a un nombre premier p. Montrer qu’il existe au
moins un entier k pour lequel P(m + kp) est un nombre composé.

b. Est-il possible de trouver un polynéme a coefficients entiers qui ne prenne que des valeurs
premiéres, pour toute valeur entiere de la variable ?

Corrigé

la 6n+ 15=3(2n + 5) est toujours composé comme multiple de 3.

b. Faux : 6n + 5 n’est pas premier pour toutn : pourn =5, il vaut35 =5 X 7.

2.n? + n + 41 n’est sirement pas premier pour n = 41 (il est alors clairement divisible par 41).

Ceci étant, cette expression donne un nombre premier pour n allant de 0 jusqu'a 39 inclus.

3. On considére le polynéme non constant défini pour x réel par: P(x) = apx™ + ap_1x™ 1 + -+ a,
ouay, a4, ..., A, sont des entiers relatifs.

a. On suppose que pour un entier m, P(m) = p. Considérons alors I'expression P(m + kp) ou k est un
entier naturel.
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P(m+kp) =a,(m+kp)*+ ap_(m+kp)* 1 + -+ a;(m + kp) + a,
=a,m"+a,_;m" 1+ +am+ay+pQk)
=p+pQk) =[1+QK)]p
ou Q(k) estun polynéme en k de degré n.
Cette derniére expression correspond a un nombre composé divisible par p, et ce quelle que soit k.
b. Il n'est donc pas possible de trouver un polynéme a coefficients entiers qui ne prenne que des
valeurs premiéres, puisqu'a partir d'une valeur premiére, on peut toujours en fabriquer une qui soit
composée.

i Exercice 73 La raison ne vient pas avec 1'dge, elle est dans la téte.

Partie A : Question de cours

1. Enoncer le théoréme de Bézout et le théoréme de Gauss.

2. Démontrer le théoréme de Gauss en utilisant le théoréeme de Bézout.

n =13 [19]

n=6 [12]

1. Démontrer qu’il existe un couple (u; v) d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1.

Vérifier, dans ce cas, que le nombreN = 13 X 12v + 6 X 19u est une solution du systéme (S).
n =ngy [19]
n=ng[12]

Partie B : 11 s’agit de résoudre dans Z le systéme (S) {

2. a. Soitn, une solution de (S). Vérifier que le systéme (S) équivaut au systéme : {

; . n =mng [19]
b. Démontrer que le systéme {n = ng [12]
3. a. Trouver un couple (u;v) solution de I'équation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de N
correspondante.
b. Déterminer 'ensemble des solutions de (S) (on pourra utiliser le résultat de la question 2. b.).
4. Un entier naturel n est tel que lorsqu’on le divise par 12 le reste est 6 et lorsqu’on le divise par 19 le
reste est 13. On divise n par228 = 12 X 19. Quel est le reste r de cette division ?

équivautan = ny [12 x 19].

Corrigé
Partie A : Voir ton cours darithmétique.
n =13[19] n=13+19%
n=6 [12] n=6+12k""
1. Le théoréeme de Bézout affirme que: 19 et 12 étant premiers entre eux, il existe un couple (u; v)
d’entiers relatifs tel que : 19u + 12v = 1.
Le nombre N = 13 X 12v + 6 X 19u est une solution de (8) :en effet l'entier N peut s’écrire sous la
formeN = 13(1 —19u) + 6 X 19u = 13 + 19 X (=7u) car 12v = 1 — 19v, doncn = 13 [19].
On démontre de méme quen = 6 [12].
2. a. Soit n une solution quelconque du systéme (S). Donc il existe deux entiers k etk' tels que :
{n =134 19k
n==6+12k'

Sin, est une solution de (S) alors il existe deux entiersk, etk' tels que {

Partie B : 0nsaitque(5){ < 3k, k' € Z tel que {

ny = 13 + 19k,
ng = 6 + 12k’
n—ng =19k — ko) _(n=ny[19]
n—ny =120k — k'y) °% {n = n, [12]
b. Pour traiter cette question, on établira, de prime abord, le lemme suivant :

D’ou par soustraction ligne a ligne, on obtient:{

a divise c
«SI {b divise c alors a X b divise ¢ »
aAb=1

Preuve :

On a «a divise ¢ » signifie qu’il existek, € 7 tel quec = k,a.

De méme « b divise ¢ » signifie qu’il existek, € Z tel quec = k,b.
Dautre part a A b = 1 signifie qu’il existe u, vdeZ tels queau + bv = 1.
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Multiplions cette derniére égalité par c : acu + bcv = c.En remplacant le 1¢r ¢ par k,b et le 2éme ¢ par
kya, on obtient : a(k,b)u + b(kia)v = ab(k,u + k v) = ¢, et commek,u + kv est un entier alors ab
divise c.

On a 19 divise n —ny, de méme que 12, En vertu du théoréme précédent, comme 19 et 12 sont
premiers entre eux, alors19 X 12 divisen — n,, ce qui équivauta: n = ny [12 X 19].

3.a. Avec lalgorithme d’Euclide on a 19(—=5) + 12(8) = 1, on peut donc prendre u = —5 dans
N =13+ 19 X (—=7u), ce qui donne N = 678 ; de méme on prendv = 8 etN =6+ 12 X (7v), ce qui
redonne bien N = 678.

b. N = 678 est une solution de (S). D'apres la question 2.b.,, les solutions de (S) sont tous les nombres
n tels que n=N[12X19] cdd n=678[228]=222[228]car 12 x19 =228. Donc enfin
S ={678 + 228k, k € Z}.

4. Soit n un entier tel que, si on le divise par 12, le reste est 6 et si on le divise par 19, le reste est 13.
L’entier n est donc solution de (S). Alorsn = 678 [228] = 222 [228]. Le reste r de la division de n par
228 =12 X 19 estégala 222.

i Exercice 74 Les yeux ne servent de rien d une cervelle aveugle.

Factorisation d'entiers : [a méthode de Fermat

Partie A : Soit N un entier naturel, impair non premier. On suppose queN = a? — b? ou a et b sont
deux entiers naturels.

1. Montrer que a et b n’ont pas la méme parité.

2. Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels p et q.

3. Quelle est Ia parité de p et de g ?

Partie B : On admet que 250 507 n’est pas premier. On se propose de chercher des couples (a; b)
d’entiers naturels vérifiant la relation (E) : a?> — 250 507 = b2.

1. Soit X un entier naturel.

a. Donner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 9 ; puis ceux de X* modulo 9.

b. Sachant que a® — 250 507 = b2, déterminer les restes possibles modulo 9 de a? — 250 507 ; en
déduire les restes possibles modulo 9 de a?.

¢. Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.

2. Justifier que si le couple (a,; b) vérifie la relation (E), alorsa = 501.

Montrer qu’il n’existe pas de solution du type (501, b).

3. On suppose que le couple (a,; b) vérifie la relation (E).

a. Démontrer que a est congrua 503 ou a 505 modulo 9.

b. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le couple (505+9%k ; b) soit solution de (E), puis
donner le couple solution correspondant.

Partie C

1. Déduire des parties précédentes une écriture de 250 507 en un produit de deux facteurs.

2. Les deux facteurs sont-ils premiers entre eux ?

3. Cette écriture est-elle unique ?

Corrigé
Partie A
1. Les entiers a eta® d’une part b etb? d’autre part, ont méme parité, donc si a et b ont méme parité, il
en est de méme de a? etb? et leur différence a?> — b? est paire, ce qui est impossible car N est impair.
Donc a et b sont de parité contraire.
2 Ona:N=a?-b?=(a—b)(a+b).
Comme N est un entier naturel non nul (car impair), a + b est un entier naturel non nul, donca — b et
a —b € N. On peutdonc prendrep =a—b et q =a+b.
3. Paritédepetq:
Comme a et b sont de parité contraire alors p et q sont impairs selon la question 1.
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Partie B

1.a. Restes possibles de X et X? modulo 9 :

Les restes possibles de X modulo 9 sont les entiers de 0 & 8. On obtient les restes de X? en fonction de
ceux de X.

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X? 0 1 4 0 7 7 0 4 1
b. Restes possibles dea? — 250 507 eta? modulo 9 :

On détermine le reste de 250 507 modulo 9. Ona : 250 507 = 27 834 X9 + 1.

Donc le reste de 250 507 modulo 9 est 1.

D’aprés la question a. les restes modulo 9 de b? sont 0, 1, 4 ou 7. Comme a? = b? + 250 507 et que le
reste de 250 507 est 1, les restes possibles de a? modulo 9sont 1,2, 5 ou 8.

Mais il résulte aussi de la question a. que les seuls restes possibles de a® sont 0, 1, 4 ou 7. Finalement,
on trouve que le seul reste possible de a®> modulo 9 est 1.

¢. Restes possibles de a modulo 9: D’aprés la question a. que a? a pour reste 1 modulo 9 si et
seulement si : le reste de a modulo 9 est égal a 8.
2. Si(a,b) vérifie (E), ona: a* > 250507, soit a > +/250 507 > 500. Dou: a = 501.
Si a =501, on obtient: b? =501% — 250507 = 494. Or, il n’existe pas d’entier b naturel tel que
b? = 494 (car 22? = 484 et 23? = 529), donc I'équation (E) n’a pas de solution du type (501, b).
3.a. Congruences de a modulo 9
D'aprés la question 1, I'entier a est congru a 1 ou d 8 modulo 9.
Comme503 =9 X554+ 8=8[9] et 505 =9 %56+ 1=1[9], il revient de dire que :
L’entier a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.
b. Détermination d’un couple solution :
Le couple (505 + 9k, b) est solution si : b?> = (505 + 9k)? — 250 507 = 4 518 + 9 090k + 81k?
On remarque quek = 0 ne convient pas, pourk = 1, on obtient :
451849090 + 81 = 13 689 = 1172
Le couple (a, b) correspondant est défini par: a = 505+ 9 = 514, b = 117.
On a donc trouvé un couple solution : (514,117).
Partie C
1. Ecriture de 250 507 en un produit de deux facteurs
On peut écrire : 250 507 = 5142 — 117% = (514 + 117)(514 — 117) = 631 X 397.
Z. On peut vérifier aisément que les entiers 631 et 397 sont premiers et donc ils sont premiers entre
eux.
3. Mise a part la décomposition 250 507 = 1 X 250 507, le nombre 250 507 se décompose de maniére
unique sous la forme 250 507 = 631 x 397.

Exercice 75 La bougie ne perd rien de sa lumiére en la communiquant 3 une autre
bougie.

En factorisant641 — k* pourk € {1,2}, montrer que le 5¢me nombre de Fermat Fg = 232 + 1 n’est pas
premier.

Corrigé
Ona 641 —1=640=5x%x128="5x27, et 641 — 2* = 625 = 5*.
Ainsi, on peut déduire que :
— 641=5x2"+4+1divisea=(5x2")*-1=5*x22®—-1(car x*-1=(x—-1)(x+
D2+ 1))
— 641 = 5%+ 2* divise b = 228 x (5% + 2%) = 5% x 228 + 232,
On en déduit que 641 divise b—a = (5% x 228 4+ 232) — (5% x 228 — 1) =232 + 1 (lest-a-dire que
641 divise F5 et doncFs n’est pas premier.
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i Exercice 76 L 'idiot est celui qui cherche des poissons dans les arbres.

On considére, pour toutn € IN % les deux entiers A =n?-3n+6 etB=n-_2.

1. Avec n = 79, calculer A et B, puis déterminer PGCD(A ; B) en utilisant I'algorithme d’Euclide.
2. Démontrer que, pourtoutn e N*ona: A= B(n-1) + 4

3.a. Démontrer que, pour tout a, b et k entiers relatifs, ona : PGCD(a,; b) = PGCD(a - kb, b).

b. En déduire I'ensemble des valeurs de n pour lesquelles : PGCD(A,; B) = 4.

Corrigé
1.A=6010 et B=77.Dou: PGCD(A;B) = PGCD(77 ;4) = PGCD(4;1) = PGCD(1;0) =1
2B(n-1)+4 = n-2)(n-1) + 4 =n*-3n+6=4
3.a. Sid|a etd|b alors, pour toutk €Z, d|a- kb etdonc: D(a;b)cD(a-kb,;b)
Sid|a - kb etd|b alors pour toutk €7Z, dla- kb + kb = a etdonc: D(a-kb,b)cD(a,;b)
On a prouvé par double inclusion queD(a; b) = D(a - kb ; b) donc que :
PGCD(a; b) = PGCD(a- kb, b).

b. Valeurs de npaurquePGCD(A; B) =4
PGCD(A; B)=4 < PGCD(A-B(n-1); B)=4 < PGCD(4; B)= 4

& 4|B © n-2 =4k avec k entier relatif

& n =4k + 2 avec k entier relatif

i Exercice 77 La patience ne connait pas le temps.

1. Montrer que pour tout entiern :(n + 2)(5n* — 10n + 19) — 38 =5n3 — n.
2.a. En déduire que : PGCD(5n3 — n,n + 2) = PGCD(n + 2,38).

b. Lorsqued = PGCD(5n3 — n,n + 2), quelles sont les valeurs possibles de d ?

3. Résoudre PGCD(5n3 —n,n + 2) = 19.

Corrigé
1. Un simple développement permet d’établir que :(n + 2)(5n*> — 10n + 19) — 38 =5n% — n.
Z.a. Soita, b, c et d des entiers. Pour démontrer que PGCD(a, b) = PGCD(c, d), il suffit de montrer que
l'ensemble des diviseurs communs a a et b est le méme que l'ensemble des diviseurs communs a c et d.
L'écriture(n + 2)(5n?> — 10n + 19) — 38 =5n3— n  nous permet de dire que tout diviseur
commun 4 5n% — n et n + 2 est diviseur commun an + 2 et 38. Réciproquement, tout diviseur
commun an + 2 et 38 est diviseur commun a5n® — n etn + 2. Il vient donc :

PGCD(5n% — n,n + 2) = PGCD(n + 2,38).
b. Comme d doit diviser 38, les valeurs possibles de d sont 1, 2, 19 et 38.
3. D’aprés la question précédente, résoudre PGCD(5n3 — n,n + 2) = 19 revient a résoudre I'équation
PGCD(n + 2,38) = 19. Cela veut dire qu’il existe des entiers p et q tels quen + 2 = 19p et 38 = 19¢q
avec p et q premiers entre eux. Il est clair que q est pair. Le fait que p et q sont premiers entre eux
impose que p est impair. Donc n est de la forme :n = 192k + 1) — 2.

i Exercice 78 Quand on céde a Ia peur du mal, on ressent déja le mal de Ia peur.

Une formule pour calculer le PGCD
Soient a et b deux entiers positifs, montrer que :
b-1

a
aAb=a+b—ab+2 Z E (kE) ol E(x) est la partie entiére de x.
k=1

Cette formule a été trouvée par Marcelo Polezzi en 1997.

Corrigé
Posons d = aAb.
On sait qu’il existe deux naturels a’ et b’ premiers entre eux tels que a=da’etb =db’.
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Lorsque kdécrit {0, 1, ..., b— 1}, k % =k % est un entier si et seulement sib' divise k. Ceci se produit

exactement E (bb;l) =FE (d — %) =d — 1 fois.

!

Or,ona:

a
a a a—1 sik—¢N
E(kg)-i_E(a_kE): a sikéEN

Ainsi :
b—-1
;[E(k%)+E(a_k%)]=(a—l)(b—1)+(d—1)=ab—a—b+d

Pburcvnchu%;ana:
b—-1 -1 b-1

oS (o) =3 (e 6)+ 3 (5002 -

=ab—a—-b+d

Il
/-~
Iy
~—
;T‘
S|
~—
N~
+
/N
&5
~—
Q
I
;T‘
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~—
N~

D’ou le résultat escompté.

i Exercice 79 Un proverbe est ['esprit d'un seul et la sagesse de tous.

Triplets pythagoriciens
Dans cet exercice, on s’intéresse aux triplets d’entiers naturels non nuls (x, y, z) tels que :
x? + y? =z
Ces triplets seront nommeés « triplets pythagoriciens » en référence aux triangles rectangles dont ils
mesurent les cotés, et notés en abrégé « TP », Ainsi (3, 4, 5) estun TP car 3 + 4% = 52,
Partie A : généralités
1. Démontrer que, si (x, y, z) est un TP, et p un naturel non nul, alors le triplet (px, py, pz) est lui aussi
un TP.
2. Démontrer que, si (x, y, z) est un TP, alors les naturels x, y et z ne peuvent pas étre tous les trois
Impairs.
3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s’écrire d’une facon unique
sous la forme du produit d’une puissance de 2 par un entier impair :
n = 2% X k ou a est un entier naturel (éventuellement nul) et k un entier naturel impair.
L’écrituren = 2% X k est nommée décomposition de n.
Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et 120 :9 = 2° x 9,120 = 23 x 15.
a. Donner la décomposition de l'entier 192.
b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sontx = 2% X k etz = 28 x m.
Ecrire la décomposition des entiers naturels 2x? etz?.
c¢. En examinant I'exposant de 2 dans la décomposition de 2x? et dans celle de z%, montrer qu’il n’existe
pas de couple d’entiers naturels non nuls (x, z) tels que 2x? = z2.
On admet que la question A - 3. permet d’établir que les trois entiers naturels x, y et z sont deux a deux
distincts. Comme de plus les entiers naturels x, y jouent un réle symétrique, dans la suite, pour tout TP
(x,y,2), les trois entiers naturels x, y et z seront rangés dans l'ordre suivant :x <y < z.
Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant I'entier 2015
1. Décomposer en produit de facteurs premiers I'entier 2 015 puis, en utilisant le TP donné dans le
préambule, déterminer un TP de la forme (x, y, 2015).
2. On admet que, pour tout entier naturel n, ona:(2n + 1)?> + (2n? + 2n)? = (2n? + 2n + 1)2.
Déterminer un TP de la forme (2015, y, z).
3. a. En remarquant que 4032 = 169 x 961, déterminer un couple d’entiers naturels non nuls (x, z) tels
que

7% — x% = 4032, avecx < 403.
b. En déduire un TP de la forme (x, 2015, z).
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Corrigé

Partie A : généralités
1. Soit (x; y,; z) un TP et soit p un entier naturel non nul. On a doncx? + y* = z2. Alors :

(px)? + (py)? = p?x? + p%y? = p?(x? + y?) = p?z? = (pz)?. Donc (px, py, pz) est aussi un TP,
2. On suppose que (x; y; z) est un TP doncx? + y? = z2, Supposons les trois entiers impairs.

Alors: x=1[2[y=1/[2]etz=1/2].

Ona:x*= 1[2],y? = 1[2] etz? = 1[2], doux? + y? = 0[2] donc on n’aurait pas x> + y* = z2.
Les trois entiers ne peuvent pas étre tous impairs.

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel non nul n peut s’écrire d’une facon unique
sous la forme du produit d’une puissance de 2 par un entier impair : n = 2% X k ou « est un entier
naturel (éventuellement nul) et k un entier naturel impair.

a.192 = 26 x 3.

b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls, dont les décompositions sontx = 2% x k etz = 28 x m.
Ona:2x?= 2% (2% x k)2 = 2 x 220 x k? = 220+1 x k2 of 722 = (26 xm)’ = 226 x m?.

c. Si2x* = 72, alors 22°%1 x k? = 228 x m? donc2a +1 = 2f (unicité de la décomposition). C'est
impossible puisque 2a+1 est impair et 2f3 est pair.

Partie B : recherche de triplets pythagoriciens contenant I'entier 2015

1.2015= 5% 13 X 31.Onconnaitle TP (3, 4;5) donc(13 x 31 x3; 13 x31x4; 13X 31x05) est
aussiun TP, donc (1209, 1612, 2015) est aussi un TP.

2. On admet que, pour tout entier naturel n, on a : (2n + 1)? + (2n? + 2n)? = (2n? + 2n + 1)2
Or2015 = 2 x 1007 + 1, donc, d’aprés la remarque faite ci-dessus, le triplet :

(2015; 2x 10072+ 2x1007; 2x 1072+ 2x 107 + 1) c’est-d-dire que le triplet
(2015; 2030112 ; 2030113) est un TP.

3. a. On cherche x et z entiers tels que z? — x? = 4032, c’est-a-dire : (z — x)(z + x) = 169 x 961.

z —x = 169

g +x = 961 En additionnant et en soustrayant, on trouve z = 565 et

Résolvons le systéme {

x = 396.
b. Le triplet (396 ; 403 ; 565) est un TP donc (5 X 396; 5 X 403 ; 5 X 565) est également un TP. Par
conséquent (1980, 2015, 2825) est un TP.

i Exercice 80 Pour Ia bouche, on n'a pas encore fabriqué de portes a serrure.

Les nombres complexes au service de I'arithmétique

On dit qu’un entier naturel A est somme de deux carrés, s’il existe deux entiers naturels x et y tels que :
A=x?+y?

On se propose de démontrer que, si A est somme de deux carrés alors A™ est aussi somme de deux

carrés, pour tout entiern = 1. Soit x et y deux entiers et z le nombre complexe : z = x + iy.

1. Montrer par récurrence quez"™ = x, + iy,, avecx, et y, entiers.

2. Prouver alors que si A = x* + y? alors A™ = x2 + y?.

3. Conclure.

4. Sachant que 25 = 3% + 4% et que 390 625 = 25%, écrire 390 625 sous la forme de la somme de

deux carrés.

Corrigé

1. La propriété est vraie pourn =1 (x; = x et y; =y). Soitn > 1. On suppose que z" = x, + iy,
avec x, et vy, entiers et n entier donné, On a: z™' =z"xz= (x, +iy,)(x; +iy;) = (xpx; —
YaY1) + 10y + X1 9m)

En posant X,,q = XpX1 — YY1 €t Yni1 = XnY1 + X1Yn, on peutécrire: z"*1 = x, 1 + iYpiq.

Ce qui démontre la propriété car x,., et V41 entiers.

2. 0Ona:A=x*+y*=(x+iy)(x —iy) =2z avec x et y entiers. Donc :
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At =z" Xz = Cen + iy (xn — iyp) = xrzl + y,f
3. Dapreés la question précédente que si A est somme de deux carrés alors A™ est aussi somme de
deux carrés.
4. Ona:25=3%+4%2=(3+4i)(3—4i) et donc:
252 = (3 + 40)%(3 — 4i)? = (=7 + 24i)(—7 — 24i) et
(252)% = (=7 + 24i)%(—7 — 24i)? = (—527 — 336i)(—527 + 336i) = 5272 + 3362. Donc enfin :
390 625 = 5272 + 3362,

Quand I'eau baisse, les fourmis mangent les poissons ; quand l'eau monte, les
poissons mangent les fourmis.

Lorsque les nombres complexes s’invitent en arithmétique

Un entier n est dit somme de deux carrés s’il existe deux entiers a et b tels quen = a® + b%. Montrer

que si n et p sont sommes de deux carrés alors leur produit n X p l'est aussi, Par exemple, on a:

5=2%2+4 12 et401 = 20% + 12, quelle est la décomposition en somme de deux carrés de 2005 ?

Exercice 81

Corrigé

L’expression n = a? + b? peut aussi s’écriren = |a + ib|%. Ainsi sip = c> + d?, ona:

nXxp=la+ib|®> X |c+id|? =|(a+ib) x (c +id)|? = |(ac — bd) + i(ad + bc)|?

= (ac — bd)? + (ad + bc)?

Doncn X p est bien la somme de deux carrés.

On a également :n X p = |b +ia|?> X |c + id|?> = (bc — ad)? + (bd + ac)? car |b + ia| = |a + ib|.

Ainsi, comme5 = 22 + 12 et401 = 202 + 1% et 2005 = 5 X 401 on peut écrire :
2005 = (2x20 —1x 1)+ (2% 1420 x 1)% = 392 4 222
2005=(2x1—1x20)2+(2x20+1x1)2 =182 + 412,

i Exercice 82 Mieux vaut une vérité qui fait pleurer qu 'un mensonge qui fait rire.

On considere la suite (u,,) d’entiers naturels : uy = 14,u,,1 = 5Su, — 6 pour tout naturel n.

1. Calculeruy, u,, u; etuy.

Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers chiffres du nombreu,, ?

2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, ., = u, (mod 4).

En déduire que pour tout entier naturel k, u,, = 2 (mod 4) et uyi.1 = 0 (mod 4).

3. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2u, = 5™*? + 3,

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, 2u,, = 28 (mod 100).

4. Déterminer les deux derniers chiffres de I'écriture décimale de u,, suivant les valeurs de n.

5. Montrer que le PGCD de deux termes consécutifs de la suite (u,,) est constant. Préciser sa valeur.

Corrigé
1. On calculeu; = 64,u, = 314,u; = 1564,u, = 7 814.
On peut conjecturer que les termesu,, se terminent par 14 et les termesu,y,,, Se terminent par 64.
2.0na: up,y; = Suyyq - 6 =505u, —6) — 6 =25u, + 36. Or, onremarque que :
24u, + 36 = 0 (mod 4), dou :
Upso = (uy + 24u, + 36) (mod 4) = (u,, + 0) = u,, (mod 4)

On démontre par récurrence que pour tout entier k : u,;, = 2 (mod 4) et u,,,1 = 0 (mod 4) car pour
toutentierk,ona: uy, = uy (mod 4) et uyr,1 = uq (mod 4).
3. a. Etablissons par récurrence I'égalité 2u,, = 5™2 + 3.
Pourn =0 : 2uy = 28 = 52 + 3. I'égalité est vraie a ce rang.
Supposons qu'il existe un entier n tel que I'on ait 2u,, = 5™*? + 3. Alors,on a :

2Upiq = 2(5uy, — 6) = 5X 2u, — 12 =5(5""2+3) - 12 = "3 + 15 - 12 = 5(*+D+2 ;. 3
La relation est donc vraie au rangn + 1.
b. On sait déja que 2u,, = 5™*? + 3, or 5™ = 1 (imod 4) et par suite, en multipliant et méme le modulo
par 25, on obtient 5% = 25 (mod 100). Donc2u,, = 25 + 3 (mod 100) ie 2u, = 28 (mod 100).
4. La relation 2u,, = 28 (mod 100) s’écrit2u,, = 28 + 100h avech € N, soit u,, = 14 + 50h.
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Or on sait que :
Sin =2k, u, =14+ 50h=2+4m (m € N), d'ou :6 + 25h = 2m et donc h est pair : h = 2p et par
suite : uy, = 14 + 100p , donc les deux derniers chiffres deu,; sont 14.
On démontre de maniére analogue que les deux derniers chiffres de u,; 1 sont 64.
5. On voit que le PGCD (ug,u,) = PGCD(14,64) = 2, il faut donc montrer: PGCD (U, Uy 1) = 2.
On pose pour tout n, PGCD (U, Uy41) = d. Comme on a 5u,, — u,,, = 6, la relation de Bézout montre
que d est un diviseur de 6. Doncd € {1, 2,3, 6}.
— Sid = 3 alors 3 diviseu,, etdonc 3 divise 2u, = 5" + 3.

Ce qui est impossible car 3 ne divise pas 5™*2.
— Sid = 6 alors 6 diviseu,, etdonc 6 divise2u,, ce qui est impossible car 3 ne divise pas 2u,,.
Comme pour tout n, u, est pair alors PGCD (uy, Up4+1) = 2.

i Exercice 83 1l n'est pas possible d’étre mathématicien sans avoir I'ime d’un poéte.

Soit la suite de terme généralu,, = 23" 4 33" pourn € N*. Le but de I'exercice est de démontrer, par
récurrence, queu, posséde au moinsn + 1 diviseurs premiers distincts.

Soit la propriété p(n): «vn = 1,u, possede n + 1 diviseurs premiers».

1. Initialisation :

Véritier que (1) est vraie.

2. Heérédité :

On suppose que la propriété g (n) est vraie pour un certain rangn € N*, PosonsX = 23" ety = 33",
a. Montrer que u,.,; = (X?> — XY + Y®)u,,. En déduire que u,., admet au moins n + 1 diviseurs
premiers distincts.

b. Montrer queX? — XY + Y? admet au moins un diviseur premier p.

¢. Montrer, a l'aide d’un raisonnement par l'absurde, que p ne divise pasu,,.

3. Conclure.

Corrigé
1. Ona: uy =23+ 33 = 35, qui posséde 2 diviseurs premiers distincts a savoir 5 et 7, donc on a §(1)
2. Supposons que §(n) soit vraie pour un certain rang n € N*.
2 0naug,, =23"" £33 = (23") + (33") = x3 + ¥2.
Or,onsaitqueX3 +Y3 =X +Y)(X2=XY + Y et X +Y =u,, dott :upy = (X2 — XY + Y?)u,.
Comme X? — XY + Y? est un entier alors u, divise u,., et par suite tout diviseur premier de u,, est
également diviseur premier de u, 1. Donc en vertu de I'hypothése de récurrence, on peut déduire que
Upyq1 admet au moinsn + 1 diviseurs premiers distincts.
b. Il suffit de s’assurer queX* — XY + Y2 > 2.
Ona:X*—XY+Y2=X—-Y)24+XY >2 car XY =23" x33" > 2 pourn>1.
DoncX? — XY + Y? étant un entier supérieur a 2, il admet au moins un diviseur premier p.
¢. On raisonne par l'absurde en supposant que p diviseu, =X +Y. On a: p divise X +Y et p divise
X% — XY + Y? implique que p divise toute combinaison linéaire deX +Y et X?> — XY + Y2,
On remarque queX? — XY + Y% = (X + Y)? — 3XY clest-a-dire :

(X2 —XY +Y®) - (X +Y)? =-3XY
Donc p divise 3XY = 23" x 33"*1 et doncp = 2 oup = 3 en vertu e l'unicité de la décomposition d’un
entier supérieur a 2 en produit de facteurs premiers. Ce qui est impossible car si 2 ou si 3 diviserait
u, = 23" + 33" alors 2 divise 33" ou 3 divise 23" ; ce qui est vachement faux. Donc p ne divise pasu, et
par conséquentu, ., posséde au moins(n + 1) + 1 = n + 2 diviseurs premiers distincts.
3. La propriété o(n) est vraie pourn = 1 et héréditaire a partir de 1, donc pourn > 1, go(n) est vraie.
Ainsi le nombre A = 23°°*° + 33°"° posséde au moins 2017 diviseurs premiers distincts.

i Exercice 84 Un homme sans ami, c'est la main gauche sans la droite.

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :
(x—1DA 4+ x + x2+--- +xFH=xF-1.
Dans toute la suite de I'exercice, on considére un nombre entier a supérieur ou égal a 2.
2. a. Soitn € N* et d un diviseur positifde n : n = dk. Montrer que a® — 1 est un diviseur dea™ — 1.
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b. Déduire de la question précédente que 2?°°* — 1 est divisible par 7, par 63 puis par 9.2%° — 1

3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.

a. On définit m’et n’ par m = dm’ et n = dn’. En appliquant le théoréme de Bézout a m’ et n, montrer
qu’il existe des entiers relatifs u et v tels que : mu — nv =d.

b. On suppose u et v strictement positifs. Montrer que : (a™ — 1) — (a™ — 1) a® = a% — 1.
Montrer ensuite quea® — 1 est le PGCD dea™ — 1 et dea™ — 1.

c. Calculer, en utilisant le résultat précédent, le PGCD de 23 — 1 et de2°° — 1.

Corrigé
1. Pour montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier naturel x :
(x—1DA 4+ x + x24+--- +xkH=xk-1,
on développe le terme de gauche :
x—DA +x+ - +x¥"H=x+ x4+ +xF T+ xb—1-x-x2--. - xF1=xk-1,
Dans toute la suite de I'exercice, on considére un nombre entier a supérieur ou égal d 2.
2. a. Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positifden :n = dk.
Daprés 1, on peut écrire :
a®—1=q% -1 = (ad)k— 1=(a*-1D(1+ a% + (a"l)2 +- 4 (ad)k_1 ),
donca® — 1 est un diviseur dea™ — 1.
b. On sait que 2004 = 3 X 668 = 6 x 334. Donc 22°°* — 1 est divisible par 23 —1 =7, et par
26 —1 = 63. Donc2?°%* — 1 = 63k aveck € Z, d'o1r 22°°* — 1 =7 x 9k, ce qui prouve que 22°°* — 1
est divisible par 9.
3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.
a. On définit m’et n’ par m = dm’et n = dn’. On sait que dans ce cas, les entiers m’ et n’ sont premiers
entre eux, donc d'apreés le théoréme de Bézout, il existe des entiers u et v tels que :m'u — n'v = 1.
Soit en multipliant par d, on trouvemu — nv = d.
b. On suppose u et v strictement positifs. On peut écrire mu = nv + d. On a:
@ —-1)— (@ -1a%*=a™-1-a" x a® + a®

=amu_1_anv+d+ad= amu_l_amu+ad= ad_l
Cette relation est de la forme AU + BV = a% — 1.
D'aprés la question 2, a® — 1divisea™* — 1 eta™ — 1, de plus, la relation précédente prouve que le
PGCD dea™ — 1 etdea™ — 1 divisea® — 1; donca® — 1 est le PGCD dea™ — 1 etdea™ — 1.
¢. On sait que PGCD(60; 63) = 3, donc en utilisant le résultat précédent, on conclut que le PGCD de
263 —1etde2%® —1est22—-1 =7.

Exercice 85 Si tu dors et que tu réves que tu dors, il faut que tu te réveilles deux
fois pour te lever.

1. On consideére I'équation (1) d’inconnue (n; m) élément deZ?: 11n — 24m = 1.
a. Justifier, a I'aide de I'énoncé d’un théoréme, que cette équation admet au moins une solution.
b. En utilisant 'algorithme d’Euclide, déterminer une solution particuliére de I'équation (1).
c. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation (1).
2. Recherche du PGCD de10'* — 1 et10%* — 1.
a. Justifier que 9 divise 10 — 1 et10%* — 1.
b. (n, m) désignant un couple quelconque d’entiers naturels solutions de (1), montrer que l'on peut
alors écrire :
(1011™ — 1) — 10(10%*™ — 1) = 9.

c. Montrer que 10t — 1 divise 101" — 1.
(on rappelle I'égalité : a® —1 = (a—1)(a™ ! + a® 2 + .. + a' + 1), valable pour tout naturel n
non nul).
Déduire de la question précédente l'existence de deux entiers N et M tels que :

(101* — )N — (10** - 1)M = 9.
d. Montrer que tout diviseur commun 210%* — 1 et 101! — 1 divise 9.
e. Déduire des questions précédentes le P.G.C.D. de10?* — 1 et10'* — 1.
3. a. Justifier que 1012 = 1 [13].
b. En déduire que 10** — 1 est divisible par 13.
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c¢. De la méme maniére, montrer que 10%* — 1 est divisible par 7.

d. En déduire que 10%* — 1 est divisible par 273.

Corrigé
1. On consideére I'équation (1) d’inconnue (n, m) élément deZ? : 11n — 24m = 1.
a. Le théoréme de Bézout affirme que si 11 et 24 sont premiers entre eux, alors l'équation : 11n — 24m
= 1 admet des solutions entieres. Or 11 est premier et ne divise pas 24, donc 11 et 24 sont premiers
entre eux.
b. On utilise l'algorithme d’Fuclide : 24 = 11 X2+ 2,11 =2%x5+ 1. D'ou :
1=11-2%x5=11-(24-11x2)x5=11x11-5x 24.
Donc une solution de (1) est le couple (11, 5).
c¢. Par différence, 11(n - 11) — 24(m - 5) = 0, soit 11(n - 11) = 24(m - 5). Dapreés le théoreme de
Gauss, comme 11 et 24 sont premiers entre eux, alors 24 divisen - 11, soitn - 11 = 24k aveck € 7, ou
encore n =24k + 11. En remplacantn - 11 dans 11(n - 11) = 24(m - 5), on trouve m - 5 = 11k, soit
m = 11k + 5. L'ensemble des solutions de I'équation (1) est: {(24k + 11; 11k + 5)/k € Z }.
2. Recherche du PGCD de10'* — 1 et10%* — 1:
a. Ona10 = 1[9], donc pour tout naturel n, 10™ = 1 [9], donc 1011 _ 1 (9), soit10'* —1 = 0[9], et
10%* = 1[9], s0it10%* — 1 = 0 [9]. Donc 9 divise 10! — 1 et10%* — 1.
b. (n,; m) désignant un couple d’entiers naturels solutions de (1), alors 101t = 1024 Ajnsi ona:

(101" — 1) — 10(10?* —-1) = 101" -1 — 10%*™*1 4+ 10 = 10! —1-1011"+ 10 = O.
c. D'aprés l'égalitéa™ —1 = (a—1)(a™! + a2 + .. + at + 1), on peut écrire :
101 —1 = (10" — 1)(101 -V 4 1011 (-2 4 | 4+ 1), donc 10'* — 1 divise 10'*" — 1. De Ia
méme maniére, on prouve que: 10%*—1 divise 10%*™ — 1. Soit 101" —1 = N(101 - 1) er
10%* —1 = M'(10%* — 1) alors de Ia relation : (101" — 1) — 10(10%*™ — 1) =9, on déduit :

N(10* — 1) —10 M'(10%* — 1) = N(10** — 1) — M(10%* — 1) = 9, avec 10M' = M,

Donc il existe deux entiers N et M tels que : (101 — 1)N — (10%* — 1)M = 9,
d. Par le théoréme de Bézout | ‘équation (10'* — 1N — (10%* — 1)M = 9 a des solutions si et
seulement si le PGCD de 10?* — 1 et 10! — 1 divise 9. Donc tout diviseur commun a 10?* — 1et
101! — 1divise 9.
e. On a vu que le PGCD de 10%* — 1 et 101! — 1 divise 9 et que 10** — 1 et 10! — 1 sont divisibles par
le nombre 9, donc le P.G.C.D. de 10?* — 1 et 10! — 1 est 9.
3. a) Par le théoréme de Fermat 13 est un nombre premier et 10 est premier avec 13, donc
102 = 1[13].
b) On en déduit que10%* = (10'%)? = 12 = 1[13]. Donc10%** — 1 est divisible par 13,
¢) Par le théoréme de Fermat, 7 est un nombre premier et 10 est premier avec 7, donc10° = 1[7]. On
en déduit que 10%* = (10%)* = 1* = 1 [7]. Donc10%* — 1 est divisible par 7.
d) De plus, 10 = 1 [3], donc 10%* = 1?* = 1 [3]. Donc 10%* — 1 est divisible par 3. Ainsi 10?* — 1 est
divisible par 3, 7 et 13 qui sont premiers entre eux, donc10** — 1 est divisible par3 x 7 X 13 = 273.

i Exercice 86 Le mensonge donne des fleurs mais pas de fruits.

1. On considere x et y des entiers relatifs et I'équation (E) : 91x + 10y = 1.
a. Enoncer un théoreme permettant de justifier I'existence d’une solution a (E).
b. Déterminer une solution particuliére de (E) et en déduire une solution particuliere de I'équation

(£):

¢. Résoudre (F7). Asx + A,y = 3296

2. Montrer que les nombres A,, = 3?™ — 1, ou n est un naturel non nul, sont divisibles par 8.
3. On considere I'équation (E”) : Azx + A,y = 3296.

a. Déterminer les couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de I'équation (E”).

b. Montrer que (E”) admet pour solution un couple unique d’entiers naturels. Le déterminer.

91x + 10y = 412.

Corrigé
1. a. 91 et 10 étant premiers entre eux, l'équation (E) admet des solutions (théoréme de Bézout.)
b. Le couple (1, -9) est une solution particuliere de (E) et donc :
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(412 =412 x 1; -3708 = 412 X (—9)) est une solution particuliére de I'équation (E").
. . , ) 91x + 10y = 412

¢. Soit(x;y) une solution de (F’). On a : {91 X 412 + 10 X (=3708) = 412

obtient :91(x — 412) = -10(y +3708) (1)

Comme 91 divise 10(y + 3708) et que 91 et 10 sont premiers entre eux, Gauss nous permet de

conclure que I'entier 91 divisey + 3708. Donc il existe un entier relatifk tel quey + 3708 = 91k, soit

donc :

et donc par différence, on

y =91k — 3708.
En remplacanty + 3708 par 91k dans (1), on obtient: x = 412 — 10k.
Donc I'ensemble des solutions de (E”) est : S gy = {(412 — 10k; 91k — 3708) /k € Z}.
2. 0na:3%>=9=1[8] et donc 3*™ = (32)" = 1" [8]. Donc3?" — 1 = 0 [8] cad 8 divise3?" — 1.
3.a0Ona:A; =728 et A, = 80 etdonc I'équation (E”) s’écrit: 728x + 80y = 3296.

728 =8x91
On remarque que les coefticients 728, 80 et 3296 sont tous divisibles par 8 : 80=8x10
3296 =8 x 412

Donc I'équation (E”) est équivalente 391x + 10y = 412. D’ou I'ensemble des solutions de (E”) est le
méme que celui de I'équation (E’).
b. Il faut que les solutions soient positives : il s’agit de déterminer un entier relatif k tel que :
x=412-10k >0
{y =91k —-3708 > 0’

x=412-10k >0 k<412 .
o '{y=mk—3m820 {kZMﬂ soit k = 41.
Pour k = 41, on obtient x =412 —-10%x41 =2 et y =91 x 41 — 3708 = 23.
Donc l'unique couple solution est (2 ; 23).

i Exercice 87 Il n'y a pas de probléme. Il n'y a que des professeurs.

Soit a un entier naturel non nul et (u,,) la suite définie par :

{u0=2 et uy =2a+1

Upiz = (2a+ Duyy; —ala+ Du,, VREN
1la. Soita, B ety trois entiers.

Montrer que (1) {Z//t)ﬂ/ : i = aA(By)=1 (ouxNy=PGCD(x,y)).

b. Soit A, B, X et Y des entiers relatifs.
Démontrerlapropriété: 2) Y =AX+B = YAX=XAB.
c. En utilisant les propriétés (1) et (2), montrer que : Yn € N, u, ., Aa(a+1) = 1.
2. Etablir, par récurrence, que : ¥n € N, U, 1 Au, = 1.
3. Prouverque: Vn €N, uy,,1 =0[2a+ 1].
4.a. Montrer que pour tous entiersa, S ety,ona:
® {7 = anen=n
b. Endéduireque: Vn €N, uyp,3 Auypiq =1+ 2a.

Corrigé
1la. Soita,p ety trois entiers.
Selon le théoréme de Bézout :
aAB =1 < Fu,v € Ztelsqueua+vp =1.
Et
aANy =1 U, v €Ztelsquev'a+v'y=1.
Donc: (ua +vp)(W'a+v'y) =1.
Soit aprés développement : (uu'a + uv'y + u'vB)a + vv'(By) =1
Etdonca et By sont premiers entre eux c’est-a-dire quea A (By) = 1.
b. Soit A, B, X et Y des entiers relatifs tels queY = AX + B. Posons d =Y AX et d =X AB.

Ona:
d/X d/X ,
{d/y=: &/Y_szfgdmwd/d.

Réciproquement :
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d /X d/Xx ,
{d,/B = {d/Ax+B=Y donc d' / d.

On en déduit donc qued = d'.

¢. Raisonnons par récurrence surn :

Soit la propriétéP,: K Vn €N, up Aa(a+1)=1>.

— [nitialisation :
1l s’agit de prendren = 0 et d’établir donc que :u; A a(a + 1) = 1 c’est-a-dire que :

Ra+1DAala+1)=1.

Pour cela, montrons tout dabord que:(2a+1)ANa=1 et 2a+1)A(a+1)=1.0na:
a+1)Aa=1 car Ra+ 1) — 2a = 1 (théoréme de Bézout)
Ra+1D)A(@+1)=1car2(a+1)— (2a+1) =1 (Idem)
Donc en vertu de la questiona. : (2a + 1) Aa(a + 1) = 1 et par suite P, est vraie.

— Transmission :
On suppose qu'il existe un rang n pour lequel P, est vraie c’est-a-dire que :up,,1 Na(a + 1) = 1.
Montrons que P, est vraie autrement dit que : u,,, Aa(a+1) = 1.
On sait que : Uniy = a(a+1)(—u,) + 2a+ Duyyq

Y X A B
D’ou, par application de la propriété (2) :up., Aa(a+1) = ala + 1) A (2a + Duyyg.
On sait également que :
(2a+1) Aala+1) =1 (établie al'étape de l'initialisation)
et
Upsi Aa(a+1) =1 (d'apres l'hypothesede récurrence).
Donc en appliquant la propriété (1), on peut conclure que : a(a + 1) A (2a + Duypq = 1
et par conséquent : u,., A a(a +1) = 1. Donc Py, est vraie.
Conclusion : La propriété est vraie pourn = 0 et héréditaire a partir de ce rang, donc la propriété est
vraie pour tout entier naturel n.
2. Soitla propriété Q, : K VneEN, u,,.1 Au, =1>.
— Pourn=0,0na:uy=2 et uy =2a+1etdoncu; ANuyg =1 car2a + 1 est impair. DoncQ est
vraie.
— On suppose que la propriété est vraie pour un rang donné n, c’est-a-dire que :uy 1 Au, = 1.
Montrons que la propriété est vraie pour le rangn + 1, c’est-d-dire que : up 5 ANy, = 1.
La propriété (2) appliquée a la relation de récurrence : u,,, = (2a + Du,,q — ala + Du,
nous conduit d écrire : Uy, 5 Npyq = Upeq Aala + Duy,.
D‘autre part comme u, ;1 ANu, =1 (hypothese de récurrence) etu,,1 Aa(a+ 1) =1 alors la
propriété (1) permet d’écrire :up,, A a(a + 1)u, = 1. Donc on a bien : Uy 1y Nipyq = 1.
Conclusion : La propriété Q,, est vraie pour tout entier naturel n.
3. Procédons également, dans cette question, par un raisonnement par récurrence sur n.
Soit la propriété : <K Vn € N, Uy =0 [2a + 1] >.
— Pourn =0,0ona: u, = 2a+ 1 et bien entendu u, = 0 [2a + 1]. La propriété est vraie pour la
premiére valeurn = 0.
— On suppose queu,,.q = 0 [2a + 1] pour un rang donné n. Montrons que uyn 43 =0 [2a + 1].
En décalant les indices d’une unité, la relation de récurrence, définissant la suite (u,,), s’écrit :
Uzn+z = (2a + Dugpyr — ala + Duzny.
Ona:(2a+1)/uyuy1 (hypothese de récurrence) et (2a+ 1) / (2a + 1), donc I'entier 2a + 1
divise toute combinaison linéaire deu,, 1 etde (2a + 1), et en particulier :
2a+1)/Q2a+ Duypyy —ala + Duypyq soit a+ 1) /uypes etdonc uzpq =0 [2a + 1].

Conclusion : la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
e fAAB =1
4.a. Soita, [ et y trois entiers relatifs Venflant{ o /yﬁ .

Onsaitque: a/y = 3k € Ztel que a = ky.
Donc, on peut alors écrire: a A (By) = (ky) A(By) = |yl X (k AB).

Posonsd =k ANfB.Ona:
{d/k - {d/ky

dd//ﬁk C(ii//ﬂ
]/ a
{d/ﬁ = {d /B
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Soitenfind / (a A B) etdoncd = 1, c’est-a-dire quek A B = 1 et par suitea A (By) = |y|.
b. Montrons que: Vn €N, Uy 13 Aoy = 1.
On a, d’une part :
Uppts = (2a + Duznyz — al@ + Dugnyr = —al@ + 1) Uznyg + (2a+ Dugpy,
Y X B
Donc la propriété (2) donne : Uyp,z Aigneq = Upner A (2a + Dilgpyo.
D’autre part, la propriété (3) s’applique, en remarquant qu’on a simultanément :
Upns1 AUznsz =1 et (2a+1)/upniq
pour aboutird : Uypiq N (2a+ Vuypiy = |2a+ 1| = 2a + 1 (car 2a+1 est un entier naturel).
Donc enfin, nous obtenons : Uyy 3 AUy = 1.

Selon les statistiques, il y a une personne sur cing qui est déséquilibrée. S’il y a 4
personnes autour de toi qui te semblent normales, alors c’est vraiment inquiétant

Exercice 88

Partie I - Question de cours
1. Démontrer que si p est un entier premier, alors tout naturel m tel que1l < m < p est premier avec p.
2. Démontrer que si tout entier naturel m tel quel < m < p est premier avec p, alors p est premier.
Partie Il - La fonction indicatrice d’Euler
Pour tout entiers n supérieur ou égal a 2, on note ¢(n) le nombre d’entiers a tels que1l < a <n eta
premier avec n. Ainsi, on a: ¢(n) = Card{k,k € N,1 < k <net PGCD(k,n) = 1}. La fonction ¢ est
appelée fonction indicatrice d’Euler ou parfois la fonction totient ; o (n) est le totient de n.
(En anglais, on parle de totient function, du latin « totiens = tant de fois», proche de
« quotiens = combien de fois », mais d'usage interrogatit, qui a donné quotient en francais et en anglais
: chercher le quotient de n par p c'est chercher combien de fois : "il yap dansn”.)
1. Calculer les totients de 2, 3, 4, 5 et 8.
2. Démontrer que : Si p est un nombre premier, alors p(p) =p — 1.
3. Soit p un nombre premier et k un entier naturel non nul. Démontrer que : @ (pk) =pkl(p-1).
4. Démontrer que si p et q sont premiers entre eux, alors :
o(p %X q) = e(p) X p(q) (Ondit que ¢ est arithmétique).

5. Démontrer que pour tout entiersn = 3, le totient p(n) est pair.
= Distinguer deux cas :
- nposséde un facteur premier impair ;
- nne posséde pas un facteur premier impair.
Partie Il] - Application
On admet le résultat suivant appelé théoréme d’Euler :
« Soit a et n deux entiers naturels. SiPGCD(a; n) = 1 alors a®™ =1 [n] ».
1. Enoncer le petit théoréme de Fermat et démontrer-le en utilisant le théoréme d’Euler.
2.a. Calculer p(2 025).
b. En déduire que 5321°8° = 1 [2 025].
3. Démontrer que 72 divise 25%* — 1.
Partie IV - la relation : Yn € N*, n = ¥4, @(d)
1. Soit d un diviseur positif de n € N*. On cherche a déterminer il y a combien d’entiers k vérifiant
k € [1,n] et PGCD(k;n) =d.
a. Soit un entierk € [[1,n] tel que PGCD(k;n) = d. On peut écriren = dm.
* Justifier que d divise k. On peut donc écrirek = dl.
** Montrer quel € [1,m] et quePGCD(l;m) = 1.
*** Inversement soit k un entier tel que k=dl etPGCD(l; m) = 1.

Montrer:k € [1,n] et PGCD(k;n) = d.
b. Conclure.
2. En remarquant que :

[1,n] = U{k € [1,n] tel que PGCD(k;n) = d}
dln
montrer que :

n= z Card{k € [1,n] tel que PGCD(k;n) = d}
din
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puis que :

n=> o)

dn
3. Question subsidiaire
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et pf 1p§ 2. pf T sa décomposition en facteurs premiers
avecp, <p; < <pretvVi€[1,r],a; = 1.
a. Montrer que : p(n) =n (1 — i) (1 - i) (1 - i),
D1 D2 Dr
b. En remarquant queVi € [1,r],p; = 1 + i, établir que :

(-5 (1=5)-(1-5) 2 (1-9)(1=3)-(1-53)

n
puis que p(n) > ——

r+1°
n.In2
c.Justifier quen = p; X py X ... X p, = 27. Endéduire que: ¢(n) > .
n+in2
Corrigé
Partiel

Les 2 questions découlent de la définition de nombre premier et de celle de deux entiers premiers
entre eux.
Partie I
1.0nae2)=1,9B)=2,94) =2, ¢(5) =4, ¢@B)=4.
2. D'apreés la partie I, si p est premier alors p est premier avec tout entier m tel quel < m < p. Donc:
p(p)=p-1.
3. Recherchons les entiers m inférieurs ap* non premiers avec p : si d # 1 divise m etp®, I'entier p
étant premier, m est un multiple de p de la formed X p < p*, doncd < p*~1. llya doncp*™* —1
entiers m non premiers avecp®. Or, Card {mym € N,1<m < p*¥ -1} = p*¥ - 1. Dou:
o(P) =" —1-(p* - 1) =p - =p* (1)
4. Recherchons les entiers k inférieurs d pq, non premiers avec pq.
Sid # 1divise k et pq, les entiers p et q étant premiers, k est un multiple de p ou un multiple de g, donc
de la forme dXq<pq oudXp<pq. Le premier cas fournit d <p ce qui conduit a
k €{q,2q,..,(p — 1)q} de cardinalp — 1. Le second cas conduit a k € {p,2p, ..., (q — 1)p} de cardinal
q — 1.0, onsaitque :Card {k,k eN,1<k<pq—1}=pq—1.Dou:
() =pq—1-@-D-@-D=pg-p—q+1=@-1D@-1) =¢@) Xe)
puisque p et g sont premiers.
5. Si n posséde un facteur premier impair p alors on peut écriren = p“ X m avec m premier avec p.
On a alors :
p(m) = p(@Me(m) = % — p* He(m).
Puisque p® — p*~' est un nombre pair (par différence de deux impairs), alors p(n) est pair. Si n ne
posséde pas de facteurs premiers impairs, on peut écrire n = 2% avec a > 2 et alors p(n) = 2% —
2971 = 2971 agt un nombre pair.
Partie IIT
1. - Le petit théoreme de Fermat :
« Soit n un nombre premier. Pour tout entier a non multiple den, onaa™ ' = 1 [n] »

- Preuve a la lumiére d’Euler: Comme n est premier et a entier non multiple de n alors
PGCD(a,n) = 1. Le théoréme d’Euler permet alors de conclure que a®™ = 1 [n]. Or si n est premier,
@(n) = n— 1 et par conséquent :a™* = 1 [n]. CQFD.

2.a. En décomposant 2025, on trouve: 2025 = 3* x 52. Dou: ¢(2025) = ¢(3* x 5%) = ¢(3%) x
©(52) car3* et 5 sont premiers entre eux. D’autre part selon la question 3. de la partie Il, on a :
p(3*) =3*—3% =54 er p(5%) = 5% — 5! = 20. Doncp(2 025) = 54 x 20 = 1 080.

b. 1l suffit de vérifier que PGCD (2 025,532) = 1 pour arriver au résultat escompté par application du
théoreme d’Euler. Dans la décomposition en facteurs premiers de 2 025 figurent seulement les
facteurs premiers 3 et 5, et comme 532 n’est ni divisible par 3 ni par 5 alors PGCD(2 025,532) =1 et
la conclusion en découle.
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3.0na72 =23x32%etdonc:p(72) = (23 x 3%) = p(23) x ¢(3%) = (2% — 22)(3% — 31) = 24.

Et comme PGCD(72,25) =1 alors Euler permet de conclure que: a®?) =1 [25] et donc
a’** =1[25].

Partie IV

1. a. *d divise k card = PGCD (k;n). Donc il existe un entier / el que k = dl.

*onak<n ie dl<dm et doncl<m soit |€[1,m]. Dautre part on a d = PGCD(k;n) =
PGCD(dl;dm) = d X PGCD(l;m) et doncPGCD(l; m) = 1 et les entiers | et m sont premiers entre eux.
*#* Inversement: Sik =dl avecl € [1,m] et PGCD(l; m) =1 alors k € [1,n] et PGCD(k; n) =
PGCD(dl; dm) =d x PGCD(L;m) =d

b. Donc d’apres la question précédente, il y a autant de k cherché que d’entiers I de [1; m], premiers
avec m, a savoir (m).

2. Les ensembles{k € [1;n] tel que PGCD(k,n) = d} étant disjoints deux a deux et que :

[1,n] = U{k € [1,n] tel que PGCD(k;n) = d}
dln

alors: n=Card[1,n] = Card U{k € [1,n] tel que PGCD(k;n) = d}
din

= Z{k € [1,n] tel que PGCD(k;n) = d} = Z o(d)
din din
On dit que I'entier n est la somme des totients de ses diviseurs dansN.
3. Quesﬁon subsidiaire

Légalité p(n) =n (1 - —) (1 - —) . (1 - i) peut étre établie par récurrence su r en usant et
D1 D2 123

abusant de l'arithméticité de ¢ caronaq(p X q) = ¢(p) X @(q) pour p et q premiers entre eux.
b. Comme onaVi € [1,r],p; =1+ i alors Vi € [1,7], _z% > —% et par suite :

Vi € [[1,7] 1 1>1 !
i Tl - 2 T+

o130 -3)-(1-2) =0 -90-)-{1 )=

0r >< X . WX —= r— (par télescopage). Donc : (1 - —) (1 - —) (1 - —) > —

r+1 D2 Dr r+1

En mu]tlpllant par n, on obtient :n (1 — p—) (1 — p—) - (1 — p—) > ﬁ soit l'inégalité p(n) > ?
1 2 T

c. CommeVi€ [1,r],a; =1 alorsona:n=p, 1p22...pfr > py X Py X ... X pp. Dautre part 2 étant le
plus petit entier naturel premier et lesp; des nombres premiers, on a :
P1 XDy X . XPpr=22X2X%X2X%X..X2=2", etdoncn =27,
r facteurs égaux a2

An2
(VS T > .
L'inégalité p(n) > g
n=>2" = Inn=>r.In2 (carlafonctionx — Inx est croissante)
l
=>?> %>r (carln2 >0 etn=Inn)
=>1+—=r+1
In2
ISR T In2
r+1 1+— n+in2
. 1
Donc en multipliant par n, on obtient— > = et par suite p(n) = e
r+1 n+in?2 n+in2

i Exercice 89 Les maths, c’est comme le sport, sauf qu’on court dans Ia téte.

Les nombres parfaits pairs

On dit qu’un entier naturel est parfait s’il est égal a la somme de ses diviseurs positifs autres que lui-
méme.

1. Le but de cette question est de montrer que si le nombre 2P — 1 est premier alors I'entier naturel
défini parN = 2P~1(2P — 1) est parfait.(Résultat dii a Euclide). Notons q l'entier 2P — 1.
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a. Ecrire Ia liste des diviseurs positifs de N (on remarquera que l'écriture connue de N est sa

décomposition en facteurs premiers).

b. Montrer que N est parfait.

2. Preuve de la réciproque. (Résultat dii a Fuler) : Soit N un nombre parfait pair. En notant n I'exposant

de 2 dans la décomposition de N en facteurs premiers (N est pair, doncn = 1) on peut écrire N = 2™q

avec q impair. On note : S(N) la somme des diviseurs de N (N est parfait, donc S(N) = 2N) et S(q) la

somme des diviseurs de q.

a. En remarquant que chaque diviseur d de q engendren + 1 diviseurs de N, montrer que :
S(Ny=(1+2+2%2+--+2") xS(q) puisque: 2N = (2" — 1) x S(q).

b. En notanto la somme des diviseurs de q autres que g, déduire de 2.a. que : q = (2" — 1).

c. En déduire que o = 1, puis que q est premier et égal 22"+ — 1. AinsiN = 2"(2"*! — 1).

Corrigé
1.a. Notonsq = 2P — 1 ; on suppose que q est premier, donc2P~! X q est la décomposition en facteurs
premiers de N, donc N admetp X 2 diviseurs: 1,; 2;2P,..; 2P~ Y et q; 2q; 2%q; ..., 2P 1q.
b. La somme des diviseurs positifs de N autres que lui-méme est:
_ _ 2P -1 2r~t—1q
1+2+2%2++2P 4+ q+2q+2%2q+--+2P2q = S
=2P -1+ Q2P -1)(2P1-1)
=P —-1)x2r =N,

Donc N est parfait.
2. a. Les diviseursde Nsont1;2;2% ;..;2" et, pourtoutdiviseurd + 1 deq,d,;2d; 2%2d ;..;2"d ;
doncS(N) = (1 +2+ 2%+ -+ 2™ x S(q). CommeS(N) = 2N et 1+ 2 + 22+ .-+ 2" = 2"+l — 1,
alorsona: 2N = (2" — 1) x S(q).
b.2N = 2" - 1) x S(q) & 2"1lqg= 2" - 1)x (6 +q)

S0=0Q2" 1 -1)o-—qgeqg=02"1-1)
¢. D'apres la question précédente, o divise g etag < q (carn = 1), donco est un des termes de la
somme égale d o, donco est le seul terme de cette somme, donco = 1. Alors, les diviseurs de q sont 1
et g, donc q est premier. L'égalité de la question 2.b. s’écrit :q = 2™t — 1. D'ou N = 2"(2"*1 — 1),
Conclusion: tous les nombres parfaits pairs sont de la forme 2P~ (2P — 1) avec2P — 1 premier.

i Exercice 90 Si le crocodile achéte un pantalon, c'est qu’il a trouvé ou mettre sa queue.

1. Montrer que, si n est un entier naturel impair non premier, alors il existe des entiers naturels
impairsketdtelsque:n=kd,;1 <d<n;1<k<n.

2. En 1934, le mathématicien indien Sundaram proposa un crible pour obtenir les entiers premiers
impairs : Partant de l'entier 4: on construit en lignes et en colonnes les termes des suites
arithmétiques dont les raisons sont les entiers impairs successifs 3, 5,7, 9, ...

La propriété de Sundaram dit : « un entier impair 2k + 1 différent de

1 est premier si, I'entier non nul k ne figure pas dans ce tableau ». 4 7 10 13
Montrons cette propriété.

On note a; ; le terme du tableau situé a I'intersection de la ligne i et de
la colonne j. 10 17 24 31
a. La colonne 1 étant constituée des termes d’une suite arithmétique

de raison 3, exprimer a; 1 en fonction de 1. 13 22 31 40
b. La ligne i est constituée des termes d’une suite arithmétique
exprimer sa raison en fonction de I.

¢. En déduire quea;; = i + j + 2ij.
d. Vérifier que2a;; + 1= (2i + 1)(2j + 1).
e. Conclure

Corrigé

1. Comme n n’est pas premier, il existe des entiers k et d tels que :
n=kd,;1<k<n;1<d<n.Deplusnétant impair, k et d sont impairs sinon kd serait pair.
Za.ona:a;; =4+3(—1)=3i+ 1 (suite arithmétique de raison 3 et de 1 termea, ; = 4).
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b. Laraisonest r; =3+ 2(i — 1) = 2i + 1 (les entiers impairs a partir de 3).

¢. Sur la ligne i, on sait que la suite (al-_ j) est une suite arithmétique de raisonri et de 1° termea; ; et
donc:

a;j=0a;;+(-Dri=3i+1+(G-DQi+1)=3i+1+2ij+j—-2i—1=i+j+2ij

dOna: 2i+1)2j+1) = 4ij+2i+2j+1=2ai,j+ 1

e. Si k figure dans le tableau, le résultat précédent montre clairement que 2k + 1 n’est pas premier.
Réciproquement, si k ne figure pas dans le tableau, alors 2k + 1 est premier sinon, d'aprés la question
précédentel 2k + 1 serait le produit de deux entiers impairs autres que 1 et2k + 1 ; ces deux entiers
impairs seraient de la forme2i + 1 et2j + 1 aveci = 1etj = 1, donck = a;; serait dans le tableau.

i Exercice 91 On est plus e fils de son époque que le fils de son peére.

Calcul sur le calendrier grégorien

On se propose de trouver le jour de la semaine associé a une date donnée.

Pour cela, on utilise le calendrier depuis le 20 décembre 1582. On rappelle que le mois de février
compte 29 ou 28 jours, selon que l'année est bissextile ou non. Une année est bissextile lorsque son
millésime A est un multiple de 400 ou lorsque A est un multiple de 4 sans étre un multiple de 100
(ainsi 1900 n’est pas bissextile).

1. a et b désignent deux entiers naturels avecb # 0, q est le quotient de la division de a par b.

Démontrer queq = E (%) ou E(x) désigne la partie entiére de x.
Z. On note B le nombre dannées bissextiles qui ont précédé strictement au 1¢r janvier de 'année A
depuis la date fictive du 1er janvier de I'an 1 (qui va nous servir d’origine des dates).

Démont 'B—E(A_l) E(A_1)+E<A_1)
a.Démontrer que: B = ) 100 200 )"
b. Démontrer que le nombre N de jours dans les années qui précédent a I'année A est donnée par :

N =B +365(A—-1).
c. On note (J; M; A) une date : J entre 1 et 31, M entre 1 et 12, Al'année (avecA = 1582).
Comment calculer le nombre R de jours entre les dates (1, 1;A) et (J]; M, A) (ces deux jours compris).
d. Le nombre N de jours entre les dates (1; 1, 1) et (J; M, A) est donc donné par: N =R+ B +
365(A —1).
Vérifier gqueN = A — 1+ B + R [modulo 7].
e. En sachant que le 1¢r janvier 2003 est un mercredi, vérifier que le nombre N associé 4 mercredi 1¢r
janvier 2003 vérifieN = 3 [7].
3a. A la suite du vote de la Loi-Cadre Deferre par I’Assemblée Nationale
francaise le 23 juin 1956, loi qui ouvre la voie a I'autonomie des anciennes
colonies, Mokhtar OULD DADDAH (photo ci-contre) est élu conseiller
territorial le 31 mars 1957, puis vice-président du Conseil de Gouvernement le
20 mai de la méme année. Il prononce alors son célébre appel « Faisons
ensemble la patrie mauritanienne ». Le 24 mai 1957, Mokhtar OULD DADDAH
réunit a Saint-Louis le premier Conseil de Gouvernement car la Mauritanie n‘a
pas encore de capitale sur son territoire. Dés son installation, il plaide pour la
création d’une capitale sur le territoire national ce sera Nouakchott petit fort
militaire créé par les Francais au début du XXéme siecle, et situé au sud-ouest
du pays sur la piste impériale reliant Casablanca a Dakar, a 4 kilométre de la
ts]::t.: PSP )
By yd i sy, y4edh TIET.
Maitre MOKTAR QULD DADDAH Le 28 novembre 1960, Mokhtar OULD DADDAH, en présence de nombreuses
e 'dé]égations étrangeéres, proclame solennellement ['Indépendance de Ia
République Islamique de Mauritanie. Quel jour de la semaine était ce 28
novembre 1960?
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b. Quel jour de la semaine était né le prince des
mathématiques Carl Friedrich Gauss sachant qu’il
est né le 30 avril 1777 a Brunswick (en
Allemagne)?

¢. Faire de méme pour notre incontournable

Karl Friedrich secours en Arithmétique, le mathématicien
Gauss francais Etienne Bézout sachant qu’il est né le 31 Etienne Bézout
(1777-1855) mars 1730. (1730-1783)
Corrigé

1. a et b désignent deux entiers naturels avech # 0, q est le quotient de la division euclidienne de a par
b donc il existe un entier naturel r tel que0 <r <beta= bq+r donc% =q +£ et0 < % < 1 donc
qS% <q+1,a’0ncq=E(%).
Z. a. Entre le 1er janvier de I'année A et le 1er janvier de l'an 1, se sont déroulées A - 1 années. En
effectuant la division euclidienne de A - 1 par 4, il existe deux entiers naturels q et r tels que

A-1=4qg+ravec0<r<4.llyadoncq=E (%), il existe donc E (%) multiples de 4 compris
entre A et 1. De méme il existe E (%) multiples de 100 compris entre A et 1.

Le nombre E (%) —-E (%) est le nombre des multiples de 4 qui ne sont pas multiples de 100 (les
A-1
400

nombre d'années bissextiles comprises entre 1 et A est :

B_E<A—1> E(A—1)+E<A—1>
N 4 100 400 /)

b. Pendant A - 1 années se sont déroulés (A - 1) X 365 jours auxquels ont doit ajouter les B jours
additionnels des années bissextiles donc le nombre N de jours dans les années qui précédent a I'année

multiples de 400 sont donc exclus). Il existe E ( ) multiples de 400 compris entre A et 1 donc le

Aestdonnépar: N =B + 365(4-1).
c. Entre (1, 1; A) et (1; M; A) se sont déroulés si A n’est pas une année bissextile :

Mois Janv. Fév. Mars Avril Mai Juin
R 1 32 60 91 121 152
Mois Juillet Aoit Sept. Oct. Nov. Déc.
R 182 213 244 274 305 335
Entre(J;M;A)et(1,1;A)
Mois | Janv. Fév. Mars Avril Mai Juin
R J 31+) 59+] 90+] | 120+)] | 151+])
Mois | Juillet Aoit Sept. Oct. Nov. Déc.
R 181+) | 212+] | 243+] | 273+] | 304+] | 334 +)
Entre (1,1,A)et (1, M;A)se sontdéroulés si A est une année bissextile :
Mois Janvier | Fév. Mars Avril Mai Juin
R 1 32 61 92 122 153
Mois Juillet | Aoiit Sept. Oct. Nov. Déc.
R 183 214 245 275 306 336
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Entre(J;M;A)et(1,1;A)

Mois Janv. Fév. Mars Avril Mai Juin

R J 31+] 60 +] 91+] | 121+] | 152 +]
Mois Juillet | Aoidt Sept. Oct. Nov. Déc.

R 182+] | 213 +] | 244 +] | 274+] | 305+] | 335+]

d. Le nombre N de jours entre les dates (1,1, 1) et (J; M,;A) estdonc: N =R+ B+ 365 (A-1) et

comme on sait que :365 = 7 X 52 + 1 cad 365 =1 [7] alors :
R+B+365(A-1)=R+B+A-1[7]doncN=A-1+B+R[7].

e. En sachant que le 1er janvier 2003 est un mercredi, vérifier que le nombre N associé a mercredi 1er

janvier 2003 vérifie : N = 3 [7].

<2003 - 1) (2003 - 1) (2003 - 1) =500-20+5=485et R = 1
2 100 400 )~ ST

N=2003—1+E (2003 — 1) (2003 — 1) (2003 — 1)
- 4 100 400
= 2003 + 485 = 2488, or 2488 =7 x 385+ 3 donc N = 3 [7]

3a Entrele(1,;,1,1)etle(28;11,1960)ilyaeu:
E (1960 — 1) B (1960 — 1) (1960 -1
4 100 400
1960 est une année bissextile donc R = 305 + 28 = 333.
Le nombre N de jours entreles dates (1,1, 1) et (28, 11,;1960) est:N = 475 + 365 x 1959 + 333.
Donc N = 474 + 1959 + 333 [7] car 365 =1[7] soit N =2766[7], or 2737 =7 X395+ 1 donc
N = 21 [7] etenfin le 28 novembre 1960 était un lundi.
b.Entrele(1;1,1)etle(30,4,1777)ilyaeu:
1777 -1 1777 -1 1777 -1
( 4 ) ( 100 ) ( 400
1777 n'est pas une année bissextile donc R = 90 + 30 = 120.
Le nombre N de jours entreles dates (1,;1,;1) et (30,4,;1777) est:N = 431 + 365 x 1776 + 120.
Donc N =431+ 1776 + 120 [7] car 365 =1[7] soit N = 2327 [7], or 2328 =7 %332+ 3 donc
N = 3 [7] etenfinle 30 avril 1777 était un mercredi.
cEntrele(1,1;1)etle(31,3;,1730)ilyaeu:
E (1730 - 1) B (1730 — 1) (1730 -1
4 100 400
1730 n’est pas une année bissextile donc R = 59 + 31 = 90.
Le nombre N de jours entreles dates (1,1, 1) et (30, 4,;1730) est: N = 419 4+ 365 x 1729 4+ 90.
Donc N =419+ 1729+ 90 [7] car 365 =1[7] soit N =2238[7], or 2239=7%x319+5 donc
N =5 (7] donc le 31 mars 1730 était un vendredi.

i Exercice 92 Le vieux se chauffe avec le bois récolté dans sa jeunesse.

) = 474 années bissextiles.

) = 431 années bissextiles.

) = 419 années bissextiles.

Une élégante démonstration de l'infinitude des nombres premiers

La démonstration du théoréme « I'ensemble des nombres premiers est infini » qui figure dans presque
tous les manuels scolaires date d’environ 2 300 ans et a été proposée la premiére fois par 'honorable
Euclide. Celle que nous allons voir dans cet exercice a été proposée, tout réecemment, en 1938.
Supposons qu'il existe un nombre fini A d’entiers premiers que nous noteronsp,, P, ..., P4-

Soit N un entier supérieur ou égal a 1 et soit n un entier compris entre 1 et N.

1. En utilisant le théoréme de la décomposition en facteurs premiers, justifier que n admet une écriture
de la forme :n = pfl Xp ;lz X . X pZA ou a4, o, ..., &4 sont des naturels éventuellement nuls.

2. On écrit chacun des exposants a; sous la forme 2a; + b;, avecb; = 0 sia; est pair etb; = 1 si a; est
impair. Montrer qu’on peut mettre n sous la forme : n = k? X pf IXp 32 X . X pﬁ*‘ ou k est un entier
naturel dont on précisera la valeur.

3.a. Montrer quek? < N.

b. Justifier qu’il y a au plus 24 entiers de Ia forme : pf IXp 12’2 X . X pﬁ*‘,

c. En déduire que le nombre de valeurs prises par n (c’est-a-dire N) est inférieur ou égal a\/N x 24,
puis queN < 224,
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4. Conclure.
= N est au départ un entier quelconque.

Corrigé
1. En attribuant l'exposant zéro aux nombres premiers qui ne figurent pas dans sa décomposition, n
aura une écriture de la forme :n = pf X p gz X . X pf:A
2. 0Onan = plmlJ'b1 X p §a2+b2 X o X pia“b“ =k? X pfl Xp 12)2 X o X pﬁ“‘
aveck = pit X p 32 X . X pyi.
3ak*<n<N.
b. On a deux choix possibles pour chaqueb; (0 ou 1), doncil y a2 écritures possibles pour I'entier :
by b, ba

Dt X Pyt X .. X Dyt
c.Ona: k <N, donc, pour écrire n, il y a au plus+\/N choix possibles pour k.
Le nombre d’écritures possibles de n est donc inférieur ou égal 3\/N x 24.
Or, par définition de n, I'entier n peut prendre N valeurs (1;2;...; N).
AinsiN <N x 24, ou encoreN < 224,
4. On vient de montrer que s’il y avait un nombre fini d’entiers naturels premiers, alors tout entier
naturel N est inférieur ou égal 2 2*4 autrement qu’il y aurait un nombre fini d’entiers naturels !

L'amour et la haine sont un voile devant les yeux: ['un ne laisse voir

Exercice 93 que le bien, I'autre que le mal.

Nombres de Fermat - Infinitude des nombres premiers
1. Soita € N. Montrer que, pour toutk € N*, (a — 1)2k + 1 =2 [mod al.

2
2. Pour toutn € N, onposeF, = 2+ 1 (F, est appelé le niéme nombre de Fermat).

Montrer que, pour toutk € N*, (F, - 1)2k +1=F -

En déduire qu'il existeq € N, tel que Fy ), = qF, + 2.

3.a. Soient n et m deux entiers naturels,n + m. Montrer que si d est un entier naturel qui divise a la
foisF, et F,,, alors d = 1. En déduire queF,, et E,, sont premiers entre eux (le théoreme de Goldbach).
b. En déduire que I'ensemble des nombres premiers est infini.

Corrigé
1. Soita € N, k € N*.

On peut développer (a — 1)2k par la formule du bindme de Newton: (a — 1)2k
i=2k

= Z Czlk ai(—l)Zk_i
i=0

K
Le seul terme qui ne contient pas a comme facteur est celui qui correspondai = 2 :ilvaut 1. Donc:
k
(a —1)?" = 1[mod a]
. , L. . k _
Comme la congruence est compatible avec I'addition, il vient : (a — 1)?>" + 1 = 2 [mod a]

211.
2 SoitF, =2 +1.

2n 2k on 2k on+tk J N 2k
DoncF,—1= 2" et (F,—1)* =(22") =227 =Fy— 1 Dou: (F,—1)* +1=Fpyy
La relation démontrée dans la premiére question montre alors, poura = F, : F,., = 2 [mod E,].
Orl'application deN dansN qui, a un entier naturel n associe le nombre de Fermat correspondantF,
est une application croissante: n <m = F, < F,, donc, pourk € N*, F, ,, estsupérieur aF,.
La relation F,, ., = 2 [mod E,| montre alors qu il existe un entier naturelq € N tel que :

Fowe = qfy +2.

3. a. Soitd un diviseur commun a F,, etaF,, avecn # m.
On peut supposer, pour fixer les idées, que m est plus grand que n.
Posonsk = m- n.Donck € N*. Le résultat précédent s applique : il existe un entier naturelq € N tel
que:F . = qF, +2.0Ona:ddiviseF,, ddiviseF,, doncd divise Fyp,— qF, = 2.
2 est premier : les seuls diviseurs de 2 sont 1 et 2. Comme d ne peut pas étre égal a 2 parce que les
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nombres de Fermat sont impairs, ce sont des multiples de 2 plus 1 alorsd = 1. Donc deux nombres de
Fermat différents sont premiers entre eux.

b. On raisonne par l'absurde :

Supposons qu’il n’existe que n entiers premiers (n = 2).

Considérons les n+ 1 nombres de Fermat F,, F,, .., E,, F,.1. On sait que chacun des F; , ou
i € [1;n+ 1], admet un diviseur premier d;. Tous les d; sont distincts deux a deux. En effet, si pour
i # j dans[1;n+ 1], ona:d; = d; alors F; etF; sont deux nombres de Fermat différents admettant un
diviseur premier commun et donc ils ne sont pas premiers entre eux, ce qui contredit le résultat de la
question 3.a.

i Exercice 94 Deux choses ne s'apprécient que quand on les a plus: Ia santé et Ia jeunesse.

On souhaite montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme4k + 1.

Supposons qu’il n’y en a qu’'un nombre fini :p; < p, < .. < p, etconsidérons p un diviseur premier
deN = M? + 1 o0uM = py.p; ... Pn.

1. Vérifier quep = 2 oup = —1 [4].

2. Montrer que N admet au moins un diviseur premier p tel quep = —1 [4].

3.a. Sip = —1[4], on peut écrirep = 4m + 3. Montrer que :

m—1
MP~t — 1 =M2(M? — DH(M? + 1)(2 M4’<> +M? - 1.
k=0

b. Montrer que p divise M? - 1.
¢. Fn déduire quep = 2 puis conclure.

Corrigé
1. Sip = 1 [4), alors p est égale a I'un desp;. Dans ce cas, p divise M? etona :
p divise N = M? + 1 = pdivise 1.
Impossible, doncp = 2 oup =3 [4] = -1 [4].
2. Si aucun diviseur premier de N ne vérifiep = —1 [4], on peut écrire :
N=M? + 1=2Favec k=22 = M?*+ 1=0[4] = M? =-1[4].
Or: M =pips...pp = 1[4] = M? =1[4]
Donc 1 = —1[4] soit 2 = 0 [4], ce qui est contradictoire.
3. a. Calculons :
MP~1— 1 =M*"M*2 1 = M2[M*™ — 1] + M? —1=M?*[(MH)™—-1] + M2 - 1
=M2(M* = 1) TP M + M2 — 1= M2(M? — 1)(M? + 1) YTt M4 + M2 — 1.

b. Dapreés le petit théoréeme de Fermat, on a :

MP~l=1[p] = MP1—1=0[p] = pdivise MP™1 —1.
Comme p divise MP~! — 1 etN = M? + 1, p divise M? — 1 d'aprés cette égalité.
c¢. Lentier p divise M*> + 1 etM? — 1, donc p divise la différence 2 = M?> + 1 — (M? — 1) eton en
déduit quep = 2. Il y a ld contradiction avecp = —1 [4].

i Exercice 95 La preuve est une idole devant laquelle le mathématicien se torture.

1. On poseA = 2017! + 1.
Montrer que pour tout entier n tel que 1 <n < 2016, le nombre A + n n'est pas premier. En déduire

2016 entiers consécutifs parmi lesquels aucun n’est premier.

2. Existe-t-il une liste de mille milliards d’entiers consécutifs ne comportant aucun nombre premier ?
Remarque : Ce résultat semble témoigner de la raréfaction des nombres premiers. Cependant, une
conjecture du mathématicien frangais Joseph Bertrand (1822-1900) démontrée par son confrére russe
Pafnouti Tchebytchev (1821-1894) tempere cette impression : « Sin = 3, il y a toujours un nombre
premier compris entre n et 2n »
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Corrigé
1. Pour tout entier naturel n tel que 1 <n <2016, on a: A+n=2017'+(n+1) avec donc
2<n+1<2017. Lentiern + 1 = 2 étant un facteur de2017!, alors :
n+1divise2017!+ (n+1) =A+n.
Donc les 2016 entiers consécutifs A+ 1,A+2,A+ 3, .., A+ 2016 sont tous non premiers.
2. Mille milliards s’écrit 102 (= 1000 x 10%).
On pose, dans ce cas, A = (1012 + 1)! + 1. Comme dans la question précédente, on sait que les entiers
A+n avecl < n < 102 sont tous non premiers. Dot la conclusion.

Celui qui confesse son ignorance la montre une fois ; celui qui essaye
de la cacher la montre plusieurs fois.

Onnote:2 = p; < py <+ < pp < Pns1 < '+ lasuite infinie des nombres premiers rangée dans

l'ordre croissant et (x) le nombre d’entiers premiers plus petits que x.

1. Montrer que :Nn>1, 2n—1<p, < 22"

2. Endéduire que : m(x) > In (In (x)).

Exercice 96

Corrigé
1. On procéde par récurrence surn = 1.
Pourn =1 etn = 2, le résultat est évident.
On le suppose acquis pour tout entier k compris entre 1 etn = 2. Comme pourn = 2, p,, est impair,
l'entier p, + 1 est pair donc non premier etp,., = p, + 2. Avec I'hypothese de récurrence, on déduit
doncque :ppi 2 pp+22=22n + 1.
Si p est un diviseur premier du produitp; ... p, + 1, on a nécessairementp = pn41 (Sinonp = p, ouk
est compris entre 1 et n; donc p divisep, ... b, et 1, ce qui est impossible).
Onadonc: puyi <P <ppopn+1<2x..x 227" +1
SOIt: Pppq < 21F2HH27TT 41 = 0271 4 1 < 2"
2. Pourtoutréelx = 2, la partie entiere m de In (In (x)) est telle que :
—1<m<Ihnh(nx) <m+1
et l'entier natureIn =m+ 1 esttelque:n—1 < In (In (x)) < n, ce qui équivauta :

n-1 n
e€ < x < e,

. < . i . -1 —
La fonctionm étant intuitivement croissante,onan =n(p,) <n (Zzn ) < n(een 1) < m(x).
Soit : n(x) =n > In(In (x))

i Exercice 97 On apprend peu par la victoire, mais beaucoup par la défaite.

Probléme dit de Ia progression arithmétique

Le mathématicien allemand Dirichlet (1805-1859) a démontré que si deux entiers naturels a et b sont
premiers entre eux, alors il existe une infinité de nombres premiers de la forme an + b ou n est un
entier naturel (résultat connu sous le nom du probléme de la progression arithmétique). Mais la
démonstration de ce résultat est hors de portée d’un éléve de la classe de 7éme C,

Dans cet exercice, on se limite d étudier un cas particulier c’est-a-dire qu’on se propose de montrer
qu il existe une infinité de nombre premiers de la forme6 k + 5.

1. Montrer que tout nombre premier autre que 2 et 3 est de la forme6 k + 1 ou 6 k + 5.

2. On forme I'hypothése (H) selon laquelle il n'existe qu'un nombre fini de nombre premiers de la
forme 6 k + 5 que I'on nommep, ;py ;... Pn- On consideére alors I'entierN = 6 p; X py X .. X p, — 1.
a. Justifier queN = —1 [6].

b. En déduire que N est de la forme 6 k + 5 avec k €N, puis qu il ne peut pas étre premier.

¢. Montrer qu aucun des nombresp, ; v, ,...; b, ne divise N et en déduire que les diviseurs premiers de
N sont de la forme6 k + 1, avec k €N. Montrer alors que N = 1 [6]. Conclure.

Corrigé

1. Montrons que tout nombre premier autre que 2 et 3 est de la forme 6 k +1 ou 6 k + 5. Soit n un
entier quelconque diftérent de 2 et de 3, on sait alors que n est de I'une des six formes suivantes : 6k ;
6k+1,6k+2,;6k+3,6k+4,6k+5o0ukeN.
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Si n est premier on peut exclure les cas 6k, 6k + 2 et 6k + 4 divisible par 2 (2 étant exclu) et 6k + 3
divisible par 3 (3 étant exclu). Reste donc les cas 6k + 1 et 6k + 5. Ainsi tout nombre premier différent
de 2 et de 3 est de I'une des deux formes 6k + 1 ou 6k + 5.

2. On forme I'hypothése (H) selon laquelle il existe un nombre fini de nombres premiers de la forme
6k + 5 que I'on nomme p; ; p; ,...; Pn €t que l'on peut supposer rangés dans l'ordre croissant, c’est d
dire quep, < p, < -+ < py,. On considere alors lI'entierN = 6p; X p, X .. X p, — 1

a. Justifions que N = —1 [6]

On sait que6 p; X py X ... X pp, = 0[6] donc queN = —1[6].

b. Puisque N = —1 [6] on peut en déduire que N = 5 [6] donc que N —5 est divisible par 6 donc qu'il
existe un entier k tel gueN — 5 = 6 k soitencore queN = 6 k + 5.

L’hypothése (H) nous dit qu'il existe un nombre fini de nombres premiers de la forme 6 k + 5.

On sait que p, est strictement supérieur 4 2 pour tout k € {1; 2;...; n}, on en déduit que
6p1 X Py X ... X p, = 6p,. On tire alors que N > p,, quelque soitk € {1; 2 ;... ; n} et donc ne peut
pas faire partie de la liste des py,.

Donc que N ne peut étre un nombre premier car il est de la forme 6k + 5.

Une autre démonstration consiste a raisonner pas l'absurde en supposant que N est bien premier.
Comme il est de la forme 6k + 5, c'est que c'est I'un desp,, . Cependant si on note que N = p,, alors on
peut dire quep,, divise N mais divise aussi le produitp,; X p, X ...X py.

Par conséquent on aurait que p;, divise N — 6 py X p, X ... X p, Soit p, divise l'entier 1, ce qui est
manifestement impossible puisquep,. est un nombre premier.

¢. Montrons qu'aucun de nombresp, ; ps ..., Py 1€ divise N.

Comme vu précédemmentp,, ne peut diviser N et ce quelque soit l'entier naturelk € {1; 2; ... ; n}.
Mais rédjgeons une démonstration.
Raisonnons pas l'absurde en supposant qu il existe un indice k de lI'ensemble {1; 2 ;... ; n} tel que py,

divise N. Il est clair dans ces conditions que I'on a: p, | py X py X ... X p, et i | N donnent que
Pr | N — p1 X py X ...X p, donc quep,, | 1 ce qui est absurde puisquep,, est un nombre premier.
Finalement on en déduit qu aucun despy, pour k € {1; 2;... ; n}, ne divise N.
Déduisons en que les diviseurs premiers de N sont de la forme 6k + 1, avec k entier naturel. On sait
que N admet une décomposition en produit de facteurs premiers de la forme N = qf ! qg 2..qy™ avec
m=>1 etq,,q,, ..., Qm des entiers premiers eta, ; a,,...; &, des entiers non nuls.
Pouri € {1; 2;..; m} on sait que q; & {p, ; vy ,..., Pn} car si tel était le cas on aurait l'un des p, qui
serait un diviseur de N ce qui n'est pas le cas. De fait tous les q; sont de la forme :

6k +1ouq; =2 ouq; = 3.
Rappelons qu'un nombre premier différent de 2 et de 3 ne peut étre que de la forme 6k + 1 ou 6
6k + 5 et I'on vient de montrer que ces nombres premiers ne peuvent pas étre de la forme 6k + 5. Or il
est clair que ni 2 ni 3 ne divise N,
Eneffetsi2 | N alors comme?2 | 6 py X py X ...X p, onaurait 2 diviseN —6p; X py X ... X p, c'esta
dire 2 divise 1 ce qui est absurde. De méme avec 3.
Finalement les seuls diviseurs premiers de N ne sont ni de la forme 6k + 5, ni 2 et ni 3.

De fait chaque q;est de la forme 6k + 1 on en déduit que pour tout natureli € {1; 2;...; m} on a
qgi=1[6]et a’oncqlfx ! = 1[6] et par produit, on obtient la congruence N = 1 [6].
Concluons : On vient de montrer que si(H) est vraie alors on obtientN = 1 [6] mais aussiN = —1 [6],

il y a Ia une contradiction. Finalement I'hypothése selon laquelle il n'existe qu'un nombre fini de
nombres premiers de la forme 6k + 5 est donc fausse.

i Exercice 98 Qui court deux liévres d la fois n'en prend aucun.

Chiffrement affine mono-alphabétique

Le principe de ce chiffrement est le suivant :

— On numérote les 26 lettres de l'alphabet de 0 (pour A) a 25 (pour 7Z) comme consigné dans le
tableau suivant :

A|B |C |D|E |F |G | H J | K |L | M
0 2 |13 |14 |56 |7 |8 19 |10]11]|12
N |O |P |Q|R|S |T|U |V | | W|X|Y |Z

13| 1411511617181 1920|2122 23| 24|25
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— On calcule les images de ces 26 entiers par une fonction affine f:x ~— ax +b avec a et b deux
entiers naturels eta # 0 ;

— On prend les restes des images dans la division euclidienne par 26 ;

— On remplace les lettres initiales par celles qui correspondent aux numéros donnés par les restes.

Le couple (a; b) est la clé secréte du codage.

Si par exemplea = 1 etb = 3 alors le codage consiste a faire un décalage de la lettre de 3 crans (c’est

le codage de Jules César:A - D;B - E;...;X - A;Y - B;Z - C).

1. Démontrer que si a et 26 sont premiers entre eux, alors la clé (a ; b) est satisfaisante.

= Utiliser le théoreme de GAUSS.

Dans les questions suivantes, on consideére une clé (a; b) telle que a et 26 sont premiers entre eux.

2. Montrer qu'il existe un entier relatifu tel quea X u = 1 [26].

= Utiliser le théoréme de BEZOUT.

3. Montrer que : Si y = ax + b [26], alors x = uy — bu [26]

En déduire une fonction affine permettant de lire un message codé.

4. On considere la fonction de chiffrement f associée d la clé (11 ; 8).

a. Coder ce proverbe chinois : « PARLER NE FAIT PAS CUIRE LE RIZ» (On ne compte pas les espaces et

les accents).

b. Décoder le message : « [FA EAYIN ».

Corrigé

1. Il faut que deux lettres différentes ne recoivent pas le méme code. En effet, on a :

ax+b =ax' +b[26] < 26|a(x' —x), si a et 26 sont premiers entre eux alors, daprés le théoréme
de Gauss, 26|(x' —x) ; mais comme —25 < x' — x < 25 et que dans l'ensemble [—25,25] le seul
multiple de 26 est 0, alors on déduit que x' = x et par conséquent la clef(a; b) est donc satisfaisante.

2. Dapres le théoréme de Bézout, il existe des entiers relatifs u et v tels que au + 26v =1 ; alors
au=1/[26].

3.8iy =ax+ b [26] alorsuy = x + bu [26], carau = 1 [26] ; donc x = uy — bu [26].

La fonction g : y — uy — bu convient pour décoder les messages.

4.a. La fonction de chiffrement est f(x) = 11x + 8 [26]. N’hésiter pas de compléter le tableau et de
faire les calculs nécessaires (Le tout a été expliqué et il n'’y a plus de secret)

Lettres P A R L E R I Z
Initiales
Numéros 15 0 17 11 4 17 8 25
Numéros 17 8 13 25 0 13 18 23
codés
Lettres R I N Z A N S X
codées

b. Avec l'algorithme d’Euclide, on obtientu = —7. Doncg(y) = =7y + 56.
Lettres codées / F A E A Y / N
Numeéros 8 5 0 4 0 24 8 13
Numeéros 0 21 4 2 4 18 0 17
décodés
Lettres A V E c E S A R
décodées

i Exercice 99 1l vaut mieux étre le bec du coq que la queue du taureau.

Chiffrement de Hill ou chiffrement affine poly-alphabétique.

(Dans cet exercice, le chiffrement est par digramme c’est-a-dire par bloc de 2 lettres)
Partie A : Question de cours

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

Montrer que sia = b [n] etc = d [n] alorsac = bd [n].

Partie B : Inverse de 23 modulo 26

On considere I'équation (E) : 23x - 26y = 1, ou x et y désignent deux entiers relatifs.
1. Vérifier que le couple (-9, -8) est solution de I'équation (E).
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2. Résoudre alors I'équation (E).

3. En déduire un entier a tel que0 < a < 25 et23a = 1 [26].

Partie C : Chiffrement de Hill

On veut coder un mot de deux lettres selon la procédure suivante :

Etape 1 : Chaque lettre du mot est remplacée par un entier en utilisant le tableau ci-dessous :

A|B |C D |E |F |6 |H|! |] |K|L | M
0 2 |3 14 |5 |16 |7 |8 |9 |10|11)| 12
N |O|P |Q|R |S|T|U |V WIX|Y |Z

13114115116 17|18 1920|2122 23| 24|25

On obtient un couple d’entiers (x4 ; x;) ot x, correspond a la premiére lettre du mot etx, correspond
d la deuxieme lettre du mot.

N

= 11x; + 3x, [26] 0<y; <25
= 7x, + 4x, [26] a"“{o <y, <25
Etape 3 : (yl ; yz) est transformé en un mot de deux lettres en utilisant le tableau de correspondance
de l'étape 1.
Exemple: TE - (19;4) - (13;19) - NT

— —

mot en clair mot codé

1. Coder le mot ST.
2. On veut maintenant déterminer la procédure de décodage.

a. Montrer que tout couple (x; ; x,) vérifiant les équations du systéme (S,), vérifie les équations du
systeme :

Etape 2 : (x1 ; xz) est transformé en (y1 ; yz) tel que : (S1) {;] 1
2

5. { 23x1 = 4y, + 23y, [26]
27 123x, = 19y, + 11y, [26]

b. A I'aide de Ia partie B, montrer que tout couple (x; ; x,) vérifiant les équations du systéme (Sz),
x1 = 16y, +y, [26]
X, = 11y, + 5y, [26]
¢. Montrer que tout couple (x; ; x,) Vérifiant les équations du systéme (S3), vérifie les équations du
systeme (Sy).
d. Décoder le mot Y.

vérifie les équations du systéme (S3) : {

Corrigé

Partie A : Question de cours

1l s’agit de la compatibilité de la multiplication avec la congruence : n’hésiter pas de revoir le cours.

Partie B : Inverse de 23 modulo 26

1.0na:23x(—=9) —26 x (—8) = —207 + 208 = 1. Donc le couple (—9; —8) est solution de (E).

2 Ona: 23x — 26y =1
: na'{23x(—9)—26x(—8)= 1

23X (x+9)—26 % (y+8) =0soitencore23 X (x+9) =26x(y+8) (1).

Donc 23 divise 26(y + 8) et comme 23 A 26 = 1 alors selon Gauss 23 divise y + 8 c’est-d-dire qu’il

existe un entier relatifk tel quey + 8 = 23k et doncy = —8 + 23k.

En remplacant, dans (1),y + 8 par23k, on obtient: 23(x +9) = 26 X 23k et donc:x = —9 + 26k.

Réciproquement, on vérifiera facilement que les couples (—9 + 26k ; —8 + 23k) sont solutions de (E).

Conclusion :Sgy = {(=9 + 26k; —8 + 23k) /k € Z}.

3. Il sagit de trouver un couple (a; b) solution de (E) tel que sa premiére composante a vérifie

0 < a £ 25. Or, on sait qu’il existe un entier k tel quea = —9 + 26k. La condition sur a s’exprime donc

par0 < =9+ 26k < 25. [l y a une seule valeur possible pour k :k = 1 et pour cette valeur, on a :
a=-9+26=17.

De I'égalité 23 x 17 — 26b = 1, on tire via le modulo 26 que 23 X 17 = 1[26] car 26b = 0 [26]. Donc

l'inverse de 23 modulo 26 est 17.

ce qui donne par différence membre a membre :

Partie C: Chiffrement de HILL
Etape 1 Etape 2 Etape 3
1 ST == (1819) = 2L;20)=— VU
mot en clair (%15 %2) V1; ¥2) mot codé
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2. a. Soit(x1 ; x,) une solution de (S;). Montrons que (x4 ; x;) est solution de (S;).
Ona- {yl 11x; + 3x, [26] X (—4) {—44x1 — 12x, = —4vy,[26]
Ay, = 7x; +4x, [26]x 3 21x; + 12x, = 3y,[26]
—23x; = —4y, + 3y, [26].
y1 = 11x; + 3x, [26] X (—=7) —77x, — 21x, = —7y,[26]
Yo = 7x1 +4x, [26] X 11 { 77x, + 44x, = 11y,[26]
Et toujours par somme, on obtient : 23x, = —7y; + 11y, [26].
Or, d’'une part, la relation —23x; = —4y, + 3y, [26] s’écrit :
23x, = 4y, — 3y, [26] ou encore23x, = 4y, + 23y, [26] car—3 = 23 [26]. D'autre part, comme
—7 =19 [26] alors la relation 23x, = =7y, + 11y, [26] s'écrit23x, = 19y, + 11y, [26].
23x1 = 4y, + 23y, [26]
23x, = 19y, + 11y, [26] corp.
b. On a déja montré a la Partie B que 23 x 17 = 1[26]. Donc en multipliant chaque membre du
systeme (S,) par 17, on obtient :
23x, X 17 = 4y, x 17 + 23y, x 17 [26]
{23x2 X 17 = 19y, x 17 + 11y, x 17 [26]

etdonc:

De la méme maniéere, ona: {

D’ou le systeme de congruences{

X1 = 68y; + vy, [26]

%, = 323y, + 187y, [26] et compte tenu des congruences: 68 = 16 [26], 323 = 11[26] et

Soit : {
x1 = 16y, + v, [26]
X, = 11y, + 5y, [26]
c. Soit(xq ; x,) un couple vérifiant (S3). Montrons qu’il vérifie également le systéme(S,).
Ona:11x; + 3x, = 11(16y; + y,) + 3(11y; + 5y,) = 209y; + 26y,. Or209 = 1 [26] et 26 = 0 [26],
dou :

187 =5 [26], on peut conclure que (x, ; x,) vérifie le systéme : (S3) { CQFD.

11x; + 3x, = y; [26].
De | a méme maniére, on démontre que 7x, + 4x, =y, [26].
D’ou enfin (xq ; x,) vérifie bien le systeme (S,). Donc les systéemes (S1) et (S3) sont équivalents. Le
systeme (S;) sert a coder, le systéme (S3) a décoder.
d. Le mot Y] correspond au couple (y1 ; yz) = (24;9). En appliquant les équations du systéme (S3) qui
x1 =16 X 24 + 9 [26] x1 = 393 [26]
X, =11X24+5x%9[26] x, = 309 [26]
Or 393 =3[26] et 309 =23[26], dou (x1 ; xz) = (3;23) et par suite la lecture du tableau de
correspondance indique que le mot codé est DX.

i Exercice 100 La bouche est la porte du malheur.

Le chiffrement aftine mono-alphabétique (voir exercice n°98) est trop facile a « craquer » sur le plan
mathématique. C’est pourquoi le diplomate francais Blaise de Vigenére eut I'idée d'utiliser une clé pour
doper le chiffrement affine. Cette clé peut étre un mot, une phrase, un paragraphe ou méme carrément
un livre !!! Si I'on veut coder la phrase « il fait beau et chaud » avec la clé « beau ciel », on procéde de la
facon suivante :

Etape 1 : On superpose la phrase et la clé (que 'on répéte autant de fois qu’il le faut) :

I |L|\F|A|IlI |T|\B|E|\A|\U|E|T|C|\H|A|U\|D
B|L|\E|\U|C|I |E|L|\B|\L|E|U|C|I |E|L|B
Etape 2 : On associe a une lettre de la phrase son entier x;, et d la lettre correspondante de la clé son
entiery;.

permettent le décodage, on obtient { ou encore{

X +yi = z; [26]
0< z; < 25 ’
Etape 4 : On associe ad I'entier z; sa lettre.

Etape 3 : On détermine z; tel que {

1. Coder la phrase « il fait beau et chaud » avec la clé « bleu ciel ».
2. Quel est le gros intérét de ce chiffrement par rapport au chiffrement affine.
3. On s’intéresse maintenant a la procédure de décodage.
a. Montrer que cette procédure est élémentaire lorsque I'on connait la clé.
b. Décoder la phrase suivante : « DZQGGBIDZPYR ».
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Corrigé
1. Pour répondre facilement a la question, il vaut mieux faire un tableau :

I |2 |F |4 |7 |7 |B |E
B |L |E |u |c |7 [E L

X; 8 1115 o |8 191 |4
v, 1 (114 (202 |8 |2 |11
x;+y;, |9 |22]9 |20l10]27]5 |15
Zi 9 2219 2010275 |15
J w7 (v |k [B |F |P
Alv]elr|lclulalvulp
gl |Elulc|r |E|L |8

x; |0 |2002 191217 o [20]3
yvi |1 |121]14 (202 |8 |4 |11]1
i 1 (31|18 |39|4 |15|4 |31]4

+ Y

zi |1 (31|18 | 394 |15|2 |31]4
g |lFr |71 IN|E|P|EI|F|E

Finalement la phrase codée est « [WJUKBFPBFINEPEFE ».

2. Le gros intérét est qu’une méme lettre n’est pas toujours codée par la méme lettre, tout dépend de Ia
clé...

3.a. Comme x; +y; = z; [26] , quand on connait la clé, comme y; est également connu, il suffit de
x; = z; — y; [26]

0< X <25 ’

b. Pour décoder la phrase, on fait le tableau suivant en appliquant la question précédente pour trouver
la valeur de x.

trouverx; tel que : {

D 7 Q G G
B L E U c
7 3 25 |16 |6 6
v, 1 11 | 4 20 |2
Zi—y | 2 14 |12 |-14 |4
x; 2 14 |12 |12 |4
4 0 M M E
B / D A P Y R
7 E L B L E U
Z 1 8 |3 |25 |15 |24 |17
v, 8 4 |11 |1 |11 |4 |20
Zi — Y -7 4 -8 24 4 20 -3
X; 19 4 18 |24 | 4 20 | 23
T E S Y E U X

La phrase est « comme tes yeux ».

i Exercice 101 C'est une belle harmonie quand le faire et le dire vont ensemble.

Chiffrement par exponentiation

Partie A : On considére I'équation (E) : 25x - 108y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (13, 3) est solution de cetéqte uation.

2. Déterminer l'ensemble des couples de relatifs solutions de I'équation (E).

Partie B : Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels

vérifiant la relation : 25g - 108c = 1.

95



On rappelle le petit théoreme de Fermat : si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p
alors aP~* est congru a 1 modulo p, ce que I'on notea?~* = 1 [p].

1. Soit x un entier naturel. Démontrer que six = a [7] etx = a [19] alorsx = a [133].

2. a. On suppose que a n’est pas un multiple de 7.

Démontrer que a® = 1 [7] puis que a*®® = 1 [7]. En déduire que (a*°)9 = a [7].

b. On suppose que a est un multiple de 7. Démontrer que (a*>)9 = a [7).

¢. On admet que pour tout entier naturel a, (a®>>)9 = a [19]. Démontrer que (a*°)9 = a [133].

Partie C: On note A I'ensemble des entiers naturels a tels que :1 < a < 26.

Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décodé. La phase de codage consiste a
associer a chaque entier a de A, I'entier r tel que a®® = r [133] avec0 < r < 133.

La phase de décodage consiste a associer a r, I'entier r; tel quer'® = r; [133] avec0 <1, < 133.

1. Justifier quer; = a [133].

2. Un message codé conduit a la suite des 2 entiers suivants : 128 et 59. Décoder ce message.

Corrigé
Partie A : On considére I'équation (E) : 25x - 108y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.
1.25x 13 —-108 x 3 =325 —324 =1, le couple (13 ; 3) est bien solution de I'équation (E).
2. Le couple (13, 3) est une solution particuliére de (E) c’est-d-dire que : 25 X 13 — 108 X 3 = 1.
(x; y) estsolution de (E) équivaut a25x - 108y = 1. Par différence des deux identités, on trouve :
25(x —13) =108(y —3) (1)
Comme 108 et 25 sont premiers entre eux et25 |108(y — 3) alors 25|y — 3 c’est-d-dire qu’il existe un
entier relatif k tel que :y — 3 = 25k ou encorey = 3 + 25k. En remplacanty — 3 par25k dans (1), on
trouvex = 13 + 108k. Donc I'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E) est :
{(13 + 108k; 3 + 25k) /k € Z}.
Partie B : Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels
vérifiant la relation : 25g — 108c = 1.
1. Soit x un entier naturel.
Six = al7] alors 7 divise x —a. De méme x = a [19] implique que 19 divise x —a. Or 7A19 =1
donc7 x 19 = 133 divisex — a. Ce résultat peut étre écritx = a [133].
7 est un nombre premier

4 q n'estpas un multiple de 7}

D’autre part a'°® = a®*18 = (a®)8 = 18 [7] = 1 [7], d'ou :
(aZS)g — a25g — a1+108 =aX (a108)c =axXx1°=a [7]
Donc, si a n’est pas un multiple de 7 alors :a® = 1 [7], a'°® = 1[7] et (a?°)9 = a[7].
b. Si a est un multiple de 7 alorsa = 0 [7] et par suite : (a*®)9 = a?>9 =0 = a[7].
Donc, si a est un multiple de 7 alors (a*>)9 = a [7].
¢. On admet que pour tout entier naturel a, (a*>>)9 = a [19].
On a- {(a25)9 = a [7] (démontré en B.2)
" ((@®®)9 = a [19] (admisenB.2.c)
on peut conclure que pour tout entier naturel a : (a**)9 = a [133].
Partie C
1. On sait déja que le couple (g; c) = (13; 3) vérifie I'équation (E) c’est-a-dire que : 25g - 108c =1
(Partie A).
On peut donc appliquer les résultats de la question 2.c. de la partie B:r; = r*3 = (a?>)!3 = a [133].
2.0na:128 = —5[133], donc128'3 = (—5)'3 = —131 = 2 [133] et aussi :
5913 = (59%)3 x 59 = (—3)3 x 59 = 3[133].

Donc le message avant codage était les deux entiers suivants : 2 3.

i Exercice 102 Le courage est l'art de dissimiler sa peur.

Le systéme cryptographique RSA - 1er Episode

Les chiffrements affine, de Vigeneére et de Hill et les méthodes de plus en plus sophistiquées qui leur
succéderent jusqua la fin des années 1970 ont toutes posé un probléme important : celui de I'échange
des clés entre I'émetteur et le destinataire du message, la clé utilisée étant la méme pour le chiffrement
que pour le déchiffrement (on parle de clé « symétrique »). En 1975, trois américains (Diffie, Hellman
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= a [7] selon le petit théoréme de Fermat. Donca® = 1 [7].

donc en appliquant les résultants du B.1. pourx = (a?°)9,




et Merkle) ont eu l'idée d'utiliser une clé « asymétrique » : la clé de chiffrement (clé publique) serait
différente de la clé de déchiffrement (clé privée).

oy . 1l restait a concrétiser cette idée en trouvant une fonction de
" chiffrement adaptée.
Trois autres américains Ron Rivest, Adi Shamir et Léonard
Adleman (photo ci-contre) ont concrétisé les travaux de D.HM,
et donné naissance au systéeme RS.Aen 1976.
Le RSA est basé sur la théorie des nombres premiers, et sa
robustesse tient du fait qu’il n’existe aucun algorithme de
décomposition « rapide », surtout d’un trés grand nombre en
facteurs premiers. L’usage du R.S.A ne s’est généralisé qu'a Ia fin
des années 1990 avec larrivée d’Internet et il est utilisé
Ron Rivest. Adi Shamir et Léonard Adleman  actuellement dans plus de 85% des échanges sécurisés

mondiaux.

Partiel

1. Propriété fondamentale

n = p q est le produit de deux nombres premiers p et q distincts. On posem = (p- 1)(q-1) et on
note c un nombre premier avec m. On note x un entier naturel.

a. Démontrer qu'il existe des entiers d et k tels que :cd = km + 1 (cesta direc d = 1 modulo m)

b. Cas ou x est non divisible par p.

Démontrer quexP~! = 1 modulo p

En déduire que x*™ = 1 modulo p puis que x°* = x modulo p.
Cas ou x est divisible par p.
Démontrer que x°® = x modulo p.

c. Démontrer de facon analogue que pour tout x entier naturel, on a : x°¢ =

d. En déduire que pour tout entier naturel x, x°* = x modulo n.

n = p q (n étant un entier naturel, p et q étant premiers).

La connaissance de n permet de trouver les entiers m, ¢, et d de la partie 1et les messages a crypter
sont des entiers x compris entre 0 et n - 1.

Cryptage : x est crypté par C(x) congru x° modulo n. Les données n et a sont nécessaires pour crypter
et le couple (n; c ) est la clé publique, connue de tous.

Décryptage : y est décrypté par D(y) congruy® modulo n.

Les données n et b sont nécessaires pour décrypter et d est la clé privée, connue seulement de la
personne qui recoit le message. On peut vérifier que D(C(x)) congru (x¢)% congru x°® congru x
modulo n; on retrouve donc la valeur x aprés cryptage, puis décryptage.

Partie I

1. Mariem souhaite recevoir en message crypté I'dge de Coumba. elle choisit les entiersp = 3 et q = 11.

a. Calculer n et m, puis déterminer le plus petit entier qu ‘elle peut choisir comme valeur pour c.

b. Déterminer alors le plus petit entier qu ‘elle peut choisir pour d.

¢. Mariem envoie sa clé publique (33 ; 3) 4 Coumba. Cette derniére crypte son 4ge et lui envoie le

nombre 29. Retrouver I'dge de Coumba.

2. En retour, Coumba souhaite que Mariem [ui envoie en message crypté son numéro de téléphone. Les
numeéros sont cryptés deux par deux.

a. justifier que n doit étre supérieur ou égal a 100.

b. Montrer que la clé publique la plus petite possible que Coumba peut envoyer est alors (106, 3).

¢. Crypter alors avec cette clé le numéro de téléphone de Mariem : 06 13 87 11 45.

x modulo q.

Corrigé
Partie ]
1. a. ¢ est un nombre premier avec m donc daprés le théoréme de Bézout, il existe deux nombres

entiers relatifs u et vtelsquecu+mv =1 donccu =- mv + 1 en posantd = u et-v = k ; il existe
des entiers d et k tels que: cd = km + 1.

97



b. Cas ou x est non divisible par p.

p est un nombre premier et x est non divisible par p donc x est premier avec p donc dapreés le petit
théoréme de Fermat xP~1 = 1 [p].
xP~1 =1 [pldonc (xP~1)91 = 1971 [p] soit x™ = 1[p] et donc (x™)* = 1% [p] soit x*™ =1 [p] et
donc: x°® = x*M+l = xk™m x x or x¥™ =1 [p] donc x°* = x [p].
c. Si x est divisible par g, alorsx = 0 [q] doncx® = 0 [q] doncx‘® = x [q].
Si x est non divisible par q, alors q est un nombre premier et x est non divisible par q donc x est
premier avec q donc d’apreés le petit théoréme de Fermat, x7~* = 1 [q].
x171 = 1[q] donc(x9=1)P~1 = 1P~ [q] soitx™ = 1 [q] donc (x™)¥ = 1¥ [q] soitx*™ = 1 [q].
x¢4 = xkmtl = xkm 5 x or x*™ = 1[q] doncx® = x [q]. Dans tous les cas : x°* = x [q].
d. p et q divisent x°® - x, p et q sont deux entiers naturels premiers donc premiers entre eux donc,
d’apreés le théoréme de Gauss, p q divise x°¢
Partie Il
1. Mariem souhaite recevoir en message crypté l'dge de Coumba. Elle choisitp = 3 etq = 11.
a. Calculer n et m, puis déterminer le plus petit entier qu il peut choisir pour c.
n=pq=3x11=33

m=((p-1)(g-1)=2%x10=20=2%2x5
c est un nombre premier avec m donc le plus petit entier possible pour c est 3.
b. Il faut résoudre : cu+mv =1 avecc =3 et m = 20 soit 3u + 20v = 1, une solution estu =7 et

- 10 { 3u+20v=1
Ve LU A 7+ 20x (D) =1

soit:3(u-7)=-20v + 1).

3 et 20 sont premiers entre eux et 20 divise 3(u - 7) donc daprés le théoréme de Gauss, 20 divise
u -7 donc il existe un entier relatifk tel queu-7 = 20k doncu = 20k + 7.

d =u doncd = 20k + 7, le plus petit entier naturel qu'il peut choisir pour d est 7.

¢. Le couple (n, c) est la clé publique donc n=33 et c=3.

Décryptage : y est décrypté par D(y) congruy® modulo n.

D(y) = 297 modulo 33

29 = -4 modulo 33

- x. Pour tout entier naturel x, x°¢ = x [n].

donc par différence terme a terme :3(u-7)+20(v+1) =0

292 = 16 modulo 33
293 = - 64 modulo 33 donc 293 = 2 modulo 33
29% = 22 modulo 33

297 =4 x29 [33] © 297 = 4 x (-4) [33] © 297 =17 [33]

29 est décrypté par 17. Coumba a 17 ans.

2. a. Justifier que n doit étre supérieur ou égal a 100

Le nombre x d crypter est au maximum égald 99or0 < x < n- 1 doncn = 100.

b. La plus petite valeur possible de c est 3 d'aprés la question 1. a.

n = p q est le produit de deux nombres premiers p et q distincts.

Le plus petit nombre premier possible estp = 2, orn = p q etn = 100 donc2q = 100 doncq = 50
Le plus petit nombre premier supérieur d 50 est 53 doncq = 53 etn = 2 X 53 = 106

La clé publique Ia plus petite possible que Coumba peut envoyer est alors le couple (106, 3).

c

X 06 13 87 11 45
x3 216 | 2197 | 658503 | 1331 91125
Quotient de x* 2 20 6212 12 859
Reste dex? 4 77 31 59 71

Le numéro de téléphone de Mariem : 06 13 87 11 45 est codé par: 04 77 31 59 71.

i Exercice 103 La méme gourde qui a contenu du piment, peut vide, faire éternuer.

Le systéme cryptographique RSA - 2¢ Episode
Protocole RSA pour envoyer un message crypté : Une personne nommée « I'Emetteur » veut
transmettre une information secréte a une autre personne dite « le Destinataire ».
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(a) Création des clefs.
Destinataire construit un quadruplet de nombres (p, q, e d) tel que p et q sont deux nombres
premiers; on posen = pq, e est un entier premier avec le produit (p - 1)(q- 1) , d est un entier positif
tel que e d - 1 est un multiple de (p - 1)(q- 1), c’est-a-dire tel queed = 1 [(p -1)(q -1)].
On sait alors daprés I'énoncé du théoreme du RSA que, si A est un entier quelconque, alors
A? = A (mod n), et c’est cette identité qui va tout faire fonctionner.
Le nombre d constitue la clef secréte de Destinataire.
(b) Destinataire rend publics n et e, qui constituent la clé publique. Il ne publie surtout pas p, g ou d. Le
nombre d constitue la clé secréte du destinataire.
(c) Emetteur, qui veut transmettre une information secréte a Destinataire, transforme son information
en un nombre entier A, inférieur a n (ou en plusieurs si nécessaire), en utilisant des conventions
connues de tous (provenant, par exemple, des codes numériques des caractéres typographiques, ou en
prenanta =01, b= 02, etc.).
(d) Emetteur calcule, B = A® [n], envoie B a Destinataire par un canal qui n’a pas besoin d'étre protégé
(par exemple, le courrier électronique).
(e) Destinataire, pour décoder B, calcule B* (mod n), ce qui lui redonne A, car, d’aprés le théor. du
RSA, ona:

B% = A°® = A (mod n).
Théoréme du RSA :
Soient p et q deux nombres premiers distincts.
Onposen=pgetm=(p-1)(q-1).
Si e est un nombre premier avec m alors :
(1) il existe un entierd > 0 tel queed = 1 [m]
(2) pour cet entier d et pour tout entiera, ona:a
Partie théorique :
1. Montrer que si la condition « e et m premiers entre eux » n'est pas remplie, il n’est pas possible de
trouver un tel entier d.

¢d = g [n]

a=b[p]
a=blq]
Cette équivalence est-elle encore vraie lorsque p ou g n’est pas premier ?
b. Montrer que dans le théoréme du RS4, il existe un entier rtelque: ed = (p - 1)r + 1.

En déduire que a®® = a [p].

c. Montrer de méme que a®® = a [q] et conclure.

Partie Pratique : Le couple (n,; e) est la clef publique et le nombre d est la clef cachée.

On intercepte avec la clef publique (8633, 1225) le message : 736 ;8523 ; 916, 6630, 279.

Comme le nombre 8633 n’est pas trés gros, on peut facilement, a l'aide d’un programme, trouver la clef
secréte et décoder le message. Que dit ce message?

2. a. Montrer que si p et q sont deux nombres premiers, alors : { S a =b[pql.

Corrigé

Partie théorique :

1. Soit m = 6 et e = 4, s'il existe un entier d > 0 tel que ed = 1 [m] alorsona:

4d = 1 /6] donc il existe un entier relatif q tel que 4d = 6q + 1. Or 4d est un nombre pair, 6q + 1 est un

nombre impair donc 4d # 6q + 1. La propriété (1) n’est pas valide si e et m ne sont pas premiers entre

eux.

2.a Sia=b[p]eta=D>b[q]alorsp divise a - b et q divise a - b, p et g sont deux nombres premiers

distincts donc sont premiers entre eux donc d’apreés le théoréme de Gauss, pq divise a - b donc :
a=b/[pq].

Réciproquement : sia = b [p qj, il existe un entier relatifn tel que a - b = npq.

nq est un entier relatif donc p divise a - b donca = b [p]

np est un entier relatif donc q divisea - b donca = b [q]

doncsia=b [pg]alorsa=>b [p]eta=b[q] doul'équivalence :{Z i b lp] < a=b[pql.

Soitp=3etq=6:

Soita=6,b=12alorsa-b=6donca=>b[3]eta=Db[6]

a-b=6etpg=18doncpqg>a-bdoncpq ne divise pas a - b, et donconnapasa=>b [pq].
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La propriété ne s‘applique pas si p ou q n’est pas premier.

b. Dans le théoréme du RSA, ed = 1 [m] donc il existe un entier k tel que :ed = (p- 1)(q- Dk + 1

Soit r = (q - 1kalorsrestunentiereted=(p-1)r+1 et a®® = q®-V+1 = -1 x g,

si a n'est pas divisible par p, p est un nombre premier donc, d'aprés le petit théoreme de Fermat :

aP~' =1 [p] donca® V" = 1[p] et par suitea® V" x a = a [p] soita®® = a[p].

ed —

Si a est divisible par p, alors a = 0 [p] donca®® = 0 [p] donca®® = a [p].
Don dans tous les cas a®® = a [p].
¢. Dans le théoréme du RSA, ed = 1 [m] donc il existe un entier k tel que : ed = (p - 1)(q - Dk + 1.
Soitr’ = (p - 1)k alors r’est un entier eted = (q - 1)r’ + 1 etdonc: a®® = a(@- U7+l = q@ V" x g,
si a n'est pas divisible par q, q est un nombre premier donc, daprés le petit théoreme de Fermat :
a9t = 1[q] donca@V7" = 1[q] et par suitea™" V7" x a = a|[q] soita®® = a[q].
Si a est divisible par q, alors a = 0 [q] donca®® = 0 [q] donca®® = a [q].
Donc dans tous les casa®® = a [q].
Ona:a®® = a|[p] eta®® = a|q]
p et g sont deux nombres premiers distincts donc d’apreés la propriété démontrée a la question 2.a,
a®® = a[p q] soita®® = a [n].
Partie Pratique :
n=38633ete = 1225, déterminons s’il existe p et q deux nombres premiers tels que :
n=pq et m=(p-1)(q-1).

8633 = 89 X 97, les entiers 89 et 97 sont deux nombres premiers donc :

m = 88 X 96 = 28 X 3 X 11 = 8448

e =52x72

donc e est un nombre premieravecm : ed =1 [m] & 1225 xd = 1[8448] donc d = 3193.

Exercice 104 Les bonnes idées n’ont pas d’dge, elles ont seulement de l'avenir.

Nombres de Mersenne et test de Lucas-Lehmer
Partie A : Le but de cette partie est de démontrer que I'ensemble des nombres premiers est infini en
raisonnant par l'absurde.
1. On suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers que I'on notera : py, P2, - Pn-
On considere le nombre F égal au produit de tous les nombres premiers augmenté de 1 :
E=p; Xpy X..X pp+1
Démontrer que E est un entier supérieur ou égal a 2, et que F est premier avec chacun des entiers p,,
P2, s Pn-
2. En utilisant le fait que F admet un diviseur premier conclure.
Partie B
Pour tout entier naturelk > 2, on pose M,, = 2¥ — 1. On dit que I'entier M, est le k-iéme nombre de
Mersenne.
1. a. Reproduire et compléter le tableau suivant, qui donne quelques valeurs de M, :

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b. D'apreés le tableau précédent, si k est un nombre premier, peut-on conjecturer que le nombre My, est
premier ?
2. Soient p et q deux entiers naturels non nuls.
a. Justifier I'égalité : 1 + 2P + (2P)? + -+ (2P)971 = %.

b. En déduire que 2P — 1 est divisible par2P — 1.

c. En déduire que si un entier k supérieur ou égal 4 2 n'est pas premier, alors
M, ne l'est pas non plus.

3. a. Prouver que le nombre de Mersenne M, n’est pas premier.

b. Que peut-on en déduire concernant la conjecture de la question 1. b. ?

Partie C: Le test de Lucas-Lehmer permet de déterminer si un nombre de Mersenne donné est
premier.

Ce test utilise la suite numérique (u,) définie paru, = 4 et pour tout entiern : u,,, = u? — 2.

100



Si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, le test permet d affirmer que le nombre M,, est premier
si et seulement siu,,_, = 0 modulo M,,. Cette propriété est admise dans la suite.

1. Utiliser le test de Lucas-Lehmer pour vérifier que le nombre de Mersenne Ms est premier.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

L'algorithme suivant, qui est incomplet, doit permettre de vérifier si le nombre de Mersenne M,, est
premier, en utilisant le test de Lucas-Lehmer.

Variables u, M, n et i sont des entiers naturels
Initialisation | u prend la valeur 4

Demander un entier n >3

Traitement | M prendlavaleur......
Pouriallantde 1a... faire u prend la
valeur. ..

Fin Pour

Si M divise u alors afficher «M. . .......
»

sinon afficher «M. ........ »

Recopier et compléter cet algorithme de facon a ce qu’il remplisse la condition voulue.

Corrigé

Partie A : I s’agit de la démonstration d’Euclide de l'infinitude des nombres premiers qui date d’il y a
23 siécles !

1. On suppose qu’il existe un nombre fini de nombres premiers notés p,, pa, .., Pn- On considere le
nombre défini par E = p; X p, X...X p, +1. Le nombre 2 est premier donc il est dans la liste
{p1, 02, ..., Pn} s donc le produit de ces nombres p; est supérieur ou égal a 2 et par conséquent E est
supérieur strictement a 3.

Lécriture E = py X py X...X p, + 1 traduit le fait que le reste dans la division euclidienne de F par
chacun desp; est égal a 1. Donc F est premier avec chacun desp;.

Z. On sait que tout entier supérieur a 2 admet au moins un diviseur premier. Cela sapplique
clairement a E. Donc E admet au moins un diviseur premier d. Ce diviseur ne peut étre égal a aucun des
p;- D'ou l'existence d’un autre nombre premier qui n'est ni py, ni p,, ni ..., ni p,, ce qui contredit de
toute évidence I'hypothése faite au départ Il existe donc une infinité de nombres premiers.

Partie B: Pour tout entier k > 2, on pose M, = 2¥ — 1. On dit que M,, est le k-iéme nombre de
Mersenne.

1.a. On calcule M, pour quelques valeurs de k :

k 2 3 4 5 6

M, 3 premier 7 premier 15=3x%x5 31 premier 63=7X%X9
k 7 8 9 10
M, | 127 premier 255 =5x51 511 =7x73 | 1023 =3 x 341

b. D'apreés le tableau, on peut conjecturer que si k est premier alors M, est premier.

2. Soient p et q deux entiers naturels non nuls.

a Ona:1+ 2P+ (2P)% + .-+ (2P)971 est la somme de q termes consécutifs de la suite géométrique
de 1¢r terme 1 et de raison2P ; D’ou :

1— raisonnombre de termes (Zp)q -1
1+2P + (2P)% + -+ (2P)271 = 1°" terme x _ = :
1 —raison 2r —1
b. Le nombre1 + 2P + (2P)? + --- + (2P)971 est entier et, d’apreés I'égalité précédente, on a :
(1+2P+ (2P)%2 + -+ (2P)T 1) x (2P — 1) = 2P9 — 1 ; d’ou 2P9 — 1 est divisible par2P — 1.
¢. Soit k un nombre non premier; alors il existe deux entiers naturels p et q tels que :p = 2,q = 2 et
k =p xq.OnadoncM, = 2¥ —1 = 2P — 1 estdivisible par2P — 1 d’apreés la question précédente.
Commep = 2 alors2P — 1 > 3 etdonc M, n’est pas premier.
Remarque : On vient de démontrer que :
Si k est composé alors M, est composé (Forme logique :P = Q).
On peut donc déduire que sa contraposée, qui lui est équivalente, est vraie :
SiM,, est premier alorsk est premier (Forme logique :nonQQ = nonP).
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Cette derniére implication peut constituée un test de primalité mais qui n’est pas du tout pratique car
on al’l'inégalité M, = k.
3.a.M;; =21 —1 = 2047 = 23 x 89 et donc M,, n’est pas premier.

b. La conjecture de la question 1.b. est donc fausse : 11 est premier et M1, n’est pas premier.
Ug =4

Partie C: Soit (u,,) la suite définie surN par : { _ , pour tout naturel n.

Unyy = U
1. D'aprés le test de Lucas-Lehmer, M est premier si et seulement sius = 0 [Ms].
Ona:Ms=2°-1=31;uy=4,u; =u3—2=14;

U, =u?—2=194,u; =u5 —2=37634=31x1214.

Doncus est divisible par M5 et le test de Lucas-Lehmer est vérifié pourk = 5.

2. L'algorithme suivant permet de vérifier si le nombre de Mersenne M,, est premier, en utilisant le test
de Lucas-Lehmer :

Variables u, M, n etisontdes entiers naturels

Initialisation | u prend la valeur 4

Demander un entiern > 3

Traitement | M prend la valeur<« 2™ —1 >

Pouriallantde 1a.< n— 2 > faire u prend la valeur
Kut-2>»

Fin Pour

Si M divise u alors afficher <K M est premier >

sinon afficher & M n'est pas premier >

Exercice 105 Si Dieu exaugait la priére des chiens, il ferait pleuvoir des os.

257885161 _ 1 . c'ast un nombre de Mersenne, le

Le plus grand nombre premier connu a ce jour est
47¢me nombre premier connu de cette catégorie. Il a été découvert le 25 janvier 2013 par trois
professeurs Curtis Cooper, G. Woltman, S. Kurowski exercant a University of Central Missouri dans le
cadre du projet GIMPS (Internet Mersenne Prime Search). Ce nombre est composé de plus de
17 millions de chiffres et remplirait prés de 20 livres de 500 pages environ soit un fichier de 22 Mo !!
La vérification de sa primalité a nécessité 39 jours de calcul continu sur des puissants ordinateurs !!!
Quels sont ses deux derniers chiffres ?

Remarque : Aujourd’hui le plus grand nombre premier connu est un nombre de Mersenne, ce n’est plus
le 47¢me mais plutot le 49eme, 274207281 - 1, qui comprend 22 338 618 chiftres et qui a été découvert le 7
janvier 2016 (Cet exercice étant rédigé en septembre 2015, jai été rattrapé par cette nouvelle
découverte. Donc jai laissé I'énoncé intact mais je recommande vivement au lecteur de reprendre

l'exercice avec ce nouveau record).

Corrigé
11 s'agit donc de calculerp = 257885161 — 1 modulo 100. Puisque 100 = 22 x 52 = 4 x 25, le théoréme
chinois nous invite a calculer ce nombre modulo 4 et 25, pour en déduire sa valeur modulo 100.

Tout d'abord, modulo 4, I'énorme puissance de 2 se réduit évidemment a 0. On a doncp = —1 [4].
Ensuite, il faut examiner le comportement des puissances de 2 modulo 25, Pour cela, on peut par
exemple remarquer que2'® = 1024 = 24 = —1 [25]. En élevant au carré, on a donc2?® = 1 [25]. Par

ailleurs, il est visible que’57885161 = 1 [20]. On peut donc trouver un entierr € N (qu'il serait facile
mais inutile de calculer) tel que I'on ait 57885161 = 20r + 1. On peut alors calculer la réduction de p
modulo 25 :
p=2%20t1_1=2x(229)"-1=2x1"-1=1[25].

Ainsip = —1[4] etp = 1[25]. Le théoréme chinois assure que cela détermine la réduction
de p modulo 100. Ici, c'est assez facile a vérifier a Ia main : si un nombre est congru 4 1 modulo 25, il
est congru a1, 26, 51 ou 76 modulo 100. De toutes ces possibilités, seule la troisieme est congrue
a—1 modulo 4.

On en déduit doncp = 51 [100] et les deux derniers chiffres du plus grand nombre premier connu a ce
Jjour sont 5 et 1.
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Le professeur est comme une barque qui attend les passagers pour leur faire

Exercice 106 traverser le fleuve.

Soit n un entier naturel non nul et 6 (n) la somme des chiftres de n en base 10.

Partie A

1. Justifier qu’il existe un naturel p tel que : 10P < n < 10P*1, Quel est le nombre de chiffres de n ?
2. Montrer que p = E(log,o(n)) ou E(x) représente la partie entiére de x.

3. Posonsn = Yh_,a;10%, oip €N, etVk € {0,1, ...,p}, ax € {0,1,...,9}, et a, # 0.

Justifier que a(n) reste inchangé si on permute les chiftres de n.

Partie B: Pourn = 1, posonsu, = U((:;)l ). Le but de cette partie est I'étude de la convergence de la
suite u et la localisation des ses valeurs. On sait que n = a,10? +---+ 10a; + ap = @, ...a; a010
1. Localisation des valeurs de u

a. Si, au moins, un des chiffres de n n’est pas 9, on note k le plus petit indice tel que a;, + 9. Alors pour

1<k <p—1,/l'entier n s’écritn = a,, ...a;99 ...910.

* Montrer que sik = 0 alorso(n + 1) = a(n) + 1. En déduire que u,, < 2.

** Montrer quesil <k <p—1alorsc(n) =a, +-+a,+9 etoc(n+1)=a,+--+a,+1
En déduire également queu,, < 2.

b. Si tous les chiffres de n sont égaux a 9, calculera(n) eto(n + 1) puis en déduire que u, < 2.
¢. Montrer que Ia suite u est bornée.

2. Convergence de /a suite u.

a. Calculer: lim uqgp_q et lim uqgpr.La suite u est — elle convergente?
p—+oo p—+oo

b. Montrer que pour toutentiern > 1, ona: 1 < o(n) < 9(1 + log,o(n)). En déduire la valeur de :

lim Y/o(n)

n—-+oo

Corrigé

Partie A

1. On sait que le plus petit entier non nul qui s’écrit avecp + 1 chiffres est 10P. Si n est un entier qui

s’écritavecp + 1 chiffres alorsona: 10P < n < 10P*+1,

2 Ona:10P <n<10P*? = p < log,o(n) < p+ 1, et par suite : E(log,,(n)) = p et donc
logqg est 7

le nombre de chiffresdenest p+1 =1+ E(log;,(n)).

3. Si on permute les chiffres de n, on voit de toute évidence que leur somme ne change pas.

Partie B

10
la *Sik =0 alors n = a, ...alao10 avec 0 <ag <8 etdonc:n+1=ay..a;(ap+1)
Dou:o(n+1)=ay,+-+a +(a+1)= (ap+--~+a1+a0)+1 =o(n)+1

Dans cecas,ona:

_U(n+1)_a(n)+1_1 1 14122
T o) e T

— 10
™ S8il<k<p-—1, alors nsécrit n = a, ..a;99 ..9 (k chiffres 9) et donc :

n+1=a,..(a +1)00 ...O10 (k chiffres 0)
Etdonc o(n) =a, ++ay+9% eto(n+1)=a,+--+a,+1 Dou:
_on+1) apt+-taptl <ap+-~-+ak+1_
Un = ocn) apt+-t+ag+9%  ap,+-tat+l
b. Si tous les chiffres de n sont égaux a 9 alors n etn + 1 s’écrivent :
n=29..999 ...910 (p + 1 chiffres9) et n+1=1..000... O10 (L chiffreletp + 1chiffres0)
Dou:on)=9(p+1) et o(n+1)=1 etdonc:
on+1) 1
U, = = <2
o) 9p+1D
¢. Dapreés le questions 1.a. et 1.b., on déduit que dans tous les casu, < 2.

Donc la suite u est bornée : Yn € N*, 0 <u, < 2.
Za. Pourp=>1,0na:

1<2
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o(10P) = ¢ (10 000 .. 01°> —1

p chiffres 0

9p

—_—

! 6(10P ~1) =0 (99 999 ...91°>
p chiffres9

s(10P + 1) = ¢ (10 000 11°> =2
p—1chiffres0
Dou :
_oQoP 4y _2_ o107 1
Mor = "oqory 1 ¢ MOt T a1 9p
Donc:

lim Uqgr = 2 et lim Uqgp—1 = 0
p-+oo p—+0

La suite u est divergente car on peut en extraire deux suites convergentes de limites diftérentes.
b. L’entier n s’écrit avecp + 1 chiffres tous inférieurs ou égaux a 9. Donc la somme de ses chiffres o(n)
vérifie c(n) < 9(p + 1). D’autre part, il est évident guea(n) = 1 carn = 1. Dou :

1<) <9(1+E(og10(n))) car p = E(logio(n))
Et comme E(log,o(n)) < log,o(n), on peut écrire enfin: 1 < a(n) < 9(1 + log,o(n)).
La fonction x — \/x étant strictement croissante sur[1; +o[, I'inégalité 1 < a(n) < 9(1 + log,,(n))
se transforme en :

1< Vo) < Y9(1 +logso(n)
On sait que : r{/9(1 + log,o(n)) = exp [% ln(9(1 + loglo(n)))] = exp [% [n9+ In(1+ loglo(n)]].

D’autre part ona :

0

= —
In(10) oo

In(n)
In(n) _ln(1+ln(10))x 1,1 I
In(n) n  In(10) n
In(10)

1 1
—In(1 +1log;o(n) ==In <1 +
n n 1+

1
D’ou: lir+n exp [Z ln(9(1 + loglo(n)))] =1
n—->+oo
Donc en appliquant le théoréme des gendarmes, on conclut que :

lim Yo(n) =1

n—+oco

i Exercice 107 Le mille-pattes ne s'arréte pas pour une patte boiteuse.

Dans cet exercice, on appelle numéro du jour de naissance le rang de ce jour dans le mois et numéro du
mois de naissance, le rang du mois dans I'année.
Par exemple, pour une personne née le 14 mai, le numéro du jour de naissance est 14 et le numéro du
mois de naissance est 5.
Partie A : Lors d’une représentation, un magicien demande aux spectateurs d’effectuer le programme
de calcul (A) suivant :

« Prenez le numéro de votre jour de naissance et multipliez-le par 12,

Prenez le numéro de votre mois de naissance et multipliez-le par 37.

Ajoutez les deux nombres obtenus.

Je pourrai alors vous donner la date de votre anniversaire ».
Un spectateur annonce 308 et en quelques secondes, le magicien déclare : « Votre anniversaire tombe
le 1er aodit ! ».
1. Vérifier que pour une personne née le 1¢r aoiit, le programme (A) donne effectivement le nombre
308.
2. a. Pour un spectateur donné, on note j le numéro de son jour de naissance, m celui de son mois de
naissance et z le résultat obtenu en appliquant le programme de calcul (A).
Exprimer z en fonction de j et de m et démontrer que z et m sont congrus modulo 12.
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b. Retrouver alors la date de I'anniversaire d’un spectateur ayant obtenu le nombre 474 en appliquant
le programme de calcul (A).
Partie B : Lors d’une autre représentation, le magicien décide de changer son programme de calcul
(programme B) : pour un spectateur dont le numéro du jour de naissance estj et le numéro du mois de
naissance est m, le magicien demande de calculer le nombre z défini parz = 12j + 31m. Dans les
questions suivantes, on étudie différentes méthodes permettant de retrouver la date d’anniversaire du
spectateur.
1. Premiére méthode
a. Démontrer que les entiers 7m etz ont le méme reste dans la division euclidienne par 12.
b. Pour m variant de 1 a 12, donner le reste de la division euclidienne de 7m par 12,
¢. En déduire la date de I'anniversaire d’un spectateur ayant obtenu le nombre 503 avec le programme
(B).
2. Deuxieme méthode
a. Démontrer que le couple (- 2 ; 17) est solution de I'équation diophantienne : 12x + 31y = 503.
b. En déduire que si un couple de relatifs (x ; y) est solution de l'équation : 12x + 31y = 503, alors
ona:

12(x + 2) = 31(17 - ).
c. Déterminer I'ensemble de tous les couples d’entiers relatifs (x ; y), solutions de I'équation :

12x + 31y = 503.

d. Démontrer qu’il existe un unique couple d’entiers relatifs (x ; y) tel quel <y < 12.
En déduire la date d’anniversaire d’'un spectateur ayant obtenu le nombre 503 avec le programme (B).

Corrigé
Partie A
1. Pour une personne née le 1¢r aoiit, le programme de calcul (A) donne 308, en effet :
— Numéro du jour de naissance multiplié par 12:j = 1x 12 =12 ;
— Numéro du mois de naissance multiplié par 37 :m = 8 X 37 = 296 ;
—->m+j =12+ 296 = 308.
2. a. Pour un spectateur donné, on note j le numéro de son jour de naissance, m celui de son mois de
naissance et z le résultat obtenu en appliquant le programme de calcul (4) :
z=12j+37m, or12j = 0[12] etdoncz = 12j + 37m = 37m [12].
b. Date de I'anniversaire d’un spectateur ayant obtenu le nombre 474 en appliquant le programme de
calcul (A) :
{z;géfn_[lg;])x 12+6 =z=0Bx%x12+1)m=6[12]
= z = 6 [12], le mois est donc juin.

Donc:z=474=12j+37%x6 = 12j =474 —-37X 6 =252=21%X12 = j = 21. Il est don né un
21 juin.
Partie B
1. Premiére méthode :
a. On sait que pour tout entier a,12a = 0 [12] et donc :
z=12j+31m=31m[12],; or 3lm = (2 X 12+ 7)m = 7m [12] dou :
7m etz ont le méme reste dans la division euclidienne par 12.
b. Le tableau suivant donne le reste de la division euclidienne de 7m par 12 pour m variantde 1a 12 :

m 1 2| 31 4| 5| 6| 7| 8| 9|10 11| 12
reste| 7 | 2| 9| 4| 11| 6 | 1 8| 3110 5| 0
On remarque qu'a chacun des 12 restes possibles correspond un seul mois.
c¢. Date de l'anniversaire d’un spectateur ayant obtenu le nombre 503 avec le programme de calcul

B):

{z=503=41><12+11 — 7m = 11 [12]

z=7m[12]
Or dans le tableau précédent, la seule valeur de m qui donne7m = 11 [12] estm = 5. Donc le mois est
mai. Dautrepart: z =503 =12j+ 31 X5 = 12j =503 -31Xx5=29%x12 = j =29.
Le spectateur est donc né un 29 mai.,
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2. Deuxiéme méthode :
a. On vérifie facilement que le couple (—2; 17) est solution de I'équation diophantienne 12x +
31y = 503.
b. Si un couple (x ; y) est solution de I'équation12x + 31y = 503 alors:
12x + 31y = 503
{12 X (=2) +31 x 17 = 503 paraifoene 2 +2)+31G6/-17) =0

Dou: (E) 12(x +2)=31(17 —y).
¢. Résolution de I'équation 12x + 31y = 503 :
— directement :

On vient de voir que 12x + 31y = 503 = 12(x +2) =31(17 — y)

On peut conclure que 12 divise31(17 —y) et comme 12 A31 =1 alors 12 divise 17 —y c’est-a-

dire qu’il existe un entier relatifk tel que 17 — y = 12k etdoncy = 17 — 12k. En remplacanty par

17 — 12k dans (E), on obtient :
{1}12(;;72_) 1_215;1(17 V) 120 +2) = 31 x 12k

= x+2=31k

Soit x = —2 + 31k.
— Réciproquement :

Pour tout entier relatifk, on a :

12(—2+ 31k) +31(17 — 12k) =12 x (—2) + 31 x 17+ 12 + 31k — 12 — 31k = 503
503
Donc I'ensemble des solutions de I'équation 12x + 31y = 503 est:
{(=2+31k; 17 — 12k) /k € Z}.

d. Cherchons les couples (x; y) = (=2 + 31k; 17 — 12k) telsque1 <y < 12 :
1Sy£12<=>1$17—2—1Zk£12(:5312k£16(=)%£k£%.
Comme entre— et =2 , Il y a un seul entier: 1, alors pour k = 1, I'équation admet I'unique solution :

1
12 12
(x; y) =(—2+31x%x1;17—-12 x 1) = (29;5). Donc le spectateur est né un 29 mai.

i Exercice 108 Ce qu'un homme ne dit pas est le sel de la conversation.

Le but de cet exercice est de montrer que :

2n+1

In(2n+1)
oun(x) désigne le nombre d’entiers premiers inférieurs ou égaux a x.
1. Soient n et p deux entiers naturels. On pose :

1
Iyn = [, xP(1 = x)"dx

vn = 3, n(2n+1) = In(2) x

a. Calculerly etl, ;.
b. Calculerly,, et en déduirel, ,.
c. Etablir, pourn > 1, la relation :
n
Ly =——I -
pn p + 1 p+1in—-1
En déduire que
n!p!
L, =—"""
P (m+p+ 1)
d. Calculerl,, en utilisantlaformule du binéme Newton pour le développement de (1 — x)" puis en
déduire lI'égalité :
mD? N Dk
2n + 1)! _k_0n+k+1

Z.a. SoitD, le PPCM des entiersn+ 1,n+ 2, ...,2n+ 1.
Montrer qu’il existe un entier naturela = 1 tel que :
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- (DK a

—n+k+1 Dy

b. En dédui p, > Znt D!
. En déduire que D,, > mnz
¢ SoitD, = i-‘=1 pf‘ ' Ja décomposition en facteurs premiers de D,,.

Justifier que pour tout i compris entre 1 et k, pf‘ Y divise I'un des entiersn + 1,n + 2, ...,2n + 1.
En déduire queplfx" <2n+ 1 puisque k <m(2n+ 1).
3.a. Montrer queD, < (2n + 1)7@n+1),

b. Montrer par récurrence que pour tout natureln = 3 :
2n+1)!

(n!)?
¢. En déduire la minoration annoncée en début de l'exercice.

> 22n+1

Corrigé

La Calcul L4 etl,, -
xp+1]1 1
p+1l

1
— Pdx = =
= Ipo = J, xPdx [ e

-l = fol xP(1—x)dx = fol(xp —xPtdx = fol xPdx — fol xPHdx = L,o — L1109 = L1

P+l p+2
b. Calculdely,, etl; ,, :
1

1 (1_ )n+1 1
> lon = fy( = xhde = [- 0] =2

—>L, = folx(l —x)"dx = fol(x -1+ 1A —-x)"dx = fol(l —x)"dx — fol(l —x)"dx =1y, —

IO,n+1
1 1

n+1;n+2
c¢. Larelationl, , = mIpJ,l,n_l ;

Donc: I, =

Dansl,, = fol xP(1 — x)"dx, posons : u'(x) = xP et v(x) = (1 —x)".

+1
Donc: u(x) = J;pT et v'x) = —n(1 — x)"" 1 et par suite :
xP*1 ! n 7 n
Ly, = [ 1- x)"] +—— | PP —x)" ldx = ——1 _
pn p+1in-1
p+1 , pt1 p+1
0
Déduction de la formule : I, , = P
’ (n+p+1)!

Ona:
n
Ip,n = m1p+1,n—1
n—1
Ip+1,n—1 = m1p+2,n—2
p+n-2,2 — m p+tn-1,1

1
Iptn-11 = m1p+n,0

n n—1 I
—X X X—
p+1 p+2 p+n PO
d’ou, en multipliant les numérateur et dénominateur parp!, on trouve le résultat

Soit, apres une multiplication télescopique, on obtient : I, , =

Oorl =—
PO T hintt’

demandé :
n!p!

Lyp =——"=
PR (n+p+ 1)
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d. Calcul del,

— 1ére méthode : En prenantp = n dans la formule ne_,
(n+p+1)!
PG

T (2n+ 1)

— Zéme méthode : En utilisant le développement :

(1-0"= ) Ci(-D*x*

Ona:
1 1 k=n 1 k=n
Iyyn = fx"(l —x)dx = fx" z Ck(=1)kx* |dx =f Z Ck(=1)kx™t* | dx
0 0 k=0 0 k=0
k=n 1
= ZfC,’{(—l)kx"J'kdx
k=09
k=
5 e 1 z” (—D)*ck
onc,onabien: I, = k_0n+k 1
D’ou I'égalité:
k=
(nh)? v (—1)kCk

2n+1)! ZLin+tk+1
k=0

Z.a. D, étant le PPCM des entiersn+ 1,n+ 2,...,2n + 1 qui sont les dénominateurs figurant dans

k¢ re . . .
l'expression Y ¥=0 ( +3<+1n alorsl, , s'écritsous la forme fracuonnaureDi avec a un entier tel que :
n
(n)?
> =
a =1car I, D) >0

. . . 1 . (2n+ 1)!

b. On déduit de la question précédente que : I, = — =+ et parsuite Dy = ————
" Dp o Dy (nh)

¢. On sait que pour tout i compris entre 1 et k, pl ! divise D,,, qui lui-méme divise [[X=%1(n + k) et par
suite pl- Y divise I'un des entiersn + 1,n + 2, ...,2n + 1. D’ou pour tout i compris entre 1 et k, on a
l'inégalité :pf“' < 2n+1 2n + 1 étant le plus grand des entiersn + 1,n + 2,...,2n + 1).

Les entiersp; étant tous premiers et inférieurs ou égaux a 2n + 1 alors leur nombre k vérifie I'inégalité
k<m(2n+1).

3.a. On sait déja que pour touti compris entre 1 etk a]orspia t<2n+1.Dou:

Hpa‘ - H(Zn +1) = 2n+ 1K < (2n + 1)7@+D

Soit: D, < (2n + 1)”(2n+1>

b. Soitla propriétéP,: <K Vn = 3, (2(":')? > p2n+l

!
@x3+1)! _ 140 > 223%1 | donc P; est vraie

(392
— On suppose qu’il existe un rang n tel que

—>n=3,
(2n+1)!

Tz = 22"*1 est vraie.

[2(n+1)+1]! 2(n+1)+1
T 2 =2 .Ona:

2n+1)+1]! (@n+3)! (@n+1)! y (2n+2)(2n+3)
[(n+ D12 [(n+ D2 (n)? (n + 1)?
(2n+2)(2n+3)_2n+2x2n+3<2x2_22
(n+1)? T n+1 " n+1 " B
Et selon I'hypothése de récurrence:

Montrons que

Or,on sait que :

n+1)!
(n!)?

2 22n+1

108



D’oll : M > 22n+1 y 22 _ 22(n+1)+1
[(n+ D!]?
Et enfin la propriété est vraie pour tout n supérieur ou égal a 3.

¢. Onvient de démontrer dans les questions précédentes que pour toutn = 3,0na:

(2n + 1)m@n+D) > D, > w

(n!)?
Etdonc: (2n + 1)™(@n+1) > p2n+1
Comme la fonction : x — In(x) est strictement croissante sur|0; +oo| alors :
(2n+ 1) xn@2n+1)=2n+ 1) X In(2)
In(2n + 1) étant strictement positif 2n + 1 > 7) alors l'inégalité énoncée en début de I'exercice s’en
découle :

> 221'l+1

2n+1

Exercice 109 Quand tous les épis lourds de grains miirs baissent la téte, celui qui
reste droit et qui se fait remarquer, c’est 1’épi vide.

On consideére le nombre A = 44444444,

1. Question préliminaire :
On note N un entier naturel et S la somme de ses chiffres (dans son écriture en base dix).
Démontrer queN = S [9].
2.a. Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel n le reste de la division euclidienne de 7" par 9.
b. Prouver que A = 7 [9].
3. On nomme :
— Blasomme des chiftres de A.
— (' lasomme des chiffres de B.
— Dlasomme des chiffres de C.
a. Sachant que 4444 < 10000, démontrer que A s’écrit en base dix, avec au plus 20000 chiffres.
b. En déduire gue B < 180000.
¢. Prouver que C < 54.
d. En étudiant la liste des entiers inférieurs a 54, proposer un majorant de D inférieur a 15.
e. En déduire la valeur de D.

Corrigé
1. Question préliminaire :

Soita,a,_1 ...a,a, a010 l'écriture de N en base dix c’est-a-dire que :
N=a, x10"+a,_4 X 10" 1 + .-+ a, x 102 + a; X 10 + a,.

Or10 =1 [9] etpourtoutn € N, ona 10™ = 1[9].
Onadonc:N =ap,+a,_1++a,+a;,+ay[9], doiz:N =S[9].
2a.0na:7>°=49=4[9], 7=7x%x4[9] =28[9] =1[9].
Or pour toutn € N, il existek € N te/ quen = 3k oun = 3k +1 oun = 3k + 2.

— Sin =3k alors7" = (73)k = 1¥ [9] = 1 [9].

— Sin=3k+1alors7" = (73)*x7 =1k x7[9]1 =7 [9].

— Sin=3k+2alors7" = (7®)k¥ x 72 = 1¥* x 4[9] = 4 [9].
b.Ona: 4444 = 7 [9] donc A = 4444444* = 74444 [9], Or4444 = 3 x 1481 + 1 donc:A = 7 [9].
3.a.0n a: 4444**** < 10000**** car la fonctionx — x**** est croissante surR*. De plus, on a les
inégalités :10000**** < 10000°°00 = 1020000,
Donc A < 1029990 et par conséquent A comporte au plus 20000 chiffres.
b. On sait que siA = a, X 10™ + a,_; X 10" 1 + .-+ a, X 102 + a; X 10 + aq alors :

B=a,+ayp_1++a,+a+a,

Or pour toutn € N,onaa,, <9 etn < 20000 doncB <9 x 20000 = 180000.
c¢. Comme B < 180000 alors B a au max. 6 chiffres tous inférieurs ou égaux d 9 et doncC < 6 X9 =
54.
d. C est un nombre d’au plus deux chiffres dont le chiffre des dizaines est inférieur ou égal a 5 et celui
des unitésa 9. Donc:D <5+ 9 = 14.
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eeOnaA=B[9] et B=C[9] et C =D |[9]. Onpeutdonc en conclure que A =D [9]. OrA =7 [9]
etdoncD =7 [9]. Commel <D < 14 et que le seul entier compris entre 1 et 14 qui soit congru a 7
modulo 9 est 7 lui-méme alors on peut conclure que D = 7.

i Exercice 110 Les erreurs sont les portes de la découverte.

Le théoreme de Liouville

Soitn € N*. On se propose de démontrer que ['équation
(E) d’inconnue p: (p —1)!+ 1 =p" ne posséde pas de solution
ou p est un entier naturel premier,p > 5 (théoréme de Liouville,
1844).

1. Montrer que si p est un entier naturel premier tel que p > 5, alors
(p — 1)? divise (p — 1.

Z. On suppose que p est un entier naturel premier tel que p > 5, et
que p est une solution de (E).

a. Montrer que p - 1 divisep™™* +p™2 + - +p + 1.

b. Montrer, d'autre part, que p" 1+ p"?+--+p+1 etnont le
méme reste dans la division euclidienne par p - 1.

¢. En déduire que p - 1 divise n.

d. Montrer que (p — 1)P~* < p", puis que (p — 1)! + 1 < p™. Conclure.

Joseph Liouville (1809-1882)

Corrigé

1. (p — 1)? divise(p - 1)\.

1l est clair déja que, par définition d'une factorielle, p - 1 divise (p — 1)!.

Tout le probléme est donc de démontrer que (p — 2)! est divisible par p - 1.

Mais si p est un entier naturel premier strictement plus grand que 5, il est impair, donc (p - 1) est pair.

DoncpT_1 est un entier, strictement plus petit que p - 2 et diftérent de 2, puisque p > 5.

Dans ces conditions, (p — 2)! est divisible par2 X pT_l , donc parp - 1.
Si p est un entier naturel premier, p > 5, (p — 1)? divise (p — 1)\.
(p-2)!=0[mod (p- 1]
2. ap-1divisep®1+p* 2+ +p+1.
Si p est solution de (E), on ne peut pas avoirn = 0, sinon, il faudrait que (p - 1)! = 0, ce qui n'est pas
possible.
Nécessairement, n est supérieur ou égal a 1.

P-D'=p"-1=(@-DE" " +p"*++p+1).
On peut simplifier par p - 1, qui n'est pas nul, puisque p est premier et plus grand que 5.
p-2)=p" 1+p" 2+ +p+1
Or, on a démontré dans la question 1 que (p - 2)! était divisible par p - 1 si p est premier supérieur a 5.
Donc:p-1divisep™* +p" 2+ - +p+ 1.
Cest-a-dire p" ' +p" %+ +p+1=0 [mod (p- 1)].
b. Reste modulop - 1.
p=1[mod (p- D]=p" 1+p"2++p+1=1+ 1+...+1(nfois) [mod (p - 1)]
Soit p" 1 +p" 24+ -+ p+1=n [mod (p- 1)
¢. p- 1 divisen.
On a déja établi, en 2.a, que :p" 1 +p" 2+ --+p+1=0 [mod (p- 1)] etenZ.c.:
p"l4+p" 2+ +p+1=n [mod(p- 1)
Dou:n=0 [mod (p- 1)] c'est-a-dire quep — 1 divise n.
d Inégalité(p —1)!+1 < p"
Sip - 1divise n, c'est que p - 1 est inférieur a n.
Or l'exponentiation :x — xP~1 est une application strictement croissante sur[1; +oo[:
p-1<p=(-DF " <pP* <p"
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On a donc bien: (p - 1)P™1 < p™.

Orles p - 1 facteurs, de 1 4 p- 1, qui entrent dans (p - 1)! sont tous inférieurs ou égauxadp - 1 etily
en a au moins un qui est strictement plus petit que p - 1, puisque p est supérieur a 5.

Donc (p - 1)! est strictement plus petit que (p - 1)P~1 donc(p - 1)! + 1 est inférieur ou égal au
nombre(p - )P, Donc:(p- 1)! + 1 < p™.

Cette inégalité contredit le fait que p vérifie I'équation (E) : (p - 1)! + 1=p"

En conclusion : L'équation (E) : (p - 1)! + 1 = p™ ne posséde pas de solution ou p est un entier
naturel premier tel quep > 5.

Exercice 111 Le sage parle des idées, l'intelligent des faits, le vulgaire de ce qu'il
mange.

Théoréme du reste chinois généralisé
Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux et supérieurs ou égaux a 2.
1.a. Démontrer que pour tous entiers relatifs a et b, il existe deux entiers relatifs u et v tels que :
b+ (a—b)yyn=a+ (b—a)um.

x =alm]
x = b [n]
Z.a. Démontrer que si x et y sont des entiers relatifs solutions du systéeme (1) alors l'entier x — y est
multiple de m et de n.
b. En déduire si x est solution de (1) alors tout entier y tel quey = x [mn] est également solution du
(1) dans Z.
3. Soient k entiers naturelsnq, n,, .., Ny, premiers entre eux deux a deux et k entiersry, 1y, ..., 7.

x =1 [ng]

x =13 [ng]

b. En déduire que le systéme (1) { admet au moins une solution dans I'ensemble’Z.

On note (S) le systéme de congruences

kx =1y [ng]
Démontrer qu’il existeuq, u,, .., u, dans’ tels que :
x =1 Njuqy + o Nyuy + - + 1 Npuye [ng X ngy X .o X ny]
avec pour toutp € [1; k] :
Ny Xny X ... Xng

N = - =Ny XNy X Ny g XNpyq X XNy
P

Application :
Une bande de 17 pirates s’est emparée d’un butin composé de piéces d’'or d’égale valeur. Ils décident
de se les partager également et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait trois piéces.
Mais les pirates se querellent et six d’entre eux sont tués. Le cuisinier recevrait alors 4 piéces. Survient
alors un naufrage et seuls 6 pirates, le cuisinier et le trésor sont sauvés et le partage laisserait 5 piéces
d’or a ce dernier. On cherche alors a déterminer la fortune minimale que peut espérer ce dernier s’il
décide d’empoisonner le reste des pirates.
1. On note x la fortune que peut espérer ce dernier s’il décide d’empoisonner le reste des pirates.
Démontrer qu’il existeuq, u,, us et k dans’Z tels que :

x = 198uy + 408u, + 935u; + 1122k
2. Trouver a et b dans L tels que17a + 66b = 1 et en déduireu,.
3. De la méme facon, trouver u, etus.
4. En déduire quex = 4151 + 1122k.
5. Répondre au probleme.

Corrigé

1.a. Les entiers m et n étant premiers entre eux, le théoreme de Bézout nous permet de dire qu’il existe
deux entiers relatifs u et v tels queum + vn = 1. Dans ce cas, ona :

(a —=b)um+ (a — b)vn = a — b ; ce qui peut s’écrire également :b + (a — b)vn = a + (b — a)um.

b. En posant x = b + (a — b)vn = a + (b — a)um, on vérifie facilement que : x = a [m] et x = b [n]
et donc x est bien solution du systeme (1).
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Z.a. Soit x et y deux solutions du systéme (1).
On a:dunepart x = a[m] ety = a[m] donc y—x =0 [m] etdautre part, x = b [n] ety = b [n]
doncy — x = 0 [n].
Ory — x = 0 [m] signifiem|y — x comme y — x = 0 [n] signifien|y — x et sachant que m et n sont
premiers entre eux alors le théoréme de Gauss permet de conclure quem X n|y — x c’est-a-dire que
y—x =0 [mn].
b. Si x est une solution du systéme (1) alors d’apres la question précédente, toute autre solution y est
telle que : y — x = 0 [mn] et doncy = x [mn].
3. Démontrons que x =r{Niuq + r;Nouy + -+ 1 Nuy [ng Xny X ... X ny,| est une solution du
systéeme. On sait que pour touti € [1; k], on a PGCD(N;, n; )=1. Donc d’aprés le théoréme de Bézout il
existeu; etv; tels que :u;N; + vin; = 1.
Ona:
rNiug + poNyuy, + -+ 1 Npuy, = 1y Njuq + rpoNyuy + -+ 1Ny + -+ + 1 N uy,
=1 Njuy + pNou, + -+ 1;(1 —vngy) + - + e Ny,
=1+ 1 Nug +Nyuy + - —rvn; + - + e Ny,
Or: r Nyu; + r,Nyu, + -+ — ryvyn; + - + 1 Nyuy = 0 [n;] donc pour touti € [1,k], ona:
1 Nyuy + o Nyuy + -+ + g Ny = ri[ny] .
En conclusion :
L’entier x défini par x = r{Nyuy + r,Nou, + -+ + 1, N uy, est solution du systéme (S).
Montrons que toute solution y du systéme vérifiey = x [ny X ny X ... X ny].
Si y est solution du systéme alorsy = x [n;] et ceci pour touti € [1, k]. Cela signifie, entre autres, que
pour touti € [1,k], on an; divisey — x. Comme les entiers n; sont premiers entre eux deux a deux
alors Gauss nous permet de conclure que :
ny X Ny, X .. X Ny divisey —x etdoncy = x [ng X ny, X ... X ngl.
Conclusion : Le systéme (S) admet, modulo n; X n, X ... X ny, une unique solution.

Application :
1. On note x la fortune que peut espérer le cuisinier s’il décide d’empoisonner le reste des pirates.
Les données nous suggérent de chercher le plus petit entier positifx tel que :

x =3[17]
x =4[11]
x =5][6]

D’apreés les résultats de Ia question du préambule, il existeu,, u,, u; de’Z tels que :
X=3X11X6u; +4x17 X6u, +5x17 X 11u; [17 X 11 X 6]
C'est-a-dire que : x = 198u, + 408u, + 935u3 [1122]. Donc il existek € Z tel que :
x = 198uy + 408u, + 935uz + 1122k.
2. Pour détermineru,, on eftectue la division euclidienne de 66 par 17 :
66 =3x17+ 15

17=1x15+2
15=7%x2+1
On adonc :
1=15-7%x2=15-7%x(17-1%x15)=8%Xx15-7%x17 =8%x(66—-3%x17)—7%x17 =8X

66 —31 x 17
Enfin =31 X 17 + 8 X 66 = 1 eton a obtenua = —31 etb = 8 et donc on peut conclure queu, = 8.
3. Pour détermineru,, on effectue la division euclidienne de 102 par 11 :
102 =9x11+3
11=3Xx3+2
3=1x2+1

Onadonc:
1=3—-1%x2=3-1%x(11-3%x3)=4%x3—-1x11
=4x(102—-9%x11)—-1x11=4%x102—-37x11
Donc 4 x 102 — 37 x 11 = 1 et selon le théoréme chinoisu, = 4.
Pour déterminerus, on divise 187 par 6 et on trouve1 X 187 — 31X 6 =1 etdoncu; = 1.
4. On sait déja que : x = 198u,; + 408u, + 935u; + 1122k dou :
x=198x8+408x4+935x1+ 1122k =4151[1122]

112



5. L'entier 4151est une solution du systeme (S). Mais la solution du probléme posé est la solution
minimale de (S). Or4151 = 3 X 1122 + 785 et donc4151 = 785 [1122]. Enfin la réponse au probléme
est 785 pieces d’or.

i Exercice 112 La parole n'a d'autre parure que la vérité.

C’est plus de la logique que de I'arithmétique

Un probléeme mathématique posé a des lycéens de Singapour, réputés pour étre parmi les plus doués
de la planéte, a mis en émoi les internautes du monde entier, suscitant débats et contestations. Posé le
8 avril 2015 a des éléves de 15 et 16 ans dans le cadre d’une olympiade de maths, le probléme est le
suivant: Cheryl veut faire deviner la date de son anniversaire a deux nouveaux amis, Albert et Bernard,
en ne leur fournissant que de minces indices.

Cheryl suggére 10 dates: les 15, 16 et 19 mai, les 17 et 18 juin, les 14 et 16 juillet, et les 14, 15 et 17
aoit, A Albert elle donne le mois, a Bernard, le jour. A partir d’une courte conversation entre les deux
garcons — qui exclut bien siir les réponses précises de Cheryl -, la logique seule doit ensuite permettre
de résoudre ce casse-téte singapourien.

Les organisateurs en ont depuis livré la clé sur le site de Singapore and Asian Schools Math Olympiad
mais les internautes continuaient de commenter, railler ou contester le libellé et les résultats du
probléme. « ca n’a aucun sens, vraiment aucun sens », s'agacait un certain Adam Kelly sur Facebook. Et
d‘ajouter: « Voici pourquoi vous avez tort ». Egalement sur Facebook, David Leong, lui, I'a pris avec
humour: « Cheryl visiblement ne voulait pas inviter Bernard et Albert a sa féte d'anniversaire », a-t-il
plaisanté.

Selon une enquéte publiée début avril par 'OCDE (Organisation de Coopération et de Développement
Economiques), c’est a Singapour, puis en Corée du Sud, au Japon, 4 Macao, Hong Kong et Shanghai, que
les éléves se débrouillent le mieux en résolution de probléemes, parmi 44 pays ou économies membres
de l'organisation internationale.

Si vous voulez vous aussi tenter de relever le défi et muscler un peu vos méninges, voici I'énoncé en
frangais :

Cheryl donne a ses deux amis dix dates possibles de son anniversaire :

les 15, 16 et 19 mai,;

le 17 et 18 juin ;

le 14 et 16 juillet ;

le 14, 15 et 17 aolit.

Cheryl a ensuite dit a Albert le mois, et 4 Bernard le jour de son anniversaire.

Albert affirme ensuite :

« Je ne sais pas quand est 'anniversaire de Cheryl mais je sais que Bernard ne sait pas non plus. »
Bernard ajoute :

« Au départ je ne savais pas quand était I'anniversaire de Cheryl, mais maintenant je sais. »
Albert répond :

« Alors je sais aussi quand est 'anniversaire de Cheryl. »

Bonne chance !

Corrigé

Pourirpporter la solution, le quotidien the Guardian a fait appel a Alex Bellos, un spécialiste des
questions mathématiques. Le site Slate-France a relayé cette solution en francais :

- Les dix dates se situent entre le 14 et le 19, sachant que le 18 et le 19 n'apparaissent qu’une seule
fois. Si Cheryl était née un 18 ou 19, Bernard aurait pu deviner la date en connaissant juste le jour.

- Mais pourquoi Albert dit-il savoir que Bernard ne sait pas ? Si Cheryl avait dit a Albert étre née en
mai ou juin, il aurait été possible que son anniversaire soit le 19 mai ou le 18 juin. Donc l'anniversaire
de Cheryl est en juillet ou aolit.

- Comment Bernard connait-il la date d’anniversaire aprés qu'Albert a parlé ? Parmi les cing dates
restantes en juillet et aotit, les dates sont entre 15 et 17 avec uniquement le 14 répété deux fois. Si
Cheryl avait dit a Bernard étre née le 14, Bernard n’aurait pas pu savoir. Le fait que Bernard dise
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savoir implique que son anniversaire n'est pas un 14. Il ne reste donc que trois possibilités : le 16
Jjuillet le 15 aolit et le 17 aolit,

- Apreés que Bernard s’est exprimé, Albert connait la date de I'anniversaire. Si Cheryl avait dit a Albert
étre née en aolit, alors Albert n’aurait pas pu savoir parce qu’il y a deux dates possibles en aoit.

Donc Cheryl est née le 16 juillet.

C'est clair ?

i Exercice 1132 La faiblesse de la force est de ne croire qu’a la force.

Décomposition d’un entier selon Zeckendorf
Il sagit sur cette photo, d'Edouard Zeckendorf colonel de [l'armée,
médecin et mathématicien belge (1901-1983). On sait que tout nombre
entier naturel peut s'écrire de maniére unique comme produit de
puissances de nombres premiers. Le théoréeme de Zeckendorf donne une
autre écriture : tout nombre entier naturel non nul peut s'écrire de maniéere
unique comme somme de nombres de Fibonacci différents et non
consécutifs.
Traditionnellement la suite de Fibonacci commence par : 0; 1; 1; 2; 3; 5; ...,
mais comme il s'agit ici de nombres non nuls, nous ferons commencer 1a
suitea1:Fy=1,;F, = 2,;F, =3,.., et bien entendu :

Foy2 = Fpyr + By

L’objectif de I'exercice est :
— de donner une démonstration de ce théoréme qui utilise un résultat préliminaire qui porte sur
une propriété des nombres de Fibonacci.
— d‘appliquer le résultat du théoréme pour développer une stratégie gagnante dans un jeu de
société (jeu de Nim).
1. Résultat préliminaire
Soit S un ensemble non vide de nombres de Fibonacci différents et non consécutifs, et soitF; le plus

grand d'entre eux. On a :
z F; < Fjiq
S

2. Théoréme de Zeckendorf
Etant donné un entier naturel N strictement positif, il existe un ensemble unique d'entiers positifs ou
nulscgy, ¢y, ..., Cy, tels que :

— pourtouti €[0; k—1] :¢ciy1> ¢/

— F; estle céme nombre de Fibonacci (en commengant comme il a été dit parFy = 1),

— les entiersc; et donc les nombres F; ne sont pas consécutifs ;

- N = Zéczo F cir
3. Application : jeu de Nim
Deux joueurs tirent a tour de réle des allumettes d'une boite, avec les régles suivantes :

— Chaque joueur tire d chaque fois au moins une allumette.

— Le premier joueur ne retire pas la totalité des allumettes au premier tour.

— Un joueur tire au plus deux fois le nombre d'allumettes tirées par le joueur précédent.

— Lejoueur qui retire la derniére allumette a gagné.
Montrer que le premier joueur a une stratégie gagnante si le nombre initial d'allumettes n'est pas un
nombre de Fibonacci. Quelle est cette stratégie ? Que dire du cas ou le nombre initial d allumettes est
un nombre de Fibonacci ?
= on pourra se servir d'une décomposition dans la base de Fibonacci du nombre d'allumettes, et

considérer le plus petit terme de cette décomposition.
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Corrigé
1 Dionstration du résultat préliminaire par récurrence sur n, cardinal de S.

— La propriété est vraie pourn = 1 : § ne contient alors que F; et F; < Fjy4.

— Supposons donc que la propriété soit vraie jusqu a l'ordre n.
Soitalors S = {Fc 0 F, F]} un ensemble an + 1 nombres de Fibonacci différents et non
consécutifs. On peut toujours supposer que les éléments sont rangés dans l'ordre croissant :

Fy< .. < < F.

SoitS' = S\ {F]} :S' est un ensemble de n nombres de Fibonacci différents et non consécutifs, dont le
plus grand estF;.

L'hypothese de récurrence s'applique donca S': 2 F; < Fiyq.
Sl

Mais Fi,q < Fj_y carF; etF; ne sont pas consécutifs.
Donc: ZFcl. = EFCL. + F <Fj_1+F =Fjy.
S s

Le résultat est donc bien établi.

2. Démonstration du théoréme

a. Existence

Raisonnons par récurrence sur N,

— La propriété est triviale pour N = 1, 2, ou 3.

Elle est immédiate pour N =4 =1 + 3. (4 = 2 + 2 ne conviendrait pas car on aurait deux
termes égaux).

— Onsuppose donc que la propriété est vraie jusquaN — 1.

Soit alors Fy, le plus grand nombre de Fibonacci inférieur ou égala N : F, < N < Fj,1.

o SiF, = N, c'est terminé. La somme est constituée du seul termeFj,.

o SiF, <N,soitM =N —F,.OnaM < N doncM < N — 1 (il s'agit d’'entiers), et selon
I'hypothése de récurrence, I'énoncé est vrai pour M :

[l existe une suite strictement croissante d'entiers cy, ¢y, ..., ¢; tellequeM = F, + F., + -+ I,
etdoncN =F, + F, + -+ F,+ F.

SiFy était égal a l'un des c; , cl étant le plus grand, on auraitF, < F,; <M < N, ce qui
contredirait le fait que F, est le plus grand nombre de Fibonacci inférieur a N.

DoncF,, estsupérieur a tous les F, i (qui sont rangés dans l'ordre croissant).

En outre, il n'est pas consécutif a F; sinon on auraitFy, = F + Fy doncFyyy <M +F, =N
ce qui contredirait que N < F 1.

La propriété est donc vraie au rang N, et donc pour tout entier N = 1.

b. Unicité

Par récurrence sur N,

— L'écriture est unique pour N = 1; 2; ou 3 ; ainsi que pour N = 4 = 1 + 3 (pas d autre
possibilité),

— On suppose donc que l'écriture est unique jusquaN — 1.

N est une somme de nombres de Fibonacci différents et non consécutifs. S'il admet deux écritures, soit
F; et Fy les éléments maximaux de chacune de ces écritures.

o Sij=k, F;=F,etdoncM =N —F; = N — Fy qui est inférieur a N admet une écriture unique
selon I'hypothése de récurrence. Il en résulte que c'est également vrai pour N qui s'obtient en
ajoutant le méme nombre (F; = F,) a M.

o Sij+k, par exemple j <k, selon le lemme ci-dessus, N < Fj.; < F, <N, ce qui est
contradictoire.

L'unicité est réussie, et par suite le théoréme est donc établi,
3. Application
On rappelle ici que la suite de Fibonacci est croissante.
e Si le nombre initial d allumettes n’est pas un nombre de Fibonacci, le joueur 1 peut retirer un nombre
d'allumettes égal au plus petit nombre de Fibonacci de la décomposition (il retirera ainsi au moins une
allumette, et pas la totalité)
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e Supposons que lors d’une étape, le joueur 1 retire un nombre dallumettes égal au plus petit nombre
de la décomposition, disons F;, , oun = F + Fi, + -+ + Fj_.
Sis =1, alors il ne reste plus dallumettes, et le joueur 1 a gagné. Sinon il resteFi, + - - - + F;
allumettes. Alors le joueur 2 doit retirer un nombre d'allumettes au plus égal a :

2F <F +Fi 4y1=F 4 <F,
Donc il tire strictement moins de F;, allumettes. En particulier, il ne peut pas retirer la totalité des

allumettes, donc le joueur 2 ne peut pas gagner a cette étape.
e Soitm < F;, le nombre dallumettes que le joueur 2 retire, et soitf = Fy, —m. Soit2 < j; <---< j;
non consécutifs tels que £ = Ff1 +--- + th.
Commeonat < F;,, ona aussith < F;,, doncj; < i,, doncj, etiz sont non consécutifs, et on a
2 << jp<p<..<igetn— F, — ¢ =F + HF A Fp e HF
11 s'agit donc de la décomposition den — Fy, —m, qui est le nombre dallumettes restant a l'issue du
tirage du joueur 2.
eOna F}-l < 2m. En effet, supposons le contraire :
Soitalorsm = Fy, + - -+ + Fp , la décomposition de Zeckendorfde m, oty < £, <--- < 4y.
OnaalorsFy 1 = Fp +Fp 1 <2F, <2m < Ff1 , par 'hypothése de la démonstration par
l'absurde ; Ainsi, par croissance, £, + 1 < ji. On en déduit que :
2 <8 << by < j1<-< y

est une suite d’indices distincts et non consécutifs, et :

Fo=m+ € ="Fy + +F, +F +- +F
ce qui contredit 'unicité de la décomposition de Zeckendorf de sz .

t

e Puisque Ff1 < 2m, le joueur 1 peut t1'reer1 allumettes, donc il se retrouve dans la configuration ou il

peut tirer un nombre dallumettes égal au plus petit terme de la décomposition.

e Ainsi, 4 chaque étape, le joueur 1 peut s'arranger pour tirer le plus petit terme de la décomposition.
Ce faisant, d'aprés ce qui précéde, le joueur 2 ne peut jamais gagner. Comme il y a nécessairement un
gagnant (car le nombre dallumettes diminue strictement, on peut voir cela comme une application du
principe de la descente infinie), c’est le joueur 1 qui gagne.

e Si le nombre initial d’allumettes est un nombre de Fibonacci, le joueur 1 ne pouvant pas tirer toutes
les allumettes, est obligé d’en tirer strictement moins. Il se retrouve donc dans la situation du joueur 2
précédemment, qui se voyait obligé de tirer moins dallumettes que le plus petit terme dans la
décomposition de Fibonacci du nombre dallumettes restantes. Les rdles sont donc inversés, et c’est
maintenant le joueur 2 qui a une stratégie gagnante.

i Exercice 1142 Il faut toujours avoir deux idées : I'une pour tuer l'autre.

Formule de Minac et Willans

Cette formule et sa démonstration ne sont pas exigibles pour le bac. Elles sont juste données a titre
culturel et pour le plaisir de faire des maths!!!. Elle a plus un intérét théorique que pratique.

On adopte ici la notation suivante : six € R, on note [x] sa partie entiére.

Le mathématicien frangais Joseph Bertrand a vérifié, pour tout entier

1 <n <3000000, que l'intervalle [n; Zn] contient toujours au moins un

nombre premier. Il a postulé (ou conjecturé) que cela devait étre vrai

pour tout entier n = 1, d'ou le terme "postulat”. Cela a été démontré
pour la premiéere fois en 1850. Bien que son postulat soit maintenant
démontré, l'usage veut que I'on parle du "postulat de Bertrand”.
Théoréme (Postulat de Bertrand) : Pour tout entiern > 1, l'intervalle [n;
2n] contient au moins un nombre premier.

Joseph Bertrand (1822 - 1900)
Le but est ici de démontrer le théoréme suivant (découvert en 1995 par le mathématicien canadien Jan
Minac) en utilisant le postulat de Bertrand :
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Théoréme de Minac et Willans :
Soitn = 1 un entier. Sip, est]e nieme nombre premier alors :

o |l ]
|l1+z [o 1]_>.+1_[o]_1).”

Prof. Jan Minac

1. Soit (pp)n=1 1a suite des nombres premiers(p; = 2,p, = 3,...).
En utilisant un raisonnement par récurrence et le postulat de Bertrand, montrer que :
vn > 2; p, < 2™
2. Soitj = 2 un entier.
a. Montrer qu’il existe des entiers naturels q et r tels que :
G- r—1
J =q+

q=0, 0<7r <.

b. Montrer que :
. Sir =0 alors [U 1)] q-—1

Sir > 0 alors [(}T] =

¢. En déduire que :

Pour tout entier j = 2,on a: .
0 sinon

[(f -DI+1 [(] - 1)!” _ (1 sij est premier

3. Pourm = 2 entier, notonsm(m) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a m.

Montrer que :
_ = (/'—1)!+1_[(j—1)!]
m(m) Z[ ; ; ]

=2

4. Soitm = 2 un entier.
a. En supposant quer(m) < n — 1, montrer que :

S[M%H]S"

b. Soit fla fonction définie sur|1; +oo[ par:

1 Inx
=2t = (2]
Montrer que :
Vx > 1, 1<f(x) <2
En déduire que :

1
[l =

¢. Montrer que sit(m) > n— 1 alors:

3=

ol [=©

2" =
o mZ CoEsl

Justifier que S = p,, — 2 puis en déduire la formule annoncée 4 I'amorce de l'exercice.

5. Soit S la somme définie par :
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Corrigé
1. Pourn = 2, soit P(n) la proposition suivante : P(n) : p, < 2™
La proposition P(n) est vraie pourn = 2. En effet :p, =3 < 4 = 22,
Fixons un entiern > 2 et supposons P(n) vrale, i.e.
Pn < 2™ (H.R.).

Montrons que P(n + 1) est vraie, ie.

Pn+1 < 2+t
En effet, par le postulat de Bertrand, l'intervalle \p,; 2p,] contient au moins un nombre premier. En
particulier, le nombre premier suivantp,, Le. p,1 est dans cet intervalle, i.e.

Pn+1 < 2Pp
L'H.R. permet alors d'écrire : ppq < 2 X 2" =2"1 cqfd.
La proposition P(n) est donc héréditaire et vraie pourn = 1, donc est vraie pour tout entiern = 1.

2. Soitj = 2 un entier.
a. Effectuons la division euclidienne de (j — 1) + 1 parj:
G-D!'+1=qj+1r, ¢q=20, 0<7r <j
1l existe donc des entiers naturels q et r tels que
G- r—1
— =q +—
J J

, q=20, 0sr<j

b. On sait qu’il existe deux entiers naturels q et r tels que :
G-D'+1=qj+1r, ¢q=20, 0<r<j

On remarque que:
o Sir =0 alors(j — 1)!+ 1 = qj = 0 [j] et donc selon Wilson j est premier.
Dans cecas,ona:
G- 1
qg—1< - =q——=<4q

o J J
donc [@] =q-—1.
° Sir > 0, alors j n'est pas premier (par le théoréme de Wilson) ; dans ce cas

i — 1! r—1
G ; ) =q+ P q=0, 0<sr—-1<.
Alors :
i — 1)! -1
q < G - ) = L

gq+———<gq+1.
J J

On a donc [@] =gq
¢. Onvient de voir d la question précédente que :
sir = 0 alors j est premier et [@] =q—1;
g-n!

|=a

sir > 0 alors j n’est pas premier et[

Dou :

Sijest premier alors :
G-D'+1 '(]'—1)!] _[(j—l)!+1

J J J

Sijn’est pas premier alors :

[(j—l.)!+1_[(]'—'1)!-]=[U_1.)!+1_q]=[r_.l]zo car 0S$<1-
J Jo J ! !

—(q—l)]=[1]=1;

Donc en conclusion, on a :

i—1DI+1 i —1)! i i i
Pour tout entier j = 2,0n a: [(] j) - [(] ; ) ” = {1 stj est premler_

0 sinon
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3. Leréel

S|

vaut 1 si j est premier et 0 sinon. Par conséquent, dans la somme :
m

Z G-D'+1 [(j—l)!]
ol j
il y a autant de 1 que de nombres premiers entre 2 et m (i.e.t(m) ) et sinon que des zéros.
Onadonc:

m

7T(m)Zz[(i—1j)!+1_[(j—j1)z”_

j=2

4. Soitm = 2 un entier.
a. Supposons quen(m) < n— 1. Ona alorst(m) + 1 <n, donc:

—=>1.
(m)+1
De plus :
nm)+1~
Ainsi :
1< n < =>1<[ ]<
_ﬂ(m)+1_n “ln(m)+1 =

b. Soit fla fonction définie sur|1; +oo[ par:

flx) = x’_l‘ = exp (lnTx)

La fonction fest dérivable sur|[1; +o[ etona:
, 1-Inx Inx
Vx > 1, f'(x) = 2 exp( . )

= 1,44 < 2.

>0sil<x<e

< six=e

(N

Donc fprésente un maximumenx = e égalaf(e) =e
De plus, ona :

f(H)=1et lirf fx)=1
X—+00
Dou :
Vx =1, 1< f(x) <2
D’autre part, on sait d apreés la question 4.a. que :

=

La fonction g définie sur]0; +oo[ parg(x) = x " étant croissante, il vient :

<n pour m(m)< n-1.
1

1

1< [ n ]% <n"=
T lr(m) +1 =n =/
Or, on vient d’établir quevx > 1, 1 < f(x) < 2, d'oui f(n) < 2 pour tout entier n > 1.
1

Donc: 1< [ n ]ﬁ <2
onc: 1< ) T 1 .
Et par suite :
1
[L]H -1
n(m) +1
¢. On suppose quert(m) >n — 1.
Dans ce cas,
1>n =20<———<1
m(m) + n ) 1
n

= [m] =0
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3|k

:[ﬁ] =0

1

FOES!

1sim(m)<n-1
On vient donc de montrer, dans les questions 4.a et 4.b, que : [—] =
a(m) + 1 ,
0 sinon
5. Fixons un entiern = 1. On sait, d apres la premiére question, que p,, < 2™. Ainsi, lorsque m varie
entre 2et2", onan(m) <n—1pour2 <m < p, — 1, donc pourp,, — 2 valeurs.

Soit S la somme définie par :
n 1
- m(m) +1
m=2

Ce qui précéde montre que dans cette somme, on fait la somme de 1 et de 0 et les chiffres 1
apparaissentp,, — 2 fois. On a donc

o 1
2= |l
2 1
Cest—a—dire: pp =2+ Z [T[(m) + 1]
m=2
o |
o | n |
Soit enfin: py 2+mz=2|l1+Z;_n2[(;—1]_)!+1_[(/—j1)!]] J|

i Exercice 115 On commence a vieillir quand on finit d'apprendre.

Complexité de l'algorithme d’Euclide
On se donne deux entiers strictement positifs a et b (a = b).
La recherche du PGCD de ces deux nombres a l'aide de l'algorithme d’Euclide se fait par divisions
euclidiennes successives. Par exemple : PGCD (48, 18) = 6 car, successivement :

48 = 2x18 + 12

18 = 1x12 + 6

12 =2%x6 4+ 0
1l a fallu trois divisions euclidiennes pour arriver a la conclusion. Mais plus généralement, combien
faut-il de divisions pour arriver a obtenir le PGCD ?

Le theoreme de Lamé donne une réponse a cette question. Il a pour énoncé :

k. "Le nombre de divisions euclidiennes nécessaires pour obtenir le PGCD de deux
entiers naturels non nuls, en appliquant I'algorithme d’Euclide, est inférieur ou
égal 3 5 fois le nombre de chiffres servant 4 écrire le plus petit des deux

”

« Gabriel Lamé (1795-1870): physicien, mathématicien et ingénieur frangais. Il
fut professeur de physique a l'école polytechnique de Paris, on lui doit des
lecons sur les coordonnées curvilignes (appelées parfois coefficients de Lamé)
et leurs applications ».

L’objectif du probléeme est de démontrer ce théoreme.
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Dans la suite, on désignera par L(a, b) ce nombre de divisions nécessaires pour obtenir le PGCD de a et
de b, en considérant que I'on s arréte lorsqu il apparait un reste nul (le PGCD étant le dernier reste non
nul). Ce nombre est la « longueur » de l'algorithme d’Euclide, pour les entiers a et b.

Partie A : Préliminaires

1. Déterminer a titre d’exemple L(585,117) et L(55, 34).

2. Exploiter le 2éme exemple étudié pour proposer des couples (a, b) d’entiers naturels tels que :

a. Le plus petit des entiers s’écrit avec un seul chiffre etL(a,b) = 5.

b. Le plus petit des entiers s’écrit avec deux chiffres, etL(a,b) = 10 (continuez la suite de « vers le

haut »).
Partie B
Posonsd = PGCD(a,b) = a A b. Soit (F,) la suite de Fibonacci définie par :

{Fl = FZ =1
Fn+2 = Fn+1 + FTL' vn = 1

Etude de quelques propriétés de (F,,)

1. Montrer que la suite (E,) est positive et strictement croissante a partir du rang 2.

2. Donner le quotient et le reste de la division euclidienne de F,,, par F,4.

3. Que vaut F,,, NF, ., 7 Combien de divisions ont été nécessaires pour la détermination de
Foy2 NFpp1 7

4. On posep = %g (nombre d’or).

a. Montrer que *® = ¢ + 1 et plus généralement o™ = @F, + F,_,, Yn > 2.
b. Montrer par récurrence surn que ! F,,, = @™, Yn = 1.
5. Notons n le nombre d’étapes nécessaires pour déterminer a Nb grice a l'algorithme d’Euclide
(c’est-d-dire que n = L(a,b)). En posant a =1y et b =ry, on peut écrire les divisions euclidiennes
successives :
To =T1q1 + 72
{ T =T2qz + 73

Th-2 = Th-1qn-1 t Ty
krn—l = Thln
a. Montrer que siq,, = 1 alorsa A b s’obtiendrait en (n-1) étapes.
b. Endéduire quer,_; = F;.
c. Etablir par récurrence quet,_;, > Fy., pour toutk € [1,n].
Partie C : Démonstration du théoréme de Lamé
l.a. Montrer queb > @™ 1.
b. En déduire queln(b) = (n — 1) X In(¢).
2. Soit p le nombre de chiftres dans I'écriture de b en base 10.
a. Justifier que 10P > b puis en déduire quep X In(10) > (n — 1) X In(¢p).
In(10)
5

b. En admettant que In(p) = (on pourra le vérifier a la calculatrice), établir quen < 5p.

Corrigé
Partie A : Préliminaires
1 ona:
— 585 =117 x5 donc L(585,117) = 1.
— 55=34x1+21
34=21%x1+13
21=13x1+8

13=8x1+5
8=5%x1+3
5=3x1+2
3=2x1+1
2=1%x2+40

Donc L(55,34) = 8.
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Z.a. Pour avoir deux entiers naturels a et b tel que le plus petit b s’écrit avec un seul chiffre et
L(a,b) = 5, il suffit de « gommer » les trois premieres divisions dans le 2éme exemple de la 1ére
question. Donc, on voit que les entiersa = 13 etb = 8 conviennent.
b. 1l suffit de pousser les divisions de deux divisions vers le haut. Dans la 1¢r division additionnelle, le
diviseur est 55, le quotient est 1 et le reste est 34 et donc le dividende est égal a 55 + 34 = 89. Suivant
le méme principe, on trouve le dividende 89 + 55 = 144 et le reste 89. Donc les entiers 144 et 89
conviennent.
Partie B : Etude de quelques propriétés de (F,,)
1. Soitla propriété : (B,) : « pourtoutn =2, 0 < E, < F 1».
Démontrons la propriété (P,) par récurrence :
— [nitialisation: onaF; =F,+F, =14+1=2.
Donc 0 < F, < F; et la propriété est vraie pourn = 2.
— Hérédité : On suppose qu'il existe un rangn = 2 pour lequel (P,) est vraie c’est-a-dire que

0 < E, < Fy41. Montrons que la propriété est vraie pourn + 1 cest-a-direque: 0 < F, ;1 <

F n+2

OnsaitqueF, , = F, 1 + F,.

Comme 0 < E,, alors F, ;1 + E, > F,,1 etparsuiteF, ., > F,,,. Doncenfin:0 < F,,; < F
D’autre part, on sait queF; =1 > 0.
Donc en conclusion : F; > 0 et pourtoutn=>2, 0 <E, < F,,4.
La suite est 4 termes positifs et strictement croissante a partir du rang 2.
2. L'égalitéF o, = Fpyq1 + F, ,avec 0 < E, < F,,, carlasuite (F,) est strictement croissante a partir
den = 2, traduit la division euclidienne deF,, ., parF, . . Donc le reste est égal 3 F,,.
Foiz=Fopn + B
Foy1 =B+ Foy
3. Les égalités successives : {

F=F+F
t F,=F+0

qui sont toutes des divisions euclidiennes montrent que F,, ., A F,, .1 = 1. Il a donc fallun — 1

divisions euclidiennes sans compter bien sir la derniére pour déterminerF, ., A F, ;1.

4. Soitep = 1+2\/§.

1+V5 (g
a *Avecp = +T\/_, on vérifie tout banalement que p* = ¢ + 1.

** Soit la propriété (Q,): « Pour toutn = 2, ¢" = F,o + F,_1».
— [nitialisation :
Ona@? =@+ 1= @F, +F, car F, = F; = 1 et donc la propriété est vraie pourn = 2.
— Hérédité :

On suppose que la propriété est vraie pour un rang donnén = 2, c’est-a-dire que :

@™ = E,@ + F,_,, et montrons qu’elle 'est pour le rangn + 1 soit ™"+ = F, .10 + F,.

Onsaitquep? =@ +1 et Fpyq =E, + F,_1. Dot :

P =" X @ = (R +Fu)) X9 = Fo® + Fyo19 = By (@ + D + Fy 00

=t P+ By =Fp9p+ K cqfd.
Donc la propriété (Q,,) est vraie pour toutn = 2.
b. On sait que p™ = Fyp + F,_ etque ¢ = 1,618 < 2,dou:
Pt =Fp+ P <2B+Fq = Fe+ Foog) + Py <Fpyq + Fog <Fpyq + By = Fgo

Doncon a bienFy, ., = ", Vn = 1.
5.a. On remarque tout naturellement quer, = 1.
Donc si I'on suppose que q, = 1 alors on auraitr, =r,_1 = aAb et par suite a A b s'obtiendrait en
(n — 1) étapes (divisions). Ce qui contredit 'hypothése de n étapes nécessaires pour I'obtention de
a A b. En conclusion, q,, étant un entier distinct de 1 alorsq,, = 2.
b. La derniéere division dans la palette des divisions euclidiennes données, on a r,,_4 =1, X q,,, €t
commer, =1 et q, =2 alorsr,_1 =1, Xq, =1X2=F;.
¢. Onaobtenur,_, = F; (donc la propriété est vraie pourk = 1).
Supposons que I'inégalitér,,_;, = F, . est vraie pour tout k compris entre 2 etn — 1. Montrons qu’elle
est encore vraie pour n c’est-d-dire query = Fp 5.
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(To=T1q1+ 7,
T =T2q; T 713

On rappelle que :

lrn—z =Th-1qn-1+t ™

Th—1 = ™qn

D’aprés 'hypothése de récurrence :

" = Tn-m-1) 2 For(m-1) = Fav1 €612 = Ty_m-2) 2 Forn-2) = B
enoutreq, > 1 etdonc :

ro=nqr+r2r+1r2F+E =Fao
Partie C: Démonstration du théoréme de Lamé
1la. En appliquant les résultats de la question 5.c. pour k =n — 1, on obtientr; = F, ., Ssoit encore
linégalitéb > F, ., car v, = b. Dot enfinb > F, ., = @™ L. Cqfd
b. La fonctionx — In(x) étant croissante sur)0, +|[, on déduit de l'inégalitéb > @™ 1 que :
In(b) = ln(p™™) = (n — 1) In(p)

2.a. Sip désigne le nombre de chiftres de b alors 10P est le plus petit entier naturel qui s’écrit a l'aide
de p + 1 chiffres et par conséquent 10°P > b. On en déduit que 10P > @™ et via la fonction In, on

conclut par le résultat : p x In(10) > (n — 1) In(¢p).

0019 ans Iinégalitép x In(10) > (n — 1) In(@), on obtient

In(10)

b. En tenant compte deln(¢) =

pxn(10)>m—-1n(p)=n—-1)x

. -1 .
Soit: p > nT et vu que n est un entiern < 5p.

Conclusion : le nombre de divisions euclidiennes nécessaires pour déterminer le PGCD de a et b, en
appliquant l'algorithme d’Euclide, est inférieur ou égal a 5 fois le nombre de chiffres servant a écrire le
plus petit des deux nombres.
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EXFLRCICES PRODPOSES

Méme un fusil maladroit atteindra la cible en multiPhant les tirs.

Frovcrbc_japonais

Exercice 1

Un nombre de quatre chiffres est un carré parfait. Le chiffre des unités est égal au chiffre des dizaines et le chiffre
des centaines est égal au chiffre des unités de mille.

1. Montrer que ce nombre est divisible par 121. Trouver ce nombre.

2. Ecrire ce nombre dans le systéme a base 8.

Exercice 2

Soitn = cdu un entier de trois chiffres divisible par107.

Démontrer que l'entier naturelx = 7d* + (7c¢ —w)?* est aussi un multiple de 107,
=& Lister tous les multiples de 107 de trois chiffres.

Exercice 3

On considére la suite (u,) définie paru, = (3n —1)? — 2 + (=2)™.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, u, ., + 2u,, est un multiple de 27.
2. Démontrer que tous les termes de la suite sont des multiples de 27.

Exercice 4

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

1. Démontrer que 9™t1 — 2"*1 = 11 (9" — 2™) — 18(9"" ! — 271,
2. Démontrer, par récurrence, que 3*™ — 2" et divisible par 7.

Exercice 5

1. Démontrer que le nombre A = a(a? — 1) est divisible par 6.

2. Plus généralement, démontrer que A, = a(a®" — 1) est divisible par 6 (n désigne un entier naturel
quelconque).

Application : Démontrer que les sommes: S = a; + a, + ...+ ay et S, = a?"*' + a?"*1 + .. + a2"*!

dans lesquelles a,, a,, .., a; désignent des entiers naturels non nuls donnés, ont le méme reste dans la division
euclidienne par 6.

Exercice 6

1. Vérifier que, pour tout entier naturel n, on a : 73" = 1 [19]. En déduire que, quels que soient les naturels n et k,
on peut écrire : 73"k = 7% [19]. Quels sont les restes possibles dans la division euclidienne de 7" par 19 ?

2. Démontrer que pour trois entiers naturels consécutifs a, b et ¢, I'entiers 7% + 7° + 7¢ est un multiple de 19.

Exercice 7
1. Déterminer, suivant le reste de la division euclidienne de n par 7, celui de la division euclidienne de n3 par 7.
2. Démontrer que sia® + b3 + ¢3 = 0[7], alors :abc = 0 [7].

Exercice 8
1. Soit x un entier relatift En discutant suivant les valeurs de x modulo 9, déterminer le reste de la division
euclidienne de x® par 9. En déduire que, pour tout entier relatifx, ona:
x3=0[9] & x=0]3], x3=1[9] & x=1]3], x3=8[9] & x=2]3]
2. On consideére trois entiers relatifs x, y et z tels que x® + y3 + z3 soit divisible par 9.
Démontrer que I'un des trois entiers x, y ou z est divisible par 3.

Exercice 9

Le but de I'exercice est de montrer que, pour tout entiers naturel n, on ne peut pas écrire 2™ + 1 sous la forme p®
avec p un nombre premier supérieur a 3. Pour cela, on suppose par l'absurde qu’il existe un entiers naturel
premier p supérieur 3 tel que 2™ + 1 = p3.
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1.a. Montrer que si n est impair alors2™ + 1 = 0 [3].
b. Déduire quep = 3 puis conclure.
2. On suppose que n est pair. On écritn = 2k aveck € N.

Le cas ot k est impair (on dit que n est impairement pair).
a. Montrer que si k est impair alors2™ + 1 = 0 [5].
b. Déduire que si k est impair alorsp = 5.
¢. Montrer que si k est impair alors 31 divise 2". Conclure.
e Lecasouk estpair (on dit que n est pairement pair).
a
b.
c

. Déterminer dans ce cas les restes possibles de 2™ + 1 modulo 7.
Pour un entier m, quels sont les restes possibles dem® modulo 7.
Conclure.

Exercice 10

Le produit de deux entiers naturelsaet b (a < b) est 11 340. On note d leur PGCD.

1.a. Pourquoi d? divise-t-il 11 340 ?

b. Pourquoid = 2* x 3% avec0 < a <let0< B <27

2. On sait de plus que a et b ont six diviseurs communs et que l'entier a est un multiple de 5.
a. Démontrer qued = 18,

b. En déduire a et b.

Exercice 11

a et B sont deux naturels etn = 2% x 35,

Le nombre de diviseurs den? est le triple du nombre de diviseurs de n.
1. Prouver que (a — 1)(f — 1) = 3.

2. En déduire n.

Exercice 12

Question de cours

On rappelle la propriété :

Sia = b [n] alors, pour toutc € Z,ac = bc [n].

En utilisant cette propriété, démontrer par récurrence: Sia = b [n] alors, pour toutk € 7, a* = b* [n].
1. Compléter le tableau :

n = - [10] 0| 1] 2| 3| 4| 5]6|718]|9
3" =... [10]
2. Montrer que sin = 0 [4] alors3™ = 1[10].
3. Qu'en-est-il sin = 2 [4] ?

4. Déterminer le chiffre des unités de 201
5. Démontrer que 32°13 + 32915 egt djvisible par 10.

320214

Exercice 13

Soit A I'ensemble des entiers naturels de l'intervalle [1 ; 46].

1. On considere I'équation (E) : 23x +47y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Donner une solution particuliére (xy, yy) de (E).

b. Déterminer I'ensemble des couples (x, y) solutions de (E).

c. En déduire qu’il existe un unique entier x de A tel que 23x = 1 (47).

2. Soient a et b deux entiers relatifs.

a. Montrer que siab =0 (47) alorsa=0 (47)) ou b =0 (47).

b. En déduire quesia? =1 (47)alorsa=1(47) oua=—1(47).

3. a. Montrer que pour tout entier p de A, il existe un entier relatif q tel que p xq = 1 (47).

Pour la suite, on admet que pour tout entier p de 4, il existe un unique entier, noté inv(p), appartenant 4 A tel que
pXxXinv(p)=1 (47). Par exemple : inv(1)=1car 1x1 =1 (47), inv(2)=24car2x24=1(47), inv(3)= 16 car
3x16 =1 (47).

b. Quels sont les entiers p de A qui vérifient p = inv(p) ?

¢. Montrer que 46! = —1 (47).

Exercice 14

On rappelle la propriété connue sous le nom du petit théoréme de Fermat:

« SI p est un nombre premier et q un entier naturel premier avec p, alors on aq?~* = 1 (modulo p) ».
On considére la suite (un) définie pour tout entier naturel n non nul par:u, = 2™ + 3"+ 6n — 1.

1. Calculer les six premiers termes de la suite.

2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u,, est pair.
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3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul, u,, estdivisible par 4.

On note (E) 'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite (u, ).
4. Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a I'ensemble (E) ?

5. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.

a. Montrer que:6 X 2p —2 = 3[plet6 Xx3p—2 = 2 [p].

b. En déduire que 6u, — 2 = 0 [p].

¢. Le nombre p appartient-il a I'ensemble (E) ?

Exercice 15

1. a. Pourl < n < 6, calculer les restes de la division euclidienne de 3™ par 7.

b. Démontrer que, pour tout n, 3% — 3" est divisible par 7. En déduire que 3"*° et 3" ont méme reste dans la
division par 7.

c¢. Al'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de 31°°° par 7,

d. De maniére générale, comment peut-on calculer le reste de la division euclidienne de 3" par 7, pour n
quelconque ?

e. En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" est premier avec 7.

2. Soitla somme :u, = 1+ 3 + 3% + -+ + 3"~ = ¥ 13! pour n entier supérieur ou égal a 2.

a. Montrer que u,, = %(3" - 1.

b. Déterminer les valeurs de n telles que u,, soit divisible par 7.

¢. Déterminer tous les diviseurs de ug.

Exercice 16

p est un nombre premier différent de 2.

1. Dresser Ia liste des diviseurs dep* 7 On appelle S la somme de ses diviseurs.

2. Démontrer que quelque soitp,ona: (2p* +p)*> <S < (2p*+p + 2)2

3. On cherche maintenant a déterminer p pour que S soit un carré parfait (c’est-a-dire le carré d’un entier n).
a. Démontrer que2p® +p <2n < 2p*> +p + 2.

b. Exprimer alors n en fonction de p.

¢. Déterminer les couples (n,p) qui répondent a la question.

Exercice 17

n estunentiern =1, a =n'3 —n.

1. Prouver que a est pair.

2. Prouver que a est divisible par 13 et par 7.
3. En déduire que a est divisible par 182.

Exercice 18 (Le PPND)
Soitn est un entier naturel non nul. On définit A(n) comme étant le Plus Petit Non-Diviseur de n, c’est-a-dire le
plus petit entier strictement positif qui ne divise pas n.

1. DéterminerA(2), A(6), A(153). Peut-on trouver n tel queA(n) =1 7

2. Soit n impair. Que vautA(n) ?

3. Montrer que si n divise m alors A(n) divise A(m).

a. Soit n et p tels que A(n) = p avec p premier, et soit m non divisible par p. Que vaut A(mn) ?
b. En déduire qu’il y a une infinité d’entiers tels que A(n) = p.

4. Soit p premier.

a DétermmerA((p -1 !).

b. En déduire que pour tout p premier, il existe n tel que A(n) = p.

5. Est-il possible de trouver n tel que A(n) = 6 ? Expliquer.

6. Montrer que A(n) est soit un nombre premier, soit la puissance d’un nombre premier.
7. Soit p premier et k un entier naturel non nul. Trouver n tel que A(n) = p*.

Exercice 19

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; U, V), on donne le point A de coordonnées (12 ; 18).
On désigne par B un point de I'axe (0; i ) et par C un point de I'axe (0; V) tels que : (Ef, R) =— %
On appelle x I'abscisse de B et y I'ordonnée de C.

1. Démontrer que le couple (x, y) est solution de I'équation (E) : 2x + 3y = 78.

2. On se propose de trouver tous les couples (B, C) de points ayant pour coordonnées des nombres entiers
relatifs.
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a) Montrer que I'on est ramené a l'équation (E), avec x et y appartenant a l'ensemble Z des nombres entiers

relatifs.

b) A partir de la définition de B et C, trouver une solution particuliére (x,; y,) de (E) avec xy et y, appartenant a

l'ensemble’l.

c¢) Démontrer qu’'un couple (x ; y) d’entiers relatifs est solution de I'équation (E) si, et seulement sj, il est de la

forme: (12 + 3k, 18 - 2k), ou k appartient a 7.

d) Combien y a-t-il de couples de points (B, C) ayant pour coordonnées des nombres entiers relatifs, tels que :
—6<x<2let—5<y<147?

Exercice 20
1. Le plan (P) est rapporté 4 un repére orthonormé direct (0; U, V).
Soit A et B dans ce plan d’affixes respectivesa = 1 + i;b = —4 — i.

Soit fla transformation du plan (P) qui a tout point M d affixe z associe le point M’ d’affixe z’ tel que :

OM' = 2AM + BM.
a. Exprimer z’ en fonction de z.
b. Montrer que fadmet un seul point invariant €2 dont on donnera l'affixe. En déduire que f est une homothétie
dont on précisera le centre et le rapport.
2. On se place dans le cas ou les coordonnées x et y du point M sont des entiersavec1 < x< 8et1< y< 8.
Les coordonnées (x’; y’) de M’sontalors : x’=3x + 2ety’ =3y — 1.
a. On appelle G et H les ensembles des valeurs prises respectivement par x’ et y’. Ecrire la liste des éléments des
ensembles G et H.
b. Montrer que x’ — y’ est un multiple de 3.
c. Montrer que la somme et la différence de deux entiers quelconques ont méme parité. On se propose de
déterminer tous les couples (x’; y’) de GXx H tels quem = x'* — y'? soit un multiple non nul de 60.
d. Montrer que dans ces conditions, x’ — y’ est un multiple de 6. Le nombre x’ — y’ peut-il étre un multiple de 30 ?
e. En déduire que, six'*> — y'? est un multiple non nul de 60, x’ + y’ est multiple de 10 et utiliser cette condition
pour trouver tous les couples (x’; y’) qui conviennent.En déduire les couples (x ; y) correspondant aux couples
(x’;y’) trouvés.

Exercice 21

Les trois questions de cet exercice sont indépendantes.

1. a. Déterminer I'ensemble des couples (x, y) de nombres entiers relatifs, solution de l'équation (E) : 8x =5y = 3.
b. Soit m un nombre entier relatif tel qu’il existe un couple (p, q) de nombres entiers vérifiant : m = 8p +1 et m =
5q +4.

Montrer que le couple (p, q) est solution de I'équation (E) et en déduire la congruence m = 9 (mod 40).

¢. Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supérieurs a 2 000.

2. Soit n un nombre entier naturel.

a. Démontrer que pour tout nombre entier naturel k on a : 23k = 1(modulo 7).

Quel est le reste dans la division euclidienne de 22009 par 7 ?

3. Soient a et b deux nombres entiers naturels inférieurs ou égaux 4 9 avec la condition a # 0.

On considere le nombreN = a X 103 + b. On rappelle qu’en base 10 ce nombre s’écrit sous la forme N = a00b.
On se propose de déterminer parmi ces nombres entiers naturels N ceux qui sont divisibles par 7.

a. Vérifier que 103 = - 1(mod 7).

b. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.

Exercice 22

Dans cette partie, on se propose d’étudier des couples (a, b) d’entiers strictement positifs, tels que : a*> = b3
Soit (a, b) un tel couple et d = PGCD(a, b). On note u et v les entiers tels que : a = du etb = dv.

1. Montrer que U2 = dvs.

2. En déduire que v divise u, puis que v = 1.

3. Soit (a, b) un couple d’entiers strictement positifs. Démontrer que I'on a a® = b3 si et seulement si a et b sont
respectivement le cube et le carré d’'un méme entier.

4. Montrer que si n est le carré d’'un nombre entier naturel et le cube d’un autre entier, alors :n =0 [7]oun = 1

177

Exercice 23

Partie A : On admet que 1999 est un nombre premier. Déterminer l'ensemble des couples (a; b) d’entiers
naturels admettant pour somme 11 994 et pour PGCD 1999.

Partie B : On considére I'équation (E) d’inconnue n appartenant aN :(E) : n* — Sn + 11994 = 0 ou S est un
naturel. On s’intéresse d des valeurs de S telles que (E) admette deux solutions dans N.
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1. Peut-on déterminer un entier S tel que 3 soit solution de (E) ? Si oui, préciser la deuxiéme solution.
2. Peut-on déterminer un entier S tel que 5 soit solution de (E) ?
3. Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11994. En déduire toutes les valeurs possibles de
S telles que (E) admette deux solutions entieres.
Partie C : Comment montrerait-on que 1999 est un nombre premier ? Préciser le raisonnement employé.
La liste de tous les entiers premiers inférieurs a 100 est précisée ci-dessous :
2 357111317 192329 3137414347 5359616771 73798389 97.

Exercice 24

Partie A : Question de cours

Quelles sont les propriétés de compatibilité de la relation de congruence avec l'addition, la multiplication et les
puissances ?

Démontrer la propriété de compatibilité avec la multiplication.

Partie B: Onnote 0,1, 2,. .., 9, a, f les chiffres de I'écriture d’un nombre en base 12. Par exemple :

Ba7 =B x122+ax12+7 =11x144+10x 12 +7 = 1711 en base 10.

1. a. Soit N7 le nombre s’écrivant en base 12 : N, = ,81_alz. Déterminer I'écriture de N; en base 10.

b. Soit Nz le nombre s’écrivant en base 10 :N, = 1131 =1x 103+ 1x 102 + 3 x 10 + 1.
Déterminer I'écriture de Nz en base 12.

Dans toute la suite un entier naturel N s’écrira de maniére générale en base 12: N = a,a,_; ...a,ay
2. a. Démontrer que N = a, [3]. En déduire un critére de divisibilité par 3 d’un nombre écrit en base 12.

b. A I'aide de son écriture en base 12, déterminer si N est divisible par 3. Confirmer avec son écriture en base 10,
3. a. Démontrer queN = a, + a,_; + -+ a; + a, [11].

En déduire un critére de divisibilité par 11 d’un nombre écrit en base 12.

b. A l'aide de son écriture en base 12, déterminer si Ny est divisible par11

Confirmer avec son écriture en base 10.

12

— 12
4. Un nombre N s’écritN = x4y . Déterminer les valeurs de x et de y pour lesquelles N est divisible par l'entier
33.

Exercice 25 (Systéme bibinaire)

Boby Lapointe, de son vrai nom Robert Jean-Frangois Joseph Pascal Lapointe, (1922-1972)
était un poéte-fantaisiste-auteur-compositeur-interpreéte...

Il avait aussi une solide formation mathématique et on ne peut pas résister au plaisir de
présenter dans cet exercice le systéeme de numération qu'il a imaginé. Il s'agit du SYSTEME
BIBINAIRE qui [ui valut un succes et une estime aupres de la communauté scientifique en
1971. Comme beaucoup de réformateurs des systémes de numération, Mr. Boby Lapointe
> rejette le systéme décimal actuel notamment a cause des expressions du genre soixante-seize
i ou quatre-vingt-dix-sept.

1l est amusant de noter que le langage inventé par Boby fait appel aux deux codages de base utilisés en
informatique :

— Le systéme binaire, envisagé par Neper en 1616 et popularisé par Leibniz au 18 siécle, qui n’utilise que

les deux chiffres 0 et 1.

— Le systéme hexadécimal, dont les seize chiftfres sontnotés 0, 1,2, 3,4, 5, 6,7,8 9 A B G D, EetF.
Examinons le systéme BIBI. [ls existent le BIBI parlé et le BIBI écrit que quelques exemples vont vous faire
découvrir : Les naturels de zéro a quinze sont écrits dans le systéme binaire, en rajoutant éventuellement des
zéros au début pour avoir quatre chiffres :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15
000 | 000 | 001 | 001 | 010 | 010 | 011 | 011 | 100 | 100 | 101 | 101 | 110 | 110 | 111 | 111
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Découpant l'écriture de ces naturels en tranches de deux chiffres, on obtient quatre groupements possibles :
00, 01, 10 et 11
Pour les groupes de deux chiffres terminant I'écriture d'un naturel, on choisit quatre voyelles :
00 - 0,01 > A;10 —» E,; 11 — [ et pour le premier groupe de deux chiftfres, on choisit quatre
consonnes: 00 - H;01— B,;10— K;11 — D.
Utilisant ce code, voici I'écriture des seize premiers naturels :
HO | HA | HE | Hl | BO | BA | BE | Bl | KO | KA | KE | KI | DO | DA | DE | DI

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 15

Notons au passage l'importance du "H" (muet) et des consonnes dures "B" et "K" ce qui va donner au BIBI
parlé une note enfantine agréable a l'oreille ! Il reste a associer ces seize phonémes afin de représenter les
naturels supérieurs a quinze.
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On considere alors une numération de base seize (systeme hexadécimal) et on obtient les exemples suivants:

31= (1x16)+ 15 » HADI

16 = (1x16)+0 —» HAHO

1000 = (3x16x16)+ (14 x16) + 8 —» HIDEKO
1. Ecrire en base dix les naturels suivants KADO, HABIHABOBO, KEKIDIBOBI..
2. Traduire en systeme BIBINAIRE : 680 et 2005.
3. Ecrire et apprendre par cceur Ia table de multiplication par BA. Donnons le départ :
BA fois HO > HO,; BAfois HA — BA; BAfois HE —» KE,

4. Enfin, Boby Lapointe était aussi un affreux mais émérite auteur de calembours, et pour le savoir, effectuer
les opérations suivantes : HABI fois HABI égale... ;  HABI plus HABI égale...

Exercice 26

On consideére le nombre A qui s'écrit dans le systéme décimal A = xyxyxyxyx5, x et y étant des chiftfres de ce
systéme, x étant non nul.

1. A quelle condition, ce nombre est-il divisible par 25 ?

2. Déterminer les différentes valeurs de A, telles que A soit divisible par 225.

3. On considére le nombre B = xyxyxy toujours écrit dans le systéme décimal avec x et y des chiftres, x étant non
nul. Déterminer B tel que B soit divisible par 225.

Exercice 27
Soit n un entier relatif quelconque. On poseA =n — 1 etB =n? —3n + 6.
1. a. Montrer que le PGCD de A et B est égal au PGCD de A et 4.

b. Déterminer, suivant les valeurs de n, le PGCD de A et B.

. , 2-3n+6 , , ,
2. Pour quelles valeurs de l'entier relatifn # 1, % est-il entier relatif ?

Exercice 28
1. Déterminer l'ensemble U des entiers relatifs n tels quen + 2 divise 2n + 1.

2. Montrer que pour tout entier relatif, les nombresn + 2 et2n? + 3n — 1 sont premiers entre eux.
(2n-1)(2n?+3n-1)

2 soit un entier relatif.
(n?2-2)(n+2)

3. Déterminer I'ensemble V des entiers relatifs n,n + —2 tels que

Exercice 29

Le nombre n désigne un entier naturel.

1. Démontrer quen? + 5n + 4 etn? + 3n + 2 sont divisibles parn + 1.

2. Déterminer I'ensemble des valeurs de n pour lesquelles 3n? + 15n + 19 est divisible parn + 1.
3. En déduire que, quel que soit n, 3n? + 15n + 19 n'est pas divisible parn® + 3n + 2.

Exercice 30

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére les nombres : a = n3-n?-12n etb=2n%-7n- 4.
1. Montrer, aprés factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par l'entier n-4.
2.0Onposea=2n+ 1etf =n+ 3 Onnotedle PGCD de o et f.

a. Etablir une relation entre a et § indépendante de n.

b. Démontrer que d est un diviseur de 5.

¢. Démontrer que les nombres a et f sont multiples de 5 si et seulement si I'entier n - 2 est multiple de 5.

3. Montrer que Zn + 1 et n sont premiers entre eux.

4.a. Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de n le PGCD de a et b.

b. Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliersn = 11 etn = 12.

Exercice 31

On note n un entier naturel non nul, A I'entier naturel 3n + 1 et B l'entier nature/5n — 1.
1. Démontrer que le PGCD de A et B est un diviseur de 8.

2. Pour quelles valeurs de n ce PGCD est-il égal a 8 7 Calculer alors le PPCM de A et B.

3. Pour quelles valeurs de n ce PGCD est-il égal a 3 7

Exercice 32

Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.

1. Montrer quea + b etab son premiers entre eux.

2.a. Vérifier quea® — ab + b? = (a + b)? — 3ab.

b. En déduire quea + b eta® — ab + b? sont soit premiers entre eux, soit divisibles par 3.
3. Démontrer I'égalité : PGCD(a + b,a®? — ab + b?) = PGCD(a + b, 3).
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Exercice 33

1. Soita et b deux entiers relatifs non nuls et k un entiers relatif tel quea + kb > 0.
Montrer que : PGCD(a,b) = PGCD(a + kb, b).

Exemple : PGCD(325,70) = PGCD (325 — 4 x 70,70).

2. Déterminer, par ce procédé, le PGCD (628,103).

3. n étant un entier supérieur ou égal 3 2, on pose: a = n?> — 4n et b = 2n.

Montrer que PGCD(a, b) = n x PGCD (n, 2). Etudier, suivant la parité de n, le PGCD de a et b.

Exercice 34
Soient m et n deux entiers naturels, avecm < n, et tels gquem™ = n™.

1. Vérifier quem = 0 etm = 1 ne donnent aucune solution.

2. Pourm = 2, montrer que :m"™ =n"™ & f(m) = f(n) avec f(x) = l"T"

3. En étudiant les variations de la fonction f : x +— MTx sur lintervalle [2; +o|, déterminer les couples

solutions (m,n) de l'identité m™ = n™.

Exercice 35

1. Soit n un entier naturel.

a. Montrer que si n est impair alors : n*> = 1 [8].

b. Montrer que si n est pair alors :n* = 0 [8] oun? = 4 [8].

2. Les nombres a, b et c sont trois entiers naturels impairs.

a. Montrer que : a®> + b* + ¢? n’est pas un carré parfait.

b. Montrer que : 2(ab + bc + ca) = 6 [8]. (On pourra développer (a + b + ¢)?).
¢. En déduire que2(ab + bc + ca) n’est pas un carré parfait.

d. Montrer que ab + bc + ca n’est pas un carré parfait.

Exercice 36
Pour tout entier n non nul, on considére les nombres :a, =4 x10" —1,b, = 2 x10" —1,¢, =2 x10™ + 1.
1.a) Calculera;, by, c1,az, bz, cz, az, bz et cs.
b) Combien les écritures décimales des nombres a, et c, ont-elles de chiffres ? Montrer que a, et c, sont divisibles
par3.
c) Montrer, en utilisant la liste des nombres premiers inférieurs a 100 donnée ci-dessous, que bz est premier.
d) Montrer que, pour tout entier naturel non nuln, b, xc, = a,y,.
En déduire la décomposition en produit de facteurs premier de ag.
e) Montrer que PGCD(b,, ¢, )=PGCD(cy, 2). En déduire que b, et ¢, sont premiers entre eux.
2. On considére I'équation (1) : bsx + c3y = 1 dont les inconnues sont les entiers relatifs x et y.
a) Justifier le fait que (1) posséde au moins une solution.
b) Appliquer l'algorithme d’Euclide aux nombres c; et bz ; en déduire une solution particuliére de (1).
c) Résoudre I'équation (1).
LISTE DES NOMBRES PREMIERS INFERIEURS A 100 :
235 7011, 13,17, 19, 23, 29, 31 37, 41, 43,47, 53, 59, 61, 67; 71, 73; 79, 83; 89; 97.

Exercice 37

Le nombre n est un entier naturel non nul; on posea =4n + 3 et b = 5n + 2 et on note d le PGCD de a et b.
1. Complétez le tableau ci-dessous. Quelle conjecture pouvez-vous faire sur d ?

n a b d
8
9

10

11

12

13

14

15

16

17

2. Calculer 5a - 4b et en déduire les valeurs possibles de d.

3. On considére I'équation (E) : 7k - 4n = 3, ot n et k sont deux naturels non nuls.

a. Déterminer une solution particuliére de (E), puis tous les couples solutions de (E).

b. En déduire tous les couples d’entiers naturels (n; k) solutions du probléme tels que 4n + 3 = 7k.
4. Déterminer, a l'aide des congruences, les entiers naturels n tels que 5n + 2 soit divisible par 7.
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5. Soitr le reste de la division euclidienne de n par 7. Déduire des questions précédentes la valeur de r pour
laquelle d vaut 7. Pour quelles valeurs der, d est-il égala 1 ?

Exercice 38

1. On considere l'équation (E) : 6x + 7y = 57 ou x et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer un couple de relatifs (u, v) tel que 6u + 7v = 1, en déduire une solution (x,,y,) de (E).
b. Déterminer les couples d’entiers relatifs solutions de I'équation (E).

2. Soit (0 ;U T ,?) un repére orthonormal de l'espace. On considere le plan P d'équation :

6x + 7y + 8z = 57 et on considére les points du plan P qui appartiennent aussi au plan (0; U ,7’). Monter qu'un
seul de ces points a pour coordonnées des entiers naturels que 'on déterminera.

3. On considére un point M du plan P dont les coordonnées x, y et z sont des entiers naturels.

a. Montrer que I'entier y est impair.

b. On pose y = 2p + 1 ou p est un entier naturel.

Monter que le reste dans la division euclidienne de p + z par 3 est égal a 1.

c. On posep + z =3q + 1 ou q est un entier naturel,

Montrer que les entiers naturels x, p et q vérifient la relation : x +p +4q =7

En déduire que g prend les valeurs 0 ou 1.

d. En déduire les coordonnées de tous les points de P dont les coordonnées sont des entiers naturels.

Exercice 39

Partie A: On rappelle ci-dessous le théoréme de BEZOUT et le théoréme de GAUSS.

Théoréme de BEZOUT : Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe un couple
(u, v) d’entiers relatifs vérifiantau + bv = 1.

Théoréme de GAUSS: Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.

Si a divise le produitbc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

1. En utilisant le théoréme de BEZOUT, démontrer le théoréme de GAUSS,

2. Soient p et q deux entiers naturels tels que p et q sont premiers entre eux.

Déduire du théoréme de GAUSS que, si a est un entier relatif, tel quea = 0 [p] et a = 0 [q], alors ona :a = 0 [pq].
Partie B: On se propose de déterminer lensemble S des entiers relatifs n vérifiant le systéme : {Z Z 2 [1[ ; }
1. Recherche d'un élément de S. On désigne par (u, v) un couple d’entiers relatifs tel que 17u +5v = 1.
a. Justifier 'existence d'un tel couple (13, v).

b.Onposeny = 3 X 17u + 9 X 5v.Démontrer que nyappartienta .

c. Donner un exemple d’entiern, appartenant a S.

2. Caractérisation des éléments de S.

a. Soit n un entier relatif appartenant a S. Démontrer quen — ny = 0 [85].

b. En déduire qu’un entier relatif n appartient a S si et seulement si n peut s’écrire sous la forme suivante n = 43
+ 85k ou k est un entier relatif.

3. Application : Zeinebou sait qu’elle a entre 300 et 400 jetons. Si elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9. Si
elle fait des tas de 5 jetons, il lui en reste 3. Combien a-t-elle de jetons ?

Exercice 40
Soit la suite (U,,) définie surN par :

U,=0
,ou p est un réel non nul.
{VneNUM1=Jmm+1 P
1. On suppose quep = 1.

Montrer que : ¥n € N, U, = Vn.
Calculer: lim,_, . U,.

2. On suppose quep € 10, 1][.

a. Montrer que :

vneN,0 < U, < !

V1-p

b. Etudier la monotonie de la suite (U,). En déduire que (U,) est convergente et calculer sa limite.
3. On suppose quep € ]1,+oo.

OnposeS, =1+p+p?+ -+ p" 1, pourn € N*.

a. Montrerque: Vn € N, U2, , — U2 =p™.

b. En déduire que :¥n € N*,U,, = \/E

4. On suppose que p est un entier différent de 1.

a. Calculerp™ + (1 — p)UZ2. En déduire quep™ et1 — p sont premiers entre eux.

b. Soit dansZ x Z I'équation (E,): p"x — (1 —p)y = p.
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Justifier que I'équation (E,) posséde des solutions dans7. X 7 et vérifier que les solutions de (E,) sont les
couples (p + k(1 — p), —U; + kp™), k € Z.
¢. En déduire dansT X 7T les solutions de I'équation : 10™x + 22y = 10 x 271,

Exercice 41

1.a. Résoudre dansZ X Z I'équation (E) : 6X -5V ="7.

n=2[6]
n=9][5]
c. Déterminer les solutions dansZ X 7 de I'équation : (6X - 5Y - 6)(6X-5Y + 6) = 13.
2. On considére dansZ X 7 I'équation (E’) : 6X? — 5Y% = 7.

a. Montrer que si (X, Y) est une solution de (E') alors X* = 2 [5].

b. Quel est alors I'ensemble des solutions de (E')?

3. On considére dans 73 'équation (E"') : 6X - 5V - 472 = 7.

a. Montrer que Y est impair.

b. On pose Y =2p + 1,;(p € N) .Montrer que Z + p est un multiple de 3.
c.OnposeZ+p=23q,(q €N).

Montrer que (X, Y, Z ) solution de (E") si et seulement si :

b. Déterminer alors les solutions dans N du systéme suivant : {

Y=2p+1
Z=3q-p avec(p,q) EZ XL
X=p+2q+2

d. Retrouver alors les solutions de (E).

Exercice 42

On désigne par A I'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a 2010.

1.a. On admet que 2011 est un nombre premier.

Justifier que I'équation (E) : 67x + 2011y = 1 admet des solutions dans’L.

b. Vérifier que le couple (—30 ; 1) est une solution particuliére de (E).

¢. Montrer que les solutions de (E) sont les couples (2011k —30; —67k + 1),k € Z.

d. Déduire la valeur du naturel x < 2010 vérifiant67x = 1 [mod 2011]. (x est I'inverse de 67 modulo 2011).
2.a. Soit a un entier, montrer que : a®> =1 [2011] & a =1[2011] ou a = —1[2011].

b. En déduire que 1 et 2010 sont les seuls entiers de A qui sont égaux a leurs inverses.

3. Montrer alors que (2010)! = 2010 [2011].

Exercice 43

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n : 23™ — 1 est un multiple de 7 (on pourra utiliser un raisonnement
par récurrence). En déduire que 23" — 2 est un multiple de 7 et que 23™*? — 4 est un multiple de 7.

2. Déterminer les restes de la division par 7 des puissances de Z.

3. Le nombre p étant un entier naturel, on considéere le nombre entier Ay = 2P + 22 4 23p,

a) 8i p = 3n, quel est le reste de la division de A, par 7 7

b) Démontrer que si p = 3n + 1 alors A, est divisible par 7.

¢) Etudier le cas ot p = 3n + 2.

4. On consideére les entiers a et b écrits dans le systéme binaire :a = 1001001000, b = 1000100010000.
Vérifier que ces deux nombres sont des nombres de la forme A,. Sont-ils divisibles par 7 7

Exercice 44
1. On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de I'équation :
(1) ax + by = 60 (aetb entiers naturels donnés tels que ab = 0).
On notera d le plus grand commun diviseur de a et b.
a. On suppose que I'équation (1) a au moins une solution (xg, yy).
Montrer que d divise 60.
b. On suppose que d divise 60. Prouver qu’il existe alors au moins une solution (xy, yy) a I'équation (1).
2. On considere I'équation : (2) 24x + 36y = 60. (x et y entiers relatifs).
a. Donner le PGCD de 24 et 36 en justifiant brievement. Simplifier alors I'équation (2).
b. Trouver une solution évidente pour I'équation (2) et résoudre cette équation. On appellera S I'ensemble des
couples (x, y) solutions.
c¢. Enumeérer tous les couples (x ; y) solutions de (2) et tels que : —10 <x <10.
Donner parmi eux, ceux pour lesquels x et y sont multiples de 5.
d. Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité graph : 1 cm), représenter I'ensemble E des points M de
coordonnées (x, y) telles que :

132



{x=1+3t feER

y=1-2t"
e. Montrer que les points ayant pour coordonnées les solutions (x; y) de I'équation (2) appartiennent
l'ensemble E. Comment peut-on caractériser S ?

Exercice 45

1.a. Quel est le reste de la division euclidienne de 69 par 11 ? Justifier.

b. Quel est le reste de la division euclidienne de 6* par 5 ? Justifier.

c. En déduire que 6*° =1 [11] et que 6% =1 [5].

d. Démontrer que 60- 1 est divisible par 55.

2. Dans cette question x et y désignent des entiers relatifs.

a. Montrer que I'équation (E) : 65x - 40y = 1 n'a pas de solution.

b. Montrer que l'équation (E') : 17x - 40y = 1 admet au moins une solution.

c. Déterminer a l aide de l'algorithme d'Euclide un couple d'entiers relatifs solution de I'équation (E’).
d. Résoudre I'équation (E’). En déduire qu'il existe un unique naturel xy inférieur a 40 tel que 17xp =1 [40].
3. Pour tout entier naturel a, démontrer que sial’ = b [55] et si a*? = 1 [55], alors b°? = a [55].

Exercice 46
Dans cet exercice a et b désignent des entiers strictement positifs.
1. a. Démontrer que s’il existe deux entiers u et v tels que au + bv = 1 alors a et b sont premiers entre eux.
b. En déduire que si (a* + ab — b?)? = 1 alors a et b sont premiers entre eux.
2. On se propose de déterminer tous les couples d’entiers strictement positifs (a; b) tels que (a®> + ab — b?)? =
1. Un tel couple sera appelé solution.
a. Déterminer a lorsque a = b.
b. Vérifier que (1, 1), (2, 3) et (5, 8) sont trois solutions particuliéres.
¢. Montrer que si (a; b) est solution et sia < b, alorsa? — b? < 0.
3. a. Montrer que si (x,y) est une solution différente de (1, 1) alors (y —x;x) et (y; y + x) sont aussi des
solutions.
b. Déduire de 2. b. trois nouvelles solutions.
4. On considere la suite de nombres entiers strictement positifs (a, ) ey définie para, = a, = 1 et pour tout
entiern :

Qniz = Qpyq T Ap.
Démontrer que pour tout entier natureln, (a,, a,,,) estsolution. En déduire que les nombres a,, eta,_ ., sont
premiers entre eux.
Exercice 47 (le jour de la semaine correspondant a la date de l'attaque de Tidjikja)
Pour déterminer quel jour de la semaine correspond a une date donnée (bien siir aprés I'année 1582), on s attéle
d quatre régles :
Régle 1 : Chaque année comporte au moins 365 jours. Certaines années (années bissextiles) en comportent 366.
Régle 2 : Les années bissextiles sont les années dont le millésime est divisible par 4.
Régle 3 : Exception. Les années dont le millésime est divisible par 100 ne sont pas bissextiles.
Régle 4 : Exception a I'exception. Les années dont le millésime est divisible par 400 sont bissextiles.
1. La nuit du 12 mai 1905 vers vingt et une heure, un commando de résistants a la colonisation francaise dirigé
par Sidi Ould Moulaye Zein fait assaut sur la base militaire de Tidjikja. Le bilan de cette attaque fut trés lourd du
cOté de I'armée coloniale : la mort du général Cappolani et de plusieurs militaires. Ce commando était composé,
en plus de Sidi Ould Moulaye Zein, de vaillants hommes qui méritent d’étre cités ici: Moulaye Abderrahmane
surnommé Lellé (fils de Sidi Ould Moulaye Zein), El Arbi Ould Zeidane (son neveu), Ahmed Ould Bah Ould
Chkouna, Mohamed Ould Behnass, Ahmed Ould Lemlih, Cheikh Ould El'iyel, Mohamed Saleck Ould Saleck Ould
Battah et son frere Mohamed Mahmoud, Moussa Ould Boubeit Sidi Ould Boubeit, Sidi Ould Weiss, Ahmed Ould
Sidi Ould Bah, Sid’Ahmed Ould Bah Ould Cheikh Ould Boubeit Ould Saleck, Mohamed Ould Ely Ould Saleck,
Mohamed Ould Savra, Ahmed Ould El Harthi, Mohamed Ould Levrak, Ahmed Ould Henoune, Mohamed Ould
Meilid, Hmoud Ould Ely et Slaka Ould Dahah.

(Source Nouakchott-Info n° 292 du 16 février 2002)

Quel jour de la semaine était ce 12 mai 1905 ?

2. Le mathématicien francais Cédric Villani, en photo ci-contre, a recu la médaille Fields
(c’est la plus haute distinction internationale décernée en mathématiques) en 2010.

1l est considéré comme l'un des plus grands mathématiciens du 21éme siecle. Cédric
Villani est né le 5 octobre 1973.

Quel jour de Ia semaine est-il né ?
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3. La mathématicienne iranienne Maryam Mirzakhani, en photo ci-contre, a recu
également la médaille Fields en 2014 pour ses travaux en topologie et elle est
considérée comme une sommité dans la communauté scientifique.

Maryam Mirzakhani est née le 5 mai 1977 a Téhéran.

Quel jour de la semaine est-elle née ?

4. « Il n'est pas possible d'étre mathématicien sans avoir I'dme d'un poéte » telle est la
citation choc de la mathématicienne russe Sofia Kovalevskaya (elle signe elle-méme
Sophie Kowalevski). Fille d’un général russe, Sofia Kovalevskaya est la 1¢¢ femme
devenue docteur en mathématiques dans une université allemande. Elle était disciple,
a la fois, des mathématiciens Hermann Ludwig von Helmholtz, Leo Konigsberger et
Karl Weierstrass. Elle a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et étudié la
rotation d’un corps solide autour d’un point fixe (probléme si difficile que I'’Académie
des sciences de Berlin avait proposé, en 1850, un prix pour sa résolution). Pour son
travail original et novateur dans ces domaines, Sofia obtient le prix Bordin de
l"Académie des sciences de Paris (1888) puis le prix de I"Académie des sciences de
Stokholm l'année suivante. Sofia Kovalevskaya est née a Moscou le 15 janvier 1850 et
décédée, a I'dge de 41 ans, a Stokholm le 10 février 1891. A quel jour de la semaine

correspond la triste disparition de la brillante Sofia ?

Exercice 48

Voici une démonstration du petit théoréme de Fermat due d Leibniz (il n'est pas sidr que ce dernier connaissait
celle de Fermat).

On consideére I'expression Z, = (uy +uy + -+ u, )p = (ub +ul + - +ub) odug uy, .., u, sont des entiers
quelconques (dont la somme n’est pas divisible par p) et p un nombre premier.

1. Montrer par récurrence sur n que Z,, est divisible par p.

2. Retrouver ainsi une démonstration du théoréme de Fermat.

3. Application : Montrer que I'équation3x? + 3x + 7 = y3 n’admet pas de solution dans 7?.

Exercice 49

1. On considere I'équation (E) : 17x —24y = 9, ou (x, y) est un couple d’entiers relatifs.

a. Vérifier que le couple (9, 6) est solution de I'équation (E).

b. Résoudre I'équation (E).

2. Dans une féte foraine, Jean s’installe dans un manége circulaire représenté par le schéma ci-dessous. Il peut
s’installer sur 'un des huit points indiqués sur le cercle.

A

Le manége comporte un jeu qui consiste a attraper un pompon qui, se déplace sur un cible formant un carré
dans lequel est inscrit le cercle. Le manége tourne dans le sens des aiguilles d’une montre, a vitesse constante. 11
fait un tour a vitesse constante. Il fait un tour en 24 secondes. Le pompon se déplace dans le méme sens a vitesse
constante. Il fait un tour en 17 secondes.
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Pour gagner, Jean doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu'aux points de contact qui sont notés A, B, C et D
sur le dessin. A 'instant t = 0, Jean part du point H en méme temps que le pompon part du point A.

a. On suppose qu'd un certain instant t Jean attrape le pompon en A. Jean a déja pu passer un certain nombre de
fois en A sans y trouver le pompon.

A linstant t on note y le nombre de tours effectués depuis son premier passage en A et x le nombre de tours
effectués par le pompon. Montrer que (%, y) est solution de I'équation (E) de la question 1.

b. Jean a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d'attraper le pompon?

¢. Montrer, qu’en fait il n’est possible d attraper le pompon qu’au point A.

d. Jean part maintenant du point E, Aura-t-il le temps d attraper le pompon en A avant les deux minutes?

Exercice 50

1.a. Soit p un entier naturel. Montrer que I'un des trois entiers p, p + 10 etp + 20, et I'un seulement, est divisible
parle nombre 3.

b. Les entiers a, b et ¢ sont dans cet ordre les trois termes consécutifs d’une suite arithmétique de raison 10.
Déterminer ces trois termes sachant qu’ils sont premiers.

2. Soit E I'ensemble des triplets d’entiers relatifs (u,v,w) tels que3u + 13v + 23v = 0.

a. Montrer que pour un tel triplet v = w [3].

b. On posev =3k +r etw = 3k’ + r ou k, k’ et r sont des entiers relatifs et0 < r < 2.

Montrer que les éléments de E sont de la forme : (—13k — 23k’ — 12r,3k + r,3k’ +1).

¢. L'espace est rapporté a un repere orthonormé d'origine O et soit (P) le plan d’équation :3x + 13y + 23z = 0.
Déterminer I'ensemble des points M a coordonnées (x,y, z) entiéres relatives appartenant au plan (P) et situés a
lintérieur du cube de centre O, de cété 5 et dont les arétes sont paralléles aux axes de coordonnées.

Exercice 51

1. Prouver 4 I'aide du théoréme de Fermat que 4*° — 1 est divisible par 41.

Z.a. Déterminer le reste de la division euclidienne de 4" par 17, pour les entiers n€ {1,2,3,4}.
b. En déduire que le nombre 4*° — 1 est divisible par 17.

3. Prouver que 4*™ — 1 est divisible par 5 pour tout n€ N.

4. Prouver que 4™ — 1 est divisible par 3 pour tout ne N.

5. Déduire des questions précédentes 4 diviseurs premiers de 4*° — 1.

Exercice 52

anNb =284

aVvb=12600

2. Soit I'équation (E) : 2x + 3y = 2004 avec(x; y)€N?.

a. Montrer que si (x, y) est solution de (E) alors x est un multiple de 3 et que y est un multiple de 2.
b. Résoudre alors dansN x N I'équation (E).

1. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que {

Exercice 53

On considére dansN* x N* I'équation diophantienne : (E) x*(x*> +7) = y(2x + y).

Soit (x, y) un élément de N* x N* et soit § le plus grand diviseur commun de x et y. On posex = ad ety = bé.
1. On suppose que (x, y) est une solution de (E).

a. Vérifier que : a®>(6%a®> +7) = b(2a + b).

b. En déduire qu’il existe un entier naturel k tel que : 2a + b = ka® et §%a® +7 = kb.

c¢. Montrer quea = 1.

d. En déduire que : (b + 1)? = 6% + 8.

2. Résoudre dansN* x N* I'équation (E).

Exercice 54

Soitn € Z — {—2001, 2}, on pose : g(n) = n;2_0201.

1.a. Montrer que :(n — 2) A (n + 2001) = (n — 2) A 2003.

b. Vérifier que 2003 est un nombre premier.

¢. En déduire les valeurs possibles de (n — 2) A (n + 2001).

d. Déterminer l'ensemble des entiers relatifs n tels que (n — 2) A (n + 2001) = 2003.

2. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles g(n) € Z.

3. Soitp e Netq €N telsquep +q etpAg=1.

a. Montrer que p® A (p? — q?) = 1.
p

2
b. Montrer que : g(n) = (;) en=2+

2003 2
pZ_qZ .

2
¢. Déterminer p, q et n pour que : g(n) = (g) etphq=1.
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Exercice 55
Dans tout l'exercice x et y désignent des entiers naturels non nuls vérifiant x<y. Soit S I'ensemble des couples
d’entiers (x, y) tels quex Ny =y — x.
1.a. Calculer 363 N 484.
b. Le couple (363,484) apparient-il 4 5?7
2. Soit ne IN*: le couple (n, n+1) appartient-il a 57 Justifier votre réponse.
3.a. Montrer que (x, y)€ S si et seulement si il existe ke IN*tel quex = k(y —x) et y = (k + 1)(y — x).
b. En déduire que pour tout couple (x, y)e Sona:xVvy = k(k + 1)(y — x).
4.a. Déterminer 'ensemble des diviseurs de 228.
b. En déduire I'ensemble des couples (x, y) de S tels quex v y = 228.

Exercice 56
1. Montrer que: ¥Yn € N, n+ 3 divise 3n3 — 11n + 48.
2. Montrer que pour tout entier n tel quen > 2, ona : 3n® — 11n + 48 € N*,
3. Montrer que pour tout (a, b, c) € N* x N* X N* te/ quebc + a,ona: aAb = (bc —a) A b.
4. Montrerque: Vvn e N* — {1}, B3n® —11n)A(n+3) =48 A(n + 3).
3n3-11n

5. Déterminer l'ensemble des entiers naturels n tels que : —3 € N.

Exercice 57
Soit n un entier naturel premier. On considére dansN* X N* I'équation : (E) x3 —y® =n.
Xo—Y =1

1.a. Montrer que si(x,,V,) est une solution de (E) alors :{ x2 + xovy + y¢ =n
3xgyp=n—1

b. Montrer que sin # 3k + 1 pour toutk € N alors I'équation (E) n‘admet aucune solution.

¢. Montrer que si I'équation (E) admet une solution alors elle est unique.

x—y=1

3xy = n—1 admet une solution alors il existek € N tel que : 4n — 1 = 3(2k + 1)2.

2. Montrer que si le systéme {

Exercice 58
Soit a un entier naturel strictement supérieur a 1 et p un entier naturel premier.
PAX =

pAY=1 = pAlxy)=1

1.a. Montrer que pour tous entiersxety,ona: {

b. En déduire que sip > a alorsp A (a!) = 1.
¢. Quels sont les entiers premiers qui divisent (a!) 7
2. On suppose dans cette question quep < a et on cherche a déterminer le plus grand entier a tel que p* divise
(a") (a est appelé valuation p-adique de (a!) ).
a. Montrer que les facteurs de (a!) divisibles par p sont les entiers: p, 2p, 3p, ..., qp ou q est le quotient de la
division euclidienne de a par p.
b. Vérifier que le produit de tous ces facteurs est 1 = (q))p? et que A divise (a!).
c. Vérifier que :
— Sip>qalorsa=q;
— Sip < q etsiq, estle quotient de q par p alorsp?*?1 divise (a!).
3. Onprenda = 423 etp = 7.
En appliquant les résultats de la question 2., déterminer la valuation 7-adique de (423") c'est-a-dire le plus grand
entiera tel que 7% divise (423)).

Exercice 592
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de "0" que comporte n! a la fin de son écriture décimale. Par
exemple 5/=120 et donc on a un seul "0" 4 Ia fin de son écriture décimale.
1. Montrer que si la décomposition d'un entier a en facteurs premiers est :
a = 2% x 5% x 7% X ... alors a fini exactement par a, oua, "0"dans la base décimale.
2. Soit n un entier naturel non nul.
On pose q, le quotient de la division euclidienne de n par 5.
a. Montrer quen! = 5%, (q,!). k ; avec ke IN tel que kA 5=1.
b. Soit q, le quotient de la division euclidienne de q, par 5.
Montrer quen! = 590%%1, (q,). k,,; aveck;€ INet k; A 5=1.
¢. Expliquer pourquoi le nombre de "0" de n! en base 10 est égal a : q, + q, + (nombre de "0" dans q,!).
3. On définit ainsi une suite réelle q,, définie sur IN par:
qo = Le quotient de la division euclidienne de n par 5.
qi+1= Le quotient de la division euclidienne de q;, par 5.
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a. Montrer qu'il existe n,< IN tel que pour toutk = n,, ona:q;=0.

b. En déduire que le nombre de "0" en base 10 de n! est égal a : qo + q1 + - + g,
4. Application:

Dans 1960, il y a combien de fois "0"a la fin de son écriture décimale ?

Dans 2016, il y a combien de fois "0"a la fin de son écriture décimale ?

Exercice 60
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0 ;T ?) Le point F a pour coordonnées (0, 0, %) et P le plan

d’équationz = — " M est un point de I'espace de coordonnées (x, y, z). H est le projeté orthogonal du point M sur

P.

On note € I'ensemble des points M de I'espace tels que : MF = MH.

1. Démontrer que £ a pour équation : x* + y* = z.

Z.a. Quelle est l'intersection de I'ensemble £ et du plan d’équationz = 2 ?

b. Quelle est l'intersection de I'ensemble € avec le plan (0 ;T k ) 7

3. Dans cette question, x et y sont des entiers naturels.

a. Démontrer que 7 divise x? + y? si et seulement si 7 divise x et 7 divise y.

b. Existe-t-il des points qui appartiennent a l'intersection de I'ensemble € et du plan d’équation z = 98 dont
toutes les coordonnées sont des entiers naturels ? Si oul, les déterminer.

Exercice 61

1. a. Trouver six entiers strictement positifs et inférieurs a 10 tels qu'aucun d’entre eux n’en divise un autre.

b. Trouver huit entiers strictement positifs et inférieurs a 14 tels quaucun d’entre eux n’en divise un autre.

1l semble que dans tout ensemble de n + 1 nombres strictement inférieurs a Zn, il y en ait toujours un qui en
divise un autre. C’est ce que nous allons démontrer.

2. Justifier que tout entier strictement positif s'écrit d’une maniére unique de la forme d'une puissance de 2
multipliée par un nombre impair.

3. Soitq,, qy , .., Qui1 lesn+ 1 nombres considérés. Daprées la question 2., on peut donc écrire, pour tout i
compris entre 1 etn + 1:q; = 2% X b; oub; est un nombre impair et a; un entier positif ou nul,

a. Combien y a-t-il de nombres impairs inférieurs a 2n ?

b. En déduire que deux des nombres b; sont égaux entre eux.

4. Conclure.

Exercice 62

On posea = 72009 4 72010 4 72011,

1. Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7™ modulo 100.
2. En déduire qu’il existe un entier naturel k tel que :a = 100k — 1.

3.a. En utilisant le binéme de Newton, montrer que a*°® = 1 [mod 1002].

b. Quelles sont les quatre derniers chiffres de a*°°.

Exercice 63

On pose : A = 20112011,

1. Quel est le reste de la division euclidienne de A par 4 ?

2. a. Soit n un entier naturel non nul.

Discuter suivant les valeurs de n le reste de la division euclidienne de 2" par 7.
b. Déduire que A+J5 est divisible par 7.

¢. Montrer que A+5 = 0 (modZ28).

3.0npose B =2011" + 2011%" + 20113™,

Déterminer les entiers naturels n pour les quels B est divisible par 7.

Exercice 64

Soit n un entier naturel.

1. Démontrer que le chiffre des unités de n est donne par le reste de la division euclidienne de n par 10
2. a. Montrer que 3n =1 (mod10) si et seulement si n =0 (mod4)

b. Quel est le chiffre des unités de N, = 3102°,

¢. Quel est le chiffre des unités de N, = 3732531 x 2353190

3. a. Déterminer, suivant les valeurs de n, le reste modulo 10 de 7™.

b. En déduire le chiffre des unités du nombre : 435787074327

4 Soitn = 2

a. Démontrer par récurrence que le reste de la division euclidienne de 6™ par 10 est 6.
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b. Quel est le chiftfre des unités de9™ ?
c. En déduire le chiffre des unités de Ny = 426%5° x 85912235,
5. Quel est le chiffre des unités de 6™ x 9™ ?

Exercice 65
1. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2 et k un entier naturel tel que 1 <k<p - 1.
a. Démontrer quek x Cf = p X C;~1.
b. En déduire que si p est un nombre premier, alors p divise C,ﬂ‘ pour tout entier kvérifiant: 1<k<p-1.
c. Vérifier ce résultat pour p = 7. Que se passe-t-il pourp =8 ?
2. a. On suppose que p est premier. Démontrer par récurrence (sur a) que pout tout entier naturel a, on a la
congruence :aP =a (mod p). La propriété est-elle vraie pour un entier relatif a quelconque ?
3. On suppose toujours que p est premier. Déduire de la question précédent que si a est un entier relatif non
multiple de p (et donc premier avec p), on aaP~1=1 (mod p).
4. Donner alors les restes des divisions euclidiennes de 23*° par 11, par 31, par 341
5. Nous venons de démontrer le petit théoréme de Fermat, qui peut étre énoncé de deux facons diftérentes.
Premiére version : Soit p un entier naturel premier; alors, pour tout entier relatif 3, a’ =a (mod p).
Deuxiéme version : Soit p un entier naturel premier; alors, pour tout entier relatif a non multiple de p,

aP~! =1 (mod p).
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a. Si a n’est pas multiple de p et sia’~! =1 (mod p), alors p est premier.
b. Si p est supérieur ou égal 4 2 et s'il existe un entier a premier avec p tel que a’~'- 1 n’est pas divisible par p,
alors p est composé.
Exercice 66 (Le critére d'Eisenstein)
1. Démontrer que, si les entiers p et q sont premiers entre eux, alors pour tout entier naturel n, les entiers p et q™
sont aussi premiers entre eux.
2. Soitn € N et soient a,, a4, .., a,_4, Q, des entiers relatifs tels que a,, # 0. On consideére 1'équation algébrique
dedegrén: (E) a,x™ + ap_x" 1+...+ a;x + a, = 0.
a. On suppose que (E) admet une solution rationnelle, pouvant donc s'écrire sous la forme d'une fraction
irréductible p/q. En appliquant le théoréme de Gauss, démontrer que p divise a, et que q divise a,,.
b. Enoncer un critére permettant de connaitre les fractions qui peuvent étre solutions d'une équation
polynomiale, a coefficients entiers. Ce critére est le critére d'Eisenstein (mathématicien allemand 1823-1852).
3. En utilisant le critére d’Eisenstein, résoudre I'équation : 4x3 — 7x? — 12x + 21 = 0.

4. On note o = sin (%)

a. Exprimer, pour tout réel x, sin(3x) en fonction de sin(x).
b. En déduire que « est solution de I'équation : (E) 4x® — 3x + % = 0.

¢. En utilisant le critére d'Fisenstein, démontrer que o est irrationnel.

Exercice 67

—

L’espace est rapporté au repére orthonormal (0 ;U k )
On nomme (S) la surface d’équation x* + y* — z> = 1.

1. Montrer que la surface (S) est symétrique par rapport au plan (x0y).

2. On nomme A et B les points de coordonnées respectives (3, 1; =3) et (—1, 1, 1).

a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D) passant par les points A et B.

b. Démontrer que la droite (D) est incluse dans la surface (S).

3. Déterminer la nature de la section de la surface (S) par un plan paralléle au plan (xOy).

4. a. On considére la courbe (C), intersection de la surface (S) et du plan d’équation z = 68. Préciser les éléments
caractéristiques de cette courbe.

b. M étant un point de (C), on désigne par a son abscisse et par b son ordonnée. On se propose de montrer qu’il

existe un seul point M de (C) tel que a et b soient des entiers naturels vérifianta < b et PPCM(a; b)= 440, c’est-
a<b

a-dire tel que (a, b) soit solution du systéme (1) : { a* + b? = 4 625
PPCM(a; b) = 440
Montrer que si (a, b) est solution de (1) alors PGCD(a,; b) est égal a 1 ou 5. Conclure.

Exercice 68

Soit a et b deux entiers non nuls et n un entier naturel impair.
1. a. Démontrer que a + b divisea™ + b™.

b. En déduire que 15 divise 2*° + 5*° + 105 + 1345,

2. Prouver, sans effectuer de division, que 14 divise 1064.
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Exercice 69
s ) a’+ b%? =625
On consideére deux entiers naturels non nuls a et b tels que : { Ab=1
a =
1. Montrer que l'un des nombres a et b est pair et l'autre impair.
2. On suppose que a est pair.

a. Montrer que (25 —a) A (25 +a) = 1.

254+ a =m?
b. Montrer qu’il existe deux entiers naturels impairs m et n tels que : {25 — a = n?
mAn=1

3. Déterminer a et b.
4. Déduire de ce qui précéde les solutions dansN* X N* de I'équation : x* + y? = 625.

Exercice 70
a+b =210

L 1. Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que : { aAb =15

Z.a. Calculer en utilisant I'algorithme d’Euclide 2115/ 75.
b. Déterminer un entier naturel n tel que :
Le restede la division euclidienne de 2126 par n est 11

{Le restede la division euclidienne de 83par n est 8
1. On donne I'équation (E): 5x — 2y = 1 ou x et y sont deux entiers naturels.
1. Vérifier que le couple (1, 2) est une solution particuliere de (E).
2. Résoudre dan NxN I'équation (E).
Soit n un entier naturel, on pose A = 2n+ 3 etB = 5n + 2.
a. Montrer que si un entier naturel non nul d, divise A et divise B alors il divise I'entier 11.
b. Déterminer alors I'ensemble des entiers naturels n tels que : AAB=11.

Exercice 71

OnposePy(x) = (x + 1) (x> + D(x*+1)--- (x¥" +1).

1. Simplifier (x — 1) B,(x).

2. En déduire la forme développée de P, (x).

3. En déduire que siF, = 22" + 1 alors F, = FyF,...F,_1 + 2, ouFE, estle nme nombre de Fermat.

4. En déduire que si, contrairement a ce qu’espérait Fermat, les nombres de Fermat ne sont pas tous premiers, ils
sont au moins premiers entre eux deux a deux.

5. En déduire une autre démonstration du fait qu’il y a un nombre infini de nombres premiers.

Exercice 72®

Les entiers entre 2 et n ont en moyenne environ In n diviseurs, a un pres.

1. Vérifier cette propriété pour n = 10.

2. Pour deux entiers naturels i etj, on pose & (i, j) = 1 sii divise j, et 0 sinon.
Pour un entier naturel n, que représente le nombre :d (n) = %21 8(i,n)?
3 Montrerquer'Z’{ 6(i,j) = partie entiére de ? =E (?)

4. En déduire que la quantité d (n) = %Zji’; d(j) est comprise entre les deux réels h, — 1 et h, ou h, estla

e g i=n 1
quantité définie par: h,, = Zﬁg’f?

5. En utilisant I'encadrement admisinn < h, < Inn + 1, démontrer la propriété annoncée.

Exercice 73

L’expression d’un entier naturel n, au moyen d’une certaine base de numération b est 1254.
On sait de plus que I'expression de I'entier Zn dans la méme base est 254 1.

1. Déterminer les valeurs de b et n exprimées en base 10.

2. Donner les expressions en base b des entiers 3n et 4n.

Exercice 74

1. Trouver trois entiers naturels a, b, c différents de 1, et premiers entre eux deux a deux tels que abc = 495.

2. x, y, z étant des chiffres de la base 10. On considére le nombre A = x13y8z en base 10. Déterminer tous les
triplets (x, y, z) pour que A soit un multiple de 495.

Exercice 75
1. Le nombre 643 est écrit en base 7. Ecrire ce nombre en base 2.
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2. Soit a un entier naturel tel que a. On considére les nombres N = 2(a — 1) et N’ = (a — 1)2. Ecrire N et N’ dans
le systéeme de numération de base a. Vérifier que N et N’ s’écrivent avec les méme chiffres, mais dans l'ordre
inverse.

Exercice 76
1. Trouver tous les entiers naturels dont le cube divise 18360.
2. En déduire dans N, la résolution de I'équation d’inconnue b : b3[b* + (b + 1)?] = 18360.

3. Existe-il un nombre b tel que le nombre qui s’écrit 36723 dans le systéme décimal s’écrive 442003, ?

Exercice 77

On considére un entier naturel n non nul.

1. Pour 1< n< 6, calculer les restes de la division euclidienne de 3™ par 7.

2. Démontrer que, pour tout entier n, 3"*® — 3™ est divisible par 7.

3. En déduire que 3"*° et 3™ ont le méme reste dans la division euclidienne par 7.

4. A l'aide des résultats précédents, calculer le reste de la division euclidienne de 3%°1® par 7.

5. Déterminer, pour tout entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 3™ par 7.

6. Pourn> 2, onposeu, = 1 + 3 + 32 +.,.+ 3" =yk=n-13k

Montrer que, pour tout naturel n> 2, u,, estdivisible par 7 si et seulement si 3" — 1 est divisible par 7.
7. En déduire les valeurs de n pour lesquelles u,, est divisible par 7.

Exercice 78

1. Soit N un entier naturel et S la somme des chiffres de N.

Montrer que N est divisible par 9 si et seulement si S est divisible par 9.

2. On considére le nombre A = 20092°°° , On désigne par B la somme des chiffres de A, C la somme des chiffres
de B et D Ia somme des chiftres de C.

a. Montrer que A = D [9].

b. Montrer que A a au plus 8036 chiffres. En déduire que B < 72324.

¢. Montrer que C < 45.

d. Montrer queD < 12.

e. En déduire la valeur de D, puis celle de C.

Exercice 79 (Nombres de Mersenne)

On considere les nombres de Mersenne M,, = 2" - 1, pour n entier naturel non nul,

1. a. En utilisant plusieurs valeurs de n, émettre une conjecture sur n pour que le nombre M,, soit un multiple du
nombre 3.

b. Démontrer la conjecture a l'aide des congruences.

2. a. Emettre une conjecture sur n pour que M,, soit un nombre premier.

b. Le nombre M, est-il premier ?

c. On suppose que n = pq avec p et q supérieurs ou égaux d 2. Trouver une factorisation de M,,.

d. En déduire que si M,, est premier, alors n est premier. La réciproque est-elle vraie ?

4. On considére les nombres Fy(x; y) = x? + dy? avec d, x et y des entiers naturels.

a. En utilisant les congruences de My, et F,(x; y) modulo 4, préciser s'il existe des nombres de Mersenne qui sont
la somme de deux carrés d'entiers naturels.

b. Déterminer un entier naturel n et des entiers naturels x et y tels que M,, = F,(x; y).

Exercice 80 (Nombres de Mersenne, nombres premiers dans une progression arithmétique)

Soit p un nombre premier et x un entier naturel non nul.

1l s’agit de montrer que tout nombre premier divisant (x + 1)P — xP estde la formenp + 1 et d’examiner
quelques applications.

1. Soit q un nombre premier divisant (x + 1)P — xP.

a. Montrer que q = 3 et que q est premier avec x.

En déduire que : x4~ =1 [mod. q].

b. Onposea = (x + 1)x972.

Montrer que a® = 1 [mod. q] mais que a = 1 [mod. q].

En déduire que l'ordre de a modulo q est égal a4 p, puisqu'il existe n (n = 1) tel queq = np + 1.

2. Application 1 : On pose x = N! (N entier naturel non nul). Montrer que tout nombre premier divisant

(x + 1)P — xP est plus grand que N. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la formenp + 1.
3. Application 2 : On pose x = 1. Montrer que tout nombre premier divisant le nombre M,, = 2P — 1 (avecp
premier différent de 2) est de la forme 2kp + 1 (k = 1).

On veut savoir « d la main » si M, est composé. Que doit étre votre premier essai ?
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Exercice 81 (Nombres de Cullen)

1. Soit p un nombre premier impair.

Pour k entier (k = 1), on posen = (p — 1) (kp + 1).

a. Prouver quen = —1 [mod.p] puis que2™ = 1 [mod. p].

b. En déduire que p divisen.2™ + 1.

2. Les nombres de la formen. 2™ + 1 sont appelés nombres de Cullen. Montrer que pour tout entier premier
impair p, il existe une infinité de nombres de Cullen divisibles par p.

Exercice 82

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Montrer que si a et b sont deux entiers naturels tels que a > b, alorsn® -1 > nP - 1.

2. Montrer quen® -1 = n3(n® - 1) + n® -1 est la division euclidienne den® -1 parn® - 1.

3. Réaliser les calculs de I'algorithme d'Euclide permettant de déterminer : PGCD(M® - 1,n° - 1).

4. Comparer avec le PGCD de 8 et 5.

5. Soit a et b deux naturels tels quea > b > 0, eta = bq + r la division de a par b et d = PGCD(a; b).

a. Déterminer I'entier N tel que la division euclidienne den® -1 parn® -1 s'écrive:n*-1= N(n’-1) + n" - 1.
b. Déterminer le PGCD den® -1 etn® -1 en fonction de n et de d.

Exercice 83

On admet que 1979 est premier.

1. Résoudre dansZ I'équation : 2x = 1[1979].

2. On considére I'équation (E) : x* — x + 494 = 0 [1979].

a. Soit x une solution de I'équation (E) dansZ.

Déterminer le reste de la division euclidienne de (x — 990)?% par 1979.
b. En déduire les solutions de I'équation (F) dans'L.

Exercice 84

1. On considére I'ensemble A, = {1; 2; 3; 4; 5; 6}.

a. Pour tout élément a de A,, déterminer l'unique élément y de I'ensemble A, tel queay = 1[7].

b. Pour x entier relatif déterminer a de A, tel que I'équation3x =5 [7] équivautax = a[7].

c. Sia estun élément de A,, montrer que les seuls relatifs x solutions de ax = 0 [7] sont les multiples de 7.

2. Dans toute cette question, p est un nombre premier supérieur ou égal a 3. On considére l'ensemble
Ap = {1; 2; ...; p- 1} des entiers naturels non nuls et strictement inférieurs a p. Soit a un élément de Ap.

a. Vérifier que aP~? est solution de I'équation ax = 1 [p].

b. On note r le reste de la division euclidienne de a?~? par p.

Démontrer que r est I'unique solution x dans A,, tel queax =1 [p].

¢ Soient x et y deux entiers relatifs. Démontrer que xy = 0 [p] ssi x est un multiple de p ou y est un multiple de p.
3. a. Résoudre dans A, les équations : 2x = 1 [31] et3x = 1 [31].

b. A l'aide des résultats précédents, résoudre dans7. I'équation suivante : 6x*- 5x + 1 = 0[31].

Exercice 85

Pour toutn € N*, on poseS, =1+ 31+ 312 + -+ 3171,

1. Vérifier que S,913 — 31 X S,012 = 1 puis en déduire que 31 etS,,,5 sont premiers entre eux.
2. Montrer que pour toutn 2 1, 30 x S, = 31" — 1.

3.a. Vérifier que312°13 = 1 [S,015].

b. Résoudre dansZ la congruence :31x = 1 [S,013].

4. On admet que 2011 est premier.

a. Démontrer que si n est premier etn > 7 alors n divise S,, — 1.

b. Déterminer le reste modulo 2011 du nombre S, 5.

Exercice 86

1. Etudier suivant les valeurs de 'entier naturel n le reste de la division euclidienne de 5™ par 7.
2. Pour tout entier naturel n, on pose S, =1+ 5+ 5% + --- + 5™,

a. Montrer que 4S,, = 5™*1 — 1,

b. Soit a un entier, montrer que : 4S,, = a [mod 7] & S, = 2a [mod 7].

c. En déduire le reste de la division euclidienne de S5y, par”’.

3. Soit n un entier naturel donné.

On considére dans'Z X Z les équations : (E,): 5"x — S,y =0 et (E): 5"x — S,y =7.

a. Montrer que pour tout entier naturel n, S,, et 5" sont premiers entre eux.

b. Résoudre I'équation (E,).
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¢. Montrer que les solutions de (E) sont les (x; y) tels que :x =35+ k xS, et y=28+kx5" avec k €L
B . . . 25x =31y =7

4. Résoudre dans7 X I le systéme diophantien : { PGCD(x;y) = 7

Exercice 87

1. Ecrire les nombres 13, 23,33 comme des différences de deux carrés.

2. Le nombre a est un entier naturel non nul.

a. Montrer qu'il existe deux entiers naturels m et p tels que m + p = a? etm-p =

b. En déduire a® en fonction de m et p.

3. Montrer que le cube de tout entier naturel peut s'écrire comme différence de deux carreés.

4. Ecrire alors 113 comme différence de deux carrés.

5. Démontrer que tout entier naturel impair peut s'écrire comme différence de deux carreés.

Exercice 88

On désigne par p un nombre entier premier supérieur ou égal a 7. Le but de l'exercice est de démontrer que
l'entier natureln = p* — 1 est divisible par 240, puis d’appliquer ce résultat.

1. Montrer que p est congru a —1 ou a 1 modulo 3. En déduire que n est divisible par 3.

2. En remarquant que p est impair, prouver qu’il existe un entier naturel k tel que :

p?—1 = 4k(k + 1), puis que n est divisible par 16.

3. En considérant tous les restes possibles de la division de p par 5, démontrer que 5 divise n.

4. a. Soient a, b et c trois entiers naturels. Démontrer que si a divise c et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux,
alors ab divise c.

b. Déduire de ce qui précéde que 240 divise n.

5. Existe-t-il quinze nombres premiers p,, p,, .., P15 Supérieurs ou égaux a 7 tels que l'entier naturel A = pi +
ps +...+ pis soit un nombre premier ?

Exercice 89 (Encore I'infinitude des nombres premiers : démonstration de Métrod (en 1917))
Le but de cet exercice est de proposer une autre démonstration de l'existence d’une infinité de nombres
premiers. On suppose qu’il n’existe que r (r € N*) nombres premiersp,, v, ..., Py, avec l'ordrep; < p, < -+ < p,.
SoitN = py X py X ... X pr-. On pose Q; = gpourtoutiappartenanta'{1; 2;..;r}etS =Yi_,0;.

13

1. Soit q un entier naturel non nul. Démontrer que si q divise S, alors q # p; pour touti de{1;2; ...;r}.
2. Conclure.

Exercice 90

On considére les nombres dont I'écriture décimale n'utilise que le chiftre 1.

Pour tout entier naturelp = 2.0n pose A, = 11 ...1 (le chiffre 1 apparait p fois).

La. On suppose que p est pair. Montrer que Ay, est divisible par A,.

b. On suppose que k est un diviseur de p. Montrer que A, est divisible par Ay.

2. Soient p et q deux entiers naturels premiers entre eux. On se propose de déterminer A, N A,. On considére
l'équation (E):px —qy = 1.

a. Justifier l'existence des solutions de I'équation (E).

b. Vérifier que pour tout (x;y) de naturels solutions de 1'équation (E) on a : (10P* — 1) — 10(10% — 1) = 9.
¢. Montrer qu'il existe deux entiers X et Y tels que A,X — AgY = 1.

d. Déduire des questions précédentes A, N Ay.

Exercice 918 (Une démonstration du petit théoréme de Fermat)

1. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Montrer queVk € {1;2;...;p — 1}, l'entier p divise C,ﬂ‘. (= Utiliser : C;f = ku(:ik)‘

2Z.a. Déduire de la question précédente que pour p premier et pour a et b entiers, on a :
k=n

(a+b)P = Z CrakbP~* = aP + b? [p]

et le théoreme de Gauss.)

4

b. Montrer par récurrence sur k,que : Vk € N*, [Z all ap [modulo p] oules a; € N.
i=1

En déduire que pour tout entiera, ona: a® = a [p].

3. Démontrer que si p est premier et si a n’est pas divisible par p, alors : a?~* = 1 [p]

4. Applications

a. *Soit p un entier premier tel quep — 1 divise 2016. Montrer que p divisen?°t’

—n.
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** Soit un entiern = 2, montrer quen®°’ — n admet au moins 18 diviseurs premiers distincts.

b. Soit n un entier tel que Zn + 1 est un nombre premier.
Montrer qu’il existek € N tel quen™ =2nk + k + 1 ou n™ =2nk + k— 1.

Exercice 92

1. Montrer que pour tout entier naturel a et pour tout entier naturel impair m, on a:a + 1 divisea™ + 1.
2. Soit q un entier naturel premier eta € N,

a. Montrer que : (a + 1)4 = a% + 1 [q].

b. En déduire que : a? = a [q].

3. Pour tout entier naturel n tel quen > 1, on pose : a,, = (n!)? + 1.

a. Montrer que a,, est impair.

b. Montrer que a,, admet un diviseur premier p tel quep > n.

¢. On suppose que p s’écrit sous la forme (1) :p = 4k + 3 aveck € N. Montrer que le nombre 1 + (n!)?G*+1) est
divisible par a,, et que p divisen! + (n!)P. (On pourra remarquer quep — 1 = 2(2k + 1)).

d. En déduire que le nombre p ne peut s’écrire sous la forme (1) ci-dessus.

4. Déduire de ce qui précéde qu’il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1 aveck € N.

Exercice 93 (Entiers naturels sommes de deux entiers)

Dans cet exercice, on se propose d’étudier quelques propriétés des entiers naturels n qui s’écrivent sous la forme
n = a? + b? avec a et b entiers naturels. On appellera S I'ensemble des entiers naturels qui peuvent s’écrire ainsi.,
1. On considere les entiers naturels inférieurs ou égaux a 10. Dresser la liste de ceux qui appartiennent a
l'ensemble S.

2. Démontrer que tout carré parfait et que tout entier qui suit un carré parfait appartiennent d I'ensemble S.

3.a. On considére des entiers naturels a, b, c et d. Développer (ac + bd)? + (ad — bc)?.

b. En déduire quesin € S et p €S alors n X p € S. (On dit que S est stable pour la multiplication)

c. L'ensemble S est-il stable pour 'addition ?

4. Recopier et compléter le tableau suivant pour obtenir la parité de a® + b* a partir de celle des naturels aetb :

a b a® b? a’ + b?
pair pair
Impair Impair
pair Impair

5. On considére un entier N pair appartenant a S. Le but de la question est de démontrer que | entier appartient
également a S. On écrit N = a? + b? avec a et b entiers naturels.

, . . s - b _a-b )
a. Alaide de la question 4, montrer que a et b ont la méme parité. En déduire que% etaT sont des entiers.

b. Calcul <a+b)2+(a—b>2
. Calculer > > .

¢. Conclure.

6. On considére un entier N impair appartenant a S. Le but de la question est de démontrer que N est de la forme
4k + 1 avec k entier. On écritN = a? + b? avec a et b entiers naturels.

a. Alaide de la question 4, montrer que a et b n’ont pas la méme parité. Pour la suite, on supposera par exemple
que a est pair et b impair. Il existe donc des entiers u et v tels quea = 2u etb = 2v + 1.

b. Calculera? + b? en fonction de u et v et conclure.

¢. Tout entier de la forme 4k + 1 appartient-ila S ?

d. Le nombre 8 055 appartient-ila S ?

Exercice 94 (Sur la répartition des nombres premiers)

Le but de cet exercice est de démontrer que pour tout entier naturel k non nul, on a 2k — 1 < p; < 22 on Pk
désigne le k-iéme nombre premier.

1. Vérifier que cette double inégalité est vraie pourk = 1 etk = 2.

2. Démontrer par récurrence que :Vk € N*, 2k —1 < p,

3. Soit k un entier naturel non nul et q un nombre premier divisant le nombre p;p, ...px + 1.

a. Démontrer que : Vi € {1;2; ..., k},q # p;

b. En déduire quepy,q < p1D2 D + 1.

4. Démontrer par récurrence que :Vk € N*, p, < 22"

Exercice 95

1. Soit B une boite en forme de pave droit de hauteur L, a base carrée de coté I, ou I et L sont des entiers naturels
non nuls tels que | < L. On veut remplir la boite B avec des cubes tous identiques dont l'aréte a est un entier
naturel non nul (les cubes devant remplir complétement la boite B sans laisser d’espace vide).
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a. Dans cette question, | = 882 et L. = 945. Quelle est la plus grande valeur possible pour a ? Quelles sont les
valeurs possibles pour a ?

b. Dans cette question, le volume de la boite B est v = 77 760. On sait que, pour remplir la boite B, la plus grande
valeur possible de a est 12. Montrer qu’il y a exactement deux boites B possibles, dont on donnera les
dimensions.

2. On veut remplir une caisse cubique C, dont l'aréte c est un entier naturel non nul, avec des boites B toutes
identiques telles que décrites dans la question 1. (Les boites B, empilées verticalement, doivent remplir
complétement la caisse C sans laisser d’espace vide).

a. Dans cette question,| = 882 etL = 945.

Quelle est la plus petite valeur possible pour c ? Quelles sont les valeurs possibles pour ¢ ?

b. Dans cette question, le volume de la boite B est v=15435. On sait que la plus petite aréte possible pour la
caisse C est 105. Quelles sont les dimensions | et L de la boite B.

Exercice 969 (Théoréme de Wilson)

Le théoréme de Wilson : « p premier < (p —1)! = —1 [modulo p] »

Nous allons démontrer dans cet exercice le sens" < " .e I'implication : (p — 1)! = —1 [modulo p] = p premier
On admet la deuxiéme implication. Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Supposons que (p — 1)! = —1 [p].

1. Justifier qu’il existe un entier a tel que (p — 1)! = —1 + ap.

2. Soit k un entier de{1;2; ...,p — 1}.

a.En remarquant que l'on peut écrire: (p—1)! = k| 1_[ il.

1<jsp-1

j#k

montrer que p et k sont premiers entre eux.
b. En déduire que p est premier.
3. Application :
On cherche a déterminer le reste, noté r, dans la division euclidienne de 26! par 29.
a. Justifier que 29 divise 28! + 1.
b. Montrer que 2r = —1 [29].
c. En déduire la valeur de r.

Théoréme 97 (théoréme de Wilson par les polyndmes)

1. Soit p un nombre premier. On considére les polynémes suivants :

A= -(@-D)X-(@-2) - X-2)X-1DetQX)=XP" -1

Montrerque 1, 2, ..., p — 1 sont racines de Q et en déduire que P(X) = Q(X).

2. En déduire que (p — 1)! = —1 (mod p).

3. Réciproquement, soit n = 2 un entier tel que : (n — 1)! = —1 (mod n). Montrer que n est premier.
4. Déterminer le reste de la division euclidienne de :

a) 26! par 29 ;

b) 26! par 58.

Exercice 98 (Encore le théoréme de Wilson)

1. Soit p un nombre premier(p =5) etA ={2,...,p — 2}.

Montrer que, pour toutx € A, I'entier x* — 1 n’est pas divisible par p.

2.a. Soitx € A ; prouver qu’il existe un entier u tel que : xu = 1 [mod.p].

b. En déduire I'existence d’un entier r de A, unique, distinct de x, tel que : xr = 1 [mod. p].
c. Etablir alors que2 x ...x (p — 2) = 1 [mod.p), puis que : (p — 1)! = —1 [mod.p].

3. Cerésultat demeure-t-il vrai lorsquep =2 ?p =3 7

4. Réciproquement, soit p un entier (p = 2) tel que : (p — 1)! = —1 [mod.p].

En utilisant I'égalité de Bézout, montrer que p est premier.

5. En déduire le théoréme de Wilson :

« Un entier p est premier si, et seulement si,(p — 1)! + 1 = 0 [mod.p] » (On n’oubliera pas le casp = 2 et p = 3).

Exercice 99

On considere la suite (un) d’entiers naturels définie par :uy, = 1 et, pour tout naturel n, u,,, = 10u, + 21.
1. Calculeru,, u, etus.

2.a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 3u, = 10" — 7,

b. En déduire, pour tout entier naturel n, I'écriture décimale de u,, -
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3. Montrer queu, est un nombre premier.

On se propose maintenant d’étudier la divisibilité des termes de la suite (u,,) par certains nombres premiers.
4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, w, n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.

5.a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3u, = 4 — (—1)" (modulo 11).

b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,, n’est pas divisible par 11.

6.a. Démontrer que 108 = —1 (modulo 17) puis que 10*® = 1 (modulo 17).

b. En déduire que, pour tout entier naturel k, u, ¢, g est divisible par 17.

Exercice 100

Un écran d’ordinateur est constitué d’un quadrillage, réseau a base carrée ; les carrés appelés "pixels” s’allument
individuellement ; ici il y a 640 X 480 pixels. Les pixels ont pour coordonnées (x ; y) en repére orthonormal ou
0<x <640 et0 <y <480.

1. On veut tracer sur I'écran le segment d’origine M(0 ; 319) et d’extrémité le point P(341 ; 0).

Déterminer une équation (E) de la droite (MP) de la formea x + by = c ot a, b et c sont des entiers naturels.

2. Calculer PGCD(319,; 341). Simplifier le plus possible les coefficients de (E).

3. Résoudre I'équation 319x + 341y = 108 779, ou (x, y) est un couple d’entiers relatifs.

4. Combien de points a coordonnées entiéres, M et P mis d part sallumeront-ils sur le segment [MP] ? Montrer
que ces points découpent [MP] en des segments de longueur égales.

5. Etude du cas général.

Soient a, b et c trois entiers strictement positifs, avecPGCD (a ; b) = 1.

Montrer que [l'équation ax + by = c admet des solutions entiéres ; donner l'expression générale de ces
solutions. En déduire que sur la droite a x + b y = c, tout segment de longueur supérieure a\a? + b? contient
au moins un point a coordonnées entieres.,

Exercice 101 (La probabilité au secours de l'arithmétique)
On considére un entier n supérieur ou égal a 2 et 'ensemble S, = {1,2, ...,n}. On considére également la
décomposition en produit de facteurs premiers de I'entier n, sous la forme :
n=p;t Xpy? X .. Xpy™ oul'ona p; <p; < < Pp
Le but de cet exercice est d’établir un résultat qui permet de déterminer le nombre d’entiers deS,, qui sont
premiers avec n. On appellera ¢ (n) ce nombre.
1. Dans cette question, on prendn = 12.
OnadoncS,, ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}. On prend au hasard, de maniére équiprobable, un des entiers de

cet ensemble, on appelle X la variable aléatoire égale a la valeur choisie. On a donc par exemplep(X =5) = %
a. Ecrire la décomposition en produit de facteurs premiers de 12.

b. On nomme A I'événement « I'entier prélevé est un multiple de 2 » et B I'événement « I'entier prélevé est un
multiple de 3 ». Calculerp(A) etp(B).

¢. Quelle est la valeur de (12) ? On note E I'événement « ['entier prélevé est premier avec 12 ». Calculerp(E).
2. On considére un entier naturel et on suppose que sa décomposition en facteurs premiers estn = p* x qf ou
a, f sont des entiers naturels non nuls,

Comme dans la question 1, on prend au hasard un entiers de maniére équiprobable dans I'ensemble

S, ={1,2,...,n}. On appelle X la variable aléatoire égale au nombre prélevé,

On nomme C I'événement « I'entier prélevé est un multiple de p », D I'événement « I'entier prélevé est un
multiple de q » et F I'événement « I'entier prélevé est premier avec n ».

1

a. Combien y a-t-il de multiples de p appartenant aS,, ? En déduire quep(C) = ;-

b. Calculerp(D).
p/a

c¢. Démontrer I'équivalence suivante : pet q étant des nombres entiers distincts : {q Ja &S pXqla
pAg=1

d. Quel est I'événement C N D ? Combien a-t-il d’éléments ? calculerp(C N D).

e. Endéduire que C et D sont des événements indépendants.

£ Justifier queF = C N D.

1 1
d. Déduire des questions précédentes que: p(n) =n (1 — —) (1 - —).
p q
Remarque : Ce résultat se généralise d tout nombre entiers supérieur ou égal a 2 ayant une décomposition en

facteurs premiers de la formen = p;* X py? X ... X py™.

1 1 1
On admettra le résultat: ¢(n) =n (1 — —) (1 — —) (1 — —)
P1 b2 Pm

La fonction ainsi définie est appelée indicatrice d’Euler.
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Exercice 102
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct.
Soit S la transformation du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que :
z' = 5iz + 60 + 4.
Partie A : On note x et x,, y et y’ les parties réelles et imaginaires respectives de z et z". Démontrer que
x' = -5y + 4
{ y'=5x +6
Partie B : Dans cette partie, on se place dans le cas ou les coordonnées x et y du point M sont des entiers relatifs
telsque—3 < x < 5et—3 <y <5.Onnote (E) I'ensemble de ces points M.
On rappelle que les coordonnées (x,, y’) du point M’, image du point M par la transformation S, sont :
x' = —-5y+4ety = 5x + 6.
1.a. Déterminer I'ensemble des couples (a, b) d’entiers relatifs tels que : 4a + 3b = 5.
b. En déduire I'ensemble des points M de (E) de coordonnées (x, y) tels que : —3x" + 4y' = 37.
2. Soient M un point de 'ensemble (E) et M’ son image par la transformation S.
a. Démontrer que x' + y' est un multiple de 5.
b. Démontrer quex' — y' etx' + y' sont congrus modulo 2.
En déduire que six'* — y'? est un multiple de 2 alorsx' — y' et x' + y' le sont également.
c¢. Déterminer I'ensemble des points M de (E) tels que : x'* — y'? = 20.

Exercice 103

On note E l'ensemble des vingt-sept nombres entiers compris entre 0 et 26.

On note A I'ensemble dont les éléments sont les vingt-six lettres de l'alphabet et un séparateur entre deux mots,
noté « * » considéré comme un caractere.

Pour coder les éléments de A, on procéde de la facon suivante :

e Premiérement: On associe a chacune des lettres de l'alphabet, rangées par ordre alphabétique, un nombre
entier naturel compris entre 0 et 25, rangés par ordre croissant. On a donca — 0,b - 1,...,z — 25. On associe
au séparateur « * » le nombre 26.

a b c d e f g
0 1 2 3 4 5 6
o y q r s t u
14 15 16 17 18 19 20
h i J k 1 m n
7 8 9 10 11 12 13
v w X v 4 *
21 22 23 24 25 26

On dit que a a pour rang 0, b a pour rang 1, ..., z a pour rang 25 et le séparateur « * » a pour rang 26.

» Deuxiemement: d chaque élément x de E, I'application g associe le reste de la division de4x + 3 parZ27.

On remarquera que pour tout x de E, g(x) appartient d E.

e Troisiemement : Le caractére initial est alors remplacé par le caractére de rang g(x).

Exemple :s — 18, g(18) =21 et21 - v. Donc la lettre s est remplacée lors du codage par la lettre v.

1. Trouver tous les entiers x de E tels que g(x) = x c’est-a-dire invariants par g.

En déduire les caractéres invariants dans ce codage.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel x appartenant a E et tout entier naturel y appartenant a E, si on a
vy = 4x + 3 (modulo 27) alors x = 7y + 6 (modulo 27). En déduire que deux caractéres distincts sont codés
par deux caractéres distincts.

3. Proposer une méthode de décodage.

4. Décoder le mot « vfv ».

Exercice 104 (Chiftrement avec le code ASCII)
En informatique, le code ASCII (lire : aski) associe a chaque caractere (lettre, chiffre de ponctuation, ...) un entier
compris entre 0 et 255 que l'on appelle son code ASCII (American Standard Code for Information Interchange :
Code américain normalisé pour ['échange d'information).
La fonction code du tableur Excel renvoie le code ASCII du caracteére.
Le codage des caractéres M a t h est le suivant :
M a t h
77 97 116 104
On décide de crypter le code ASCII par la fonction de cryptage f définie ainsi :
Pour tout entier n tel que 0 < n < 255, f(n) est /e reste de la division euclidienne de 7n par 256.
1. Vérifier que le codage du mot « Math » devient: 27 - 167 - 44 - 216.
2. Soient m et n deux entiers compris entre 1 et 255.
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a. Montrer que : Si f(n) = f(m) alors 7(n —m) = 0 [256].

b. En déduire que deux caracteres différents sont codés par deux entiers différents.
3.a. Justifier I'existence d’un couple d’entiers relatifs (u,v) tel que 256u + 7v = 1.
b. Veérifier que (—5,183) est un tel couple.

¢. En déduire que 183 X f(n) = n [256].

d. Définir alors une fonction de décryptage g.

e. Vérifier que g(27) = 77.

Exercice 105
Partie A : Afin de crypter un message, on utilise un chiffrement affine. Chaque lettre de I'alphabet est associée a
un nombre entier comme indiqué dans le tableau ci-dessous :

A|B |C |D|E |F |G |H|IT |J |K|L | M
0 |1 |2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9 |10]11]12
N |10 |P |Q |R|S|T|U |V | |W|X |Y |Z

13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22| 23|24 25
Soit x le nombre associé a la lettre a coder. On détermine le reste y de la division euclidienne de 7x + 5 par 26,
puis on en déduit Ia lettre associée 4 y (c’est celle qui code Ia lettre d’origine).

Exemple : M correspond ax =12 : 7x12+5=289. 0r89 = 11[26] et 11 correspond a la lettre L, donc la
lettre M est codée par la lettre L.

1. Coder Ia lettre L.

2.a. Soit k un entier relatif. Montrer que sik = 7x [26] alors 15k = x [26].

b. Démontrer que la réciproque de I'implication précédente.

¢. Endéduire quey = 7x + 5 [26] équivaut dx = 15y + 3 [26].

3. A l'aide de Ia question précédente, décoder la lettre E.

Partie B : On considére les suites (a,) et (b,) tells que a, et by sont des entiers compris entre 0 et 25 inclus et

pour tout entier naturel n, a, ., = 7a, + 5 etb,,; = 15b, + 3.

. 5 5
Montrer que pour tout entier naturel n, a,, = (ao + g) X 7" — p

. \ . 3 3
On admet pour la suite du probléme que pour tout entier naturel n, b, = (bo + ﬁ) X 15™ — e

Partie C: Déchiffrer un message codé avec un chiffrement affine ne pose pas de difficulté (on peut tester les 312
couples de coefficients possibles). Afin d augmenter cette difficulté de décryptage, on propose d'utiliser une clé
qui indiquera pour chaque lettre le nombre de fois ot on lui applique le chiffrement affine de la partie A.

Par exemple pour coder le mot MATH avec la clé 2-2-5-6, on applique « 2 » fois le chiffrement affine a la lettre M
(cela donne E), « 2 » fois le chiffrement a la lettre A, « 5 » fois le chiffrement a la lettre T et enfin « 6 » fois le
chiffrement a la lettre H. Dans cette partie, on utilisera la clé 2-2-5-6, Décoder la lettre Q dans le mot IYYQ.

Exercice 106

On se propose dans cet exercice d’étudier le probléme suivant : « Les nombres dont I'écriture décimale n’utilise
que le seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers ? » Pour tout entier naturelp = 2, on poseN, = 11...1o0u1
apparait p fols. On rappelle dés lors que N, = 10P~! 4+ 107724 ...+ 10°,

1. Les nombres N, = 11, N; = 111 et N, = 1111 sont-ils premiers ?

10P-1 ; , L
2. Prouver que N, = 5 Peut-on étre certain que 10P — 1 est divisible par 97

3. On se propose de démontrer que si p n'est pas premier, alors N, n’est pas premier.
On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul :
x"—=1 = (x—-DE" T +x" 2+ +x + 1).
a. On suppose que p est pair et on pose p = 2q, oul q est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N, est divisible parN, = 11.
b. On suppose que p est un multiple de 3 et on pose p = 3q, ou q est un entier naturel plus grand que 1. Montrer
que N, estdivisible par N; = 111.
c. On suppose que p n’est pas premier et on pose p = kq, ou k et q sont des entiers naturels plus grands que 1. En
déduire que N,, est divisible par Ny.
4. Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. Cette condition est-elle suffisante?

Exercice 107
On considére la suite d'entiers (a,)ys, définie para, = 111..11 (I'écriture décimale de a, est composée de n

chiffres 1). On se propose de montrer que ['un, au moins, des termes de la suite est divisible par 2 001.
1. En écrivant a,, sous la forme d'une somme de puissances de 10, montrer que pour tout naturel n non nul :
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2. On considére la division euclidienne par 2 001: expliquer pourquoi parmi les 2 002 premiers termes de la
suite, il en existe deux, au moins ayant le méme reste.

Soit a, eta, deux termes de la suite admettant le méme reste (n < p).

Quel est le reste de la division euclidienne de a,, — a,, par 2 001 ?

3. Soit k et m deux entiers strictement positifs vérifiantk < m.

Démontrer I'égalité a,, — a; = a,,_g. 10%.

4. Calculer le PGCD de 2 001 et de 10.

Montrer que si 2 001 divise a,, — a,, , alors 2 001 divise a,,_j,.

5. Démontrer alors que 'un, au moins, des termes de la suite est divisible par 2 001.

Exercice 108

On rappelle la propriété, connue sous le nom de petit théoréme de Fermat :

« soit p un nombre premier et a un entier naturel premier avec p,; alors a? — 1 est divisible par p ».

1. Soit p un nombre premier impair.

a. Montrer qu'il existe un entier naturel k, non nul, tel que 2* = 1 [p].

b. Soit k un naturel non nul tel que 2% = 1 [p] et soit n un naturel. Montrer que si k divise n, alors 2™ = 1 [p].

c. Soit b tel que 2P = 1 [p], b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété. Montrer, en utilisant la
division euclidienne de n par b, que si2™ = 1 [p], alors b divise n.

2. Soit q un nombre premier impair et le nombre A = 29 — 1.

On prend pour p un facteur premier de A.

a. Justifier que : 29 = 1 [p].

b. Montrer que p est impair.

c. Soit b tel que 2P = 1 [p], b étant le plus petit entier non nul vérifiant cette propriété. Montrer en utilisant 1)
que b divise q. En déduire que b = q.

d. Montrer que q divise p — 1, puis montrer que p = 1 [q].

3. Soit A; = 27 — 1. Voici la liste des nombres premiers de la forme 34m + 1 et qui sont inférieurs & 400, avec
m entier non nul : 103, 137, 239, 307. En déduire que A, est premier.

Exercice 109 (La régle de Luhn)
Un numeéro de carte bancaire est de la forme :a,;sa,, ...a,a,a, ouay,a,, ..., A5 sont des entiers compris entre les
entiers 0 et 9. A chaque entier a; du numéro, on associe le nombre m(a;) défini de la facon suivante :
m(a;) = 2q; si0<2a;<9
{m(ai)=a+,8 si2a; = aff
1. Démontrer que0 < m(a;) <9.
2. Tout numéro de carte bancaire doit vérifier 1a régle de Luhn suivante :
a, + m(ay) + a, + m(az) + -+ a;, + m(ays) = 0 [mod 12]
a. Vérifier que le numéro 4 978 210 033 328 381 respecte cette régle.
b. Démontrer que si un chiffre et un seul est erroné, l'erreur est détectée.
¢. Démontrer que la permutation de deux chiftres successifs distincts du numéro est détectée, sauf dans un seul
cas. Lequel 7

Exercice 110
1. On considére I'équation (E) : 109x — 226y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.
a. Déterminer le PGCD de 109 et 226. Que peut-on en conclure pour I'équation (E) ?
b. Montrer que I'ensemble des solutions de (E) est I'ensemble des couples de la forme

(141 + 226k, 68 + 109k) ou k appartient 3 'Z.
En déduire qu’il existe un unique entier naturel non nul d inférieur ou égal a 226 et un unique entier naturel non
nul e tels que 109d = 1 + 226e. (On précisera les valeurs des entiers d et e).
2. Démontrer que 227 est un nombre premier.
3. On note A I'ensemble des 227 entiers naturels a tels que a < 226. On consideére les deux fonctions fet g de A
dans A définies de la maniere suivante :
a tout entier de A, fassocie le reste de la division euclidienne de a'*® par 227,
a tout entier de A, g associe le reste de la division euclidienne de a*** par 227.
a. Vérifier que g[f(0)] = 0. On rappelle le résultat suivant appelé petit théoréeme de Fermat : « Si p est un nombre
premier et a un entier non divisible par p alors a?~* = 1 modulo p. »
b. Montrer que, quel que soit 'entier non nul a de 4, a??® = 1 (modulo 227).
¢ En utilisant 1.b.,, en déduire que, quel que soit 'entier naturel non nul a de A, gff(a)] = a.
Que peut-on dire de fjg(a)] = a ?
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Exercice 111

Partie A : On considere I'équation (E) : 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (—7 ; —3) est solution de (E).

2. Résoudre alors I'équation (E).

3. En déduire le couple d’entiers relatifs (u; v) solution de (E) tel que: 0 < u < 25.

Partie B : On assimile chaque lettre de I'alphabet 4 un nombre entier comme l'indique le tableau ci-dessous :

A B 4 D E F G H V4 / K L M
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
N (4] P Q R S T U |4 w X Y Z
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

On « code » tout nombre entier x compris entre 0 et 25 de la facon suivante :

-oncalculel1lx + 8 ;

- on calcule le reste de la division euclidienne de 11x + 8 par 26, que I'on appelle y.

x est alors « codé » par y. Ainsi, par exemple, la lettre L est assimilée au nombre 11.

11x11+8 =129 0r 129 =25 (modulo 26) ; 25 est le reste de la division euclidienne de 129 par 26.
Au nombre 25 correspond la lettre Z. La lettre L est donc codée par Ia lettre Z.

1. Coder la lettre W.

2. Le but de cette question est de déterminer la fonction de décodage.

a. Montrer que pour tous nombres entiers relatifs x etj, on a: 11x =j (modulo 26) équivaut a x = 19j (mod 26).
b. En déduire un procédé de décodage.

c. Décoder la lettre W.

Exercice 112

1. On se propose, dans cette question, de déterminer tous les entiers relatifs N tels que : {x _ i Hg}
a. Vérifier que 239 est solution du systéme.

b. Soit N un relatif solution de ce systéme. Démontrer que N peut s’écrire sous la forme N =1+ 17x =5+ 13y ou
x et y sont deux relatifs vérifiant 17x — 13y = 4.

¢. Résoudre I'équation 17x — 13y = 4 ou x et y sont des entiers relatifs.

d. En déduire qu’il existe un entier relatifk tel que N = 18 + 221k.

N =5[13]

N=1[17]

2. a. Existe-t-il un entier naturel k tel que 10% = 1[17] ?

b. Existe-t-il un entier naturel £ tel que 10° = 18 [221] ?

e. Démontrer l'équivalence entre N = 18 [221] et {

Exercice 113

Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe un entier naturel n dont I'écriture décimale du cube se termine par

2009, c’est-a-dire tel quen® = 2009 (mod 10000).

Partie A

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2009? par 16.

2. En déduire que 2009801 = 2009 (mod 16).

Partie B : On considére la suite (u,,) définie par:u, = 20092 — 1 et, pour tout naturel n, u, ., = (u, + 1)° — 1.

1. a. Démontrer que u, est divisible par 5.

b. Démontrer, que pour tout entier natureln : u,,., = uy[uy + 5(ud + 2u2 + 2u, + 1)].

¢. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u,, est divisible par5™*!.

2. a. Vérifier que I'on auy = 200925° — 1 puis en déduire qu’on aussi : 2009%5° = 1 (mod 625).

b. Démontrer alors que 20098°°1 = 2009 (mod 625).

Partie C

1. En utilisant le théoréme de Gauss et les résultats établis dans les questions précédentes, montrer que :
20098991 — 2009 est divisible par 10 000.

2. Conclure, c’est-a-dire déterminer un entier naturel dont I'écriture décimale du cube se termine par 2009,

Exercice 114® (Quelques aspects arithmétiques de la suite de Fibonacci)
Soit (F,) la suite de Fibonaccj, définie par:Fy =0,F, =1 et Vn € N,F,,,, = F,., + F,.
1. Montrer que¥'n > 0, F, . F,_; — E? = (—1)".En déduire queF, etF,,, sont premiers entre eux.
2. Montrer quevn > 0 etVp €N, onaFy.p, = E,Fy.1 + F,_1F,. (& On pourra faire une récurrence sur p.)
En déduire que PGCD (F,, ;) = PGCD (Fyip, By).
3. Soita € N, b € N*. Si r désigne le reste de la division euclidienne de a par b, montrer que :
PGCD(F, ,F,) = PGCD(F, ,E.)
4. Montrer queVN (n,p) € N?, PGCD (F,, F,) = Fpgep(nyp)-
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& On pourra s’inspirer de I'algorithme d’Euclide.

En g’éduire la valeur de PGCD (F,416, F103)-

5. Etant donné un entier naturel a = 2 quelconque, on cherche a démontrer qu’il existe un entier n non nul tel
que a divise F,. On noteF,, le reste dans la division euclidienne de F,, par a.

a. Justifier que F,, appartient a I'ensemblel, = {0,1, ...,a — 1}. On peut donc noter lesFy, : Fy,Fy, .., Fq_;.

b. Montrer que pour toutk € {0,1,...,a — 3}, 0na: Fy,, = Fy4q + Fp.

¢. On sait que pour tout entier p, il existem € {0,1, ...,a — 1} tel que : F, = F,, [a]

Montrer par récurrence que :Vk € {0,1,...,m}, F,_, = Foi lal.

d. En prenantk = m dans la derniére congruence, conclure.

e. Application : Montrer qu’il existe un terme de la suite de Fibonacci dont I'écriture décimale se termine par
2016 zéros.

Exercice 11599 (Une démonstration originale de l'infinitude des nombres premiers)
Le but de cet exercice est de démontrer que I'ensemble des nombres premiers est infini.
Pour cela, on va démontrer que si I'ensemble des nombres premiers est fini, alors on ne peut pas décomposer en
facteurs premiers tous les entiers naturels de 1 a n pour n « assez » grand.
On note P l'ensemble des nombres premiers et on suppose que l'ensemble P est fini. On peut alors écrire :
P = {py; pa; ..., Pr}, 0U k est un entier naturel non nul etp, < p, < -+ < pg.
Soit n un entier naturel fixé, on suppose que la décomposition en facteurs premiers de n s’écrit :
n=p, %M x p,%2M x _ x p,* M o a;(n) est un entier naturel éventuellement nul.
1. Démontrer que pour tout i de [1; k] : p;%™ < n.
2.a.Démontrer que pour tout i de [1; k] : a;(n) < l:l(;"i)).
b.En déduire que pour tout i de [1; k]: a;(n) < %
c. Soit m un entier naturel inférieur ou égal a n et a;(m) l'exposant de p; dans la décomposition en facteurs
premiers de I'entier m. Donner un majorant de a;(m).
3. On a supposé que I'ensemble P est fini et contient k nombres premiers distincts deux a deux. Donc décomposer
un entiers m inférieur ou égal a n, c’est choisir un k-uplet de la forme : (a;(m); a,(m); ...; a,(m)).
In(n)\*
n(2) ) '

a.Démontrer que le nombre de ces k — uplets est majoré par (

ln(n))k
n(2)/) - )
()

, L, In(2
4.a.Démontrer que la quantité : A2/ tend vers 0 lorsque n tend vers + oo.

n
(ln(n))k
o . In(2)
b.En déduire que sin est « assez grand »,alors: n > Y

b.Démontrer qu'alors: n < (

5. Conclure.

Exercice 1169 (Le théoréme d’Euler)

Le but de cet exercice est de démontrer un théoréme dii 4 Fuler qui généralise le petit théoréme de Fermat :
« Pour tout entierm = 2, pour tout entier a premier avecm, ona: a®m =1 [m]. »

@ (n) étant le nombre d’entiers naturels strictement inférieurs a n et premiers avec 1.

@ ainsi définie surN* (par convention (1) = 1) est appelée fonction indicatrice d’Euler.

Ona@(n) = 2, pour toutn = 3.

1. Démoantrer ce théoréme pourm = 2.

2. On suppose désormais quem = 3. Soita € N* premier avec m.

On noteny, ny, ..., Nymy les p(m) entiers naturels compris entre 1 etm — 1 et premiers a m, rangés dans l'ordre
croissant. Pourk € {1,2, ..., o(m)}, on note alorsr, le reste de la division euclidienne de a X n, par m.

a. Démontrer que, pour1 < k < p(m), r, # 0.

b. Démontrer que, pour1 < k < @(m) : r, est premiera m.

¢. Démontrer que, pourl < k' < o(m) et k' #k:nr  #ry.

d. En déduire que : 11 X T X . X Ty(my = My X Ny X o X Ny [M].

Puis que : a®™ X1y XNy X o X Nypamy = Ny X Ny X o X Ny [

e. Conclure.
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Annexe
Démonstrations des théorémes du cours d’Arithmétique

Propriété d’Archimeéde :
Etant donnés deux entiers 0 < a < b, il existe un entier n tel que b < na.
Preuve:

Comme 0 < a etaentieralorsa = 1etdonca.b = b. Doncn = b + 1 convient car :
alb+1)=ab+a>ab=h

L DIVISIBILITE DANS Z

Propriétés :

Les lettres a et b désignent des entiers relatifs.

Pour tout entier n, on a toujours 1 / n, (—1) / n.

Pour tout entier non nul n, on a toujoursn / net (—n) / n.

Les seuls diviseurs de 1 ou (-1) sont 1 et (-1).

Si(a/betb/c)alorsa /c (propriété de transitivité).

Sia/betb =+ 0alors|a| < |b]. Ainsi, tout entier non nul admet un nombre fini de diviseurs.
DansZ,ona:si(a/betb /a)alorsa = boua = —b.
DansN,ona:si(a/betbh /a)alorsa = b.
Si(a/beta/c)alorsa/[ab + pfc] pour tous entiers relatifs a et .
Preuves :

Les propriétés 1, 2 et 3 sont évidentes.

4. Sia / betsib /calors il existe deux entiers q et r tels que b = aq et ¢ = br donc ¢ = (aq)r = a(qr). D'otia / c.
5. Sia / betb # 0alors il existe un entier q non nul tel que b = aq donc |b| = |a| X |q| et |q] = 1d’ou |b| = |al.
6. Sia/betb /aalors|a|l < |b|et|b| < |a|donc |a| = |b|, soit a = +b.
7. Ce cas se déduit du point 6.
8. Sia / beta /c alorsil existe deux entiers q et r tels que b = aq et ¢ = ar donc:
ab + fc = a(aq) + f(ar) = a(aq + fr) donca / (ab + fc).

AN NN SR NEN

II. NOMBRES PREMIERS
Théoréeme 1

1. Tout entier naturel n autre que 1 admet au moins un diviseur premier.
2. Tout entier naturel n, autre que 0 et 1 et non premier, admet au moins un diviseur premier p tel que p? < n.
Preuves :

1. 2 divise 0, donc 0 admet au moins un diviseur premier : I'entier 2.
Soit n un entier naturel autre que 0 et 1 et D,, I'ensemble des diviseurs naturels de n strictement supérieurs a 1.

Comme n est un diviseur de n, donc D,, est une partie non vide de N. On en déduit que D,, posséde un plus petit
élément p tel que p est un diviseur naturel de n, et p > 1.

On considére un diviseur naturel de p ; soitd tel que 1 < d < p.

Comme d divise p et p divise n, alors d divise n. Or p est le plus petit des diviseurs naturels de n, autre que 1 ; soit
doncd =1oud =p.

L’entier p ne posséde donc que deux diviseurs naturels 1 et p, ce qui signifie que p est premier.

Ainsi 'entier n, autre que 0 et 1 ; admet au moins un diviseur premier p.

2. On suppose n entier naturel, autre que 0 et 1, et non premier ; alors le plus petit des diviseurs naturels de n, autre
que 1, est un entier p tel que 1 < p < n.
Comme p divise n, il existe un entier q tel que n = pq. L’entier q n’est pas nul, car n # 0, et n’est pas égal a 1, car

n # p;doncq > 1. De plusp > 1, donc pq > q, c’est-a-diren > q. Ainsi 1 < q < n et q divise n.
On en déduit que q est un diviseur de n, strictement supérieur a 1: q € D,.. Comme p est le plus petit des éléments
de D, nécessairement p < q ; donc p? < pq, c’est-a-dire p> < n.
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Théoreme 2

L’ensemble P des nombres premiers est infini.

Preuve :

Raisonnons par l'absurde en supposant que l'ensemble des nombres premiers est fini. Notons dans ce cas
D1, D2, -, Py la liste compléte des nombres premiers et posons N = (py X p, X .X p,)+1. OnaN€eENetN =2,
donc l'entier naturel N admet au moins un diviseur premier p,, avec k € [1,r]. Alors p, divise N et p,, divise

p1 X Py X .. X p. =N —1;doil p, divise N— (N — 1) = 1. Voila une belle contradiction.

Lemme 1

Soit r € N*, p;,p,, ..., p, des nombres premiers tels que p; <p, < -+ <p, et &, &y, ..., & des entiers naturels

1

non nuls. Alors tout diviseur premier de pf X pgz x..xpyT estl'undesp;, i € [1,7].

Preuve:

U xpytx..xpy’ (avec py < py < <Dy et ay, &y, ..., Oy

des entiers naturels non nuls) dont au moins un diviseur premier n’est pas l'un des p;, i € [1,r] . Montrons que
I'ensemble D est vide.

Notons D I'ensemble des entiers naturels de la forme pf

Raisonnons par I'absurde en supposant D non vide. Alors D est une partie non vide de N et posséde donc un plus
petit élément pf“ X pgz x... xpy" dont un certain diviseur premier p n’est aucun des p;, i € [1,7].

Par hypothése, p / v, (pf‘l_1 xp;‘zx... prr), et par ailleurs p et p,, en tant que nombres premiers distincts, sont
premiers entre eux, donc via le théoréme de Gauss, on ap / pi* ™" xpy?x ... x pe”. Or p{* ™" xp3?x... x pi™ n'est pas
élément de D car pi* xpS?x... xpi7 en est le plus petit. Par conséquent, puisque p / pi* " xpS?x...xpl™ , p est
l'undesp;, i € [1,7], ce qui est contradictoire et nous permet de conclure que D = @.

Théoréme 3 (théoréme fondamental de I'arithmétique)
Tout entier naturel n > 2 s’écrit de maniere unique sous la forme de sa décomposition en facteurs premiers

1 xp;‘zx...xpfr ou p; <p, < - <p, sont des nombres premiers et o, a,,..., @ sont des entiers

_ a
n =p,
naturels non nuls.
Preuve:

— Existence : Notons £ I'ensemble des nombres premiers supérieurs ou égaux a 2, impossibles a décomposer en un
produit de nombres premiers. Montrons que I'ensemble £ est vide.
Raisonnons par I'absurde en supposant que & est non vide. Alors & est une partie non vide de N et posséde un plus

petit élément n = 2. Deux cas se présentent alors : soit n est premier, soit n est composé. Or n ne peut pas étre
premier car il serait aussitot décomposable en produit de nombres premiers (un produit d’un seul nombre). Donc
le nombre n est composé. Il s’écrit alors n = ab ou a et b sont deux diviseurs positifs de n autres que n et 1.
Remarquant alors que a < n et b < n, on peut affirmer que ni a, ni b n’est élément de &, puisque n est le plus
petit élément. Par suite, a et b sont des produits de nombres premiers, et il en est de méme de leur produit ab.
Ceci contredit la définition de n, car n = ab.

Conclusion : € est vide, autrement dit tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est produit de nombres premiers.

— Unicité: Notons F I'ensemble des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2 qui possédent au moins deux
décompositions différentes en produit de nombres premiers. Montrons que F est vide.
Raisonnons par l'absurde en supposant F non vide. Alors F est une partie non vide de N et posséde un plus petit

élément n > 2. Soit n = pfl xp;‘zx...xpfr = qfl xqux...xqfs deux décompositions distinctes de n en

produit de nombres premiers - avec bien sir p; < p, < - <p,etq, < q, < - < qs Alors grdace au lemme 1,
on peut affirmer que q, = p;, pour un certain i € [1,r] et p; = qj, pour un certain j € [1,s]. On a donc :

P1 =94 =q1 =p; =D, et donc p;=q;.

Du coup :
n _ -
o =T xpPx . xpiT = qfl ! xqux...xqfs.
1
Or pi n’est pas un élément de F puisque n en est le plus petit élément, et donc pi posséde une unique
1 1

décomposition en produit de nombres premiers. On en déduit donc que r = s et que p; = q; pour tout i € [1,r].

1 az ar _
XD, X XPy" = qy

1

Ceci contredit finalement le fait que les décompositions n = pf xqux... qus ont été

choisies distinctes.
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Conclusion : F est vide ; autrement dit tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est produit de nombres premiers
d’une et une seule fagon.

III. DIVISION EUCLIDIENNE
Théoréeme

Soita € Z et b € N*. Il existe un unique couple (q,r) € Z X N tel que :

e a=bqg+r;
e 0<r<h.
Preuve:

— Existence du couple (q,r) : On démontre d’abord l'existence de (q,r) dans le cas oti a = 0. Introduisons pour
cela I'ensemble E = {k € N/a — bk = 0}. Cet ensemble E est une partie non vide de N - non vide car 0 € E. Mais

par ailleurs E est majoré par a. En effet, soit k € E ; alors a — bk > 0, donc k < bk < a. L’ensemble E posséde
donc un plus grand élément q. Alors a — bq = 0. Mais comme (q+ 1) ¢ E,ona: a—b(q+ 1) <0. Ces deux
dernieéres inégalités s’écrivent encore : 0 < a—bq < b — 1.
Posons doncr = a — bq. Alors notre couple (q,1) a été trouve,
Etendons maintenant le résultat au cas ot a < 0. Or si a < 0 alors —a > 0 et on est ramené au cas précédent : il
existe un couple (q,v) EZXN tel que —a=bg+r et 0<r <b-—1 La encore, deux cas peuvent étre
distingués :
1. Sir=0,posonsq’ = —qetr' =0.Alorsa=—-bq—r=—-bq=bq'+r'et 0<r' <b-1.
2. Si r=1, posons ¢ =—q—1letr=b—r. Alors a=—-bq—r=(—bq—b)+ (b —71)=bq’ +71' et
0<r'<b-1.
Et nous voila donc arrivés a CQFD.
— Unicité du couple (q,7): Soit deux couples (q,v) et(q’,v") € ZXN tels que: a=bq+r=bq +1',
0<r<b—-1let0<r'<b-—1.Alors|r' —r| <b—1, maisparailleursb(q — q') =r" — .
Supposons q # q'. Alors |[r' —r| = 1, donc blq—q'| = b.Onadonc: b <blq—q'|=|r'"—r| <b—1, donc on
a la contradiction : b < b — 1. Donc q = q'. On en déduit aussitdt que :
r=a—bqg=a—bq =71
Ce qui acheéve la démonstration.

IV. CONGRUENCES
On adopte la définition suivante :

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Deux entiers a et b sont congrus modulo n lorsque a - b est
divisible par n. On note a = b [n].
Théoreme 1
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Deux entiers a et b sont congrus modulo n, si et seulement si, la division euclidienne de a par n a le méme reste
que la division euclidienne de b par n.
Preuve :
- Sir =71
a-b =nq +r-nq'-r = n(q- q)donca- b estdivisible par n et donc a = b [n].
- Siaetbsont congrus modulo n :
a-b=nq+r-nq'-r =n(q-q) +r-r.Doncr-r" = a-b-n(q- q")etcommea = b [n), alors
a - b est divisible par n et donc r - v’ est divisible par n. Par ailleurs, 0 <r <net0<71r' <n,
Donc—n<r' —r<n

Le nombre r - v’ est un multiple de n strictement compris entre -n et n, d'ott r—r'= 0, soitr=r',

Théoréme 2 (Réduction modulo n)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Sir est le reste de la division euclidienne de I'entier a par n alors a = r [n].

Preuve :

En effectuant la division euclidienne de a par n, on trouve:a = qn +r avec 0 <r <n.Commea —r = qn est un
multiple de n alors a = r [n]. Dans ce cas r est le plus entier naturel congru a a modulo n.
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Propriétés
Les lettres a, b, c, d désignent des entiers relatifs ; n et p des entiers naturels avecn > 2.
1. a=a|n]

a=b[n] _ N
2. {b = ¢ [n] = a=c[n] (transitivité de la congruence)
3. {E : (Ci[[?l]] = a+b =c+d[n] (compatibilité de la congruence avec 1'addition)
4. {E i (Ci [[I:l]] = a—b =c—d[n] (compatibilité de la congruence avec la soustraction)
5. {E i (Ci[[lr]1]] = a X b = cXxd[n] (compatibilité de la congruence avec la multiplication)
6. a=b[n] = aP =bP[n]
Preuve :

1. a —a = 0 estdivisible par n.

2. a=b[n]ethb = c[n]doncndivisea — b etb — cetpar conséquent n divise (a —b) + (b—c¢) =a—c.

3. a=c[n]eth =d[n]doncndivisea — c et b — d et par conséquent n divise (a — c¢) + (b — d) c’est-a-dire n
divise (a +b) — (c + d).

4. b = d [n] signifie que n divised — b = (—b) — (—d) et donc —b = —d [n]. On se raméne au cas 3.

5. Onremarque que cd — ab = ¢(d —b) + b(c — a). Du coup,sia = c [n] etb = d [n] alors n divisec —a et d — b
et par suite n divise c(d — b) + b(c — a).

6. Raisonnons par récurrence sur p.
Initialisation : la démonstration est triviale pourp = 0oup = 1

Hérédité : supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : a* = b* [n]

Démontrons que : La propriété est vraie au rang k + 1 : a*** = p**! [n].

a*t = axad =bx b =ptn]
Conclusion :
La propriété est vraie pour p = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apreés le principe de récurrence, elle est
vraie pour tout entier naturel p.

V. PGCD - PPCM

Propriétés :

Pour tous entiers relatifsa,b etk,ona:

PGCD(a; 0) = |a| (aveca # 0).

Sibla alors PGCD(a; b) = |b|.

Sir est le reste dans la division euclidienne de a par b alors: PGCD(a; b) = PGCD(b; r).
PGCD(a; b) = PGCD(|a|; |b]).

d diviseur commun deaetb < ddivise PGCD(a; b).

Sid = PGCD(a; b) alors il existe deux entiers relatifs u et v tels que d = a.u + b.v. (Identité de Bézout)

PGCD(ka; kb) = |k|xPGCD(a; b).

PGCD(a; b) x PPCM(a; b) = |a| x |b].

Preuves :

1. |a| est le plus grand diviseur de a, et c’est naturellement un diviseur de 0.

2. |b| est le plus grand diviseur de b et c’est également un diviseur de a car b divise a.

3. On note respectivement q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b. Si D un diviseur de b et r
alors D divise a = bq + r et donc D est un diviseur de a et b. Réciproquement, si D un diviseur de a et b alors D
diviser = a - bq et donc D est un diviseur de b et r. On en déduit que I'ensemble des diviseurs communs de a et
b est égal a l'ensemble des diviseurs communs de b et r. Et donc en particulier, on a: PGCD(a; b) =
PGCD(b; 7).

4. 1l est évident que I'ensemble des diviseurs communs de a et b n’est que I'ensemble des diviseurs communs de
lal, |b].

5. L,a prlezlwe se lit en trois étapes. On note D (x) I'ensemble des diviseurs de l'entier x.

Etape 1 :

Etant donnés deux entiers naturels a et b, avec b non nul, on fait la division euclidienne de a par b. On a :

a=b.qy+ryavec0 < 1y < b etondémontre que D(a) N D(b) = D(b) N D(ry) (voir la propriété V.3).

©® N oUW
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VL.

Etape 2 :

Si vy # 0 on recommence l'étape 1 avec le couple (b; ry). b =q..179 + 1, avec 0 < 1, < 1,. On a alors
D(a) nD(b) = D(b) N D(ry) = D(ry) N D(ry). Et ainsi de suite, on construit une suite d’entiers ry, 1y, ...,T,
vérifiant 0 < 1, <1, <+ <1y <19et D(a) N D(b) = D(r,_1) N D(1,). Ce processus est nécessairement fini
car (1) est une suite strictement décroissante d’entiers naturels.

Etape 3 :

La derniére étape a lieu lors de I'apparition du premier reste nul.

Sir, =0avecr,_4 # 0onaD(a) nD(b) = D(r,_1) N D(0) = D(r,,_1) car D(0) = N.

Le PGCD de a et de b est donc égal au dernier reste non nul obtenu dans les divisions successives.

On se limite dans cette démonstration au cas ot a et b sont des entiers naturels car si 'un de ces entiers est

négatif, on peut faire « ingurgiter » son signe au coefficient u ou v correspondant.
SoitE = {n.a + mb/ne€Zetm€Z}LOna:ENN"* QPcara € E (prendren = letm = 0)

E N N* étant une partie non vide de N posséde un plus petit élément ; notons-Ie d.

Comme d € E il existe deux entiers relatifs u et v tels que d = a.u + b.v.

 E contient clairement tous les multiples de d.

 Réciproquement, soit x un élément de E N N*.

Il existe deux entiers q etr telsque : x = dq +ravec0 <r < d.Alorsr = x - dq doncr € E (différence de deux
éléments de E). Si r était non nul, on aurait r € E N N* ; impossible car r < d (plus petit élément de E N N*),
donc r = 0. Par suite x est un multiple de d.

On a prouvé que E N N* est I'ensemble des multiples de son plus petit élément d.

Montrons que d est le PGCD de a et de b. Soitd’ = a A b

e d’/a et d’/b donc d’/ a.u + b.vetparsuite d’/ d.

ed/aetd/bdonc d /d’ (propriété V.5)

Onad’/detd/d’etdoncenfind = d’,

Soit € Z. Nous pouvons supposer k # 0. Notons § = PGCD(a; b) et A = PGCD(ka; kb).

Onaduneparté/a et §/b, donc ké/ka et kd/kb, donc par définition de A, k& /A.

D’autre part, k/ka et k/kb, donc par définition de A, k/A, de sorte qu'il existe n € Z tel que A = nk. Il vient
ensuite que nk/ka et nk/kb, donc n/a et n/b car k # 0. Par définition de 6, cela montre que n/§, puis, en
multipliant par k, que nk /ké& soit A/ k6.

Nous obtenons ainsi la double divisibilité k6/A et A/kéS, et donc |A| = |kS|, ou encore A = |Kk|6.

Comme PGCD(a; b) = PGCD(|al; |b|), on peut se limiter au cas ot a et b sont des entiers naturels tels que I'un
au moins d’entre eux n’est pas nul.

;j ;c; /\\/ I; eta’et b’ tels que {Z z gZ’

Les entiers a’ et b’ sont premiers entre eux sinon il existerait un entier d = 2 qui diviserait a’ et b’. Dans ce cas

On pose {

dé/a , )
Ientier dé vérifie: dé > & et {dd ; B €€ qui est contradictoire a la définition de 8. Donc, on biena A b = 1.
Remarquons que &.a’.b' est un multiple commun a a et b et donc a u, donc : 3k € N tel que 6.a'.b' = k..
= aa
Comme p est un multiple commun a a et b, on a d’autre part : {Z = Bb-
b = ) .
Ainsi:{a, _ kg' Or,commea A b =1 alorsk =1.Etdonc:6.a'.b' = L.

On conclut en multipliant par §.

THEOREME BEZOUT - THEOREME DE GAUSS

Théoréme 1 (théoréme de Bézout)
Soient a et b des entiers relatifs.

aAb =1 Illexiste 2 entiers u et v tels que au + bv = 1.

Preuve :

Supposons qu'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv = 1.

Soit D le PGCD de a et b, alors D divise a et D divise b, donc D divise au + bv. Donc D divise 1. Donc D = 1.

On

en déduit alors que a et b sont premiers entre eux.

Supposons que a et b sont premiers entre eux.
Considérons l'ensemble E des entiers naturels non nuls de la forme au + bv avecu € Z et v €L

156



E n'est pas vide (E contient a ou —a, E contient b ou —b, ...), donc E a un plus petit élément m.

On peut écrire m = auy + bv, avecu, €Z et v, €L

Ecrivons la division euclidiennedeaparm: a=mq+r avecr€N et 0< r<m.

Donc a = (au; + bvy)q+ r, dou r =a — (au; + bvy)q =a(l — uyq) + b(-vq).

Donc r est un entier naturel de la forme au+bv avec u e Z et v eZ etd'autrepart r<m.
Comme m est le plus petit élément de E, on en déduit que r = 0, c'est-a-dire que a est divisible par m.
De méme on démontrerait que b est divisible par m.

Donc m est un diviseur commun a a et b.

Comme a et b sont premiers entre eux, on en déduit quem = 1.

Onadonc 1=auy+bv, avecu, €Z et v, € L

Théoréeme 2
Soit a et b deux entiers naturels.

a=a'd
aAb=de 3a’etb’ € Ntels que {b = b'd
a’Ab' =1

Preuve :

Soient a, b des entiers relatifs non nuls et D un entier naturel non nul.
Supposons que D = PGCD(a; b) alors D divisea et D divise b,

donc a=Da' et b=Db" aveca’etb'entiers relatifs non nuls,

donc %et% sont des entiers relatifs non nuls.

Soit d € IN un diviseur commun a %et%, alors %=da" et %=db" avec a"€Z et b"eZ .

donc a =dDa" et b =dDb", donc dD est un diviseur commun d a et b.
Comme D est le PGCD, on en déduit que d = 1.

On a démontré que dans IN le seul diviseur commun a %et% est 1, donc %et%sont premiers entre eux.
Supposons que %et% sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux.

Puisque %et% sont des entiers, D divise a et D divise b.

Soit g = PGCD(a ; b).
D divise a et b, donc D divise g etdonc D < g.

D'autre part % et% sont premiers entre eux, donc il existe des entiers relatifs u et v tels que % u+ % v=1.

donc D =au + bv.
Mais g étant le PGCD de a et de b, g diviseaetb, donc g divise au + bv donc g divise D, donc g < D.
On a donc finalement g = D, c'est-a-dire D = PGCD(a; b)

On a donc démontré que :

D =PGCD(a;b) < %et%sont des entiers relatifs non nuls premiers entre eux

Théoréme 3 (théoréme de Gauss)

a, b et c sont trois entiers relatifs avec ab # 0

Si {2 (/j\“{,lsze tl) X alors (a divise ¢)
Preuve :

a et b sont premiers entre eux, il existe donc des entiers relatifs u et v tels que : au + bv = 1.
Alors acu + bcv = c. On sait que a divise bc, donc a divise bcv.

D'autre part a divise acu. Donc a divise acu + bcv c'est-a-dire a divise c.

Théoréme 4 (conséquence du théoréme de Gauss)
Si {a et b divisent ¢

aADb =1 alors a X b divise c
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Preuve :

a et b divisent ¢ donc il existe des entiers a’et b’ telsque:c =axa =b X b'.

Alors a divise b X b’ et est premier avec b donc, d’aprés le théoréme de Gauss, a divise b’. Donc il existe un entiers k
telque b’ = k X a. Ainsic = b X b' = k X ab, donc ab divise c.

Théoréme 5 (Lemme d’Euclide)
a et b sont des entiers relatifs et p un nombre premier.
. (p est premier
{p divisea X b
Preuve :
Supposons que p ne divise pas a, alors a # 0 et a et p sont premiers entre eux (puisque p est premier) donc p divise
ab et p est premier avec a, donc p divise b d’apres le théoréme de Gauss.
Théoréme 6 (Petit théoréeme de Fermat)
Soit a un entier relatif et p un entier naturel.
Si {p est p.re'zmier
p ne divise pas a
Preuve :
Pour chaque entier k compris entre 1 et p — 1, notons 1y, le reste de la division euclidienne de k X a par l'entier p.
Ainsika=n,[pl et 0<r, <p-1
Justifions que 1, # 0. On raisonne par l'absurde: sit, = 0, p divise k X a ; or, p est premier et ne divise pas a, donc p
est premier avec a ; alors, selon le théoréme de Gauss, p divise k. Mais ceci est impossible, car k est compris entre 1 et
p — 1. Montrons que tous les 1, sont distincts deux a deux.
Si ka =1, [p] et k'a =1, [p)l, alors (k —k")a =0 [p] ; si k' # k alors comme p ne divise pas a, le recours au
théoreme de Gauss nous conduit a une contradiction. Comme k prend les p — 1 valeurs distinctes de 1 a p — let qu’a
chaque k correspond un reste différent 1, alors r;, prend toutes les valeurs possibles de 1 a p — 1.
Multipliant les p — 1 relations ka = 1, [p] pour 1 < k < p — 1. Alors, on obtient: (p — 1)!a?™! = (p — 1)! [p].
Donc p divise (p — 1)! (a?~! — 1). Or, p ne figure dans aucune des décompositions des facteurs du produit (p — 1)!,
donc p ne divise pas (p — 1)!, donc p est premier avec (p — 1)!; donc, selon le théoréme de Gauss, p divise a?~! — 1.

alors (p divise a) ou (p divise b)

alors aP™! = 1[mod p] (cest-a-dire plaP~! — 1)

VII. SYSTEME DE NUMERATION A BASE B
Théoréeme

Soit b un entier naturel autre que 0 et 1.
Soit un entier naturel non nul N. On peut écrire N de maniére unique sous la forme :
N=a,b"+a, ;b* 1+ +ab+a, ©

avec les ay des entiers vérifiant: 0 < a, <b et Vi€ [1,n—1], 0 < a; <b.

Preuve :

— Existence : Notons pour cela P(N) la propriété : « N posséde une écriture de la forme (1) comme indiqué dans le
libellé du théoréme ». La propriété P(1) est vraie, avec n = 0 et a, = 1. Considérons alors un entier N > 2 et
supposons que la propriété P (k) soit vraie pour tout entier k tel que 1 < k < N. Il s’agit de démontrer que P(N)

est vraie. Tel estle cas sil'ona N < b, en prenantn = 0 et a, = N dans (1).
Supposons donc N = b. Il existe des entiers q et a, tels que l'on ait: N = bq + ay avec 0 < ay < b. L’inégalité

N = b entraine q = 1. Par suite, ¢ < gb < N. La propriété P(q) étant vraie, il existe un entier n = 1 tel que l'on
ait: q = a,b™ 1+ -+ a,b + a;, ot les a; sont des entiers vérifiant 0 < a; <b—1 et ou a, # 0. L'égalité
N = bq + a, entraine alors que P(N) est vraie.

— Unicité : On remarque pour établir I'unicité de la décomposition que I'entier n intervenant dans la relation (1)
vérifie les inégalités : b™ < N < b™*1.
En effet, la premiére inégalité est immédiate et le fait que les a; soient compris entre 1 et b — 1 entraine que l'on
alesinégalités: N < (b—1)(b*+b" 1+ -4+ b+1) =b""1 -1 < p™tL

Remarque hors démonstration :
b" < N <b™! = n.logh <logN < (n+ 1)logh

log N

= ns——<n+1
logb
. N logN

= Partie entiére de =n

logh
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Donc pour tout entier N = 1, le nombre de chiffres intervenant dans I'écriture de N
en base b est donné par :
log N
E(pey)+1

logb
ou E(x) désigne la partie entiére de x et log désigne une fonction logarithme
quelconque (en pratique, on prend la fonction logarithme de base b car dans ce cas
log b = 1, ce qui facilite les calculs).

Tout revient donc a démontrer que sil'on a :

N=a,hb"+a,_b" T+ -+ ab+ay=cyb™+ o b1+ -+ ;b + ¢,
aveca, X c, # 0et 0 < a;,c; < b —1, alors a; = ¢; pour tout i. Vu le caractére d’unicité du reste de la division
euclidienne de N par b, on a : a, = c,. On arrive ensuite a la conclusion en procédant par récurrence finie sur les
indices des coefficients.
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Déclinaisons des théorémes d’Arithmétique

Les ensembles de nombres : N et Z

Le vocabulaire

A4

A 4 A 4

PGCD(a; b) Multiplesde a € Z Nombres premiers
Plus grand commun diviseur Les nombres k X a,k € Z p € N* est dit premier siil n’a
PPCM(a; b) Diviseursde b € Z* que deux diviseurs, 1 et p
Plus petit commun multiple Les nombres a € Z tels qu'il
(strictement positif) existe c € Ztel que b = ac

Nombres premiers entre eux
Nombres n’ayant qu’un seul
diviseur commun positif : 1

Soita € Z et b € N*, il existe un unique couple (q;r) € Z X N
vérifianta = bq +r avec 0 <r <b

Division euclidienne

A 4

Algorithme d’Euclide et congruences

v

'

PGCD(a; b)=PGCD(b;r) Théoréme de Bézout

a € N, b € N sont premiers entre eux si
et seulement si, il existea € Zet v € Z,
telsqueau + bv =1

v

Théoréme de Gauss
Sia/bc et aAb=1alorsa/c

'

Théoréme de Fermat
p premier.Va € Z.aP = a Ipl

'

Cryptographie

\ 4

Equations
diophantiennes

Restes chinois ) 4

\ 4 A 4

PGCD(a; b) et PPCM(a; b)

Décomposition en facteurs
premiers

A
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Oui, c’est fini... ou presque fini ! Attention, c’est important ! il reste encore la bibliographie.
En effet, c’est quoi un livre de mathématiques ou de sciences physiques ou de ... sans sa
bibliographie, si ce n’est qu’un leurre ou un manque d’honnéteté intellectuelle autrement

Bibliographie

dit un délit de plagiat dont I’auteur se cache honteusement derriére sa propre ombre !?

Lors de la rédaction de ce livre, plusieurs manuels et sites ont été consultés (nous exprimons ici

notre entiere reconnaissance a l’égard de leurs auteurs) :
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> P.H. Terracher-R.Ferachoglou, Maths Term. S Obl. Et spéc. Hachette 2002. ISBN 2.01.13.5294.0
> P.H. Terracher-R.Ferachoglou, Maths Term. S spéc. Hachette 1994. ISBN 2.01.13.4986.9

> J.M. Barros et Col., Maths Term. S spec. Transmath-Nathan 2012. N° édit. 10183118

» J.P. Bouvier, Maths Term. S spec. Belin 1998. ISBN 2.7011.2140.X

> A. Mohsen-S. Nabbout, Géom-Arithm-Prob. MCG Liban 1995. Dépot légal 03/310409 - 06/627265
> G. Cohen, 52 nouvelles énigmes math. FFJM-vol. 21. Editions POLE 2000. ISBN 2.909737.55.1
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> S. Touré, Maths Term. SM, CIAM-EDICEF 1999. ISBN 2.84.129554.0

» A. Levine, Maths pour matheux Term. C. Ellipses 1993. ISBN 2.7298.9302.4

> J.L. Boursin, 750 ex. Corr. Term. S. Vuibert 1997. ISBN 2.7117.1413.6

> X. Merlinet B. Clément, Maths Term. S. Ellipses 2012. ISBN 978.2.7298.7623.4

» laaly Abdul Raouf, Math. Term. S. Dar-Al Moustakbal 1996 - Tripoli - Liban

> Barache et Bauer, Maths Term. S. 100% Exos. Hatier 2012. ISBN 978.2.218.96268.4

> J.P. Galandrin et Col. Maths Term. S. Spéc. Déclic-Hachette 1998. ISBN 2.01.13.5056.5

> M. Nouvet, Maths Term. S. spéc. Radial-Belin 2006. ISBN 2.7011.4266.0

R. Cuzel et Col. Algébre et Prob. Term. D. Delagrave 1967. Dépot légal : imp.8087 - Edit.3486

Cybergraphie

» http : //www.laroche.free.fr » https://sites.google.com/site/lapotheme
» http://www.mathematiquesfaciles.com » http://www.lyc-les-iscles.ac-aix-marseille.fr
» http://www.recreomath » http://vivienfrederic.free.fr

» http://www.algor.chez.com » http://mphilippe.fr

» http://especesdemaths » http://www.mathmaurer.com

» http://www.mathmoufid.com » http://autres-talents.fr

> http://www.matheleve.net » http://mathe.kreins

» http://www.memopage.com » https://fr.wikipedia

» http://mp.cpgedupuydelome.fr » http://casemath.free.fr

» http://www.lyceedadultes.fr » http://www.jeusetetmaths.com

» http://mathprepa.fr » http://chingatome.net

» http://www.animath.fr » http://www.lyc-perier.ac-aix-marseille.fr
» http://ww2.ac-poitiers.fr » http://www.lesreferences.com

» http://math.seguy.fr » http://www.bac-de-maths.fr

» http://algolycee.free.fr » http://formation.cepec.free.fr

Que Dieu me pardonne, si j’ai oublié !
Eh oui, maintenant, on

peut bien dire que
c’est vraiment fini
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