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Réussite = (tr avai%né tho de)d(temps)

début

« Aucune notion n’est plus relative que
celle de réussite. Elle évoque un
résultat, et n’a de sens que par
comparaison. Sa mesure dépend du
terme de référence, ou de la valeur a
laquelle on accorde le plus de prix. Elle
ressortit a plusieurs ordres. Pour telle
personne elle se mesure en argent ou
en pouvoir, pour telle autre en vertu
ou en savoir, pour telle autre en
beauté.

Quel que soit I'objet de prédilection de
chacun, et sans chercher a savoir qui
’'emporte du savant, du capitaine ou
du poete, la réussite de l'un ou de
'autre repose d’abord sur un
sentiment personnel et constitue
I'incarnation de I'esprit de la formule
intégrale citée ci-haut. »

Alain GIRARD, modifié
La réussite sociale
Que sais-je. PUF

Dépot légal : 1658/2016



Préambule

« Les plus belles victoires,

les seules qui ne peuvent donner aucun regret,
sont celles que I'on fait sur l'ignorance »
Napoléon BONAPARTE

Chers lecteurs, chéres lectrices, comme il est impossible d' apprendre a nager sans plonger dans
r/f l'eau, il est également impossible d'apprendre a résoudre des problémes de mathématiques
‘ sans mettre la main a la patte autrement dit sans se confronter réellement a des exercices
%07 variés aussi bien au niveau du concept qu'au niveau de la difficulté.

Partant de cette conception, nous avons opté de donner :

— un rappel de cours illustré par des exemples d’application mis en face a face du rappel;

— une batterie d’exercices corrigés, chapeautés de citations, proverbes ou maximes parfois humoristiques,
empruntés a différentes cultures : arabes, africaines, asiatiques et européennes, pour attiser la sagacité du lecteur
et briser la monotonie de la pesanteur naturelle du raisonnement scientifique. Ces corrigés sont accompagnes,
pour certains, de commentaires et/ou de repéres historiques qui replacent la notion étudiée dans son contexte
heuristique;

— une batterie d’exercices proposés a la résolution, de niveaux trés variés, couvrant presque tous les types de
questions susceptibles d’étre posées dans le champ conceptuel étudié.

Pour la batterie d’exercices corrigés, les corrigés ne doivent pas étre consultés avant de faire une recherche
hardie des solutions ; ces corrigés devront d-ailleurs constituer une source d’inspiration, un modéle de rédaction pour
pouvoir sattaquer efficacement aux exercices proposés.

La résolution d’un exercice ne peut et ne doit en aucun cas étre une finalité en soi, mais c’est le cheminement
intellectuel adopté dans la résolution qui doit étre interpellé pour pouvoir dégager une démarche méthodologique
générale pouvant étre appliquée a toute une gamme de problémes similaires. Donc l'objectif final de l'exercice de
maths reste la capacité a débusquer des méthodes de résolution de problémes qui se veulent transversales.

1l y a dans la résolution de tout probléme de mathématiques, un peu d’une découverte. Un probléeme qui vous
est soumis peut étre sans prétention,; mais, s’il pique votre curiosité et fait entrer en jeu vos facultés d’invention et de
créativité, si vous le résolvez par vous-méme ... vous pouvez en ce moment-la connaitre le charme de la découverte et
en goliter le triomphe. Ce genre d’expérience peut déterminer le goiit du travail intellectuel et laisser, tant sur l'esprit
que sur le caractére, une empreinte indélébile qui faconnera la personnalité future de I'apprenti-chercheur que vous
étes.

Dcautre part, vous remarquerez a travers les corrigés de ce manuel qu’une attention particuliére a été accordée
d la rédaction et a la rigueur du raisonnement. En effet, les mathématiques sont par excellence une science de la
rigueur et donc tout compromis, aussi léger que soit-il, au détriment de cette rigueur compromettrait la quintessence
méme de la discipline. Dans ce domaine, je ne me génerais point dillustrer le haut niveau de rigueur des
mathématiques, comparativement a toutes les autres sciences, a travers l'anecdote qui suit :
« U n mathématicien, un physicien et un ingénieur voyagent a travers I’Ecosse. Ils voient un mouton noir par la fenétre
du train et immédiatement un dialogue s’instaure entre les trois voyageurs :
L'ingénieur : « Ah !, les moutons de ce pays sont noirs. » ;
Le physicien : « Hmm !, on peut plutét dire que dans ce pays, il y a des moutons noirs. » ;
Le mathématicien : « Ah! Non, tout ce qu’on peut dire c’est que dans ce pays, il y a au moins un mouton et que ce
mouton-1a a au moins un coté noir. »
Ah J, c’est clair qu’il y a ici une nette nuance dans la précision et telle est la vraie singularité des maths.

Ce 1¢r tome s'adresse spécialement aux éléves de la classe de 7°m¢ (, aux professeurs de mathématiques, aux
amateurs, mais aussi aux étudiants du 1°" cycle universitaire en MP et MI.

Enfin, je ne pourrai terminer sans exprimer, a priori, ma sincére gratitude a ceux et a celles qui prendront le
soin de relever des remarques sur ce manuel tant sur la forme que sur le contenu et auront ensuite la gentillesse de me
les faire parvenir sur l'adresse électronique « sidimajor@gmail.com » pour qu’'ensemble, vous et moi, nous pourrions,
par le biais de ce travail, apporter une mince contribution a I'enrichissement du patrimoine scolaire national.

Par l'auteur
Sidi MAJOR
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Nombres Complexes

55600
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L’identité d'Euler ei™ = —1 est la bombe des équations, une ceuvre d’art, .., une combinaison
improbable de 0, 1, pj, e et i qui fait rougir les mathématiciens...

(Cédric VILLANI)

Citations-Choc:
« Pourquoi la vie est complexe ? Parce qu’elle a une partie réelle et une partie imaginaire ».

Marius Sophus Lie.

« Il apparut que, entre deux vérités du monde réel, le chemin le plus facile et le plus court passe bien souvent par
le domaine complexe.»
Jacques Hadamard (1865-1963)

Enigme : Le gardien menteur

Un chevalier dans un labyrinthe, se retrouve face a 2 chemins, celui de droite et celui
de gauche. L'un méne a la sortie, I'autre méne tout droit a la mort. Devant chaque
sortie se trouve un gardien. Les 2 gardiens connaissent le bon chemin. Cependant
l'un ment et l'autre dit la vérité, mais le chevalier ne sait pas a qui se fier. [l n’a le
droit de poser qu’une seule question a un seul des gardiens.

\

o

Quelle est la question qui lui permet 4 coup stir de déterminer le bon chemin ?




| ecours

L / Ensemble C

I Notion de nombres complexes —Conjugaison

W e On admet l'existence d’un ensemble de nombres, noté C, tel que :

v' C contientR ;
v’ + et X ont les mémes propriétés dans C que dansR ;

v’ [l existe dans C un nombre i tel que i2=-1;

quez = a+ ib.

Forme algébrique et conjugaison

v’ Pour tout nombre complexe z, il existe un unique couple de réels (a,; b) tel

ez =a+ib (aveca € Ret b € R et i? = —1) estla forme algébrique du nombre complexe z.

a = Re(z) et b = Im(z) sont les parties réelle et imaginaire de z.
i2=-1 , 3=-i , it=1
Silm(z) = 0 alorsz = a estréel.

SiRe(z) = 0 alorsz = ib estdit imaginaire pur.

On calcule dans C comme dansR quitte 4 remplacer a chaque fois i* par —

z=a+ib =0 & a=b=0

a =

p= ¢ (a,b,c,dréels)

a+ib=c+id {

ez = a—ib estleconjuguédez = a +ib.

Pour tous nombres complexes z et z’ et pour tout entier n :

z.Z = a’ + b? Z =2z Z+Z = 2Re(2)

!

T 4 T, z
z+z' =z +2z Z.Z =7Z. — =

z

(z+0)

NI N

e X etY étantréels, ona:

Z7=X+i¥Yréel & Y=0 = =2

1.

z—7 = 2i.Im(2)

(z") = @"

Z = X +1iY imaginairepur < X=0 7=-27



Exemples d'application

Exemple 1
Calculer sous forme algébrique :
1+1
Corrigé
z1=2+3)+(-5+4)=2-5)+B+4)i=-3+7i.
Z, = (24 30).(=5+4i) = —10 + 8i — 15i + 12i?> = =22 — 7i.
73 =3.(=5+4i) = (3% (=5)) + 3 x 4)i = —15 + 12i.
_1+i_(1+i)(3—4i)_3—4i+3i—4i2_7—i_7 1
T3 T B+4D(B—4)  32+42 25 25 25°
Exemple 2
Soitz € C/{1} et= %
Montrer que B = E estun réel et que C = g est un imaginaire pur.
Corrigé
— Montrer que B est un nombre réel
z—1
A-1 7571 z+47-2
T z—-1  z—-1 z4+z-1-2z7

Orsiz=x+1iy alorsz+7Z = 2Re(z) = 2x € R etzz = x* + y? € R et par suite B = E est

un réel.
— Montrer que C est un imaginaire pur
z—1 _ _
_A+1_1_§+1_ zZ—z zZ—7Z

Tz—1  z-1 (1—2)(2—1)=z+2—1—27
Orsiz = x + iy ralorsz —z = 2ilm(z) = 2iy € iR et on sait déja que :

z+z—1—2z=2x—1— (x*+y?) €R etparsuite C = g est imaginaire pur.

Exemple 3
Montrer, sans calculer, que les nombres suivants sont réels:
3—4i 344 3—4i 3+4i 3—4i\ /-3 —4i
A=t s p=il— - o= () (S5)
204+1 —-2i+1 2i+1 —-2i+1 20+ 1/\-2i+1
Corrigé
3—4i
On remarque, en posant Z = 2i+1l, quona:

A=z+z=2Re(z) ER
B=i(z—72) =i.2ilm(z) = -2Im(2) € R
C=zXx(-z)=—-zz€R



II. Représentation géométrique
e Le plan muni d’un repére orthonormal direct est appelé plan complexe. Dans un tel plan, a4 un point
M(a; b) on associe son affixe zy; = a + ib et réciproquement.
ST A(zy), B(zg) et ((z;) alors :
L’affixe du vecteur AB estzyp = Zg —Zp
L’affixe du milieu I de[AB] estz; = % ;
L affixe du barycentre G de (4; a) (B: b) (C: c) est :
_azy+bzp +czc

Zg =
a+b+c
e On calcule sur les aftixes comme on calcule sur les coordonnées.

(aveca+ b +c # 0)

e Sia estun réel et un vecteuralors: zZ,; = .z

IlII. Module - Argument

e Forme trigonométrique
Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (0; e;,e;). Soitz = a + ib un nombre complexe non
nul avec a et b des réels et M son point image. Si 0 est une mesure en radians de l'angle orienté

(e_l’, 0—1\/7) alors :

- |z| = OM = /a2 + b2
0= (el,OM) =arg (z)

(argument de z) A | M(z = a + ib)
0M=\/m _ |Z| | S F— v .................
(module de z) 2
0 = arg(z)
o e a

e On peut écrire (forme trigonométrique de z) :

z = r(cosB +isin@) avec r =Va? + b? = |z| carle réel 8 est tel que :
a Re(2) ] b Im(2)
cosf = — = et sinf = — = .
lz| |zl lz| |zl
Remarque : signe(cosf) = signe(Re(z)) et signe(sin@) = signe(Im(z2)).

Attention : 0 n'a pas d'argument !

e Propriétés du module :
Soitz etz deux nombres complexes etn un entier naturel.
v siz=a+ib alors |z| =Va?+ b?
v’ z réel= |z| = valeur absolue de z

|zl =0=2z=0 |z| = |z|

|z|? =z.Z |z.Z'| = |z|.|Z|
1 1 7' Iz’ .,
—|=—siz#0 —|=—s5iz'#0
zl |z| z ||
|z"] = |z|" AB = |zg — z,|

Attention: Vz,z": |z +z'| < |z| + |Z'| (inégalité triangulaire).



Exemples d'application
Exemple 4
Soit dans le plan complexe, les points A, B, C daffixes respectives : 2 — 3i ,'% ; 1+ 4i. Calculer

les affixes du VECté’LII‘E, du milieul de [AB], du centre de gravité G de ABC et du pointE tel
que ABCE soit un parallélogramme.

Corrigé
1 L1 .3
Zﬁ:zB_ZAZE_(2—31)=§—2+31=—5+31;
1 )
Z =ZA+ZB=7+(2_BL)=E_§L
: 2 2 4 2
, 1 .
, =ZA+ZB+ZC=(2—3l)+§+(1+4l)=Z+1i
’ 3 3 6 3"

ABCE parallélogramme < EC =4B = Zpe = 755

3 5
(=4 ZE:ZC—ZA—B':(1+4i)—<—§+3i>:§+i.

Exemple 5
Calculer le module de chaque nombre complexe :
_ _ 1+ g
z1=4-3i; z,=1+1i; Z3=m;Z4=(1+l) :
Corrigé
z;=14-3i| =42+ (-3)2=V25=5; z, = |1+4i| =12+ 12 =2;
1+i| |14l 2 8
%= |ay3 " ara 50 A IAFD=I14d (V2)
Exemple 6
Déterminer, dans le plan complexe, I'ensemble des points M (z) tels que :
D0z-2|=lz+1|; 2D|z+2i|=|z+3—-i|, 3)]|iz+2| =5, 4)|z - 2i| = |2z + 4|.
Corrigé

Soit les points A(2), B(—1), C(2i),D(—=3 + i) etE(—2)
D0z=2]=|z+1| © |zyy — 24| = |zyy — 25| © AM = BM & M sur la médiatrice de [AB]
2)|Z+2il=z+3-i| = |§+2i| = |z+3—i| & |z—2i| = |z— (=3 + )|

& |z —z¢| = |zy — zp| © CM =DM < M € med[CD]
0iz+2|=5|i(z-20)|=5<|il.|lzy —zc| =5 |zy — 2| =5

& CM =5 MeC(C,5)
40z-2i=12z+4| & |z-2i=2z+2| = |zy —zc| = 2|z — zg|
& CM =2EM & CM? =4EM? & CM?* = 4EM?

o (2EW — CM). (2EM + CM) = 0
G, = bar{(E,2);(C,—-1)}
G, = bar{(E,2);(C,1)}
Donc I'ensemble cherché est le cercle de diamétre [G,G,].

@GlM.3GzM=O =4 GlM.GzM=O 0[} {



o Notation exponentielle
On pose :Y0 € R, cos0 +isinf = et
Si|z| = r etarg(z) = 6 alors z s’écrit: z = re'?.
el =¢elC9 =70 o |e®| =1, arg(e') =0 [2r].
i

el =1, elm=—1, e2=1i
Le calcul sur Ia forme e obéit aux régles des puissances.
Formules d’Euler :
elf 4 o—if el _ o—if
Vo € R, cosB=T et sin9=T

Identités a retenir: Pour tousréelsa et :

1—el® = —2isin (%) ei% et 1+e'®=2cos (%) ei%

. . —a\ (%8B ) . —a\ (B
e‘“—elﬂz—ZiSin<'82 )el<2) et ew‘+elﬂ=2605('82 )el(z)

1V. Propriété et détermination des arguments

e Propriétés des arguments

Soitz etz deux nombres complexes non nuls, n un entier naturel et b un réel.
zréel > 0 o arg(z) =0 [2n]

zréel< 0 & arg(z) =mn [2r]

z=1ib,b>0 & arg(z) =g [27]

z=1ib,b<0 & arg(z) = —g [27]

arg(z) = —arg(z) [2m]
arg(z.z') = arg(z) + arg(z") [2n]

arg G) = —arg(z) [2n]

arg (Z;') =arg(z") —arg(z) [2n]

arg(z™) =n.arg(z) [2m]

Pour toutréela > 0,ona:arg(az) = arg(z) [2m]

Pourtoutréela < 0,ona:arg(az) =n+arg(z) [2r]

St A(zy), B(zg), C(zc) et D(zp) sont quatre points du plan complexe, distincts deux a deux,
alors :

AN N N NN N Y N N N N

(Ef,ﬁ) =arg(zg —z,) [2m] et (ZE,H))) =arg <%> [27]
AB
v' Formule de Moivre :
VO € R,Vp €Z,0ona:(cosd + isind)? = cos(ph) + isin(ph)
o Détermination pratique de l'argument
Siarg(z = x + iy) = 0|2n] alors
nombre |zZ=x-—1iy | —z=-x+iy |—z=—-x—1y

argument -0 nm—0 m+0

Dans la plupart des exercices portant sur la détermination des arguments, on peut remarquer

que les nombres complexes donnés sont générés a l'aide de trois nombres usuels : \/3 + i,

1+1ietl+iV3 dontles arguments sont donnés ici :

V3+i 1+i 1+iV3
/6 /4 /3

10



Exemples d'application

Exemple 7
Linéariser I'expression A(x) = cos?2x.sin3x.

Corrigé
A(x) = cos?2x.sin3x

(ein + e—i2x>2 <ei3x _ e—i3x> (ei4x +2+ e—i4x)(ei3x _ e—in)
l - .

2 21 8i

ei7x _ eix + Zei3x _ ze—i3x + e—i _ e—i7x
- 8i

(ei7x _ e—i7x) _ (eix _ e—ix) + 2(6i3x _ e—i3x)
- 8i

2isin7x + 4isin3x — 2isinx 1 1 1
= - =—sin7x + =sin3x — —sinx

8i 4 2 4

N.B: Le résultat de la linéarisation d’une expression de la forme cos? (ax)sin?(bx) donne toujours
une somme de cosinus si q est pair ou bien une somme de sinus si q est impair car, au dénominateur,
on aurai? et l'on sait que:

4 = {1 ou — 1 s_i q est_'pair_

i ou—isiqestimpair
Exemple 8
Ecrire ces complexes sous forme trigonométrique et exponentielle :

1—itana ([ ([
Z1 = (1 + i)7(1 - i\/§)3 y Zp = m H Z3 = -2 <Si7’l (g) —icos (g))

Corrigé
Szl =11+ 1- W3] = (V2) . 2% = 6442
arg(z,) = 7arg(1 + i) + 3arg (1 — iV3)

arg(z,) =7 (E) +3 (— E) = kil [27].

4 3 4
3n . . (3m 37
Donc: z; = 642 [cos (T) + isin (T)] = 64v2e" %,
— Pour z, :
. | sina g g
. 1 — itana _ cosa _ cosa — isina _ cos(—a) + isin(—a) et |2, = 1
27 1+ itana 14 5@ cosa + isina cosa + isina 2 '
cosa
arg(z,) = arg|[cos(—a) + isin(—a)] — arg[cosa + isina] = —2a [2m].

Donc: z, = cos(=2a) + isin(—2a) = e~%¢

> 7= =2 sin(2) —icos (2)) = ~2 (cos (3~ 2) ~ isin (3 2))
= -2 <cos (g — %) + isin (g - %)) =-2 <cos (— 3?”) + isin (— 3?”))
=2 (cos (n - 3?”) + isin (ﬂ - %)) =2 <COS (%n) +isin (5?”)) = 2e

11



V. Equation du 2 degré — Racines niémes

e Equation du second degré

Soit I'équation az® + bz + ¢ =0 d’inconnue complexe z ot a, b et ¢ sont des nombres
complexes avec a # 0. Le discriminant de I'équation est A= b* — 4ac. On détermine un
nombre complexe § tel que §* = A. L'équation az*+ bz+c =0 admet dans C deux

solutions :
B —b+6 . B —b—-6
A= 2a ¢ %2 = 2a

Nota Bene : On n’écrit \/A que pour A réel > 0, sinon aurait des « contre-sens » tel que par

exemple: —1=ixi=vV=-1xvV/-1=(-1)x(-1)=+V1=1.

o Racines némes d’'un nombre complexe

Probléeme : Résoudre dans C I'équation d’inconnue z : z" = a ou a est un complexe donné etn
un entier= 2.

Les solutions d’une telle équation sont appelées les racines némes de a. Par exemple les
solutions de [l'équation: z°= —2+ 2i sont les racines 5¢mes du nombre complexe
a=—-2+2i.

On envisage trois cas :

Les racines némes de a

Iercas:a=0 1seuleracine:z =0

2éme casa =1 n racines n'émes djstinctes :
ezm
w, =e n aveck € [0,n — 1]

Les wy, sont dits racines n'émes de ['unité

3éme cgs - n racines n‘émes djstinctes :
’ (0 2T
Remargues:

e Dans tous les cas, on a : Y X=""(racines) = 0 (¥ des termes consécutifs d'une SG ).
e Dans le cas ou a # 0, les points images des n racines niémes de a sont les sommets d’un n-gone

régulier de centre O, origine du repére.

2m\ k
o Vke[0,n—1],0ona: wy, = (el7) = w,"* (On dit que w, génére les w;, ).

e (Quelques racines usuelles a retenir :

- Racines carrées de l'unité : 1 et —1.

- Racines cubiques de l'unité: 1 ; j = —%+ i\/; ;j=j? L3

- Racines quatriémes de l'unité : 1, —1 ;i ; —i.
e Soit les deux équations dansC: (E):z" =1 et (F):z"=a oua€ C/{0;1} .
Si les wy, avec0 < k < n — 1, sont les solutions de (E) et si z, est une solution particuliére de
(F) alors toutes les solutions de (F) sont les nombres z,. w,.

12



Exemples d'application

Exemple 9

Résoudre dans C les équations :

1) 2z2-3z-5=0;

2) z2+42z+42=0;

3) (—4-20)22+(7—-Dz+1+3i=0

Corrigé
1) A=(-3)?—4x2x(=5)=49>0 = Zsolutions distinctes :
_—b+VA 3+7 5 ~b—VA 3-7

z1 2a 2 2 T, 4

2) A=22 —4x1x%x2=—4=4i%etdoncé = 2i = 2 solutions distinctes :
—b+8 —2+2i _ —bh—6 —2-2i _
Z1 = a = > =—1+4+ietz,= a = > =-1-1.

3) A= (7 —1i)?> —4.(—4 — 2i).(1 + 3i) = 40 + 42i. Cherchons une racine carrée § = x + iy
du discriminant A. On peut établir que x et y vérifient le systeme :

x% +y? =402% + 422 =58

x?—y2 =40
2xy = 42
La résolution du systéeme conduit a8 = 7 + 3i ou § = —7 — 3i. On peut calculer les solutions
en utilisant I'une ou l'autre des deux valeurs de § :
—b+8 —7+i+(7+30) 1 2 —b—6 —7+i—(7+3) 3 1
z, = = - =—=—=i et z, = = - ==—=I.
2a 2(—4 - 2i0) 5 5 2a 2(—4 - 2i0) 2 2

Exemple 10
Déterminer les racines quatriémes du nombrea = —8 — 8i/3.
Corrigé

la| = |—8 — 8i\/§| =16 et arg(a) = arg[—8(1 + l\/g)] =T +§ = 4?” [27]
D’oul les racines 4¢mes sont :
(T, 2T (T, T
zp =V 16el(§+kT) = 2e1(§+k7) avec k=0,1,2,3

En faisant varier k, on trouve les quatre racines 4°mes :

Zp=23=1+iV3; z = 2015+3) = —/3+i

(T 2T (T 3T

Zy = Zel(§+7) =1- l\/§, Z3 = Zel(§+7) = \/§ —1

Remarque : Si la question dans cet exemple était « Déterminer les racines 4¢mes du nombre

a = —8 — 8i\/3 sachant que z, = \3 — i en est une » alors on utiliserait la derniére remarque
du cours et donc les racines cherchées s’en déduisent :

zo.1=(V3-i).1=vV3-i;, Zo. (1) =(V3—i).(-1)=—/3+i,
zo.i=(3-i)i=1+iV3,;,  zn(-)=(3-i).(-)=-1-iV3.
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VI Ecriture complexe des transformations du plan

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0; e;, e, ). M est un point du plan

daftixe z et M, point d’affixe z, est I'image de M dans une transformation du plan.

(ec0M') = n - (e, 0M)

Transformations Définition géométrique Ecriture complexe
Translation de vecteuru(a) MM =1 Z=z+a
Symeétrie de centre 2(w) oM = —0OM Z—w=—(2—-w)

o oM =0M o
Réflexion d'axe (0Ox) (6—1,) OM') _ _(6_1: W) 7=z
OM' =0M
Réflexion d’axe (0y) zZ=-z

rapport k

Homothétie de centre 2(w) et de

OM' = kM

Z—w=k(z—w)

Rotation de centre 2(w) et dangle o

OM' = 0OM
{(.Q—M:W) = a [27]

Z —w=e%2z—w)

rapport k et d'angle o

Similitude directe de centre 2(w), de

OM' = kOM
{(.Q—M:W) = a [27]

7z —w =ke%(z — w)

Justification de la formule pour la similitude directe
SoitS(0, k, a) la similitude directe de centre )(w), de rapport k et d’angle a.
Soit M(z) un point distinct de 2. Si M(z) a pour transformé M’(z’) alors, on a :

OM' = kOM
{(TM,W) =al2n

ou encore ;

!

Z —w
Donc le nombre complexe
Z—Ww
z'—w

Z— W

] soit en termes d’affixes : [a

ol

|z' — w| = k|z — w]
9 (=) = alen]

-

zZ'—w

Z— W

Z' —w

) = a [2m]

Z— W

SiM = 2 alors M’ = () etlarelation 1] est vérifiée.
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Exemples d'application

Exemple 11

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (0; e;,e, ). Déterminer I'expression
complexe de chacune des transformations suivantes :

1) La translationT de vecteuru(3 — 2i) ;

2) LarotationR de centre A(—1 + 2i) et a”ang]eg ;

3) L’homothétieH de centre B(2 + i) etde rapport(-3) ;
4) Les composéesH oR et T o H.

Corrigé
Soit M(z) un point du plan et M'(z’) son transformé dans la transformation considérée.
1) Expression complexe de T

T
M(z) — M'(z' = z +3-20)
M Zy

2) Expression complexe de R
R
M(z) — M'(z")
telque: z' — (—1+2i) = ei?(z —(-1+ 2i)) et donc tous calculs faits, on trouve :
z'=iz+1+3i.
3) Expression complexe de H
H
M(z) — M'(2")
telque: z' — (2 +1i) = —3(z — (2 + i), ce qui donne enfin :
7z =-3z+8+4i.
4) Expression complexe deH o R
M(z) R Mi(zy =iz+ 1+ 30)

M'(z' = =3z, + 8+ 4i)

Donc: z' = —-3(iz+1+3i)+8+4i=-3iz+ 5 — 5i.
On établit de maniere analogue I'expression complexe deT o H.
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EXFRCICES CORRICES

| es méthodes sont les habitudes de l’esPrit et les économies de la mémoire.

Riva roll

Exercice 1 Un homme blanc, un homme noir, un homme jaune : toutes les larmes sont salées.
1. Soit z et z’ deux nombres complexes tels que|z| = |z'| =1 et zz' + —1.
Montrer que le nombre complexe 242 - est réel.
. ol ’
2. En posantz = e et 7' = el?, Calculerﬂ,
1+2zz

Corrigé

1. Plutét que de se faire noyer dans des calculs fastidieux, il est plus judicieux de ticher de montrer que

=22 _ 7. Or, tenant compte du fait quezz = |z|*> = 1 et que 77 = |2'|? = 1, on peut écrire:

T 1+zz
o 1,1 z+7
7=Z+Z'= z+z z 7 _ e _z+7
1+z7 1477 1+ll zz’+1 zz'+1
zZ'z zz'
Z, égal 4 son conjugué, est bien un nombre réel.
o R z+7
2. Enposant z=e¢' et z' = e'%, on calcule Z = -
1+2zz
z+7 e el elf(1410-0)
T14zZ 1+ePel® 14 ei@+0)

. a .« a2 .a .a .a a .a

Or,pour tout réel a,ona: 1+e'* =e'ze” 2 + (elf) = (e_’7 + elf) e'z = 2cos (—) e'z
2
Dou :
!
. ' —o\ (=2 . '+ "
el? (2005( 5 )el( 2 )) cos(e . 9)3‘( 2 ) COS(G > 9)
Z = 7 = 7 = 7
0" +6y i(2F2 0 +0\ i(5F8) s (0
Zcos( > )e ) cos( > e( ) ( 2 )
i Exercice 2 Celui qui te demande la charité travaille plus pour toi que pour lui-méme.
1+iz

Pour tout nombre complexe z + —i,on pose Z = TS
—iz

1. Montrer que: Z réel < zimaginaire pur.

2. Montrerque: |Z| =1 & zréel.

Quel est dans ce cas I'argument de Z 7

Corrigé

. P . = 1+i L
1. On sait que Z est réel si et seulement siZ = Z. OravecZ = ;—llz , on peut écrire :

— 1+iz 14+iz 1-iz

_<1—iz>=m=1+i7
Dire que Z est réel équivaut donc a écrire :

1+iz 1-iz

1-iz 1+iz

Ceci caractérise le fait que z soit imaginaire pur.

soit 1+iz+iz—2zz=1—iz—iz—2zZ ouencore z=—z

2. Z est de module 1 équivaut 4 dire que ZZ = 1. Or, on sait que :
16



—_ 1+4iz 1—-iz 1+iz—iz+zz
77 = — X — = - — =

1—iz 1+iz 1—-iz+iz+2zz
Doi:77=1 1+iz—iz+2z=1—iz+iz+2Z & zZ=2z < zréel
Dans le cas ou Z est de module 1 alors z est un réel. On pose arg(1 + iz) = a[2x]. On sait que :
Im(1 +iz) _z
Re(1+iz) 1

tana = =z

1+iz
Etdonc: arg(Z) = arg (m) =arg(l1+iz) —arg(1 —iz) = a — (—a) = 2a [27]
carl + iz et1 — iz sont conjugués.
On peur remarquer que o € ]—g,g[ carRe(1 +iz) > 0 eton peut écrire que a = tan™! z.

Donc en conclusion : arg(Z) = 2tan™'z [2n]

i Exercice 3 11 faut éviter de marcher avec la téte et de réfléchir avec les pieds.

Soient a et b deux nombres complexes distincts tels que |a| = |b| = 1.
z+abz— (a+b)

Montrer que pour tout z de C,le nombre : p— est élément de iR.
Corrigé
z+ abz — (a + b) — . — Z+4abz—(a+h)
Posons Z = " et calculons Z. On peut écrire: Z = —
— a—

), . -1 = 1 _
D’autre part comme a et b sont de module 1, on sait quea = - etb - On peut donc écrire :

-, 1 1. 1
Z+@Z_(E+E)_ab2+z—(a+b)_ z+abz—(a+b)

7 = _Z
1.1 b—a a—b
a b
Par conséquent 7 est un nombre imaginaire pur, donc élément deiR.
Exercice 4 Quand on n‘a pas ce que I'on aime, il faut aimer ce que I'on a.

Soient a, b et ¢ trois nombres complexes tels que|a| = |b| = |c| = 1.
Montrer que|ab + bc +ca|l = |la+ b +c|.

Corrigé
Posonsa = e'*, b = e, c = e, aveca, f ety éléments deR.
Alorsona:
) ) ) ) 1 1 1
lab + bc + ca| = |e!@HF) 4 ¢lB+Y) 4 i+ @) = |el(“+ﬁ+” (— +—+ —)|
ey ela eL,B
1 1 1 _ 1 1 1
i3| N |e”’

— |pi(a+B+Y) [ S T [ T S
_le |Xeiy+ei0c+e '+eia+ei[3

car |e!@+F| =1

= e_iV+67+eTﬁ| = |eiV+ei“+eiﬁ| = e + el® + ¥
=la+b+c|

Etdonc on est arrivé a CQFD!

i Exercice 5 Le génie n‘est qu’une plus grande aptitude a la patience.

Soit fl'application qui 4 tout nombre complexe différent de i associe le complexe défini par :

z+i
f(2) = ——
1. Montrer que f est une bijection de C/{i} surC/{1}.
2. Déterminer f (R).
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Corrigé

1. Il faut raisonner en équation c’est-a-dire montrer que l'équation d’inconnue z : f(z) = z' admet une seule
solution pour tout z’ donné dans C/{1}.

Soit donc z’ un élément de C/{1}. Cherchons le nombre de solutions dans I'ensemble C/{i} de I'équation en z :

z+1i ,
- =2z
z—1
z+i , ) ., , P iz' +1i ,
Ona: =z oz+ti=zz' iz oz -1)=iz' +i & z=— [ carz =1
z—1 z' —

1l existe donc une seule solution.
Maintenant, il reste a démontrer que cette solution est bien dans C/{i}. En effet :
iz' +1i

- =iz t+i=iz —i ©i=-i
z'—1

Ce qui est impossible.

Donc, on a bien la solution trouvée est dans I'ensemble C/{i}.

En conclusion, I'application f est bien une bijection de C/{i} vers C/{1}.

x+i| x4+
x — i| T lx =
Donc I'image de tout nombre réel est un nombre complexe de module 1.
Réciproquement, soit z = cos a + i sin a un nombre complexe de module 1 (z est dans C/{1}). Peut-on trouver
un nombre réel x tel que f(x) =z 7

2. Si z = x est unréel quelconque, alors : |f(2)| = |f(x)| = | =1 car|x+i|l =|x—i

x2—1+_ 2x
x2+1 lx2+1

(xz—l 2+< 2x )2_1
x2+1 x2+1)

=cosa+isina

x+1i
Onsaitque: f(x) =z & —— =cosa+isina <
x—1i

Dautrepart ona:

x+i
| .|=1etd0nc _1<x2—1<1
x=t | TxZ+17
| < 2x <
U lsmggst
Donc il existe bien un seul réel a de l'intervalle0,2n[ (@ # 0 car z #+ 1 ) tel que :
x2 -1
cosa = m
. 2
sina = ———

En conclusion : f(R) = U\ {1}, ou U est l'ensemble des nombres complexes de module 1

Exercice 6 Tous pour chacun, chacun pour tous : c’est ¢a la solidarité.

Soit z € C*. On note u et v les racines carrées complexes de z. Déterminer I'ensemble z € C* tels que les points
daffixes z, u, v forment un triangle de sommet principal le point d affixe z.

Corrigé

Notons M, P, Q les points d’affixes respectives z, u, v. M
Pour que le triangle MPQ soit rectangle en M, il faut et

il suffit que M soit sur le cercle de diamétre [PQ], ce P
qui équivautd OM = OP.

Et: OM =0P & |z| = |u| © |ul|? = |u|

< |ul =0 (exclu) ou |u| =1

s ul=1

On conclut que l'ensemble cherché est I'ensemble des
nombres complexes de module 1. Q

18



Exercice 7 La grandeur de I'homme est dans sa décision d'étre plus fort que sa condition.

Soient u, v et w trois nombres complexes de méme module tels que la sommeu + v + w = 0.
Montrer que u = jv = j*w ou u = jw = j%v.

Corrigé

On appelle U, V et W les points du cercle unité d'affixe u, v et w. L'égalitéu + v + w = 0 montre que le centre de
gravité du triangle UVW n’est autre que le point O. Comme O est aussi le centre du cercle circonscrit d’un tel
triangle, on peut en déduire que les médianes sont aussi le médiatrices d’un tel triangle.

Soit par exemple Dy la médiane issue de U du triangle ; elle est aussi médiatrice de [VW] car elle joint le milieu de
[VW] au centre du cercle circonscrit O. On en déduit que UV = UW, c’est-a-dire que le triangle UVW est isocéle en
U. Par un raisonnement analogue, on montre aussi qu’il est isocéle en V et en W c'est-a-dire finalement

équilatéral. Par conséquent, I'image de U dans la rotation de centre O et d'angle 27” est soit V, soit W.

Dans le premier cas,onav = ju etw = j*u, d’otl'ontireu = jw = j?v.
Dans le deuxiéme cas, onaw = ju etv = j*u, d'oul'on tireu = jv = j?w.

i Exercice 8 Se donner du mal pour les petites choses, c’est parvenir aux grandes avec le temps.

Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormal (0; U, V).

1+¢
Déterminer U'ensemble des points M images des nombres complexes: z = Trit 2t avec t réel.

Corrigé

Cette question est assez inhabituelle au sens qu’on la retrouve rarement dans les exercices. Mais il faut plutét
inverser le probléme pour retrouver la formulation qui nous est familiére, c’est-a-dire qu’il faut exprimer t en
fonction de z et nous serons, alors, appelés a traiter la question :

« Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z pour lesquels t est un réel ».

Ona:
teER =14+i+4+2t#0
1+t
= ———F€
1+i+2t
Donc:
1+t t(2 D=1-(1+1)
= = f— = —
2Ty i+ 2t z vz

‘o 1-(1+1i)z
L - 1221— 1
(carz = 5 ne correspond a aucune valeur de t puisque 0 + 275 i)
Or, on sait que :
teR &Im(t) =0
1 _
T (t-7)=0
1[1-A4+idz 1-(1-i)z
= — —_ — =
2i 2z—-1 2z—-1

1
<=>E[(E—z)—4izf+(z+2)i] =0 avec Z¢E

o —y—-2x2+y*)+x=0 avec (x,y) (%,0)
o x? +y? —g-l-%: 0 avec (x,y) #+ (%,O)
1) 1\ 1 1
= (X_Z> + (y+Z) =g avec (x,y) # (E'O)
Donc I'ensemble des points M est le cercle de centre le point G, - i) et de rayon g privé du point G, 0) (qui est
un point du cercle).

Exercice 9 La plus grande victoire, c’est la victoire sur soi.
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls et u le nombre complexe défini parz.z = u?.

T 1
On suppose que : arg(z') —arg(z) = 2 [27]. Montrer que le nombre : t = " [z+ 2z +i(z — Z")] est réel.
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Corrigé
L'égalité supposéearg(z') —arg(z) = % [27] signifie que arg (Z;) = % [27t], soit Z; € iR},

Zl
Ona: ;E iR: < 3bréel >0tel que z' = ibz.
2

V2 : V2
Comme z.Z = u? et z' = ibz,alors on déduit que: u? = ibz? = [7 1+ i)\/zz] car [7 1+ i)] =i

D’ou: u=§(1+i)\/32 ou u=—g(1+i)\/gz.

En injectant la relation z' = ibz dans l'expressionz + z' + i(z — 2'), nous obtenons :
z+7z +i(z—2z)=z+ibz+iz+bz=z[(1+b)+i(1+b)]=0+b)A+ i)z
On examine les deux cas possibles :

1ercas :
V2 V2(1+b)
Siu=—@A+i)VWbz alors t=——"€R
7 4+0 7
2eme cas :
V2 V2(1+b)
Siu=——@@+)Vbz alors t=————"€R
7 (+D 7

Conclusion : Dans tous les cas, le nombre t est un réel.

i Exercice 10 Savoir mal est pire qu’ignorer.

Pour n entier naturel supérieur ou égal 4 3, on considere les nombres :
A=Cl+C3+C8+, B=Cr+Cai+Cl+, C=C2+C3+CE+ -
1. En usant et en abusant de la formule du binéme de Newton et de I'égalité 1 + j + j2 = 0 avec j le nombre

L2T
complexe défini parj = e"s, calculer les trois quantités :
A+B+C, A+jB+j*C et A+j*°B+jC
2. Endéduire les valeurs de A, B et C.

Corrigé
Il est clair que :
A+B+C=CQ+Ci+Ci++Cr=Q+1)"=2"
D’autre part :
A+JB+j2C=Co+jCa +j°CR +J°CR +jCh o +j7CY = A+ D" = ()" = =Dy
De méme :
A+ j*B+jC=CR+j?CL+jC2+j3C3 +j2Ch +jCn + -
Or on sait que:
j3n =1 , j3n+1 =] , j3n+2 =j2
Dou :
A+JPB+jC=CQ+jCi+ (2)Ci+ (PG + GG + GP)°CR + -+ (A" = (L + /)"
Soit :

A+j*B+jC = (-1)""
2. Daprés la premiére question, on peut dire que les nombres A, B et C sont solutions du systéme :
A+B+C=2" ©
A+jB+j*C=(C-DYy" @
A+j*B+jC=(DY" @
Ona:
2n 4 (_1)njn + (_1)nj2n

DO+@+@ =34=2"+(-D""+ (-1)"j*" soit A=

3
2n+ —1 n-2n+2+ -1 ni;n+1
D+2x@+jx@ =3B =2"+ (—D)Y*2 + (-1)"j™** soit B = (1 2 1)
n + (_1)nj2n+1 + (_1)njn+2
i X P2 X 3C =27 —1 ni;2n+1 —1 nin+2 it C =
D+jx@+*x® = + (=D + (DY soi 3
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Exercice 11 Les biens de Ia terre ne font que creuser I'dme et en augmenter le vide.

1. Montrer que pour tout couple (a, B) élément de (C*)2, ona :

_ a B
o = B1 = lal X 181 % |27 = 720

2. En déduire que pour tous x,y,z complexes : |y| X |x —z| < |z| X |[x —y| + |x| X |y — z|

3. Etablir pour tous points A, B, C et D du plan l'inégalité suivante, dite inégalité de Ptolémée :
ABxCD<AC x BD + AD x BC.

Corrigé
1. On cherche a prouver une égalité. Le plus simple est de partir du membre de droite et d’essayer d'arriver au
membre de gauche :

a B _ a B|_ E—Ez B—a|l_lalxIBl -—
lal X 161 % | = T —IaIXIﬁ|X|aE BE| lalx Ip1 x| IaIXIﬂIX| =" g
Comme |a| = |a, |E| = |B| et |,8—a| = |B — a|, on peut conclure que :
a B|_
lal X 181 * |12 = 5] = 18—l

2. Dapreés la question précédente, on peut écrire :
el X Iyl fzd % [ = 2+ o =
=lx| Xyl x|z| X |—=—-——+——-—
x>yl Iyl |z]?

Tenant compte du fait que |z + Z'| < |z| + |Z|, on peut se permettre d’écrire :

[yl X |x = z| = [x| x [y| x |z] X

| X Z
x|z |z|?

X V4 X Z
T TR TR S|_2_Lz +|L2__2
R R P PTE R e e PP
Etdonc:
X y y V4
Iyl ¢ b = 2] < Jl Iy 12 x | = 2] el By 2 x 2 =
g g FECTE g DR

Soitenfin: |y| X [x —z| < |z| X |x —y| + |x| X |y — 2|
3. On se place dans le plan complexe et on désigne ['affixe des points par la minuscule de méme nom que le point.
Ce qu’on cherche a prouver est donc :
[b—a|x|d—c|<|c—a|Xx|d—=b|+]|d—a|x|b—c|
D'apres l'inégalité qu’on vient d’établir, il est tentant de poser :
y=b-az=c-aetx=d-a
On a alors :
|x— z| = |d— c| =CD, x—y| = |d— b| =BD et |y— z| =|b— C| = BC.
Eta partir de /a, I'inégalité recherchée saute aux yeux !

i Exercice 12 Celui qui n'a pas d'objectifs ne risque pas de les atteindre.

1. Démontrer que :

. a2 I R O e L 0
vneN", 1+2i+3i“+--+ni = 2 ou i“=-—1.

2. En déduire quevk € N* :
1-3+5—+(DFQk+1) =D*Ek +1)

1-(-D*RKk+1)

2—4+6— -+ (D 12k = 5

Corrigé
1. On traitera cette par deux méthodes diftérentes :
1ére méthode : raisonnement par récurrence

—(n+ D™ —ni®+i

Soit la propriété B,: « ¥n € N*, 1+2i+3i%2+ - +ni®1? 3

.
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— [Initialisation :

-1+t -ty 2 1

Pourn = 1, le 1¢r membre vaut 1 et le second vaut . 3

Donc la propriété est vraie pourn = 1.
— Transmission :
Supposons que la propriété est vraie pour un entier naturel non nul n donné c’est-a-dire que :

—(n+1Di"t —ni®+i

1420+ 3%+ +ni" ' = 3

Montrons qu’elle est vraie pour le rangn + 1 c’est-a-dire que :

—(n+2)i"? —(n+ )" +i

1+2i+3%++ni" T+ (n+1i" = 3

Ona:

—(n+ D" —ni"+i
1+4+2i+3i%+ - +ni"1+ n+1i"= ( ) 5 + (n+ 1)i"

car selon 'hypothése de récurrence :

—(n+1Di" —ni®+i

1420+ 3%+ +ni" ' = 3

Ona:

—(n+ )i —ni™ +1i 2o+ Di"—ni"— (n+ 1)i"*1 +i
( ) 5 +(n+1Di"= 5 ( )
Or: R(n + 1i™ — ni" = —2(n + 1)i"*? + ni"™*? = —(n + 2)i"*?, d'ou finalement :
—(n+2)i"? —(n+ )" +i
5 :

142432 +-+ni"1+(n+1i" =

Donc la propriété est vraie pour le rangn + 1.
Conclusion : La propriété est vraie pour le 1¢ rang 1 et héréditaire a partir de n = 1, donc la propriété est
générale.
2éme méthode : utilisation de la dérivation « formelle »
On remarque que la quantité 1 + 2i + 3i%? + --- + ni"" ! ressemble « formellement » 4 la dérivée de :
A(z) =z+2z*+ 23+ -+ z" prise pourz = i.

On sait que :
z"—1
Vz #1, A(z) =z X :
z—1
Donc :
2z — 7\ [(n+Dz"-1](z—-1) — (z"*' - 2)
A(2) = =
z—1 (z —1)2
nm+Dz""—(n+1Dz"—z+1—-2z""1+2
A(2) =
(z - 1)?
nz"*l—(n+1Dz"+1
2 = ( )

(z—1)?
Sion prendz = i, on obtient :
ni"l'—(m+1Di"+1 ni™l-m+1Di"+1
(i — 1)2 - —2i
En multipliant les numérateur et dénominateur de la derniére expression par i, on arrive a :
ni"?—(m+1Di""'+i -+ D" —ni"+i
2 2

A =1+2i+3i%4—+n" =

142043+ +ni"! =

2. Onposen = 2k + 1.

Dans ce cas, I'égalité établie a la premiére question s’écrit :

—REk+2)(—D)* = Qk+ 1D(-DrExi+i
2

(CQFD).

1+2i+3i%+-+Qk+1D(-1F =
Soit :

1- (-Df@k+ D).

142i+3i%+ -+ QRk+ DD =(-DFk + 1) + 5
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—1 oul sip est pair

Comme :iP? = { alors la forme algébrique du 1¢- membre de I'égalité précédente se clarifie

-ioulsipestimpair
et on peut donc écrire :
1-(-D*QRk+1
[1-3+5—+(CD*Qk+D]+[2-4+6— -+ (—D*2k]i = (-DFKk +1) + ( )2( )i

Cette relation donne les égalités recherchées en identifiant les parties réelles d'une part et les parties
imaginaires dautre part.

Exercice 13 L’ordre est le plaisir de la raison : mais le désordre est le délice de I'imagination.

Soientz,, Z,, ..., Z, n nombres complexes de module 1. On définit le nombre :

=(%) (%)

Montrer que0 < Z < n?,

Corrigé

n n n
1 1
On sait que |z,|?> = 2.2, = let donc — =Z,.0Onadonc: Z = (Z Zk) <z —> = (Z Zk)
Zk k=1 =1 k=1
s

n
Or la somme des conjugués est le conjugué de la somme c’est —a — dire: (Z _k> = (Z Zy

D’oul le résultat demandé.

i Exercice 14 1l est bon de suivre sa propre pente pourvu que ce soit en montant.

n-1

2

D’autre part, on sait que :

Soit n un entier naturel tel quen = 2 et 6 un réel.Calculer la somme: C, = Z cos*(0) cos(k8) .
k=0

Corrigé
n-1
Onpose: S, = Z cos®(0) sin(kf) et Z,=C,+iS,
k=0
Ona
n-1 n-1 n-1
Z, = Y cos®(8) cos(kB) + iz cos®(8) sin(kd) = Z [cos¥(8) cos(kB) + i cos*(0) sin(kB)]
k=0 k=0 k=0
n-1 n-1
Z, = Y cos®(8) (cos(kB) + isin(kd)) = Z cos®(8) (cos(0) + isin(8))*
k=0 k=0
n-1
= 0s*(6) (ele) Z (cos(0) e’e)
k= n—
‘ 0 (005(9)919) N
Dou: Z, Z(cos(e) et ) = cos(@) e® (somme des n lers termes d’'une suite géométrique).

k=0
Dautre part ona:

1 —cos(8) e® =1 — cos(0) (cos(8) + isin(8)) =1 — cos?(0) — i sin(8) cos(6)
= sin2(0) — i sin(0) cos(8) = sin(0) (sin(8) — i cos(H))
Donc :
1 —cos™(8) (cos(nf) + isin(nb)) [1 — cos™(0) (cos(nh) + i sin(nh))](sin(B) + i cos(H))
sin(0) (sin(0) — i cos(0)) B sin(0) (sin(@) — i cos(0))(sin(0) + i cos(H))

Z, =
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[1 — cos™(8) (cos(nB) + i sin(nh))](sin() + i cos(H))
sin(0)

Z, =

7 - sin(0) + i cos(0) — cos™(0) (cos(nf) + i sin(nh))(sin(6) + i cos(6))
no sin(6)

7 - sin(0) + i cos(0) — i cos™(8) (cos(nB) + i sin(nh))(i sin(—0) + cos(—06))
no sin(9)

Or (cos(nB) + i sin(nB))(i sin(—0) + cos(—0)) = cos((n - 1)9) + isin((n — 1)9) et C, = Re(Z,), dou :
c - sin(6) + cos™ 6 sin((n - 1)0)

n sin(0)

Exercice 15 Le chemin le plus court d’un point 3 un autre est la ligne droite, a condition que les deux
points soient bien en face I'un de l'autre.

Soit n un entier naturel tel quen > 1 et a et b deux nombres réels tels que b # 2kn. On pose :

n-1 n-1 .
) 1— inb
S=Z$in(a+kb) , C=Zcos(a+kb) , T=e“1< ¢ )
k=0 k=0

1—ei
1. Déterminer Re(T) et Im(T).

2. Montrer queT = C +iS.
3. En déduire le calcul de C et .

Corrigé

.nb .nb .nb
1 _ pinb e’z (e_‘T + e‘T) ne1n  Sin (n_b)
. _ ia € _ Jia _ i(a+b—) 2
1.0na: T=e 1 | =e - - =e 2 x—b
—¢€ (e“i + e‘E) sin (7)

. (nb
Sln(T) n—1 . n—1
T=—[cos(a+b—)+zsm(a+b—)]

sin (g) 2 2
Et donc:
b
w®
Re(T) = N (a + bT)
sin (f)
) nb
w®
Im(T) = by Sin (a + bT)
sin (f)
2.0na:
n-1 n-1 n-—1 n-1 n-—1
C+iS= Z cos(a + kb) + iz sin(a + kb) = Z[cos(a + kb) + isin(a + kb)] = Z eilatkb) — pla Z e'kb
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
Or, on sait que:
n-—1 n-1 . .
pikh _ Z(eib)k _ 1- (ellj)n _ 1- e”.lb
1—eid 1—eib
k=0 k=0

dou:C+iS=T.
3. CommeT = C + iS avec C et S des nombres réels alors on peut conclure que C = Re(T) etS = Im(T) et par
suite :
. (nb
() e
= ———>>c0s (a +b —)
. (b 2
sin ()

S = —sin (%Tb) sin (a +b E)
2

. 2
sin

24



i Exercice 16 La paresse est le plus court chemin qui méne a l'jgnorance.

n

n
Soit x un nombre réel. Calculer les sommes suivantes: S = Z Ckcos(kx) et S = Z Ck sin(kx).
k=0 k=0

Corrigé
Ona:

n n n n
S+is' = Z ckcos(kx) + iz Cksin(kx) = Z Ck(cos(kx) + isin(kx)) = Z Ck(e™) = (1 + e™)"
k=0 . k=0 k=0 k=0
Or,onsaitque: 1+ eX =e2 (e_? + 67) = 2cos (g) ez

. X\ nix
Etdonc: S+iS' = (1 +e*)" = 2" cos™ (E) e2
S est la partie réelle de cette derniére expression, tandis que S’ en est la partie imaginaire :
S =Re (2" cos™ (f) e%) = 2" cos™ (f) cos (E)
2

_ 2 2
S'=Im (2" cos™ (g) e%) = 2" cos™ (;) sin (%)

Exercice 17 Un vieil 4ne en sait plus qu'un dnon.

. ) - cos(kx) T
Ecrire sans le symbole X, la somme suivante : S, = ﬁ pour x # 5 + km avec k€ Z
£ (cos x
Corrigé
-1 -1 . -1 -1 .
1 est clai ¢ - S cos(kx) — Re(e™) R nz: e 1\ R nz: e \"
estciair ques on = (cos x)k (cos x)k ¢ (cosx)k | ¢ cos x '
k=0 k=0 k=0 k=0

X

P , . < Ly , e , \ .
On reconnait ici Ia somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison , cequl nous amene a
cos
0S X

distinguer deux cas :
ix

e i B . .
= 1... Alorse” = cos x etdoncsinx = 0, ce qui arrive pourx = kru, k €Z.

cosx

n-1
Dans ce cas la somme vaut: S, = Re (Z 1) =n
k=0

elX

# 1, soitx # kn, k€Z
coS X
n

ix
n-1 ix \k 1- L n inx n ' o
e cos x cos"x —e cosx cos™ x — cosnx — i sinnx
Dans ce cas : = - = X — = = —
cos x e cos™ x cosx — e cos™ 1 x (—isinx)
- cos x
En écrivant la derniére expression sous forme algébrique, on obtient :

n-1

ok .
e sinnx _cos™x — cosnx
E = —+ -
cos x cos™lxsinx cos™ lxsinx

n—1 . k
e sinnx
Soit,enfin: S, = Re

£ cos x cos™ lxsinx
=0

Exercice 18 L ‘argent est un reméde 4 tout mal, hormis a l avarice.

1. Soit w une racine néme de l'unité (n > 1), w #+ 1. Montrer I'égalité : 1 + 2w + 3w? + -+ nw" ! = ﬁ
w=Simplifier la somme 1 + 2x + 3x% + -+ + nx""! en songeant a une dérivée « formelle ».

2. En déduire la valeur des sommes :

5, =1+ 205 (22) + 3 cos (o2) 4 - + 17 cos (o
e () 7002
s, = 25in (25) + 3.si (4”)+ +17si (32”

2 = asm (ﬁ) St\17) T s 7)
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Corrigé
L n+1
1. Pourtoutx # 1, 0na:1+ x +x% + -+ x" = =

. En dérivant chaque terme, on obtient, pour toutx + 1,
1+nx™"!t— (n+ D"

(1—x)?
Soit w une racine néme de l'unité distincte de 1. On sait que w™ = 1 et ™! = w, d’ou :

142x+3x% 4+ +nx"1 =

1+2w+3w2+---+nw”_1=1+nw_(n+1)=n(w_1)= -n
(1 - w)? 1-w)3? 1-w
2.En prenant en particulier,n = 17 etw = eiz_:, on trouve :
-17 -17 —17ie”'17 Y 17i

1420+ 30 + - +nw™" = 1—eii—771=—2isin(1n—7)e%= Zsm(%) __7_m

17

2tan (%)

i Exercice 19 Un jour vaut trois pour qui fait chaque chose en son temps.

Soit n un entier naturel tel quen > 2 et w une racine nieme de 'unité (w™ = 1). Calculer la somme :

n—-1
S, = Z Ck @k
k=0

17
Donc: S; = Re[l + 2w + 3w? + -+ nw" '] = — et Sy =Im[1+ 2w+ 3w? + - +nw" ] = —

Corrigé
2km

Le fait que w™ = 1 signifie qu’il existek € {0,1,2,...,n — 1} tel que w = e .0na:

n—-1 n n
2km\ T
Sn=ZC,’fa)k=ZC,’fa)k—w"=ZC,’{(»"—1=(1+a))"—1=(1+e‘T) -1
k=0 k=0 k=0

(Formule du binéme de Newton: (a + b)"™ = Y3, Ckakp"*)
l'Zk_" _ ik_" _ik_" ik_" _ km ik_" ’on L
Orl+en =enle n+en —2C0$7€nd011.

kmy km\" km\ .
Snz(Zcos(—)e n) —1=2ncosn(—>e”"’ -1
n n

Exercice 20 La paresse marche si lentement que la misere bientdt la rattrape.
|Re(2)| + |Im(2)|

V2

Soit z un nombre complexe. Montrer que : < |z| < |Re(2)| + |Im(2)|

Corrigé

Onpose z = x + iy avec (x,y) € R2.Il s’agit donc de montrer que : w <Jx24+y?2 < x|+ |yl
1¢ére inégalité :
Onav(x,y) € R?, (|x| + |yD? = x2 + y? + 2|xy| etdonc:
2(x* +y?) = (x| + lyD? = x* + y* = 2|xy| = (Ix| = [yD* = 0
D’ou le résultat escompté.
2eéme [négalité : On sait que |x% + y2 < |x| + |y| © x? +y? < (|x| + |y])2.
Or (Ix] + lyD? — (x? + y?) = 2|x| X |y| = 0 et Iinégalité voulue s’en déduit.

i Exercice 21 Faute de richesses, une nation n'est que pauvre ; faute de patriotisme, elle est une pauvre nation.

Soitz etz deux nombres complexes tels que zz' = u®. Montrer que :
! !
z+z

z
|Z|+|Z’|=| +ul + —u

Corrigé

On rappelle que :¥z € C, 3a € C tel que z = a®. On a de méme pour le nombre complexe z' :
3b € C tel que z = b?.

De I'égalité zz’ = u? = (ab)? on déduit que u = ab ou u = —ab.

On envisage donc deux cas.

Casouu=ab:
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z+7 a® + b? a® + b?

+u|+ -u

+ul+

=-la+b> +la—bJ?

=2lla+ bl +la—bP]

=@ +h)(@+b) +(@=b)(a-b)

= %(2a5+ 2bb) = |al|? + |b|? = |z| + |Z'| CQFD.

Cas ou u = —ab : un cheminement identique conduit a la méme conclusion.

i Exercice 22 Un savant qui ne pratique pas ce qu il sait ressemble a un nuage qui ne donne pas de pluie.

Montrerque: V(z,z) € C?, |z+Z|>? < (1 + |z|1)(A + |Z]?).

Corrigé
ona: A+ 12IA+1Z12) = lz+ 212 =1+ 212 + |72 + |2Z|? — (z + 2) (7+ z') =227 + 1 - 72" — 27
=(1-7%7) (1 - z?) =(1-72)1-22)=|1-7Z|>2 0
Dou:|z+Z1>?< 1+ 2|+ |Z']?).

Exercice 23 Tous les dnes qui vont 4 I'école ne deviennent pas des chevaux de course.

Montrerque: Yz € C, |1+ z| 2% ou |1+z% =>1.

Corrigé
Nous procéderons par un raisonnement par l'absurde.
On suppose qu’il existe un nombre complexe z tel que :

1
|1+z|<§ et |1+ z?% < 1.

Onposez = x +iy avec (x,y) € R.
Ona:

|1+ z| <% S |(x+ 1) + iy <% S (x+ 12+ y? <%
<=>x2+y2+2x+2<0

D’autre part, on a aussi :
1+ 22| =|(x?—y?) +2ixy| <1 & (x2—y?+1)% +4x%y2 <1
1+2%|<1 & (x2—9y2)2+2(x>—y?) +1+4x%y? <1

o (xX2+yH)2+2(x2—-y3H) <0

o (x2+y?)? <2(y? —x?)
La derniére inégalité suppose que y* — x* > 0 soity? > x2.
Dot :x? +y? + 2x +%> 2x% +x +Z et comme x* + y? + 2x +%< 0 alors :
2x* +x+ % < 0. Orle trinéme 2x* + x + % est strictement positif comme le montre facilement le signe de son
discriminant (négatif) associé au signe du coefficient de x*.
Et bravo ! la contradiction est établie. Donc ¥z € C, |1+ z| = % ou |1+2z%=>1.

Exercice 24 La nuit est pourvue d'oreilles ; le jour est pourvu d'yeux.
Montrer que: Vz € C*, |z—1| < ||z| - 1| + |z| X |larg (z)|

Corrigé

Soitz € C*.Ona:z—1| =|z—|z| + (|z| = D| < |z — |z|| + ||z] = 1|. On posez = Re® avecR > 0.
On peut écrire :

|z—|z|| =R|cosB —1+isinb|

|z — |z|| = Ry/(cos 6 — 1)% + sin2 6 = R\/2(1 — cos 6)

.0 20 o, . . .
|z - |Z|| = 2R |sm;| car 1 — cos 8 = 2 sin? E.Dautrepart, on sait queVx € R, |sinx| < |x| d'od :

0
2R |sinE| <R|8| =R X |arg (z)| = |z| X |arg (2)|

Et enfin de compte, on peut bien se vanter d avoir établi I'inégalité : |z — 1| < ||Z| — 1| +|z| X |larg (z)|  CQFD.
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i Exercice 25 Un dne ne devient pas lettré pour avoir porté beaucoup de livres.

Soit z un nombre complexe deC \ R_.
1. En développant (z + |z|)?, trouver une formule simple pour calculer les racines carrées de z.
2. Déterminer les racines carrées dez = 5 + 12i en utilisant cette formule.

Corrigé
1 Ona:

(z+1z)2 =22+ 2z.|z| + |z|*> = 22 + 2z.|z| + zz = z(z + Z + 2]|z]) = z(2Re(2) + 2|z|)
Soit: (z + |z])? = 2z(Re(2) + |z|). Or commez & R_, alors Re(z) + |z| > 0 et par suite :

, ( z+ |z| )2
v 2Re(z) + 2|z|

z+ |z| z+ |z|

v 2Re(z) + 2|z| ¢ v 2Re(z) + 2|z|

Donc les racines carrées de z sont :

2. Application :

Pour z =5+ 12i,ona|z| = V5% + 122 = 13. Ainsi, ona :
54 12i + 13)\° ,
CHEI

V10 + 26

Donc les racines carrées dez = 5 + 12i sont: 3 + 2i et — 3 — 2i.

i Exercice 26 Patience ! Avec le temps, I'herbe devient du lait.

Soit z un nombre complexe.
1. Montrer que :

|z| + Re(z) . [|z]| — Re(2)
7 ! 2

Im(z) =20=>z= \]

|z| + Re(2) B i\/lzl — Re(2)

< =
Im(z) <0=>z \] > >

2. En déduire les racines carrées des deux nombres complexes:z, =2 +1i et z,=4-3i

Corrigé

z| + Re(z 7| — Re(z
1.0n pose : A=\/|| . ()+i\]|| . (2)

|zl + Re(z) |z| —Re(z) . |lz|> = (Re(2))?
> - > +2i —
Comme (Im(z))? = |z|?> — (Re(2))?, on déduit que : A*> = Re(z) + i.|Im(2)|. D'ov :
Im(z) 20> A*=1z
Im(z)<0=>A4%=7Z
La derniére implication pouvant s’écrire également sous la forme : Im(z) < 0 = ZZ =z
2. Application
o Pourzy=2+1i:
Onalm(z,) >0, Re(z,) = 2 et |z,| = 5.
Donc I'une des racines carrées dez, = 2 +1i est:
V54+2 |\V5-2
A= > +i >
La deuxiéme racine carrée est—A;.
o Pourz,=4-3i:

Ona Im(z,) <0, Re(z,) = 4 et |z,| = 5. Doncl'une des racines carrées dez, = 4 — 3i est:

Ona: A? =
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La deuxiéme racine est —A,.

Exercice 27 Agissez comme s’il était impossible d’échouer.

Comment faut-il choisir I'entier naturel m pour que le polynéme P(z) = z*™ + z™ + 1 soit divisible par le
polynémez*+z+17

Corrigé
Le polynéme z* + z + 1 divise P(z) = z*™ + z™ + 1 si et seulement si toute racine du z*> + z + 1 est également
racine de P(z). Or les racines du polynémez* + z + 1 sont j = e et j? (car j*+j+ 1 =0). Calculons P(j) et
P(j?) selon le reste de la division de m par 3 (carj?® = 1).
>m=3k = jm=j3%=(3*=1
= jm=1 et j2m=(™2=1
=P{H=/"+j"+1=1+1+1=3%0
>m=3k+1 = jm=jx (k=]
= jm=j,  jMm=j jMm=j
=SPM=j"+"+1=j>4+j+1=0
et P(j*) = j*™ +j*m +1=j+j*+1=0.
>m=3k+2 = j"=j2x({*)=)?
= jm =j2, jZm =j, j4m :jz
=P ="+ +1=j+j*+1=0
et P(j2) = j*™ +j*m +1=j2+j+1=0.
Donc en conclusion, le polynéme P(z) = z?™ + z™ + 1 est divisible par z* + z + 1 si et seulement si m n’est pas
un multiple de 3.

i Exercice 28 La motivation vous sert de départ. L'habitude vous fait continuer.

Trois nombres complexes z,,z, et z, ont des modules ry,r, etr, qui forment dans cet ordre une suite

géométrique de raison et des arguments 0,, 0, et 8, qui forment, dans cet ordre, une suite arithmétique de

.2 , s
raison ?" et dont le premier terme 0, appartient a l'intervalle [O, g[
Déterminer le module et un argument de z,, z, et z,, sachant que z,, z, et z, sont liés par la relation : z,z,z, = 8.

Corrigé
Le module d’un produit étant le produit des modules, on peut écrire : |zyz,2,| = 19 X 11 X 15.

Aucun des trois nombres complexes z,,z, et z, n'est nul puisque leur produit vaut 8, par conséquent
arg(zyz,z,) existe et est égal 30, + 0, + 6,, un argument des produits étant la somme des arguments.

To X1y X1, =8

La relation zyz,z, = 8 se traduit par le systéme { 0 + 0, + 0, = 2k

car un argument du nombre strictement

positifest O0modulo 2.
Etant donné query, = Jretn, =-m, la premiére égalité du systéme s’écrit :v# = 8, d'otrry = 2.
4 c 2 4 ” oo .
Etant donné que 0, = 0, + Tﬂ et 8, =6, + ?n, la deuxiéme égalité s’écrit alors : 360, + 2 = 2kn. Ce qui donne
0. = 2(k-Dm _ 2k'm
0 = =

3 3

(en posant k —1=Kk'). Seule la valeur k' =0 convient, vu la contrainte imposée a 6,

4
|zl =19 =3,|z1| =11 =2,z = 1, =3
21 4

arg(zy) = 0,arg(z,) = T,arg(zz) ==
4 am 2 23,

2T
Donc nombres complexes recherchés sont: z, = 3,z; = 2¢'3 = —1 + i3, zZ,=—€'3 = ————|.
0 1 2

3 3 3

i Exercice 29 Mieux vaut vivre un jour comme un lion que cent ans comme un mouton.

Le plan est rapporté au repére orthonormal (0; u, V). Unité graphique : 3 cm.
A tout point M d’affixe z du plan, on associe le point M’ d'affixe z’ par I'application f qui admet pour écriture
complexe :

d‘appartenir a [0, g[ On peut conclure que :
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r

(3+4i)z+ 5z
D —
1. On consideére les points A, B, C d’affixes respectivesz, = 1+ 2i,zg = 1 etz = 3i.
Déterminer les affixes des points A, B, C’images respectives de A, B, C par . Placer les points A, B, G A, B, C".
2.0n posez = x + iy (avec x et y réels). Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z’ en fonction de
xety.
3. Montrer que I'ensemble des points M invariants par f est la droite (D) d’équationy = %x. Tracer (D). Quelle

remarque peut-on faire ?
4. Soit M un point quelconque du plan et M’ son image par f. Montrer que M’ appartient a la droite (D).
5. a. Montrer que, pour tout nombre complexe z :

z'—z z+z2 z-2

= +
Z 6 '3

r

z
En déduire que le nombre est réel.

Zy
b. En déduire que, siM’ # M, les droites (OA) et (MM’) sont paralléles.
6. Un point quelconque N étant donné, comment construire son image N’ ?

(on étudiera deux cas suivant que N appartient ou non d (D)). Effectuer la construction sur la figure.

Corrigé
1 Ona:
(B+4)(A+2i)+501-20) B+4)(M)+5(1) 4 2. .
a = =0, b= ==+zi, c'=-2—i
6 6 3 3
2. Partie réelle et partie imaginaire de z’ :
y
4A>
(D)
TA 1=N',
Sh s S
. -1
2
o+
®") 31
4+
On sait que :
L., B+H4aDx+iy)+5x—iy)
X+iy = 6
_ (8x —4y) + (4x — 2y)i
) 4x — 2 26
_ax -y x-—y.
-3 3
Donc :
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, 4x—2y , 2x—y
xX'=——— et =

3 Y =73

3. Un point M est invariant par fsi et seulement si f (M) = M soit en termes d affixes z' = z.
4x — 2y

3
2x—vy

3

x=
fIM=Moz2=2z <

y =
x—2y=0
x—4y =0
On remarque que les deux équations x — 2y = 0 et 2x — 4y = 0 du systéme sont équivalentes a la méme

Dou: f(M) =M & {2

équationy = %x.
Donc I'ensemble des points invariants par f est la droite (D) d’équationy = %x. (voir graphique)

On remarque que la droite (D) passe par les pointsA' = 0, B” et C".
4. Les coordonnées x’ et y’ de M’ vérifient :

x' =

4x — 2 2x —
Y _ 2 % y
3 3
, 2x—y
1 "3
On remarque bien quey' = Ex’. Le point M’ appartient a la droite (D) car ses coordonnées vérifient I'équation de
D).
5.a. On a, pour tout zdansC :
(3+4i)z+5z

z'—z T 6 % (=3 +4i)z+ 5z _ [(=3 +4i)z + 5z](1 — 2i)
zZy 1+ 2i T o6(1+2) 6(1 + 2i)(1 — 2i)
Or:
(=34 4i)(1—2i) =5+ 10i = 5(1 + 2i) et 6(1 +2i)(1 —2i) =30
Dou :

Z’—Z_ 51 +2i)z+5(1—2i)§_ 1+2)z+(1 —2i)E_Z+Z+2i(Z—E) _Z+Z+ Z—Z
Z 30 = 6 G 6 6 '3
Déduction : On sait que z + Z est un réel et que z — 7 est un imaginaire pur et donci(z — z) est réel et par

. z'-z P . .
conséquent le nombrez— est un réel car il est somme de deux réels.
A
Remarque :

On pourrait remarquer que :

z'—z _ (1+2)z+ 1A -2i)z _ 2Re[(1 + 2i)z] cR

Zy 6 6
b. SiM # M' alors la droite (MM’) existe et doncz' + z et par conséquent le nombre comp]exez;—: est non nul et
admet un argument. On sait que :

arg (Z — Z) <ZMM'> = (ﬁ,W) [27]

Zo4

Comme==2 est un réel non nul alors ar g ( ) 0 [r] et donc (ﬁ, MM ’) = 0 [n] et par suite les vecteurs 0A
ZA

et MM’ sont colinéaires.
Conclusion : les droites (OA) et (MM") sont paralléles.
6. En utilisant la question précédente, les droites (OA) et (NN") sont paralléles pourvu queN’ # N.

En outre, on a montré a la question 4 que le point N’ appartient a la droite (D).

— Si N appartient a la droite (D) alors le point N’ est confondu avec le point N.

— Si N n'appartient pas a la droite (D) alors le point N’ sera l'intersection de la droite (D) et de la paralléle (D")
d (0OA) passant par le point N. Cette intersection existe puisque (D) coupant (OA) coupe aussi sa paralléle

(D").

i Exercice 30 L’homme qui déplace une montagne commence par déplacer les petites pierres.

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (0,4, V), on considére trois points A, B et C non

alignés dont les affixes respectives a, b et ¢ vérifient la condition : (R) (a+ b + ¢)? = 3(bc + ca + ab).

1. Donner trois points A, B et C dont les affixes vérifient (R).
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2. On se propose de chercher les points M tels que :

€)) MC =0.

- +— . MB+—=.
[[pA]| 1mB]| [pc]l
a. Si z désigne l'aftixe de M, montrer que la relation (1) est équivalente a la relation suivante :

1

1
2): =0.
@ z—a+z—b+z—c

b. Qu’est le point M pour le triangle ABC ?

Corrigé
1. On peut choisir des valeurs simples et simplificatrices de a et b, comme a = 1etb = —1. Dans ce cas,
l'équation (a + b + ¢)? = 3(bc + ca + ab) d'inconnue c devient : c* = —3. On pourra choisirc = i/3.

Z.a. Sachant que la norme d’un vecteur est le module de son affixe : ||E4)||2 = |a — z|?. D’autre part, on sait que :
la—z|?=(a—2)(@=2) = (a-2)(@-2).

Dotr: MA? = (a — z)(a — 2).

Il en est de méme pour MB? et MC?. Ainsi : MB? = (b — z)(z —Z) et MC? = (c —2)(c — 2).

L’égalité (1) se transpose alors sur les affixes en :

1 1 1
(1’): —_(a—z) +—_(b —Z) +f(C—Z) = O,
(a—-2)(a-2) b-2)(b-7% (c-2)(c-2)
1 1
[ es simplification d : —+= —=0.
qui apres simplification donne: (1") a—z+b_§+c—z
1 1 1
En conjuguant cette derniére relation, nous obtenons : (2): + + =0.
a—z b—-z c—z
1 1
(2) + + =0.

a—z b—z c—z
b. En multipliant (2) par la quantité non nulle (a — z)(b — z)(c — z) et en simplifiant, la derniére égalité s'écrit
de maniére équivalente sous la forme: (z —b)(z—c)+ (z—a)(z—c)+ (z—a)(z—a) = 0.
Soit, aprés développement du 1¢" membre :
3z2—2(a+ b+ c)z+ bc + ca + ab = 0, puis en tenant compte de la relation (R) et en divisant par 3:

1 1 2
zz—szg(a+b+c)+[§(a+b+c)] = 0.

2
1
On reconnait une identité remarquable et on écrit donc : (z —3 (a+b+ C)) = 0.

Etenfin: z = g(a + b + ¢). Donc I'équation (1) n'a qu’une seule solution qui est le centre de gravité de ABC.

i Exercice 31 Le silence est Ia clé de la prudence, et le sanctuaire de la sagesse.

On considére le complexe a = eiz?n. On note I, A, B, C, D les points du plan complexe d’affixes 1, a, a?, a3 a*?
1. Vérifier quea® = 1.

2. Montrer que IA = AB = BC = CD = DI.

3. Vérifier que, pour tout z complexe :z° — 1 = (z — 1)(1 + z + z% + 23 + z%).

4. En déduire que1 + a + a* + a® + a* = 0.

5. Montrer quea® = @° etque a* = Q.

6. En déduire que (a +a)?+ (a+a)—1=0.

7. Résoudre I'équation 4x* + 2x -1 = 0.

8. Calculer (a + a) et en déduire la valeur exacte de cos (2?”)

9. Placer les points I, A, B, C et D dans le plan complexe (unité 4 cm).

Corrigé
La*=e2" =1
2. Les points I, A, B, C, D, sont les images successives les uns des autres par la rotation de centre O d'angle 2?” 4

va sur A, A sur B, etc. On a donc égalité des distances (une rotation est une isométrie).
3. On développe et I'égalité s’installe elle-méme.
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4. Comme a° = 1, le nombre a est une solution de I'équation a® =1, soit aussi solution de l'équation :

zz-1DA+z+2z2+23+2%) =0, mais comme a ne vaut pas 1, a est solution de I'équation suivante:

1+2z+2z%+2z%+2z*=0.Doncle nombre a vérifie bien I'égalité : 1 + a + a* + a® + a* = 0.

5 Ona:a®= (eiz?n) = eié?n, at= (e 25") = e_#?n = eizn_’%n = ei%ﬂ. On établit de méme que a* = a.

6. En Utilisant les égalités a® = @ eta* =@ danslarelation1+ a+ a? + a® + a* = 0 ; on trouve :

l1+a+a®+a*+a*=0 @1+a+a®+a+a=0.

D'autre part, on sait que : (@ +@* + (@ +@) — 1= (a + 2aa +a)+@+a) -1

Or aa = |a|? = 1 et parsuite:
(@a+@)?+@+a)-1=(a®+2+a)+(@+a)—1=1+a+a*+a +a=0

7. La résolution de I'équation du second degré 4x* + 2x -1 = 0 donne sans difficulté les deux solutions :

-1-+5 -14++5
X = et Xp =

2T 2T L2TT
8 On a: a+a=e"s +te's =2Re (el?) = 2cos (z?n), donc en remplacant dans ['égalité suivante :
(a+a)?+ (a+a)—1=0,onobtient: 4cos? (2?”) + 2 cos (2?11) -1=0.

Donccos (?”) est, de toute évidence, I'une des solutions de I'équation : 4x® + 2x-1=0.

2 . 2 2 -1+vV5
Comme cos (?") estposmf(O < ?” < g) alors cos (?”) =—
9. Voir figure ci-aprés :
A
B
2m
> [
Cc
D

i Exercice 32 Ne pile pas ton mil avec une banane miire.

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (0; U, V), on considére I'application f du plan
dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z associe le point M’ d‘affixe z’ telle que : z' = z* — 4z
1. Soient A et B les points d'affixes z; =1 —1i et zg = 3 + 1.

a. Calculer les affixes des points A’ et B’ images des points A et B par f.
b. On suppose que deux points ont la méme image par £ Démontrer qu’ils sont confondus ou que l'un est I'image
de l'autre par une symétrie centrale que I'on précisera.
2. SoitI le point d'affixe —3.
a. Démontrer que OMIM’ est un parallélogramme si et seulement si z*> — 3z + 3 = 0.
b. Résoudre I'équationz® — 3z + 3 = 0.
3.a Exprimer (z' +4) en fonction de (z —2). En déduire une relation entre |z' + 4| et |z — 2| puis entre
arg(z' +4) et arg(z — 2).
b. On considére les points ] et K daffixes respectives z; = 2 et zy = —4. Démontrer que tous les points M du
cercle (C) de centreJ et de rayon 2 ont leur image M’ sur un cercle que I'on déterminera.
c. Soit E le point d'affixe zy = —4 — 3i. Donner la forme trigonométrique de z; + 4 et démontrer d l'aide du 3. a.
qu’il existe deux points dont I'image par f est le point E. Préciser sous forme algébrique les affixes de ces deux
points.
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Corrigé
1. a Calcul dez,, et zg, : Zy =25 —4z,=(1+1)?—4(1—-0) =—-4+2i
Zg, =z —4zp =B +)?—-4@B+i)=—-4+2i
b. Soit U et V deux points d affixes respectives u et v. Supposons que U et V ont la méme image par £
Ona: f=fV) o u=v @ u?-4u=v’-4v © (! -v)—-4@u-v)=0
ce qui donne également :

22y N 3 - _ u+v=
(u*=v)—4(u-v) =0 (u—-v(u+v—4)=0 u=v ou > 2

Ce qui signifie queU =V ou U et Vsont symétriques par rapport au point d'affixe 2.
2.a. OMIM’ estun paral/elogramme si et seulement siOM = M'I.

OM=M] © z2-0=-3—2 &z +2z+3=0 & 2z2—-324+3=0

b z2=-32+43=0: A=9-12=-3=(iV3)" D'ow: zy=2+i2 et z,=2—i%

3a0Ona:z+4=z>—4z+4=(z—-2)?* etdoncparpassage aux modules et aux arguments, on obtient :

|z’ + 4| =|z=2|> et arg(z +4)=2arg(z-2)[2n]
b. Soit M un point du cercle (C) de centre le point ] daffixe 2 et de rayon 2, son affixe z est telle que |z — 2| = 2,
et son image M’ est donc telle que |z' + 4| = |z —2|> =22 =4, dou M’ est sur le cercle de centre le point
K(—4) etde rayon 4.

c Ona: zg+4=(—-4-3i)+4=-3i= 36_%. Si E est I'image d’un point d affixe z alors on peut écrire :
s /s
arg(zg +4) = 2arg(z — 2) + 2kn  soit 2arg(z—2) = -5~ 2km ou encore arg(z —2) = 3 km

11y a donc deux arguments possibles a savoir :

T . T = 3
s 8 T
En exploitant les modules, on peut déduire que : |z — 2|* = |z; + 4| = |-3i| = 3 soit |z —2| =+/3.

On peut donc conclure que :
T .31
z—2=+3e% ou z-—2=+3e"%
V2 2 ) 446 6

z=2+3e” 4_2+\/_<——l7

Et par suite :

2 '
ou

2 2 '3

i Exercice 33 La pauvreté est Ia fille ainée de la paresse.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (0; U, V). Unité graphique : 0,5 cm. On note j le nombre

z—2+\/_e4_2+\/_< V2 \/_)=4_\/€ V6

2T
complexe e's . On considére les points A, B et C d’affixes respectives a = 8, b = 6] et c = 8.
Soit A’ I'image de B par la rotation de centre C et d’angle g, B’I'image de C par la rotation de centre A et d’'angle g,

C’l'image de A par la rotation de centre B et d’angle g

1. Placer les points A, B, C, A, B’ et C’ dans le repére donné,
2. On appelle a, b’ et ¢’ les affixes respectives des points A, B’ et C".
a. Calculer a’. On vérifiera que a’ est un nombre réel.

b. Montrer que b' = 16e_ig . En déduire que O est un point de la droite (BB’).
¢. On admet quec = 7 + 7i/3.
Montrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes en O.
3. On se propose de montrer que la distance MA + MB + MC est minimale lorsque M = O.
a. Calculer la distance OA + OB + OC.
b. Montrer que j* =1 etque 1 +j + j* = 0.
c¢. On considére un point M quelconque d‘aftixe z du plan complexe.
On rappelle que a = 8, b = 6] et c = 82
Déduire des questions précédentes les égalités suivantes :
[(@a—2) + (b—2)j*+ (c — 2)j| =la+ bj*+ cj| =22

d. On admet que pour tous complexes z, z' etz” : |z + z' + z"| < |z| + |Z'| + |2"].
Montrer que MA + MB + MC est minimale lorsque M = O.
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Corrigé
1. Voir la figure ci-dessous.

.TT
Z.a. La rotation de centre C et d ’angleg a pour écriture complexe :z' — ¢ = e'3(z — ¢)

Ce qui donne : a' — 8j2 = e'3(6j — 8j2)
On calcule j et j? sous forme algébrique pour les utiliser dans les questions qui suivent.

o 1+.\/§ Lo 1 V3
]—e—zlze]—e—zlz

L2TC .TT
On peut factoriser le second membre par?2j = 2e's dans l'égalité : a' — 8j% = e'3(6j — 8j%)

2 2
Enfin: @ = —4 — 4iN3 — 2(5 — 2iV3) = —14. On constate bien que a’ est un réel.

b 2m 1 V3 .
Dou: a' —8j2=e3x2e3(3—-4j) ©ada =8 (—— - i—) +2e™(3 + 2 - 2iV3)

b. B’estlimage de C par la rotation de centre A et d’ang/eg soit:b'—a =e's(c — a)
1 3
b= <—+i7>(8j2 -8)+8=8+4(1+iV3)(j%2-1)

2
b'=8+4(1+i\/§)<—%—i§—1)=8—2(1+i\/§)(3+i\/§)

1 V3 T
b=8-2(3-3+4iV3) = 16(5—1'7) =16e”'3

Déduction de 0 € (BB') :

2T LT
Ona:j=e's = -5+ i? =— (%— l?) = —e '3, on en déduit queb’ = —16j = —16% = —gb ou encore en
termes de vecteurs OB’ = — gﬁf : les points O, B et B’ sont alignés et donc : 0 € (BB")
1 V3 c 7 — T
c.c=7+7iW3=-14 (—E— 17) = —14j2 =—-14 X 3 = —Zc,soit vectoriellement : 0C' = _ZOC

Etdonc: 0 € (CC").

Tandis que les points A et A’ sont clairement sur l'axe des abscisses car leurs affixes sont réelles et donc
0 € (44").

Conclusion : les droites (AA"), (BB") et (CC") sont concourantes en O.

3.a. Onsaitque: |j| = |j?| = 1. Donc: 0OA+ OB+ 0C = |a| + |b| +|c| =8+ 6 +8 =22

271)3 1 \/§ 1 \/§

i3 = i3 ) = p2im — P2 1 A S
b. Ona: j (e e 1 et 1+j+j 1 2+12 > 12 0.
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¢ Ona:

(a—2)+b—2)j2+(c—2)j=a—-z+bj?—zj?+cj—zj=a+bj?+cj—z(1+j+j?)

=a+bj’+c carl+j+j2=0.
Or onsaitque:bj? = 6j xj2=6j3=6 et ¢j=8j2xj=8j3=8 et parsuitea+ bj?+cj =22
Donc, il en résulte : |(a —z) + (b — 2)j* + (¢ — 2)j| = |a + bj? + ¢j| = 22
d. Linégalité admise dans I'énoncé permet d’écrire :
(@ =2)+ b -2)j*+(c—2)jl <la—z|+ (b -2)j* +|(c - 2)jl
Et comme le module d’un produit est égal au produit des modules :
|(b = 2)j?| = |b—z| x |j*| = |b—2z| et |(c—2)jl=lc—z|x|j|=l|c—zl

Le premier membre de cette inégalité a été calculé a la question 3.c, il est égal 4 22, et le second membre se
traduit en termes de distance par: \a — z| + |b — z| + |c — z| = MA+ MB + MC.
D'ou I'inégalité : pour tout point M du plan, ona :22 < MA+ MB + MC soit:
Pour tout point M du plan, OA+ OB + 0C < MA+ MB + MC et donc la somme MA + MB + MC est minimale
lorsqueM = 0.

Exercice 34 Les portes de I'avenir sont ouvertes a ceux qui savent les pousser.

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (0; U, V) (unité graphique : 1 cm).
Soient A, B et I les points d affixes respectives 1 + i,3 —i et 2.
A tout point M d'affixe z, on associe le point M’ d affixe z’ telle que z' = z* — 4z.
1. Faire une figure et compléter cette figure tout au long de l'exercice.
2. Calculer les aftixes de A’ et B, images respectives des points A et B. Que remarque-t-on ?
3. Déterminer les points qui ont pour image le point d aftixe —5.
4. a. Vérifier que pour tout nombre complexez,ona:z' + 4 = (z — 2)%.
b. En déduire une relation entre |z' + 4| et|z — 2| et lorsque z est différent de 2, une relation entre arg(z' + 4)
et arg(z — 2).
¢ Que peut-on dire du point M’ lorsque M décrit Ie cercle (C) de centre I et de rayon 2?
Y3

5. Soient E le point d affixe 2 + 2e's, Jle point d affixe —4 et E’I'image de F.
a. Construire le point F puis calculer la distance IE et une mesure en radians de I'angle (ﬁ’, ﬁ)

b. Calculer Ia distance JE’ et une mesure en radians de l'angle (17, JE ’).
¢ Construire d la régle et au compas le point E’; on laissera apparents les traits de construction.

Corrigé
1. Voir la figure (page suivante)
E' y
T E
B PN .?A 2
2m/3
l , /3 )
T T J: T T T O I g T x
desesessoracaessssesnssesassessosessaressone 6B
bt 4
AI=BI
2. z4 = —4—2i, zg, = —4 — 2i, les points A’ et B’ sont confondlus.
3. Il s’agit de déterminer z tel que z* — 4z = —5.

72 —4z7=-5 & z2—4z+5=0: A=16 —20 = —4 = (2i)?
Donc il existe deux solutions : zy =2 +1i, z, =2 —i.
4a0na:z +4=z*—4z+4=(z-2)°
b |z +4|=|(z—-2)? =|z-2|% arg(z' +4) = arg[(z — 2)?] = 2arg(z — 2).
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¢. Lorsque M décrit le cercle (C) de centre I et de rayon 2, alors|z — 2| = 2.

Comme |z' + 4| = |z — 2|? alors|z' + 4| = 2% = 4.

Donc le point M’ parcourt le cercle (C’) de centre J le point d affixe —4 et de rayon 4.

5b. IE = |2 +2e5 - 2| =2 = 2. Donc F est sur (C) et E’ est sur (C’) et par suite JE' = 4.

¢ Ona:(;JE") =arg(z' +4) =2arg(z—2) = Z(Q;ﬁ) = 2?” [2m].

iZ
es

Exercice 35 Le succes par la persévérance fait oublier les peines d'antan.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal (0; U, V). On prendra pour unité graphique 5 cm. On
. 1+i . .
posez, = 2 et, pour tout entier naturel n, z, ., = % Z,. On note A, le point du plan d affixe z,,.

1. Calculer z,, z,, 73, z, et vérifier que z, est un nombre réel. Placer les points A,, A,, A5 et A, sur une figure.

2. Pour tout entier n, on poseu,, = |z,|. Justifier que (u,,) est une suite géométrique puis établir que, pour tout
. 1\"

entier naturel n, u, = 2 (ﬁ) .

3. Déterminer a partir de quel rang n,, les points A,, sont sur le disque de centre O et de rayon 0,1.

Zn+1~2n

4. a. Etablir que, pour tout entier naturel n, = i. Fn déduire la nature du triangle OA, A, ;1.

Zn+1
b. Pour tout entier naturel n, on note L,, la longueur de la ligne brisée AyA,4, ...A,_1A, . Ainsj, ona:

L, = AgAL + AjA, + -+ A,_, A, . Exprimer L, en fonction de n. Quelle est la l[imite de la suite (L) 7

Corrigé
1 Ona:
1+ 141 _
21=TZO=TX2= 1+,
14 14 o
=0 = x4+ =i
141 1+i -1+
= — = —X =
Z3 5% 5 i >
1+ 1+ —-1+4i 1
= = X = ——
TR 2 2
Donc z, est bien un nombre réel.
¥
1 A A1
A
| | An
_\ ® o T L AR
1 A4 0 1 2
2. Pour tout entier n, ona:u, = |z,| etdonc:
1+i 1+i V2 V2
s = sl = || = | X Pl = S bl = S

. . I . . 2 _ 1
Ainsi, (u,) est bien une suite géométrique de premier termeu, = 2 et de raison g =75
1 n
Donc: u, =uyq" =2 (ﬁ) .
3. Le point A,, appartient au disque de centre O et de rayon 0,1 si et seulement si : 0A, < 0,1.
Or, par définition : 04,, = |z,| = u,, d'ou :

1\ 1\ 1
04, <01 u 30,1@2(—) 30,1@(—) S0,0S@n.ln(—)San,OS.
" " V2 V2 V2
Soit 1(1)<0 , n005 o
ot comme In|\— ,ona: N 2 ———— =~ 0,0.
V2 ln(i)
V2

Ainsi a partir deny = 9, tous les points A,, appartiennent au disque de centre O et de rayon 0,1.
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4. a0na:

1+ 1+ -1+
Iny1—Zn 3 In—In —3—1 — _—1+i_(—1+i)(1—i)_i
Zypr  1FE 140 14D 140 2 T
. _, 2 2 2
Dou: |2l —|i|=1.
Zn+1 | | 4 4
Zns1 — Z Zpp1— 2 Zns1 — Z - .
D’autre part, on sait que : |0 =Tt T _TmdlIR oy arg (u> = (Ap110,Ap114y) [27].
Zn+1 |Zn+1| An+10 Zn+1

-, V3
Donc: Apy1An = Api10 et (An10,4,,4,) = > [27].

C'est-a-dire que le triangle 0A, A, est rectangle isocéle de sommet A, .
b. Le triangle 0A, A, étant rectangle et isocéle en A, ,, le théoréme de Pythagore donne : 2A, A, 1> = 0A,”.

Dod: A4 04, u, 2(1>"X1 (1>"‘1
ou: == —= R - = —

nin+1 \/E \/E \/E \/7 \/g 1
Ainsi,  AgA, =2, AA, =1,  AA;= o AsAy =5

Donc L, est la somme des n premiers termes d'une suite géométrique de premier terme~/2 et de raison 5

) S B

X =
1-L V2-1 V2 VZ-1 V2-1 V2
V2 V2
C 1< —1<1l li (1)n—0t ite: lim L, = 2 =2V2+2
omme q—\/E alors  lim 7z =0 et par suite: lim n_\/f—l_ + 2.

i Exercice 36 Le sel qui vieillit ne perd pas sa saveur.

Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (0; U, V). On fera une figure qui sera complétée au fur et a
mesure. Soit fl'application qui a tout point M de P d'affixe non nulle z associe le point M’ d affixe :

1)
Z_Z z z

1. Soit E le point d'affixe zy = —i. Déterminer l'aftixe du point E’ image de FE par f.
2. Déterminer I'ensemble des points M tels que M’ = M.
3. On note A et B les points daffixes respectives 1 et —1. Soit M un point distinct des points 0, A et B.
Z’+1 z+1\°

, zZ—1 (z - 1)
b. En déduire une expression de% en fonction de% puis une expression de l'angle (W, W) en fonction de
l'angle (W, m’))
4. Soit A la médiatrice de [AB]. Montrer que si M est un point de A distinct du point O, alors M’ est un point de
A.
5. Soit T le cercle de diamétre [AB].
a. Montrer que si le point M appartient a I alors le point M’ appartient 4 la droite (AB).
b. Tout point de la droite (AB) a-t-il un antécédent par f?

a. Montrer que, pour tout nombre complexe z dif férent de 0,1 et — 1,ona:

Corrigé

1 1
1. Affixe de E’ imagedeE: zp = §<_i +_—l) = 0.

2. Il s’agit de déterminer l'ensemble des points M invariants par l'application :

1 1
M=Moz =z (:)Z=§<Z+;) ©222=7"+1 o 7z°=1 & z=+1.
Donc les points invariants sont les points d’affixes 1 et -1.

1 1
Z’+1_§(Z+E)+1_ZZ+ZZ+1_(Z+1>2
z7—1 1 1 T z2-2z+1 \z—-1

2(7+3)-1

3.a.Soit zun complexe dif férent de 0,1 et — 1.0n a:

2
)z Lz , , )z , +1 +1\“ . , P T ,
b. L’égalité qu'on vient d’établir : z 1 (—i 1) induit deux autres égalités en termes de normes puis en
7 —

termes darguments
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2

|Z’+1 |Z+1

z'—1 - z—1

. z'+1 _ (z+1)[2]

et arg|\_—7|=2arg\—7)[2n
M'B (MB

M'A~ \MA
4 Ona: MeEA= MA=MB & MA=MB e M €A
Donc tout point de A a son image surA. On dit que la droite A est globalement invariante par 'application fou
qu’elle est stable par £
5. a. Soit M un point du cercle I’ de diamétre [AB].

SiM = A (surl) alorsM’ = A (sur(AB)) ;
SiM = B (surl) alorsM’ = B (sur(AB));
SiM # A et B alors le triangle MAB est rectangle en M i.e que (m, W) = g [r].

Or(m, W) = Z(W,m’)) [27], d’ou : (W,W) =0 [x].

2
Soit en termes de distances et d'angles de vecteurs : ) et (M’A, M’B) = Z(W,m’)) [27].

L'égalité (M 'A,M ’B) = 0 [nt] traduit le fait que le point M’ est sur la droite (AB).
Donc, en conclusion, pour tout point M de I, son image M’ est sur la droite (AB).
b. Soit M’ un point de la droite (AB) d’affixe Z.

1
Si M’ a pour antécédent un point M d’af fixe z alors on aurait la relation: Z = > (z + ;) .

Cette relation est équivalente a I'équation d’inconnue z : z* —2Zz + 1 = 0.
Or, on sait que cette du second degré dans C admet au moins une solution, ce qui signifie que tout point M’ de la
droite (AB) (dailleurs méme s’il n‘appartient pas a (AB)) admet au moins un antécédent.

Exercice 37 Le mensonge peut courir depuis dix ans, il suffit d'une matinée a la vérité pour l'atteindre.

On considére le plan complexe P rapporté a un repére orthonormal direct (0,4, V). Dans tout I'exercice, P |0
désigne le plan P privé du point origine O.

1. On consideére l'application fde P | O dans P | O qui, au point M du plan d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’
définie par :

On appelle U et V les points du plan d’affixes respectives 1 et I.

a. Démontrer que pourz' + 0, onaarg(z") = arg(z) a 2kn prés, avec k entier relatif.

En déduire que, pour tout point M de P \{0} les points M et M’ = f(M) appartiennent a une méme demi-droite
d’origine O.

b. Déterminer I'ensemble des points M de P \{0} tels que f(M) = M.

¢. M est un point du plan P distinct de O, U et V, on admet que M’ est aussi distinct de O, U et V.

, L, zZ=1 1(z-1 z—1
Etablir l'égalité: ——=—(=—— =—i< )
z'—i i\Z+i z—1i

’_ -—
En déduire une relation entre arg (%) et arg (%)
2. a. Soit zun nombre complexe tel quez + 1 et z + i et soit M le point d'affixe z. Démontrer que M est sur la
droite (UV) privée de U et de V si et seulement si E est un réel non nul.

b. Déterminer I'image par f de la droite (UV) privée de U et de V.

Corrigé

1
1.a. On sait que pour tout complexe z + 0,ona:arg (;) =—arg(z) etarg(z) = —arg(z) a2m pres.

1
D'ou: arg(z") =aryg (?) = —arg(z) = —[—arg(2)] = arg(z) [2x].
L'égalité arg(z") = arg(z) [2n] se traduit en termes d’angles de vecteurs par : (17, W) = (17, W) [27]

Ce qui signifie que les vecteurs OM et OM' sont colinéaires et de méme sens. Donc les points M et M’
appartiennent a Ia méme demi-droite d’origine O.

b. 0na.'f(M)=M(:>Z’=z(:>z=%(:>ZE=1<:>|z|2=1(:)|z|=1(:)0M=1.

Donc I'ensemble des points invariants par f est le cercle de centre O et de rayon 1.
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¢. Un simple calcul, utilisant les propriétés du conjugué, permet de conduire a I'égalité demandée :
1 1-2

z—1 1z-1_ ,(z—l)

i.z iz—-1 i'zZ+i

zZ—1

Donc en passant aux arguments :

arg (Zz”:i> =arg [—l@] =arg(-i) +arg [(%)] = —g— arg (ZZ: i) [27].

] ) z'—1 T z—1
Soit enfin: arg e =—§—arg( ) [27].

2.a. Onsait que M appartient 4 la droite (UV) privée de U et V si et seulement si : (VM,UM) = 0 [].

., z—1
D’autre part,on a: (VM, UM) =arg (—1) [27].
7 —
z—1

zZ—1

Donc: M e (UV)\{U,V} e arg(
b. Ona:

) =0 [r] & zréel nonnul.

z—1 T zZ -1
Me(UV)\{U,V}«:»arg( )zO[n]@—E—arg< >=0[n]

z—1i z —i

z'—1 T s T
@arg(z,_i>=—§ [7r] & (VM,UM)=—§ [7].

DoncM € (UV) \ {U,V} si et seulement, si M’ appartient au cercle de diamétre [UV] privé de U et V.

i Exercice 38 La fortune, c'est comme un saignement de nez, cela arrive parfois sans raison, et s'en va de méme.

1. On considére le polynéme P défini par: P(z) = z° + (1 — ivV2)z% + (74 — iv2)z — 74iV2
a. Déterminer le nombre réel y tel que iy soit solution de I'équation P(z) = 0.
b. Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :
P(z) = (z— iV2)(z® + az + b)
¢. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes, I'équation P(z) = 0.
2. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0; U, V).
On prendra 1 cm pour unité graphique.
a. Placer les points A, B et  d’affixes z, = —7 + 5i; zg = =7 — 5i et z; = iv/2.
b. Déterminer laftixe de I’ I'image du point [ par la rotation de centre O et d’angle g.

¢ Placer le point C d'affixe z; = 1 + 1.
Déterminer l'affixe du point N tel que ABCN soit un parallélogramme.
d. Placer le point D d'affixez;, = 1 + 11i.

CalculerZ = % sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique. Justifier que les droites (AC) et (BD)
D™4B

sont perpendiculaires et en déduire la nature du quadrilatére ABCD.

Corrigé
1. a. Le nombreiy est solution de I'équation P(z) = 0 si, et seulement sj, P(iy) = 0 soit:
—iy* = (1= iV3)y? + (74 — iV2)iy — 74iV2 = 0
La séparation des parties imaginaire et réelle donne le systéme :
{ —y2+V2y =0

—y3 +V2y% + 74y — 742 = 0
La premiére équation du systéme admet deux solutionsy = 0 ety = /2 ; mais seule la solution’y = \[2 vérifie la
deuxiéme équation du systéme.
Donc 'unique solution imaginaire de I'équation P(z) = 0 estz = iV/2.
b. Comme i\2 est une solution de I'équation P(z) = 0 alors le polynéme P(z) est factorisable parz — iN2. Donc
1l existe deux nombres complexes a et b tels que :

vz € C, P(z) = (z— iV2)(z% + az + b).

Apres développement de (z - i\/?) (z% + az + b) et identification de ses coefficients avec ceux de P(z) = z3 +
(1 — i\/f)zz + (74 — i\/i)z — 742, nous obtenons le systéme suivant :

a—-iN2=1-iVv2
—iV2a+b=74—i\2
—ibV2 = —74iV2

Ce quiconduitda =1 eth = 74. D'ou I'égalité : Vz € C, P(z) = (z - i\/f)(z2 +z+74).
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¢. Résolution de I'équation P(z) = 0 :

P2)=0 & (z-iV2)(z?+2z+74) =0 z—-iV2=0 ou 22+ z+ 74 = 0.
Pourl'équation z* +z+ 74 =0,onaAd=1—4Xx74 =-295 = (i\/295)2.
Donc I'équation z* + z + 74 = 0 admet deux solutions :

—1-1iv295 —1+1iv295

2 et 2
On conclut que I'équation P(z) = 0 admet trois solutions :
_ -1 — V295 —1+ /295
Zl = l'\/E, ZZ = #, Zz = f.

2.a. Construction (voir figure)
2b. Ona: zy=e'iz = (g—i- lg) W2=-1+i
¢. Le quadrilatére ABCN est un parallélogramme sj, et seulement si, AB = NC.

AB=NC 25 =2y © 2y =21 — 25 +2c = —7+5i+7+5i+1+i=1+11i.
d. CalculonsZ = Z4~2€

Zp—Zp
Zp—2¢ —7+5—-1—-i -8+4+4i =-2+i (—2+i)2-4) 1 1 ;&
Ona: Z = = - - = - = - = =_i=_¢'z
Zp—zg 14+ 11i+74+5i 84160 2+4i 4+16 2 2

Donc (ﬁ, Eél)) =arg G ei?) = g [27t] et par suite les droites (AC) et (BD) sont perpendiculaires. Comme ABCD
est un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires alors c’est un losange.

Exercice 39 Le temps est une lime qui travaille sans bruit
1. Montrer que (1 + i)® = —8i.

2. On consideére I'équation (E) : z* = —8i.

a. Déduire de 1. une solution de I'équation (E).

b. L’équation (E) posséde une autre solution ; écrire cette solution sous forme algébrique.
3. Déduire également de la question 1 une solution de (E’) : z*> = —8i.

4. On consideére le point A d'affixe 2i et la rotation r de centre O et d'angle 2?1'[

a. Déterminer l'affixe b du point B, image de A par r, ainsi que l'affixe ¢ du point C, image de B par r.

b. Montrer que b et c sont solutions de (E").

5. a. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (0,1, ¥) (unité 2 cm), représenter A, B et C.
b. Quelle est la nature de la figure que forment les images de ces solutions ?

c. Déterminer le centre de gravité de cette figure.
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Corrigé
1.0Ona:(1+i)?2=1+2i+i2=14+2i—1=2i,donc: (1+i)°=((1+i)?3=(20)3=-8i.
2.a. Comme (1 +i)® = —8ietque (1+i)® = ((1+i)3)?alors (1 + i)? est une solution de (E).
Onsaitque (1 +i)% = (1 + )21 +1i) =2i(1+1i) = -2+ 2i, donc —2 + 2i est solution de (E).
b. Comme I'équation (E) est de la forme z?> = u qui admet deux solutions opposées si u # 0.
Donc la 2°™ solution de (E) est —(-2+2i)=2-2i
3. Comme d la question 2, on peut écrire (1 + i) = ((1 + i)?)® = (2i)® = —8i et par suite le nombre (1 + i)? = 2i
est une solution de (E’).
21 27 1 \/§

4. a. L'expression complexe der est z = e'3 z.Avec z = 2i,ona:b =e'3 X 2i = 2i <_§ + l7> =—V/3-1i.
Puis pour le calcul de I'affixe de C, image de I'image de A, on a :

c= bei%’T = (ZieizTn) eizTn = 2iei%7T =2i (—% - l?) =V3-i.

3

b. Par passage a la forme trigonométrique, on trouve : b3 = <2iei2?n) = —8iei6T7T = —8i.
amy 3 121

De méme pourc: cd = (Ziel?) = —8ie'’s = —8i.

Donc b et ¢ sont solutions de I’'équation (E’).

5.a. Placement des points A, Bet C:

=~

B« v C

b. et c. La rotation de centre O et d’angle 2?" transforme A en B, B en C et C en A. Donc le triangle ABC est équilatéral
de centre O et par conséquent son centre de gravité est le point O.

Exercice 40 Si tu te tapes Ia téte contre une cruche et que ¢a sonne creux, n'en déduis pas forcément que
c'est Ia cruche qui est vide.

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct (0, U, V) d’unité graphique 2 cm.
On considere les points I et A d affixes respectives 1 et —2. Le point K est le milieu du segment [IA].
On appelle (C) le cercle de diamétre [IA]. Faire une figure au fur et 3 mesure de l'exercice.

1. Soit B le point d'affixe b ot b= 2

1-2i
Ecrire b sous forme algébrique et montrer que B appartient au cercle (C).

2. Soit D le point du cercle (C) tel que (ﬁ, ﬁ) = % [27t], ou k est un relatif et soit d I'affixe de D.

a. Quel est le module de d + % . Donner un argument de d + %
3iV3
.

b. En déduire que d = % +
1+2ia 1 3iV3

¢. Déterminer un réel a vérifiant I'égalité e 2T
. s . . 1+2i m-—1
3. Soit x un réel non nul et M le point d affixem = P On poseZ = ——

Calculer Z et en déduire la nature du triangle AIM.

4. Soit N un point, différent de A, du cercle (C) et n son affixe.
Démontrer qu'il existe un réel y tel que n = %
Corrigé

42



1+4i (1+4)(1+20) 1+2i+4i—-8 7 6.
1. 07’la:b= - = - — = = ——4—1.
1-2i (A-20)1+20) 5 5 5

Le point B appartient au cercle (C) si, et seulement sj, BK = IK = % =1,5.

>
P
o
=

' 225
Or,onsaltque.BK—lzK—ZBI—|——+———l| |10 = , 10 __ ’10 10~ L5

Donc le point B appartient bien au cercle (C).

2a Ona: |d +§| = |d - (—%)| =|zp—zx| =KD =15 carKestunpointdu cercle (C).
D‘autre part ona: arg (d + ;) (u KD) (KI KD) == 271]

b. En vertu de la question précédente, il devient Iégitime d écrire :

d+1_3ig_3( n+.,n)_3 1+\/§, _3+3\/§,
s =gei=glcosstising)=-{s+i)=7+——L
Et it btient d—3+3\/§' 1_14-3\/§
par suite,on obtient: d = - +— —i—> =7 2!
) . ) 14+2ia 1 3V3.
c. Détermination du réel a tel que — ==+ —1:
1—ia 4 4
Ona:
1+2ia 1 3V3
1" ia =Z+Tl4:>4(1+21a)—(1—1a)(1+31\/_)
& 4+ 8ia =1+ 3iV3 —ia+ 3aV3
& 4+ 8ia=1+3aV3+ (3V3 - a)i.
- 3
(:){1+3a\/§—4‘:}a=£'
3V3—a=8a 3
1+ 2ix . . .
3 Caleulde 7. 7 m—-1 =3 1 1+2x—1-ix 3ix .
. a H = = i = = —= .
m+2 1+21x_i_2 14 2ix+2-2ix 3
1-—ix

s
Donc: |Z| =|x| et arg(Z) =3 [7].

m-—1 Zy — Z; —_—
On remarque que: arg(Z) = arg (m—+2) =arg (z ~ ) = (AM,IM) [2n].
M~ Za

—_— —> T
On en déduit donc que : (AM, IM) =3 [m].

Donc le triangle AIM est rectangle en M et par suite le point M appartient au cercle de diamétre [IA], en

l'occurrence au cercle (C).

4. Il s’agit de montrer que pour tout point N de (C), distinct de A, d’affixe n, il existe un réel y tel que :
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142y

1—iy’
1+ 2iy
1—iy

Ona:n= on(l-iy)=1+2iye=oyQRi+ni)=n-—1.
n-1  n-1
in+2) ht 2

7
[l reste a établir que le nombre y est réel. Dans ce cadre,on sait que : yréel # 0 & arg(y) = 0 [7].

Comme 2i+ni#0(n =+ —2)alors:y =

Siy = 0 alorsn = 1 c'est-a-dire queN =1 € (C)

) =arg(—i) +arg (n_—l) = —g+ (Fv’,m’) [r].

n—1
Siy # 0 alors,on peut écrire: arg(y) = arg <= —i ——

n+2

Or comme N appartient au cercle (C) (ici distinct de A et I) alors (W, W) = g [7] et par suite y est réel car on a
abouti aarg(y) = 0 [m].

Exercice 41 L. , . s . S s
1l y a un proverbe chinois qui ne dit rien. Il m’arrive de le citer quand je n’ai rien 4 dire...

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormal direct (0,14,V), on considére trois points A, B et C
daffixes respectives a, b et c et H le point daffixe a + b + c. On suppose, dans tout l'exercice, que les trois
nombres a, b et c vérifient : |a| = |b| = |c|.

Le but de I'exercice est de montrer que H est le point d’intersection des trois hauteurs du triangle ABC.

1a. Soitw = bc — bc.

Exprimerw a laide de w. En déduire que w est un nombre imaginaire pur, ou nul.

— b+c
b. Montrer a l'aide de la question a.que: (b +c)(b—7¢) et =

sont des nombres imaginaires purs, ou nuls.

Z.a. Exprimer, en fonction de a, de b et de ¢, les affixes des vecteurs AH etCB.

b. Utiliser les questions 2.a. et 1.b. pour montrer que la droite (AH) est la hauteur passant par A du triangle ABC.
¢. Expliquer, sans calcul supplémentaire, pourquoi H est le point d’intersection des trois hauteurs du triangle
ABC.

3. Placer les points A, B, C et H dans le plan dans le cas suivant :

a=vV3+i, b=-1+iV3, «c¢=-V/2-iV2.

Corrigé

1.a Le conjugué d’'un produit étant le produit des conjugués, on obtient :w = bc — bc = bt — bc = —w.

Donc w est imaginaire pur, ou nul.

b. On a, en tenant compte de |b| = |c| et donc de bb = cC, les égalités successives suivantes :
(b+c)(E—E) = bb — bC + bc — ¢ = bc — ¢t = w.

Donc (b + ¢) (E - E) , 6tant égal a un imaginaire pur, est imaginaire pur ou nul.
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b+c_(b+c)(m)_(b+c)(5—5)_ w
b—c (b-c)(b-c) G-c)(b-c) Ib—cl*

w

De méme, on peut écrire :

. . o b+c . o
Commew € iR et|b —c|* € R alors est imaginaire pur et doncE est un imaginaire pur.

|b—c|?
2.a. Le point H a pour affixea + b + c, donc le vecteur AH a pour affixea + b + c — a, soith + c. Le vecteurCB a
pour affixeb — c.

b+c Y,
b. En supposant b + ¢ # 0,on peut écrire : arg (m) = (CB,AH) [2m].
Or, comme % est imaginaire pur non nul alors arg (E) =§ [], et donc les vecteurs AH et CB sont

orthogonaux. Cela reste également vrai sib + ¢ = 0, A et H étant confondus dans ce cas.

Les vecteurs AH etCB étant orthogonaux, le point H appartient a la hauteur issue de A du triangle ABC.

c¢. En permutant les réles des sommets, et en utilisant le nombre complexe Z—:, on montrerait que celui-ci est
Imaginaire pur, ce qui assure l'orthogonalité des vecteurs BH etCA. Le point H appartient alors a la hauteur issue
de B du triangle ABC, et est ainsi I'orthocentre du triangle ABC.

3. Pour placer les points A, B et C, on peut remarquer que :

.TT 2T .3
a=+V3+i=2e'%, b=—-1+iV3=2e5, c=—V2-iV2=2e""%.

i Exercice 42 Le fleuve fait des détours parce que personne ne lui montre le chemin.

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormal (0,U,V) on porte les points A, A, B et B’ d’affixes
respectives 1, —1, i et —I.

A tout point M d'affixe z, distinct de O, A, A, B et B’ on associe les points M; et M» d’affixes respectives z; et z, tels
T

que les triangles BUM1 et AM2M soient rectangles isocéles avec : (M;B,M;M) = (M,M,M,A) = 2

1. a Justifierles égalités : z —z, = i(i —z,) et 1—2z, =i(z—z,).

14 1—i
> (z+1) et z,= 3

2. On se propose dans cette question de déterminer les points M pour lesquels le triangle OM;M; est équilatéral.

a. Montrer que OM; = OM, < |z + 1| = |z +i|. En déduire I'ensemble A des points M tels que OM, = OM, et

tracer A sur la figure jointe.

b. Montrer que OM; = M\M, < |z + 1|?> = 2|z|%. En déduire I'ensemble T des points M tels que OM; = MM,

et tracer I sur la figure jointe.

c. En déduire les deux points M pour lesquels OM;:M: est un triangle équilatéral et les placer sur la figure.

3. a. Quelle relation peut-on en écrire entre z, etz, si OM;M: est un triangle équilatéral ?

b. Vérifier que z, et z, peuvent s’écrire: z, =
1 2 1

(z+1)

T 7T T LT
b. Déduisez — en que z est alors solution: e "2(z+i) =e'12(z+ 1) et e 4(z+i)=e '12(z+1)
c. Déduisez-en les affixes z des points M répondant a la question 2.

y M,
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Corrigé
1.a. On sous-entend 4 travers les données que :
— La rotation de centre M; et d’angle™ / o transforme le point B en M, ce qui s'écrit entre les affixes :
z—2zy=1i(—zy)
— La rotation de centre M, et d’angle™ / o transforme le point M en A, ce qui s’écrit entre les affixes :
1—2, =i(z — zy).

b. Ona:
L . . 1 1+
z—zl=L(l—zl)4:>z—zl=—1—lzl<:>(1—1)21=Z+1<=Zl=1_i(z+1)= > (z+1).
1-1
On établit de maniére tout a fait analogue que : z, = > (z+10).
Mi

M2

2. a. L'équivalence OM, = OM, < |z + 1| = |z + i|

1+ 1—1i
0M1=0M2<:>|zl—0|=|zz—0|(:>| . (z+1)|=| _ (z+i)|
1+ 1—1i
<:>|T|xlz+1|=|T|x|z+i|<:>|2+1|=|z+i|
1+i|_ 1—ip V2
car 2 = 2 —2

L’ensemble A des points M tels que OM, = OM, est la médiatrice du segment [A'B'] avec A’(—1) et B'(—i).
b. L’équivalence OM, = M\M, < |z + 1|? = 2|z|?

1+ 1—-1i

1+
1) —
3 (z+1) >

2

0M1=M1M2(:>|21|=|zz—21|(:>| (z+1)|=| (z+10)

V2 1 o o
@7|z+1|=E|z+1+lz+l—z—L+Lz—1|=|z|<:>|z+1|2=2|z|2.

Déterminationdel’: M € ' OM; = M\M, & |z + 1|2 = 2|z|?.
En posantz = x + iy avec x et y réels, on peut prolonger les équivalences :

Mers |z+12=2zP o (x+1)?+y?=2(x*+y?) o x?*+y?—-2x—1=0.
On a aussi : x2+y2—2x—1=0<:>x2—2x+1+y2=2<=>(x—1)2+y2=(\/§)2<=>AM=\/§.

Donc I est le cercle de centre A et de rayon2.

c. Le triangle OM;M; est équilatéral lorsque OM, = OM, et OM; = MM, c’est-d-dire si le point M est a
l'intersection de I et de A.

Les ensembles I et A se coupent en deux points car [AB] est un rayon de I et A est la médiatrice de [AB). Donc il
existe donc deux points solutions.

LT .TT
3.a. Sile triangle OM;M; est équilatéral alors, selon I'orientation, ona: z, = e'3z, oubien z, = e '3z,.
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LT
. PN , +i=
Soit de maniére condensée : z, = e*3z,.

14 1—-i
b. Les deux égalités établies ala question 1.b: z; = > (z+1) et z,= > (z+1)
peuvent étre réécrites de la facon suivante :
LT LT LT LT
Vze's P V2t e
Z1 = z+1)=—+ et z,= z+i)=——(z+1).
=D =G D e =D =D
.TT
En remplacantz, et z, par ces valeurs dans I'égalité z, = eﬂ?Zl, on obtient :
T LT . T, T
A m e < S
—G+i)=eMIx—=@Z+1)=——7—(z+
V2 V2 V2
7T . T T
ez — e "2 e 1z —je "2
Soit apres simplification et isolation de z,les deux solutions: z=———— , z=—F—F
e 't —e'12 et —e'12

i Exercice 43 La bonne volonté raccourcit le chemin.

On considere un cercle de centre O et trois points A, B et C de ce cercle. On désigne par A, B’ et C’les images
respectives des points A, B et C par la rotation de centre O et d’angle ”/ 3

Soient U, V, W les milieux respectifs des segments [A’B], [B'C] et [C'A]. Démontrer que ces points sont les
sommets d’un triangle équilatéral.

Corrigé
Prengns un cercle trigonométrique (le raisonnement et les résultats sont identiques avec un cercle « normal »)
sur lequel nous prenons les trois points A, B et C d’affixesa = e'®, b = e'f et ¢ = e?.
Par la rotation R de centre O d'angle ”/ 3 les points A, B et C sont transformés en A, B’ et C’ d affixes :
a = ei(‘Hg), b = ei(ﬁ+§) et ¢ = ei(y%).

Les milieux U, V, W de [A’B], [B'C] et [C’A] ont pour affixes respectives :

u= l(a’ +b) = 1(ei(‘“%) + eiﬁ) ;

2 2 ’
v= %(b’ +¢) = %(ei(ﬁ%) + ei’/);
w= %(c’ +a)= %(ei(”%) + eivf)_

Pour montrer que les trois points U, V et W forment un triangle équilatéral il suffit par exemple, de prouver que :

VU _ g
w—u
Ona:
. T . . ya . . .
v—u (el(bur?) + e”’) - % (el(a+3) + elﬁ) e‘%eiﬁ + el — elgei“ —elf
= ) ] =7 N3
w—u (el(ﬁ%) + ei“) —%(el(‘”%) + eiﬁ) e'Belr 4 el — p'3eia — oiB

On s‘attend a avoir :

v—u g ) v—u b
3 ou bien 3
w—u w—u

Ce qui se traduit par :

LT .TT
v—u=e3(w—-u) oubien v—u=-e 3(w—1u).
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T T T TN ) . B3 . T
Ona:e 3(w—u)=e 3 [el§e”’ + (1 - 615) el® — elﬁ] =e + (e_‘§ - 1) el® — e '3elB,

Or on sait que :
e 3 1= <l—i§>—1 = —1—i§= —<1+i§> = —¢3
2 2 2 2 2 2
—e“'g=—(l—iﬁ>=—1+i§—<l iﬁ>—1—eig—1
2 2 2 2 2 2

o . m T 3 o E
Dou: e 3(w—u)=e"+ (e '3 — 1)6‘“ —e '3elf = (el3 - 1)6‘3 +e —eZe® =p—y

Donc le triangle UVW est bien équilatéral.

i Exercice 44 Avec du temps et de la patience, les feuilles de miirier se transforment en robe de soie.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0,4, V) (unité graphique : 4 cm).

. ) . 1 .3
On donne les points A et B d’affixes respectives 1 eto—1i g .

Pour chaque point M du plan, d affixe z, on désigne par M, d'affixe z,, Iimage de M par la rotation de centre O et
d’angle g, puis par N, d’affixe z,, I'image de M, par la translation de vecteur —u.

On note T la transformation qui, 4 chaque point M, associe le point N.

1. a. Démontrer que z' = ez — 1.

b. Déterminer I'image du point B.

¢. Montrer que T admet un unique point invariant dont on précisera l'affixe.

2. 0On posez = x + iy, avec x et y réels.

a. On prend z # 0 ; calculer la partie réelle du quotient? ’/ » en fonction de x et de y.

b. Démontrer que I'ensemble (1) des points du plan, tels que le triangle OMN soit rectangle en O, est un cercle
dont on précisera le centre et le rayon, privé de deux points. Tracer (T ).

3. Dans cette question, on posez = 1 + i et soitles pointsE(1 + i) etF = T(E).

a. Vérifier que E € (1" ) et placer E et F sur la figure.

b. Calculer|z'| et I'aire du triangle OEF en cm?

Corrigé
LT
1. a. L’expression complexe de la rotation de centre O et d ’ang/eg est: z, = e'3z et celle de la transilation de

.TT
vecteur—i estz' = z, — 1. Donc par composition de Ia rotation et de la translation, on obtient:z' = e'sz — 1.
.TT .TT .TT
b. Ona:zg = % — i? = e~ '3. Donc l'affixe de B, imagede Bpar T, estzy =e'3e '3 —1=1—-1=0.

L’image du point B est le point O.
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.TT
¢. Un point M(z) est invariant par T si, et seulement, siT(M) = M c'est-a-direz = e'3z — 1.

T T 1 -1 1 \/§ 2T
z=el§z—1<:>z(1—eli)=—1<:>Z<1———i—>=—1<=>Z=—=———i—=e_’T.

iz 'z

L2TC
Donc T admet un seul point invariant C d’affixee™"s .
Z.a. On a, en considérantz = x + iy, avecx et y réels :

LT
Z’ eL§Z_1 l’E 1 l’E 1 1 \/§ x—ly 1 X <\/§ y )
—_— = =3 —-——=¢3 =—=—41— == .

_ - _ - _ +il X2
z z z x+iy 2 2 x24+y2 2 x?24y? !

z' 1 x
Donc: Re (—) =——

z 2 x%+4y?

Z, (9

L, — T
b. Ona: OMM’ rectangle en 0 & (OM, OM’) =5 [7] & ~ imaginaire pur # 0 &

1 x
Le probleme revient donc arésoudre l'équation: - — =0
2 x*+y?
Ona: 1—L=O<:>xz+y2—2x=0<=>x2—2x—i-1+y2=1<=>(x—1)2+y2=1
T2 x24y? '

Donc le point M appartient au cercle (T ) de centre A(1) et de rayon 1.
Dautre part le triangle OMN n’existe que si M = 0, N # 0 et M #= N. Les deux identités N =0 et M = N

correspondent respectivementaM = B etM = C. Seul le point B appartient au cercle (T").
Donc I'ensemble (T ) des points M pour lesquels le triangle OMN est rectangle en O est le cercle (1" ) privé des
deux points O et B.

y
N
F.
o M
‘ 0l0 1 x
c 1 B
3 Onaz=1+i=+2e%s.
a. On remarque que : \zg — z4| = |z— 1| = |i]| = 1 c'est — a — dire que AE = 1. Donc E est sur le cercle (T ).
b. Ona:
|/|_|i% 1|_ 1+.\/§ (1+) 1_1+.\/§+_1 \/§ 1| = 1+\/§+.1+\/§
Z'| =|e3z =zt i =z tig Tz = > i—
1+v3\" [1+V3)\ 1+v3\" 1+vV3 1443
2 2 2 2 VZ
Comme le triangle OEF est rectangle en O (carE € (I') \ {0, B}) alors, en unité d’aire :
1++3
, OE x OF |z| x || ‘/Ex—@ 1443
Aire(OEF) = > = 5 = > =—

1++3
Soit,en cm?: Aire(OEF) = X 4cm x 4cm = 8(1 + V3) em?.
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i Exercice 45 Le poulailler reste un palais doré pour le coq, malgré la puanteur des lieux.

Le plan complexe est rapporté a un r.o.n.d (0; U, V). On considére le point A d’affixe 1 et, pour tout8 de [0, 2], le
point M d’affixez = e, On désigne par P le point d‘affixe 1 + z et par Q le point daffixe z*.

1. A partir du point M, donner une construction géométrique du point P et une construction géométrique du
point Q. Les points O, A, M, P et Q seront placés sur une méme figure.

2. Déterminer l'ensemble des points P, pour 8 appartenanta [0, 27].

Tracer cet ensemble sur la figure précédente.

3. Soit S le point d'affixe 1+ z + z?, ot z désigne toujours l'affixe du point M. Construire S, en justifiant la
construction.

4. Dans le cas ou S + 0, tracer la droite (0S). Quelle conjecture apparait, relativement au point M ?

1+ z + z2
Démontrer que le nombre — est réel, quel que soit Gappartenant a [0, 27].

Conclure sur la conjecture précédente.

Corrigé
1. Soit zp etz les affixes respectives des points P et Q. Par hypothése : zp = z + 1 ce qui équivaut 4 la relation
vectorielle MP = i autrement dit, P est limage de M dans la translation t de vecteuri. D’autre part, on a :

0Q =0M
(@,00) = 2(@,0M) [2x]
Ainsi, le point M étant fixé pour déterminer le point P 4 l'aide de la régle non graduée et du compas il suffit de
tracer le parallélogramme dont deux cotés consécutifs sont donnés paru et [OM].
Pour déterminer ensuite le point Q on trace le cercle de centre O et de rayon OM = 1, cercle auquel appartient
également le point Q; puis a l'aide du compas on reporte la longueur AM de I'autre c6té de M par rapport a 4, Q
ayant une position symétrique de celle de A par rapport a M.

— 52 — 52
Zp =2 <=>ZQ—€ @{

y S

2. Lorsque 0 décrit I'intervalle [0,2rf le point M décrit le cercle C de centre O et de rayon 1. Donc I'ensemble des

points P, obtenus en faisant varier M sur ce cercle, est Iimage de C par la translation t c’est-a-dire le cercle C’ de

centre A = t(0) et de méme rayon que C soit de rayon 1.

3. Soit zg l'affixe du point S.

Par hypothése, on a: zg= 1+ z + z* . On sait que: zg=1+ z + z? & 0S = 0P +w. Donc pour

déterminer le point S, il suffit de compléter le parallélogramme dont deux cétés consécutifs sont [OP] et [0Q].

4. On peut observer sur la figure que le point M semble situé sur la droite (0S).

Le point M ayant pour affixez = e'®, M est distinct de O et z est non nul.

Donc on peut considérer le rapport :
1+z+2% 1+e' + %9

7 = ol0
1+z+2°2

=(1+ef+e?0)et =e @ +1+e% =1+2cos0.

On en déduit que

est réel quel que soit le réel 6 dans l'intervalle [0,2rf, ce que I'on peut encore écrire :
1+z+2°

z
=k,ouk € R.

z
Ceci qui peut s’écrire encore : 1 + z + z*> = kz, ouk € R.

Cette derniére relation s’écrit vectoriellement 0S = kOM et traduit la colinéarité des vecteurs 0S et OM et donc
l'alignement des points O, M et S.
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i Exercice 46 Aussi haut qu'un oiseau vole, il finit par se poser.

SoitZ[i] ={a +ib; a,b € Z}. Les éléments deL[i] sont appelés les entiers de Gauss.

1. Montrer que sia et sont dans’Z[i] alorsa +  etaf le sont aussi.

2. Trouver les éléments inversibles deZ[i], cad les éléments a € L[i] tels qu’il existe § € Z[i] avecaff = 1.
3. Vérifier que quel que soitw € C, il existe a € Z[i] tel que|w — a| < 1.

4. Montrer qu’il existe sur’Z[i] une division euclidienne, c’est-a-dire que, quels que soienta et [ dansZ[i] il
existe q et r dans Z[i] vérifiant :a = bq + r avec|r| < |b|.

a
(Indication : on pourra considérer le complexe E)

Corrigé

1. Soita, 3 € Z[i]. Notonsa = a+ib et = c+id aveca,b,c,d €.

Alorsa+ =(a+c)+i(b+d)eta+c €Z,b+d €Z donca+ f €Z[i].

De méme, ona aff = (ac — bd) + i(ad + bc) etac — bd € Z, ad + bc € Z doncafS € Z[i].

2. Soita € Z[i] inversible. Il existe donc B € Z[i] tel queaff = 1. Ainsi, a # 0 et % € Z[i].

Remarquons que tout élément non nul de'[i] est de module supérieur ou égal a 1 :
Eneftetvz € C,|z| = sup(|Re(2)|, |Im(2)]) etsiz € Z[i] \ {0}, sup(|Re(2)|, |Im(2)]) = 1.

. 1
Sila| # 1 alors|al > 1 et|;| <1.
On en dea’u1t|;| = 0, ce qui est impossible. Ainsi|a| = 1, ce qui implique a € {1; —1; i; —i}.
Réciproquement, on vérifie que les inverses de1,—1, i et — i sont respectivement1,—1,—i et i.

Les éléments inversibles deZ[i] sont donc1,-1, iet —i.
3. Soitw € C. Notons w = x + iy avecx,y € R. soit E(x) la partie entiére de x, i.e. le plus grand entier inférieur

ouégalax:E(x) Sx<EXx)+1.Six <E(x) +%, notonsn, = E(x), et six > E(x) +%, notonsn, = E(x) + 1.
n, estle ou l'un des nombres entiers, s’il y en a deux, le plus proche de x : |x — n,| < % Notons n,, I'entier
associé de la méme maniére a y. Soit alorsa = n, +1i.n,.

Onadonc:a € Z[i] et|lw — al?> = |x —n.|? + |y — ny|2 < i+i = %.D’OL‘I.' lw —a| < 1.

4. Soita,f € Z[i], avecf # 0. Soitalors q € Z][i] te]que|%— q| < 1. 5oitr = a — fq.

Comme a € Z[i] et Bq € Z[i], r € Z[i]. De plus, on a |%| = |%— q| < 1etdonc|r| < |b|.

i Exercice 47 Le poisson a confiance en l'eau et c'est dans I'eau qu il est cuisiné.

On considére le nombre complexez = e'® avec  €R, z# —1 et z+ 1.
1. Déterminer, en fonction de 6, le module et un argument de chacun des nombresz + 1 etz — 1.

oun € N*,

I
2.0 6 =
n suppose que T

2n
. Montrer que: Z(—z)k =
k=0

@ 14z
b. En dédui D1 >
n déduire que: |1+ z| = 17 n
P eos (3)] = 7
c. Prouver que: |cos N2 T3,
3.0 0<B<m. 0 _2e+D)
. On suppose que : . npose.u—(z_l)2
Mont — z+1
a. Montrer que : u = -1

Puis déterminer, en fonction de 8, le module et un argument de u.
b. On considére, dans le plan complexe, 'ensemble (I') des points M d’affixe u lorsque 0 décrit]0,m|.
Ecrire I'équation cartésienne de (I') puis déterminer la nature de (I'). Construire (T').

Corrigé
1 Ona:

, 0/ 6 0 O\ 6
z+1=eP +1=¢'2 (el? + e_’f) = 2cos (E) e'z

) 0/ 0 0 O\ .0 0\ (0.7
z—1=e —1=¢'2 (el? - e_’f) = 2isin (E) e'z = 2sin (E) el(2+2)
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Donc :
|z+ 1] = =2 cos (g)

0

|z+ 1] =2cos (=

— 87 cos( )> 0 alors o (2) et si cos( )< 0 alors 0
3 [2 arg(z+1)=;+rt [27]

arg(z+1) = 7]

|z—-1| = sm(g) |z—1|=—25in(2)
- S sm( ) > 0 alors 0 nz et si sm( ) < 0 alors
arg(z—1) = >t3 [27] arg(z—1) = + = [2n]
n 1— (=z)2n+1 o
2.a. On sait que : Z(—Z)k = 11z et comme 2n + 1 est impair et que z = e'T+2n alors :
k=0 z
2n+1 2n+1 ( i )2n+1 2mi 1
(_Z) = —z = —(e1+2n = —e = —
2n
t ite : -2) =
et par suite ;( z) T2

|1+Z|

b. L’égalité précédente conduit a I'égalité des modules : Z( z2)¥| =

Z( —2)* Z|—z|k Zl—Zn—i—l

2
D’ou linégalité : |r| < 2n + 1.Ce qui peut s'écrire également: |1+ z| >
z

Or,on sait que |—z| = 1 et que:

1+2n’

o , o\ 2 b e s
¢. Onsaitdaprés la question 1. que:1+ z = 2 cos (E) e'z. Donc tenant compte de I'égalité

0

conclure: |1+ z| = 2 |cos (E

3. On suppose que 0 < 6 < m.
a. Comme |z| =1,0na z = i et donc on peut transformeru de la facon suivante:

0
e‘2| =1, on peut

0 2 0 1
& : —| > [ —| >
)| ,et par Consequent 2 |COS (2)| =1+ 2n soit |COS (2)| =1+2n

__E(E+1)_%(%+1)_ z+1
u_(E—l)Z_ (1_1)2 _(2_1)2

Z

- L o\ ¢ .oy 2 —
En utilisant les égalités: z+ 1 = 2 cos (5> ez et z—1=2isin (;) e'z On peut transformer u :

—_ 2cos (g) eig _ 2 cos (%) eig _ _l cos (g) e—i? _ cos (g) ei(”—g)
(Zi sin (%) ei%>2 —4sin? (%) et? ’ sin (g) 2 sin (g)
0 (4 0
Et donc par conjugaison: u = @ei(”_% = Mei(_m% = @ei(m%
2 sin? (7) 2 sin? (7) 2 sin? (7)

( COS(%)

0 it 0<o< 0<9<n td 0>0 d’ov l|u|=2_2(9)
: =<z = : sin‘ |~

nsait que T = 2 2 e onc cos (2) , ou 2

arg(u) =n +§ [27]

b. Par définition, ona : (I') = { M(u) tel que 6 € 10,7 }. On poseu = x + iy avec x ety des réels.

0
cos (%) i(mg) 2 sin? (%) 2
De légalité u = ﬁe 2), on peut tirer : < 0 avec 0 € 10, [
2 sin (7) . cos (72 win (n N g)
2 sin? 7)
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Etcomme: cos (n + g) = —cos (g) et sin (n + g) = —sin (g) alors on peut conclure que :
cos? (%)
7N
{ 2sin? (7) avec 8 € 10, x|
0
cos (7)
2sin (g)

x <0

X =-

y==-

On remarque que x et y sont liés par la relation :3Y <0 .
2
yr=-3x

Etdonc (I') est une partie de la parabole d’équation cartésienne y* = — %x.

r

i Exercice 48 On entend le fracas des arbres qui tombent, mais pas le murmure de la forét qui pousse.

1. Résoudre dans C I'équation (E) : z* — (29%1 cos 0)z + 22 = 0, 040 est un réel quelconque donné.

2. Soit A et B les points images des solutions de (E) dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé
(0; 4, ). Déterminer les valeurs du paramétre 0 pour lesquelles le triangle OAB est équilatéral.

Corrigé
1. Résolution de I'équation (E) : le discriminant Ay de I'équation (E) est
Ao= (20+1 cos 0)” — 4e20 = 220+2(cos? 9 — 1) = (20*1 x i sin 6)”.
Donc§ = 29%1 x i sin @ est une racine carrée de Ay et par conséquent les solutions sont :
_ 2% cos 0 + 2" x isin6

Z = > =29%cos 0 +isinf) =29 x et?;
2% cos 0 — 2% xisin® . 0 i
Z, = > =2Y%(cos @ —isinfB) =2% x e,

2. Déterminons les valeurs de 0 pour lesquelles le triangle OAB est équilatéral :
De prime abord, on remarque que le triangle OAB est isocéle de sommet O car :
0A=0B = |29 xe®®| = |29 x 70| = 2°.

Donc le triangle isocéle OAB est équilatéral si, et seulement, si : (m ﬁ) =+ g [2m].
Or on sait que : (04, 0B) = arg (i—l) =arg(2% xe®®) —arg(2% xe™¥) =0 — (-6) = 20 [2n].
2

Donc le triangle OAB est équilatéral si, et seulement, si : 260 = + g [2m].

0 T
Soitenfin:9=—€+k7r ou 9=g+kn avec k € Z.

Exercice 49 Théoréme du pistonné : « Tout protégé de la Direction plongé dans une entreprise subit une
poussée de bas en haut au moins égale au volume d'incompétence déplacé. »

Soit0 un nombre réel. Pour tout nombre complexe z, on pose :
P(z) =23+ (1 +3ie?)z? + [1 +i(1 + 3e'9)]z + (3i — 3)e™®.
1. Vérifier que le nombre z, = —3ie'® est une solution de I'équation (E) : P(z) = 0.
2.a. Déterminer deux nombres complexes a et b tels que :Vz € C, P(z) = (z + ?;ie"‘g)(z2 +az +b).

b. Soitz, etz les deux solutions de z* + az + b = 0. Déterminer z, et z5.
3.a. Ecrirez,, z, et z3 sous forme trigonométrique.
b. Onpose® =7/,

Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe : a = z7 + z3 + z3.
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Corrigé
1. On vérifie facilement que z, = —3ie' est une racine de P(z) c'est-a-dire que : P(—3ie'?) = 0.
Z.a. Détermination de a et b: Comme P(—Sieie) =0 alors le polynéme P(z) est divisible par z + 3ie'?,
autrement dit il existe deux nombres complexes a et b tels que :Vz € L,P(z) = (z + 3ie??)(z% + az + b).
Ainsi,ona:P(z) = z° + (a + 3ie®®)z? + (b + 3iePa)z + 3ieb.
Par identification des coelfficients, on déduit que :

a+3ie? =1+ 3ie'?

b+3ie?a=1+i(1+3e")
3ieh = (3i — 3)e®
Z: 11+ ; .Donc:Vz € L,P(z) = (z+3ie®)(z2 +z+ 1 +0).
b. Détermination des deux autres solutions z, et zs de I'équation (E) :
P2)=0& (z+3ie?) (22 +z+1+i))=0=z+3ie? =0 ou z22+z+1+i=0.

Résolvons I'équation (A) : z* +z+ 1+ i = 0.
Le discriminant vaut A=1—4(1+i) = -3 —4i =1-2(2i) + (2)? = (1 — 2i)2.

Soit enfin : {

S . —1-(1-2i) . “1+(1-2)
L’équation (A)admet les deux solutions: z, = — = —1+4+i et zz= — = —I.
Donc I'équation (E) admet les trois solutions : z, = —3ie®, z, = -1+, z; = —i.

3.a. Mise sous forme trigonométrique des nombresz,,z, et z; . Ona:
I L i(3F+0) 3n . (3m
zy = —3ie'” =3e2e'Y =3e\2 =3[cos<7+9)+15m<7+6)];

V2 V2 3m 3 3
Zy, = —1+i=V2(-——+i— =\/§elT=\/§<cos—+isin—);
2 2 4 4
L iSTn— 37T+,'31T
z3=-l=e2 =cos—+isin—_-
b. Onpose® =T/, .Ona:
3w w15 37115 3175
a=z7+7z5+25 = [361(T+ﬁ)] + [\/EelT] + [e‘T] ;
(15 1 .15 .15 . T T
@ =35(242) 4 4yZel T 4+ e 7 = 35T 4 2o T + o717
VZ Az
a—35+4\/§<7—i7>—i=247—51

i Exercice 50 Méme 4 sec, la riviére garde son nom.

1. Soit6 un réel de l'intervalle [0, g]

a. Résoudre dans C l'équation (E) : z* — 2i(cos 8)z — cos 20 = 0.

b. Discuter, suivant les valeurs de 0, le module et un argument des solutions z’ et z” de I'équation (E).
¢. On considére dans le plan complexe les points M’ et M” d affixes respectives z’ et z”.

Déterminer les lieux des deux points M’ et M” quand 6 parcourt l'intervalle [0, g] .

2. Donner les formes algébriques de z’ et z” dans le cas particulier 0 = £

Corrigé
Ag= (—2icos 0)? — 4(—cos 20) = —4 cos? 0 + 4 cos 20
= —4c0s?0 + 4(cos? 0 — sin? §) = —4sin? 0 = (2i sin 6)2.
Donc le nombre § = 2i sin 0 est une racine carrée de Ag.
L’équation admet deux solutions :z' = i(cos 0 + sin0) et z'" =i(cos6 — sin0).

1.a. Le discriminant de I'équation (E) est : {

v oow (12| =il X |cos 6 + sin O] = |cos 6 + sin 0|
b. (1 Calcul des modules de z’ et z” : {|Z"| = |i] x |cos 8 — sin 0] = |cos 6 — sin 6]
(2) Calcul des arguments :
V2 V2 T 3 T
Ona: cos@ +sinf = \/E(TCOSB +75in0> = \/E(COSZCOSH + sinzsine) =2 cos (9 —Z)

V2 V2 T T T
Et cosG—sin6=ﬁ<—6059—7sin9 =\/§(coszcos«9—sinzsin9)=\/§cos(6+z)

2
|z'| = V2 cos (9 —%)

— Comme 0 € [O,E] alors9 —Z € [—E,E] et par suite : cos (9 - E) > 0 et donc:
: el ‘ arg(z)) =2 [2n]

4
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— Dautre part, on a également :
|| =2 cos (9 + g)

e Sif € [O,E[ alors 9 +> € [E,E[ et donc cos (0 + E) > 0.Par conséquent :
4 4 42 4 arg(z”) :% [Zﬂ]

o Sif =§ alors|z"| =0 z”n’a pas dargument.
ne_ _ n
|z"| = v2cos(9+4)

e Sif € ]E,E[ alors @ +Z € ]E,E[ et donc cos (9 + E) < 0.Par conséquent :
472 4 4°2 4 arg(z”) — _g [277.']

¢ Les lieux des points M'(z") et M”(z”) :
Les égalités :z' = i(cos O +sin0) et z'" =i(cosO — sin0) se transposent sur les vecteurs par:
M' = (cos0 +sinB)V et OM'" = (cos — sinB)v
ou O est l'origine du repére etV est le vecteur unitaire de I'axe des ordonnées.
Il reste a savoir dans quelles fourchettes de valeurs varient les quantités : cos 0 +sinf et cos6 —sin®8.

Pour cela, on pose pour tout € [ ] f(0) =cos —sinf et g(0) =cosB +sinb.

Les fonctions f et g sont dérivables sur [0, E] etona:f'(0) =—sinf —cos@ et g'(0) =—sin6 +cosh.

T T
T T < 0si [Z,E]
On remarque que : V0 € [0,—], (8 =—g(6) <0 et g'() = f(B) =V2cos (0 +—) e
2 Yz 0si o]
4
Donc on déduit que :
— La fonction f est strictement décroissante sur[ ] etdonc f(0) varie de f ( ) =—-1af(0) =1

— La fonction g est strictement croissante sur [0,%] et décroissante sur [Z’ﬂ et donc g(0) varie de g(0) =

o(9)=130()= 2
Conclusion :
Le point M’ décrit le segment [AB)] avec A(—i) et B(i).

Le point M” décrit le segment [BC] avec B(i) et C(i\/f). Y
c
2. Formes algébriques de z’ et z” dans le cas ou 0 = L
2 sl
=i(cos 0 + sin0) = iv2 cos (0 + Z)
. . —_ n
= i(cos 0 — sin 0) = iV2 cos (6_Z>' |
Sil'on pose8 = i—’; on obtient : ' x
1 V2
l\/_COS( + ) l\/_COS< ) l\/_COS( ) i\/i(——)=—i—.
12 3 2 2 Al
St mw V3 V6
l\/_COS(E——) l\/_COS( ) l\/_COS( ) Lﬁ<7>—17.
i Exercice 51 Celui qui désire la pluie doit aussi accepter la boue.
Soit u un nombre complexe non nul et j le nombre complexe défini parj = — % +1i g On pose :

} u=re?, z,=uj et z,=ui.
1. Ecrirez, et z, sous forme trigonométrique.
z1+ z,

2. Onpose: Z =
Zy X Z,

a. Déterminer le module et un argument du nombre complexe j - i <0n prendra cos (SZ) = 2;\5)
b. En déduire une forme trigonométrique de Z en fonction der et 8.

3.a. Déterminer les valeurs de 6 pour lesquelles Z est un réel positif.

b. Déterminer les valeurs de 0 pour lesquelles Z est un imaginaire pur.

4. On considére dans C I'équation (E) : z3 — ujz* + u?z — u3j = 0.

a. Vérifier que le nombre (—iu) est solution de (E).

b. Résoudre I'équation (E).

¢. Montrer que les points images des solutions de (E) sont situés sur un cercle que I'on précisera.
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Corrigé
1. Ecriture dez, et z, sous forme trigonométrique :

. 1 V3 (21{) o (21{) 2r
_ —— _ J— ] = 3
j= > + i > cos 3 +isin 3 e

2n 21 2m
Zy=uj = re”gel 3 = =re i(6+3) = r(cos (9 +?) +isin (0 +?>)

Z; =ul = Telgelz =re (9%) =r (cos (6 +g) +isin (6 +g))

2.a. Détermination du module et d’un argument de j -i :

ona: Toio L 31 2+\/_
na: joi=-g-io—i=—g i 5
2
_ 1,2 2+ 3 1+3+4V3+4
Et donc: |j_i|2=<_§) +<— 5 >= Z =2+ /3.

Dou: |j-i| = /2+ V3.

Par conséquent, on peut se permettre d’écrire :

1 2+ V3 V2—-v3 V2443
L= /2+\/< —i >= 2+ V3| - —i .
s 2+ 3 vzt V3 2 T2

2 2

Comme on sait que :

5 2— 43 5 5 2— 3 2+ 43 5t w
cos(lz) Tet sm( )—1 cos (12) 1

571) V2 + \/§'

12 2
Au retour 4 notre nombre de départ j - i, on peut écrire :

Tt o a(es() - () = Jo 5 () s ()

_ T
Donc enfin: arg(j-i) = = [27].

b. Ecriture de Z sous forme trigonométrique en fonction de r et :

Z1+z uy+ui 1 j+i 1 i+7j)i
Atz _Wrw - g7 =—><( N —(]—L) car |ij| = 1.
Z; X 7, uzij u ij u lij|?
2+ 3

r

alors on peut déduire que : sin (

1 _ 171 1
Doncona:arg(Z)=arg(—)+arg(1—1)=—0+§ [27] et |Z|=m|]—l|=

—— -9

Et par suite: Z =

V2 ++/3 17m o (17
[cos( )+Lsm< )]
3.a. Détermination des valeurs de 6 pour]esquel]esZ € R*
On remarque tout dabord queve, Z # 0.0na:
17w
cos (E_H) =0 171

17w
+ - — [
ZER" & (1771 ) =) D 0=0[2n] © 0 12 + 2kn avec k € Z.

b. Détermination des valeurs de® pourlesquellesZ € iR :

Ona: Z€iR 17n 9)—0 7 T o 0=y o= (kez
na: 1 @COS(E— = = E— —En f—3 En’ _E T, )

4.a. Vérifions que (—iu) est solution de I'équation (E) :

Remplacons z par (—iu) dans l'expression z3 — ujz? + u?z — u3j.

On trouve : (—iu)® — wj(—iu)? + u?(—iu) —u®j = iud® + v*j — iu® —u3j = 0. Donc (—iv) est bien solution de

(E).

b. Résolution de I'équation (E) :

Déterminons deux nombres complexes a et f tes que : z3 —ujz? + u?z —u3j = (z + iw) (z? + az + B).

Aprés développement de (z + iu)(z% + az + B) et puis identification des coefficients, on obtient le systéme :
a+iu=-—-uy _ .
B+ iu=u? soit {a:iuz(l-l_])

up = —ulj B =iu
Dot enfin:Vz € C, z3 —ujz?> + u?z —u®j = (z + iw) (z? —u(i + )z + iju?).
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Alors, on a droit d’écrire : z solutionde(E) & z+iu=0 ou z?2—u(i +j)z + iju?® = 0.
Résolution de I'équationz* — u(i + j)z + iju? = 0 -
Le discriminant vaut A= (—u(i +j))2 — 4iju? = u?(i — j)2.
Donc§ = u(i — j) est une racine carrée de A. D’oul les solutions :
,_u+ ) —u(—)) o u@+pD+ul-j)
z' = 5 z" = 5 =iu
Donc I'ensemble des solutions de (E) est : S = {—iu, iu, ju}.
¢. Les points M, (ju), M, (iu) et M5(—iu) appartiennent au cercle de centre O et de rayon r car :
ljul = liu| = |-iu| =r.

=ju et

Exercice 52 Quand on a un marteau dans la téte, on voit tous les problémes sous la forme d'un clou.

1. On considére dans C I'équation (E) : (z — 1)° = (z + 1)°.
a. Montrer que si z est solution de (E) alors z est un imaginaire pur.

b. Montrer que les solutions de I'équation (E) peuvent s’écrire sous la forme :

w  km
z, = —i.tan (E — ?) avec k € {1,2,3,4}.

2. On considere dans C I'équation (E’) :5z* + 10z? + 1 = 0.
a. Résoudre dans C I'équation (E).

T 3
b. Montrer que: (E) < (E"). Endéduire les valeurs exactes de: tan (E) et tan (—)

Corrigé
1. Soit (S) I'ensemble des solutions de (E).
a Ona:
zel®) & (z-1°=(z+1)°
= |z—-1|=|z+ 1]
= AM = BM ou A(1) et B(—1)
= M(z) € med[AB] = (y'0y)
= zest imaginaire pur
Donc si z est solution de (E) alors z est un imaginaire pur.
b. Soit z;,, une solution de (E).

On dispose des équivalences suivantes : z;, € (S) & (z, —1)° = (z, + 1)°

Ze + 1\°
(zi—l) —1 (car 1€ (5)
7z, +1 2k
K —e"s, kef(1,2,3,4}
Zk - 1
o
e
=z = Y k € {1,2,3,4}
e’s —1
Zeian cos (k—)
oz = — lf’ﬂ , ke{1,2,3,4)
2ie's . sin (?>
@Zk:m’ k€{1,2,3,4}
an (g
km
&Sz, = —i.cot (?> , ke{1,2,3,4}
m  km
S oz, = —i.tan(i—?), ke{1,23,4}
2.a. Résolution de I'équation (E’) : 5z* + 10z? + 1 = 0.
On pose z* = 7. L’ équation (E’) est donc équivalente a :
{ z2=7
52°+10Z+1=0
Le discriminant est A= 100 — 4 x 5 x 1 = 80.
) ) 2V5 2V5
Donc l'équation 5Z% + 10Z + 1 = 0 admet deux solutions réelles: Z; = —1 — = et Z,=-1+ =
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25 | 2v/5

Déterminons les deux racines carrées de Z, et Z, : 7Z; = =1 — = = i1+ =
. , | 2V5 | 2V5
Donc les deux racines carrées de Z; sont: z; =i [1+ = et z,=-1 |1+ =
, . N . , | 2V5 |25
De la méme maniére, on détermine les racines carréesde Z,: z; =1 |1 — < et z,=-1|1- =
2V5 2V5 25 25
Donc l'ensemble des solutions de (E)est : (S") = i\]l + T'_i\jl + T'i\jl _T'_i 1- =
b. Soit z un nombre complexe.
Ona:zsolutionde (E) & (z—1)° = (z + 1)°
z-1°=(2+1)0° o 2°-52* +102% = 1022 + 52— 1 =2z% + 5z* + 1023 + 10z + 5z + 1
& 10z* +20z2+2=0
&5z +1022+1=0
< z solution de (E)
Donc les deux équations (E) et (E’) sont équivalentes.
Déductions :
0 . o = [ 3 . TN | 3m\ . T
n sait que: (S) = {—l. tan (E) ,—i.tan (ﬁ) Jitan (ﬁ) ,itan (E»
t 1 0<t (T[><t (37T) 0<1T<37T<T[
et que : an {7, an\7,) car 101703
En out (S) = () al t (”)— 1 2¥5 t ot (3”)— 1+2\/§
n outre, comme = alors: tan{ 5) = = e an\75) = =
Exercice 53 C'est la cendre que I'on croit éteinte qui briile la maison.
Soita un nombre réel. Pour tout nombre complexe z, on pose : P(z) = z° — 2z3 cos(3a) + 1.
1l.a. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.
b. Justifier que les solutions sont conjuguées deux a deux.
2 2km
2. Montrer que: Vz € C, P(z) = 1_[ (zz — 2z cos (a + = ) + 1).
k=0
21 4
3. En déduire que: cos(3a) = 4cos a X cos (a + ?> X cos (a + ?)
Corrigé
l.a. Résolution de I'équation P(z) = 0 dansC : On procéde par un changement d’inconnue en posantz® = t.
3=t

Donc I'équation P(z) = 0 est équivalente au systéme 'l{tz —2tcos(Ba) +1=0

Le discriminant de I'équation t? — 2t cos(3a) + 1 = 0 vaut:

A= (2cos(3a))? — 4 = 4((cos(Ba))? — 1) = —4sin?(3a) = [2i sin(3a)]?
Donc l'équation t? — 2t cos(3a) + 1 = 0 admet les deux solutions :

t = cosBa) + isin(3a) =BV et t" =cos(3a) —isin(3a) = el (390,
L’équation P(z) = 0 est par conséquent équivalented : (z° = e!G® ou 73 = ¢i(=3)

. 2km . 2km
Soit: z = el(‘“T) ou z= el(_‘HT) avec k € {0,1,2}.
, . . '(a+2k—") i(—a+m)

Donc les solutions de I'équation P(z) = 0 sont:a;, = e\*"3 et b,=e 3/ avec k €{0,1,2}.

b. L’équation P(z) = 0, étant a coefficients réels, a ses solutions conjuguées deux a deux. Plus précisément, on a :
; —  — i+ —i(—q-2T —if—qimy  — i+ 2T —i(—q+2®)  —
aozemze—l“:bo; a, =el(a+3) =e L( @ 3)=e l( a+3) =b2; a, =el(a+3) =e l( a+3)=b1_
2. Factorisation de P(z) sous la forme du produit de trois facteurs du second degré :
Le polynome P(z), étant du 6°me degré, et ay, a,, a4, a1, a,, A, Ses six racines alors P(z) s’écrit :

P() = (- @)z - T - a) - - a)z-T) = | [e-ade-m.
k=0
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Or,onsaitque: (z— a,)(z —ay) = z2 — (ap + ax)z + axay ;
2km
a, + a; = 2Re(ay) = 2 cos (a +T) et apa, =lag|* =1

) : 2km
d’ou l'égalité : Vz € C, P(z) = 1_[ (zz —2zcos (a + T) + 1).
k=0
3. Déduction de I'égalité : cos(3a) = 4 cos a X cos (a + 2?n> X coS (a + 4?")
Calculons P (i) sous deux formes :
Onad’une part:P(i) = i® — 2i3cos(3a) + 1 = —1 + 2icos(3a) + 1 = 2i cos(3a) ; D'autre part :
2

P(@) = H(iz — 2icos <a+?) + 1)

k=0

. : , 2km
=[] 25)
k=0
2m 4
P(i) = 8icos a X cos (a + ?> X COS (a + ?)
Donc, on déduit que : cos(3a) = 4 cos a X cos (a + 2?”) X cos (a + 4?”)
Exercice 54 Le savoir que I'on ne compléte pas chaque jour diminue tous les jours.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; U, V).
On considére pour tout réel @ € ]O; g[, l'équation (Eg): z*> — 2ie®z —4(1 —i)e?® =0
1. Résoudre I'équation (Eg) dans C.
2. On consideére les points A, B et C d’affixes respectives 2e® ,—2(1 — i)e'® et2ie'®
a. Montrer que pour tout 8 € ]0 ; %[, le point A appartient 4 un cercle que I'on précisera.
b. Montrer que OACRB est un parallélogramme. En déduire une construction du point B a partir de A.
3.a. Déterminer en fonction de 0, le module et un argumentde - 2(1-1i) e’
b. Déterminer I'ensemble des points B lorsque 6 varie dans ]0, g /-
4. Soit I'équation (E'9): (N2z — 1)3 =(—2+ 2i)e9z3
a. Déterminer les racines cubiques du nombre complexe (— 2 + 2 i)e
b. Soitx € 10; m|. Montrer l'équivalence suivante :

@=\/§ei" o z=g(1+ icot(;))

¢. En déduire les solutions de I'équation (E'y).
Corrigé
1. Le discriminant est A= (—Zieie)2 —4(—4(1 - De? ) = (12 — 160)e*®. Déterminons un complexe § tel que

82 = A. Pour cela, on cherchera x et y réels tels que (x + iy)? = 12 — 16i.

x?—y? =12
Ce qui donne le systéme :{ 2xy = —16 soitx = +4 et y = F2.
x%+y% =20

Donc 4 — 2i répond a la question. D’ot on peut prendre: § = (4 — 2i)e'?. L'équation proposée admet donc deux
2ie — (4 - 2i)el? 2ie + (4 — 2i)et?

2 2 -
2. On dispose des troispointsA(Zeie), B-2(1-1) em) et C’(Zieia).

a. On constate que OA = |Zei9| =2 clest-a-dire que A est sur le cercle de centre O et de rayon 2. Plus

=(-1+i)e et z,= el?

racines: z; =

précisément, le point A décrit le quart de cercle EF privé de ses deux extrémités E(2) et F(2i).
b. On a zg;=2e" et zz = 2ie® +2(1—i)e'® =2e® et donc OA=BC et par suite OACB est un
parallélogramme. On peut donc construire B comme étant le symétrique de A par rapport au milieu de [0C].

3a 0nal|-2(1-0e"| =2v2etarg(-2(1-e?) =n —g-i- 0= %” + 6 [2n].
— 3
b.On peut déduire de la question précédente que: OB =22 et (% 0B) = + + 0 [27]
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L’égalité OB = 22 signifie que le point B est situé sur le cercle de centre O et de rayon 2/2. Tandis que I'égalité
(ﬁ; @)) = %ﬂ + 0 [27] avecO € ]0 ; g[ montre que les mesures de l'angle (ﬁ; ﬁf) varient a’e%’T a %n. Donc le point
B décrit le petit arc GH privé de ses extrémités G (Zx/fe ‘%) etH (2\/7 e l%)

4.a. Racines cubiquesde (-2 + 21) e’

Onal|(-2+ 2i)e| = 2v2 etarg ((—2 + 2i)ei9> =m— % +6= %ﬂ + 6 [27]. Donc les racines cubiques du

T, 6, 2
TS

nombre complexe (—2 + 2i)e'® sont les nombres complexes donnés par : t, = \/Eei( avec k €
{o0,1,2}.
b.Ona:
V2z-1 . . 1 1 1 1
=V2e"* & V2z—1=+V2ze* @ 2z=— === X
z V2l-e V2 _2isin (f) e'z

—E e_% —E ie_% —£<1+ic0t (f)>
4 —isin(%)_ 4 sin(g)_ 4 8 2/)

¢. Résolution de (E'y) :
3

. 2z—1 .

(V2z - 1)3 = (=242 & (\/_ZT> = (-2 + 2i)e"

V2z -1

T, 6

. 21
o =t, = \/Ee‘(f?*"?) /k €{0,1,2}

(On vérifiera que z = 0 n’est pas solution)
Donc d’aprés la question précédente, les solutions de I'équation (E'g) sont les nombres complexes :
[

—ﬁ 1+ i.cot ( +6+kn) k€{0,1,2} t —n+0+k2n
zZ, = 2 i.cotg st 3)) avec ,1,2} (en prenan x—4 3).

3

i Exercice 55 Celui qui peut mettre un ceuf dans une bouteille peut aussi 'en retirer.

Soita € C\ {i} et (E,) I'équation d’inconnue z : (a — i)z? — [2(a — i) + ia]z + 2ia = 0.
On suppose que le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; W, V).

[ Dans cette partie, on prend a = 1. Donc (E;) s’écrit: (1 —i)z? — [2 — ]z + 2i = 0.

1. Calculer (2 — 3i)2.

2. Résoudre (E;). On notera z, etz, les solutions telle que Re(z,) < Re(z,).

3. Donner un argument de z; .

4. Montrer que z,?°°

est un réel.

II. Dans cette partie, on prenda = e'® avec € ]0 ; g[
(6

1. Montrer quea — i = 2 cos (g + g) el(TT),

2. Vérifier que 2 est une solution de (E,) .

3. Exprimer la 2¢ solution z’ de (E,) en fonction de a.

4. Donner la forme exponentielle de z".

5. Soit les deux points M’ (z") et M ().

Déterminer la valeur de 6 € ]0 ; %[ pourlaquelle le triangle OM’M” est isocéle de sommet O.

Corrigé

L(E):(1-Dz2—[2-ilz+2i=0

1.2 = 30)% = =5 — 12i

2A=(i—-2)?—4x2ix(1—-i)=3—4i—8i—8=-5-12i = (2 — 3i)? donc on peut prendre § = 2 — 3i et
par suite les solutions de (E;) sont:

2—i—2+43i 2 i1+ -1 1 2—i+2-3i 4-—42i

20-0 ~20-p- 2z "2t Y="ma-p Ta-p-

z' =
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CommeRe(z") < Re(z") alorsz, = _71 + %i et z, = 2.

3.arg(z,) = arg (_71 + % i) =arg(—1+1i) = %" [27] car% est un réel strictement positif.
4. On saitque ; z,?°'% estunréel+ 0 & arg(z,%°1%) =0 [x].

Or: arg(z,?°1®) = 2016 arg(z) = 2016 X %” =504 X 3m = 0 [r], d’oi1z,2°'® est un nombre réel.

I a = e avech € ]0; g[ et(Ey) : (a —i)z? — [2(a — i) + ia]z + 2ia = 0.
. . (0 T (0 (0 .
1.0na: a—i=e" —i=e - elg =el? + e_‘% = el(7+z) (el(7_1> + 3_1(7_Z>> =2 cos (g — %) e‘(T“Z)

2. En remplacant z par 2, on trouve 4(a — i) — 2[2(a — i) + ia] + 2ia = 0, donc 2 est une racine de I'équation

(Eo)-

c 2ia ia
3.La 2e racine z'est telle que : 2z' = — = - soit z' = -
a a-—i a—i
ior iet ¢i(0+2) L(2+E)
4.0na: Z’=a il P 2
- - T i +2
Zcos(f_Z)e 2 4 2COS( )
T m 6 mw w 0 m
Comme 0 <0 < 5 alors 7 <= > +— 2 < 5 et donc cos( + 4) 0.Donc la forme exponentielle de z' est :
6
v G
D
5 0na:
) A , " 1 0 w 1
Le triangle OM’M” est isocéleen 0 & OM' =0M” & |Z| ="l ——F =1 cos (———) ==
2 (0 T 2 4) 2
cos 7—Z
C T[< +T[< 6+T[—T[ t final t@‘n
omme x <o+3<- ona 3 4—Befmaemen =z

i Exercice 56 La vie, c'est comme une bicyclette, il faut avancer pour ne pas perdre I'équilibre.

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0; U, V). Soient les points A, B et C d’affixes
respectives 1, -1 et i, A tout point M d’affixe z, on associe le point M’ d affixe z’ tels que :
z—1

Cz+ 1
1. Montrer que siM € C(0,1) \ {B} alorsM' € (0 ).
2. Soit0 € 10, m[. On Considérelequatmn E: z2 —2e%z+1=0.
a. Déterminer les racines carrées de e’ — 1 sous forme exponentielle.
b. Résoudre alorsE dans C.

) (0 T (%
3. Soit M, etM, d'affixes respectives : z; = e + 2$in961(5+1) et z, = e 2sinfe’ i(z+3)
a. Vérifier queIm(z,) # 0.
b. En déduire que les points A, B et M| ne sont pas alignés.

I

z
c.Montrer que —f = —1.En déduire que les points A, B, M; et M, sont cocycliques.
Zy ,
i ; ; 6 i(2+Z P , \ ,
d. Montrer que e — i = —2icos (; + %) el(2+4). En déduire que M, appartient a un cercle fixe de centre C dont
on précisera le rayon.
Corrigé

IMZ)ecCO,D)\{B}eoOM=1etM+B < |z|=1etz+ -1 S zxz=1letz+ —1.

=—7

S 1
D —,_(Z—l) Zz—1 E—l_ z—1
ans ce cas,ona: zZ = Z+1 Z+1 l = 71

+1
z

Douz € iR etparsuiteM' € (0,7V).
2

i0 L'g z L'g —L'g L'g —L'g ig .. 0 l’g . , 0 ig
2 a.0na: e —1=<e2) —e'Z.e z:(ez—e 2)e2=215m<5)e2=(1+1)2 sm<5) <e4>

2
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2
. .0
Etdonc: e —1 = [(1 +1i) ’sin (2> elz] car0 < 2 < Z et doncsin (2> > 0.
2 2 2 2

R . B N g\ (64
Comme 1+ i = V2e's alors on peut écrire: e —1 = |\2e'z |[sin (E) e'x| =| |2sin (E) el( 4 )

2

et donc les racines carrées de e — 1, sous forme exponentielle, s’en déduisent :

4] Gﬂ 9+1T 9+57t
2sin (2) 4 et Zsm 25m

b.E: z2 —2e®z + 1 = 0 etle discriminant est :

20+m

12
A= 4e?0 — 4 = 4(e¥ —1)= [2 ZSm(G)e( # >] =[2 ZSm(B)e(g 4>]

(On a remplacé 0 par20 dans les résultats de la question précédente). D’ou les solutions de E sont :

) _ (8.
z' = 2e% + 2\/25217(66 (2 4> = + /2sin(0) ei(g+%> et z'' =el? — \/Wei(%%)
3. On donne les points M, et M, d’affixes respectives :
z, =e + ZSinGei(ng%) et z,=e — ZSinQei(%Jr%)
a. Onalm(z,) = sin @ ++/2sinf .sin (§+ %) > 0 car pour toutf € 10,m[ :
onasinf >0 et % < g + % < g+ % = %ﬂ et doncsin G + %) > 0. En conclusion, ona: Im(z,) # 0.

b. Les points A et B et M| ne sont pas alignés car les deux points A et B sont situés sur l'axe des abscisses tandis

que le point M,, d’'ordonnée Im(z,) # 0, ne se trouve pas sur cet axe.
Zl - 1
21 z+1 (@& -D(z+1) zniztz—2z,-1 1+z-2,-1 z—2

c.Ona: 7y Z—=1 (z+1D)(z—1) zz,+z,—2z,—1 14+2z,—2z -1 z,—2z 1
z,+1
carz,z, = 1 (produit des racines de E).
Déduction :
z;—1 z—1
2—_’_1=—1 = arg Zti =0[n]
z,+1 zZ,+1

Soit: arg [ﬁ] =arg [%] [7] et donc en termes d’angles orientés :
1 2

(BMl,AMl) = (BMZ,AMZ) [7]. Les points A et B et M, n’étant pas alignés, les points A, B, M, et M, sont

cocycliques.
dOna:
e —i= —i(ieie + 1) =—i [ei(mg) + 1] = —i [ei(g%) + e_i(g+%>] el(%%) = —2icos (g + %) . el(%%)

(0 R AG
|—2i cos (2 + E) . el(5+1) 2sin(0) el(5+7) et

4

=1alors:|z; —i|* = | —2i COS( ) + 4/ 2sin(0) | = 2sin(8) + 4 cos? ( )

__ 1+cos(2x)

. RNE
Déduction : Onalz, —i|* = |e‘9 —1i+4/2sin(0) e‘(E+Z) =

6
comme |€ (2+4)

En utilisant les relations trigonométriques : cos?(x) =
1-sin(0)

et cos (x + —) = —sin(x)
on peut conclure que : |z, — i|* = 2sin(0) + 4 = 2, soit en termes de distance :

CM, = 2 et donc le point M, appartient au cercle de centre C et de rayon~/2.
Cette méme question autrement :

Apreés avoir établi que : |z, — i|* = 2sin(0) + 4 cos? (g + g) , 0N POSe :
0 m
f(8) = 2sin(0) + 4 cos? (E + Z) pour 0 €10,m[

La fonction fest dérivable sur]0,n[ et f'(68) = 2cos(0) — 2 X 4 % %sin (g + %) cos (g + E)

4
Donc f'(0) = 2cos(0) — 2cos(8) = 0.
La fonction f étant dérivable sur]0, t[ et de dérivée nulle sur cet intervalle alors f est constante sur)0, [.

Do : V6 €10,7[,on a f(6) =f(2) = Zsm( )+4cos ( +g) = 2sin (g) + 4 cos? (g) =2

Soit: CMy* = 2 et donc le point M, appartient au cercle de centre C et de rayon/2.
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i Exercice 57 Tous les chats fouillent dans les poubelles. Mais seuls les chats imprudents tombent dedans.

Soita un nombre réel et n un entiers naturel non nul.

2 2
N \ , . +t°=1
On consideére dans C? le systéme suivant d'inconnue (z,t) : (S { S ,
V- (@) :(5) (z+it)"+z—it?=2cosa
1. Montrer que le systéme (S) peut, au moyen d’'un changement des inconnues, s’écrire : {u;lv B ,}
u*+v" =2cosa
uv=1
u?™® —2u"cosa+1=0
3. En déduire les solutions du systéme (S).

2. Résoudre dans C? le systéme suivant : {

Corrigé

z2+t2=1
+it)"+(z—it)2=2cosa
On remarque que: (z + it)(z — it) = z? + t?, on est tenté de poser: u=z+it et v= z—it, et donc le
uv=1

u” +117” =2cosa
uv=

dansC? :
u?™® —2u"cosa+1=0
En posantX = u", I'équationu®™ — 2u™ cosa + 1 = 0 s’écrit X* —2Xcosa + 1 = 0.
Ona:X*—2Xcosa+1=X?—-2Xcosa+cos?a+1—cos?a=(X—cosa)?+sin’a

=sin? a

=X —-cosa)’—(isina)> = (X —cosa—isina)(X —cosa +isina)
Dou:X?*—-2Xcosa+1=0SX=cosa+isina ou X=cosa—isina<=X=e%® ou X=e"
Retour surl'inconnue u :

1. On suppose qu'il existe une solution (z,t) du systeme (S) c’est-a-dire que : {

systéme (S) peut s’écrire : {

2. Résolvons le systéme {

ia

. (242km)

u"=e"" o u=e\n"n) aveck€{0,1,2,..,n—1}
. (—a 2km

ut=el! & u= el(T+T) avec k €{0,1,2,...,n — 1}

Commelu| =1et u.v=1alors:

n

1
u
Donc I'ensemble des solutions est I'ensemble E = E; U E, avec:

a2k a2k
E, = {(el(%+7n),e_l(%+7n)) tel que k €{0,1,2,..,n — 1}}

(—a 2k (—a 2km
E, = {(el(n " ),e_L(n o )> tel quek €{0,1,2,...,n — 1}}

u=z+it
Ww=z-it
_u+v_u+u_R
z = S =5 = e(u)
. U—v_ u—u _ |
= = ~mWw
Par conséquent I'ensemble des solutions du systéme (S) est: E' = E'; UE', avec:

a 2km a 2km
E', = (cos (— + —),sin (— + —)) telquek €{0,1,2,...,n— 1}
n n n n

E, = {(cos (_n—a + %),sin (_n—a + %)) tel que k € {0,1,2,...,n — 1}}

i Exercice 58 Quand on se noie, on saccroche a tout, méme au serpent.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1.a. Résoudre dans C I'équation : z™ = —1. Notons S I'ensemble des solutions de cette équation.
b. Montrerque: i € S = n = 2 [4].

v = =u

3. Déduction des solutions de (S) : Selon la question 1, on a { etdonc:

2.a. Ecrire le nombre u = g (1 + i) sous forme trigonomeétrique.
b. Montrer que : ¥p € N, uP +u" = 2cos (%) (ou u désigne le conjugué de z).
. — i N p pm
3.0n considere l'application f de C vers C définie par: f(z) = Z Cy, zP cos (T) .
p=0
1 —
Montrer que: f(z) = > [A4+uz)™+ (1 +uz)"].

4. Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.
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Corrigé
(T 2km

1laOna:z€eS & z"=—-1=¢" @zzel(TT) aveck €{0,1,2,..,n — 1}.

(e
Donc:Sz{eln n aveckE{O,l,Z,...,n—l}}.
b.Ona:
LT (T 2Kk
(€S © ke(0,L2.n-1)/i=er =) o Ak €(0,1,2.n-1/ F=E4 20
o ake{o,1,z,...,n—1}/§=(2k+1)§
o ake{o,1,z,...,n—1}/§=(2k+1)§+2hn,hez

< 3ke{0,1,2,..,n—1}/n=4k + 2+ 2hn,h € Z
D’ou finalement: i €S < n =2 [4].

2.a. On sait de toute évidence queu = £ + l£ =cos 2+ lSlTl—

Y .. T

b. Selon Moivre ona: uP = cosT + lSlin et a’onc u’ = cos p4 — lSlin.
\ — T

Dou:Vp€eEN, u? + u’ =2 cospT.

3. Soit z un nombre complexe. On a :

- [(1 tun)" + (14T = Z CP(uz)P + Z CP@z)?| = %z CP (u +W)zP
p=0

n n
1 Z pr pr
== C,’l’Zcos—zp:ZC,fzpcos—
2 ! 4 ! 4

1
Donc,on bien: f(z) = 3 [A4+u)™+ (A +u)"].
4. Résolution de I'équation f (z) = 0

N — 1+ uz\" i 1+ uz i 2Ky
f@=0= 1+un)"+(1+uz)" <1+ﬁz) =-1=e" o 1+Hz:e n'n) = wy
Soit: (U —uwy)z =w, — 1 avec k€{0,1,2,...,n—1}

w

Donc les solutions sont les nombres complexes: z;, = _’;—_ avec k € {0,1,2,...,n — 1}
U+ Uwy,

i Exercice 59 En toute chose, il faut considérer Ia fin.

Soit a un nombre complexe imaginaire pur et n un entier tel quen > 2. On considére I'équation :

(E): z+a)"—(@-2)" =

Soit (S) I'ensemble des solutions de (E).

1. Montrerque:z € (S) = z € R.

2. Résoudre dans C I'équation (E).

3. On considére I'équation (F) : (z + i)™ — e'*(z — i)" = 0 aveca # 2kn (k € T).

a. Montrer que toute solution de (F) est réelle.

b. Résoudre dans C I'équation (F).

4. Onpose:P(z) = (z+ )" —e'*(z — )"

a. Déterminer le degré du polynéme P.

b. On pose : P(z) = ap,z™ + ap_1z2" 1 + ap_»z""% + .-+ ayz + ay . Déterminer a, en fonction de a.
c. Soitz,, z,, Z3, ..., Z, les solutions dans C de I’équation P(z) = 0. Etablir que :

p=n
Qo
ﬂzp=Zl><zz><z3><...><zn=(—1)"—
an
p=1
k=2p+1
d. En dédui ven, [] t(“”kn)—( 17 cot (5)
.En déduire que: Vp , co wr2) " co >
k=0
Corrigé
1.0na:

ze®W) o z+a)"=(@-2)",

z€W) = |z+al"=|a—2z|";

z€WS) = |z+a|l=|z—al;,

z€(S) = (z+a)(z+a) = (z—a)(z —a) soitaprés développement :
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z€(S) = a.z+a.z=0 etcommea = —a alors on peut écrire :

z€(S) = az—az=0etdoncze(S) = z=7z etenfinz€ (S) = z€R.
2. Comme toute solution de I'équation (E) est réelle et que a = —a alors pour toute solution z de (E) on peut
poserz = x avecx € R etdonc:

xe)ex+)"=@—x)" < x—a)"=(a—x)"
S xx—a)"=FD"x—-a)" & (-D"=1 carx + a.

On envisage deux cas :
Cas 1: Si n est pair alors(S) = R
Cas 2 : Si n est impair alors (S) = @.
3.a. Soit z une solution de (F) et (S") l'ensemble des solutions de (F). On a :
zElN) e (z+)"=e%(z— )" et doncz€ (S') = |z+i|" =|e"| x|z—i|" ouencore:
z€SN)= lz+il=|z—i| carle™|=1.
En considérant les points M(z), A(i) et B(-i), on peut réécrire la derniére implication en termes de distance :
z € (S") = BM = AM et donc le point M appartient a la médiatrice du segment [AB] qui n'est autre que I'axe

des abscisses et par suite z est un réel. Donc les solutions de (F) sont réelles.

. i\ .
bze(HeZ+i) "= z-)" & (j—:) = e'* (carz est réel et donc z # i). D'ou les solutions z, de (F)
sont telles que :

- n+n) avec k €{0,1,2,..,n— 1}
Zk_l

~i(e ) +1)

Z, +1 [, 2k
7, €(S) & = =el(

Tous calculs faits,nous obtenons: z, =

(a 2km
1-— el(TT) .
E P _a  2km cécrit | uti l _.(el.ek+1)
n posant 6, = -~ + —on réécrit les solutions sous la forme: z; = e
Or, on sait que :
. Ok . O
el +1 = 2cos (%) e'2 et e —1=2isin (%) e'2 et parsuite:
) 0.\ Pk
2icos () e 1 1 a  2km
Zy = ] o = R = ok :COt(E-'_T) avec k € [0,n — 1]
2isin(f)e? tan(3f) ean(G+SE)

4.0naP(z) = (z+iD)"—e%(z—i)"

a. Apreés le développement de P(z), on trouve que le coefficient de z" est égal a1 — e'* # 0 cark € Z et a # 2km.
Donc le degré du polynéme P(z) est égal a n.

b. Calcul de a, en fonction « :

Ona: ay = P(0) = i" — e* (=)™ = i*[1 — (—1)"e?].

¢ Sizy, 7y, Z3, ..., Zy Sont les solutions dans C de I'équation P(z) = 0 alors le polynéme P(z) se factorise comme
suit: P(z) =ap(z—2)(z—2,) ...(2 — z,,)

En prenant z = 0 dans cette derniére expression de P(z), on trouve :
n

P(0) = an(=2)(=23) . (=2) = au(-D)"212; .2, = (D", | | 2

k=1
n

a
Par identification, on obtient : nzk = (—1)”a—0
n

k=1
dOna:
. a .a
— _ ol — _ 97 o _ 5
a, =1—¢e'* = ZLsm(Z)eZ )
ap = i"[1 = (—D)"e®] = ()?P*1(1 + e'*) = 2(—=1)Pi cos (%) ez m=2p+1)
Dou:

a, 2(—=1)Picos (%) ei% o a
W gisin (%) s (=7 cot (5)

2p+1
a
On en déduit que : 1_[ 2z, = (—1)?P*1 x (—1)P*1 cot 5

k=0
2p+1

c _ t(a—i—an) ] ] 1—[ t(a+2kn)_( 1P t(a)
omme z, = co yrn alors : co - = co 5

k=0



i Exercice 60 Quand le canari se casse sur ta téte, il faut en profiter pour te laver.

1. a. Résoudre dans C I'équation : (1) x> —x+1 = 0.

+y =1
=1

2. Soit dans C I'équation : (E) z3 — 3z —1 =0 etsoitx ety deux nombres complexes tels quexy = 1.

b. En déduire les solutions du systéme { avec (x,y) ECxC et Im(y3) < 0.

a. Montrer que x + v est solution de (E) si et seulement six3 + y3 = 1.
b. Déduire de ce qui précéde que I'ensemble des solutions de (E) estS = {ZCOS (g) ,2C0S (%") ,2cos (%)}

Corrigé
1.a. Le déterminant de I'équation (1) est A= —3 = (i\/§ )2 et donc ses solutions sont :

LT .TT
x1=l+ﬁi=eL? et x2=3—£i=e_’5.
2 2 2 2
3443 =
3.3 \ . x° + y - 1 3 3 3
b. Comme xy =1 & x°y° =1 alors le systéeme devient 393 = 1 avec Im(y’) <0. Donc x* ety® sont
x3y3 =
.TT
solutions de I'équation (1) et tenant compte de la condition Im(y?®) < 0, on peut conclure que y® = e”'3 c’est-a-

(T 2kT

dire quey = el( 5+ aveck € {0,1,2}. En prenant en considération la relation xy = 1 et en faisant varierk,
on obtient les couples solutions du systéme :
T LT
Pourk =0, on trouvey = e "9 etdoncx = e"s ;
7T 7T
Pourk = 1, on trouvey = e "9 etdoncx =e"s ;

.131 .13
Pourk = 2, on trouvey = e~ 5 etdoncx =e" 9 .

L. AL (LU £
Donc l'ensemble des solutions du systeme est: S; = {(e 9,e 9 ); (e 9,e 9 ); (e 9 ,e "9 )}

2a. x+y estsolutionde (E) & (x+7y)?—-3(x+y)—1=0
o x3+y3+(x+y)Bxy—3)=1.
Donc on peut déduire quex® +y3 =1 car xy = 1.

b.Onposez =x+7y avec (x,y) ECXC et xy =1.

x¥+y3=1
Donc on a l'équivalence: (E) & xy=1 et par suite les solutions de (E) sont :
zZ=x+Yy
L 4 T g n 3w 13w 13m
e +e™ =2005(—) ;o e9 +eto = 2005(—) ;e 9 +et o =2005<—)
9 9 9
T Véis 13w
Donc I'ensemble des solutions de (E) est : {2005 (5) ; 2¢0S (;), 2cos <T>}
Exercice 61 Le bceuf ne se vante pas de sa force devant I'éléphant.
1. 0OnposeA = —1—1.
a. Calculer A3.
b. En déduire les racines cubiques du nombre complexe 2 — 2i.
z+ i3
c.Résoudre dans I'ensemble C 'équation (E): (Z — i) —-2+2i=0.

2. Soit a et b deux nombres complexes.,
a. Vérifier que (a + b)? est solution de I'équation : (z — a® — b3)® — 27a3b3z = 0.
b. Résoudre dans I'ensemble C I'équation (F) : (z — 2 — 6i)%® —432(1 + )z = 0.

Corrigé

laOna: A3=-1+1)3=-1+D2A+1D)==-2i(1+i)=2-2i.

b. Selon la question précédente —1 — i est une racine cubique de 2 — 2i et donc les racines cubiques de 2 — 2i
sontdonnéspar: zy=(—1—-i)x1=-1-1i;
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c. Soit (S) I'ensemble des solutions de I'équation (E).
. 3

z+i
ze®) & (—) =2-2i © —izutelqueue{zo,zl,zz}
7 —

u+1
1) tel que u € {zy, 24, 7,}

(:)zzi.(

Z.a. Soit a et b deux nombres complexes. On a :
((a +b)® — a® — b%) — 27a®b*(a + b)® = (3a2b + 3ab?)® — (3ab(a + b))’
= (3a?b + 3ab?)® — (3a®b + 3ab?)3 =0

Donc (a + b)? est bien solution de I'équation : (z — a® — b3)3 — 27a3b3z = 0.
b. En s’inspirant de la question Z2.a., on peut écrire I'équation (F) sous la forme :

(z—(—1-03—= (=233 -27(-1-1D3(-2i)3z=0
Etdonc(a + b)® = (=1 —i— 2i)3 = (—1 — 3i)2 est solution de I'équation (E).
D’autre part, comme on a les égalités : (a + b)3 = [(a + b)j]® = [(a + b)]_']3 alors les solutions de I'équation

(Bysont: (—1—30)%, [(=1 - 301 et [(-1-3D)F | .

i Exercice 62 Celui qui te devance d'une nuit te devance d’'une ruse.

Zy =cosx +isinx
VneN, z,,, =z, + |z,|

Soit (z,) la suite de nombres complexes définie par : {

\ z . T
ou x est un réel de l'intervalle ] 0, ;[.
1. Ecrire sous forme trigonomeétrique le terme z;.

7
2.50it (a,) la suite numérique définie par: vn € N, a, = argz, [2n] et a, € ]O,E[

a. Montrer que la suite (a,) est géométrique de raison q =

N| =

b. En déduire l'expression de a,, en fonction de x et de n.
3. Soit (v,,) la suite définie par: ¥Yn € N, v, = z, — 7,,.
a. Exprimerv,, ., en fonction de v,. Que peut-on en déduire ?

sinx
b.Montrer que: Vn €N, |z,| = X
sinz—n
4. Montrer que :¥n € N*, z, —zy = |z| + |z1| + -+ + |z_1 |
x 1 1 1
5.En déduire que pour tout nde N*,ona: cot——cotx =——+ z+t - +t—
2" Sinx  sink Sin 55—
2 2n-1
Corrigé
1.0na:

x x X X x X
zy =29+ |zg] =1+ cosx +isinx = 2cos?=+ 2icos=sin== 2cos— cos—-i-isin—)
1= 70+ |70l 2 272 2( 2 2

.TT
™ X . Ve . . T —
Comme( < x < 3 alors cos> > 0 et par suite I'écriture exponentielle de z, est?2 COS;elZ.
2.a. Del'égalitéargz, = ay, [2n] on peut déduire quez,, s'écrit z, = |z, |ei®.
Onadonc:zy, = zp, + |z,| = |z,|(e'* + 1)
) ia fn o fn o _n (n %n
D'ou: |zyyqlet™+t =|z,le2 (e 2 +e 2 ) =|z,| X 2C0$7€ 2
T @ . a . 1
Comme0 < ay, <2 alors cos7" > 0 etparsuite argz,., = 7" [27t] ie VnEN, a,,q = 2 n-
. L , 1
La suite (a,) est géométrique de raisonq = S etde 1 terme ag = X.

1\" x
b.On a sans peine: VYn €N, a"=<§) Xaozz—n

3aOna: Un+1 = Zny1 — En+1 =Zn + |Zn| - (Zn + |Zn|) =Zn + |Zn| - Z_ |Z|

Or |z,| = |z,|, dot v, = 2z, — 2z, et donc: Vn €N, v, = v,.
On peut donc conclure que la suite (v,) est constante et par suite: Vn € N, v, = v, = 2isinx

_ X . T 3 ] x
b.On sait que: v, = z, —z, et z, = |z,|e'?", dou: v, =|z,]| (612" —e 12") = 2i|z,| sino

PR s . . . X ..
D’autre part,comme v, = 2i sinx,on en déduit que: 2i|z,]| sin & = 2i sinx, et donc :
sinx
X

sinz—n

vneN, |z,| =
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4. On peut écrire pour tout n deN* :

En faisant la somme Zy = Zp_1 — |Zp-|
membre 48 membre, on Zn_1 = Zn_3 — |Zn_5|

zy = zy — | 2]

Zn = Zo + |Zo| + |21 + - + 2,41
Et finalement :
vn € N*, Zn — 2o = |zo| + 20| + - + | 21|

5. D'aprés la question précédente, on a pour tout n deN* : z,, — zy = |zg| + |z1| + -+ + |21 ]
Soit donc:

n-1
sinx x . X o
(cos——i— lSlTl—) —(cosx +isinx) = lekl
k=0

. X n n
sin om 2 2
. X n-1
SN X COS >y sin x
ouencore: —————COSX = X
sin Z—n k=0 sin E
Soit en divisant parsin x :
X n-1
COS75m  cosx 1
X omax X
in— sinx e
Sin oy mosing
x
. COSHm x cos x
En tenant compte du fait que : 7 =Ccot-— et —— =cotx
Sin — 2n sinx
211
n—-1
i A . x 1
on écrit enfin l'égalité demandée : cotz—n —cotx = =
mosing

i Exercice 63 Une pirogue n’est jamais trop grande pour chavirer.

Soit le polynéme P(z) = z3 — 4z + A ou A est un nombre réel et z une indéterminée complexe.

1. Montrer que si P(z) = 0 admet une solution complexe z, alorsz, est aussi solution.

En déduire que I'équation P(z) = 0 admet au moins une solution réelle, sans chercher a résoudre I'équation.

2. Déterminer A pour que I'équation P(z) = 0 admette une racine réelle de modiile 2.

3. Déterminer A pour que I'équation P(z) = 0 admette une racine complexe de module 2.

Résoudre I'équation pour les valeurs de A ainsi trouvées et préciser le module et I'argument de chaque solution.

Corrigé

1. L’équation est a coefficients réels, donc z, est solution si et seulement siz, est solution.

L’équation P(z) = 0 est une équation polynomiale du troisieme degré : elle admet donc trois solutions dans C.
Soitz, I'une de ses trois solutions ; si z, n'est pas réel alorsz, est également une solution. Si z, est la troisiéme
solution alors le polynéme P (z) peut se factoriser comme suit: P(z) = (z — zy)(z — Zy)(z — z1).

Par identification des coefficients de P(z), on tire I'égalité des coefficients constants : 1 = —zyzZgz, = —|zo|%z, et
par suite, nous obtenons :

€ R car A estun nombre réel.

Z; = —
! |Zo]?

2. L'équation P(z) = 0 admet une racine réelle de module 2 signifie P(2) X P(—2) = 0, ce qui donne dans les
deuxcas A =0.0naalors:P(z) =z3 — 4z =z(z> —4) = z(z— 2)(z + 2) et doncS = {0;2; —2}.

3. P(z) = 0 admet une racine complexe, non réelle, de module 2 si et seulement si il existe un réel 0 tel que pour
toutzona: P(z) =z° —4z+ 1= (z—2e")(z—2e79)(z — 2,) = (z — 4cos(0)z + 4)(z — z;)

D’ou le systéme obtenu aprés développement et identification des coefficients :

—4c0s(0) —z, =0 z; = —4cos(0)
4+ 4cos(0) Xz, = —4 et donc{ cos?(6) =%
—4z, =14 A =16cos(h)
Ona: 0052(9)=% S cos(0)=i\/2—E = 0=%+k§ (k ez).

D’oti deux valeurs possible pour : 1 =8J2 ou 1= —82.
Sid =82 (c’est-a-dire sik = 0) alors les racines sont : 22 ; 2e's ; 2e
3T

3T
Sil=—8V2 (c’est-a-dire sik = 1) alors les racines sont : V2 ; 2e'%;  2e'%
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i Exercice 64 Méme le poisson qui vit dans I'eau a toujours soif

.27
Soit I'application f: C — C telleque f(z) =z+j%Z ouj= —%+ i? =e'3.
1. Calculer f(0), f(j), f(i +)).
2. Montrer que ¥z € C, j2.f(z) € R.
3. Montrer que Vz € C, |f(2)|?> — 2|z|? = 2Re(jz?).
4. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; e;, e, ).
Déterminer les deux ensembles : (E)) ={M(2)/f(z) =0} et (E) ={M'(f(2))/z € C}.
5. Résoudre dans C I'équation : f(z) = j.
6.0nposefl =f et f*=fo f" 1 pourtoutentiern deN*.
a. Déterminer f?, 3 et f*.
b. En déduire I'expression de f"(z) en fonction den, z etj.
7. Soita, b etc trois nombres complexes.
a. Vérifier que a® + b> + ¢* —3abc = (a+b+c)(a+bj +cj)(a+bj+cj).
b. Soit ABC un triangle eta, b et c les affixes de A, B et C. Montrer I'équivalence :
ABC équilatéral
ou o a®+b3+c®—3abc=0
de centre de gravité O
¢. Résoudre dans C I'équation (E): z3 — 3iz+1—i= 0.

Corrigé
. N_: .2 _ V3 3.
1. Calculdef(i) :ona f(i) =i —i.j =-—+0
Calculdef(j) : f() =j+j2 7 =j+j(j.J) =2j.
Calculdef(i+j): fi+)=i+j+j—ij2=i—i.j2+2j=f@{)+ fQ).

2. Soit z un nombre complexe. On a : j2f(z) = j2(z + j?z) = j(Z + jz) = j?z +j.Z.

D'autre part, on a: j2f(z) = j2(z + j?2) = j?z + j.Z. Doncj?f (z) = j2f () c’est dire que j2f (z) € R.
3. On a pour tout nombre complexe z :
If ()2 = 2|z|* = f(2).f(2) — 22.Z = (z + j?2)(Z + jz) — 22.Z
=272+ )22 +].7° + jjzZ — 222
= jz2 + jz° = 2Re(jz?)
4.a. Soit un point M(z) du plan tel quez = x + iy ot x et y sont des réels. On a :
Me(E) e f(z)=0 © |z]>? +Re(jz?) =0
& x>+ y?+Re [(—%—1— i?)x2 -y*+ 2ixy] =0
& x? +y? —%xz +%y2 —V3xy=0
o %xz —i—%y2 —V3xy=0

PN (x—\/§y)2=0 & x—3y=0
Donc (E,) estla droite d’équation cartésienne : x —~/3y = 0.
b. Soit M’ le point d affixe f (z) pour un nombre complexe z. On a :

M € (E) < j*f(2) €R & arg(j*f(2)) = 0[n]
o arg(f(2) = —arg((?) = - [n] & (&,0M') =% [x]
Donc (E,) est une droite passant par O et privée de O.
5. Résolvons I'équation f (z) = j : On a, en écrivant z = x + iy avec x et y des nombres réels:

. - . 1 V3 , 1 3
f@)=] o@z+tjz=joxtiy+|—s—i—|x—-iy)=—-c+i—
2 2 2 2
1 V3 AV V3 .3 V3 0
= — _—— — —_—— —_ —_— =
2 T2 YT TN T2 Y T
1 V3 1
o : XY =0 x=V3y=-1
D’ou le systéme : 5 s 3 soit encore .
—?X+Ey—7=0 x—\/§y=—1

Donc I'ensemble des solutions est {\/§ y—1+4+iy/ye€ ]R}.
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6.a. Détermination de f? :
Pour tout complexe z, ona : f%(z) = f(f(2)) = f(2) + j*f (2) = z + j?Z + j2(Z + jz) = 2z + 2j%Z = 2f (2).
Détermination de f3 :
Pour tout nombre complexe z,on a : f3(z) = f2(f(2)) = 2f(f(2)) = 2f2(2) = 4f (2) = 2%f(2).
Détermination de f* :
Pour tout complexe z,ona: f*(z) = f3(f(2)) = 4f (f(2)) = 4f?(2) = 4(2f (2)) = 8f (2) = 23f(2).
b. D’apres la question précédente, on peut conjecturer que :
«Vz € CetVn € N*, ona f™(z) = 2" f(z) » que nous pouvons démontrer par récurrence sur n.
La propriété est vraie pourn = 1,2 et 3.
On suppose qu’il existe un rang n pourlequel, on a :Vz € C, f™(z) = 2""1f(z). Montrons que f™**1(z) = 2"f(2).
On a pour tout nombre complexe z :
M (2) = fM(f(2) = 2" (f(2)) = 2" f2(2) = 2"' X 2f (2) = 2"f (2). Donc la propriété est vraie pour
n+ 1 et parsuite :¥n € N*,Vz € C, f"*1(z) = 2"f(z) = 2"(z + j*2).
7.a. Il est inutile de développer car les calculs occasionnés sont fastidieux. On peut plutét considérer I'expression
littérale suivante a® + b3 + ¢ — 3abc comme un polynéme P de 3¢ degré dont a est l'indéterminée. Dans ce cas,
on vérifiera qu'’il admet les 3 racines : a, = —b —c, a, = —bj —c¢j et a; = —bj — cj.
En effet ona:
P(a;) = (=b—¢c)®+ b3+ 3 —3abc
=—b3—c3—-3b%c—3bc? +b3+c>—-3(-b—c)bc=0
Et: P(ay) = (—bj — CJ_')3 + b*+ 3 = 3abc
= (=b))* = (cj)’ = 3(=b))*(—c]) — 3(=bj)(—c])? + b® + ¢ — 3(—bj — cj)be
Comme j® =]_'3 =1et j5=j(j)=j etjf2 = (jj)j =j alors ona:
P(ay) = —b® — ¢ —3b%¢j — 3bc?j + b® + ¢ — 3(=bj — ¢j)bc = 0.

Par économie de raisonnement, on conclut qu’on a également : P(as) = 0. CQFD.
a+b+c

3
ABC est le point O et la nullité de la somme a + b + ¢ est évidente. D'autre part supposons que le triangle ABC

est équilatéral et montrons que le produit suivant est nul :
(a +bj + cj)(a + bj + C]_)

b. L affixe du centre de gravité du triangle ABC est . L’équivalence ente le fait que le centre de gravité de

ST ABC est direct alors C est lI'image de B dans la rotation de centre A et d ’ang]e% cdd c —a = e‘?(b —a) eten

multipliant par eig, on trouve lI'égalité :
(c— a)(—]_') =j(b—a)ie(—j—j)a+bj+cj=0 etcomme—j—j=1alorsa+bj+cj=0.
Si ABC est indirect, on démontre de maniére analogue que a + bj + cj = 0. CQFD.
Réciproquement, Montrons que si (a +bj+ cj) (a + bj + C]_) = 0 alors le triangle ABC est équilatéral.
Ona: (a+b}+cj)(a+bj+cj) =0 a+bj+cj=0oua+bj+cj=0.
On suppose que a + bj +cj =0.0na j = —1 — j et donc, en remarquant que e‘gj = —1, on obtient:
a+bj+cj=0 @a+bj+c(-1—j)=0 @ a—-c=j(c—b)
s eig(a— c) = eigj(c —b)=b-c
L'égalitéb — c = e‘g (a — ¢) conduit, sans équivoque, a I'équilatéralité du triangle ABC. Idem pour le cas ot
a+bj+cj=0.
Conclusion : On vient d’établir que :
ABC équilatéral
{ ou S (a+b+c)(a+b]_'+cj)(a+bj+cj)=0
de centre de gravité O
Or, on sait déja d’apreés la question 7.a. que :
a®+b3+c®—3abc=(a+b+c)a+bj+cj)(a+bj+cj) doi:
{ ABC équilatéral

ou o a*+b3+c3—3abc=0
de centre de gravité O
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¢. Résolution de I'équation (E) dans C : L'expressionz® — 3iz + 1 — i est de la forme :

72 =3iz+1—-i=22+13+i>-3%x1xixz
Ainsi, on peut remarquer que l'expression z3 — 3iz + 1 — i n’est autre que a® + b3 + ¢3 — 3abc avec a =z,
b =1 et ¢ = i. Donc les solutions de I'équation(E) : z° — 3iz + 1 — i sont:

zy=—b—c=-1—i,z,==bj—cj=—j—ij, 23 =—bj—c¢j =—j —ij.

i Exercice 65 L’ombre du zébre n'a pas de rayures.

1. On consideére I'application P de C dans C définie par :

P(z) = z° + ayz* + a3z® + ayz% + a,z ov ay, ay, a; eta, sont quatre nombres complexes donnés.
On pose w; = e's , on j désigne un entier naturel compris entre 0 et 4.

Montrer que : P(w,) + P(w;) + P(w,) + P(w3) + P(w,) = 5.

2. Soit A, A,, A3, Ay, As cing points du plan.On construit un pentagone régulier inscrit dans le cercle de centre
A, de rayon R. Démontrer qu’il existe un sommet S du pentagone tel que : SA; X SA, X SA; X SA, X SAs = R°.
& 0n pourra considérer le polynéme : P(z) = z(z+ay —a,)(z+ a; —a3)(z+ a; — a,)(z + a; — as).

Soitay, l'affixe de Ay ; Sy a pour affixe wy, + ay, (par exemple).

Montrer que S;, Ay X S Ay X Si Az X S Ay X SiAs = |P(wy)| et raisonner par I'absurde.

Corrigé
1. Pour toutk € {1,2,3,4}, on a:
5

2k
2km  akm  ekm 8k 1_<e 5)
wk +wf+wf+wf+wf=1+e"5 +e5 +e'5 +e'5 =—mF

1—e"5

=0.

4 4
D'ou: Z P(wy) = (w° + 0° + w,° + w3° + w,°) + Z(wok + w* + w* + W+ w,)=5+0=5.
k=0 k=1

2. On se place dans le cas ouR = 1. Soitay, a,, as, a, etas les aftixes respectives de A,, A,, Az, Ay, As.
Sy a pour affixe wy, + a; car wy, w1, W,, W3 et w, ont les racines cinquiémes de 'unité. Donc :

IP(wi)] = lwg|- log + ax — @zl |wg + ag — azl. |og + ax — ayl. |og + a — as|

= S A; X S Ay, X S A3 X S Ay X SiAs.
Supposons que pour tout k € {0,1,2,3,4}, ona :S,A; X SpAy X S Az X SR Ay X SpAs < 1.
Alors dans ce cas, nous aurons pour toutk € {0,1,2,3,4}, |P(w)| < 1 etparsuite :
4

IP@o) + P(wy) + P(@,) + P(ws) + P(@)] < ) IP(@)] <5

k=0
ce qui contredit le fait que : P(w,) + P(w,) + P(w,) + P(w3) + P(w,) = 5.

Ainsi, on conclut qu’il existe un sommet S tel que SA; X SA, X SA; X SA, X SAs > 1.
Dans le cas ou R # 1, il est laissé au lecteur l'occasion de piocher dans ses méninges.

i Exercice 66 Ne repousse pas du pied la pirogue qui t'a déposé sur la berge.

Soientn + 1 réelsay, a, .., a, telsqueay = a; = -+ = a, etsoitle polynéme: P(z) = ag + a1z + -+ + a,z"
1. Montrer que pour tout nombre complexe z :

(1= 2)P(2)| = ap — [(ap — a))lzl + (ay — ax)z|* + -+ + (a1 — @n)lz|" + anlz[***]
2. Soit fdéfinie sur]0,+o[ par: f(x) = ag — [(ag — a)x + (a; — a)x? + -+ (Ap_q — ap)x"™ + ayx"*1]
Quelle est la monotonie de f?
3. En déduire que toute racine z du polynéme P est telle que |z| = 1.
4. Vérifier ce résultatavecP(z) = 1+ z+z% + ---+ z™.

Corrigé
1.0na: (1—2)P(z) =ay + (a; —ag)z + (a, — a;)z? + -+ (a, — a,_1)z" + a,z"*. D'ou :
lagl = (1 = 2)P(2) — [(ay — ap)z + (az — a;)z* + -+ + (@n — Ay_1)2" + ayz"*]|
lagl < 1(1 = 2)P(2)| + (@, — ag)z + (a; — a)z® + -+ + (ay — @p_1)2" + apz™*?|
lagl < |1 = 2)P(2)| + |(a; — ag)z| + [(az — a)z?| + -+ + |(ay — an_1)z"| + |a,z" |
lagl < 1(1 = 2)P(2)| + (ap — aplz| + (a; — a)|z]? + - + (ap_1 — ap)|z]" + ap|z|™**
D’ou le résultat demande.
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2. Les fonctions x — x*

sont strictement croissantes sur)0, +oo[ et les coefficients a; — ay 41, Ay4q1 SONt POSItifs,

la fonction f est donc strictement décroissante sur0, +oo.

3. Soit z un nombre complexe tel que 0 < |z| < 1. Comme f est strictement décroissante sur)0,+o[, on a:
flzl) > f(1) =ag—[(ap —a) +(a; —az) ++ (ap1 —ay) +a,] =0

D’ou I'équation P(z) = 0 n‘admet aucune solution z vérifiant0 < |z| < 1.

4. Si pour toutk de{0,1,2,...,n}, onaa, = 1 alors :

_n+1
— Pourz+ 1, P(z2)=1+z+2z*+ - +2" =% ;
— Pourz=1, P(1)=n+1.
Donc les solutions de P(z) = 0 sont des racines (n + 1)iémes de l'unité.
D’ou toute solution z de P(z) = 0 vérifie|z| = 1 (etnon|z| < 1).

i Exercice 67 Les priéres du poulet n‘atteignent pas le faucon.

Soit p un entier naturel non nul et I'équation suivante d’inconnue z :

p-1
(E,): pzP =zP7* 4+ 2P 2+ +2z+1, c'estadire pzP = Z z*

k=0
On rappelle que pour tous nombres complexes z,,Z, ..., Z,, 0N a :
n

n
i=1

1. Dans cette question, on se demande si (Ep) peut admettre une solution de module strictement supérieur a 1.
Soit z une solution (Ep) de moduler > 1.

a. Montrerque: p X r?(r—1) <rP -1

b. Soit fla fonction définie sur[1, +oo[ par f(x) = pxP*' — (p + 1)xP + 1. Etudier les variations de £

c. En déduire que I'on ne peut pas avoir f (r) < 0. Conclure.

2. Soite une solution de (Ep) de module 1, autre que 1.

< Z |z;] (inégalité triangulaire)

; 0

i(p+1)6 sin (pT)
a. Justifier l'égalité: e” 2 =76\
psin(3)

b. En déduire quep = —1. Conclure.

Corrigé
1. Soit z une telle solution de moduler > 1.
a. On a, en passant via les modules:
plz|P = |zP7 1+ 2P 2+ -+ z+ 1 < |z|P 1+ 2P 2+ 4z +1 =P 4P 2+ 4+ 1
Soit :
r? —1

pre < Pl 4P 2 4 pr4 1= carr # 1

Comme r —1 > 0,0n peut déduire que: pxrP(r—1)<rP -1
b. La fonction f étant polynémiale, elle est dérivable sur[1, +oo][ et :
f'(x)=php+ 1DxP1(x — 1) = 0 pour tout x de [1, +oo]
Donc la fonction f est strictement croissante sur[1,+oo[ avec f(1) = 0 etlim,_ o f(x) = +oo.
c. D’aprés la question 1.a, ona:p X r?(r — 1) < r? — 1 clest-a-dire: pr?** — (p+ 1)rP +1 >0
Donc: f(r) 2 0. Dautrepart f(r) # 0 carr # 1 et par suite f(r) > 0.
Conclusion : Donc toute solution z de I'équation (Ep) est de module inférieur ou égal a 1.

2.a. Siz = e (# 1) estune solution de( ) alors :
ipo ip6
1 —eiP® —=2isin (PT) "2 sin (ﬁ) ez

6 _ (,i0\P~1 6 i0 _ 2
e'?? = (") +(L) " L+1_1_ei9_ 0 o\ @
—=2is (7) 2 sin (7)62
. 0 . if
sin (pT) e x e7  ipr1)o
Donc = =e 2
(2] ipf
psin 7) ez
0
sin (%) i(p+1)6 i(p+1)6 i(p+1)6
b. L'égalité =e 2 conduitae 2 €R*c’est—a—direque arg (e 2 ) =0 [n].
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Ona:

i(p+1)0 +1)0
arg(e 2 )=0[rr] (=>EIkEZtelque%=kn

2km — 6

S ElkEZtelquep=Tcar9¢O
. 1
i(p+1)6 . ) sin(—560 + km —1)k
Soit : eT=€LkTE=(€Ln)k=(—1)k= ( 2 5 )=_( ) ﬁp=—1
psin(i) p

Ce qui est absurde car p est un entier naturel.
Conclusion : On déduit de cette question que I'équation (Ep) ne peut pas admette une solution, autre que 1, de
module 1. Donc toute solution de (Ep) , autre que 1, est de module inférieur strictement a 1.

Exercice 68 Si tu as de nombreuses richesses donne ton bien; si tu possédes peu, donne ton cceur.

(Equations de droites et de cercles en complexes)

Le plan complexe P étant rapporté a un repére orthonormé (0; U, ), 4 tout point M de coordonnées (x,y) , on
associe son aftixez = x + iy.

Partie A

1. Etant donnés un nombre complexe non nulw = u + iv, u et v réels, et un réel h, déterminer I'ensemble des
points M dont l'affixe z vérifiewz + wz = h.

2. Soit D la droite dont une équation estax + by + ¢ = 0 aveca, b et créels et (a,b) # (0,0).

Trouver un complexe non nul w et un réel h tels que D soit I'ensemble des points dont l'affixe z vérifie la relation
wz+wz =h.

Partie B

1. Etant donnés un complexe w et un réel k, déterminer 'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie la relation
zZ — Wz — wZ + k = 0 (On aura a discuter suivant le signe de |w|* — k).

2. Soit C le cercle de centre le point de coordonnées (a, b), de rayon R.

Trouver un complexe w et un réel k tels que C soit I'ensemble des points dont l'affixe z vérifie la relation
zz—wz—wz+k=0.

Partie C

On note P* I'ensemble P — {0}. On considére I'application de P* dans P* qui au point M d‘affixe z associe le point
1

M’ d'af fixe z’ tel que: z' = =
1. Montrer que pour tout point M de P*, les points M et M’ = f (M) appartiennent a une méme dem-droite
d’origine O.
2. Montrer que f est involutive (f est une involution si et seulement si f est une bijection de P* sur P* égale a sa
réciproque). Préciser I'ensemble des points invariants par f.
3.a. Soit (D) une droite ne contenant pas le point O. En utilisant les parties A et B, déterminer I'image de (D) par
l'application £,
b. Soit U une droite contenant le point O. Déterminer l'image deU* = U — {0} par £
4. Soit C un cercle passant par O. Déterminer l'image de C* = C — {0} par £
Partie D
1. Soient A et B deux points de P* d’images respectives A’ et B’ par f.
Exprimer la distance A’B’ en fonction des distances AB, OA et OB.
2. Soient un cercle C passant par O et trois points R, S et T sur ce cercle tels que O, R, S et T soient deux a deux
distincts et tels que le point d'intersection des droites (OR) et (RT) appartienne au segment [RT].
Montrer que : OS.RT = OR.TS + OT.RS (on pourra considérer I'image par fde C* et utiliser le fait qu'un point B
appartient 4 un segment|[AC] si et seulement si AB + BC = AC).
3. Soient trois points R, S et T du plan P tels que O, R, S et T soient deux a deux distincts et tels que :
OS.RT = OR.TS + OT.RS
Montrer que les points O, R, S et T sont cocycliques ou alignés.

Corrigé
Partie A
1. wz est le conjugué dewz. Donc : wz + wz = 2Re(wz) = 2Re[(u — iv) (x + iy)] = 2(ux + vy).

i . i — e |- . > .
L’équation wz + wz = h s’écrit alors 2(ux + vy) = h ou encore ux + vy = 5 qui est manifestement I'équation

d’une droite puisque, w étant non nul par hypothése, le couple (u, v) est alors diftérent de (0, 0).
2. C’est le probléme de la réciproque, c’est-a-dire répondre a la question : « L’équation ax + by + ¢ = 0 d’une
droite D peut(elle se mettre sous la formewz + wz = h ?». En s’inspirant de la question 1, on poseraw = a + ib.
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Dans ces conditions, on a ax + by = %(WZ +wz). Donc l'équation ax + by +c =0 se met sous la forme

Wz + wz = h, avecw = a + ib complexe non nul car (a,b) # (0,0) et h réel valant—2c.
Partie B
1. L'expression zZ — Wz — WZ s’écrit: zz — Wz — wZ = x% + y? — 2(ux + vy). Ainsi, I'ensemble des points M(z)
tels quezz —wz — wz + k = 0 a pour équation cartésienne :

x—w?+@y-v)=ut+vi—-k=|wl*-k
Si|w|? — k = 0 alors I'ensemble cherché est le cercle de centre le pointW (w = u + iv) et de rayon./|w|? — k.
Si|lw|? — k < 0 alors I'ensemble cherché est I'ensemble vide.
2. C'est la réciproque: Il s‘agit de mettre I'équation (x — a)? + (y — b)?> = R?> du cercle C sous la forme
zZ —wz — w2z + k = 0. Pour cela, il suffit de choisiru = a etv = b etk = u? + v> — R?. Donc on a bien trouvé un
nombre complexew = a + ib et un réel k tel que le cercle C a pour équation : zz —wz —wz + k = 0.
Partie C

1. arg(Z)=arg (%) =—arg(z) = —(—arg(z)) =arg(z) [2n]. Or arg(z’) et arg(z) sont des mesures
respectives des angles (17, W) et (17, W), par conséquent arg(z') = arg(z) [2n] se traduit par : (17, W) =
(ﬁ,W) [27] soit (W, OM’) =0 [2m].

Les vecteurs OM et OM' sont colinéaires et de méme sens, ce qui prouve que les points M et M’ appartiennent a
une méme demi-droite d’origine O.
2. On rappelle qu’une application de P* dans P* est une bijection de P* sur P* si et seulement si tout point N de
P* admet un unique antécédent M dans P*.
Soit un point N d’affixe Z différent de 0, il faut donc chercher les antécédents de N, c’est-a-dire les points M tels
que N = f(M). Si on note z l'affixe de M, cela revient a résoudre dans C* I'équation a I'inconnue z: 7 = % En
prenant les conjugués puis les inverses des deux membres de ['égalité, on obtient z = % Ceci prouve deux
choses :
e La premiere que N n'a donc qu’un antécédent, car on a obtenu une seule valeur de z non nulle, et par suite
que fest bien une bijection.
e La deuxieme : si f{(M)=M alors f(M’)=M, puisque la « formule » donnant z’ en fonction de z, donne z en
fonction de z’. Par conséquent f est une involution, en effet f est égale a sa réciproque.
3.a. Une droite (D) ne passant pas par O a une équation de la forme : wz + wz = h, avec h différent de 0 dapres

la partie A. M’ est I'image de M par fs’écrit indifféremment :

1 1
Z =— o0UuU ZzZ=—

VA !
z
Puisque (D) est caractérisée parwz + wz = h, f(D) sera donc caractérisée par I'égalité (E) suivante :
WX—+wX == h.
z' z
Mais (E) s’écrit successivement et de maniére équivalente :
wz' +wz' =hxz'z ouencore hxz'z —(wz' +wz') =0.

Puis en divisant par le nombre réel h non nul et en tenant compte de % = (%), on obtient :

B — — w
z'zZ—wz' +w'z =0, en posant w' = W
Par conséquent z'z' —w'z' + w'z' =0 et z' # 0 caractérise f(D). On reconnait dans cette derniére équation
celle d’'un cercle passant par O.
Ainsi :
Limage d’une droite ne passant pas par O est un cercle passant par O privé du point O.

b. Etant donné que U* est caractérisé par wz + wZ = 0. Un raisonnement analogue au précédent conduit a
caractériser f (U") successivement par :

_ 1 1
wWX—+wXxX—=0.
— Z, Z
En multipliant par le nombre non nulz'z', nous obtenons :
wz' +wz' =0, avec z' # 0.

On reconnait la méme équation de départ.

Ainsi : Une droite passant par O est invariante globalement par £,

4. Un point M de C* est caractérisé par zz—wz—wz = 0. Son image M’ daffixe z’ sera caractérisé
successivement par :
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1 1 _1 1
:X—,—W:—W—,ZO.
Z’ VA Z’ VA

En multipliant cette derniére relation par le nombre non nul 2'Z’, on obtient :
1-wz' —wz' =0, avecz # 0, soitenfin: wz' +wz' = 1.
Ainsi :
L'image d'un cercle passant par O est une droite ne passant pas par O.
Remarque : Une définition géométrique de la transformation f
Cette application f qui « échange » droites ne passant pas par O et cercles passant par O est appelée inversion de
pble 0. On montrerait facilement que l'image d’un cercle ne passant par O est un cercle ne passant pas par O. On

peut la définir géométriquement sans l'outil complexe, en effet I'égalité :

, 1 z 1
Z =E==——==—75X2Z
z zz |z|?

se traduit vectoriellement par :

On déduit de cette égalité que les points O, M et M’ sont alignés (M et M’ sont du méme coté de O) et que :
1

oM' = —.
oM .
L'application f n’est pas la seule inversion de péle O, les relations z' = — aveca réel, définissent les inversions de
pole O. Le pdle est le seul point n'ayant pas de transformé. Les inversions sont involutives.
Apparemment les inversions sont liées a la symétrie axiale par rapport d I'axe des abscisses d’écriture complexe
7z’ ="z . De maniére plus précise, deux cercles ou droites symétriques par rapport a I'axe des abscisses sont
transformés en deux droites ou cercles symétriques par rapport d I'axe des abscisses.

Partie D
1. Onappelle a, b, a’ b’ les affixes respectives de 4, B, A, B’.
Ona:
AB = b —a| = |_|7—b _la—b]  AB
- - @ x Dbl lalx|bl T 0Ax 0B

2. Limage de C* par f est une droite (D) ne passant par O. Soient R, S” et T’ les images des points R, S et T sont
donc alignés sur la droite (D). En outre le point S’ est nécessairement, puisque la droite (0S) coupe le segment
[RT], entre R’ et T,
Donc:R'S' + S'T' = R'T' et d'aprés la 1ér question :
RS ST RT
OR.05 ' 05.0T _ OR.OT

En multipliant cette égalité parle nombre OR.0S.0T non nul (car O, R, S, T sont distincts deux a deux), on
obtient OS.RT = OR.TS + OT.RS.
3. Réciproque :
Soient trois points distincts R, S, T du plan vérifiant la relation (1) : OS.RT = OR.TS + OT.RS.
On appelle R, S, T’ les images des points R, S, T par £ Ces points vérifientR'S' + S'T' = R'T' (il suffit de diviser
(1) par OR.0S.OT qui est non nul et d’utiliser la 1¢r¢ question).
L'égalité R'S" + S'T' = R'T' implique forcément que les trois points R, S’ et T’ sont alignés sur une droite (4).
Par conséquent leurs images R, S et T par f (puisque f est une involution) sont sur l'image de (4). Deux cas sont 4
envisager :
— La droite (A) passe par O : I'image de (4*) est(4*), d'aprés la question C.3.b.

Les points O, R, S, T sont donc alignés.
— La droite (A) ne passe pas par O : I'image de (4) estC*, ou C désigne un cercle passant par O, d’aprés la

question C.3.a. Les points 0, R, S, T sont donc cocycliques.

75



EXFLRCICES PRODPOSES

Méme un fusil maladroit atteindra la cible en mu]tipliant les tirs.

Froverbejaponais

Exercice 1
On donne les nombres complexes : z; = —3 — i3 et z, = —3 + iV/3.

71T .51
1. Montrer que z, = 2\/3e"s et z, = 2\/3e"s.

2
G . . —2 z
2. Ecrire sous forme exponentielle z;~ et =.
Z2

Exercice 2
Donner une forme trigonométrique puis une forme exponentielle de chacun des nombres complexes proposés ci-
dessous :

2 7= 2+2ivV3 b g = (1-i)°

“ T 34303 T a3’

¢ z=(3-3iV3) (-1 +0)* d z=(1+0)216(—y3+i)""

ez=1+cosa+isina , a€]0,n| f z=1+cosa+isina , a€]m,2n|

g.z=—5(cosz?n—isin2?n) 11.Z=1—itan§

L z=sina+i(l+cosa), a€l[0,n| joz=Hene o 2Ty kn (k € 7)
1-itana ’ 2

Exercice 3

On donne le nombre complexez = —J2 + 2 + iV 2 — V2.
1. Exprimer z° sous forme algébrique

2. Exprimer z? sous forme exponentielle.

3. En déduire z sous forme exponentielle.

Exercice 4 (La figure « aux huit carrés »)

J A
—
/?/
—
I  —
T ]
o I K L B

On se place dans le repére orthonormé direct (0,4, ¥) tel quet = Ol et ¥ = 0].

On note (4, m) = a [27], (ﬁ,ﬁ) =B [2n] et (4, Eq’) =y [2m].

Le but de I'exercice est de prouver que: a+ [ +y = % [27].

1. Reproduire la figure et placer les points C et D sur[JA] tels que les nombres B ety soient des mesures
respectives des angles (ﬁ’, W’)) et (ﬁ', W)

2. Préciser les affixes z,, z. et zp des points A, C et D sous forme algébrique.

3. Montrer quez, X z; X zp = 65(1 + i).

4. En utilisant les résultats précédents, montrerque :ax + f§ +y = % [27].

Exercice 5

On considére le nombre complexea = 2 — /3 — iv/2 + /3.
1. Calculer a2 puis déterminer son module et son argument.
2. Donner alors la forme trigonométrique de a.

< . . s 8 . . o 7T . 7T
3. Déduire de ce qui précéde les valeurs exactes des lignes trigonométriques cos (E) et sin (E)
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Exercice 6

Soit z un nombre complexe etz son conjugué tels que : 2z* + 37° =5+ (D).

1. Démontrerque :z2 +7° =2 et z2—7" =—2i.

2. En déduire le module et un argument de z?, puis déterminer les complexes z vérifiant la relation (1).

Exercice 7

Onposez; =1+i; z,=V3+1i; z3 =z}z,.

1a. Mettre z3 sous la forme algébrique.

b. Mettre le nombre complexe z; sous la forme algébrique.

2.a. Déterminer le module et un argument du nombre complexe z,, puis le module et un argument du nombre
complexe z3.

b. Déterminer le module et un argument du nombre complexe z,.

c. Déduire des questions précédentes la forme trigonométrique du nombre complexe z5.

3. En comparant les forme trigonométrique et algébrique de z;, déterminer les valeurs exactes des lignes

. p 11m . 11w
Z'I‘IgOHOInEtI‘IQUES cos (?) etsin (?)

Exercice 8

1. Résoudre dans C les équations suivantes :

a z?—(17+i)z+16(1+i)=0;

b. 22+ (1+4)z-51-i)=0;

¢ z2+(11+5)z+5(4+7i)=0.

2. En déduire, sans calculs, la résolution des équations suivantes :
az?—(17-z+16(1—-i)=0,

b.z2+(1—-4i)z—-5(1+i) =0,

¢z’ +(11-5)z+5(4-7))=0.

Exercice 9

Soit P le polynéme défini par: P(z) = z3 — (11 + 2i)z* + 2(17 + 7i)z — 42.
1. Démontrer qu’il existe un nombre réel a solution de I'équation P(z) = 0.
2. Déterminer le polynéme Q tel que : P(z) = (z — a)Q(2).

3. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Exercice 10

Soit Ple polynéme défini par: P(z) = z3 — 2(1 + 2i)z% + 7iz + 3(1 — 3i).

1. Démontrer qu’il existe un nombre imaginaire purifS solution de I'équation P(z) = 0.
2. Déterminer le polynéme Q tel que : P(z) = (z — if)Q(2).

3. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

Exercice 11

Soit P le polynéme défini par :P(z) = z3 — (2 +)z> + 3+ 4i)z + 5(2 — i) et z,, z, et z, ses racines.
1. Vérifierque: zy+ 2z, + 2z, =2+1 et 2zy.2z,.2, =5(—=2+1).

2. Sachant que z, et z, sont opposés et que Re(z,) > 0, calculerz, puisz, etz,.

Exercice 12
Le plan étant muni d’un repére orthonormé direct (0; W,V ), déterminer 'ensemble des points M d affixe z
tels que :

1.(1-2(1-iz)eR 2.(iz—2z)(z—1) €iR 3(z+1)(Z-2)eER

4.?:22611% 525 € iR 6lz—3|=lz— 1+

Zlz=2+il=+5 8lz+3—i|l > |z 91z+3—-i| <2

10.|z| < |z+3—i| <2 11.0z—1—i| = |7 + 3i] 12|11 — 4i — 2iz| > 4

13|22 =2 14.1z + 2i| = 2 et argz = = [2n] 152<|zlet Z<arg(z) <2
z-3i 3 3 4 3

Exercice 13

Linéariser les expressions suivantes :

1. f(x) = sin(2x) cos®(3x) 2. g(x) = sin®(2x)

3. h(x) = cos(3x) cos?(5x) 4. k(x) = cos(3x) sin?(7x)
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Exercice 14
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; W, v ). Soit A et M les points d affixes2 + i et z
1.a. Démontrer que le nombre complexe w = (z — 2 — i)® est un réel strictement positif si et seulement siona:

(ﬁ,m) = kz?” avec k € 7.
b. En déduire I'ensemble des points M d‘affixe z tels que w soit un réel strictement positif.
2.a. Montrer que w est un imaginaire pur non nul si et seult si (17, m) = % + kg avec k € 7.
b. En déduire I'ensemble des points M ainsi définis.

Exercice 15
Py i a\ & i Lo ) 2
1. Montrer que pour tout élémenta deR : 1+ e'* = 2 cos (E) ez et 1—e'*=-=2isin (E) ez
2. En déduire que pour tous réels a et b:
. . b—a ~(M . . b—a '(M
e“l+e”’=2ws< 5 )el ) et e“‘—e”’z—Zisin( 5 )el 2)

5 , i i i i i N
3. Ecrire les nombres suivants sous formere'® : z;, =e's +e's et z,=e's+e'c et z3=1- ?4. Sl

Exercice 16
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0; W, v’ ) (unité graphique 1 cm).
1. Résoudre dans C I'équation z* — 823 + 64 = 0.
Z. On considére les points A et B qui ont pour affixes respectives les nombres complexes :
a=4V3—4i et b=4V3+4i.
a. Ecrire a et b sous forme exponentielle.
b. Calculer les distances OA, OB, AB. En déduire la nature du triangle OAB.
3. On désigne par C le point d’affixec = —/3 + i et par D son image par la rotation de centre O et d’angle — g

Déterminer l'affixe du point D.

4. On appelle G le barycentre des trois points pondérés (0 ; —1),(D; +1),(B; +1).
a. Justifier I'existence de G et montrer que ce point a pour affixe g = 4\/3 + 6i.

b. Placer les points A, B, C, D et G sur une figure.

c. Montrer que les points C, D et G sont alignés.

d. Démontrer que le quadrilatére OBGD est un parallélogramme.

Exercice 17

Soit un plan rapporter 3 un repére orthonormé direct (0; W,V ). On note A et B les points d’affixes respectives

Iet -2 Soit f I'application du plan P privé de A dans P, qui a tout point M d affixe z distincte de i associe le point
) g _ ,_ 2z

M'd af fixe z'définie par : z =51

1. Soit z un nombre complexe différent de I,

a. On désigne respectivement parr et 0 le module et un argument de z - i.

Interpréter géométriquement r et 6 alaide des points A et M.

b. Montrer que : (z' + 2i)(z- 1) = 1.

¢ En désigne parr’et 0'le module et un argument de z' + 2 i. Exprimer r'et 6’ en fonction de r et 6,

Interpréter géométriquement r'et 0'a l'aide des points B et M.

2. Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 1

a. Montrer que si M appartient 4 (C), alors son image M' appartient 4 un cercle (C’) de centre B et dont on

donnera le rayon.

b. Montrer que si M’ appartient 4 (C’), alors son antécédent M par f appartient a (C).

3. Soit T le point d affixe g + (1 + g) i.
a. Calculer I'affixe de AT , En déduire que T appartient au cercle (C).

b. Déterminer une mesure en radians de l'angle (ﬁ,ﬁ ). Tracer le cercle (C) et placer le point T.
¢. En utilisant les questions précédentes, construire l'imageT' du pointT par f

Exercice 18
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; W, v ).

1. Résoudre dans C I'équation d’inconnue z suivante : z*> — 2+/3z + 4 = 0.
2. On considére les points :
o Adaffixea=+3-1i;
o Bdaffixeb=+3+i;
e (lemilieu du segment|0B), d’affixe c.
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a. Déterminer une forme exponentielle de a, b et c.
b. Sur une figure, placer les points A, B et C.
¢. Montrer que le triangle OAB est équilatéral.

3. Soit D le point tel que le triangle OCD est isocéle rectangle en O et (O_C), O_D)) = - g (2m), et E tel que DABEF soit

un parallélogramme.
a. Placer les points D et F.
b. Déterminer une forme exponentielle de l'affixe d du point D, puis sa forme algébrique et montrer que l'affixe €
. o1 4-+v3\ .
du point E est: ¢ = >t (—2 )l.

¢. Démontrer que : OE = BE =+/5 — 2v/3.

4. Démontrer que les points A, C et E sont alignés.

Exercice 19

1.a. Résoudre dans C I'équation : z* — 2\/3z + 4 = 0.

b. On pose a =+3+i et b=a. Ecrire a et b sous forme exponentielle et placer les points A et B d'affixes
respectives a et b.

Z.a. Soit A’ le point tel que le triangle OAA’ est équilatéral direct et a’ son affixe. Déterminer une forme
exponentielle de a’ puis sa forme algébrique et placer A’ sur la figure.

b. Déterminer l'affixe b’ du point B’ défini par I'égalité ;0B = — %@)
3. Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B’ et R le rayon de ce cercle ; on note c l'affixe du point C.

3v3 3 3v3 3
a.Justifier les égalités suivantes: cc = R?, (c —2i)(c + 2i) = R?, (c + - - El) (E + — + El> = R2

b. En déduire que c — ¢ = 2i puisque c+c¢ = —%.

¢. Déterminer alors l'aftixe du point C et la valeur de R.

Exercice 20 (Nombres complexes et configurations)
Soit ABC un triangle de sens direct. On construit extérieurement au secteur angulaire saillant ([AB), [AC)). Les
segments [AM], [CN] et [BP] tels que :
- AM = BC et (AM) et (BC) perpendiculaires,
- CN = CA et (CN) et(CA) perpendiculaires,
- BP = BA et (BP) et(BA) perpendiculaires.
Soit a, b, ¢, m, n, p les aftixes respectives des points A, B, C, M, N, P,
1l.a Montrer quep — c = i(m — b).
b. Montrer que PC = MB et (PC) et (MB) sont perpendiculaires.
¢. Montrer que BN = MC et (BN) et (MC) sont perpendiculaires.
d. En considérant le triangle BMC, montrer que les droites (AM), (BN) et (CP) sont concourantes.
2. Soit K d‘affixe k le milieu de [AN] et L d’affixe | le milieu de [AP].
a. Montrer quem — k = i(b — k).
b. Montrer guem — 1 = i(c — ).
c. Quelle est Ia nature des triangles BKM et MLC.

Exercice 21 (Nombres complexes et confjgurations)
On considére un rectangle OABC tel que (ﬁ, m) = g [27]. On note 6 I'angle AOB.

La droite perpendiculaire a (OB) en B coupe les droites (OA) et (0C) respectivement en D et E.

On note F le point tel que ODFE soit un rectangle. Les lettres a, b, ¢, ... désigneront les affixes des points A, B, , ...
dans un repére orthonormé direct (0, U, V).

l.a. Démontrer que : 0A = 0D cos?(0) et OC = OE sin?(0).

b. En déduire que :a = d cos?(0) et c = esin?(0).

2. Démontrer que : a sin(6) = ic cos(6).

3. En utilisant les normes dee + d etc — a, démontrer que les droites (OF) et (AC) sont perpendiculaires.

Exercice 22 (Nombres complexes et réflexion plane)

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormé direct (0,4, V).

A tout point M d‘affixe z, on associe le point M, symétrique de M par rapport a (x’'0x), puis le point M,, image de
M, par le quart de tour direct de centre O, puis le point M’, image de M, dans la translation de vecteuriu — v.

1. Déterminer les affixes z,, z, des points M;, M,, et montrer que l'affixe z’de M’ vérifie : z' = iz + 1 — .

2. On note flapplication qui, a tout point M du plan, associe le point M.

Déterminer I'ensemble (D) des points invariants par f.
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3.a. Calculer le quotient% et montrer qu'il est imaginaire pur. En déduire que MM' est orthogonal a (D).

4. Calculer, en fonction de z, l'affixe du milieu I du segment [MM'], et montrer que I appartient a (D).
5. Quelle est la nature de I'application f?

Exercice 23 (Existence d’un triangle connaissant les milieux des cotés)
Soit A, B, C trois points d’affixes a, b, c. On cherche s’il existe un triangle M\ M, M; tel que A soit le milieu du
segment [M,;M,), B le milieu de [M,M), Cle milieu de [M;M,].
1. Montrer que My, M,, M5 sont solutions du probléme posé si et seulement si leurs affixes z,, z,, z; Vérifient le
systeme (S) :

Zy+ 2z, = 2a

(8) 4z, + 23 =2b

Z3+ 2z = 2c
2. En résolvant le systéme (S), montrer que le probléme a une solution.
3. Application numérique:a =1 + 3i, b = =1 + 2i, ¢ = —i. Déterminer M;, M,, M3, et faire une figure.

Exercice 24

Soient z, et z, deux nombres complexes non nuls.

1. En utilisant le fait que : ¥z € C, |z|* = zz, montrer que : |z,| + |z,| = |z, + z,|

et qu'on a I'égalité : |z,| + |z,| = |z, + z,| sietseulementsi arg(z,) = arg(z,) [2m].

2. Soient A, B, C et D quatre points deux a deux distincts et non alignés.

Montrerque: AB X CD + AD X BC = AC X BD et que AB X CD + AD X BC = AC X BD si et seulement si A, B,
C et D sont situés, dans cet ordre, sur un méme cercle.

Exercice 25

Dans le plan complexe rapporté 4 un repére orthonormal direct (0; W, V") (unité graphique 2 cm), on considére
les points A, B et C d’affixes respectivesz, = 2, zz = 1+ i3, z, = 1 — iV/3.

Partie A

1. a. Donner la forme exponentielle de zy puis de z.

b. Placer les points A, B, et C.

2. Déterminer la nature du quadrilatére OBAC.

3. Déterminer et construire I'ensemble A des points M du plan tels que : |z| = |z — 2|.

Partie B : A tout point M d affixe z tel que z + z,, on associe le point M ’ d‘affixe z’ défini parz' = _—42.

c > . -4
1. a. Résoudre dans C l'équation z = —

b. En déduire les points associés aux points B et C.
c. Déterminer et placer le point G’ associé au centre de gravité G du triangle OAB.
2|z|
lz—2|
b. On suppose dans cette question que M est un point deA, otr A est I'ensemble défini 4 la question A.3.
Démontrer que le point M ’associé 4 M appartient a un cercle I dont on précisera le centre et le rayon. Tracer I

2. a. Démontrer que pour tout nombre complexe z distinct de 2,ona: |z' —2| =

Exercice 26
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (0; W, v’).

On appelle A, B et C les points d affixes respectivesz, = -1+ 3i etzg = — 2 etz = — 33

Soit f I'application du plan privé de A dans le plan qui, a tout point M daffixe z distincte de z,, associe le point M’
z+2
z+1-3i
1. Factoriser z° - 3iz - 2 en remarquant que z = i en est une racine, puis résoudre I'équation (E) : z?- 3iz -2 = 0
2. Déterminer les aftixes des points invariants par f.
3. Déterminer l'ensemble des points M tels que M’ appartienne au cercle de centre O de rayon 1.
4. Fn posant z = x + iy, déterminer Im(z’) en fonction de x et y. En déduire 'ensemble des points M tels que M’
appartienne d l'axe des abscisses.
5. a. Montrer que pour tout z diftérent de -1 + 3i on a I'équivalence suivante :
z+2 zZ+2

z+1-3i Z+1+3i

b. En déduire I'ensemble des points M tels que M’ ait une affixe imaginaire pure.

daffixe z’ définie par : z' =

5
o (z—2z0)(Z—2) = >

Exercice 27

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0; W, v’ ) (unité graphique 4 cm).
5T
L

Soit le point A d'affixez, = i et B le point d'affixezy = e 6.
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1. Soitr la rotation de centre O et d’angle 2?" On appelle C I'image de B parr.
a. Déterminer une écriture complexe de r.
T

b. Montrer que l'affixe de Cestz, = e ‘.

c. Ecrire zy etz sous forme algébrique.

d. Placer les points A, B et C.

2. Soit D le barycentre des points A, B et C affectés respectivement des coefficients 2, —1 et 2.

a. Montrer que l'affixe de D estz;, = g + % i. Placer le point D.

b. Montrer que A, B, C et D sont sur un méme cercle.

3. Soit h I'homothétie de centre A et de rapport 2. On appelle E I'image de D par h.
a. Déterminer une écriture complexe de h.

b. Montrer que l'affixe de E estz, = \/3. Placer le point E.

4. a. Calculer le rapport zD _EC. On écrira le résultat sous forme exponentielle.
E—4C

b. En déduire la nature du triangle CDE.

Exercice 28

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (0; W, V).

1. On considére les points A, B et C d'affixes respectives zy = 2 + 2i, zg = 2i et zc = 2 ainsi que le cercle " de
centre A et de rayon 2. La droite (OA) coupe le cercle I en deux points H et K tels que OH < OK. On note zy et zx
les affixes respectives des points H et K.

a. Faire une figure en prenant 1 cm comme unité graphique.

b. Calculer Ia longueur OA. En déduire les longueurs OK et OH.

c. Justifier, a I'aide des notions de module et d'argument d’un nombre complexe, que :

LT T
zg = (2V2+2)e's et zy =(2V2-2)e's.
Dans toute la suite, on consideére I'application fdu plan qui a tout point M d'affixe z # 0 associe le point M’
daffixe z’ telle que : z' = _74.
2. a. Déterminer et placer les points images de B et C par f.
b. On dit qu’un point est invariant par fs’il est confondu avec son image. Déterminer les points invariants par f.
3. a. Montrer que pour tout point M distinct de 0, on a:0OM X OM' = 4.
b. Déterminerarg(z) en fonction de arg(z').
4. Soient K’ et H’ les images respectives de K et H par f.
a. Calculer OK’ et OH".
.31 .31
b. Démontrer que: z = (2V2 —2)e' s et z = (2V2+2)e's.
¢ Expliquer comment construire les points K’ et H' en utilisant uniquement la régle et le compas a partir des
points K et H. Réaliser la construction.

Exercice 29 (Cocyclicité et nombres complexes)
Soit C I'ensemble des nombres complexes, C* I'ensemble des nombres complexes privé de 0, et f I'application de
C* dans C définie par :
1 1

1@ =3(-3)
On désigne par (P) un plan rapporté a un repére orthonormé d’origine O et par (P*) le plan (P) privé du point O.
Soit F lI'application de (P*) dans (P) dans laquelle tout point m de (P*), d affixe z, a pour image le point M d’affixe
Z = f(2). ' ’
1. Montrer que, siz # i, le quotient % s’exprime trés simplement en fonction de z—i .
On désigne par U et U’ les points de (P) daffixes respectives i et -i. Soit m un point de (P*) distinct de U et U, et
M = F(m). Trouver une relation simple entre les angles (Wf, mU ’) et (Wf, MU '),

2. Soit (I) le cercle de diamétre [UU'].
En utilisant la relation angulaire précédente, trouver I'image de (I) par F; trouver I'ensemble (y) des points m
de (P*) tels que F(m) appartienne a (I). Dessiner (y).

Exercice 30 (Cocyclicité et nombres complexes)
On considére le plan rapporté 4 un repére orthonormé direct (0,u, V). Soit U le point d’affixe 1 et V le point
d’affixe 1.
1. Démontrer que si A, B et C sont trois points du plan, deux a deux distincts, d affixes respectives a, b et c alors :
S c—a
(AB, AC) =aryg (m) [27].
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2. On considére dans le plan les points : U d’aftixe 1, M d’affixe z, M’ d affixe z’ et P d affixe zz’ ou z et z’ sont deux
nombres complexes distincts de 0 et 1.

a. Démontrer que les points M, M’ et P sont distincts deux a deux.

b. Démontrer que pour tout z et tout z’ vérifiant ces conditions :

zz' — 7' z' z
arg (ZZ, — z) =arg (z’ — 1) —arg (m> [27].

¢. En déduire que M, M’ et P sont alignés si et seulement si les points O, U, M et M’ sont cocycliques ou alignés.

Exercice 31 (La roue du vélo)

On considére un repére orthonormé direct (0,1, V) tel que le rayon de la roue soit égal a I'unité de longueur et
l‘axe (0,4) figure le sol.

Le point de contact de la roue avec le sol est noté A, repéré par le réel t, t parcourant [0, 2m].

Pourt = 0,M = M, esten O. S désigne le centre de la roue du vélo.

y
M
l]KC S
N
v
T Mg u_) ’]Y-B T R T x

1. Etablir que les affixes de A, B et S sont respectivement t, 1 et t+1.
2. Expliquer pourquoi I'angle (34), m) = —t en radians.
3. En déduire I'affixe du vecteurSM en fonction de ¢, puis établir que l'aftixe deBM est :
Z=({t—-1)+ 1 —e )i,
4.a. Exprimere® + e~ ete't — e~ en fonction de cos t ou sint.
b. CalculerBM?* = Z X Z en fonction de t.
5. Onpose: f(t) = (t —1)2 = 2(t — 1) sint + 2(1 — cos t). Démontrer que : f'(t) = 2(t — 1)(1 — cos t).
6. Dresser le tableau de variation de fsur |0, 2n] et en déduire la position ot M est au plus prés de B.

i i

Exercice 32
Dans le plan orienté, on considere les points O et A N

fixés et distincts, le cercle C de diamétre [OA], un

point M variable appartenant au cercle C et distinct

des points O et A, ainsi que les carrés de sens direct

MAPN et MKLO. La figure est représentée ci-apreés. P
Le but de l'exercice est de mettre en évidence K
quelques éléments invariants de la figure et de

montrer que le point N appartient a un cercle a
déterminer.

On munit le plan complexe d’'un repére orthonormal L
direct de sorte que les affixes des points O et A

soient respectivement 0 et 1.

On désigne par i le nombre complexe de module 1 et
d'argument g On note k, [, m, n et p les affixes
respectives des points K, L, M, N, P.

1 1
1. Démontrer que, quel que soit le point M du cercle C,on a: |m - §| =3

2. Etablir les relations suivantes :1 = imetp = — im + 1 + i.
On admettra que I'on a égalementn = (1 —i)m+i et k = (1 +i)m.
3. a. Démontrer que le milieu ) du segment [PL] est un point indépendant de la position de M sur le cercle C.
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b. Démontrer que le point Q) appartient au cercle C et préciser sa position sur ce cercle.

4. a. Calculer la distance KN et démontrer que cette distance est constante.

b. Quelle est la nature du triangle QNK ?

5. Démontrer que N appartient a un cercle fixe, indépendant du point M, dont on précisera le centre et le rayon.

Exercice 33
Soit (0; U, V) un repére orthonormé direct du plan complexe P.
Soit A le point d’affixe 1. On considére I'application f de P dans P qui a tout point M d’affixe z, on associe le point
M’ d'affixe z'tel quez’ = 2z — z°.
. On désigne par M, et M, les points d’affixes z* et 2z.
. Trouver I'ensemble des points M tels que O, M, et M, soient alignés.
On suppose que M n’appartient pas a l'axe des abscisses. Montrer que OM;M,M' est un parallélogramme.
On suppose quez = e'® avec 6 € [—m, n[. Construire les points M, M;, M, et M.
Dans cette question, M est un point du cercle C de centre O et de rayon 1.
. Montrer que AM = MM’.

1

a

b.

C

2.

a

b. Montrer que le rapportzz—_1 est réel.
¢. En déduire que les points A et M’ sont symétriques par rapport d la tangente en M au cercle C.

3. Soitr € R%. On désigne parT le cercle de centre A et de rayon r et parT"' le cercle de centre A et de rayon r2.
a. Montrer que f(I') est inclus dansT"'.

b. Soit Z =1 +7r?e?" avect € [—g,g] Résoudre dans C I'équation (E): 2z — z* = Z.

C
d

En déduire que f(I') =T".
Trouver la forme trigonométrique des solutions de (E) dans le cas ou r = 1.

Exercice 34

Pour tout nombre complexe z, on définit : P(z) = z° + 2(V2 — 1)z2 + 4(1 - V2)z — 8

1.a. Calculer P(2).

b. Déterminer deux réels a et b tels que : P(z) = (z — 2)(z* + az + b)

2. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0. On appelle z, et z, les solutions de I'équation autres que 2, z, étant la
solution ayant une partie imaginaire positive.

Vérifier que : z, + z, = —2/2. Déterminer le module et un argument de z, et z,.

3.a. Placer dans le plan, muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V), les points A d'affixe 2, B et C d'affixes
respectives z, et z,, et I le milieu de [AB].

b. Démontrer que le triangle OAB est isocéle direct. En déduire une mesure de l'angle (17, ﬁ)
¢. Calculer l'affixe z; de I, puis le module de z,.

d. Déduire des résultats précédents les valeurs exactes de cos (%ﬂ) et sin (%ﬂ)

Exercice 35
Soit A le point d'affixe 2i et fl'application du plan (0; e], e;) dans lui-méme qui 4 tout point M d’affixe z, distinct
de A, associe le point M’ d affixe z’ telle que :

S = 2iz—5

z—2i
1. Démontrer que fadmet deux points invariants.
2. Démontrer que f est bijective et déterminer son application réciproque.
3. Démontrer que la droite de repére (0;e,), privée de A, est globalement invariante par £
4.a. Démontrer que : |z' — 2i| X |z — 2i| = 9.
b. En déduire I'image par fdu cercle (C) de centre A et de rayon R.
Déterminer R pour que (C) soit globalement invariant par £

Exercice 36

Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé direct (0; €1, e;). On considére les points A, B, C deux a deux
distincts dont les affixes respectives sont les nombres complexes a, b, c.

1. M étant le point du plan d’affixe le nombre complexe z, exprimer en fonction de z :

a. laffixe z’ du point M’ image de M par la rotation de centre A et d’angle de mesureg ;

b. l'affixe z” du point M” image de M par la rotation de centre A et d'angle de mesure — g

2. Que peut-on dire du triangle ABC si les nombres complexes a, b, c vérifient :

c—a 7T+.,T[ 8 c—a T T
=cos-+isins . =cos-—isinz

. b—a 3 3 b—a 3 3

3. Etablir que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si : a®> + b? + ¢? = ab + bc + ca.

a.
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Exercice 37
Dans le plan complexe muni du repére orthonormal (0; W,V ), on considére les points M et M’ d’affixes

respectiveszetz. On posez = x + iy etz = x' + iy, oux x,y, y’ sont des nombres réels.

1. Montrer que les vecteurs OM etOM' sont orthogonaux si et seulement si Re(z'z) = 0.

2. Montrer que les points O, M et M’ sont alignés si et seulement si Im(z'z) = 0.

Applications

3. N est le point daffixe z? — 1. Quel est I'ensemble des points M tels que les vecteurs OM et ON soient
orthogonaux ?

4. On suppose z non nul, P est le point d affixe Ziz — 1. On recherche I'ensemble des points M d’affixe z tels que les
points O, N et P soient alignés.
1 — 2|1
a. Montrer que (2—2 - 1) (zz - 1) =-Z |5~ 1|.
b. En utilisant I'équivalence démontrée au début de I'exercice, conclure sur I'ensemble recherché.

Exercice 38
Pour tout nombre complexe distinct de 1 et de — 1,on pose: @(z) = %
l.a Montrerque:p(z) ER & (z=z et z¢&{1; —1})
b. Montrer que: p(z) €EiR & (z=-z ou z.z = 1lavec z ¢ {1; —1})
2. Soit0 un réel a’e]O,g[.
a. Justifier que ¢ (e'®) est un imaginaire pur.
b. Déterminer le module et un argument de ¢(e").
- k=n-1 . X
c. On pose pour tout naturel n = 1 et pour tout 6 de ]O'E[: S.(0) = (i(p(e‘e))

k=

(=]

Calculer S, (0) et montrer que S,,(0) converge pour de ]g, %[

Déterminer pour ces valeurs la limite de S,,(0), en fonction de 0, lorsque n tend vers +co.

Exercice 39
1. Le plan complexe P est rapporté aur.o.n.d (0; W, v ). Au nombre complexe a, on associe le point A d’affixe a.
a. Quel est I'ensemble des points A tels que: |a| = |a — 1| 7

b. Démontrer que lorsque [af = |a - 1/ alors on a lI'égalité: arga + arg (a- 1) = n (2n).

2. Application: On veut résoudre dans C I'équation: z3 = i(z - 1)3 (1).

a. Quelle relation existe-t-il entre les modules de a et a — 1 sia est une solution de I'équation (1)?

b. A quel ensemble appartiennent donc les points images des solutions de I'équation (1)?

c. Onposearg(a) = 0. Calculer® lorsque la relation (1) est vérifiée.

d. En utilisant les résultats précédents construire les points images des solutions de (1) dans le plan P puis
donner les solutions sous formes trigonométriques.

Exercice 40
2im
Soient a et [ deux nombres complexes quelconques. On posej = e 3 et pour tout complexe z :
f(z) =23+ az? + Bz

1. Montrer que f(1) + f(j) + f(j*) = 3. (On notera que1 + j + j2 =0 etj* = 1).
2.a. En déduire que |f (V)| + |f(D| + 1fGH| = 3.
b. Montrer que I'un au moins des réels |f (D), |f ()| et|f (j?)| est supérieur ou égal a 1.
3. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V). ABC est un triangle équilatéral direct de centre de
gravité O et tel que l'affixe de A soit un réel r strictement positif fixé. I et ] sont deux points quelconques du plan
d‘affixes respectives a et b. Dans cette question on prend :

a+b ab
et f=—

r2

a=-

a. Montrer que les affixes respectives de B et Csont r.j et r.j>.
b. Montrer que BO x Bl x B] = r3|f(j)|. Calculer de la méme maniére CO x CI x C] et AO x Al X A].
¢. Montrer que le triangle ABC a au moins un sommet S vérifiant: SO x SI X S| = r3.

Exercice 41
Dans le plan complexe, on considere les points A, B, C, D d affixes respectives 1, I, -1, -I.
1. Montrer que le point M d’affixe le nombre complexe z = re'® est sur le cercle de centre B et de rayon 1 si et

seulement sir cos 8 = % our=20.
2. Montrer que le produit P = MA x MB X MC X MD estégal 4|z* — 1|.
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3. En déduire une condition (portant surr et8) pour que P soit égal d 1.
4. Déterminer les points M de I'axe des réels tels que P est égal a 1.
5. Déterminer les points M du cercle de centre O, de rayon 1 tels que P est égal a 1.

Exercice 42
Soient a et b deux nombres complexes non nuls, A et B leurs images respectives dans le plan complexe muni du
repére orthonormé direct (0; ej],e;).

1.a. Démontrer que les points O, A et B sont alignés si et seulement sia X b est un nombre réel.

(a+b)?
ab
Z. On suppose dans cette question que les points O, A et B ne sont pas alignés et que les nombres complexes a et
(a+b)?

ab

b. Démontrer que est un réel si seulement si les points O, A et B sont alignés ou si OA = OB.

b ont pour module 1. Démontrer que est un nombre réel strictement positif.

3. Application
Soit M, et M, deux points d'affixes respectives z, et z,, tels que les points 0, M, et M, ne sont pas alignés.

a. Calculer, en fonction de z, et z,, I'aftixe Z du barycentre I du systeme {(My, |z,]); (M5, |z,])}.
2

b. Démontrer que —— est un nombre réel.
2123
¢. En déduire que Ol est un vecteur directeur de la bissectrice de I'angle M0 M,.

Exercice 43
2T

Soit le nombre complexe z, = e’s.

1. Onpose: a =zy+z§ et B =z&+ 2.

a. Démontrer que 1 + zy + z§ + z3 + z§ = 0 et en déduire que a et B sont solutions de I'équation (E) :
Z*+Z-1=0

b. Exprimer a en fonction de cos 2?”

c (o 2
¢. Résoudre (E) et en déduire la valeur de cos ?n

2. Ondésigne par A, Ay, A, As, A, les points d’affixe 1, zy, 2%, z§ et z§ dans plan complexe (0; €],¢3).
a. Soit H le point d’intersection de la droite (A;A,) avec la droite de repére (0; e7).
Démontrer que l'affixe de H est cos 2?”

b. Soit (I') le cercle de centre Q d'affixe (— %) et passant par le point B d‘affixe i. Le cercle (I') coupe la droite de

repére (0; e;) en M et N, M étant le point d’abscisse positive.
Démontrer que M et N ont pour affixes respectives a et et que H est le milieu de [OM].
¢. En déduire une construction simple d’un pentagone régulier dont on connait le centre O et un sommet A,.

Exercice 44

On considére (E) :m?z* -m3z + 1 -m?i = 0, m est un paramétre complexe.

1. Montrer que Vme C,m® + 4im* — 4m? = m?(am? + b)?, a et b deux coefficients a préciser.

2. Déterminer en fonction de m les 2 racines de (E) et la valeur de m pour laguelle ces racines n’existent pas.
3. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles (E) a une racine double.

4. Déterminer les ensembles E; des points M; et E>des points M; quand m décrit R*.

5. Dans cette question on suppose quem = e'® - Montrer que V0 R, cos(8) + sin(f) = V2 cos (0 - %)
Calculer les racines z; et z; en fonction de 0 et les écrire sous forme trigonométrique.
Déterminer les ensembles E; des points M; et E4des points M; quand 6 décrit [0; %[

Exercice 45

Soit I'équation (1): z*— 2el7 —1=0, avec a € [—g,g]
1.a. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles I'équation (1) admet des coefficients réels, puis résoudre (1)
pour chacune de ces valeurs.

b. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles (1) admet une racine double. La résoudre.

2. Soit z et 7’ les solutions de (1). Onpose: U= (z+1)e 2 et U =(z+1e 2
a. CalculerU + U’ et U.U".
a

b.En déduire que U et U’ sont solutions de l'équation: T? — (4 cos E) T+2=0

3. Montrer queVa € [— g,g], Uet U’ sont réels.

4. Montrer quearg(z + 1) = arg(z’' + 1).
En déduire la position des points A, M et M’ d affixes respectives —1, z etz'.
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Exercice 46
Soita un réel, I'égquation z* — 2pz+ 1 =0 ot p = sina + i cosa apoursolutionsz, et z,.

1. Montrer sans calculer z; et z, que: |z;| = et arg(z;) = —arg(z,) [2n]

1
|2, |
2. Déterminer a pour que z, et z, soient réels puis pour que z, et z, soient imaginaires purs.
3. Calculer |z, — p| et |z, — p| puis arg(z, —p) et arg(z, — p).

4. Montrer que |z, +i| = |z, + i|.

Exercice 47

Soit m un paramétre complexe (E,,) et l’équation d’inconnue z : z*> — (im + m)z + im.m = 0.
1.a Résoudre I'équation (E,).

b. Comment choisir m pour que (E,,) admette une racine double ?

2. SoientA, M’ et M” les points daffixes respectives 1 + i,z etz”.

"_yt

est imaginaire pur. En déduire que 0A L M'M".

a. Montrer que——
1+i

b. Montrer que AM’ = AM”. En déduire que (OA) est la médiatrice de [M'M"] siM’ + M".
3. Soit I'application définie par :
P— P
fm M(z) — M'(z)
Déterminer m pour que f,, soit une translation.
Déterminer m pour que f,, soit une rotation.
Déterminer m pour que f,,, soit une homothétie.

telque z' = imz+m

RS S

Exercice 48
Soitm € C* et: F,,:P — P; M(z) — M'(Z') telque z’ = m3z+ (1 + m + m?)
1. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles E,, est une translation dont on donnera le vecteur.

% ou @€ ]O, 2?1'[[ Montrer dans ce cas que F,, admet un point invariant unique d affixe :

we_t 5

2 sin (%)

3. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles F,, est une rotation d'angle g Caractériser F,, dans chaque cas.

2. On suppose quem = e

4. On posem = x + iy.

a. Déterminer une relation entre x et y pour quem? soit un réel.

b. En déduire I'ensemble des points M d‘affixe m pour lesquels E,, est une homothétie,

¢. Caractériser cette homothétie dans les deux cas suivants: m = 1+ iv/3 et m=—1+iV3.

Exercice 49

1. Résoudre dans C I'équation : Z*? — 2iZ — (1 + m?) = 0, oty m un réel non nul.

2. Pour tout nombre complexe Z, on pose : f (Z) = Z3 — 3iZ? — (3 + m?)Z + i(1 + m?).

a. Vérifier que f (i) = 0. En déduire une factorisation de f (Z).

b. Résoudre dans C I'équation f(Z) = 0.

3. le plan est rapporté 3 unr.o.d (0; W, V). On considére les point A(i), M(i + m) etM’(i — m) .
a. Vérifier que A est le milieu du segment [MM'].

b. Montrer que le triangle OMM’ est isocéle.

c. Déterminer les valeurs de m pour que le triangle OMM’ soit équilatéral.

Exercice 50

Soit 0 € |-, x [et (E) I'équation dans C définie par: iz? + (2sin6) z - 2i (1 + cos 6) = 0.

1.a. Vérifier que: sin0 -2 (1+cos8)=[i(1+cos@)]?.

b. Résoudre, dans C, I'équation (E). On note z; et z; les deux solutions de (E) avec z; réel tel que z; > 0.
. z .

c.Ecrire chacune des solutions z, et z, sous forme exponentielle. En déduire que : 22— pi(m=6)

Z

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0; W,V ) supposé direct.

Soient My et M les points d affixes respectives z; et z2 solution de (E).

a. Montrer que My et Mz sont symétriques par rapport a la droite(0; v).

b. Déterminer I'ensemble des points M; quand @ décrit] - =, = [.

c. Déterminer les valeurs de 0 pour que le triangle O M;M: est équilatéral.

Exercice 51

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé direct (0; w, ™).

1. Soit dans P les points M;, M2, M3 d affixes respectives les complexes z;, Zz, z3.
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2. Montrer que le triangle M;M:M3 est équilatéral si et seulement si :

2T
Zi1+jz2+ Fz3=00uj=e"3 ou z;+ zz+ jzzs = 0.
3. Soitdans C I'équation (E) : 22 - (1 +a+ia)Z +a (1 +i+ia)z-ia?=0 (a:unparamétre complexe).
a. Vérifier que 1 est une solution de (E).
b. Calculer les deux autres solutions z' et z" de (E).
c. Soit dans P les points A, B et C d affixes les solutions de (E). Déterminer le complexe a de telle maniére que le
triangle ABC soit équilatéral (on pourra utiliser la question 1.)

Exercice 52

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation d’inconnue Z :

ZZ2-2(1+ 3cos 8) Z + 5 cos 20 + 6 cos 8 + 5 = 0. (8 étant un paramétre réel).

On désigneraparZ’ et 7" les solutions de cette équation.

2. Déterminer, dans le plan muni P d’un repére orthonormé direct (0; W, ™), les ensemble (E;) et (Ez) des
points M’ et M” daffixesZ' etZ” lorsque © décritR. Construire (E7) et (E2).

2
3. Montrer queOM'?> = 5 (cos 6+ g) + % ,; en déduire les points M’ pour les quels OM’ est minimum.

Exercice 53

Soit 0 un réel de 1'intervalle [0, 27[.

1.a. Vérifier que (e®® — i)2 =—1+e? —2ie'.

b. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation : z* — 2iz + 2ie'? —e?' = 0.

3. Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormal direct (0; W, v’ ). On désigne par M; et M les
points d affixes respectives e et 2i — e'?.
a. Déterminer et construire I'ensemble (C;) décrit par le point M; quand 6 varie dans l'intervallel0, 2 |.
b. Déterminer l'affixe du point I milieu du segment [M:M>].
¢. Déduire 1'ensemble (C;) décrit par le point M> quand 6 varie dans [0, 2n[. Construire (Cz)
3. a. Montrer que M{M2 = 8(1 — sin 6).
b. Déduire la valeur de 6 pour laquelle M; M- est maximale.

Exercice 54
Soita € C" — {%} et A le point d’affixe a dans un repére orthonormé direct (0; W, 7).

1. Vérifier que I'équationE, : Z* — Z + a = 0 admet des solutions distinctes dans C.

2. On désigne par B et B’ les images des solutions deE,, .

a. Déterminer la nature et caractériser l'application f : B — B'.

b. Quel est le lieu géométrique du point A lorsque B et B’ décrivent un méme cercle de centre O et de rayon R ?

¢ Quelle est la bissectrice intérieure de l'angle (7; m) lorsque B et B’ décrivent une méme demi-droite
d’origine O ?

Exercice 55

1. Montrer que pour toutréela ona: 1+ 2isina e'® = e? |

2. Pour tout nombre complexe z, on pose : f(z) = z°> + 4z% + (5 — e%%)z — 4isin a e'“.

a. Montrer que f(—2) = 0.

b. Résoudre alors I'équation f (z) = 0.

3. On suppose dans cette question que a € |0; n[. Donner les solutions de f(z) = 0 sous forme exponentielle.
4. Dans le plan rapporté 4 un repére orthonormé direct (0; W, v’), on considére les points A, B et C daffixes
respectives —2, —1 + e'®, —1 — el

a. Montrer que OBAC est un rectangle.

b. Trouver a pour que OBAC soit un carré.

¢. Montrer que B et C sont symétriques par rapport a un point fixe I,

Exercice 56
Dans le plan complexe rapporté 4 un repére orthonormé (0; W, v’ ) supposé direct. On considére les points A et
B d‘affixes respectives i et -1i. A tout point M (z) on associe par I'application f le point M’ tel que :
z+izz
T 1+42zz

I

VA

I-1. Déterminer les points invariants par f.
2. Montrer que les points A, M et M’ sont alignés.

/A —_—
3.a.Montrer que pour tout point z € Cx\{—i},ona: arg(z') = 5~ (MO, MB) [27]
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b. Déduire que si M décrit le cercle Ciop) de diamétre [OB] alors M’ décrit une droite a préciser.
c¢. Donner la construction du point M’ image deM € Ciop) (M # O et M# B)

4.a. Montrer que pour toutz #* i, ona:|z' —z|=|z' —i| & M € C(0,1).
b. Déduire quesiM € C(0,1) alors M’ = A * M.

Il - Soit M un point d’affixe z = e'?, 6 € ]—%; %[ et M = f(M).

1. Montrer que: z' = %cos 0+ %i(l + sin 6).

2.a. Résoudre dans C I'équation : 2e°z% — (1 + ie®®)z + i + e'® = 0. On note z; et z: les solutions de (E) avec zz
est la solution non imaginaire de I'équation.

b .Ecrire la solution z; sous forme exponentielle.
¢. Déterminer I'ensemble (E) des points M,(z,) quand 0 décrit ]— g ; %[

d. Soit N le point d affixe cosO. Montrer que OM’NM” est un losange.

Exercice 57

Soit dans C I'équation, a paramétre a € [0, 2r [, (E) : z* — i(2sina + 1)e™%z — 2(sin a)e ™2 = 0.

1.a. Montrer que A= [i(2 sina — 1)e~" 2.

b. En déduire les solutions de I'équation E, soiZ' la solution dont le module est égal a 1 et z” l'autre solution.
c. Mettrez' etz” sous forme exponentielle.

2. Le plan complexe P est rapporté a un r.o.n.d (0; W,V ). On donne les points M’ et M” d'affixes z' et z”.

a. Quel est I'ensemble C’des points M’ lorsque a varie dans|m; 2m|.

b. Quel est I'ensemble C” des points M” lorsque « varie a’ans]O ; %[
3. 0nposeZ = (2sin® a + sina) + i(sin? a + cos a).

a. Mettre Z sous forme exponentielle en utilisant ce qui précéede.

b. En déduire l'affixe du milieu de [ M’'M” ] en fonction de a.

4a. Ca]culer%, Que peut on dire des points M’, M” et O ?
b. Pour quelles valeurs de a, O est le milieu de [M’M” ] ?

Exercice 58

1. Résoudre dans C, 1'équation d'inconnue z suivante : z* + iv3z—i=0.

2. Soit @ un réel de [O; g] On considére I'équation d'inconnue z : (Ey) z* + (2isin8)z — 2icos 8 = 0.

a. Vérifier que (cos 8 +i)* = —sin? 0 + 2icos 6.

b. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation (E,).

3. Dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct (0; W,V ), on considére les points A, B et C d ‘affixes
respectives: z; =i, z, =cos0 + (1 —sin0)i, z3 =—cos6 — (1+ sin0H)i.

a. Ecrirez, et z; sous forme exponentielle.

b. Déterminer le réel 6 de [0 ; g] pour que A, B et C soient alignés.

¢. Déterminer le réel 0 de I'intervalle [0 ; g] pour que B et C appartiennent a un méme cercle de centre O. Quel est

le rayon de ce cercle ?

Exercice 59
Soit Oe [0; g] et (Ey) I'équation: z*> — (3cos 0 + 1+ icos@)z + 2cos@(cosd + 1 +icosd) = 0.

1.a. Montrer que I'équation Ey admet une solution réelle z, que l'on calculera,
b. Déterminer l'autre solution z,.
2. Soit M; et M les points d'affixes respectifs z, et z,.

a. Déterminer I'ensemble des points M; lorsque® décrit l'intervalle [O ; g]

2
b. Montrer que M;M,* = 2 (cos 6 — %) + %

¢. Pour quelle valeur de 0 la distance entre M; et M est maximale ?

Exercice 60
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0; w,0’).

1.a. Résoudre dans C I'équation (1 + i)z? — (4\/5 cos a)z —4i(1+1i) =0 ou a est un paramétre réel de [O; g]

On notera z, et z, les solutions telles que Im[(1 + i)z,] = 0 et M; et M leurs points images. On précisera la
valeur de a pour laquelle I'équation admet une solution double.
b. Ecrire z; etz, sous forme exponentielle.
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2Z.a. Déterminer et construire l'ensemble I'; des points M; et I'ensemble I'; des points M, lorsque a décrit [O ; g]

b. Déterminer l'ensemble A décrit par le point I, milieu du segment [M,M,), lorsque a décrit [0 ; g] .

3.a. Montrer que lorsque a # 0, la droite (M;M,) garde une direction fixe que I'on précisera.

b. Montrer que les ensembles I'; et I'; sont symétriques par rapport d une droite fixe que 'on précisera.

4.a. Préciser I'angle de la rotation de centre O qui envoie M, en M.

b. Déterminer, en fonction de a, l'aire S(a) du triangle OM;M,. Pour quelle valeur de a l'aire S(a) est-elle
maximale ?

Exercice 61

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation: (1 + i)z?> —2z+ 1 —i = 0.

2. Soit m un nombre complexe de module+/2.

Résoudre, dans C, I équation (E): mz? — 2z +m =0 oum est le conjugué du nombre complexe m.
3. Dans toute la suite, on prendm = V2e® ot a est un réel.

LT (T
a. Montrer que les racines z'et z" de (E) s'écrivent sous la forme : z' = elli@) o g = i),
b. Dans le plan complexe (0; W,V ). On désigne par M' et M" les points d‘affixes respectives z’ et z" et par M le
point daffixe 7 + z". Montrer que ZZ—I/’ = i. En déduire que le vecteur OM et OM' sont orthogonaux.

¢. Montrer que le quadrilatére OM'MM" estun carré.

Exercice 62

Dans le plan complexe rapport au repére orthonormal direct (0; W,V ) direct (unité graphique : 5 cm), on
considere les points A et B d affixes respectives zy, = 1+ i, zg = — % + % i. Soit (C ) le cercle de centre O et de
rayon 1.

1. Donner la forme trigonométrique de z, et celle de z.

2. Dans la suite de I'exercice, M désigne un point de (C) d'affixee'* oua € [0; 2m].

On considére l'application f qui tout point M de (C), associe f(M) = MA x MB.

a. Montrer, pour tout a € R, I'égalité suivante : e** —1 = 2isina e,
vr e i 1.3\ ;
b. Montrer I'égalité suivante : f(M) = |ez“" -1- (E + El) e'*|.

2
¢. En déduire I'égalité suivante : f (M) = \/i + (—z + 2sin a) .
3. a. En utilisant 2.c, montrer qu’il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lesquels
(M) est minimal. Donner cette valeur minimale.
b. En utilisant 2.c, montrer qu’il existe un seul point M de (C), dont on donnera les coordonnées, pour lequel f(M)

est maximal. Donner cette valeur maximale.

Exercice 63

1. Expliciter, sous forme trigonométrique, les trois racines cubiques de chacune des deux équations :
2TC

_iZm

2r
a. ud=e"3 et b. ud=¢e7"3

2. Etablir, pour tout réel a, I'égalité : 1 + el = 2¢% COS%
3. Résoudre I'équation (z — 1)® + (z — 1) + 1 = 0 (On pourra poser (z — 1)% = v).

Exercice 64
Soita un rée]de]—%,%[. On considére I'équation (E) : (1+iz)3(1 —itana) = (1 —iz)3(1 + i tan a).
1. Soit z une solution de (E). Montrer que |1 + iz| = |1 — iz|. En déduire que z est réel.

1+itan
1-itana - -
b. Soit zun réel; on posez = tan ¢, avec -5 <9<

en fonction de e'®.

Z.a. Exprimer

Montrer que (E) équivaut a une équation d’inconnue ¢ , et la résoudre.
¢. Déterminer les solutions z,, z,, z; de (E).

Exercice 65

1. Ecrire sous forme trigonométrique les racines cubiques du nombre complexe :a = 16(1 — i)

2. Pour A nombre réel quelconque, on pose :z; = 1 + i + 2+/2e* = x; + iy,

a. Calculer les réels x; et y, en fonction deA.

b. Déterminer l'ensemble des points (C) des points M de coordonnées (x,,y;) quand A décrit[0, 2m].

3. Montrer que les solutions de I'équation (z -1+ i))3 = a sont les aftixes des points de (C).
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Exercice 66

1. Résoudre dans C I'équationz*> — (1 + 2i)z — 1 + i = 0. On note z, etz, les solutions.

2. Pour n entier,n > 2, déterminer les racines niémes de z; et de z,.

3. Soit M, le point d affixe z}!, P, le point d’affixe z} et O I'origine du repére. Déterminer les entiers n tels que le
triangle OM,, B, soit rectangle.

Exercice 67

Soit le polynéme P défini surC par: P(z) =z +z° + z* + z3 + z2 + z + 1.

1-27

1-—

2. Déterminer les racines septiémes de ['unité; en déduire les solutions dans C de I'équation P(z) = 0.
3. Montrer que pour toutzdeC, ona:

21 41 61
P(z) = (zz - 20057z+ 1) (zz - 200572 + 1) <zz - 200572 + 1)

1. Montrer que pour tout nombre complexe z distinct de 1,ona: P(z) =

Z=z+2
z

) . Z3;+-ZZ—ZZ—1=O
En déduire que cos 7”, 00577T etcosTH sont les racines de I'équation (E) : 8x3 +4x?> —4x —1=0.

4. Montrerque: P(z) =0 < {

5. On pose w = 7 et pour tout zdeC : f(z) = P(z) — (z — w)(z — 0?*)(z — 0*)(z — w*)(z — 0®)(z — w®).

a. Montrer que ¥z € C, onaf(z) = 0. En déduire que : (1 — w)(1 — w?)(1 — 03)(1 — 0 (1 — 0®)(1 — w®) = 7.

b. Montrer par un calcul de modules que :sing X sin 27” X sin377T X sin%’T X sin577T X sin%’T = ZLG

Exercice 68 (plus général que le précédent)

la. a estun nombre réel. Résoudre dans C I'équation d’inconnue z: z* — 2zcosa + 1 = 0.

b. En déduire la forme trigonométrique des solutions de I'équation : z*™ — 2z"™ cos a + 1 = 0 dans laquelle n est

un entier naturel non nul donné.

2. Pour tout naturel non nul n, pour tout réel a, pour tout complexe z, on pose : B,(z) = z?" — 2z" cos a + 1.
n-1

a 2km
a. Montrer que,pour tous z,a et n,ona: B,(z) = 1_[ [zz — 2z cos (E + T) + 1] .
k=0

n-1 .2 [
o (e dmy_sin’ (3)
b. Calculer B,(1)et en déduire que : H sin (% + 7) T

n-1
a km
c. Pour tout a de )0, [ et pour tout naturel n supérieur ou égal a 2,on pose: H,(a) = | | sin (2— + —) .
n n
k=1

s (5)

' ( a )
sin (-
d. Quelle est la limite de H, (@) lorsque a tend vers 0 ?

Montrer que,pour a nonnul,ona: 2" 'H,(a) =

n-Dm _ n
T gn-1°

e. En déduire que pour tout naturel n supérieur ou égala 2, ona : sin% X sin 27” X ... X sin
Exercice 69
On considére dans C I'équation suivante : (E,): z"™ = (iz + 2i)™ ou n est un entier naturel non nul.
1. a. Déterminer sous forme exponentielle les solutions z, et z, de (E,). On note z, la solution telle que
Im(z,) > 0.
b. Pour toutp deN, on pose : u,, = z; + z5.

*Calculer u, en fonctionde p ;

** Déterminer les valeurs de p pour lesquelles, on a : u,, = (\/E)p+1
2. On considére dans le plan complexe (0; 7,7, on donne les deux points A(—2) et M(z).
a. Montrer que si z est solution de (E,) alors OM = AM.
b. Déduire que les solutions de (E,) s’écrivent sous la forme —1 + ia avec a € R.
3.a. Résoudre dans C I'équation (E,,).

T Kkm
b. Montrer que les solutions de (E,) s’écrivent sous la forme :z, = —1 + i.tan (Z + 7) ouk e [0,n—1].
Exercice 70

On considére le polynéme d’indéterminée z: P(z) = (z + i)™ — (z — i)™. On note S I'ensemble des solutions de
l'équation P(z) = 0 dansC.
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1. Déterminer le degré du polynéme P.
2. Montrerque z€S & z€R.
3. Calculer P(2i).

, = kv 37 —1
4. En supposant n impair, en déduire 'égalité : 1_[ (4 + cot? (7)) =
k=1

Exercice 71

Dans le plan complexe rapport au repére orthonormé direct (0; W, v’ ) direct. Soient les deux points A et B
d‘affixes respectives 1 et —1.

1. Pour tout complexe z et pour tout entier natureln = 2, on poseP,(z) = (z+ 1)" — (z — )™

a. Montrer que si z, est une racine de P,(z) alorsz, et—z, sont également des racines de P, (z).

b. Montrer que toute racine de B,(z) est imaginaire pure.

741 ) a + 2kmaveck € Z
¢. Montrer I'équivalence : — = e'* & . a
z—1 z = —licot 2

d. Déterminer le coefficient a,, de z"* dans le développement polynomial de B,(z). En déduire que pour tout

nombre complexe z, on a :
n-1

km
P,(2) =2n 1_[ (z +icot (—))
k=1 n
e. Montrer que la suite définie par son 1¢" terme u,, = 2n X i"~ ! X [[?Z1 cot (%ﬂ) ne prend qu’un nombre fini de
valeurs que 'on déterminera. En déduire la valeur du produit :

10

Exercice 72

Dans un plan (P), rapporté a un repére orthonormé direct (0; ey, e,), on donne deux points fixes et distincts F et
F’. On suppose de plus que la droite (FF’) ne passe pas par O et que les distances OF et OF ne sont pas égales.

On désigne par fet £ les affixes de F et F". Soit I'équation du second degréen X : X* — A(f + f)X + Aff' =0

(A étant un réel non nul). On désigne par m et m’les racines de cette équation et par M et M’ leurs images.

1. Quelles relations lient m, m, A, fet £ ? En déduire que les couples de droites (ﬁ, W) et (W, W) ont les
mémes bissectrices.

m—-fm—f) _m' = — ) 1

2.Vérifi : =1--.
érifier que 2 — rR
En déduire que, si A € 10, 1], /a droite (OM) est une bissectrice de (FM,FM’) et (OM’) une bissectrice de l'angle
(M'F,M'F").
3. Soit s l'affixe du milieu S de [MM']. Quel est le lieu du point S lorsque A varie ? Démontrer que le point ®,
1 1
d'af fixe ¢, définie par: 5 = 7 + ]T, n‘appartient pas a cet ensemble (On ne cherchera pas a construire ®).
(m —m')?

4.Etablir la relation: s(s — @) = 2 . Quelle est la bissectrice de (ﬁ, S_tﬁ) ?

5. On suppose désormais que, a étant une longueur donnée :
(e ﬁ) I (e_' O_F’)) 3 f+f' =2a (cos <3n) +isin (371))
v T4 v T4 - 8 8
Construire F et F’. Calculer ¢ et démontrer que @ est le symétrique de O par rapport a la droite (FF).

a2 sin(26)

2 sin (%T— 0)

6.0n pose 6 = (e_l',m) et r = OM.Démontrer que : r =

Exercice 73

1 1 1
Soit n un entier naturel non nul. On considére la suite (H,) définie par: H, =1+ 7 + 5 + -+ I

1. Montrer que les suites (H,) et (Hn + %) sont adjacentes.

2. Pour tout réel x, on pose : G, (x) = i[(x — )" — (x + i)?"*1]

a. Montrer que : G,(x) = 2(2n + 1)x%" — 2CZ72x2"72 4+ oo 4 2(= 1) PCP X% + -+ 2(=1)"
b. Montrer que les solutions de I'équation G, (x) = 0 s’écrivent sous la forme :

km ) k € [1,2n]
1) vee ,2n

xk=—c0t<
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c. Vérifier que: Vk € [0,n — 1], Xpn_x = —Xk41-
n

km
d.En déduire que: G,(x) =2 (1_[ (xz — cot? (Zn " 1))) ou A est un entier naturel.

k=1

) ] ) ) - km 2n(2n — 1)
3. En exploitant les questions 2.a.et 2.b., établir que : Z cot? ( )

2n+1 6
1 = i
4. En utilisant la double inégalité: cot?(0) < 92 <1+ cot?(8) pour9 € ]O'E['
m? 2n(2n-1) nm? m? 2n(2n-—1)

En dédui xS S, s x
nacareque s X on 1z =M= n+ D2 6 @n+ 12

5. En déduire la limite de la suite (H,,).

Exercice 74
1.a. Ecrire sous forme exponentielle les racines sixiémes de 1.
6
b. Calculer (1 + i)® et montrer que z°® = —8i signifie (i) =1
c. En déduire les racines sixiéemes de —8i.
2. Pourz € C,onpose:P(z) = z°+ (1 + i)z* + 2iz3 + (=2 + 2i)z% — 4z — 4 — 4i.
a. Vérifierque: P(z).(z—1—1i) = z° + 8i.
b. Résoudre I'équation (E) : P(z) = 0.
c MettreP(\/E) sous forme algébrique, en déduire que : |P(\/§)| =44 + 2v/2.

d. Justifier I'égalité : P(z) = z—\/fei% X z—\/fei% X o X z—\/fei%.
(

117w 157 . 23w J2+V2
e. En déduire que : sm—sm—sm—sm = sm? =

Exercice 75
ZlTE
Soit I'équation (E): (z+ )" —(z+j*)"=0, j=en ; n€N",
+J L uj—1

1.a. Vérifier que : ZZ+]_2 =uet u*xl & z=—j

u-1"

. 20
b. Montrer que z est solution de (E) signifie il existe k de{1,2,3; ..., AR e n, en déduire que les
solutions de (E) sont :
sin (% +5)
Zxg = —— = avec 1<k<n-1
s ()

2. On suppose quen = 3p ; p € N*.
a. Calculerz, ; en déduire que : (14 j)* = (14 %)% = (-1)?
b. En utilisant la formule du bmome de Newton a’eve]opper A+))%% et A+

En déduire que : 2(—1)P = 2 z C3k z C3Ht — z C35**  (Onpourraremarquer que 1+ j + j* = 0).

a 230 4 2(—1)P

c. Enremarquant que 23 = (1 + 1)3? et en utilisant la question 2.b., montrer que : Z C33z’,c = 3

k=0
Co+C3++CF 1
d.Mont coli P—_
ontrer que pi"-ﬂ‘)o 23p 3

Exercice 76
1. Donner les solutions de I'équation (1) : z* + z + 1 = 0 sous forme trigonométrique.
2. On considére, dans C, I'équation (2) suivante : z*" + z" + 1 =0 (oin € N*).

a. Montrer que les solutions de I'équation (2) peuvent s’écrire sous la forme :
2kt

2&

Z —e( ) avec €2 =1 et k€{0,1,..,n—1}
b. Etablirque : zyg X 2y X .. X Zp,_; = 1.
3. Dans le plan complexe, on donne les points A(i) et M, (z,,) etl’ensemble :

(D) = {M(z)du plan tel que z = (1 + i)a avec «a € R}
a. Soit (a, b) de R?. Etablir que : M (a + ib) € (AM,) & 1—b =a x cot (B" avec:
kelon—1], e2=1, . ="0+2% et [ ="+06
b. Est-il possible davoirz, =1 7
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¢. En déduire que (AM,) n (D) # .

1+
4. Montrer que: M(z) € AM)N (D) & z= /A%
1+ cot (7")
c _ B\ _ ier +i
.Prouver que: cot (7) =1 |
1+ elfk(i—1)— (1 +1)

6. En déduire que : =— —.
1 +c0t(%) el -1+ (1+10)

z solution de l'équation

7.En déduire que: M(z) € (AM,) n (D) & (z - i)” N (1 — Z)"
1-z

zZ—1i

Exercice 77
Partie I : Dans le plan complexe (0; U, V), on donne le point A(i) et I'application ¢ définie par :

AN N
¢ M(z) — M'(z) erque 7 =3
1. a Montrer que: 7z =z o |z|?-Im(2)=0 et z/=-2z © Z=—z puis déterminer les deux

ensembles: (D) ={M/ M' € (0,¥)} et (€)={M/ M € (0,u)}.
b. Montrer que @ est une bijection et que p~* = @ et déterminer I'image du cercle C(0,7) par ¢.

2. Dans cette question, on pose z = e® avec 0 € ]0,%[.
a. Ecrire 7’ sous forme trigonométrique.
b. Déterminer le lieu du point M’ lorsque 0 parcourt] 0, g[

z'—i -1

I m puis montrer que les droites
(AM") et (A’N) sont paralléles. Expliquer comment construire le point M’ connaissant la position du point M.
Partie Il : Soit n un élément de N* \ {1}. On considére dans C I'équation : (E) (z — i)™ = (iz)™.

1 km

1. Montrer que les solutions de (E) sont les nombres : z, = 3 (i —tan ) avec 6, = - +§ et kef[0,n—1].

2. On suppose dans cette question quen = 4p + 1 etp € N*. On pose P(z) = (z — i)™ — (iz)™.
ap

c.Soient les deux points A'(—i) et N(z). Montrer que :

a.Montrer que: P(z) =(1-1) n(z —Zy)

k=0

4p

i—1

b.En déduire que : sz =

k=0

4p
p 1—[ 1 _ 24p( . <3nn) (3nn))

c.Prouver que: | | cos B, = sin 2 cos 2

Exercice 78
Soit P(x) = X"+ ap_ 1 X" 1+ an_, X" 2+ -+ a, X2+ a, X + ay un polynéme de degré n = 2, a coefficients
complexes. Siay, @5, ..., &, sont les racines de P, on pose :

R= max(lallt |a2|, R |C{n|) et A= max(|ao|, |a1|, R |an|)

e
1. Montrer que si z est une racine du polynéme P,alorsona: |z|" < A <Z |z|k> .
k=0
b. En déduire que si z est une racine de P, alors : |z| < A + 1. Quelle relation peut-on en déduire entre R et A ?
2. Application : Soitle polynéme Q(X) = (2 + )X3 — 7iX? + (9i — 2)X — 3i.
a. En se basant sur les coefficients du polynéme @, expliquer pourquoi on est sir que les nombres complexes
suivants: 5+ 2i, —2 +4i et 4 —i\2 ne peuvent pas étre racines du polynéme Q.
b. Expliquer pourquoi on est en doute quant aux nombres complexes : 4 + i, 2 — 3i.

Exercice 79
Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormé direct (0; U, V). Soit I'équation : (E): z?—az+b =0
avec(a,b) € C2. On nommeraz' etz les solutions de (E).

Partie A : Dans cette partie, on posea = re® + %e‘i eth=1avecr €[l,+o[ et 6 € ]O,g[,

1.a. Vérifier quere' est une solution de (E).
b. Trouver alors l'autre solution z” de (E).
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2. On consideére les points A, B, M’ et M” d’affixes respectives (—1), 1,z etz”. On suppose que M’ appartient au

cercleT de centre B et de rayon~/2. Le but de cette question est de construire M”.

N2
a. Prouver que 4 cos? 0 = (r - ;) .

b.i. Montrer que MI'M” = \/rz + riz — 2cos 26.
ii, En déduire qgue M'M” = 2.
. . 1N
7 2i6 _ _ = i _
aff(@my _ e’ —(r—5)e” -1

c.i. Prouver que:

af (B |Le-io 4|
of f(AM) -2

ii. En déduire que: — 5
AffEM) L |
iii. Conclure que M” appartient 4 une demi-droite dont on précisera l'origine et un vecteur directeur.
d. Expliquer comment construire le point M” pour une position donnée de M’ surT .
Partie B : Dans cette partie, on prenda = 4i(1 +isin0) et b = —8isin0 avec 6 € |—mu,n].
1. Résoudre (E).
2. On considére les points M, M’ et M” d'affixes respectives :z = 2e'%, 'z, = 2i(1+e%) et z,=2i(1—e™").
a. Déterminer l'ensemble (F) des points M(z) quand 6 décrit |—mn, ).
b.i. Exprimerz, en fonction de z.
ii. £n déduire que M, est Iimage de M par une rotation que I'on caractérisera.
iil. Déterminer alors I'ensemble (€,) des points M.
3. On désigne par I le milieu de [M,M,].
a. Vérifier que [ appartient a une droite fixe (D) que I'on précisera.
b. Ca/culeraff(MlMZ),
¢. En déduire que M, = Sp,(M,).
d. Déterminer I'ensemble (E,) des points M,.

Exercice 80 (Equation du 3™ degré dansR)
Historiqguement, les nombres complexes prennent naissance au XV siécle. Afin de résoudre des équations du
troisieme degré, les mathématiciens italiens trouvérent un nouvel outil mathématique pour continuer les calculs
malgré la présence d’une racine négative.
Probléme : On sait résoudre les équations du second degré. On se propose de trouver une solution particuliere a
une équation de degré 3 de la forme x3® = px + q (formule de Cardan).
On s’intéresse particuliérement 4 I'équation x3 = 15x + 4 (équation de Bombelli) et & sa résolution.
I Etude de ce probléme :
1. Pour tout réel A, on définit la racine cubique de A : c’est l'unique réel a tel que a® = A. Ce nombre est noté V/A.
a. Pourquoi le réel a est-il unique ? Déterminer /8, =27 et Y125.
b. On considére I'équation x® = px + q (1). On cherche x sous la formex = u + v avecuv = 2,

w+vdi=q

Montrer que I'équation (1) est équivalente a : 0 X b = p?
27

3
¢. Montrer queu® et v? sont solutions de I'équation (2) : X? — qX + 7’2’—7 =0.
4p3

d. Résoudre I'équation (2) dans le cas ot : q* — 7 20

3
e. Endéduire, toujours dans le cas ot q* — % > 0, une solution de l'équation (1).

3
La formule trouvée est la formule dite de Cardan dans le cas ot q* — % > 0.

2. Etude d’exemples

4p® ) . . . . ; (o 4p3
a. Calculer q* — % dans le cas de I'équation x® = 15x + 4. En introduisant i tel que i* = —1, écrire q* — % sous

la forme d’un complexe.

b. Calculer (2 +i)3 et (2 —i)3.

¢. Déterminer une solution a de I'équation x® = 15x + 4 a l'aide de la formule de Cardan.

d. Déterminer trois réels a, b et c tels que : x3 — 15x — 4 = (x — a)(ax? + bx + ¢).

e. En déduire une solution dansR de I'équation : x® = 15x + 4.

1. Applications :

(D) Soit I'équation x* = 51x + 104.

1. Calculer (4 +i)3 et (4 —1i)3.

2. Appliquer Ia formule de Cardan pour trouver une solution a de I'équation x3 = 51x + 104.
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3. Déterminer troisréels a, b et c tels que : x> — 51x — 104 = (x — a)(ax? + bx + ¢).
4. En déduire une solution dansR de I'équation : x® = 51x + 104.
(2) Soit I'équation x* = —6x + 7.

1. Appliquer la formule de Cardan pour trouver une solution « de I'équation x® = —6x + 7.
2. Déterminer troisréelsa b et ctels que: x3 + 7x — 7 = (x — a)(ax? + bx + ¢).

3. En déduire une solution dansR de I'équation : x® = —6x + 7.

Pour Info

CARDAN Jéréme (1501 - 1576)

Le nom de Cardan est associé dans l'histoire des mathématiques a ceux de Niccolo Tartaglia, Ludovico Ferrari ses
compatriotes et contemporains italiens, auxquels le lierent I'amitié, ou la rivalité et la colére, dans cette Italie du XVIeme
siécle, pleine de drames, d'aventures, et de découvertes. Le probléme qui les rassemble est la résolution générale des
équations polynomiales de degrés 3 et 4. Il faut leur adjoindre en ce domaine Scipione del Ferro, 1465-1526, et Rafaele
Bombelli, 1526-1573. Si la résolution de celles de degré 2 était banale depuis les Babyloniens ou Euclide, sur des cas
particuliers, et avait été classifiée par Al Khwarizmi, les polynémes de degrés supérieurs semblaient défier les
mathématiciens. Pour le degré 3 la résolution générale n'est évidemment possible que si on dispose des racines cubiques de
réels (dans le cas ou le polynéme de degré 3 admet une unique racine réelle), ou des racines cubiques des nombres
complexes (cas de trois racines réelles). Ce dernier cas ne pouvait que poser des difficultés aux mathématiciens du XVIeme
siécle, et est justement 4 l'origine de l'invention des nombres complexes.

1l semble bien que ce soit Scipione del Ferro qui ait le premier résolu les équations du type (en notations actuelles) :
x3 + p x = q, et peut étre méme les équations cubiques de tous les types (a I'époque, comme chez Al Khwarizmi, ces divers
types d'équations sont distingués, car les nombres par excellence sont les nombres positifs, et les nombres négatifs paraissent
encore étranges et d'un maniement délicat). Tartaglia, quelques années plus tard, retrouve la méthode de résolution dans le
premier cas ; Cardan la lui soutire, jure de ne pas la révéler, puis, apprenant que del Ferro lavait déja résolue, en prena
prétexte pour publier malgré tout, a la fureur de Tartaglia. Il surpasse d ailleurs Tartaglia dans son ouvrage (I'Ars Magna), car
il traite les différents cas d'équations de degré 3, et non pas un seul. Il y ajoute la méthode de résolution générale de I'équation
de degré 4, dont il crédite son éléve Ferrari.

C'est dans I'Ars Magna qu 'apparaissent pour la premieére fois les nombres complexes, a propos d'une équation du troisiéme
degré. Cardan manipule les nombres 5 + (-15) et 5 - (-15), et constate que leur produit et leur somme sont tous deux des
nombres positifs ordinaires : 40 et 10. Il qualifie lui-méme ces considérations de "subtiles et inutiles"”. Toujours dans le
contexte des équations du troisieme degré, c’'est Rafaele Bombelli qui systématisera I'emploi des nombres complexes dans le
cas ou les trois racines sont réelles.

Si Cardan était un mathématicien, il était aussi un céléebre médecin, et un joueur enragé. C'était un homme au caractére
difficile, qui vécut une vie mouvementée, dont le fils fut condamné a mort et exécuté pour le meurtre de sa femme, et qui fut
lui-méme emprisonné quelques mois pour hérésie.

Cardan était un grand joueur. Il n'est donc pas surprenant que ce soit lui qui ait le tout premier étudié mathématiquement le
hasard, donnant ainsi le départ de la théorie des Probabilités, dans son Livre sur le Jeu de Dés. Il s'est intéressé aussi a la
mécanique, et il inventa la piéce mécanique (cardan dans la voiture) qui porte son nom.

Exercice 81 (Notion de birapport)
Quelques définitions :
- On dira qu’une application fest involutive si et seulementsif o f = Id.
- Quatre points A, B, C et D sont dits cocycliques si et seulement si ils appartiennent au méme cercle 1.
- On montre que quatre points non alignés A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si :

(AC,AD) = (BC,BD) [n] (des angles de droites)
On désigne par P le plan complexe, par Q. le point daffixe i et P’=P—{C) }. M un point quelconque de P’ a pour
affixe z.
Pour tout réel non nul m, on désigne par f,, I'application de P’dans P’ telle que :

fm: M(z) = M'(z") tel que z' —i = ETZ .

1. On suppose m donné. Montrer que f,, est involutive. Déterminer l'ensemble des points invariants par f,.

Démontrer que pour tout point M de P, les points €, M et M’ sont alignés et que aM.OM = m (produit
scalaire).

2. Soit m et A deux réels non nuls. Pour tout point M de P, on désigne par M’ le point f,,(M) et par M” le point
fa(M"). Montrer que M” est I'image de M par une transformation que l'on précisera. Quelle est la nature de cette
transformation ?

3. Le nombre m est toujours supposé fixé. Soit A, B, , D quatre points distincts de P, d affixes respectives a, b, ¢
et d. On appelle birapport de ces quatre points, noté (4, B, G, D), le nombre complexe suivant :

(c—a)(d—-Db)
(c—=b)(d—a)
a. Démontrer que (4, B, C, D) = (C, D, A4, B).
b. Démontrer que (A, B, G, D) est un réel si et seulement si les points A, B, C et D sont alignés ou cocycliques.
c. On désigne par A, B, C, D’ les images respectives des points A, B, C et D par f,,. Montrer que (4, B, C, D) et
(A, B, C, D’) sont conjugués.
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4. Déduire de la question précédente que, quels que soient les points M et N appartenant a P, les points M, N, M’
et N’ sont alignés ou cocycliques.

5. On désigne par A une droite ou un cercle du plan P et par A, son intersection avec P’ Démontrer que limage
de A, par f,, estl'intersection d’une droite ou d’un cercle avec P’.

Exercice 82 (Extension du logarithme aux nombres complexes)

On note C* I'ensemble des nombres complexes privé du nombre complexe nul.

Tout nombre complexe z non nul peut s'écrire de facon unique z = re'® lorsqu'on suppose que 0 vérifie les
inégalités—m < 0 < m etquer > 0.

Dans cet exercice, on étudie I'application F de C* dans C qui associe a tout nombre complexe non nul z = re'® Je
nombre complexeZ = Inr +i0 (Z est le logarithme de z).

Ainsiona:

, [ , T
i=e2 et donc In(i) = 5
—1=¢e" et donc In(-1) =in

T 1 T
14+i=+2e% et donc In(1+i) =Eln2+iz

On propose de transformer au moyen de F des régions de C*.

1. Déterminer les images par F des demi-cercles de centre O, tracés dans C* de rayon R et dont les extrémités
sont placées sur l'axe des imaginaires aux points daffixes iR et —iR. Déterminer de méme les images des
segments de droite portés par des demi-droites d'origine O et dont aucune des extrémités n'est située en O.

2. On définit la région D limitée par les demi-droites (4,) et (4,) d'origine O telles que (Ox,A;) =6, et

(0x,4,) = 0, ou on suppose que 0, et 0, appartiennent a [—g,g] et vérifient 0, > 6, et par les deux arcs de

cercles (I,) et (I,) de centre O et de rayons a et b entiérement situés dans le secteur limité par les deux demi-
droites précédentes. Dessiner cette région qui est donc un « secteur de couronne circulaire ». Définir I'image de
la frontiére de cette région qui est donc constituée de deux arcs de cercles et de deux segments. Montrer que
l'intérieur de cette région D est transformé par F en l'intérieur d'un rectangle que l'on définira précisément a
l'aide des angles 6, et 8, et des réels a et b.

3. Déterminer les conditions liant 6, et 8, d'une part et a et b dautre part pour que ce rectangle soit centré en O.
On pose alors 8 = 0, et R = a. Trouver la relation entre 8 et R pour que ce rectangle devienne un carré de
centre O.

4. Soit le cercle C qui passe par O et qui est centré au point d affixe 1.

En utilisant son équation cartésienne, trouver la relation fournissant r en fonction de 8 pour qu'un point d‘affixe

i . \ T T
z = re'® appartienne a ce cercle. On suppose 6 € ]— E’E[ .

L'image par F d'un point quelconque de C étant définie par son affixe X + iY, déterminer l'abscisse X en fonction
de l'ordonnée Y.

Etudier les variations de X en fonction de Y et, en prenant garde a l'échange des coordonnées, dessiner la courbe
image de C par F.

Définir I'image par F de la région D' intérieure a ce cercle et comprise entre deux arcs de cercle de rayon R et %.
5. Soit la parabole (P) d'équation y* = 2x. Déterminer la relation entre 0 et r pour qu'un point d ‘affixe z = re'®
appartienne a cette courbe. Soit alors la région D" comprise dans l'intérieur de cette parabole et entre deux

cercles de rayons R et %.
L'image d'un pointx + iy de la portion de parabole (P) comprise entre les deux arcs de cercle précédents étant
désignée par X + iY, exprimer X en fonction de Y Etudier les variations de X en fonction de Y et en déduire

l'image de cette portion de la parabole (P).
Sans prétendre a la précision, dessiner l'allure de I'image de la région D".

96



Oui, c’est fini... ou presque fini ! Attention, c’est important ! il reste encore la bibliographie.
En effet, c’est quoi un livre de mathématiques ou de sciences physiques ou de ... sans sa
bibliographie, si ce n’est qu’un leurre ou un manque d’honnéteté intellectuelle autrement

Bibliographie

dit un délit de plagiat dont I’auteur se cache honteusement derriére sa propre ombre !?

Lors de la rédaction de ce livre, plusieurs manuels et sites ont été consultés (nous exprimons ici
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Que Dieu me pardonne, si j’ai oublié !
Eh oui, maintenant, on

peut bien dire que
c’est vraiment fini
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