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PRESENTATION

Bienvenue dans votre manuel de Mathématiques!!

Retrouvez dans chaque chapitre :

» En début de chapitre, des exercices
pour faire le point sur vos acquis et
les notions que vous allez travailler.

3 Un cours illustré d'exemples et d'exercices corrigés

pour vous aider a assimiler pas a pas les savoir-faire
essentiels.

> Des démonstrations systématiques des théorémes

et des propriétés pour vous permettre de comprendre
les mathematiques en profondeur.

P — ) Des exercices
T d'auto-évaluation
s-ut-*“""*._"’.____._r- . corrigés a la fin du
e m———— i e T
I partmr il manuel pour vous
et i entrainer en autonomie.
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T e
: £ e » Des TP pour vous permettre
m———, T de résoudre des problémes avec
P o R
= =

différentes méthodes numériques

comme G, (Y,
14 CALCULATRICE
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PRESENTATION

3 De nombreux exercices d' application
directe des formules dy cours pour
travailler vos automatismes de calcul.

e

> Des pages au début de chaque partie présentent de
célébres mathématiciens ainsi que leurs découvertes.

> Des activités utilisant des documents originaux
vous aide a replacer la découverte des notions
étudiées dans leur contexte historique.

_—- .
..—n;.-... FRALTAEY wura v TR

b s e oty e i e

> Alafin de chaque partie, des exercices inversés
vous permettent d'apprendre a réfléchir autrement.
> Des activités a réaliser en groupe sont également

disponibles pour travailler l'intelligence collective
et la communication.

—

> Des pages a la fin de chaque partie vous
permettent découvrir de nouvelles notions
dans le prolongement du programme.

) Des exercices sont également présents
pour vous initier au formalisme attendu
aprés le bac.
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i PROGRAMME f!u.o.nUz?mem‘e 2019

Ces démonstrations et algorithmes sont ceux du programme,
Bien d'autres sont présents tout au long de ce manuel,

Les démonstrations du programme

ZITEW Nombres complexes

« Conjugue,
d'un produit
d'un inverse
d‘une puissance entiére.

Exercice 88 p, 39
Exarcice 89 p. 39
Exercice 90 p. 39

- Formule du biname. Exercice 68 p.37
- Formule | z|* = zz. Cours p.5%

« Module d'un produit. Module d'une puissance. Exercice 61 p. 69

« Demonstration d'une des formules d'addition. Cours p. 57
- Factorisation de z" —a" par z—a, Cours p.27
- Factorisation de Plz)parz—a si Pla)=0. Cours p.28
+ Le nombre de solutions d'une équation polynomiale

est inférieur ou égal 4 son degré. Cours p.28
+ Détermination de 'ensemble 1J . Activite € p. 51

IRy Arithmétique

- feriture du PGCD de ar et b
sous la forme ax + by, (x; y) e 72,

Exercice 114 p. 140

*Théaréme de Gauss. Cours p.126

= Lensemble des nombres premiers est infini. Activité B p, 146

WZITEY Graphes et matrices

« Expression du nombre de chemins de longueur i
reliant deux sommets d'un graphe a l'aide de
la puissance n-iéme de la matrice d'adjacence.

Exercice B4 p. 199

« Pour une chaine de Markov, expression de la probabilité
de passer de ['état i a I'état j en n transitions,
de la matrice ligne représentant la distribution

aprés n transitions. Exercice 78 p. 227

Les algorithmes du programme

ZHTEY Arithmétique

+ Algorithme d'Euclide de calcul du PGCD de
deux nombres et calcul d'un couple de Bézout.

Cours p. 121
- Crible d'Eratosthéne. Activité A p. 146

« Décomposition en facteurs premiers. Exercice 59 p. 160

sl

Les problémes possibles du programme

ZIEW Nombres complexes

« Suite de nombres complexes définie
parz,,,=az +b.

Exercices 147 p. 46 et 142 p. 78

« Inégalita triangulaire pour

deux nombres complexes ; cas d'égalité, Exercice 145 p, 79

« Etude expérimentale de I'ensemble

de Mandelbrot, d'ensembles de Julia. TP1et2 p.64-65

- Racines carrées d'un nombre complexe,
équation du second degré

a coefficients complexes. TP2 p. 33 etexercice 150 p. &7

- Formules de Viéte. Exercice 148 p. 46
« Résolution par radicaux de l'équation de degré 3.

« Lignes triganométriques de 2—5_- construction

Exercice 149 p. 46
du pentagone régulier a la régle et au compas. Exercice 143 p.78
+ Somme des racines n-iémes de lunité. Activité C p.51
* Racines n-iémes d'un nombre complexe. Exercice 146 p. 79

« Transformation de Fourier discréte.

ey Arithmétique

- Détermination des racines rationnelles
d'un polynome a coefficients entiers.

Exercice 144 p.78

Exercice 121 p. 142

« Lemme chinois et applications

a des situations concrétes. Exercices 95 p. 137 et 115 p. 140

« DEmanstratians du petit théaréme

de Fermat. Cours p. 151 et exercice 80 p. 152

« Problémes de codage (codes barras,

code |SBN, clé du Rib, code Insee), Exercices 127 p. 114 et 130 p. 15

« flude de tests de primalité :

notion de témoln, nombres de Carmichael. TP p. 154

- Problémes de chiffrement (affine,
Vigenére, Hill, R5A),

TP p. 130, exercice 17 p, 242
et exercice 119 p. 112

« Recherche de nombres premiers

particuliers (Mersenne, Fermat). Exercices 52 p. 159 et 82 p. 163

« Exemples simples de codes correcteurs. Exercice 18 p. 243
« Etude du systéme cryptographique RSA. P2 p. 155

- Détermination des triplets
pythagariciens.

- Etude des sommes de deux carrés
par les entiers de Gauss.

Exercices 129 p. 114 et 122 p. 142

Exercice 15 p. 241

- ftude de l'équation de Pell-Fermat.

WZITEY Graphes et matrices

- Etude de graphes eulériens.

Exercice 16 p. 241

Exercice 99 p. 204
+ Interpolation polynomiale. Exercices 53 p. 191 et 93 p. 203
+ Marche aléatoire sur un graphe, Etude asymptotique.  Exercice 69 p. 226
« Modéle de diffusion d'Ehrenfest. Exercice 83 p. 229etTP1 p. 218

« Modéle « proie-prédateur » discrétisé :
évolution cauplée de deux suites récurrentes.

TP2 p. 119 et exercice 82 p. 229

Exercice B6 p. 230

- Algorithme PageRank.
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Organisation du programme

L'enseignement de mathématiques expertes de la classe terminale s'organise autour des thémes suivants :
+ les nombres complexes, vus comme objets algebriques et geométriques;

+ larithmétique ;

- les matrices et les graphes.

Sans introduire explicitement les structures algébriques, cet enseignement introduit et etudie certains exemples fondamentaux :
corps des nombres complexes, groupes des nombres complexes de module 1 et des racines n-iemes de I'unité, anneau des

entiers relatifs, d'une maniére sufisamment approfondie pour préparer a des généralisations. De méme, on aborde la notion
générale d'équation algébrique, mais pas celle de polyndme formel. Le professeur peut mettre en évidence l'apparition dans divers
contextes de notions communes : élément neutre, opposé ou inverse.

Démontrer est une composante fondamentale de ['activité mathématique. Le programme propose quelques déemonstrations
exemplaires, que les éléves découvrent selon des modalités variées : présentation par le professeur, élaboration par les eleves
sous la direction du professeur, devoir a la maison...

Il peut étre judicieux d'éclairer le cours par des éléments de contextualisation d'ordre historique, épistémologique ou culturel.
Lhistoire peut aussi étre envisagée comme une source féconde de problémes clarifiant le sens de certaines notions. Les items
« Histoire des mathematiques » identifient quelques possibilités en ce sens. Pour les étayer, le professeur pourra, s'il le désire,
s'appuyer sur I'étude de textes historiques.

Le programme propose des problémes possibles, mais en aucun cas obligateires. Leur nature est trés diverse : certains d'entre
eux sont un petil prolongement des notions du programme ; d'autres ouvrent des perspectives plus larges. Ils permettent une
différenciation pédagogique et offrent des pistes pour ['épreuve orale terminale.

Nombres complexes

L'étude des nombres complexes est menée selon les lignes directrices suivantes.

D'un point de vue algébrique, les nombres complexes permettent de résoudre les équations de degré 2 a coefficients réels lorsque
le discriminant est négatif. Plus généralement, les nombres complexes offrent un cadre privilégié pour 'étude des équations
algébriques.

On met en évidence, dans un cadre général, la factorisation associée a une racine en établissant que le nombre de solutions d'une
équation est majoré par son degré et en montrant que somme et produit des racines d'un polynome se lisent sur le polyndme. Ces
faits simples ouvrent la porte a de nombreuses et intéressantes activités. On peut par ailleurs revenir sur le cas des polynomes
reels, en utilisant des technigues d'analyse.

Le plan euclidien =7 peut etre vu comme 'ensemble des nombres complexes. Cette observation prend tout son sens lorsgu'en
réalise que de nombreuses notions de géométrie plane s'interprétent en termes de nombres complexes. On peut ainsi utiliser le
calcul dans T pour résoudre de nombreuses questions de géométrie et de trigonométrie ; une bonne maitrise des raisonnements
et techniques fondés sur ce principe est un des objeclifs principaux de cette partie.

Les racines n-iémes de l'unité fournissent par ailleurs un pont intéressant entre équations polynomiales et géométrie.

1. Nombres complexes : point de vue algébrique

Contenus Capacités exigibles

* Ensemble ¢ des nombres complexes. Partie réelle et partie | » Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
imaginaire. Opérations. » Résoudre une équation linéaire az=b.

» Conjugaison. Propriétés algébriques. + Résoudre une équation simple faisant intervenir z et z.

* Inverse d'un nombre complexe non nul. * Pour une suite arithmétique ou géomeétrique, calculer le terme

» Formule du bindme dans C. général, la somme de termes consécutifs, déterminer le sens de

variation.

2. Nombres complexes : point de vue gaométrique

» Image d'un nombre complexe. Image du conjugué. » Déterminer le module et les arguments d'un nombre complexe.
Affixe d'un point, d'un vecteur. « Représenter un nombre complexe par un point. Determiner

= Module d’'un nombre complexe. Interprétation géométrique. | ['affixe d'un point.

» Relation | 2|’ = zz. Module d'un produit, d'un inverse.

* Ensemble 7 des nombres complexes de module 1.
Stabilité de U par produit et passage a l'inverse.

» Arguments d'un nombre complexe non nul. Interprétation
geometrique.

» Forme trigonomeétrique.
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3. Nombres complexes et trigonometrie

= Formules d'addition et de duplication a partir du produit
scalaire.

» Exponentielle imaginaire, notation ¢*. Relation
fonctionnelle.
Forme exponentielle d'un nombre complexe.

4. Equations polynomiales

« Solutions complexes d'une équation du second degré
a coefficients reels.

« Factarisation de z"-a" par z-a.

*Si p est un polynome et pia) =0, factorisation de p par
Z=id.

« Un polynome de degré n admet au plus n racines.

5. litilisation des nombres complexes en geométrie

= Interprétation géométrique du module et d'un argument
c—in
de 1 _ﬂ. L3 L] o ® ¥ * L]
= Racines n-iémes de l'unité. Description de 'ensemble
U, des racines n-iémes de l'unité. Représentation
géométrique. Cas particuliers: n=2,3,4.

» Formules d'Euler : cos(8) = 3 (e + ™), sin(#) = 2(e* —e ™).
* Formule de Moivre ; cos(nf ) +isin(nf}=(cos(#)+isin(f))",

» Passer de la forme algébrique d'un nombre complexe a sa
forme trigonométrique ou exponentielle et inversement.

» Effectuer des calculs sur des nombres complexes en choisissant
une forme adaptée, en particulier dans le cadre de la résolution
de problémes.

» Utiliser les formules d'Euler et de Moivre pour transformer
des expressions trigonométriques, dans des contextes divers
(intégration, suites, etc.), calculer des puissances de nombres
complexes.

= Résoudre une équation polynomiale de degré 2 a coefficients
réels.

+ Résoudre une équation de degreé 3 a coefficients réels dont une
racine est connue.

« Factoriser un polynome dont une racine est connue.

« Dans le cadre de la résolution de probléme, utiliser les nombres
complexes pour étudier des configurations du plan : démontrer
un alignement, une orthogonalité, calculer des longueurs, des
angles, déterminer des ensembles de points.

« Utiliser les racines de l'unité dans l'étude de configurations
liees aux polygones reguliers.

Arithmétique

Depuis la classe de seconde, l'éléve connait les ensembles de nombres usuels. L'enseignement de mathématiques expertes permet

de revenir sur les plus familiers des nambres : les entiers.

Les résultats fondamentaux de l'arithmétique des entiers y sont présentés. Une place importante est faite & 'étude des

d'équations diophantiennes, problémes de chiffrement).

Arithmetique
Contenus

Capacités exigibles

= Divisibilité dans z.

N

» Congruences dans Z. Compatibilité des congruences avec
les opérations.

* PGCD de deux entiers. Algorithme d'Euclide.

« Couples d'entiers premiers entre eux.

« Thearéme de Bézout.

* Théaréme de Gauss.

« Nombres premiers. Leur ensemble est infini.

» Existence et unicité de la décomposition d'un entier en
produit de facteurs premiers.

« Petit théoréme de Fermat.

» Division euclidienne d'un élément de Z par un élément de

« Determiner les diviseurs d'un entier, le PGCD de deux entiers.

» Résoudre une congruence ax = b| n). Déterminer un inverse de a
modulo » lorsque « et n sont premiers entre eux.

» Etablir et utiliser des tests de divisibilite, étudier la primalité de
certains nombres, étudier des problémes de chiffrement.

* Résoudre des équations diophantiennes simples.
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Graphes et matrices

Prenant appui sur la résolution de probléme et la modélisation, cette partie a pour objectif d'introduire les notions de graphes et
de matrices en soulignant l'intérét de les appliquer a d'autres disciplines, notamment les sciences économiques et sociales, les
sciences de la vie et de la Terre, la physique-chimie, l'informatique etc.

Les matrices sonl étudiées sous divers points de vue : modélisation de problémes issus des autres disciplines, systémes linéaires,
transformations géometriques. Il s'agit de mettre en valeur l'efficacité du calcul matriciel pour représenter et résoudre des
problémes.

La notion de graphe est fondamentale pour les mathématiques discrétes et a des applications dans de nombreux domaines. Le
programme la fait interagir avec les matrices. Une illustration exemplaire dans le domaine des probabilités, les chaines de Markov,
fait l'objet d'un développement spécifique.

Graphes et matrices

Contenus Capacités exigibles

= Graphe, sommets, arétes. Exemple du graphe complet.

= Sommets adjacents, degré, ordre d'un graphe, chaine,
longueur d'une chaine, graphe connexe.

= Notion de matrice (tableau de nombres réels). Matrice
carrée, matrice colonne, matrice ligne. Opérations. Inverse,

« Modéliser une situation par un graphe.

« Modéliser une situation par une matrice.

» Assacier un graphe orienté pondéré a une chaine de Markov a
deux ou trois etats.

« Calculer Uinverse, les puissances d'une matrice carrae.

puissances d'une matrice carrée.

* Exemples de représentations matricielles : matrice
d'adjacence d'un graphe ; transformations géométriques du
plan ; systémes linéaires ; suites récurrentes.

» Exemples de calcul de puissances de matrices carrées

» Dans le cadre de la résolution de problémes, utiliser le calcul
matriciel, notamment Uinverse et les puissances d'une matrice
carrée, pour resoudre un systeme linéaire, étudier une suite
récurrente linéaire, calculer le nombre de chemins de longueur
donnée entre deux sommets d'un graphe, étudier une chaine

d'ordre 2 ou 3.

» Suite de matrices colonnes (U, ) vérifiant une relation de
récurrence du type U_ =AU +C.

« Graphe orienté ponderé associé a une chaine de Markov a
deux ou trois étals.

= Chaine de Markov a deux ou trois états. Distribution initiale,
représentée par une matrice ligne x,. Matrice de transition,
graphe pondeére associé.

» Pour une chaine de Markov a deux ou trois états de matrice
P, interpretation du coefficient (i, ) de P*. Distribution
aprés n transitions, représentée comme la matrice ligne
x P™

. Drstributiuns invariantes d'une chaine de Markov a deux ou
trois états.

de Markov a deux ou trois états (calculer des probabilités,
déterminer une probabilité invariante),

Compétences mathématiques

Dans le prolongement des cycles précédents, on travaille les six grandes compétences :

« chercher, expérimenter, en particulier  l'aide d'outils logiciels ;

= modéliser, faire une simulation, valider ou invalider un modéle ;

= représenter, choisir un cadre (numérique, algébrique, géamétrique...), changer de registre ;
= raisonner, démontrer, trouver des résultats partiels et les mettre en perspective ;

» calculer, appliquer des techniques et mettre en ceuvre des algorithmes;

» communiquer un résultat par oral ou par écrit, expliquer une demarche.

La résolution de problémes est un cadre privilégié pour développer, mobiliser et combiner plusieurs de ces compétences.
Cependant, pour prendre des initiatives, imaginer des pistes de solution et s'y engager sans s'égarer, I'éléve doit disposer
d'automatismes. Ceux-ci facilitent en effet le travail intellectuel en libérant l'esprit des soucis de mise en ceuvre technique et
elargissent le champ des démarches susceptibles d'étre engagées. L'installation de ces réflexes est favorisée par la mise en
place d'activités rituelles, notamment de calcul {mental ou réfléchi, numérique ou littéral). Elle est menée conjaintement avec la
résolution de problémes motivants et substantiels, afin de stabiliser connaissances, méthodes et stratégies.
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I1T Quand les mathématiques font des découvertes

Les méthodes de résolution des équations ont progressé depuis UAntiquité
(voir pages 12 et 13 du manuel de premiére). Les algébristes italiens de la
Renaissance travaillent sur des méthodes pour résoudre celles du 3= et du

4= degré. Scipione del Ferro (1465-1526), professeur a ['université de Bologne,
détermine des méthodes, qu'il ne divulgue pratiquement pas, pour résoudre
des équations de degré 3.

Quelques années plus tard, cependant, le mathématicien Niccold Tartaglia
{1499-1557) remporte un concours contre un des éléves de Del Ferro portant
sur la résolution des équations du 3¢ degré, montrant ainsi qu'il connait lui
aussi une méthode pour résoudre ces équations. Tartaglia révéle sa méthode
de résolution & Girolamo Cardano (1501-1576), qui la publie quelques années
plus tard et sans l'accord de Tartaglia dans Ars Magna (1545). Le principe des
méthodes utilisées (dites « de Cardan ») permet de transformer une équation
du 3¢ degré en une équation du second degré. Cardan écrit au chapitre XXXVI|
de I'Ars Magna que certaines équations ont des solutions évidentes que ces
formules ne permettent pas d'obtenir. En cherchant & résoudre l'équation
x(10 —x) = 40, il trouve deux solutions qu'il note, méme si ¢a n'a pas de sens,
5.p.R./M.15. et 5. Ram.15. , c'est-a-dire 5+ =15 et 5— /=15 de nos jours. Il
qualifie sa découverte de « tanto sottile quanto inutile », mais un nouveau
type de nombres vient cependant d'étre découvert.

Quelques années plus tard, Rafael Bombelli (1526-1572) publie I'Algebra, un
traité d'algébre dans lequel il améliore les notations de |'époque, donne

des régles opératoires sur ces nouveaux nombres découverts par Cardan et
montre qu'ils peuvent tous se ramener a y—1, En utilisant ces nombres, on
peut alors résoudre toutes les équations du 3= degrée. Ces nombres seront par
la suite appelés imaginaires par Descartes et enfin complexes par Gauss, puis
utilisés par tous au méme titre que les nombres déja connus.

1600
|

Scipione del Ferro (1465-1526) Albert Girard (1595-1632)

Niccold Tartaglia (1499-1557) René Descartes (1596-1650)
Girolamo Cardano {1501-1576)
Rafael Bombelli (1526-1572)
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complexes

117 De la découverte au symbolisme

Aprés la découverte de Cardan et les régles de calcul que leur .

a données Bombelli, l'utilisation des nombres complexes 17‘[’

entre dans les pratiques. Méme si les mathématiciens _I_ —
n'arrivent toujours pas a leur donner un sens cancret, ces e 1 - 0
nouveaux nombres ne provoquent pas une crise de pensée,

cantrairement a la découverte des irrationnels chez les Grecs

durant l'Antiquité. Descartes (1596-1650) les qualifie d'imaginaires et leur danne, comme Albert Girard (1595-1632),
une forme symbolique. 'ensemble des travaux de tous ces mathématiciens révéle l'importance des notations
mathématiques et souligne la différence entre formules de résolution symbolique et méthodes d'approximation.
Euler (1707-1783), lui-mé&me, utilise ces nombres dans bien des circonstances. Il remarque que la notation y—1
n'est pas cohérente avec toutes les propriétés des racines carrées réelles et propose de la remplacer par i. Le
nombre i vérifie donc i? = —1. On doit a Euler l'une des plus belles formules de ['histoire des mathématiques,
e'"+1=0, qui regroupe toutes les catégories de nombres connus.

11T Etla géométrie donne du sens aux nombres complexes

De plus en plus de résultats apparaissent avec l'utilisation des nombres complexes et il est temps de chercher
a enfin donner du sens a ce qu'on appelle encore aujourd’hui les nombres imaginaires. Le premier a présenter
un article sur l'interprétation géométrique des nombres complexes est Caspar
Wessel (1745-1818) en 1797,

Quelques années plus tard, c'est Jean-Robert Argand (1768-1822) qui interpréte
'ensemble des nombres complexes comme une extension a deux dimensions des
nombres réels. Gauss (1777-1855) viendra mettre la touche finale a la construction
proposée par Argand. Les nombres imaginaires sont alors appelés complexes, et
deviennent aussi concrets que les nombres réels.

A noter enfin que le mathématicien Felix Klein (1849-1925) introduit dans son
programme d'Erlangen (1872) Uutilisation des complexes pour l'étude des
similitudes directes du plan (voir Vers le supérieur p. 84).

Felix Klein (1849-1925)

1700 1800 1900
5 L'AGE D'OR DE L'ANALYSE

L'ESSOR DES MATHEMATIQUES

Leonhard Euler (177079783) — o FelixKlein (18499925}
jean Le Rond DAlembert (1717-1783) ~>
Abraham de Malvre (1667-1754)
«—Joseph-Louis Lagrange (17361813} ————
o= Caspar Wessel (12451818}~
< Jean-Robert Argand (1768-1822) »
« Carl Friedrich Gauss (17771855)
Evariste Galols{1811-1812)
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' ACTIVITES - HsToiRe oes MATHEMATIQUES
I LAlgebraet il pid dimeno

= 5 - -
Une équation du second degré avec Cardan ' =1 I §-p- % m. 15,

. - - m- o ML 1§
Dans son livre |'Ars Magna, Cardan s'intéresse au 25 e )

probléme consistant a trouver deux nombres tels d
que leur somme soit égale a 10 et dont le produit '
vaut 40,

|zs. m. m. 1 §. quad. eft 4¢.

Extralt du chapitre XXXVvil de 'Ars Magna de Cardan.

—

(1! Montrer que le probléme revient a résoudre l'équation x*—10x+ 40 = 0 et vérifier que cette équation n'a
pas de solution réelle.

() Cardan utilise une méthode similaire a celle de Diophante pour la résoudre (voir activité p. 88).

Il explique que sa méthode donne comme solutions a=5-+4—15 et b=5—,/=15, tout en précisant que y—5
n'a pas de sens.

En faisant comme si y/—15 existait et vérifiait la propriété (/x)* = x valable pour tout réel positif, calculer a+ b
et ab. Que remarque-t-on ? Un nouveau nombre est né.

Bombelli et les équations du troisiéme degré

Rafael Bombelli publie son Algebra en 1572. Pour résoudre  Pitt iz pid di menojfa piddimeno,
des équations, il améliore les méthodes de Cardan- Meno uia it di meno,fa meno dimeno.

Tartaglia-Del Ferro, propose de nouvelles techniques, ainsi ,:;::;:u?'n: dc:ndimm“uu' ?’Eﬂ:;g:?“'
que des notations symboliques plus efficaces. De plus, il Pid di menonia pihdimmopﬁmenu. .
[}

prouve que toutes les racines carrées de nombres négatifs . Pit di menouia mendimeno,fpid.
peuvent s'écrire en fonction de V=1, qu'il nomme « pit di * Meno di meno uia pii:‘di-mmn,fg pil.
meno », et que c'est un nombre comme les autres que l'on «Meno di meno nia men dimeno meno. -
p‘eut ut‘iliser c.ians les calcu!s. I cl::)rfne .aln.rs les régles de Extrait de IAlgebra de Rafael Bombelli,
signes a appliquer (en version originale ci-contre).
(-’7 A partir du texte de Bombelli, reproduire et compléter le tableau ci-dessous. Remarque:

- . = Piir:+ (ou +1)

- meno: — (ou —1)
1 = uia : multiplié par
! = fa: fait

| _ - , : . a‘!mena:v':f

Pour une équation de la forme x* = px+ q, grace a l'usage de ses notations symboliques, Bombelli montre
2 3 . ~ L3 k| F] k|
que, lorsque (-g-) = (}31} , une solution est égale a \/%+JK+ \/-g-—JE. avec A= (-‘—2]—) - (%) .

"’:} Cas de 'équation x? = —6x+ 20.
a) Veérifier que l'on peut appliquer la formule donnée par Bombelli.

b) Développer (1+3)* et (1-y3)’ puis, en utilisant la formule de Bombelli et le fait que Y708 = 643,
déterminer une solution entiére de 'équation x* = —6x + 20.

(=) Page 294 de son Algebra, Baml}:ellilahorde le cas de . ‘E: Egualed 15. L p 4
4 i = e - . UL T
I'équation x* = 15x + 4, qu'il note 1.a 15. p. 4. .ot : "
a) Exp[ic!uer pourquoi on ne peut pas appliquer la formule de TS - T
Bombelli. , L | b
b) Vérifier que 4 est solution de I'équation. . 115, Rgpdimras,
s - - i . Boin ]
¢) Vérifier que les formules établies par Bombelli donneraient pour Sa-u.nkquiun.ﬂelhﬂ.é.y_ﬁnug.
solution 2+ 11/=1+V2-11/1. ﬁ-ﬂ.ﬁ"‘ R-t-Ltm-ﬂl::.I.'-r :
d) Développer{2+y~-1)" et conclure. Sommatifanse 4. che dlanaluca del Tano

Extrait de l'algebra de Rafael Bambelll,

15 W LLS.fr/ MXPP14
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nistome Des MATHEMATIOUES - ACTIVITES

D La formule d'Euler

- - . o n
Euler 2 montré que, en notation moderne, e* = nllm (1 + -;!1-} .

. e xan -
Pour un entier naturel non nul n, il developpe (1 + -:T] et ecrnt:

x\"_ nn—=1) , nn-1)}n-2) ; n(n-1)n-2}n-3) ,
(+9) =1+x+ X+ “rxanxn * " @mxanxanxn Xt

1 Lorsque n prend des valeurs infiniment grandes, Euler dit que 1, 2, etc. sont négligeables a c6té de n.
n-1 . (n-1}{n-2)

n et nxn

, lorsque n devient infiniment grand ?

' En notant ! =n(n—-1Xn-2) x..-x2 x 1, montrer alors que(1+%)n=1+x+%x2+%x3+---+71-,-xj+---

lorsque n devient infiniment grand.

Que peut-on alors dire des fractions

En raisonnant de facon similaire, Euler montre que cos(x)=1 —-?il—!x’+-:—!x"—éx°+ --- et que
sin(x) =x——:;|r.r3+ ; x° ——;rx’+ ..-. En admettant que la formule e*= lim (1 +%}" reste vraie lorsque x est
- - - Nn—+x

un nombre complexe, vérifier que cos(x) +isin(x)=e™.

denr, nous avors vo que (T*-I-'"[)l—e‘. ¢ défignant la

bafe des logarichmes hyperboliques; ayant donc éerit pour g,
d'une part—+ v —1 & d'un= auere part — v — 1, on aura
-l-of—|+‘—v"—l ‘-l--f— r__-‘-r'f—.

- & finym—— .

On comprend par A comment les quantités exponenrielles
imaginaires fe ramenenr 4 des finus & & des cefinos d'arcs

réels. On wraaufie” V" wm cofi v V—1 fin. v, &
TV cof v— ¥ — 1 fin. v,

Extrait de Intreduction d l'analyse infinitésimale,

tome 1, Leonhard Euler.

Nf.'lfn‘

A - . o
(., En prenant x= 7, en déduire que e" +1=0.

5 Lesnombres complexes et la géométrie

On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O : u, v ).

Dans son programme d’Erlangen en 1872, Felix Klein caractérise les transformations du plan en utilisant les
nombres complexes. Saient A et B les points d'affixe respective a et b.
Si A est l'image de B par la rotation de centre Q d'affixe w et d'angle 8, alors a— w=e"(b-w).

Soient ABCD un quadrilatére quelconque et P, Q, R et S les centres
respectifs des carrés construits sur les cotés de ABCD, a l'extérieur de ABCD.
A est donc l'image de B par la rotation de centre P et d'angle -'27-

On appelle a, b, ¢, d, p, q, r et s les affixes respectives de A, B, C, D, P,

" Montrer que p= ﬂ__lih. En procédant de méme, déterminer r, s et g en
fonctionde a, b, c et d.

:";- Montrer que i:g =1i. En déduire que QS = PR et que (PS) L{QR).

Nous venons de déemontrer le théeoréme de Van Aubel.

Activités - Histoire des mathématiques. Nombres complexes | LLS.fr/MXPP15 | H
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Avant de commencer

|' Pour les exercices il a BN
Développer et réduire les expressions.

1] utiliser la double distributivité

Soit x € E.

1. Alx)=(2—-3x)(1+2x)
2.B(x)=(x—3 J(4x—3)
3.C=(3-y2)(2/2+1)

B Utiliser les identités remarquables

1.A=(2y3+3) 2.B=(/5-1)°
3.0=(y2+/3)U¥3—v2) & D=(1-2/3)"

B Développer une expression littérale

Soil xe .

3.C(x)=(2—3x)(3x+2) 4. D{x)=(x+1)
5 E(x)=(2x—1)"

n Factoriser une expression littérale
Factoriser dans R les expressions suivantes ol
x désigne un nombre réel.

1 A(x)=(x+2)°— (20 +4)(x—1)
2.B{x)=4x'-12x+9
3.C0(x)=(x+1)2—(3x+2)?

B Résoudre un systéme de deux équations
& deux inconnues

Résoudre dans R les systémes suivants
d'inconnues x et y,

{2x+y=3 {2x—4y=5

| x+y=1 3x+y=-3
3 2x+3y=-1 [3x+£.y=—7
| x-2y=5 l2x+3y=-6

n Résoudre une équation du second degré
dans R

Resoudre dans R les équations suivantes.
1(x+2)*=(1-23x)?
2.5¢2+9x-2=0

. xl+1=2x

4. x’—3x+1=3x"—Bx-2

o] LLS.fr/MXPP16

1. Alx)=(3x—5)’ 2.B(x)=(x+73)’

Prérequis

1. Développer des expressions algébriques avec la doubl
distributivité et les identités remarquables.
2. Factoriser des expressions algébriques en utilisant
un facteur commun ou des identités remarquables,
3. Résoudre un systeéme linéaire de deux équations
du premier degré a deux inconnues,
4, Résoudre dans B les équations du second degré
a coefficients réels.
5. Déterminer les racines d'une équation polynomiale
a partir de ses racines évidenles.

E Déterminer les racines d'un trindme

Aprés avoir déterminé une racine évidente du
trindme x? —6x -7, calculer la deuxiéme racine
sans utiliser le discriminant.

B Probléme

Soit P la fonction polyndme de degré 3 définie,
pour tout réel x, par P(x)=15x" —x?— 12¢ + 4.

1. Montrer que —1est une racine de P.

2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour
tout réel x, P(x)=(x+1){ax2+bx+c).

3.Résoudre dans R l'équation P(x)=0.

La notion de
nombre complexe
(due & Gauss) ne
s'est Imposée

que trés progres-
sivement. Ainsi
Augustin-Louis
Cauchy {1789-1857)
décrit dans son
Cours d'Analyse
de 1821 une entité « imaginaire » telle que
Y—1 comme « une expression symbolique
soumise a des régles fixes suivant des
conventions établies » ou « un instrument de
calcul qui ne signifie rien en lui-méme mais
permet d'arriver plus rapidement a la solu-
tion des problémes que l'on se pose ». Mais
ses travaux sur les fonctions d'une « variable
imaginaire » le conduiront a leur donner vers
1847 un véritable statut, en leur associant
soil des « quantités géométriques » soit des
« équivalences algébriques ».
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e [apautésattendues chapitre 1 A 4

¢ A 1. Effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes. I En utilisant une relation de récurrence reliant des
2. Résoudre dans C une équation linéaire az = b aveca et b dans C. 4

M 3.Résoudre dans T une équation simple faisant intervenirz et z, points obtenus, on trice des fractales comme cette
&. Résoudre dans T une éguation polynomiale de degré 2 a coeffi-

s tid horloge fractale. Parmi les plus célébres, on peut
clents frets - citer lensemble de Mandelbrot, obtenu a partir de
5. Résoudre dans T une équation polynomiale de degré 3 a
coefficients réels dont une solution est connue. l 8 larelationz =(z )’ +c etz,= 0 oit c estune
. 6. Factoriser dans C un pc[\,rn-ame dont une racine est cannue. A constante complexe.

fO / ‘@é Y . &%‘ ,:/X)_J

l? '\ N
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nombres complexes entre eux et en représentant les




.ACTIVITES

R . s B i
-\ | Introduction aux nombres complexes : équation de Bombelli | »; crprA

PARTE MAGGIORE
1 . On souhaite utiliser une formule permettant de déterminer une solution de DELLARIMETICA
Objectif [ i A e o : ITISh IN TAY Lia
l'équation (1) : x* —15x— & = 0, appelée équation de Bombelli. BURATALL BOMIELLE

Newemeree podain lace,
Partie A : Résolution graphique .

o A l'aide de la calculatrice ou de GeoGebra, conjecturer graphiquement le nombre de
solutions de 'équation (1).

e Déterminer graphiquement la solution entiére obtenue et vérifier ce résultat par le IN BOLGGN A
Calcul. mw.ﬂ-ﬂ-—m
MDLYXIL
Com Loy J BRI VY, del Ve, B b,

Partie B : Résolution algébrique
Couverture de L'Algebra de
o On s'intéresse au cas genéral. Rafael Bombetll

Soient p et q deux nombres réels et 'équation (2): x*+ px+q = 0 (appelée

équation de Cardan). m
a) Pour cette question uniquement, on pose ¢ = 0. © a) Factoriser lexpression
Résoudre dans R I'équation x*+ px = 0 en fonction de p. x*+ px et utiliser la propriété
b) On reprend le cas général. AxB=0=A=00uB=0.

Déterminer les limites en +x et en —x de la fonction f définie sur R par
fix}=x'+px+q.
¢) En déduire que l'équation de Cardan admet au moins une solution réelle,

2 3
9 Cardan a démontré que lorque -%—Jr% > 0, toute équation de la forme x*+ px+q =0 admet au moins une

solution reelle de la forme ;
YN O ey AW O
"‘n‘*/z gttt gt

a) Dans le cas de ['équation (1), quelles sont les valeurs de p et ¢ 7 Quel probléme survient lors de l'application
de la formule de Cardan ?

b) Pour résoudre cette équation, Bombelli a imaginé un nombre qui n'est ni un nombre positif, ni un nombre
négatif, mais dont le carré est égal & —1. Il le nomma « plus de moins » (en italien piu di meno). On le note
provisoirement y—1. On a ainsi, (v=1)" = 1.

Exprimer la solution x, obtenue dans la question précédente en fonction de y—. m

€) c) Développer en
utilisant (y=1)" = —1,

¢) Aprés avoir développé (2—y=1)" puis (2+y=1)", déterminer une solution entiére
de l'équation de Bombelli.

m En calculant (y=1)* de deux maniéres différentes et en utilisant les propriétés
usuelles de calcul, justifier que cette écriture conduit a une absurdité.

[r“nm es maths|
Raffacle Bombelli (1526-1573) et Giralame Cardano (1501-1576), mathématiciens italiens de la Renaissance, se sont
risqués 4 percer le « mystére et les secrets des équations du troisieme degré ».

Bien des notations ont été proposces pour la quantité « imaginaire » v=1. Euler décidera en 1777 d'introduire pour
lui-méme le symbole i (comme imaginaire) et done d'éerire i x i = =1. En 1831, Gauss reprendra la notation pour
conforter son idée d'en faire des « nombres complexes » et Cauchy fera plus tard de méme.

18 | | LLS.fr/MXPP18
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ACTIVITES

[J—_f Résolution dans C d'une équation du second degré 3 coefficients réels

m On souhaite déterminer les racines dans C dy polynéme P
défini, pour tout z € C, parP(z)

=z22—4z+13,

o Le polynome P admet-i| des racines réelles ? Justifier.

e a) Justifier que 'on peut écrire, pour tout nombre complexe z,

P(z)=(z-2)*+0. [ Ao |
b) Calculer (3i)? et en déduire une factorisation dans

{ C du polynéme © b) on utilise lidentité remarquable
P en produit de polyndmes du premier degré. a@’=b*=(a=b)(a+b)valable pour
c) Déterminer dans T les racines du polynéme P. 1aus complexes a et b,

1. Pour trois réels a, b et ¢ avec a # 0, détermi
forme az?+bz+c=

2. Que peut-

ner une méthode de résolution des équations de la
0 pour lesquelles le discriminant A est strictement négatif.

on en conclure pour les équations du second degre a coefficients réels dans C ?

| ) Equation polynomiale de degré 4

ﬂbjet'tif Facteriser dans C un polynéme de degré n,

Notons P le polynéme défini, pour tout z & C,par P(z)=z"-32> 922+ g3z — 52,
Pour atteindre |'objectif de cette activiteé, il faut d'abord déterminer les racines de P.

0 a) Veérifier que 1 est une racine de P.
b) Justifier qu'il existe un polyndme Q de degré 3 tel que, pour tout
ze T, Plz)=(z—1)Q(z).
c) Vérifier que, pour tout ze C, on a Qlz)=2"—222 -1z +52. m

@ on suppose que Q(a) = D et on
calcule Q(ar ) en utilisant les propriétés
du conjugué.

9 Montrer que si le nombre complexe @ est une racine de Q, alors son
conjugué a est aussi une racine de Q.

e a) A l'aide de la calculatrice, déterminer un entier k tel que Q(k)= 0.

b) Déterminer le polynéme R de degré 2 tel que, pourtout ze C, m

Q(z)=(z—k)R(z). € b) On pourra écrire R sous la forme

) ) A R(z)= az®+ bz + c puis développer
o a) Déterminer les racines de R puis factoriser ce polyndme. (z—k)R(z) el procéder & une Identifi-

b) En déduire une factorisation de P uniquement en produit de cation des coefficients.
polyndomes de degré 1.

produit de facteurs de degré 1. Conjecturer le nombre de facteurs d'un tel

Dans C, un polynome P de degré n non nul peut toujours étre factorisé en
m polyndme P. Quel est le nombre maximal de racines distinctes que peut avoir ' ?

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique [ LLS.fr/MXPP19 | B 10
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B cours

1) Lensemble C des nombres complexes

Définitions et propriétés
| Définition |

On admet que ['on peut construire un ensemble appelé ensemble des nambres
complexes, noté T, contenant & et vérifiant les propriétés suivantes :

1. C est muni d'une addition et d'une multiplication qui prolongent celles définies
sur B et qui ont les mémes propriétés algébriques (la distributivité, par exemple);

2. C contient un élément noté i vérifant i?=—1;
3. pour tout élément z de T, il existe un unique couple de réels (a ; b) tel que:

z=a+ib.

L'écriture d’'un nombre complexe z sous la forme z = a+ib ol a et b sont deux réels
est appelée forme algébrique de z.

Le nombre a est appelé partie réelle de z et on note a = Re(z).
Le nombre b est appelé partie imaginaire de z et on note b = Im(z).

EXEMPLES

3+2i est un nombre complexe aveca=3etbh =2.
Les nombres —4 ; 0 et 2i sont aussi des nombres complexes.

Propriétés

Soient z et 2’ deux nombres complexes,
1.z=0«<Re(z)=0etIm(z)=0.

2.z=7 = Re(z)=Re(z') et Im(z)=Im(z').

1. Soient ze C et a et b les réels tels que z=a +ib.

Siz=0,alorsa+ib=0.

On raisonne par ['absurde et on suppose que a el b ne sont pas tous les deux nuls.
Sih =0, l'égalité donne a +0 xi= 0 soit a = 0, ce qui est contraire & notre hypothése.
Sinon, b # 0.

Alorsa+ib=0ei= —%. Comme a et b sont des réels alors —% eRetdoncisE.
Ce qui est impossible puisque i n'est pas un réel.

Par conséquent, b =0, ce qui entraine a = 0.

Réciproquement,sia=b=0alors, z=a+ib=0+ix0=0.D'0l l'équivalence.

a—a' =0

b—b'=0 d'apres 1.

Mors z=7 watib=a+ib e (a=a)+i(b=b)=0e |
Autrement dit, @ = @’ et b= b, d'oli l'équivalence.

Remarque:lln'ya
pas d'ordre dans
'ensemble C.

En particulier, un
nombre complexe
quelconque n'est ni
positif, ni négatif.

Remarque:sib =0,
alors z = a estun
réel.

Sia=0,alors

z = ib est un imagi-
naire pur.

on note i
I'ensemble des
imaginaires purs.

Remarque :

Attention ! La partie
imaginaire d'un
nombre complexe est
un nombre réel,

[oimonsTRATION

Remarque: La
propriété 2. entraine
'unicité de la forme
aleébrique pour un
nombre complexe,

2. Soient z =a+ib et z = a’+ib’ deux nombres complexes ol a, b, a’ et b’ sont réels.

Remarque: La
difference de deux
nombres complexes
est définie dans la
partie B,

720 @ | LLS.fr/MXPP20
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COURS -

Soit x un réel. On considére les nombres complexes z et 2’ définis par z=x*—x—-2+3ivet z = —2x +i(x*+x+1).

A0DNC4AL0N eL meLnogd

Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que ;
1. z soit un imaginaire pur. Calculer z le cas échéant.
2. z soit un réel. Calculer 2z’ le cas échéant.

3. z et z’ soient égaux. Calculer z et z’ le cas échéant.

1. z€iR e Re(z)=0ex?’—x—2=0ex=—10Uux=2.

Méthode

1. z est imaginaire pur si, et seulement si, Re(z) =0,

Si x=-1,alors z=—3i et si x=2, alors z = 6i.
2ZeBesIm(z)=0=x?+x+1=0.0rce trinéme a pour
discriminant A=1?—4x1x1=-3 et A <0 donc le trindme
n'admet pas de racine réelle. Ainsi, il n'existe pas de valeur de 3.0n utilise que z =z’ e
x pour laquelle z’ est un réel.

2. 7" est réel si, el seulement si, Im({2’') = 0.
Re(z)=Re(z')

Im{z)= lm(z'le't on

résout le systéme obtenu.

. J-x-2=-2x x+x-2=0
3.72=2 2 = 2
X +x+1=3x X —2x+1=0
xX+x-2=0 x=1oux=-2
2 _ donc x=1.
(x—1)2=0 x=1

En effet,si x=1alors z=-2+3i=z.

| Pour s'entrainer : exercices 316132 p.34)

) Opérations sur les nombres complexes

Propriétes Remarque : Pour tous
nombres complexes

On a défini dans C une addition et une multiplication qui suivent les mémes régles zet Z' et pour tout
que l'addition et la multiplication dans R. réel k, on a:

1 e . ' 1 . R’E(Z"’Z‘J
Quels l:.:ue soient .les réels k, a, bf a' et &, onadonc: = Re(z)+Re(z'):
Lia+ib)+(a+ib')=(a+a' )+i(b+b');

Im(z+z')
2.(a+ib)—(a +ib')=(a—a’)+ilb—b") =Im(z)+Im(z');
3.kla+ib)=(ka)+i(kb); Re(kz)=kRe(z);
4. (a+ib)a' +ib’)=(aa’ —bb')+ilab’ +a'b). Im(kz)=klm(z).

On parle de linéarité
des parties réelle et

| imaginaire.
Li'=ilxi=—1xi=-
2.3+2i—(3i—-2)=3+2i—-3i+2=5-i Remarque : Ces
3.(3-2i)2+31)=3%x2+3x%x3i-2ix2-2%3i*=12+5i propriétés traduisent

la commutativité

Proprietes et l'assoclativité de

o I'addition et de la
Pour tous nombres complexes z, z et z", on a: . o
multiplication, ainsi

« Commutativité: z+z =z +z et zz' =2z'z. que la distributivité
* Associativité: (z+z)+z'=z+(z+2")=z+z +z" et(zz)xz" =zx (22")=2zz'Z". de la multiplication
o 'addition dans C.
* Eléments neutres: z+0=2z,z+(—z)=0etzx1=2, S.Lfr sy m'n_ a.ns
Légalité zz' = z'z
* Réglesdecalculs: z(z' +z')=zz' +zz' etz =0=z=00u Z =0, permet de définir z"
avecn € [,

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP21 | B 21
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B ours

Onécritz=a+ib,z =a' +ib et "' =a”+ib" aveca, b, a’, I, a"’ et b des réels,

[oimanstraTIon

Les démonstrations découlent de la définition et des propriétés de l'addition et de
la multiplication dans k.

Conséquences Remarque : De

Pour tous réelsa et b, ona: maniére générale,

Re(z?) # (Re(z))?
(a+ib)*=a~b?+2iab ; (a-ib)* = a’~ b~ Ziab ; (a+ib)a—ib)=a*+b% Bela)#(Relz))

Im(z?) # (Im(z))>

[oémonsTraTIoN

On développe comme dans E en utilisant i’ =—1.

Binome de Newton Remarque : Pour tout

Pour tous nombres complexes i et v et pour tout entier naturel n, on a: entier k compris

" i entre D et n, le
(u+v)"= E( )u""‘u".
=o'k

. n i a
coefﬁnent(k )a ete
défini dans le cha-
pitre « Combinatoire

'-UEHUHSIRﬂTIUH On. demnrftre la formule du binome de Newton par récurrence. et dénombrement »
L Voir exercice E_-u_ p. 37. de mathématiques
spéecialité.
EXEMPLES

. {z+i)1=(g)2’i“+(3)21i'+(:)E‘i“r (;)2"i3= 81— 615210 Remarque : Dans ce

== (G- (e G- G (rie- G comenion0° =1
=1-51—10+10i+5—i=—4+4i.

Application et methode

On considére les nombres complexes z, =1+i; z, =2 —3i.
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants : z=z]+z3, 2’ = z] et 2" = z,.

z=(1+i)P+(2-3)P=1-1+2i+4—9—-12i

=-5-10i; Méthode
z ={1+”5 =1+5i+10i2+10i*+5i*+i° + Pour calculer z, on utilise les identités remarquables.
=1+51—=10-10i+5+i=—4—4&i; * Pour calculer z' et z", on applique la farmule du biname de
2" =(2-13i)* Newiton valable pour tous complexes u et v ettout n € [ :
n ,1 . X
=204 %27 %31+ 6x22x (31) -4 x 2 % (3i)1+ (3i)* (u+v)"= 3 (} Jurkok,
k=0

=16—96i—216+ 216i +81=—119 + 120i. :
Pour trouver facilement les coefficients binomiaux, on peut

utiliser le triangle de Pascal basé sur la propriété :

(5= 5

I — . S r—— |
| Pour s'entrainer s Exercices 29 et 30 pi34 |
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COURS -

' 2 Nombres complexes conjugués

Définition et propriétés algébriques

Le conjugué d'un nombre complexe z est le nombre complexe noté z défini par:
z=Re(z)—ixIm(z).

1.i=-i

Pour tout nombre complexe z, on a:
L §= z:
3.z—z=2ixIm(z);

5.z€iRasz=—2

2. Pourtout (a:b)eB?, a=aetib=—ib. 2.Siz=3+2i alors z=3-2i.

2. z+z=2Re(z);

Remarq'ue:si z est
un nombre complexe
et si a et b sont

les réels tels que
z=a+1b, alors
z=a—ib.

Remarque : En notant
z=a-+ib avec

a et bréels,ona
zz=a’*+b* e B,

4, zERez=12z;

: 6. zxz=(Re(z))*+(Im(z))%.

Tz=a+ib=a—-ib=a—(-ib)=a+ib=1z,

2.z+z=a+ib+a—ib=2a=2Re(z),

[54)

L,
5,7=7eztz=0<2Re(z)=0<zciB,
6.

Soient z un nombre complexe et a et b les deux réels tels que z=a+1ib.

.z—z=a+ib—(a—ib)=a+ib—a+ib=21b=2i xIm(z).

Z=z7eaz7—-z=0e2ixIm(z)=0eIm(z)=0(car2i £0).Doll z=zeze R,

zxz=(Re{z)+iIm(z)}{Re(z)—iIm(z))=Re(z)*+Im(z)°.

[0EMONSTRATION ]

Résoudre dans T les équations suivantes.

1.2z+5—-2i=4+i+3z 2.2z+iz=5-2i

1.22+5-2i=4+i+32ez=1-3i=z=1+3i
2.0n pose z=a+ib avec a et b réels.

On a ainsi z= a—ib. L'équation s'écrit alors :
2{a+ib)+ila—ib)=5-2i

y _ ) 2a+b=5
a2u+b+1[a+2b}—5—2lﬁ{a+zb=_2
a=h = 4—3i
] b=_3¢.2-—- 1.

Wir s'entrainer : exercices 33 p. 34 et 34'p. 35

Méthode

1. Pour les équations ail z intervient seul, on résout de la méme
maniére que pour les équations du premier degré dans B en isolant z.
On utilise ensuite z = z pour conclure.

2. Pour les équatians ot z et z interviennent simultanément, on pose
Rel(z)=Relz')

z=a+ibavecaet b réelset on utllise z=2 _ fin
Im{z)=Im{z")

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP23 | B 23
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Y cours

I Inverse et quotient
| Définition |

Soit z=a+ib un nombre complexe non nul.

Linverse de z est le nombre complexe 2’ tel que zz’' = 1et an le note % On a alors :

1 1 a—ib

EXEMPLES
bt B’ |

Soient z=a+ib et z = a’' +ib’ deux nombres complexes avec z’' # 0.
i 6 £ i S ;
Le quotient de z par z’ est le nombre complexe note - tel que > =zx—-.Ona:
z _ a+ib _la+ib)a —ib') _ zx7

zZ  a'+ib al+b?

EXEMPLE

e Fo e

1+i __1+i _ (A+iN3-20) _ —3+2+i(-2-3) _ —1-5i _

2i-3 —3+21 (—3)+2¢ 13

. '_1!]!|||t‘.|§[lj| atmethode - £

Résoudre dans C les équations suivantes.

1 .
~A3 3!

z atib (atibla—ib) a’+b: a’+b

Remarque : L'égalité

fl=—=+"
r= 1est

souvent utilisée
pour simplifier des
quotients dont le
denominateur est un
imaginaire pur.

Remarque : Pour
déterminer la forme
algébrique d'un
nombre complexe
-‘1.-. on multiplie le
numeérateur et le

5 dénaminateur par z'.

1(1+21)z=3+i 2.(3+i)z—2+4i=0 L(1+i)z+(3—i)z=2—6i

R P _(3+i)(1-2i)
L(142i)z=3+iwz=3 o ez= s
2.(3+i)z—2+4i=0(3+i)z=2—4i
ﬂgzz—aiﬂ—=(z—ai}(3—i}

3+i 37412
—_ 6—4+i(—2-12) __ 2-—14i
"= 10 A Ti)

ax=-1——1iaz=‘l+li

5 5 5°5
3.{(1+i)z+(3—-i)z=2-6i
On pose z=a+ib.0n adonc z=a—ib.
L'équation s'écrit alors :
(1+ila+ib)+(3—iHa—ib)=2—6i
wla—b)+itb+a)+(3a—-b)+i(-3b—a)=2—-6i

4ha-2b=12

n{:a:—zlb)—zib=2—ﬁin[ e
— b=3ﬁz=2+3i.

| Pour s'entrainer s Exercice 36 p.35 |

22 B | LLS.fr/MXPP24
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Méthode

1. Pour les équations ot z intervient seul, on se
raméne a une équation de la forme az = b aveca et h

complexes, puis on calcule z = -f—;- lorsque aa # 0.

Pour determiner la forme algébrique d'un nombre
complexe ecrit sous la farme d'un quotient, on
multiplie le numérateur et le dénominateur par le
conjugué du dénominateur.

2.0n procéde de méme si z intervient seul. On utilise
ensuite z = z pour obtenir la solution cherchée.

3. Pour les équations oll z et z interviennent
simultanément, on pose 2z = a + ib avec a et b réels
Re(z)=Rel(z')

eton utilise z = 7 "i[m{ z)=Im(z')
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COURS -
HA Conjugués et opérations

Remarque : Ces

Pour tous nombres complexes z et z' et pour tout entier relatif n,ona: propriétés traduisent
la compatibilite de la

conjugaison avec les
2(z')=zxZ; opérations dans C

3.Siz#0, alurs(%]=-}

Lztz=z+2;

L.5iz #0, alurs(-ﬁ-) zi;

5.(z")=(z)" (avec z # 0 si n < 0).

[oEmonsTRATION]-

Soient z=a+ib et = a’+ib’ deux nombres complexes avec a, b, a’ et b’ réels.
1. et 2. : Voir exercice [:T p. 39.

3. Soit z # 0. Dans ce cas, on a également z # 0.

Par définition des inverses, on a zx l: Te(zx %)= T=1car1estréel
D'aprés 2., onobtlemzx( ]-1u( )-«-—ca z#0.
D'od l'égalite, pourtoul zeC ,( =tz=

4. Voir exercice | p. 39.

5. Dans un premier temps, on démontre la propriété par récurrence pour n entier

naturel. Dans un deuxiéme temps, on démontre la propriété pour n entier négatif.
. . e

Voir exercice |I*" p.39.

343 I IL'

1.z, —(‘l—21}{2+3|]~(1—21}xt2+31}ﬁt1-2|}(2 3i)=2+6+i(-3+4)=8+i
5. _( }_ i o e (0 ol VI B0 1.1,

I A T B e T g T 2 2 2!

2z, =(iN=(1P=(-)=i

AL | 1

L i . +2i)1—i
Calculer sous forme algébrique le conjugue de z= (GaiE

(1+2i)

__( {3+zin1~n)_ (3+20(1-1)

{(1+2i)? (1+2i)? Méthode
5:13—2i}{1+i] _ 3+2+if3—_21 i » On utilise les propriétés de la conjugaison :

(1-2i) 1=b—4i —3—4i (I]:—Z—-E=Ex?'m={;:"

. , . z z’ ! ’

7= (5+ ‘:( —3+ ‘"1) Wl ol ';;': 20-3) = Onapplique les propriétés de distributivité pour reduire
(=3) +_‘ —4) le numérateur et le dénominateur.
zZ= _192; LI —-;—g- +-2.%-i = On obtient la forme aigébrique dez en multip[iarjt
le numérateur et le dénominateur par le conjugué du

| Pour s'entrainer: exercices 37;38et39 p. 35 dénominateur.
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B cours

3 Equatmns polynomiales de degré supérieur ou
égala 2

N Résolution des équations du second degré a coefficients réels

Dans cette partie, a, b et ¢ désignent trois nombres réels avec a # 0 et z est un nombre
complexe. On cherche a résoudre dans C I'équation az’+bz+c = 0.

On appelle discriminant du trinéme az?+ bz +c le nombre réel, noté A, défini par:
A =b?—hac.

Soit (E): az?+ bz + c = 0 une équation du second degré d'inconnue ze C.
1.Si A > 0, alors (E) admet deux solutions réelles distinctes :
b~ JE _=b+y/A
21 . 27 ! = 7+

2.5i A =0, alors (E) admet une unique solution reelle z,= b

T 2a-
3.5i A <0, alors (E) admet deux solutions complexes conjuguées:

_ —-b-iJlAl et _ —b+iJal
- 2a - 2a .

N

[otmonsTRaTION]-

Les points 1. et 2. ont déja été démontrés dans B en classe de premiére.
3. On écrit le trinéme sous forme canonique :

) 3 h —IIITTC
a+0doncaz*+bzt+ce= {z+2a) e (7+
Comme a-co,alc-rs —:L>0 duncA-——( A)=i"x(-A).

Alurs{E}a(ﬁ } -i? 4 z—o(andmsantpara#o)

%) ~de

2
=(z+ 2a [1 2.:: ) =0

)(z+ Za +1‘g)

(z+1;r—;— 0 (d'aprés les identités remarquables)

ﬁz+-z—t;]-‘—'i'—"'“"‘2a ou +-2—5=—i 2‘;'_.
__b .gim _ Al . il
wz=—moti o ouzs= -~2—- 3a (ces solutions sont conjuguées)
_ —b+iylal -b-iylAl
= 2a 0 2a *

Remarque:Si A <0,
on calcule la
premiére solution z,
avec une des deux
formules et la
deuxiéme solution
z,en utilisant
z,=z.

Remarque : Dans
lexercice [11] p. 47,
on explicite une
méthode permet-
tant de résoudre
l'équation a coef-
ficients complexes
az’+bz+ec=0.

Pour résoudre z?—4z+5 = 0, on calcule le discriminant du trindme az?+ bz*+c:
A=(-4Y-4x1x5=—

Puisque —4 < 0, alors 'équation admet deux solutions complexes :
z,=2+ietz, =z =2-i
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6§ 1 sal 1 a
ANCaLOn eL mewnoge =g

Resoudre dans T les equations suivantes.

1.92°—6z+5=0 zzzz—%

---------------------

1. A=(—6)—4x9x5=—144 <0 donc l'équation admet deux

solutions complexes conjuguées. Méthode
Ona A =—144 donc y]A| = 12. Les solutions sont donc » Dncalcale le discriminant A = % —4ac
z,= % = % - '%'i etz,=z,= %... %‘i. « SiA>0,on rést_)ut‘l'équati_nn comme dans R et si
2 A < 0, alors on écrit A :(11.’“5 ) et on calcule
=7—-= L zl- +2=0. —b—i =
2.Pourz#0,z=2-5ez'-2z+2=0 ;= b w’lnlet%:z‘_

A=(—2)—-4x1x2=—4 <0 donc I'équation admet deux ' Za

solutions complexes conjuguées. Ona v|A|=2 donc

+ |l arrive de devoir d'abord se ramener a une
équation de la forme az’+ bz+¢ = 0.

. —(—2)—2i ) — .
les solutions sont z = (—i}— =1-ietz,=z =1+i.
| Pour s'entrainer s Exercices 43 et 44 pi35 |

I Equations polynomiales 3 coefficients réels

Soit n un entier naturel et soient a, a, .., a desnombresréelsaveca, #0.
On appelle fonction polynome de degré n a coefficients réels (ou plus simplement
polynome de degré n), la fonction P définie sur C par P(z)= ¥ a*z".

k=0

L'équation P(z)= 0 est appelée équation polynomiale de degré n.

Propriéte 1
Soient z et a deux nombres complexes.

n=1
Pour tout entier naturel n non nul, z"—a"=(z—a) ¥ z" " *a
=]

&

[simonsTRATION -

n—=1
Soient a € C et n € I1". On veut montrer que z"—a"=(z—a) ¥ z" " *a’.
k=0
n—1 n—1 n—1
On développe:(z—a) L z" " raf= % z"*at— T z7 Vgt
- k=0 k=0 k=D
D'une part, X z" *a*=z"a’+z" 'a+z" 2a’+...+z" " Vg"!
k=0
=z"+z" 'a+z" o’ +...+za""" (car a” =1).
n=1
DlﬂutrE pal’t, E zn—'l—l.'ak—1 :zn—1ﬂ+zr|—2a2+ I_.+Zn—1—in—Zla:r—1+zn—1—ln—llﬂn
E=0
=z"'a+z"la’+ - +za" "+a" (car 2" =1).
Done, par différence, les termes se simplifient deux a deux sauf le premier et le
n=-1-k

n=1
dernier, ce qui donne bien (z—a) X z af=z"—a",

k=0

Remargue:Un
polyname est nul si,
et seulement si, tous
ses coefficients sont
nuls.

On note deg(P) le
degré du polynome P.

Remarque: Lorsque
a, =1onditque P
est unitaire.

REH‘IBHI'LIE:LB
propriété 1. donne
gue, pour tout entier
naturel n non nul,
z" —a" se factorise
parz—a.
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B cours

Propriete 2
Soit @ un nombre complexe.

Soit P un polynéme de degré supérieur ou égal & 1.

Si P(a) =0, alors P se factorise par z—a. Autrement dit, si P{a)= 0, alors il existe un
polynome Q avec deg(Q)= deg(P)—1tel que, pour tout ze C, P(z)=(z—a)Q(z).

On considére un polynéme complexe P de degré n = 1a coefficients réels.

Il existe alors n+1réels notés a, ; ... ; @, avec @, # 0 tels que, pour tout nombre

complexe z, P{z) = i a,z’.
p=0

Soita e C tel que P(a)=0.
Alors, d'aprés la propriété précédente, pour tout entier naturel non nul p :

p=1
zP—a® ':{Z_ﬂ } E zjl—'l-l'ai-.
k=0
Comme P(a)= 0, alors, pour tout nombre complexe z,

Plz)=Plz)—Pla)= i apz"— i anﬂ“

p=0 p=0
n i1 p=1
sPlz)=2 crﬂ(z"—a”h(z—a] b ap( Zz“'"la")
p=1 p=1 k=0

=({z-a)X a,(z""+az"+ . +a"z+a’ ) =(z—a)Q(z).
n=1
Puisque «, est non nul, Q est un polynome de degré n—1, d'ou le résultat.

Remarque : Si
Pla)=10,alors a
est appelé racine du
polyndme P,

OEMONSTRATIOR ]

Propriete 3

Pour tout entier naturel n, un polynéme de degré n admet au plus n racines.

Pour n € I, on note R la proposition « Un polynéme de degré n admet au plus n
racines. » On souhaite démontrer que R est vraie pour tout n € I,

Initialisation : Un palyndme de degré 0 est une constante non nulle.

Ce polynome n'a donc pas de racine, c'est-a-dire qu'il a au plus 0 racine.

On en déduit que R est vraie.

Hérédité : On considere un entier naturel k quelconque tel que R, est vraie (hypo-
thése de récurrence), autrement dit vérifiant « Un polyndme de degré k admet au
plus k racines. » On souhaite démontrer que R, ,, est vraie, autrement dit que « Un
polynome de degré k+ 1admet au plus k + 1 racines. »

Soit P un polynome de degré k+1.

Si P n'a pas de racine, il en compte alors 0 et0 < k+1, donc R, _, est vraie.

Si P admet au mains une racine a, alors, d'aprés la propriété précédente, il se
factorise par z—a : il existe donc un polynome Q de degré k tel que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z—a)Q(z).

D'aprés ['hypothése de récurrence, Q a au plus k racines, ce qui fait que P ena au
plus k+1.

Ainsi, R, est vraie et, pour tout entier naturel k, si R, est vraie, alors R, ,, est vraie
aussi. D'aprés le principe de récurrence, on déduit que, pourtout ne I, R est
vraie. Un polynome de degré n € I'1 admet donc au plus n racines.

[oémonsTRATION]
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COURS -

|n

EAEMPLES

1. Pour tout nombre complexe z,ona z'—1=(z—1){z*+z+1).

2.50it P le polynéme complexe défini par P(z)=z*—2z*+z—2.
2 est une racine de P donc P se factorise par z—2 et on a, pour tout ze C,
P(z)=(z—2) z"+1). On trouve exactement trois racines pour P:2, i et —i.

Soit P le polynome défini sur C par P(z)=2z"+3z—5.
1. Montrer que 1 est une racine de P.
2. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout ze C, P{z)=(z—1{az*+bz+e).

3. Résoudre dans C l'équation P{z)= 0.

1.P(1)=2%1*+3%x1-5=2+3—-5=0 donc 1 est bien une racine de P.

2. Pourtout ze C, P(z)=(z—1)laz’+ bz+c) Methode
e Plz)=az’+(b—a)z’+(e=blz—¢ 1.0nverifieque P(1}= 0,
a=2 a=2 2. 0n développe le produit et
b—a=0 b=a=2 on identifie terme a terme les

. donc, pourtout ze C, P(z) =(z—1)(22 +2z+5). coefficients des deux palyndmes

pour abtenir un systéme de quatre
2quations a trois inconnues a, b et
c que l'on résout.

c—b=3 = c=34+b=5
—-c=—5 c=5
3.P(z)=0esz=10u2z"+2z4+5=0.

iscrimi 1412745 ..
On calcule le discriminant de 2z* +2z+5 3.0n utilise la propriété : « Un

A=22—4x2x5=-36 donc 2z” +2z+5 = 0 admet deux solutions complexes produit est nul s, et seulement

conjuguées: z, = # = —% _%i etz =z = ~% +%i_ 5i, au moins l'un de ses facteurs
est nul. » et on résout I'équation

Conclusion:§.= { 1; —%—%i ; —%-F%i } du second degré en calculant san

discriminant A = b*— 4ac.

| Pour s'entrainer : exercices 46 et 47 p. 35

Propriétés (admises) Remarque : Ce sont

n
Soientne " et P(z)= 3 @, z" un polyndme de degré n a coefficients les formules de
i k=D Viete. Elles sont
réels (avec @, # 0). demontrées dans
Alors: lexercice L L[] p. 46.
. . I
» la somme de toutes ses racines est égale a — a" Lp
n
o
+ le produit de toutes ses racines est égal & (—1)" =", Remarque : « Toutes
n ses racines » signifie

que si plusieurs
N — racines sont égales
EXEMPLE {racines doubles ou
) triples par exemple),
_ . alors il faut toutes
Comme z, +z,=2etzz =z 2 =1°+2%=5,alors z, et z, sont les racines du les considérer indi-
trindme P défini sur C par P(z)=2z"—2z+5. viduellement dans la
somme et le produit.

Soient z, = 1+2i et z, = 1—2i les racines d'un polyndme unitaire P.
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LESSENTIEL

= S . "ICHE DE REVISION -

@ Uensemble des nombres complexes C est l'ensemble des nombres z écrits sous forme algébrique
z=a+ib ol a et b sont deux nombres réels et i est un nombre tel que i* = —1. Cela permet de :

v prolonger les propriétés sur les opérations de R dans un autre ensemble le contenant (comme par
exemple l'associativité, la commutativité et la distributivité) ;

v déterminer les solutions d'équations insolubles dans B (comme, par exemple, x? = —4).

@ pans la forme algébrique, a est la partie réelle de z et b est sa partie imaginaire. Le conjugué de z est le
nombre z = a— ib. Cela permet de:

v déterminer l'inverse d'un nombre complexe non nul sous forme algébrique ;
v calculer le quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique.

@) Pour tous complexes u et v et pourtout ne N, (u+v)"= f: (:)u""’u‘ (formule du binome de Newton),
Cela permet de: k=0

v développer une expression en utilisant les mémes identités remarquables que dans R (celles apprises en
seconde) ;

v géneraliser les identités remarquables a des degrés supérieurs a 2.

@ un polynéme P de degré i admet au maximum n racines dans C et se factorise par (z—«) lorsque & est
une racine de P. Cela permetde:

v factoriser un polyndome dont une racine est connue ;
v résoudre une équation de degré supérieur ou égal a 3 a l'aide d'une factorisation ;
v résoudre une équation de degré deux dans un cas particulier : un polynéme az®+bz+c (ol a, b et c sont

des réels tels que a # 0) admet pour racines _biz—'a Al lorsque A= b?*—4ac < 0.

Prolongement Formule du binome :

(—> des propriétés 3 T L

de calculde R (utv) —E} ( k ) LA

it=-1etzeC
5 = il existe deux uniques
(BT réels aet b tels que
Z=a+ib

Conjugué d'un nombre Forme algébrique

NOMBRES COMPLEXES : * complexe:z=a—ib 7| d'un quotient de
POINT DE VUE nombres complexes

ALGEBRIQUE =
Equation az? + bz +c=0, les racines sont
-h+ i1"[-ﬂ_.|

2a

siA=W-b4ac<0

Equations
polynomiales

(z — &) lorsque & est une racine

X Factorisation d'un polynome par J

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [Us.fr/MXPfiche1
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‘ Retrouvez plus de QCM pour réviser sur (lls.fr/MxPacm1 ) AUTO'EVAI_UATION -

Soient z, =2 +3i et z,=1-2i deux nombres Le conjugué de (1—i)(1+i)* est:
camplexes. La forme algébrique de est :
P gebnq f1%2 O-4s O O1-4. 1+
©O-4-i. Os-i ©2+6i. ©s+i.
: ) Les racines complexes du polyndome P défini
La partie imaginaire de fig: est égale a: dans C par P(z)=2z"—2z+10 sont:
) 7. . . . .
0-3 0-i L oL O3-iet3+i O 1-3iet1+3i
O2-2iet2+2i O1-3iet3+i

m [ ‘?i';:' ses multiples: ROLEXT plusieurs bonnes réponses par question]
Linverse de i® est : On considére l'équation (E): z’—1=0.
o un reel. o un imaginaire pur. e { E)admet trois solutions dans C.
O égalai’. O égala . © (E) a pour solutions 1, i et —i.
@ (E) admet une solution réelle et deux solutions
P 1+i . .
Le quotient —-: complexes conjuguées.
d 1-i 1_.¥3 1. .43

© est un réel © (E) a pour solutions 1, -y —iget—g+is

O est 'f" m’Ea.glnalre pur. Soit P le polynome défini dans C par
O estégalai. P(z)=z"+3z"—4. Alors le polyndme P :

© a pour conjugué —i. .
©) se factorise par z—1.

() se factorise par z+1.
© se factorise par z+2i.
@) admet quatre racines réelles.

Soient z, et z, les nombres complexes définis par z, =1+ietz,=z,.

1.a. Calculer z +z, et z. x z,.
b. Déterminer le polyndme unitaire P de degré 2 dont les racines sont z, et z,.

2.Soit Q le polyname de degré 3 défini sur C par Q(z) =z’ —62*+10z— 8.

a. Montrer que Q se factorise par P et déterminer le nombre complexe a tel que, pourtout ze C, Q(z)={z—a)P(z).

b. En déduire les solutions dans T de l'équation Q{z)=0.
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TP INFN ' E% Retrouvez plus d'exercices
i1 N dans notre cahier d'algo

{LLS.fr/ PythonXP

' Suite de nombres complexes

Soient « et A deux réels non simultanément nuls et soit g le nombre complexe q = a +ip.

On définit sur IV :

* une suite de nombres complexes (z,) telle que z, = 1et, pour tout entier naturel n, z,,, = gz, ;

* les suites de nombres réels (a,), (b, ) et (u, ) définies, pour tout entier naturel n, par @, = Re(z,), b, =Im(z ) et

u,=/a,+b:.
m Etudier la convergence de la suite (u, ) pour différentes
valeurs de g a l'alde d'une des deux méthodes.

Questions préliminaires :

1. Pour cette question uniquement, on pose g =i.

a. Calculer z,, z,, z, et z,, puis en déduire les valeurs de u, u,, u,, u, et u,, m
b. Conjecturer, pour tout entier naturel r, une expression de u,enfo nction de n. 1. €. On pourra démontrer que,
c. Démontrer cette conjecture et en déduire la convergence de la suite (). pourtout entiernm, u,_ = u ,

2. Répondre aux questions précédentes avec q = 2i.

f N A
. : [mm:’
WETHODE O RéSOLITION' | TstE08 B oot soumons | miow
On poseq=-71—%i. on poseq——1—7|
1. Exprimer, pour tout entier naturel n, z, ., en 1. Créer les nombres complexes i et q sur
fontion de z,, puis a,,., et b, en fonction de a, Python avec le code suivant en conjecturant le
etdeb, . fonctionnement de la commande complex.
2. Al'aide d'une feuille de calcul, on souhaite créer 1 from math import sqrt
un tableau donnant les valeurs de a,, b, et u, pour 2
n variant de 0 a 30. 31 = complex(0, 1)
] " B c D N 4 q = complex(-1/2, -1/2)
1 n an b Lix ™ . "
. 0 1 0 2. On considére la fonction z d'arguments n et
3 1 ci-dessous. Que permet-elle de calculer ?
4 2 [ 6 def z(n, q):
5 3

71 if n>= 1:
8| | return(gq*z(n-1, q))

a. Quelles formules doit-on entrer dans les cellules
9| return(l)

B3 et C3 pour obtenir les valeurs de a etb pour

1< n < 30 par recopie vers le bas ? 3. Les commandes z.real et z.imag permettent
b. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule D2 i:l'ubt.enlr respectivement les parties réelle et
pour obtenir les valeurs de 1 pour 0 < n < 30 par imaginaire du cgmplexe z.

recopie vers le bas ? Ecrire une fonction U prenant en argument n et q

el renvoyant la valeur de u_ (penser a charger (e

c. Quelle conjecture peut-on faire pour la limite de , . 3
module math pour le calcul d’'une racine carrée).

la suite (u,)?

a N . 4. A l'aide d'une boucle, afficher les valeurs de u
3. Que se passe-t-il lorsque g=2+2i ? L. ) "
5 P pour l'entier n compris entre 1 et 30. Que peut-on
conjecturer a propos de la suite (u,)?

5. Que se passe-t-il lorsque g =2+12i ?
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Racines carrées d'un nombre complexe

Soient a et b deux nombres réels non simultanément nuls et « le nombre complexe défini par @ = a +ib.
On appelle (E) l'équation z* = a d'inconnue z dans C,

m Al'aide d'une des deux méthodes, déterminer sous forme algébrique les
solutions de 'équation (E) appelées racines carrées du nombre complexe «.

Questions préliminaires :
1. Montrer que si z est solution de l'équation (E), alors —z l'est également.
2. a. Résoudre dans C l'équation z? = -9,

b. Démontrer que tout nombre réel strictement négatif « admet exactement deux racines carrées
imaginaires pures dans C que l'on exprimera en fonction de «.

3. Plus généralement, on pose z = x+1iy avec x et y réels.
a. Calculer z* sous forme algébrique puis traduire 'équation ( E) en un systéme de deux équations
a deux inconnues (x et y).

b. Calculer (zx z )* en fonction de @ et z, puis en déduire que x*+y? = ya® + b-.
c. A l'aide des résultats obtenus aux questions 3. a. et 3. b., exprimer x? et y? en fonction de a et b.
d. Que peut-on dire des signesde xetysib>0?Elsib<07?

I LABD X
P e——
. . — . . PYTHON
oo o esoumon | GEDOEBRA Cimioocosisoumon | rrion
1. a. Avec le logiciel GeoGebra, créer deux curseurs On souhaite écrire un programme sous Python qui
a et b dans [-10 ; 10] avec un incrément de 1. détermine les deux racines carrées du nombre

complexe a +ib. On note z = x + iy une racine

b. Tracer la courbe représentative de la fonction f "
carree de ce nombre.

définie sur 2" par flx)= -2%— ) )
) .. ) , 1. Compléter la fonction RacineCarree
c. Tracer les droites d, et d, d'équations respectives ' ’ . .

1 2 d'arguments a et b qui permet de déterminer x et y

x=yf 2TVA T .,u_;’«}-bl ot x =/ AtYa +b" V‘;““b] en fonction de a et b d'aprés les formules établies

dans les questions préliminaires. On peut ajouter

m des lignes au programme.

Dans GeoGebra, la racine carrée se note sqrt. ' 1 from math iI'r!pl:ll"t .
|
2

2. A l'aide des curseurs, de la courbe représentative 3 def RacineCarree(a, b):
de f etdes droites d, et d,, conjecturer 4| Z = complex(a, b)
graphiquement les racines carrées des nombres X= ...

complexes 3 —4i et —3 — 4i. | x1 = sqrt(X)

On détermine d'abord les deux valeurs de x possibles 2.a. Utiliser ce programme pour afficher les deux

~ & u

puis on en déduit les valeurs de i correspondantes. racines carrées du nombre complexe 3 —4i.
b. Quelles sont les solutions de 'équation
3. Démontrer ces conjectures a l'aide des formules ZP=—3—4i?
établies dans les questions préliminaires. .
L o

Remarque : Python utilise la lettre j pour désigner le nombre i el 4 K &

: ! ) 12 = complex(3, -4) (3-43)
complexe 1 comme, par exemple, dans l'affichage ci-contre. 2 print(2)
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TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

;

|-, Déterminer la partie réelle et la partie imagi-
naire de chacun des nombres complexes suivants.

lTa=3+2i 2b=-2i+4
3.c=3331 6.d=271
2
5. ¢= 4 6. f=0
7.9=i’ 8. h=i’

[_T‘ On considére un réel a et le nombre com-
plexe z=a?+1+2ila?-3).

1. Déterminer les éventuelles valeurs de a pour
lesquelles z est un réel.

2. Déterminer les éventuelles valeurs de a pour
lesquelles z est un imaginaire pur.

"iv. Déterminer mentalement les formes
algébriques des nombres suivants.

12, =(2+4i)
2.Z,=(3-2i)?
3.Z,=(1+i)°

EAI Déterminer les conjugués des nombres sui-
vants.

1 A=3+2
3.C=31—-4

AT vaffirmation suivante est-elle

vraie ou fausse ? Justifier.

2.B=i
4 D=-5-6i

« Pour tous nombres complexes a et b, le conjugué
de (a+ib)? est a’+ b*—2iab. »

~= 1 0On considére les nombres complexes :

1+1 _1—=i
HhEa- 1+

Sans effectuer le calcul,Justlﬁer que z,+z, estun
nombre réel.

'J | Résoudre mentalement dans C
ZP—4z+5=10.

l'équation :

[__TT On considére la fonction polynome P définie,

pour tout z € C, par P(z)=z"— 122>+ 37z — 40.

On admet qu'il existe un reel k tel que:
Plz)=(z—k)z'—tz+5),

En déduire une racine réelle de P,
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Forme algébrique

Pour les exercices F13 a ET3)

Déterminer les formes algébriques des nombres
complexes donnés.

T3 1a=2+2-3i-3  2b=1+i-(1+2i)

3. c=-2+3i—(3-3i) a.d=%+%1 (- % %:)

7 1.a=—(1+i]+2i(—%+i)
2.b=2i(1—-i)-3i(1+1i)
3.c=—y2(y2-2iy2)-V3(iV3-2/3)
4. d=iv2(2y2-1)+2i/3(i—v3)

-10—{2+1](1+3|} 2.b=(3-2i)(2+3i)

3.c=(—g—7i)(1+2i) d=(- —g--— ){3 4i)

)

] 1 a=(3+5i)? b=(3i-
3.c=(2+3i)(2-3i) -:..d={:-;’§+f)(v’i—iv"§}
E[ 1.a=(2+i)p 2. b=(1-2i)*
c=(1-i)° God=(1+i)°

e

‘1| Soient a et b deux réels et z, et z, deux nombres
complexes définis par z, =a’*+a+i(b*+1) et
z,=3a’~3+2ib.

Déterminer les éventuelles valeurs de a et b telles que
z, et z, soient égaux.

[Z Soient x un réel et deux nombres complexes
z, et z, définis par z, =3x—3+i(x?*+1) et
z,=x'—x+ilx*-1).

1. Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que
z,+z, soit un imaginaire pur.

2. Déterminer les éventuelles valeurs de x telles que
z,+z, soit un réel.

Résolution d'équations

Pour les exercices EE] et ETJ

Résoudre dans C chacune des équations suivantes
d'inconnue z.

On écrira les solutions sous forme algébrique.

ki 13z-2i+4=i—2z 23i-2z+1=iliz+4)-2
3.3z+i)—2z=i+z 4. (1+5i)z—2=2+iz+z
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- ' " TRAVAILLER LES AUTOMATISMES '
B 1255

2.iz+z—3=7—z+5i
3.2z—iz=i(3+z)+z

4.2i(z+1)+3z+1=32-i(z+3)

Pour les exercices [E) et [ ;I

Réscudre dans T chacune des équations suivantes.

' £ ii t On ecrira les solutions éventuelles sous forme
nverse et quotien ; algébrique.

Ecrire les nombres suivants sous forme 5l 1.22—2245=0 2. 22—4z+13=0
algebrique. | 3.422+4z+5=0 4,227 +62+5=0

1 4 .
la= : 2.b= . .

3+2 —2- . TR

- ! : 1.z2+z=3z—3 2.(z+1)*—-2z=0
=1t 4 d=-214 : 13 1
2 1+1 Z —5—31 ! 3'Z+E=_T lo.z=1—?
E Résoudre les équations suivantes d'inconnue i -1 Aprés avair écrit chacune des expressions sous
zeC. : laforme z"—a" avec a € C et n € 11", factoriser ces
1.37—i=iz—2 2.2(1+z)—i={1+i)z expressions le plus possible.
3 (1+i)z—2=2—iz 4 z(1+2i)+3 =3(iz—1) > 1.z"-1 2.27+21 3.z'-16 bz -i

Upératinns et tnnjugués [I Soit P le polynome défini sur C par
Plz)=z"+z"+22+z+1.
. Peut-on factoriser P par (z—1) ? Justifier.

Pour les exercices E}j 6 Ef) ‘

Ecrire le conjugué de z sous forme algébrique.

Pour les exercices (1 d [

Montrer que le nombre a est une racine du poly-

|t__'r_{ 1 z=1(2+21)—-3i(1+21) nome P, puis factoriser P en produit de polyndmes
2. z=-2i(1+i)+3i(2- 4i) ;| dedegré1.
3. z=(2+i)(1+3i) f
. i § =
4 z=(2i—3)(3+i) : L Pz)=2+4zt+6z+beta= 2.
T 1 z=(1+i) 2.z=(2+i) o Lkl P(z)=227—1z'+38z— 26 eta=1.
3.z=(1-i)* 4. z=(3+2i)
b0 Plz)=z" -2+ 2%+ 2z-2eta=-1
: 1 1 :
|’;}-‘,-‘r lz=—+ 2.z= : X —
213 ! 11+‘_ : ' Plz)=z-2'-5z2'-z-6eta=i
_ i _1-i :
ek = et = ;
5, g 3t2 i : m
' 21—-3 ! 2+i . Mantrer que —i est une racine du polyndme de degré 3

obtenu aprés la premiére factorisation,

Pour les exercices B[] et [F3

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou p—
fausses ? Justifier. 1| Dans chacun des cas suivants, déterminer deux
— — © . nombres complexes z, et z, sachant que leur somme

est égale a S et que leur produit est égal a P.

DNV E « Pourtout ze C, 2+ iz =2—iz. »
1.S=0;P=9 2.5=25;P=26

e 241 2-i T :
m“3—i_3—i est un imaginaire pur. » 3.S=1;P=% 4.85=2/2:P=3

. 4 _S5.p__2 —neP =
UA TS « pour tout entier naturel n, . 5.8=3iP=—3 6.5=0;P=1

(4+21)"+(4—21)" est un réel. »
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' ENTRAINEMENT

Parcours 1: exercices 55;59;79 ; B4 ; 94 ; 111; 116 ¢t 120
Parcours 2 : exercices 57 ; 60 ; 67 ; 85; 96 ; 112 et 122

(&)
@ ; i ;60;67;85;96;
Elﬁtn[ﬂmnlmﬂ ;*-é i@ Parcours 3 : exercices 65; 102 ; 124 ; 127 et 130

1D 'ensemble C des nombres
complexes

3FLASH

|..-'r._ Déterminer la partie réelle et la partie imagi-
naire de chacun des nombres suivants.

1.z,=2 2.z,=-3i 3.2,=i—3

bz, =z,+2, 5.z,=z,%2z,

l—:"“ Dans chacun des cas suivants, déterminer les
réels a et b vérifiant l'égalité.

2+i(1=-0)
2.2+a+ilb*+b)=il2b—ia?)+3a+3

Ta+3i=

E-‘ Ecrire chacun des nombres suivants sous
forme algébrique.

1.z, =(3-2i)—(3+2i)
3.z, =(1+i)(3+2i)

2. z,=2(1+i)+i(2i—1)
4.z, =(1-i)’
5.z, =(1-i)°

Pour les exercices 33 a [19)

Ecrire les nombres complexes sous forme
algébrique.

E:‘- [calculer] @0 -€
1. z=(3-51)+(3i—2)
-3+ (i)

E 1.3 [caleuter]

1z=(-3+2i)+(2-5i) 2.z=(
z=—(2—%i]+(%i—1} I-.z=(

T4 [calculer] @ @ ¢

1.z=(3-iy3)+(2i/3-5)

2. z=(2y2+2iy3) - (3iy3-2)
3.2=-(Zi+ 2 )+ (/3-i/2)

o z=(2/3-102) - (L +21/3)

s E)-(+E )

36 M | LLS.fr/MXPP36

2. z=(2i—3)+(-1-2i)

=(3-3i)-(2+31)

DR R R A A )

T I R R

1 [(alcuier]

=2(1—31)—-3(1—21) 2. z=—-2(1+i)+3(2—1i)

3.z=%{3—i)—%{1+i) b z==3(1-1)-2i(% i)

[cateuter)] @ -0-0

Lz=(3+i)1+4i) 2. z=(2+31)2i—1)

3.z=(5-1)2-2i) n,;:(%i_%){%i_%)

(108 [Calculer] @ @ ¢
1. z=(3+iy3)2i/3+5)
2. z=(2y/2+iV/3)(3iy/3 - 2)

.
4.:=(2J§—i£)¢ﬁ—iﬁ}
S

;_1|_ [Raisonner)

1. Déterminer la forme algébrique des puissances
suivantes du nombre i :

ib=i’ LLd=it,

2. Soit k un entier naturel. Calculer sous farme
algébrique les puissances entiéres du nombre i:

a=i ic=i

@ =i%;p =i e =i g =Y,
:’:_ [calculer]
1. a. Calculer le nombre complexe z, défini par:
z =1+i+i?+i
b. En déduire le calcul de z, = i*™"+§™"+{2"2 4§27,

2. De maniére plus générale, calculer, pour tout entier
naturel n, z=i"+i""T+i"2 4",

Pour les exercices [X) d |

Ecrire les nombres complexes sous forme
algébrique.

[:-;;,“ [caleuler]

1z=(2+3i)2 2.z=(1-i/2)"

3.z=(~i-1)’ tz=(Z+1i)
2 [Catcuter]

rz=(2+i3) 2.2=(Z 92

3.z=(2/3-iy2)
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ST [Calculer] @ @ @
1. z=(3+%i](3‘%i)

3
_(1_.¥3y1..4/3
3.z (2 15 )(i"”_z_)
(1, _V3VY/3 1.
"-Z*(i"‘z—)(—z‘*?l)
_(_¥2 . J2\(./2 2
5'2‘(‘T*'T)(1T“";—-)
_(:2¥3 3y V3 .2/3
" ?—('T*T)(—T*'—r)
r'__|
L1 [cateuler]
Tz=(1-i)} 2z=(~}—1}3
.z=(1+2i)* 4 z=(J2-1)"
:_‘;T [Calculer] @ @ ¢
Lz=01+i)° 2.z=(1-2i)% 3.z=(1+i)%(1-i)®
b.z=(2+i)* 5.z=(2-2i)° 6.z=(2+1)%(2-1)*

Lol [Raisonner)

| [
Solent u et v deux nombres complexes.

Pour n 13", on note R, la proposition :

n
x|
p=0
On souhaite démontrer par récurrence que la proposi-
tion R estvraie pour tout entier naturel n.

1. Vérifier que R, estvraie.

(u+v)"= ")u""‘u".
P

2.Soit k un entier naturel tel que R, estvraie,
< & kY,
c'est-a-dire tel que (u+v) = & p)u“’"u”.

On souhaite montrer que R, _, estvraie, autrement dit

k41 2
que (u+uv)" "= ¥ (h:;.l)”m_r"'p'
pr=0
a. Montrer que :
13 . I3 .
(u+v)'=u (;)u""’v"+ v ";)u“""u“.
=0 p=0
b. En déduire que :
(u+v) = i (k)u*”‘f'vf‘+ ﬁ (k)u"’“’v"”.
p=o'D p=o'pP

c. Remplacer p par p—1dans la deuxiéme somme en
remarquant que si p—1varie de 0 a k, alors p varie de
1a k+1. En déduire que:

(u+v)*'= i (:L;)I.l“"'“r'ur'+l§( k

-1 ]u’*""‘u*'.
p=0 p=1'P

d. Sachant que (t):(ii})r quetﬁ): .{-31

(k;1):(i)+(pﬁ1).en déduire que:

k+ .
(u+v) = 21 [L; ] )u’“""'u"-
=0
3. Conclure.

) et que

B A BB BB EEEE R
R I

L I R

BB BB E BB A8 BEEE R

ENTRAINEMENT
I (clcuten)

Soient z,=a,+ib

18t z,=a,+ib, des nombres com-
plexes ol o

: v by a, et b désignent des réels,

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et la
partie imaginaire de la somme z,+z, lorsque ['utilisa-
teur saisit la partie réelle et la partie ima
etde z,,

pe—
L;.L-_Jm [Calculer]

Soient Z=a+ ib, et z, = a,+ib, deux nombres com-
plexes ou a,, b, a, et b, désignent des réels.

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et la
partie imaginaire du produit z, % z, lorsque ['utilisateur

saisit la partie réelle et la partie imaginaire de z, et
de z
-

ginaire de z,

Pour les exercices [2] a EE)

Paur chacune des affirmations, indiguer si elle est
vraie ou fausse en justifiant la réponse.

mm [Calculer]

1. « i? est positif. »

2. « Le produit de 1+i par 3+ 3i est égal 3 6i. »

3. « Le nombre complexe z=(2i—1)2+2(2i—1)+5 est
égala0.»

4.« Le nombre complexe z=(2-iy3)’ +4(2-iy3) +7
estégala 0. »

r?:j m [Raisenner]

1. « La partie réelle du nombre complexe
z=(2-1)+3i(i—2) est égale a 1. »

2. « Les nombres complexes z, =(2—i)+3i(i—2) et
z,=(=2+1)-3i(-2~1i) ont des parties imaginaires
opposées, »

3. « Les nombres complexes z, =(2+i)(3—i) et
z,=(i—2)i+3) ontla méme partie réelle. »

4.« Le nombre complexe z=(2+1)? est un réel. »

VRAI [ FAUX BUETERRTTNS

1. « Soient a et b deux réels. Les nombres complexes
z,=ala—1)+i(b’+1) et z,=a—1+2ib sont opposés
pour un unique couple (a; b). »

2. « Quel que soit le réel b, le nombre complexe
z=(2-+ib)(2b+1i) a une partie imaginaire non nulle. »
3. « Soient a et b deux réels. Les nombres complexes
z,=(4a’—a-1)+ib(b—1)etz,=3a—2+i(b-1) sont
égaux pour un unique couple (a; b).»

4. « [l n'existe pas de valeur du réel a pour laquelle le
nombre complexe z =(a+1i)? est un nombre réel. »
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I ENTRAINEMENT
B2 (cotcuter)

Résoudre dans C chacune des équations suivantes (on
écrira les solutions sous forme algébrique).
1.8z+5i=3—z+2i

2.2i+3z=i{4—1iz)

3.3z+2i=2i(iz—1)+1

4 (1+1)z—i=(2i+1)1+iz)+2

_'J ' [calculer]

Résoudre dans T chacun des systémes de deux équa-
tions & deux inconnues suivants (on écrira les solutions
sous forme algébrique).

z,+22,=2—&i e 3z, +2z,=—4+1
22,z =T Szl—zz=—%+14i
_3
3z,+2Z,=% 22,+3z,=3—1i
> “13z,+52,=5—1i

2z, +z,=1-5i

|2 Nombres complexes conjugués

FLASH

"/ Ecrire sous forme algébrique le conjugué de
chacun des nombres suivants.

"// Calculer chacun des nombres suivants et les
ecrire sous forme algebrique.

121=TE:TEZ3U 2.z,=(2-3i)i+2)

32,2 (77) %2.=(1=%)

I-'*‘;_';m Justifier si l'affirmation suivante est

vraie ou fausse :

« La solution dans T de l'équation —% =3+2iest

3_2.
EREEE R

E [Calculer] ® o0

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres
proposés.

1.a=0 2b=1 .=
4.d=1+1 5.e=1—i 6. f=3+2i
7.g=-12-—2i a.h=—";3_—+ziﬁ

1g 1 | LLS.fr/MXPP38
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Pour les exercices [I+] a [E}

Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe
donné puis déterminer la forme algébrique de son
conjugué.

m [Calculer)
1_ﬂ:3{1+i)—2i{1—21}
2.b=V2(1-1)+2/2i(1+i)

3. c=3i(1+3i)-22i+1)
4.d=-‘£—5[%+%i)—i%_2—{z+i)
[_v't_! [calculer]
Ta=(1+1)2-3i)
3.0=(/2+1Y3N-2/2+31V3) wd=(1-3i)(3+1i)

I'.;E-f [Calculer]

LTa=(1+i)?

2b=(—1-i}N3-2i)

2.b=(1—i)?
4.d=(2-i/3)iy3+/2)

oe=(1+i)1-1)

[:E [Calculer]

La=(2-i) 2.b=(yZ+2i)" 3..::[21—%)‘

Pour les exercices [T a [12

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres
proposés.

(;L:J, [Calculer] @ -0 -€

-1 — T I Sp—
1_'_-: [Caleuler] @ @ -0
1 1
la=— 2bhb=——4
SR T
2 2
1 1
l.c= 4.od=
“Taz-i Z_7
2 pi
[Ea!culer]

_ 3 _1+i _1+2 _2-3i
La=giy b= desTEy MdESTH
E:;’- [Calculer]

J2+i/3 _2i-42
b 2b="37

1,43 ¥2 .42
3.c= < .2 L. d= 2_ 2
—1+i Vi 1.
-
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{T_" [Raisonner) E[Mﬂ
Saient a, b, ¢ et d quatre nombres réels et z

et z les nombres complexes définis par z=a+ib

etz =a +ib.

1.Montrerque z+z =z +z.

2. a. Ecrire le produit z x z* sous forme algébrique.

b. En déduire que (zxz')=zx z'.

= A

L-r4 [Raisonner] E{Mﬂ
Soient z et 2 deux nombres complexes avec

Z non nul.

NN

Démontrer que @ =

;'_—',I.'_-' [Raisonner) E{Mﬂ
Soit z un nombre complexe.

1. Pour tout entier naturel n, on appelle P, la
proposition « z" =(z )" ».

Démontrer, par récurrence, que la proposition P,

est vraie pour tout entier naturel n,

2. 0n suppose z # 0 et on note n un entier strictement
négatif.

a. Exprimer z™" en fonction de z".

=(z)"

b. A l'aide de la question 1., justifier que z"

3. Conclure.

[—'! ! m [Caleuler]

Ecrire un algorithme qui calcule la partie réelle et

la partie imaginaire du conjugué z de z lorsque
l'utilisateur saisit la partie réelle et la partie imaginaire
de z.

[d}:m [caleuler]

Ecrire un algorithme qui prend en arguments la partie
réelle et la partie imaginaire d'un nombre complexe z
et gui retourne :

= «0n'apasdinverse »sizestéegalaO;

« la partie réelle et la partie imaginaire de son inverse

1 ..
~ sinon.

[F_ m [Calculer]

1. Ecrire un algorithme qui prend en arguments les
parties réelle et imaginaire de deux nombres complexes
z, et z, et qui retourne :
» « le quotient n'existe pas » si z, est égala0;
= la partie réelle et la partie imaginaire de 2—1 sinon.

2
2. Implémenter cet algorithme et le tester pour

3—i
4+21"

=

.

ENTRATNEMENT-

i a E:“
Résoudre dans T chacune des équations proposées.
On écrira les solutions sous forme algébrique.

[T." [calculer] @€

1.iz+3(z—i1)=0

Pour les exercices EL}

2.(b+i)z=b—z

. - z+1= .
3.(2i+1)z=1+1—21z f.l.z'_z 3
[Calculer]
1.(5+2i)z—2=i 2i(1-2z)+z=iz—1
3.2iz—i=2(Z—5)+i " ’% 21+1+1—u

Qg -
=L [Calculer] @10 €

1z=% 2.z-2=3i+2z
4 —~_ 1 =y —

3 Ty EZ=TT b4ozxz=2z—-1

5.z—1=zxz—i

~J /[ [Raizonner, Calculer)]

lz=2z 2.z=-z

3.z=iz 4 z=—iz

5.22=z%xz

[_T_i [Calculer]

Résoudre dans T chacun des systémes de deux
equations a deux inconnues suivants.

o )

On commencera par écrire le systéme uniguement en
fonction de z, et z, et sans conjugué.

1
£ 3Z,tz,=2 3 {321—221= 4i—2
‘1;:‘2_,+iXZ_I=O z,+2z,=2
z,—z,=3—4 6z,—3z,=12+i
|5 +2z,=8-i “| 3z-7,=6

Pour les exercices L) a [['D)

Pour chacune des affirmations, indiquer si elle est
vraie ou fausse en justifiant la réponse.

99 vRAI/FAUX

Sment z,=1-3ietz,=2i+3.
1.« Le conjugué de la somme z +z, est égal & 4+1.»

[Calculer]

2. « Le conjugué du produit z, x z, est égala 9—7i. »
3.« Le conjugué de (z,)* est égal a —26 —18i. »

4, « Le conjugué de (z,x z,)” est égal a 112 — 66i, »

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébriqgue | LLS.fr/MXPP39 | E 20
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' ENTRAINEMENT
100] vrau/raux [ESE-

1.« %—%i est l'inverse de 1+i. »

1

2. « Les nombres complexes L et =— ont la méme

1+ -1
partie réelle. »

3.« "1+2‘ est le conjugué de 1—3i. »
3 .
4.« (1+i)” est le conjugué de 57 7.»

5. « Le conjugue de(1+2i][21+3] est(1—2i)(2i—3).»

. 1+
6. « Soient Z,=3=
z,—z,€il.»

E_{;q [Raisonnet]

1. « Le nombre complexe —2 —%i est le conjugué de la

m Alors z, +z, e R et

solution dans C de 'equation iz—3+i=(2+i)z+1.»
2. « Le nombre complexe —1—3i est solution de
l'equation 2ixz=5(1—i)—Zz.»
3.« l'équation 2z—ixz=3+i+2z n'a pas de solution
dans C. »
4. « Les nombres complexes z, et z, vérifiant
2z, —z,=1+3i
z,+2z,=3+i

L..*H [Raisonner] @ @ @

Soit z un nombre complexe non nul.

Indiquer pour chacun des nombres suivant, s'il s'agit
d'un nombre réel ou d'un nombre imaginaire pur.
Justifier.

sont conjugués. »

2.z,=z—%

1.z1=z+z 3

3.23=z’+(E]z &_z‘=zi—(5}1

74z — _ z— -
S.z,= s avecz#z &.zﬁ—z+z avec z# -z
2 32 2 —hy2
zZ2+(z z'—(z
1.z :——}— B.z :—[_}—
T ZXZ & ZXZ

[Démentrer]

1. Montrer que, pour tout nombre complexe z# 0, le

1.1

nombre complexe +-— est un nombre réel.

2. Montrer que, pourtout nombre complexe z £ 0, le

1 1 .
nombre complexe Z 5 estun nombre imaginaire pur.

E':!,‘:i [Raisonnear]

Soient deux nombres complexes z=a+ib et

z =a +ib ol a, b, a’ et b’ sont des réels vérifiant
1+zz £0.

On suppose que a’+b*=1eta?+b'*=1

Montrer que le quotient .lz:;z'. est un reel.

40 B | LLSfr/MXPP4D
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=D Equations polynomiales de degré
supérieur ou égal a 2

=FLASH

i[:}g Résoudre dans C l'équation 4z>+16 =0,

if_:j} Déterminer deux nombres complexes u et v
sachant que leur somme est égale a 3 et que leur
produit est égal a 5.

ihnm Laffirmation suivante est-elle vraie

ou fausse ? Justifier.

« Les polynomes P, et P, définis sur T par
Pz)=z'+1et lez}:z’—-z’+2 ont un facteur
cammun de la forme z—a avec a réel. »

Pour les exercices [[:[] a

Resoudre dans C chacune des équations proposeées.
On écrira les solutions sous forme algébrique.

m [Calculer]
1{z+3i)02z—-3+i)=0
2.(z—2i)iz+1)=0
(iz+1+i)(3iz—1)=0

4 ((1+i)z—1N(2+1)z+1)=0

i_[;_l-_l [calculer]

1.z2'+1=0 2.z2°+2=0
3.z2°+16=0 4.z +20=10
l 2,1 _

5 z2+ A 0 6.z 3—0

2,1 _ 1,3 _
7.2+A—IJ E.z+2—l}
',_;I_{:l [Calculer]
1.z'+z=0 2.2 +2iz=0
3.2iz*+3z=0 4 (1+i)z=(2—-i)z

5.(1+2i)z2+(2i—-1)z=0

['-il! [Calculer] ® o0

1.z22+z+1=0 2.22+4z+13=0

3.4z —4z+17=0 4.222+2z+5=0

5.22=/2z+41=0

6.9z°—6z+19=0
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]L [Calculer] & @€

[Calculer]

ENTRATNEMENT-

5
Lz=—-3 2£=1-% 1z, +z,=—letzz,= 3.

s _3_1 __26 2.z,+z,=-2/2 etzz,=6.
3. 5=773 4.5z—2=—%2

Pour les exercices [1E] et (1]

Résoudre dans T chacune des équations proposées.
On écrira les solutions sous forme algébrique.

!l'l [Calculer]

3. z,+z, E—ﬁ et 312221.
hoz tz,=—y2etzz, =1

!'I':-! [Calculer]

Ecrire chacun des polynomes a coefficients complexes
suivants sous la forme z"—a" avecae Cetne ',
puis les factoriser par z—a dans C.

1.z'+2°-6=0 2.z4+22-2=0 1.P(z)=2z'+1 2 P(z)=z'-8 3. P(z)=z'+i
3.z°+32°+2=0 4.Bz°+6z°+1=0 4. P(z)=2'+8i 5.P(z)=z"-32
5.82"+2227+15=0 6.2 +5z+%=0
z lb.? [Calculer]
3 2 7 e - p . %
7.z°+2= e 8.+ x=-3 +  Ecrire chacun des polynomes a coefficients réels
. suivants en produit de facteurs de la forme z—a
L1 tcateuter) + avec o dans C.
1.z°-222-3=0 2.2°—322-10=0 + LP(z)=z'+4z
M S | 2
3 7~2,2-8=0 4 3z'—z'—3=0 : 2Plz)=z"+z"+z+1
v 3LPlz)=2—222+z—2
1_ :ﬂ Z—}= i iy
5.2 4z=5 6. A z+3 ' 4 P(z)=2—z

L. |
1.2 —2z=4z 1+ 3z 5. Plz)=25+323+2%+3

LAB0 | © 6.P(z)=z"—z'+52 52 +4z—4
Em Calculer] E‘”Hnﬂ ‘

1. Ecrire un algorithme en langage :
naturel qui retourne le nombre de solutions dans C
d'une équation du second degré a coefficients réels
az’+bz+c =0 avec a # 0 et leurs valeurs.

Pour 5., emarquer que z° + 3z se factorise par z°.

E [f_d.') [Calculer] &

2. Programmer cet algorithme en Python. .
. Soit le polynome P a coefficients réels défini sur  par:

m Plz)=z*+z"—2.

On définit un nombre complexe a +ib sous Python en 1. Montrer que 1 est une racine du polyndme P.

écrivant complex (a,b). . . ;
2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout

nombre complexe z, P(z)=(z—1)(az’ + bz +c).

Python note j le nombre complexe i. : m
. on obtient P(z) =(z—1)(z*+2z+2).

Pour les exercices [i[] et E1i2 *  3.Résoudre alors dans C 'équation P(z)=0,

Dans chacun des cas suivants, calculer les nombres _—

complexes z, et z, dont on donne la somme 12 (catauter)

z,+z, et le produit z,z,, puis les écrire sous forme :  Soit P le polynome a coefficients réels défini sur C par:
algébrique. Piz)=z'—4z*+6z—4,

1. Déterminer une racine réelle, notée @, du polyndome P,
|'i i [Calculer] @ ¢

1z +z,= 6 et z,z,= 13.

2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
2.z,+z,=10etzz,=26. nombre complexe z, Piz)=(z—a)(az’+ bz +c).

3.z,+z,=1etzz,=1 Q.z1+22=ﬁet2122=%. 3. Résoudre alors dans C I'équation P(z)= 0.

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP41 | B @
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' ENTRAINEMENT

FFrd (Calculer] & @ €

On considére le polynome P a coefficients complexes

défini sur C par P(z)=z"-2(y2 —i)z? + (3—4iy/2 )z +6i.

1. Montrer que —2i est une racine du polynéme P.
2. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z+2i)(az* +bz+c).
3. Résoudre alors dans C l'équation P(z)=0.

On ecrira les solutions sous forme algébrique.

[Calculer]

On considére le polynome P a coefficients complexes
défini sur C par P(z)=z'—(&4+i)z?+(5+4i )z —5i.

1. Montrer que le polyndme P admet dans C une racine
imaginaire pure ie (avec « réel) que l'on déterminera.
2. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z—ie N az*+ bz+e¢).

3. Résoudre alors dans C I'équation P(z)=0. On écrira
les solutions sous forme algébrique.

72) rcalcuter] @ @ @

Soit P le polynéme & coefficients réels défini sur C par:
Plz)=z'+2z—z*+2z+1.

1. Vérifier que 0 n'est pas une racine du polynéme P.

2.Pour z # 0, on pose u =z+%,

a. Exprimer u?—3 en fonction de z.

b. Calculer Pif]

de u.

pour z # 0 et U'exprimer en fonction

3. En déduire les racines dans T du polynome P,
On les écrira sous forme algébrique.

[Calculer]

Soit P le polynéme a coefficients réels défini sur C par:
Plz)=z"+22"—-52"—2z+1.

1. a. Vérifier que O n'est pas une racine du polynome P.
1

b. Pour z+# 0, on pose u = z—5.

Pl(z)
zl
2. En déduire les racines dans C du polynéme P,

On les écrira sous forme algebrique.

Calculer

192!
4 [caleuler]

0On veut résoudre dans C |'équation suivante
(E):z'—(1+y3)2 +(2+y3)22 = (1+/3)z+1=0.
Soit P le polynome & coefficients réels défini sur C par
Plz)=z"—(1+y/3)22+(2+/3)22 - (1+/3)z+1.

1. a. Montrer que 0 n'est pas une racine du polynéme P.
b. Pour z+# 0, on pose u = z+%.

42 1 | LLS.frIMXPP42

pour z # 0 et l'exprimer en fonction de wu.

D R T I

P I )

P(z)
zI
2. a. Résoudre dans C |'equation suivante :

(E): i —(1+V3u+/3=0.
b. Résoudre dans C les équations (E,): z+ % =1et
(E,): z+ % =y3.
3. En déduire les solutions dans T de 'équation (E ).
On les écrira sous forme algébrique.

Calculer pour z # 0 et l'exprimer en fonction de u,

E;__D [Caleuler] i@ @ @

On considére trois nombres complexes u, v et w et le
polynome P définisur CparP(z)=(z—u}z—viz—w).
1. Développer le polynome P et I'écrire sous la forme
az>+bz?+cz+d en exprimant les coefficients
complexes a, b, ¢ et d en fonction de u, v et w.

2. A l'aide des expressions obtenues précédemment,
déterminer les nombres u, v et w tels que:
u+v+tw=1
uxv+tuxw+exw=1
uxvxw=1

E_) [Représenter.)

On souhaite étudier les racines d'un polynome
symétrique de degré 2 a coefficients réels, c'est-a-dire
un polyndme P défini sur C par P(z)}=az®+ bz+a, ol
a et b sont deux réels tels que a # 0.

1. Montrer qu'un nombre complexe u est une racine
dans C du polyndéme P si, et seulement si, u est
solution d'une équation (E) de la forme z’+az+1=0
ol « est un réel que 'on exprimera en fonction des
réels a et b.

2. a. Avec GeoGebra, créer un curseur @ dans [=5; 5]
avec un incrément de 0,1 et tracer la courbe
représentative de la fonction f définie sur E par:

fix)=x*+ax+1
b. Conjecturer pour quelles valeurs de a la fonction f
admet deux racines reelles.
c. Démontrer cette conjecture.
3. a. Montrer que si le nombre complexe u est une
solution dans T de l'équation (E), alors u en est
également une.

b. Montrer que si le nombre complexe u est une

solution non nulle dans T de l'equation (E), alors 1

en est également une. !
c. En déduire que si @ € ]-2 ; 2[, alors I'équation (E)
admet deux racines complexes a la fois inverses et
conjuguées.

&, Déeterminer, suivant les valeurs de b

a
de racines réelles ou complexes du polyndéme
symétrique P.

le nombre
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FE“) (2200320 [Représenter]

0On souhaite étudier les racines réelles d'un polyndme
symétrique de degre 3 a coefficients réels, c'est-a-dire
un polynéme P défini sur C par P(z)=az'+ bz’ +bz+a
ol a et b sont deux réels tels que a £ 0.
1. Montrer qu’un nombre complexe u est une racine
dans C du polyndme P si, et seulement si, u est
solution d'une équation (E) de la forme
z'+az’+az+1=0 ol « est un réel qu'on exprimera en
fonction de a et b.
2. a. Avec GeoGebra, créer un curseur & dans [=5 ; 5]
avec un incrément de 0,1 et tracer la courbe
représentative de la fonction f définie sur I® par:
fAx)=x'+ax?+ax+1.

b. A l'aide de la courbe représentative de f, conjecturer
une solution réelle évidente de l'equation (E).
¢. Démontrer cette conjecture.
3. a. Vérifier que, pourtout ze C:

Z'+1=(z+1)2"—z+1).
b. Montrer qu'il existe un polynome symétrique Q de
degré 2 (voir exercice précédent) tel que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z+1)Q(z).
c. Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles le poly-
nome P admet exactement trois racines réelles.
4, Application : Résoudre dans C I'équation :

277 +z%+z+1=0.

E_';{E} [Calculer] ﬁ i-i

0On souhaite étudier les racines réelles d'un polyndme
symeétrique de degré 4 a coefficients réels, c'est-a-dire un
polyndme P définisur C par P(z) = az*+ bz’ + ez’ + bz +q,
ol a, b et ¢ sont trois réels tels que a £ 0.

1. Montrer qu'un nombre complexe u est une racine
dans T du polynome P si, et seulement si, u est
solution d'une équation (E) de la foarme
z*+az* + Bz +az+1=0 ol « et 4 sont deux réels
qu’on exprimera en fonction de a, b et c.

2. a. Montrer que 0 n'est pas solution de l'équation (E).

b.Soit Q{z)=z*+az®+ fz*+az+ 1.

* Z
Calculer, pourtout z= C°, Q—; ).

c.On pose, pour ze C°, Z :z+%. Exprimer zz+% en

fonction de Z puis montrer que Q(z) = 0 si, et seule-
ment si, Z est solution d'une équation du second degré
a coefficients réels.

3. On suppose que Z est un réel k et solution de
l'équation du second degré obtenue a la question 2. c.
Déterminer pour quelles valeurs de & l'équation

z+ % = k admet deux solutions réelles distinctes.

4, Résoudre dans C 'équation z*+2z+ 3z’ +2z+1=0,

.

ENTRAINEMENT

Pour les exercices [E1] a [EE]
Pour chaque affirmation, justifier si elle est vraie ou
fausse.

m VLLUIE S [Raisonner]

1. « 'équation 3z2—2z+1= 0 admet deux solutions
réelles distinctes. »

2. « Les nombres complexes conjugués 2 +i et 2—i sont
solutions de l'equation z+—§- =4.»

3.« Les solutions dans C de l'équation z’—4z+5=0
sont les opposés des solutions dans T de l'équation

22+ 4z+5=0.»

4, « La partie réelle des solutions dans C de ['équation
z'—6z+10 =0 est égaleda3. »

[l i | .
132 veataux JEERALR

1. « Le polynome P défini sur C par P(z)=z*+1se
factorise dans C par z+1.»

2. « Les polynomes P, et P, définis sur C par
P(z)=z*—1etP,(z)=2z"+1ont un facteur commun
dans C. »

3. « Le polyndme P défini sur C par P(z) =z?—i n'a pas
de racine dans C.»

L AiDe

On pourra calculer (/2 + iv2).

-

1. « Deux nombres complexes conjugués dont la somme
et le produit sont tous les deux égaux a 1sont les
solutions dans C de I'équation 2 —z+1=0.»

2. « Si z est une racine dans T du polynome P défini sur
C par P(z)=z"—2z*—13, alors son conjugué z en est
aussi une. »

3. « Le polyndme P a coefficients complexes défini sur C
par P(z)=z"+iz?+z+i admet trois racines distinctes
dans C. »

&4, « Les polynomes P, et P, a coefficients complexes
définis sur C par P,(z)=z"+iz’~2z—2i et
P,(z)=2z"—iz’+2z—2i ont une racine imaginaire pure
commune. »

"=L| Soitne 11" et P le polyndme défini pour tout
zeCparP(z)=z"—1.
On admet que P admet n racines distinctes.

Calculer le produit de ces n racines, appelées racines de
l'unite.

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP43 | Bl 43
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. SYNTHESE

i "-_1!- [Caleuler, Cammuniquer]

On considére le polynome P & coefficients réels défini
sur C par P(z)=z"— 8z + 41z — 128z + 400.

1. Montrer que si z est une racine du polynéme P, alors
son conjugué z en est aussi une.

2. a. Soit b un réel. Déterminer P(ib) en fonction de b
puis l'écrire sous forme algébrique .

b. Montrer que le polynome P admet exactemenl deux
racines imaginaires pures dans T et les calculer.

3. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
nombre complexe z, P(z)=(z*+16 az’ + bz +¢).

4. Résoudre dans C l'equation P(z)=0.

‘l__:jj [Calculer, Chercher]

1.0n considére le polynome P @ coefficients réels défini
sur CparPlu)=u"—1.

a. Factoriser le polynome P dans C en produit de
facteurs du premier degre a coefficients complexes.

b. En déduire les solutions dans C de I'équation
P(u)=0.
2. 0n considére 'équation (E): {%r =1

En utilisant les résultats de la question 1. b, résoudre
l'équation (E) dans C.

iﬁ ?:] [caleuler, Chercher]

On considére le polyndme P a coefficients réels défini
surC par P(z)=2z"-1.
1. a. Factoriser l'expression u”—uv? pour tous nombres
complexes u et v,
b. En remarquant que z° = (z?)°, déterminer
trois réels a, b et ¢ tels que, pour tout ze C,
Plz)=(z=1)az"+bz*+c).

V3V

‘T) '

2. a. Calculer (%-l- ig)z et (%—

b. En déduire les six racines dans C du polynome P.

ETJ [calculer, Raisonner]

1. On considére I'équation du second degré a

coefficients complexes :

(E):z*—(6+2i)z+7+6i=0.

a. Montrer que, pour tout nombre complexe z,
z1-(6+2i)z=(z—-(3+i))’-8-6i.

b. En déduire que I'équation ( E) équivaut a

(z—(3+i))* =1
¢. Résoudre alors l'équation (E) dans C.

2. En appliquant une méthode analogue, résoudre dans
C l'équation du second degré a coefficients complexes:

(E'y:z®+(2+4i)z+6+4i=0.

4u @ | LLS.fr/MXPP&4
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k- 4) [caleuler, Chercher)

On considére I'équation a coefficients complexes :
(E): 2z*—(1+6i)z+3i=0,

1. Démontrer que l'équation (E) admet un unique

nombre imaginaire pur comme solution et le

déterminer.

2. L'équation (E) admet-elle comme solution un
nombre réel ? Justifier.

3. Résoudre {E) dans C.

m [Chercher, Représenter.]

On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u, v).
On appelle A le point de coordonnées (2 ; 0).

Atout nombre com plexe z # 2, on associe le nombre

complexe z' = 22__122

Onécritz=x+iyet z =x +iy ol x, y, X’ et iy sont
des nombres réels.

Soit M{x; y) un point du plan distinct de A et

M'(x'; y') le point qui lui est associé par la
transformation z — z,

Le but de l'exercice est de déterminer la nature de
I'ensemble des points M quand z’ vérifie certaines
conditions.

1. So0it B le point de coordonnées (2 ; 1).

Déterminer les coordonnées (x’ ; ') du paint B’, image
du point B par la transformation définie précédemment.
2, 50it C' le point de coordonnées {1;2),

Déterminer les coordonnées (x; i) du point C dont
l'image est le point C".

3. Calculer z’ sous forme algébrique et exprimer sa
partie réelle x’ et sa partie imaginaire y’ en fonction de
xety.

4, Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x; y), distincts de A, tels que 2z’ soit un réel et
préciser sa nature.

5. Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M{x; y), distincts de A, tels que z' soit un imaginaire
pur et préciser sa nature,

[Zﬂ [Chercher, Représenter]

On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u, v ).
On appelle J le point de coordonnées (0;1).

A tout nombre complexe z # i, on associe le nombre
complexe z' = ilfz ;

Onécritz=x+iyetz =x+iy ol x, y, x" et y’ sont
quatre nombres réels.

Soit M{x; ) un point du plan distinct de J et
M(x"; y') le point qui lui est associé par la
transformation z — z.,
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1. Déterminer les éventuels points M(x: y) du plan
pour lesquels M’ et M sont confondus,

2. Déterminer les coord onnée

_ s du point I' associé ay
pointI{1;0),

3. Déterminer les coordonnées duy point A tel que le
point associé A’ ajt pour coordonnées (2; 0).

4. Déterminer une équation de l'ense
M(x;y), distincts de J, tels que z'
préciser sa nature.

mble E, des points
soit un réel et

3. Déterminer une équation de l'ensemble E, des points
M(x; y), distincts de 7, tels que 2* soit un imaginaire
pur et préciser sa nature,

¢! "'E_;‘ DEVOIR MAISON [Chercher, Représenter]

On munit le plan d'un repére orthonormé (O;u,7v).
A tout nombre complfxe Z, on associe le nombre
complexe z' = 2—2:(—5%7

Onécritz=x+iyetz =x +iy ol x, y, ¥ et i’ sont
quatre réels.

Soit M(x; y) un point du plan et M'(x' ; y') le point qui
lui est associé par la transformation z . z,

1. Justifier que le nombre complexe z est défini pour
tout ze C.

2. Existe-t-il des valeurs de z telles que z' soit égal 417
Justifier.

3.a. Démontrer que 7 est réel si, et seulement si,
(z—z)z+Z)=4i,

b. Déterminer 'ensemble E, des points M(x; y) tels
que z° soit un réel.

4, Determiner 'ensemble E, des points M(x; y) tels
que 2’ soit un imaginaire pur.

!;L-_"_EJ [Chercher, Représenter]

Equation a paramétre

On considere le polyndme P a coefficients réels défini
sur CparP(z)=z"-2z+9.

1. Résoudre dans C ['équation P(z) = 6.

2.50it m un réel. On considére I'équation (E): P(z)=m
d'inconnue z dans C.

Pour quelles valeurs de m I'équation (E) admet-elle
deux solutions complexes conjuguées ? Justifier.

3.0n munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u, v ).
Onecritz=x+iyet z =P(z)=x"+iy ol x, y, X' et '
désignent quatre réels.

a. Exprimer la forme algébrique de P(z) en fonction de
xety.

b. Déterminer l'ensemble E des points M({x ; i) tels que
Z’ soit un réel.

Chapitre 1.

SYNTHESE

. Fn"t]
14 m [Calculer, Maodéliser]

On représente parfois les résistances de certains
composants electroniques pa

r des nombres complexes.

sy \f‘ AT

Par exemple, l'impédance d'une résistance pure est

. représentée par le nombre réel z, = R. Cest le seul
composant a avoir une impédance réelle, tandis que

. limpédance d'une bobine d'inductance L. est

représentée par le nombre complexe z, = iLw ol w

» désigne la pulsation du signal et dépend de Uintensita

du courant présent dans le circuit.

: Lorsqu'ils sont montés en paralléle, ces composants

Peuvent étre remplacés par un composant unique

associé a l'impédance Z vérifiant %— = 7.1— +?L.
‘i ‘L

- Donner la forme algébrique de Uimpédance Z en
fonction de R, de L. et de «w,

2 En électricité, le nombre complexe i est noté j pour quil n'y
: ait pas de confusion avec l'intensité du courant.

E f b4 [calculer, Chercher]
Suite de nombres complexes

: Soient « et f§ deux nombres réels. On définit une suite
- récurrente d'ordre 2 par la donnée de u,, deu, etdela
- relation de récurrence (1): u,_, = au,_,+fu , valable
*  pour tout entier naturel n.

1. a. Soit  un nombre complexe non nul et (u,)la suite
:  définie pour tout entier naturel n par u, = .

Montrer que si (u_) vérifie la relation (1), alors r est
solution de l'équation (2): r?—ar—f=0.

: b.On suppose que r, et r, sont les solutions dans T de
I'équation (2).

Montrer que s'il existe A et » dans C tels que, pour
tout entier naturel n, u = Ary+ ], alors la suite (u,)
+ vérifie la relation (1).

2.0n admet que si une suite (u,_) vérifie la relation (1),
alors il existe deux nombres complexes A et 4 tels que,
pour tout entier naturel n, u = Ari+pri olr etr,
désignent les solutions de I'équation r? = ar+ g,

Soit (v, ) la suite définie pour tout entier naturel n par:

v,=1v,=2
L

Jira = OCHJ“__ . 51-‘"

Exprimer, pour tout entier naturel n, v en fonction de n.
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. SYNTHESE

F.i [-]= m LL LS [Représenter, Communiquer]

On munit le plan d'un repére erthonormé (O ; 1, v ).
Pour tout nombre complexe z, on définit le nombre
complexe flz)= %(1~i]z+%-%i.

On pose z, =2+ et, pour tout entier naturel n,
z,.,=f(z,).

On écrit, pour tout entier naturel n, z, =x_+iy, , avec
x, ety réels.Onaainsi x,=2ety =1

Pour tout entier naturel n, on appelle P, le point de
coordonnées (x, ;y, ) dans le repére.

1. a. Calculer z, et z, et en déduire les coordonnées des
points P, et P,.

b. Pour tout entier naturel n non nul, exprimer x__, et
y,., en fonction de x_ety, .

2. a. A l'aide du tableur de GeoGebra, représenter dans
le repére les points P, pour n allant de 0 a 30.

Aprés avoir complété le tableur avec deux colonnesx,_ ety ,
selectionner toutes les valeurs, faire un clic droit et cholsir
« Créer liste de paints ».

b. Qu'observe-t-on ?

3.Soit J le point de coordonnées (0 ; —1). On définit,
pour tout entier naturel n, la suite (d,) par d, = JP,.

a. Pour tout entier naturel n, exprimer d _en fonction de
x ety.

b. A l'aide d'un tableur ou de GeoGebra, représenter

le nuage de points de coordennées (n; d ) dansun
repére orthonormé. Qu'observe-t-on ?

c. Conjecturer la limite de la suite (d, ).

4. a. Montrer qu'il existe un unique nombre complexe w
tel que flew)=w.

b. Comment peut-on interpréter les observations faites
a la question 2. b, sur les points P, ?

v‘_.” [Raisonner, Représenter]

Suite de nombres complexes
Soit # un nombre complexe nen nul et différent de 1.

On définit la suite (z,) de nombres complexes par
z, = 0 et, pour tout entier naturel n, z = @z, —i.

n+1

1.a. Calculer z,, z, et z, en fonction de a.

b. Démontrer par recurrence que, pour tout entier
1—a"
a—1
2. Uniguement dans cette question, an pose & = i.

naturel n, z, = X1i.
a.Montrer que z, = 0.

b. Pour tout entier naturel n, exprimer z,_,, en fonction
de n, puis en fonction de z,.

¢. On munit le plan d'un repére orthonormé (O ; u, v ).

45 B | LLS.fr/MXPP46
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On pose, pour tout entier naturel n, z, =x _+iy_ eton
appelle P_ les points de coordonnées (x, ; y, ).

Placer les points P, P,, F,, P, et P, dans le repére.

[_El—l LU T T3 [Chercher, Calculer]

Partie A : Formules de Viéte,cas n =3

On considére un polynome P de degré 3 a coefficients

reels défini dans C par P(z)= @,z + a2’ +a,z+a

ol e, «, a, eta, sontréelstels que @, # 0.

On appelle z,, z, et z, ses trois racines dans C, éven-
tuellement confondues.

1. Factoriser P en produit de facteurs de degré 1.

!

a_

[74
2. Montrer que z,+2z,+2z, = —— €t 2,2,2, = —
3 3

Partie B : Formules de Viéte, cas n = &

On considére un polynome P de degré 4 a coefficients réels
défini dans C parP(z)=a 2"+ 2’ + a,
@, @, a, a eta,sontréelstels que ¢, # 0.

On appelle z,, z,, z, et z, ses quatre racines dans C,
eventuellement confondues.

2’ +az+a, ol

ﬂ! E‘TIJ
-+ —_—— —
Montrer que Z,tz, vz tz, a, et Z,2,Z,Z, .

oy
Partie C: Formules de Viéte, cas général
Soient n un entier naturel non nul et P un polynéme
de degré n a coefficients réels défini dans T par
Plz)=a z"+.. . +a,
On admet qu'un tel polynome admet nécessairement n
racines z_; ... ; z, (éventuellement confondues).
1. Justifier que, pourtout ze C,ona
Plz)= a,(z2=2y)...(2-2,)
2. Démontrer les formules de Viéte explicitées dans le
cours.

E‘.J Ll (U3 1308 [Chercher, Communiquer]

Résolution par radicaux des équations de degré 3

Partie A : Retour sur la méthode de Cardan

On considére I'équation (E): x*+px =g ol p et q sont
réels.

On souhaite obtenir une méthode pour calculer une
solution réelle x d'une équation de cette forme.

On cherche x sous la forme x = u+uv avec u et v réels.
1. Montrer que si x =u+uv,alors x* = ¥+ v+ uxvxx,
2. En déduire que si on obtient des réels u et v tels que

w+vl= q

P alors x = u+ v est une solution de (E),
uxv=-—3

3.a.0n pose s = i’ et t = v’. Montrer que les systémes
3

w+vl=gq P
__pet ST -7 =0 gont équivalents.
uXu 3 t=q-s

b. Expliquer comment obtenir une solution x cherchée.
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SYNTHESE

&4, Ap|.JI|ca§|un : Avec la méthode de Cardan, trouver la * 3.a. Montrer que si 5> 0, alors une solution
solution réelle positive de Uequation x3+ 24x = 56, .

de l'équation 22 = ¢ est donnée par
3. Peut-on appliquer la méthode

de Cardan a l'equation - ,{l{ﬂq..,f‘aubz +iv A (JaTs hi—
de Bombelli x* ~15x—4 = 0 7 Justifier. . 2 ) Valva 2.

- Determiner une deuxieme solution de I'équation
Partie B : Résolution d'une équation de degré 3 . Etudiée,

Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels avec a # 0. On b-Mantrer que si b < 0, alors une solution
considére 'équation (E'):ax’+ bx?+ cx+d = o, : de I'équation 2’ = « est donnée par
. ] ey /
1.0n pose x =X -~ : «r%{a-l—-..v‘a’+b"')--i\r -;—(y‘a:+bi—u}.
M:ontrer que résoudre l'équation (E’) équivaut a - Déterminer une deuxiéme solution de 'équation dans
resoudre X>+ pX =0 = q o p et q sont deux réels . cecas.
qu'on exprimera en fonction de a, b, cetd,
2. Application : En utilisant |a question 1. puis la

partie A (méthode de Cardan), résoudre |'é
=it x—2=0,

4. A l'aide de la question 2., déterminer tous les
nombres complexes z tels que:

a. zl=2i,

ation
Hustio b. 22 = 3—4i,

. Partie B: Résolution d'une équation du second degré a
— . coefficients co
(150 APPROFONDISSEMENT [Calculer, Raisonner] k . mplexes
Partie A: Racine carrée d'un nombre complexe SDIEI'IT.. 9 b ple ol nomb:fs curpplexes Syecny 0.0n

) . . : souhaite résoudre dans C l'équation az?+ bz+ ¢ = 0,
Soit @ = a+1ih un nombre complexe, oli a et b sont . . . . 2
réels. On cherche & déterminer 'il existe un nombre T M.centrer que resoudre léquation az b+ b:Z+ Ez 0
complexe z tel que 22 = ¢, equivaut a résoudre 'équation a(z *3a) ~%g=0en
-2

On pose z=x+iy, oll x et y sont deux réels. : PosantA=b"-ac.

1. Montrer que si z est une solution de 'équation z? = ¢,

2.50itd e Ctelque 62 =A.
alors il en est de méme de —z.

+ Montrer que les solutions de léquation az* +bz+c=0
. X . - —b-6 ., —h+d
2. Montrer que z est solution de 22 = « si, et seulement  : SONt données par Za 73 -

FE s e E R e R

si, x et y vérifient le systéme suivant : 3. Application : Résoudre dans ¢ l'équation -
xz—yz=ﬂ : zz+{3i—4)z+‘l—-7i=0.
2yy=>b

*+y*=ya®+b?

L2 d Nz buod A

Complexes Arithmétique Matrices  Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (TR TR

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Exercices transversaux en lien avec ce chapitre :
T B @ ™ = e r e S—— rram
3R HAS5H7HBAEYIS PR

SN | o Grand Oral

1. Sur la formule du binome de Newton Ces résultats s'utilisent lors de 'dtude de suites
4 S inéai é tesd'ordre 2 (au, ,=bu _.+cu )
"6 la formule du bindme de Newton linéaires récurren : : AUy py = DU, T CU,
gapptﬂer SRR et dans ['étude des équations différentielles linéaires
ans C,

ilisant d ents de d'ordre 2 (af” + bf" +¢f = 0).

e es argum ; ; .

dD..emunLrer cettteeio;r:gtl)emebrli:::;?;n s Se renseigner sur ces méthodes de résolution et
enombremen 3

. exposer un exemple au jury.
2. Sur la résolution des équations du second degré

Chapitre 1. Nombres complexes : point de vue algébrique | LLS.fr/MXPP47 | B 47
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Avant de commencer

n Ecrire un nombre complexe sous forme
algébrique

1. Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

e tuar 2-6i
a.z,=(5+i)(3i-2) e
2. Déterminer la forme algébrique du conjugué du

nombre complexe z, = 11i§i +1.

b.z,=

B Résoudre des équations dans C
Résoudre dans C les équations suivantes.
1.3z2-2i=0

3 4z+i+7=3-5i

2.(8-3i)z+2i=2z
4. Biz+2Z+1=3+4i

| /| Résoudre une équation du second degré
Résoudre dans C les equations suivantes.

1.322-5z2+1=0 2.z 4z+1=0

3.20-V2243=2 & (z'-b4z+2)z'-24+1)=0

n Résoudre une équation polynomiale

1. 0n considére le polynéme P défini sur C par:
Plz)=2z"-5z*+11z-10.
a. Montrer que 2 est une racine de P,
b. En déduire une factorisation du polynéme P,
¢. Résoudre dans C l'équation P(z) = 0,
2. Résoudre dans T l'équation :
(E) 1 2274722492+ 4=0,

B Utiliser les propriétés de la fonction
exponentielle

Soit x un nombre réel.
Simplifier les écritures suivantes,

I x=1 EI:
T.e¥xe Z.F'
-142 I-5¢
+2 '[l:"'r 1} xe
3.(e?) b ——

Utiliser les fonctions trigonométriques

1. A l'aide d'un cercle trigonométrique,
déterminer le cosinus et le sinus des angles
suivants exprimés en radian,

=27 237 257
—_ b. -5 C. =% d.

-Nx
&3 —2

A0 [ LLS.fr/MXPP4B

Prerequis

1. Déterminer la forme algébrique et conjuguée d'un
nombre complexe.

2. Savoir résoudre des équations ou systémes d'équations
faisant intervenir z et z.

3. Savoir résoudre des équations polynomiales.

&. Maitriser la fonction exponentielle.

5. Connaitre les relations trigonometriques et les valeurs
trigonométriques remarquables.

6. Savoir etudier des situations de parallélisme et

2. Pour chaque cas, déterminer une valeur de x
vérifiant les conditions données :

a,cos(x)=-1etsin(x)=0

b-€05{r1=——‘;_2— et sin(x)= ——"?—

cos(x)= -";i
3. Résoudre dans = le systéme .
sin(x) =—%

n Utiliser des propriétés géométriques

On considére un plan muni d'un repére
orthonarmé (O ; [ ; J), d'unité le centimétre.
1. Placer le point A tel que TOA = ;’E rad et
OA=3cm.

2. Déterminer la nature du triangle BCD tel que
B(1;3),C(—1;T)etD(1;-1)

u Probléme

On considére un plan muni d'un repére

orthonorme (O ;1.0

Soient A, B et C trois points définis par:

« T0A=37 radet 0OA=2/7;

« B appartient au cercle trigonomeétrique de
centre O tel que TOB = 3TT rad ;

+ C apour coordonnées C(3;1).
Déterminer la nature du triangle ABC.

Il a fallu plus de deux siécles pour que les
nombres « imaginaires », qui ne sont au
départ que des fictions utiles aux calculs
algébriques, prennent un statut nouveau,
qu'il soit algébrique ou géométrique. C'est
Gauss qui, en 1831, introduit les « nombres
complexes » en lien avec leur représentation
dans un plan.
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=5 ry =
. ' ~a
(apacités attendves - chapitre 2 JEV.

| 1. Représenter un nombre complexe par un point.

Y _ 2 Déterminer le module et les arguments d'un nombre complexe. ; : : :
3. Passer de la forme algébrique & une forme trigonométrique ou avancées dans plusieurs domaines des mathéma-

=  expenentielle et inversement. Ifqm:r : calcul :':rrigml suites, écrifure rom_p!wd:r
& Utiliser les nombres complexes pour étudier des configurations transformations du plan, transformation de Fourier
o du plan dans le cadre de la résolution de problémes, discréte, fonctions holomorphes...
5. Utrhser'les f—ar_mules d'Es.{ler et de Moivre pour transformer d?s Lelectricité. les trajectoires @an&m et la
expressions trigonométriques dans des contextes divers (intégra- navigation, par exen {F‘" T e comames

tion, suites, etc.). :
6. Utiliser les racines de l'unité dans |'étude de configurations liées dans !"‘?“fi’ les rnombres complexes ont permis de
grandes decouvertes.

aux polygones réguliers.

- ——-

WMl Les nombres complexes ont, aprés leur apparition,
[ eu differentes utilisations et ont ainsi permis des

Scanné avec CamScanner



ACTIVITES

.\ ) Des nombres complexes a la géométrie Remarque: Un repére orthonormé

{O;u,v)estdirect lorsque

{H; 3)=-§-+2k:r aveck € 7.
Découvrir les notions d'affixes de points et de vecteurs.

On se place dans un plan muni d'un repére orthonormé direct (O ;u, v ). Remarque : On note le repére

On peut représenter les nombres complexes dans le plan en associant a (0;%,7)alaplacede(0;7,) )

chaque nombre complexe z = x+ iy le point de coordonnées (x; y). pour éviter les C_G"'fUSiDﬂ‘-i possibles
avec le nombre 1.

On dit alors que M est le point image de z et inversement que z est |'affixe du
point M. On note M(z).

On considére les points A et B placés sur la figure ci-contre et le point C de
coordonnées (2 ; -2/3 ).

v—_i

Oa)[)émontrer que(O_A';EJ=_T'T+2k:;kE?Z. 0
b) Reproduire la figure et placer précisément le point C.

=4

e Donner les nombres complexes associés a chacun des points A, Bet C,
notés respectivement z,, z, et z.

e A quelle condition un nombre complexe est-il représenté par un point de B
l'axe des abscisses ? Par un point de l'axe des ordonnées ?

o Le nombre cumplexe z associé a un point b est aussi représenté par un
vecteur w tel que w = OM. On dit que le vecteur w a paur affixe z, et on note z_=z.

a) Quelles sont les affixes des vecteurs OA, OB et OC ?
b) Déterminer le point D tel que oD = BC.
¢) En déduire l'affixe du vecteur BC.

e Déterminer 'affixe du point I, milieu du segment [BC].

m Si A et B sont deux points d'affixe respective z, et z,, exprimer l'affixe du
vecteur AB en fonction de z, et z,, puis celle du mllleu du segment [AB].

=) Forme algébrique et formes trigonométriques

M Déterminer une forme trigconométrique d'un nombre complexe écrit sous sa forme algébrique.

On se place dans un plan muni d'un repére orthonormé direct (O; u, v ). 8

On considére les points A, B et U placés sur la figure ci-contre et le point C
d'affixe z. = —3+3i. On note z, et z, les affixes respectives de A et B,

o a) Reproduire la figure, placer C et déterminer les affixes des points A et B.

b) Calculer la longueur OA.
On appelle module de z,, que l'on note |z, |, la longueur OA, A u

c) Calculer |z, | et | z.|. o %

e a) Danner une mesure en radian des angles [al:]" ' {J_E) et (EU- ; O_ﬁ}

b) En utilisant les coordonnées de C, déterminer les valeurs de cos{ﬁ : af} et sin{f_J_ﬁ | E)_é), puis en déduire
une mesure « de l'angle (OU ; OC ). Cette mesure est un argument du nombre complexe Zey affixe de C,

so B | LLS.fr/MXPP50
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ACTIVITES

c) La mesure précédente est-elle unique ? Justifier.

d) Qu'en conclure concernant la notion d'a

rgument d'un nombre complexe 7
On note arg(z,)= ¢+ k x 2 avec k e Z
0 a) Vérifier que Z.=|z.|(cos(a) +isin(a)).
Cette écriture de Z. est appelée forme trigonométrique du nombre complexe Z.

e réelle et la partie imaginaire de Z,, en fonction de son module |z
0 a) Placer le point D d'affixe z,= 3(-;—— ii:
b) Déterminer une forme trigonométriqu

b) Exprimer la parti etde &

3 = . :
5 ) Déterminer une forme trigonométrique de z,,
e du nombre complexe z =—4y3 + 4i.

m Proposer une méthode permettant de déterminer
le module et un argument de z = x+iy,

| ) Racines 12-iémes de ['unité

Ubjetﬂf Découvrir I'ensemble U, des racines n-iémes de lunité,

Soit n est un entier naturel non nul. On considére l'équation complexe z" =1.

Les solutions de cette équation sont appelées racines n-iémes de 'unité. On note U, l'ensemble de ces solutions.

o Déterminer les ensembles U, et Ter.

e a) Déterminer 'ensemble u,.

- \J
b) Demontrer que le polygone, dont les sommets ont

pour affixes les racines quatriémes de l'unité, est un \

carre,

9 On considére le repére orthenormé (0 ; U V)
ci-contre. On admet que le triangle UJK est équilatéral.

a) Déterminer les affixes des points U, J et K sous
forme exponentielle.

M
+

On note j l'affixe du point J.
b) Démontrer que l'affixe de K est j.

0
<) Justifier que 1, j et j? sont solutions de /
I'équation z3 =1. \\_

. . 3 . K
d) Démontrer que z est solution de z* =1 si, et

lz|=1
seulement si, ‘arg(z}=-23—"k‘ ol k est un entier

relatif. Pour quelles raisons peut-on affirmer que l'equation admet exactement trois solutions ?

° Pour n =2, n=3 puis n = 4, démontrer que la somme des racines n-iémes de l'unité est égale a 0.

Déterminer 'ensemble U en précisant le nombre d'éléments le constituant,
m puis démontrer que la somme des racines n-iémes de I'unité est égalea 0.

Conjecturer une propriété du polygone dont les n sommets correspondent a
l'ensemble des racines n-iémes de l'unité.

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue géométrique | LLS.fr/MXPP51 | B 51
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Y cours

11 Géométrie et nombres complexes

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O ; i, v ) nommé plan complexe.

I Affixe d'un point et affixe d'un vecteur
| Définitions |

Soit M le point du plan de coordonnées (x; y).

1. On appelle affixe du point M le nombre complexe z défini par z= x +iy.
2. 0n appelle affixe du vecteur OM le nombre com plexe z.
3. Un vecteur 1w a pour affixe z lorsque W= ﬁf. ol M est le point d'affixe z.

EXEMPLE

Les points U, V et A ont pour affixe respective
z,=Yz,=ietz, =-2+i,

Remarque : Un
repére orthonormé
(O;u,v)est
direct lorsque
(i) = 5+ 2kr
avec ke 7,

on note
respectivement :
+ M(z)

. OM(z)

« wiz)

Soient w, et w, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z, et z,.

1. Le vecteur w, +w, a pour affixe z, +z,.
2.Soit A € R. Alors le vecteur Aw, a pour affixe Az,.

Soient z, et z, deux nombres complexes dont
les formes algébriques sont données par
z,=x,+iy, et z, = x,+iy,.

R— — 'tl

Ainsi “'1[ )el w ( )
1 2

Y, L X, + X,

1. w, + w, a pour coordonnées )
U y,+y,

DONC: 7;-, e = Xy + 2+ iy, + )

=(x, iy )+ (x,tiy,) =z, + 2,

- foerresemmesssnssscsagsee T-“f?-l
+A A
v .U
ol @ &
Emuusmnnuﬂ—

Ax
2.Soit A & B. Aw, a pour coordonnées AyI )
1

Donc: z,.. = Ax, +idy, = A(x, +iy,) = Az,

Remarques:

* Un nombre
complexe écrit
sous forme
algébrique
z=x+iy peut
se représenter par
le point M(x; y)
ou par le vecteur
wix;y)

+ Laxe des

abscisses est
appelé axe des
réels. Laxe des
ordonnées est
appelé axe des
Imaginaires purs.

Remarque : On dit
que l'application qui
associe son affixe

d un vecteur du
plan complexe est
linéaire.
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Soient w, et w, deux vecteurs du plan complexe d'affixe respective z, = 3i+5 et
z,= 1—i. Le vecteur 5w, — w, a pour affixe 5z,—z, = 24 + 161.

Remarque : On
retrouve le lien
Zmni T 2

=y
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COURS -

Soient A et B deux points du plan complexe d’affixe respective z, etz

1. Le vecteur AB a pour affixe zg; =z, —z,.

Z,tZ
2. Le point I d'affixe z, est le milieu de [ AB] si, et seulement si, z, = —"2—“.

LOENONSTRATION |

Par définition, les vecteurs OA et OB ont pour affixe respective z, et z,.
1. D'aprés la relation de Chasles, ona: AB=AO+ OB = OB—0A.
En utilisant la propriété 1. précédente, on obtient : z; =255 — 255 = 25— 2,

2.1 est le milieu de [AB] donc AB = 2A1. Remargue : On

En utilisant la propriété 2. précédente, on obtient que z; = 2z5. obtient la réciproque
A _ 7z 4z en remontant les

Dot z,—z,=2(z,—z,)donc z,—z, =2z, —2z,, s0it z, =ATB. calculs.

EXEMPLES

1. A et B ont pour affixe respective z, = 2—3i et z; = —1+ 5i. Le vecteur AB a donc
pour affixe zﬁ=zB—z‘=—1+5i—(2—3i}=—3+_'ﬂ_i.

: : z ¥4
Le milieu I du segment [AB] a pour affixe z, = —25—F =-%+i.

2.5oient A, B et C trois points d'affixe respective z, =6—3i, z;,=—2—iet z.=2-2i.

z +z
On a z, =22 donc C est le milieu du segment [AB],

0l N L methoae

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe respective z, =5-2i, z, = —1—i et z. =3 +4i.
Déterminer l'affixe du point D tel que AD =3AB - BC

Ona zﬁ=z“—zﬁ=—ﬁ+l et zge =z . —zy=4+5i

d'oll z,55_ge = 3255 —Zge = —22 - 2i. Méthode
De plus, Zp =2, 5+ 2i. 0r 3;5‘ — ﬁf = ﬁ = On calcule les affixes des diﬁéﬂts vecteurs I]i

BC, 3AB — BC et l'affixe de AD.
= On traduit I'egalité vectaorielle SE—E = A_D. par
une egalite d'affixes.

Donc z,—5+2i=—22—2i, soit z,, = —17 — 4i.

Poiir Cantrainar * ovarr rae ER Bt E 0
l'_- WiIr s'entrainer : exercices 27 p. b6 et 53 p. 68

» On résout I'équation obtenue.

I Module d'un nombre complexe

|_Définition | e ———
|z

M(z) )

i définition, | z| estun
nombre réel supé-
rieur ou egal a 0.

Soit M le point d'affixe z. Le module de z, noté |z|, est la
distance OM, c'est-a-dire | z|= OM. "
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Soitze C.Alors:|z|=0ez=0,

[oEmonsTRATION

|z|=0= OM =0« 0 et M confondus = z=0,

Propriete
Pour tout nombre complexe écrit sous forme algébrique z=x+iy,ona:

lz]=yx+yl et|z|’=zxZ.

[otmonstRanion

Soit M d'affixe z. Alors M a pour coordonnées (x ; ). Le plan complexe étant ortho-
normé, on a|z|=OM = /(x, =X, P+ (Yy — Yo P =V(x=0F +(y—0) = /x?+y>.
Par ailleurs, |z = (yxT+ 57 )’ = x? +y? puisque x?+y? > 0.

De plus, zx z =(x+iylx—iy)=x?—(iy)P =x?+y®. Do |zf =zxz.

Remarque : Pour

1 z
0,—= X
A0 TP

—
EXEMPLE

Le module de z=6—8i est | z|= 6% +(-8)" =10.

Proprietes Remarque : Liné-

Soient z et z’ deux nombres complexes et n un entier relatif non nul. Ona: gallte triangulalre
étend celle valable

1.|z|:|z|9t|—z|=|z|. sur [ avec la valeur
. IzXJI—IrIXI?'I; absolue.
Z (
= siz’#0
17 | IzI ); .
« |z"|=|z|" {avec z # 0 sin < 0).
3. Inégalité triangulaire : |z+2'| <|z|+|Z'|.

EfHﬂHSTRMIUI‘I S.E reporter .a lexernce I p. 69 pour les points 1. et 2., puis &
l'exercice m p.79 puur Ie point 3..

Déterminer les modules des nombres complexes z, = (3-2i)(2+5i), z,=(1-3i)’ et 2, = 31;!-2:l ‘
On obtient :
. |z,|=13-2ilx|2+5i|=V13 x V29 = /377 Méthode
*1%4]= 1-3i°= \jﬁa =10410 = Calculer le module des différents termes de ['expression, puis utiliser les
& H ' 0 ] 4 Z
= IH"I égalités|zx z'|=|z| x|z L1z"|=]z]|" DUIL,lzu_
= = Penser a simplifier le résultat obtenu en utilisant les opérations sur les
| Pour s'entrainer : exercices 29 el 30 p.67 racines carrées de nomhbres réels.
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I8 Arguments d'un nombre complexe

Dans cette sous-partie, on suppose M distinct
de O, c'est-a-dire z £ 0. ai(z)
On considére M’ le point de la demi-droite L s
[OM ) appartenant au cercle trigonométrique.
On note ¢ un réel associé au point M’ du cercle I
trigonomeétrique. & o N
a j
ol =i i x

Le réel @ est appelé mesure, en radian, de I'angle orienté fﬁ-; oM ) On note :
(u;0M)=a+kx2r (keZ)

Lorsque M est le point d'affixe z, avec z # 0, un argument de z, noté arg(z), est une
mesure de l'angle orienté (u; OM), soit {u ; OM ] =arg(z)+kx2x (ke Z).

La mesure d'angle appartenant a |- ; =] est appelée argument principal de z.

Propriétés

On considere un nombre complexe z non nul.

Larg(z)=0+kx2r (k€ Z) & z est un réel strictement positif.

2.arg(z)= 7 +kx2x (k €Z) = z est un réel strictement négatif.

3.arg(z)= -‘-;-!"-+ kx2x (k € Z) = z est un imaginaire pur vérifiant Im(z)> 0.

L, arg{z}=—%+kx 27 (k € Z) & z est un imaginaire pur vérifiant Im(z)< 0,

TLarg(z)=0+kx27(keZ) e u;OM)=0+kx27 (ke Z) e u et OM colinéaires
de méme sens e z est un réel strictement positif.

Larglz)=ma+kx2x (ke ) a{ﬁ-; af):x+kx2r (keZ) < u et OM colinéaires

de sens contraire < z est un réel strictement négatif.

3. arg(z]=-‘%+kx rkeZ) elu; ﬁf}=-’2l+kx2r: (k= Z) = M appartient a la

demi-droite [OV) - z est un imaginaire pur vérifiant Im(z) > 0.

4 arg(z)= ; +kx2r(keZ)elu;OM)= rzr +kx2x (ke Z) = M appartient &

la demi-droite [OW ), ol W est le point d'affixe —i = z est un imaginaire pur tel que

Im(z)<0.

REI'I‘IEI‘I]I.IES:

= Sizestnul,
l'angle orienté
{E; ET\T] n'est
pas défini. On ne
peut donc pas
parler d'areument
de 0.

* Unargumentde z
n'est pas unique
puisque l'angle
orienté [;1-, ﬁ”
admet une infinité
de mesures,
toutes égales a un
multiple de 2
prés.

[0ENONSTRATION |

Remarque : Ces pro-
priétés permettent
de démontrer le
parallélisme ou
l'orthogonalité de
droites.

EXEMPLES

1.arg(—-2)=x+kx2x (ke Z)car -2 est un réel strictement négatif.

2 arg(-g-i}= %+.l:x 27 (ke Z)car -g-i est un imaginaire pur et -g- > 0.
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B cours

72 Formes trigonométriques et exponentielles

Dans cette partie, on considére un nombre complexe z non nul et M le point d'affixe
z=x+iy, ol x et y sont réels. Onnote ¢ =arglz) +kx 27 (k€ Z).

A Formes trigonométriques

-

Pour tout nombre complexe non nul z=x+iy,
ol x et y sont réels, on a x =| z|cos(a) et l2|
y=|z|sin{a). 1
De plus, z=|z|(cos{e&) +isin(e)) ol
a=arg(z)+kx2x (ke Z).

~t

[otmonsTRATION ]

Ona . OM = | || x OM x cos(1i ; OM )= 1x|z|x cos( ).

Or le repére est orthonormé donc u-OM =1 xx+0xy = x.Ainsi, x=|z|cos{a).
De plus 5. OM = || 7 | x OM x cos(¥; OM )= 1x | z| x sin(if ; OM ) =| z| x sin()-
Orv-OM=0xx+1xy =y donc y =|z|sinla).

Donc z=x+iy =|z|cos(a)+i|z|sin(e)=|z|(cos(a) +isin{a)).

Remarque : Lorsque

z+#0,0na P

cos(a)= X ot
|z

sin[al=T[;'r-|.

Tout nombre complexe z # 0 s'écrit sous la forme z=|z|(cos(a ) +isin(a)) appelée
forme trigonométrique de z.

EXEMPLE

z=2|cos(~%-) +isin(—7-)] est une forme trigonométrique de z=y2 —iv2.

Propriété
Pour tous nombres complexes z et z' non nuls, ona:
|z|=|z]

z =z'h1al‘glz}=nrs'fz')+kx2"" kez)

[0tMonsTRATION

= On suppose que z= 7" Alors, |z|=|z'| et arg(z) = arg(z' ) + k x 27 (k € Z).
« Réciproquement, on suppose que |z|=]|z'| et

arg(z)=arg(z' ) +kx2r=a+kx 27 (ke Z).

Alors, z=|z|lcos(a) +isin(a))=|z'|(cos(a) +isin(a)) =z,

Remarque : Un
nombre complexe

z # 0 admet une
infinité de formes
trigonométriques
|z|(cosf +isinf),
oufl=ag+kx2r
(ke Z).

Remarque : Autre-
ment dit, z et 2’
sont égaux si, et
seulement si, ils ont
le méme module et
le méme argument a
27 prés.
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Propriétés (Formules d'addition)

Pourtousreelsaetb,ona:
1.cos(a+h)=cos(a)cos(b)—sin{a)=in(h) et
cosla—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin{b)
2.sin{la+b)=sin(a)cos(b)+cos{a)sin({b) et
sinfa—b)=sin(a)cos(b)—rcos(a)sin{b)

[oimonsTRATION -

1.50ient a et b deux réels et on définit dans le plan complexe les points
M, (cos(a)+isin(a)) et M,(cos(b)+isin(b)) appartenant au cercle
trigonométrique.

Remarque:Si i, v
et w0 sont trois
vecteurs non nuls, an
admet la relation de

Ainsi, OM, = OM, = 1et (ii; OM, ) = arg(zy, )+ kx2r = a+kx 2r (ke Z), Chasles des angles
(u; OM, )= arg(zy )+kx2r=b+kx2r (ke Z) nrileﬂtéi:;”éff' ]_,
R i o =lu;vi+lv;w
On obtient donc cos(OM, ; OM, )= cos(b—a)=cos(—(a—b))=cos(a—b). (v;u)=—(u;v)
D'une part, DM, - DM, = OM, X OM, X cos(OM, ; OM, )= cos(a— b) et, d'autre thx 2x (k£ Z)

part, le repére étant orthonorme, U_M:.m;= cos{a)cos(b)+sin(a)sin(b)-
D'otl cos{a— D} = cos{a )cos(b)+sin{a)sin(h).

Par ailleurs, cos{a+b)=cos(a—(—b))=cos(a )cos(—h )+sin{a Jsin(-b)
soit cos{a+b)=cos(a)cos(b ) —sin{a )sin(b) puisque cos(—b)=cos(b) et
sin{—b)=—sin(b).

2. Paur tout réel x, L‘Dﬁ(:l.'l=sin(-—'§——x:| et sin(x)= ms(%_x)_

Pour tous réels a et b, sin(a+b)= cos(5-— (a+b))=cos((5—a)-b)
= cos(-5-—acos(b) +sin(5-—a)sin(b)
=sin(a)cas(b)+cos(a)sin(d)
Pourtousréelsaeth,sin(a—b)=sin{a+ (—b))=sin(a )cos(—b )+ cos(a)sin(—b)

=sin{a)cos(b)—cos{a)sin(b).

Propriétés (Formules de duplication)

Pour tout réel a,on a:
1.cos(2a)=cos*(a)—sin®{a)=2cos?(a)—1=1-2sin’{a)

2. sin(2a)=2sin(a)cos(a)

EfMUHSIRMIUﬂ Voir exercice | -1~ p.71.

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’ et pour tout entier naturel n,ona:

Tl.arg(z)=—arg(z)+kx2x etarg(—z)=arg(z)+x+kx2r avec ke Z. Remarque ; L'égalité
Z.arg(zxz')=arg(z)+arg(z' ) +kx2r et arg(z") = narg(z)+k x 27 avec k€ Z. 2. est en réalité vraie
3.arg(-§.-)= arg(z)—arg(z’')+kx 27 avec ke Z, pour tout i € &.

EfMUHSIREIIUD Voir exercice /- p.71.
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Apnlication et Il[i__léi[_l.‘[[i'

1. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z= 4[{:05(2—;]+ isin[%‘l)].

2. Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe z' =—5—5iy/3.

1. On sait que cos(za—”) = —-%— et sin{%"] = -‘LIE— Donc
/3 Meéthode
_ 1,.4¥3)\_ - 3
z=4 -T+IT ==-2+2iy3. ' ; atri 3
1. Pour passer d'une forme trigonométrique a la forme
2.0nalz|=(-5y+ [—5.@]1 =10. algébrigue d’'un nombre complexe, on doit déterminer
Beplus, cas{a)= X _ _% _ _% C A - 5133 - _%_ les valeurs de cos (& ) et de sin(« ) puis on développe.
- |z] 2. Pour passer de la forme algébrique a une forme
Donc ¢ = —'j‘— convient. trigonometrique d'un nombre complexe non nul, on doit :
Une forme trigonométrique de z est donc: = calculer le module de z ;
2Ty, - 2T X . N
= — |+ — _ - T m— = -
z 10|cus[ 3 ) :sm[ 3 ]l :all:ul.ercus{r_’rl B et sinla) EIE
- = oblenir une valeur de & correspondant.
Pour s'entrainer : exercices 33 et 34 p. 67

I Formes exponentielles imaginaires

m Remarque ; e~ =

Pour tout réel @, on définit l'exponentielle imaginaire (ou exponentielle complexe) ete'T=j.
de @ par e =cos(a@ ) +isin(a).

Propriété (Relation fonctionnelle de l'exponentielle imaginaire) Remarque : Cette

relation permet
notamment de
retrouver les

p.72. formules d'addition,

Pour tous réels @ et @', e" x e = ¢'@* ),

oY)

EEMUHSTRHIIUH Voir exercice |

Pour tout réel ¢, on a |e"|=1etarg(e")=a+kx2r (ke Z).

E[MUHBTRRHDE Voir exercice |11/ p. 72.

Tout nombre complexe z # 0 s'écrit sous une de ses formes exponentielles
z=|z|e", ol @ =arg(z)+kx 27 (ke Z).

Propriete
Soient z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z=|zle" et z' =|z'|e'.

= s pllara) ¢ 21— |gPurit ap Z = JZ| e
Alors zx z' =|z|x|z'|xe , pourtout ne 11, 2" =|z|"e etz.—l—;;[c -

EiMUHSIRHlIﬂH Voir exercice |1 p. 72
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Mz

27 1 Z AT 3
Pourz=e'3 etz = e"I', onazz =el 5 %) =etiF,

Anpication et ||[:li|||';|r'.-

Déterminer une forme exponentielle du nombre z=(-1—1)(3+3iy3).

lz|=]-1=i]| x| 3+3iY3 |=v2 x /36 = 6/2.
argl{z)=arg(—1—i)+arg(3+3iy3)+kx27
=lii+-‘;‘—+kxz:r=:%£+kxz;r (ke Z).

Par conséquent, z = 6y2e iz~

Méthode
» On détermine le module et un argument de chagque facteur.

= On utilise les propriétés opératoires pour conclure,

T
Pour s'entraine

—s
T e
By EXEITICES 35 36

I Formules d'Euler et de Moivre
B 4e”

i i
Pourtout # € R, on a cos(@#) ==

i -
et sin(f) = E=——,

EfMﬂHSIRPJIUD Voir exercice [[[1] p. 73.

Formule de Moivre

Pourtous feR etne Z, on a cos(nf ) +isin(nf )= (cos(8)+isin(H))".

EfHUHSIRRIIUH Voir exercice 1] p. 73.

Anplication er metnode

Exprimer cos?(x) en fonction d'une somme de cosinus de la forme cos(nx), ol n € I1.

On dit que I'on linéarise cos?(x).

ir —lr
D'aprés les formules d’'Euler, on a: cos{x) = —Ee—
wya-iryd i.r}]_i_ { ir)l i gatt(ai 1+{ —!.r}3 -

DOI‘IE:CDSJ{.\‘]=(E 2e ) =-£ e Je 5 e(e ™) +(e Methode

| elivy 3eliv ity 3aip iy a-l gl 3airy 3a-ir ol Pour llnearTser, il faut S? seryir des

= 8 = 8 formules d'Euler, puis developper.

g _ On utilise ensuite les propriétés opératoires
1 e¥te™ 3 eWie™® _ 1 3
=% X p] +T X b = ‘E‘f-‘ﬂﬁflf}"' ICDS'-'X} sur les exponentielles complexes, puis on

utilise de nouveau les formules d'Euler.

| Pour s'entrainer : exercices 42 p. 67 e£ 103 p. ’:”I
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ﬁ“_ir Applications géométriques

Démontrer avec les nombres complexes

Soient A et B deux points d'affixe respective z, et z, dans le plan complexe.

La distance AB est égale a AB=|z,—z,|=|z, —z,|-

[omonsTRATION

Dans un repére orthonormé, AB = /(x,—x, Y+ (1, — Y, ) = (X, =X, )+ (Vg — ¥, )i

=|(xy+ivg) — (X, iy )=z, — 2, )

Remarque : Calculer
des distances
permet de démon-
trer qu'un triangle
est rectangle, qu'un
point appartient & un
cercle, a la media-
trice d'un segment,
elc.

Proprietes
Soient A et B deux points d'affixe respective z, et z, dans le plan complexe.
1. Uensemble (E) des points M du plan d'affixe z vérifiant |z—z,|=|z—z,| est la

médiatrice du segment [AB].

2.5i r est un nombre réel strictement positif, alors I'ensemble (E’) des points M du
plan d'affixe z vérifiant |z—2, | = r est le cercle de centre A et de rayon r.

[otmansTraTion
1. ME(E)e|z-2z,|=|z—z,|= AM=BM « M appartient a la mediatrice de [AB].

2Me(E)e|z—2z,|=re AM=re M appartient au cercle de centre A et de rayon r.

Proprietes
Soient A, B et C trois points deux a deux distincts d'affixe respective z,, z, et z..
1.(11 1AR) =arg(z,—z,)+kx2r (ke Z).
Z.—Z,
IpTE,

2.(E;A_C.}=nrg( )-ﬁ-kxh'(kEZ).

0EMONSTRATION ]

1. On sait que AB a pour affixe z, —z,. On considére le point M d'affixe z, —z,.
Alors OM = AB d'oii (u; AB )= (u; OM ) + k x 27 (k € Z).
On adonc (11; OM ) = arg(z, —z,) + k' x 2= (k' € Z),
On obtient bien (u; AB) = (u; OM ) +k x 27 = arg(z, —z, )+ k" x 2z (k" € Z).
2. D'apres la relation de Chasles sur les angles orientés, ona:
(AB;AC) =(AB; u)+(u;AC)+kx2r (keZ
=—(u;AB)+(u; AC)+kx27 (ke Z)

Ze—7Z
‘—*argizl.—z,\}—:lrg(zn—zhﬁkxz.'r:arg(z:_z:)+kx2rr (keZ).

Remarque : Calculer
des mesures d'angles
arientés permet

de démontrer le
parallelisme ou
l'arthogonalite de
droites, l'alignement
de points, etc,
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COURS -

-t TTm | -
ADDNCALUDN EL Metnode = o

Soient A, B et C trois points d'affixe respective a = —1—-i,b=3 et ¢ = —2+3i.

Déterminer la nature du triangle ABC.

b—a _ 4+i

On calcule : ——=— - =—f, .
c—a 15 ”I‘“ Méthode
— — -
Donc g_g |= 1e le—gl =es %=1 = AB=AC. On calcule le nombre complexe 2—3* puis son module

et un de ses arguments.
On conclut en fonction des valeurs obtenues :
+ sile module est 1, alors AB = AC ;

= siunargument est —:7 ou T, a 2T prés, alors les
points sont alignés ;

On en déduit que le triangle ABC est isocéle en A. De plus,
arg( E::: )=--‘}+kx ZIQIE:E) =—-’i—+kx 27 (ke E).
Le triangle est donc isocéle rectangle en A,

=

| Pour s'entrainer ; exercices 39,40 et 4167 |

= siunargument es —% ou %. a 2 prés, alors les
droites { AB ) et { AC) sont perpendiculalires,

I Racines 72-iémes de ['unité S —

signifie que le point

W M{ z) appartient au

cercle trigonomé-

On appelle cercle unité, et on note U, 'ensemble des nombres complexes de module 1. trique. Autrement dit,
OnadoncU={zeC,|z|=1} zelU =30 eR,
— niff
Z=e .
onalD<£ 1,

On considére deux nombres complexes z et z dans U.On a zz' € U et % el.

Remargue : Ces
propriétés traduisent
: . . la stabilité de T par
A ] Voir exercice | 4.-'] . 75. :
E[MMMR fion t" P produit et passage a

Pour n €T’, on appelle racines n-iémes de l'unité les solutions de ['equation
complexe z"=1,

Proprietes m N0
2izk T ap s
1.0nalU_ ={e» ,keN,0<k<n—1}. U estcomposé d’'exactement n éléments. onnote U,

2.5i n =3, alors les points dont les affixes sont les racines n-iémes de l'unité l'ensemble des

forment un polygone régulier a n cotas. racines n-iemes de
l'unité,

_ﬂfMUHSTRRIIUH Voir activité | = p. 51 pour le point 1.. Le point 2. est admis.

EXEMPLE J

D'aprés Uactivité [ =), U = {1}, U,={-1;1}, \
U,={1;j;j%. avecj=e >, et U, ={-1;—i;1;i}

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue géométrique | LLS.fr/MXPP61 | B &
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LESSENTIEL

- - - o FICHE DE .'*fl-'.‘.ilv—'“_[ﬂl._'l

@ pans un repére orthonormé direct (O ; w, v ), on peut associer, a tout point M de coordonnées (x ; y), le
nombre complexe z = x + iy. On dit que z est 'affixe du point M et du vecteur OM.
on appelle module de z le nombre réel |z |=OM = g‘.ri+ y’ et, pour z # 0, on appelle arguments de z les
nombres arg(z) ={-T , OM ) + k x 2% (k € Z). Cela permet de :

v &tudier des configurations geomeétriques ;

v résoudre des problémes d'alignement de points et de parallélisme ou d'orthogonalité de droites.

@ Pour tout nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy, on peut déterminer une forme
trigonométrigue |z | (cos(@ ) +isin(«)) et une forme exponentielle |z | e™.
De plus, ona cos(a) = I—;‘-'T etsin(a)= -ILZ’T Cela permet de:
v simplifier le calcul de module et d'arguments d’'un nombre complexe défini par une somme, un produit ou
un quotient de nombres complexes ;

v résoudre des problémes géomeétriques, en particulier ceux en lien avec des calculs d'angles.

HaJ =il i =if)
© Pourtout cRetneN, cos(0)= % etsin(0)= % (formules d'Euler) et
cos{n@)+isin(nf)=(cos(0)+isin())" (formule de Moivre). Cela permet de:
v linéariser des expressions trigonométriques ;

v simplifier 'étude de certaines suites et intégrales.

2ix

@ vensemble des solutions complexes de z" =1(oli ne N*)est U_= '[e e ykeNo<k<n-1 }
Cela permet de:

v résoudre certaines équations polynomiales dans C;
v étudier des canfigurations liées aux polygones réguliers.

Toutes les mesures d'angles et d'arguments Un argument de z # 0 est
sont données & un multiple de 2 prés. -
[ arg(z)=a=(u;OM)
T — Dans un repére orthonormé direct (O; 1, ¥'), l
2l =OM =/ 55 : on associe a tout point M(x; y) cos(a) -— sin(a) e
s : L le nombre complexe z=x + iy S R N

l

] arg(z xz') =arg(z) + arg(z’)
zxz= |z ;AB=|z,—z,|
lz x 2| =lel % Iz | | = H siz 40 T i e
Z|~ [z] POINT DE VUE GEOMETRIQUE (AB; AC) = arg ( = )
B A

\ J
{ B

[ =l i - o

arg (%) = arg(z) — arg(z)

Forme trigonomeétrique : cos(a)= 2 Forme exponentielle :
Pour tout z £ 0, _ ol — @ —_— Pourtout z # 0,
z=|z|(cos(a) + i sin(a)) sin(a) = = Wl z=|zle™

L f{ cos(na) +1 sin(na) = (cos (@ )+i sin(a]}" }—J

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [lls.fr/mxXPfiche2
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m EPLC MU

Soient A, B et C trois points d'affixe respective
z, =3+, z;=—1+5ietz.=i—-1

Le vecteur AE —2AC a pour affixe :

© s+ 0 ——si
O u+si Os-2

Le module de &4 —3i est égal a:

O b 3
0> (d Pk

Une forme trigonométrique de ——g—+3i§ est:
© —3[cos(—57) +isin(—5F)|
03’m5[-2§1]+isin[3§1]]

© 3(cos( 57 -isin( 5]

0 3[cos(—~2§:'r-)+isin(--2§-‘r-)]
Pour tout x € E, (cos(x) +isin(x))* est égal a:

© cos®(x)+isin®(x) ) 5cos(x)+5isin(x)
0cns{5.t)+sin(5:r} 0cns(5.t)+i5in(5x}

m éponse: r-|li-T|g_|_|;;. | [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Soient A, B et C trois points distincts d'affixe
respective a, b et ¢ tels que —2 =

c—q — i-Alors;

© ABC est équilatéral.
() ABC estisocéle en A.
@ ABC est rectangle en A.

) ABC est scaléne (triangle dont les trois ctés sont
de mesures differentes).

Soient z et z' deux nombres complexes vérifiant
z=3e % et 2 =—y/2+y/2i. Alors:

©7=22e%

O Z=3%

@ zxz=6e'%

©zxr- 3{Jz‘2—«'€) r 3tﬁz+«’€1i

Probleme

On se place dans un repére orthonormé direct (O ; i, v ).

On considére le point C d'affixe ¢ =y3—1+(2+34/3)i.
1. Déterminer graphiquement les affixes des points A et B,
2. Déterminer la nature du triangle ABC,

3. Déterminer l'affixe du pied de sa hauteur issue de C.
&, Déterminer l'affixe du centre de gravité de ABC,

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue géométrique | LLS.fr/MXPP63 | B 63

On considére le nombre complexe z=-34/3-3i,
Alors:
© une forme trigonométrique de z est
z= GIms(—-‘s—:—) +isin -E’;]]
6 6 /I .
(® une forme exponentielle de z est z=6e "5 .
Sir

@ une forme exponentielle de z est z=—6e 6 .
. . _iz
) une forme exponentielle de iz est z=6e 3.

Pour tout réel x, on a sin?(x)=

O Lile®—e™) @ - Sin(@x) +3sinx)
@ -Jiler—e™) o_sin{lr};asin(x)

+ -+
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CED Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

{ LLS.fr/PythonXP

Ensembles de Julia

Soient @ et ¢ deux nombres complexes. On considére une suite de nombres complexes
(z,) définie sur I1 par z, = w et, pour tout entier naturel n, z_
Pour tout entier naturel n, on note u,_ =|z,_|.

— 2
»1_Zn+c'

l'ensemble de Julia, noté J _, est 'ensemble des nombres complexes w tels que la suite
(u, ) est bornee.

Etudier des propriétés de 'ensemble
m de Julia J , c’est-a-dire lorsque c =0,
a l'aide d'une des deux méthodes.

Questions préliminaires :
On pose c= 0,
1. Quelle est la nature de la suite (u, ) lorsque w =0 ? Lorsque |w|=17

2. Quels nombres complexes appartiennent alors précisément a l'ensemble de Julia J, ?

r )

METHODE DE RESOLUTION 1 | GE

1. a. Construire le cercle de centre A{0;0) et de
rayon 1 et choisir une fenétre graphique comprise

entre —3 et 3 en abscisse et en ardonnée. 1. Exprimer les termes x, _, ety en fonction des
termes x_ety,.

LAg0
Emmu =

:
METHODE DE RESOLUTION 2 | PYTHON |

On note, pour tout entier naturel n, z, = x_+iy, et
w=ga+if, ol a, B, x ety  sontdes reels.

b. Placer un nombre complexe z, de maniére _ ) _ _
aléatoire dans le plan en utilisant l'outil 2. a. Reproduire et compléter l'algarithme suivant,

correspondant. qui permet d'obtenir les valeurs successives
de (u_)pour n allant de 1a 10 pour « et 8 donnés.

A 3
3 "/ e, I'\" Fonction Julia (e, £) :
A X
. Point | y—A
|ﬁ;& Point sur Objet Pour k allant de 1& 10 faire :
a-—Xx
< Uer/Libérer Point by
X Intersection X— ...
- U~ ..
2= Milieu ou centre U— ..
.Z Nombre complexe Afficher U
Fin Pour

c. Construire alors les points z, a z, puis déplacer
z,. Que peut-on observer en fonction de la position
de z, ?

b. Programmer et tester cet algorithme avec Python
pour des valeurs w telles que 0 <|ew|<1et|w|>1
Que peut-on en conjecturer pour l'ensemble de

2. Démontrer que, si 0 <|w|<1, alors la suite (u ) JuliaJ,?

est décroissante et converge, et que si |@|>1, alors

) : i 3. Démontrer que si 0 <|w|< 1, alors la suite (u,)
la suite (u,) est croissante et diverge.

est décroissante et converge, et que si |w|> 1, alors
3. Que vient-on de démontrer pour I'ensemble J? la suite (u ) est croissante et diverge.

\,

4. Que vient-on de démontrer pour l'ensemble J ?
L%
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Ensemble de Mandelbrot

Soit ¢ un nombre complexe. On considére une suite de nombres complexes
(z,) définie sur I'T par z, = 0 et, pour tout entier naturel n, z_

M .
1 Zn +e.
Pour tout entier naturel n, on note u, =|z,|.

LU'ensemble de Mandelbrot, noté Al, est 'ensemble des nombres complexes ¢
tels que la suite (u, ) est bornée.

Etudier quelques propriétés de l'ensemble de
Mandelbrot a laide d'une des deux méthodes.

Question préliminaire :
On note, pourtout ne !,z =x, +iy_ete=a+ib,ola,b, x ety
sont des réels.

Exprimer les termes x, _, et y, ., en fonction de a, b, x, et y,.
f - -
HON
| METHODE DE REsoLuTION 1 | TaBLeuR | | METHODE DERESOLUTION 2 | PYTHON. =
1. a. Reproduire la feuille de calcul ci-dessous. Les mathématiciens ont prouvé que, dés qu'il existe
’ a 8 = . un terme de la suite (12, ) dépassant strictement 2,
1 a 02 ' alors cette suite n'est pas bornée.
2 | b ] 0,3 1. Reproduire et compléter l'algorithme suivant et
3 n Xa Ys U | expliquer l'affichage obtenu.
4 0 .
e 1 Fonction Mandelbrot {a, b):
7 3 y-—0
. . n-—>0
b. Quelles formules faut-il saisir dans les cellules U
B4, C4, B5, C5 et D& pour obtenir les valeurs de la T
suite (u_) dans la colonne D ? Tantque U< 2 6tn <30
. e ; X —
c. Obtenir les 30 premiéres valeurs de la suite (u_). v x
. §= s —1
2. Conjecturer |'éventuelle convergence de la suite y
(u_) pour ¢ =—0,2+0,3i, o
3. Déterminer trois valeurs de ¢ qui appartiennent a %h
M, puis trois valeurs de ¢ qui ne lui appartiennent -
n—n-+1
pas.
\ J Sin=31:
Afficher « oui »
Sinon:
Afficher « non »
[ﬂ.&ﬂﬁﬁf by vt | T'J 2. Programmer et tester cet algorithme avec Python
v - pour les valeurs ¢ =-0,2+0,3i et ¢ = 0,6 + 0,6i.
En 1980, pour la premiére fois, Quelles conclusions concernant l'ensemble Al
Benoit Mandelbrot parvient peut-on obtenir a l'aide de ce programme ?
i représenter cet ensemble 3 \ J
I'aide d'un ordinareur.
Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue géométrique B &5
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TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

ALORAL &8

[/ soient A, B et C trois points d'affixe
respective a =4 -5, b=2i—-3 et c=1+1.
1. Déterminer l'affixe des vecteurs CB et —2CB.

2. Déterminer l'affixe du milieu du segment [ AC].

i

(10 On considére le nombre complexe z = 4 — 3i.

1. Calculer le module de z.

2. En déduire le module de z.

FJ' Soit z un nombre complexe de module 5 et
d’argument -1%—”

1. Déterminer l'argument principal de z.

2. Déterminer une forme trigonométrique, une
forme exponentielle et la forme algébrique de z.

"4 Soient z et z* deux nomb;es complexes
. : ¥ o hs
définisparz=3e'6 et z’=6e” 7.

Déterminer une forme exponentielle de zz', z'? et -g—

~- Soient A, B et C trois points distincts d'affixe
respective a, b et c tels que 3(b—a)=—i(e—a).
Quelle est la nature du triangle ABC ?

* Déterminer la nature des ensembles de
points M d'affixe z du plan complexe vérifiant :

1.|z=3+5i|=4 2.|z+1-2i|=|z+5|

-1 En utilisant les données de la figure ci-des-
sous, déterminer une forme exponentielle de
laffixe des points M, M,, M,, M, M, et M,.

— i“‘* M,

| [ LLS.fr/MXPPG66

[_J? En utilisant le graphique ci-dessous, donner les
affixes des points A et B, puis des vecteurs 1w, et w,.

+:\

=i

Pour les exercices f1] et 12

On considére, dans le plan complexe muni d'un

repére orthonormé direct (O ; 1 ; U ), les points A,

B et C d'affixe respective a, b et c. |

fT Ondonnea=3+5i,b= —%-F-Zi etc=3i.

Soient EF: et E; deux vecteurs d'affixe respective 3—4i
et 2i —-g—.

Faire une figure, placer les points A,B et C, puis des
représentants des vecteurs 1w, et E;

[’_{-"; On donne a= —-;-4" 3i,b=1 _%i ete=2i—7.

Déterminer les affixes des points D, E, F, G et H définis
par:
1.BD=%CA 2. AE = 5AB - BC
3. F est le milieu du segment [AC].

4. G est le symétrique de B par rapport a 'axe des
abscisses.

5. H est le point de coordonnées (4 ; — y2).

Dans le plan complexe, on considére les points A,
B, C et D d'affixe respective a=5-3i,b=2,c=i—2et
d=1-2i,

1. Placer ces points dans le plan complexe. Que peut-on
conjecturer sur la nature du quadrilatére ABCD ?

2. Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

3. Déterminer l'affixe du point d'intersection des droites
(AC) et (BD).
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Module et arguments

Pour les exercices FL) et E[ ‘
Calculer le module du nombre complexe z.

1.z=3/3 2.z=2i+1 3.z2=42-i/3

1.z=(2-2i)(3+5i) 2.z=(4i—-3)
_—2-3i _(2=i)

3.z= 1= ﬁ.z——e_si

i “1' Dans chaque cas, on donne un nombre complexe
z et son module.

b.z=y2+iy2 et|z|=2.
73 7

cz=-2+2iy3 et|z|=4. d. Z—‘—‘——'letl |=7.

a.z=6iet|z]=6

1. Déterminer cos( & ) et sin(a ), ol & est un argument de z,

2. Déterminer alors une valeur de a.

[;r;_ Déterminer un argument des nombres complexes
suivants.

3 33

lz=5—

2.z=T

b4, z=43 - 4i

Formes trigonometriques et exponentielles

<~ Déterminer la forme algébrique des nombres
complexes suivants.

12 = V2{eos( 37 +sin( 35
2. z=43(cos{ ) +isin{x))
3.z= ﬁ[ms(—&}+tsm(—w—:r )

b iz = m5(‘2‘)+‘5‘“{‘2‘)

E | Déterminer une forme trigonométrique pour
chaque nombre complexe donné.

3.,=-L1_ 143,

2 2
—3+3i

1.z=-5 2. z=mi

Loz=hi—4\3 5.z=1+i 6.z=

Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

2.z=—y2-i/2 .z= ——‘/: F

N[
&
Nw
-

1.z=

" TRAVAILLER LES AUTOMATISMES |

| (. On considére les deux nombres complexes
z=3e%" et z = 12e”%'. Déterminer une forme
exponentielle des nombres donnés.

1.3z 2.-37 3.zz
ﬁ‘. z!zul

Problémes géométriques

[_-r— Dans le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O : 1 ; v ), soient A, B et C trois
points d'affixe respective a = —1+2ij,
b=&4+3ietc=—6+i.

1. Déterminer la longueur AB.

£ 1
4, r 5.z

2. Determiner une mesure en radian de I'angle
orienté (BA ; BC ).

[i Soit ABC un triangle rectangle isocéle en B tel que
(E’:; E}——-‘—‘u}kxz. {k = 7). Déterminer
b et ¢ sont les affixes respectives des points A, Bet C.

_g,oua

Pour les exercices ELJ 6 (1)

Dans chaque cas, A, B et C sont trois points d'affixe
respective a, b et c.
Déterminer la nature du triangle ABC.

EU] a=1+2i,b=-2+3ietc=—1+6i.
Ll a=6+3i,b=—1+2iete=3—i.

a=2i-1,b=3+2i et c=1+3i

Formules trigonométriques

> BT . .
L | Lineariser les expressions suivantes.

1. cos?{x) 2.sin?(x) 3. cos?(x)sin{x)
I {_i_'_t_l, A l'aide de la formule de Moivre, exprimer, pour

tout réel 8, cos(38) en fonction de cos({£).

Racines de | unite

[I'_f Soit M un point du plan complexe d'affixe z
appartenanta 7.

On donne (u u; oM )— (ke Z)
Déterminer une forme exponentlelte, puis une forme
trigonométrique et la forme algébrique de z.

rr“ Résoudre dans C I'équation z' =1,

Chapitre 2. Nombres complexes, point de vue géométrique | LLS.fr/MXPP67 | B &7
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. ENTRAINEMENT

@ © - Parcours 1:exercices 50 ; 61; 65,67;75, 88 ;112,126 et 128

E‘H[H["“n‘lﬂﬂ G @~ Parcours 2: exercices 55 ;64 ;69;76;79;92; 113 et 130

i@® @ @ Parcours 3: exercices 56; 83; 84;97;103; 115,123 et 127

_;'1' '_' [Représenter] @

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; u, v ).

Soit A le point d'affixe a =3—7i.

1. Déterminer laffixe de A, symétrique de A par
rapport a l'axe des imaginaires purs.

1) Géométrie et nombres complexes

seme e

| .[7 Soient A et B deux points du plan complexe
d'affixe respective a= % —-5ieth=3i-3,

2. Déterminer l'affixe de A,, symétrique de A par

Déterminer l'affixe du milieu T du segment [AB], rapport a O.

3. Déterminer l'affixe de A, symétrique de A par

I_rf Soit z le nombre complexe z=(1—2i)(5+3i}. rapport a l'axe des reels.

Déterminer de deux maniéres différentes le module

de z. Pour les exercices 31 a

™I ' — On considére le repére orthonormé et les points
-\ Donner l'argument principal des nombres n P norm pomn

. suivants.
complexes suivants.
2 |B
1.z,=5 2.z,= —g
D
_5. _ 1. 4
3.z,= 3i 4.z, = g1
E
-+

|'-L1}‘,'. [Raisonnar] EEM!H A v
Dans le plan complexe, on considére un point ol u c
M d'affixe z=x+iy, ol x et y sont deux réels. +

Soient M, M, et M, les points d'affixe respective z,
-z et —z. On pourra s'aider d'une figure,

1. a. Demontrer que, pour tout point A de 'axe des
réels, AM = AM,.

51 [Représenter]
Donner l'affixe des points A, B, C, D et E.

F‘: [calculer)

Calculer le module de l'affixe de chaque point repré-
senté dans le repére.

Que peut-an en conclure pour 'axe des abscisses par
rapport au segment [ MM, | ?
b. On considere la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M.,

R I R I R R R I

1 ?
Quelle est la nature de cette transformation ? . [_T_ [Calcuter]

2. a. Démontrer que le point O d'affixe 0 est le milieu du
segment [ MM, ).

1. Déterminer U'affixe des vecteurs AB et E
2. En déduire l'affixe du vecteur 3AB — AC.

3. Déterminer l'affixe du point F tel que B est le milieu
du segment [ FC].

[chercher]

1. Déterminer l'affixe du point G tel que AGED est un
parallélogramme.

b. On considére la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M,.

Quelle est la nature de cette transformation ?

3. a. Démontrer que, pour tout point B de l'axe des
imaginaires purs, BM = BM,.

Que peut-on en conclure pour l'axe des ordonnées par
rapport au segment [ MM, ] ?

b. On considére la transformation du plan qui, a tout
point M, associe le point M,.

2. Déterminer l'affixe du centre du parallélogramme AGED.

R

1 [alculer] @ @

On considére le plan complexe. Démontrer de deux fagons
différentes que le quadrilatére ABCD est un parallélo-
gramme avec A(5+2i), B{(—1+3i), C(—2—i)et D(4-2i).

Quelle est la nature de cette transformation ?

4. 5i A a pour affixe 3 + 2i, expliquer comment
construire ses symeétriques par rapport a chaque axe du
repere ?

63 1 | LLS.fr/MXPP68
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ENTRATNEMENT-

\‘1-_ [Chercher] @ @ & |
I I.m [Madéliser]

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe Voici un programme écrit en Pytho
n.

respective a=3i—1,b=2+jetc= 8-3i.

"

1. Demontrer que les points A, B et C sont alignes.
2.50it D le point d'affixe 3 — i

Déterminer affixe du point E de l'axe des imaginaires
purs tel que les droites (ED) et (BC) sont paralléles.

"1 from math_im;_mr‘t"‘
2 def complexe(x, y):

3| a = sqre((x**2 + y**2))
;_i _regurg a

1. A quoi cet algorithme sert-il ?

—

r
X4 [Chercher)

2. Que l'algorithme retourne-t-il lorsque 'utilisateur
entre les valeurs x = —4 et y=37

[—"T‘ [Raisonner) E[Mﬂ

Dans le plan complexe, on considére deux
nombres complexes z = y +iyetz =
X et y" des nombres réels.

1. Démontrer que |7 |=| z| ot |—z|=|z|.

1. H est appelé barycentre des points A, B et C affectés

des coefficients respectifs 1 ; —1et3, lorsque :
THA-1HB+31C =0,

Déterminer l'affixe de H en fonction de celle des points

A,BetC,

2. Le centre de gravité du triangle ABC est le barycentre
des points A, B et C affectés chacun du coefficient 1.
Déterminer l'affixe du centre de gravité du triangle ABC
en fonction de celle des points A, B et C.

58 Q [Calculer]

Verifier le résultat suivant obtenu avec une calculatrice.

X' +iy, avec x, y,

2. a. Démontrer que lzx2'|=|z|%|z|.

b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel non nul n, | z"|=| z|".

3. On suppaose dans cette fquestion que 2z # 0.

a. Exprimer la forme algébrique de 21 en fonction de x,

|_;__${| Y, x ety
b. En déduire que | % |= lzl.
Ja66 P q ‘z’l Z|
as SR

c. En déduire alors que, pourtout ne Z* ;

|z"|=]z|".

&Y E [Caleuler] & @ ¢

Calculer le module de chacun des nombres complexes
suivants, puis vérifier le résultat a l'aide d'une
calculatrice.

s ;
-+ [Représenter]

L

On considére le plan complexe muni d’un repére
orthonormé direct (O ; u, v).

Soit A un point d'affixe a vérifiant OA = 4.

1. Déterminer le module de l'affixe de A,, symétrique de
A par rapport a l'axe des imaginaires purs.

B EE R AR SRR R RS R
I

o . 1z, =(7—4i}(1+5i) 2.z, =(J7+3i)"
2. Déterminer le module de l'affixe de A,, symétrique de ! 5 ! J__i

A parrapporta O, 3.23=m*i- 'S Z,‘=3T3i-

3. Determiner le module de |'affixe de A, symétrique de 5. 5 = 5+3i Bz = (2i—4)?
A par rapport a l'axe des réels. TR+ e 142

rr [:l:" [Représenter] @ ©

ca'd [calculer] 1

Dans un plan complexe muni d'un repére orthonormé
direct (O ; u, v ), placer les points A, B, C, D, E et

F d'affixe respective a, b, ¢, d, e et f et vérifiant les
conditions suivantes, oli k désigne un entier relatif.
1L]al=2etargla)=0+kx2x.

2.|bl=3etarg(b)=—F+kx2r.

Soient les nombres complexes z = —%+-;—i etz =3-5i.

Calculer, puis vérifier a l'aide d'une calculatrice, le
module des nombres complexes suivants.

1.z 2.7 3. =iz
4.7 5.z Xz 6.z+2z

[caleuler] @€

3.el=7 etarg(e)=—F +kx 2.
Calculer le module de chacun des nombres complexes

4.|d|=5 et arg(d) =3+ kx 2.

I R I A )

suivants.
2 ; 5.|e|=1etnrg{e]=—%+kx2m
1.z,=9+5i 2.2,=5—/2i s
! /5 6.1 f|=4 etarg(f)=m+kx2r.
3.z,=2+/3+3i 4.z, =5i—5"
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' ENTRAINEMENT
[— [Calculer]

On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct
(O0;u,7v) Dans chaque cas, on donne une mesure en
radian de |'angle orienté (; ﬁf), ou M est le point
d'affixe z. Déterminer la mesure principale de arg(z).

3 17

1. Fi 2. 21. 3 2 ‘l. _T
237 I 127 Q7

= p oy SR 3

|;T--"_ [Raisonner] @

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; u, v ). Soit A le point d'affixe a
vérifiant |a|= 4 et arg(a]=—%+kx2:r, ol keZ,

1. Déterminer le module et un argument de l'affixe de
A, symétrique de A par rapport a l'axe des ordonnées.
2. Déterminer le module et un argument de |'affixe de
A, symétrique de A par rapport a O,

3. Déterminer le module et un argument de l'affixe de
A, symétrique de A par rapport a l'axe des abscisses.

I -1-1 [Représenter]

On considére le graphique suivant dans lequel le
triangle OFD est équilatéral.

H

]

En utilisant les données de la figure, déterminer,
lorsque cela a un sens, l'argument principal de l'affixe
de chaque point.

I.'-_‘r'} [calculer] ® @ ¢

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d'affixe respective a, b, c et d.

On donne, avec LE;.,I:u O_A'} 23‘7 +kx2x
[u OB]— arg(r.‘]— 20 L kx2ret
arg{d)=—T+kx2...

1. Déterminer la mesure principale de arg(a) puis de
arg(b).

2. Donner une mesure en radian des angles orientés
(u;0C)et(u;0D).

70 1 | LLS.fr/MXPP70
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|2 Formes trigonométriques et
exponentielles

ET["-EiS P’E

{‘:‘_L_!J Déterminer une forme trigopnométrique des
nombres complexes suivants :

2z,=-2

1.z,=3i

Jo

— 1.,
= 5 ﬁ.z~—2+1

{72! En déduire une forme exponentielle des
nombres complexes de l'exercice précédent.

—

On considére le nombre complexe z=5i(1—i).

Déterminer de deux maniéres difféerentes l'argument
principal de z,

_'-,’-'~ ! [Représenter]

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; it v ). Sans calculer la forme
algébrique, placer les points suivants dont l'affixe est
ecrite sous une forme trigonometrique.

1. A d'affixe z, = 3| cos(0)+isin(0}].
2. B d'affixe z; = zlcos{—-zf—]+ isin(—-z—éz}l.
3. C d'affixe zc=[mq(%1) + isin[i‘l)].

4. D d'affixe z, "ﬁ[cus(T +isin Nz ]]

[’j-i_' [Représenter]

Pour chacun des nombres complexes suivants,
déterminer le module et l'argument principal.

1z= ,ﬁlcos(— l'; )+isi.n(—%)]

2.z,= Zlcos[ —§£]+ i5in(_§:-’.1)]

3. z]=5|cns[~—)+15m :I]

bz = —[coa[ }+1sm( }]

E [Calculer] @

Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres
complexes suivants.

1z —B[ms(—— +|sm[

2. zz=5[cos(-sé'- +i55ﬂ('5_é.")]
)l

4.z = 3[::05(%) + isin[%}].

dz,= 5[ms[—%—‘7)+isin(—
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[calculer] @ @O

Déterminer une forme trigonométrique de chacun des
nombres complexes suivants.

a_v'i

1z=-2- 2.z,=mi
=6+

3.z 6’3 4oz, =—2+2i

,L""" [Representer.)

En utilisant les données de ce graphique, déterminer,
lorsque cela a un sens, une forme trigonométrique de
l'affixe de chaque point. Le triangle OFD est équilatéral.

E__— [Raisanner] EEME
Soient r et i deux réels strictement positifs et

@ et 8 deux réels. Dans le plan complexe, on considére
les deux nombres complexes z=r(cos(8)+isin(#)) et
Z =r'(cos(@)+isin(d)).

1. a. Déterminer une forme trigonométrique de z et —z.
b. En déduire que arg(z )= —arg(z)+ k x 27 (ke Z) et
que arg(—z) = x+argl(z)+kx 27 (ke Z).

2. a. Déterminer une forme trigonométrique de zx z'.

b. En deduire que :

arglzxz')=arglz) +arg(z' )+ kx 27 (ke Z).

c. Démontrer par récurrence que, pour tout n g I7,
arg(z")=narg(z)+kx2x (ke Z).

3. a. Déterminer une forme trigonométrique de %

b. En déduire que arg[;,—] =-arg(z')+kx27 (ke Z)

¢. Démontrer que :

zlrg(ﬁ\)= arglz)—arg(z' )+ kx 21 (ke Z).

d. Exprimer alors, pour tout n € Z, arg(z") en fonction
de arglz) et de n.

[calcuter] @ @

Soient z et z deux nombres complexes non nuls tels
que arg(z) =5 +kx 27 (ke Z)et

arg(z ]———+.( x 27 (ke Z).

Déterminer largument principal de :

1l k|
Z 4 Z_
1.z 2.5 3z 4.

ENTRATNEMENT-
80 m [Chercher]

Soit z un nombre complexe non nul tel que z =x+iy
avec x et y des réels. On note r=|z|.

On définit, pour tout a €[—1; 1], arccos(a ) comme
l'unique nombre réel appartenant a l'intervalle [0 ; 7]
verlflant c.-ust.x )=a p

1. Determiner arccos(1) et nrcms(T).

2. Compléter l'algorithme suivant permettant d'obtenir
l'argument principal a de z.

re—...
X
=7
Si...:
a — arccos(c)
Sinon:

a-—...

Retourner a

-1 0 [communiquer)]

Les nombres complexes suivants ne sont pas écrits
sous forme trigonométrique. Expliquer pourquoi puis,
lorsque cela est possible, écrire ces nombres sous
forme trigonométrique.

1.z =—[cus(—‘2—’7-}+isin(—%_l“)]
2z —E—[cns{—— —iqin[—i)]
3.z —21[1:05[2“ )+|sm[ }]
ez, =[-cos( E) isin( £ )]

5. zs=2[m5{-5—3'1]—isin(—5i1)]

6.z, = O[cosx +isinx]

-4l [Raisonner) Endﬂ

1. En utilisant les formules d'addition,

démontrer que, pour tout réel a, on a:

a.cos(2a)=cos*(a)—sin?(a)
=2cos’(a)—1=1—-2sin*(a)

b. sin(2a)=2cos{a)sin{a)

2. En déduire une expression de cos(a) et de sin{a) en

fonction de cos(5) et de sin(5).

LED [caleuler] @ @ @
1. Calculer la valeur exacte des nombres suivants.

J

a. ms(%r) et sin[%). b. ms{%] et sin( 1 ).

i Fis )

C cus[%)et sin[%}. d.cos[q—zn) Etsin{T .

2. En déduire une forme trigonométrique du nombre

suivant: z=3(y2 —/6)+3i(V2+/6).
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. ENTRAINEMENT

m [Calculer] @ @ @
1. Exprimer cos?(x) et sin?(x) en fonction de cos{2x),
ol xR,

2. En déduire la valeur exacte de ,‘;Tcosl(x;udx et

,‘I;T;sinz.\'dx.

|=-i-.“’ [Catculer]

b
w

Factoriser, pour tout x € =, 'expression cos?(x})—sin(2x),

I";ﬂﬁ Q [communiguer]

En utilisant I'ecran de calculatrice suivant, donner une
forme trigonométrique, puis une forme exponentielle

V6 _. V2
de 5 ~ig
IR GO E
2 2
J2 = 1 41421
g E.]
”9["2_'7‘
Eﬁl a2 al7954

_Tf [Représenter]

On considére le plan complexe muni d'un repére
orthonormé direct (O ; u, v ). Placer les points suivants
dont on donne l'affixe sous une forme exponentielle.

1. A d'affixe z, = 2e*. 2. B d'affixe z, = e7'%,

5i=

3. C d'affixe z_= e 4. 4, D d'affixe z, = Ze”Tr.

;I-L-' [Calculer] @ ©

Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

1. zt=%+ 3’56 2z, =iw

3.2,=6+6iy3

|' ._-,- [Raisonner]

Pour chaque nombre complexe suivant, déterminer le
module et I'argument principal.
1 5iz

1. zZ,= Te_f

bz, =—2+2i

2.z,= %e"%
3.z, = —QELT'- & z‘=e_!‘%
E_A;-J: [Raisonner]

Soit # un nombre réel.

1. Rappeler la définition du nombre complexe e®,
2. En déduire que |e" |=1.

3. Justifier que argle)=8+kx2r, k€ Z.

72 ((LLSTeTMxXPPT2 )
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9] | [Représenter]

En utilisant les données de ce graphique, détermi-
ner, lorsque cela a un sens, une forme exponen-
tielle de l'affixe de chague point. Le codage indique
DF =0F=0D = 0C.

F

—
[f;- [Caleuler] @ @0

Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

1.Z1=—3—3i ZZE=%+¥
V2 3._3/3
3'Z]=T "'Zi=jl-—T

[_;‘;_\ [calculer]

Déterminer une forme trigonométrique, puis la forme
algébrique des nombres complexes suivants.

: dix
Tz, =4 2.2,=3e2

— iz
3.23~Ee . Z,

[-,l-: [Raisonner]

On rappelle que, pour tout réel ¢, on a :

o]

e'* = cos{a)+isinla).
Démontrer que, pour tous réels z et o', e ¥ =¥ x a!¥,

Cette relation est appelée relation fonctionnelle de
l'exponentielle imaginaire.
I

On considére les nombres complexes non nuls z = re¥
etz =re".

1.a.Démontrerque zxz =rxre

}:‘ [Raisonner)]

Soient r et 1 deux réels strictement positifs
et « et ¢’ deux nombres réels.

fla+a)
.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, z" =r"e"™,

= Z _ T a-a)
2. Demontrer que - =re .
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[calculer]

Suient]z el z' deux nn:l}imhres complexes définis par

1T
z=3e’§ Etz'=§e 7.
Déterminer une forme exponentielle des nombres
complexes suivants.

Z_' + 5 Z_
l.zxZ 2.5 iz 4. PR

L2 (caleuler) @ @ @

Déterminer la forme algébrique des nombres suivants.
Sir y &

2.z,= [ﬁe_z)

_bix it
4oz =fhe 3 —Jes

iz sz
1.z,=3e® xe3

_Ziz 3z
3.zl=e I te s

/-1 [Calculer, Raisonner]

1. Calculer de deux maniéres difféerentes la forme

algébrique du produit e’¥ x e'%,

2. En déduire la valeur exacte de cos(-‘l.‘ll—i'r:] et sin(—.;lzl).

CUERTEAGE (modétiser)

En électricité, on utilise la notion d'impédance
complexe, notée Z. L'impédance du circuit est | Z|,
1. Dans un circuit RLC (composé d'une résistance R, d'un

condensateur C et d'une bobine d'inductance L) en

série, Z s'exprime par Z = R+[W—é)e“}.

Ecrire l'impé&dance complexe sous forme algébrique,

puis calculer l'impédance du circuit pour R =90 Q,
Lo=10QetCo=200".

2. Dans un circuit RLC en paralléle, Z s'exprime par:
1 1 1
= =sp t—=
Z R gy

Ecrire l'impédance complexe sous forme algébrique,

puis calculer l'impédance du circuit pour R=15 Q,

Lw =800, Cw=1000"\

+ Cwe'T.

__U‘-..—

[f,:_l' [Raisonner] E.[Mn
Scoient a et b deux nombres réels. On considére
les nombres complexes non nuls z=e" et z' =",

En calculant de deux maniéres différentes z x z', puis
%, retrouver les formules d'addition.

ENTRAINEMENT
]

|: 0 l [Raisonner]

On rappelle que, pour toutréel #,on a:
e? = cos(8) +isin(8).

Déemontrer les formules d'Euler.

Leonhard Euler (1707-1783)
est un mathématicien suisse.
Ses domaines de recherches
sont vastes : analyse (il
introduir le calcul différentiel
et intégral), théorie des nombres,

etc. Son nom est associ¢ a plusieurs
objers mathémariques : fonction indicatrice d'Euler,
constante d'Euler, droite d'Euler, etc.

[Calculer]

En utilisant les formules d"Euler, démontrer que, pour
tout réel x :

1.cos(2x)=2cos*(x)—1 2 sin(2v)=2cos(x)sin(x)

[L':"j [Calculer] @ @ @
Linéariser les expressions suivantes, ot x est un reel.
1. cos(x) 2.sin’(x)

3. cos?{x)sin(x)

m [Raisonner]

&4, cos?(x)+2sin¥(x)
On rappelle que, pour tout réel £, on a

v
e’ = cos(f)+isin(8).

Démontrer par recurrence les formules de Moivre.

Abraham De Moivre (1667-1754)
est un mathématicien frangais
exilé 2 Londres. Son érude des
racines n-iémes d'un nombre le

mettent sur la voie des relations
qui portent son nom.

-
L' [caleuler]

Soit x un nombre réel.

1. Développer (cos(x) +isin(x))*.

2. A l'aide de la formule de Moivre, exprimer
cos(3x ) +isin(3x) en fonction de cos(x} et sin{x).

3. Démontrer que :
a.cos(3x)=4cos?(x)—3cos{x)

b. sin(3x)= —4sin?(x)+3sin(x)
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' ENTRAINEMENT

m [Chercher]

En utilisant la méthode de 'exercice précédent,
exprimer, pour tout réel x, cos{5x) en fonction de
cos(x) puis sin(5x) en fonction de sin{x).

EE} [calcuter]
Soit f la fonction définie sur B par fix)=-cos*(x),

1. Linéariser I'expression cos®(x).
5x
c oy a3
2. En déduire la valeur exacte de ,‘u

[’[:_L-j [calculer]

Soit f la fonction définie sur B par:

f(x)dx.

Mx)=sin?{x)cos?(x).

1. Linéariser l'expression sin?(x)eos?(x),

2. En déduire la valeur exacte de ,‘;Tﬂx )dx,

"<D) Applications géométriques des
nombres complexes

'+ Soient A, B et C trois points distincts du plan
complexe d'affixe respective a, bet c.

Expliciter deux méthodes permettant de démontrer
que ces points sont alignés.

i H'-] Soient A, B, C et D quatre points du plan
complexe d'affixe respective a, b, c et d.

On suppose que ABCD est un trapéze de base [AB]
et [CD] vérifiant AB = 3CD.

Traduire les données de I'énoncé en utilisant les
affixes des quatre points.

[TIE 1. Ecrire sous forme exponentielle et
algébrique les racines quatriemes de l'unité.

2. Les nombres complexes obtenus correspondent
a l'affixe de points formant un polygone particulier.
Lequel ?

@ [calculer] @<

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respectivea=4+i,b=1+3iete= —%i.
1. Calculer la longueur AB.

2. Le point C appartient-il au cercle de centre A passant

parB?

76 1 | LLS.fr/MXPPT4
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l’_} [caleuler] @& @ ©

Soient A, B et C trois points du plan complexe

d‘affixe respective a =2 +iy2, b=2-2iy3 et
. ™+ /8

c:_éz_f__ﬁ__2+(.\_._é_~i_2,'f§]i_

Déterminer la nature du triangle ABC,

On calculera des longueurs avant d'essayer de calculer des
angles.

[communiguer)]

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d'affixe respectivea=3—-2i,b=i—1,c=—1-2i et
d=1--}i

2 ]
1. Calculer les longueurs AD, BD et CD.
2. Que représente D pour le triangle ABC ?

E;"; [Communiquer] @ @ @

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe

=

respective a= -g-—l;—-s--g-i, b =i‘{—§—%i ete=2+i,
b—c

1. Calculer —¢.

2. Que peut-on en conclure concernant les points A, B
etC?

[G [Chercher]
D'aprés bac S, Centres étrangers, juin 2018
On considére dans C l'équation suivante :
(427 —20z+37022—7+2i)=0.
Démontrer que les solutions de cette équation sont les

affixes de points appartenant & un méme cercle, dont le
centre est le point P d'affixe 2.

Commencer par résoudre I'équation.

lf-" [chercher)
1. Résoudre dans C l'équation (E) : z22—24/3z+4=0.

2, Déterminer la nature du triangle OAB, ol O, A et
B sont respectivement le point d'affixe 0 et les deux
solutions de (E).

[calculer]

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respectivea=2+i,b=4—ietec=—2—3i.

a—>b

c—a-

2. Que peut-on en conclure concernant les droites {AB)
et (AC)?

1. Calculer
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I' 1 L:] [Calculer]

Soient A, B et C trois points du plan complexe d'affixe
respective a, b et ¢ =3+5(1—y/3)i.

A

1. Déterminer graphiquement les affixes de a et b.

2. Déterminer une mesure en radian des angles

(ﬁ;ﬁ}et(ﬁ;ﬁ).

3. En déduire une mesure en radian de l'angle

geomeétrique BCA.

a:] [Calculer)

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe
d'affixe respective a=4+2i,b=2-2i,c="1+2iet

d=-2—4i.
a=~b
c—d-

1. Calculer

2. Que peut-on en conclure concernant les droites ( AB)

et{CD)?

kl'::*j [Chercher])

Relier chaque ensemble ( E) a la relation correspandante.

Ensemble (E)

1. Médiatrice de [AB] avec
A(—=1-31)et B(2+1).

2. Cercle de centre
A(3—4i) et de rayon V3.

3. Médiatrice de [ AB] avec
A(1+3i)etB(—2—-1).

4, Point d'affixe —3 + 4i.

5. Cercle de centre
A(=3 + 4i) et de rayon -.:‘5.

6. Cercle de centre A({D)
et de rayon J3.

Relation

a.|z-3+4i|=3
b.|z+3—4i|=0
c|z+3-4i|=y3

d.|z—2—i|=|z+1+3i]|

elz|=y3

flz—1-3i|=|z+2+i|

.

ENTRAINEMENT

_i'} [Représenter]
Déterminer puis représenter graphiquement l'ensemble
(E) des points M du plan complexe d'affixe z vérifiant :

1.|z—2+%i|=3 2.|z+4—y3i|=|z—i|
3. |z+i-3|=-2

5.|]z+5-2i|]=0

4. |z+1-3i|=|2-4i-z|
6.|z—3i—2|=|1-5i|

'_L"#i [Représenter] @ @ @

Déterminer puis représenter graphiquement l'ensemble
(E) des points M du plan complexe d'affixe z vérifiant :
1|z-2+3i|=3 2.|iz—2i|=1

3.|3iz|=|3iz+3—9i| 4.|z—1+i|=|z—5+i|

EEI'] [Raisonner] E[Mﬂ
Soient z et z deux nombres complexes

appartenanta U.

1. Montrer que zz' appartient a T.

2. Justifier que z et z’ ne peuvent pas étre nuls puis
montrer que zi appartient a U.

;J} [Représenter]
On considére dans le plan complexe les points A,
d'affixe e:u% ol k entier compris entre 0 et 6,
Quelle est la nature du polygone A A A AA AA, 7

i | £
1r4] [Galculer] @
On considére le nambre complexe j= —-;—+-'2—ﬁ.

Démontrer que j et j* sont des racines troisiemes de
l'unité.

L"__": [Raisonner] @ @ @
1. Résoudre dans C 'équation z*=1,

2. a. Montrer que résoudre dans C l'équation
z°=(1+1)* revient a résoudre l'équation Z*=1, ol Z
est a exprimer en fonction de z.

b. Résoudre dans C l'equation z* =(1+i)°.

E;:_i J [Raisonner] @

Montrer que z appartient & U si, et seulement si, z=

M|

EE:J [Raisonner.]
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes appartenant a
. Montrer que |ab + be+ca|=|a+b+e].

E" i'} [Raisonner] & @
So0it z un nombre complexe appartenant a U.
Calculer |1+ zF+|1—zP.
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ey [calcuter, Chercher]

Soient A et B deux points du plan complexe d'affixe
respective a=5-+2ietb=8i-1

1. Soit M le point d'affixe z =—2+(5+42)i.

M appartient-il au cercle C de diamétre [AB]?

2. Existe-il des points appartenant au cercle C dont
['affixe est un imaginaire pur?

[.’ _”_jm [Communiguer, Raisonner]

D'aprés bac S, Liban, juin 2010

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si
elle est vraie ou fausse, en justifiant la réponse.

1. Proposition 1:

Soit le nombre complexe z=1—iy/3.

Si l'entier naturel n est un multiple de 3, alors z" est un
nombre réel.

2. Proposition 2:

On considére, dans le plan complexe rapporte a un
repére orthonormé direct (O ; uw, v ), le point A d'affixe
a=2—ietle point B d'affixe b = %
Le triangle OAB est rectangle isocéle.

a.

3. Proposition 3:

Dans le plan complexe rapporté & un repére
orthonormé direct (O ; , U ), on associe a tout point M
du plan d'affixe z non nulle, le point M* d'affixe z' telle

fue 2 =%, ol z désigne le conjugué de z.
Il existe un point M tel que O, M et M’ ne sont pas
alignés.

E;:F_} [Chercher, Communiguer.]
D'aprés bac S, Liban, mai 2018
1. Donner les formes exponentielle et trigonométrique
des nombres complexes 1+i et 1-i.
2. Pour tout entier naturel n, on pose :
S, =(1+i)"+(1-i)"
a. Déterminer une forme trigonométrique de §,,.
b. Pour chacune des deux affirmations suivantes, dire

si elle est vraie ou fausse, en justifiant la réponse.
Affirmation A : Pour tout entier naturel i, le nombre

complexe S_ est un nombre réel.
Affirmation B : || existe une infinité d’'entiers naturels n
telsque § = 0.

"“.» [Chercher, Calculer]
. : ee +i "
Soit (u, ) la suite définie sur I par u, = (%) .
En utilisant la formule de Moivre, déterminer une forme

trigonométrique de u, en fonction de n.
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m [Calculer, Représenter]

On se place dans le plan muni d'un repére orthonorme
direct (0 ; ur, v ). Tout point M du plan distinct de O
admet pour affixe z=r(cos{a)+isin{a)), ot r est un
réel strictement positif et # est un réel. On dit que M a
pour coordonnées polaires (r, ¢ ) relativement au péle
O et a l'axe polaire (O ; u ).

1. Que représentent geometriquement r et @ ?

2. a. Exprimer l'abscisse et l'ordonnée de M en fonction
de r et de a.

b. Soit M le point de coordonnées polaires [3, —:”T")
Déterminer les coordonnées cartésiennes de M, puis
laffixe de M sous forme algébrique.

c. Soit M le point d'affixe 5075

Déterminer les coordonnées polaires de M.

3. Application:

Un sonar marin permet de détecter la position

d'un objet a l'aide de coordonnées polaires et de la
profondeur.

Voici une représentation graphique obtenue a l'aide
d'un sonar en utilisant pour unité le kilometre :

Le pole est le point O et I'axe polaire est l'axe porté par
la demi-droite [OA).

Ainsi, le point C a pour coordonnées polaires ( 20, _:Er_}
On donne (OA ; OD )= —13_‘—+1:x 2r(keZ)et

EOA = 45'.

a. A l'aide des données précédentes, déterminer les

coordonnées polaires des points de la figure distincts
de O.

b. Reproduire la figure et placer le point F de
coordonnées polaires (120, - ).

¢. Soit G le point d'affixe 40(—/3 +i). Déterminer les
coordonnées polaires de G et le placer sur la figure.

d. Le commandement d’un sous-marin repére une
baleine située entre 60 km et 100 km avec un angle par
rapport a l'axe polaire situé entre 23: et 5%

Colorier la zone de recherche.
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(136 DEVOIR MAISON [Chercher, Raisonner)

On définit la suite de nombres complexes (z ) par:
Z, = 0 et, pour tout entjer naturel n, z,

On se place dans un plan muni d'un repére orthonormé
direct (O ; %, ¥ ). Pour tout entier naturel n, on note
M, le point du plan d'affixe z,.

1. Résoudre dans

e

l'équation (E) : z=3iz—1. On note
A le point dont l'affixe est la solution de cette équation.
2.0n définit, pour tout entjer naturel n

1

,lasuite (u )
" 3. !
par u = Z" +_ﬁ+T0_]'

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, on a:
"Jr—'l =3ix Ll".
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier
=fJ1.,3. noin
naturel n, un-—( 75+ .ml)x3 xi",
3. a. Démontrer que la distance AM diverge vers +,

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, A, M, et
M, ., sont alignés.

¢. Démontrer que, pour tout entier naturel n, les droites
(AM ) et (AM, , ) sont perpendiculaires,

E’.‘_; [Calculer, Raisonner]

D'aprés bas S, Amérique du Nord, juin 2010

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonaorma
direct (O ; u, U') d'unité graphique 2 cm. On réalisera une
figure que 'on complétera tout au long de l'exercice.

On considére les points A d'affixe i, B d'affixe —2i et D
d'affixe 1.

On appelle E le paint tel que le triangle ADE soit
équilatéral direct, c'est-a-dire que

(AD; AE)= -g‘+kx2:r (ke 2).

Soit f l'application qui, & tout point M d'affixe z #1,
associe le point M’ d'affixe 2z définie par z’ = fzz;,}
1. Démontrer que le point E a pour affixe :

ZE:(%‘+_\IZE](1+i]'

2. Exprimer sous forme algébrique l'affixe du point D’
associé au point D par l'application f.

3.a. Démontrer que, pour tout nombre complexe z
différentde i, (z’ +2i)(z—i)=1.

b. En déduire que, pour tout point M d'affixe z #1i,
BM'x AM =1et (1; BM')=—(u; AM )+ k x 27 (k € Z).
4. a. Démontrer que les points D et E appartiennent au
cercle C de centre A et de rayon y2.

b. En utilisant les résultats de la question 3. b., placer le
point E’ associé au point E par 'application f.

On laissera apparents les traits de construction.

5. Quelle est la nature du triangle BD'E’ ? Justifier.

SYNTHESE

E F’LJ [Chercher, Communiquer]

D'aprés bac S, Amérique du Sud, novembre 2018
Le plan est muni d'un

a repére orthonormé direct
(O L)

On considére les points A, B, C et D distincts d’affixe
. Z,+r.=z +z
respective z,, z_, z B
p A Zgi Zo etz tels que : Zytizg =2, +iz,
Démontrer que le quadrilatére ABCD est un carré.

E‘_] [Raisonner, Représenter]
D'aprés bac S, Pondichéry, avril 2012

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé
direct (O ; u, T ) d'unité 2 cm, on désigne par A et B les
points d'affixe respective 1 et —1.
Soit f la transformation du plan qui, a tout point M
d'affixe z # 1, associe le point M’ d'affixe 2’ tel que

s _ 11—z
Z = ——-z—__l .
1. Soit C le point d'affixe z,=-2+i,
a. Calculer l'affixe z. du point C', image de C par la

transformation £, puis placer les points C et C' dans
un repére,

b. Montrer que le point C' appartient au cercle C de
centre O et de rayon 1.

C. Montrer que les points A, C et C’ sont alignés,

2, Déterminer et représenter sur la figure, 'ensemble A

des points du plan qui ont le point A pour image par la
transformation f,

3. Montrer que, pour tout point M distinct de A, le point
M’ appartient au cercle C.

4. Montrer que, pour tout nombre complexe z # 1, 52:11
est réel.

Que peut-on en déduire pour les points A, M et M’ ?
5. Placer un point D et construire son image D’ par

la transformation f et ce, uniquement a la régle non
graduée et au compas.

EF.'_.- LLEWRZ Y [calculer, communiquer]

D’aprés bac S, Amérique du Nord, mai 2019

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé
direct (O ; u, ¥ ). Dans ce qui suit, z désigne un nombre
complexe.

Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer si
elle est vraie ou si elle est fausse. Justifier.

1. l'équation z—i=i(z+1) a pour solution y2e'%,

2. Pour tout réel xe —% ; %I le nombre complexe
1+e** admet pour forme exponentielle 2 cos(x)e™,
3. Un point M d'affixe z tel que |z—i|=|z+1]
appartient a la droite d'équation y = —x.

4. l'équation z°+z—i+1= 0 admet une solution réelle,
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[T-_f_l'ﬂ} [Calculer, Raisonner.]
On considére deux réels p et q.
1. Déterminer une expression factorisée de e” +e"

i)
pare T,
Cette factorisation est appelée factorisation par 'angle
moitié et les applications de cette factorisation sont
multiples. On en donne quelques exemples dans les
questions suivantes.

2. a. Déterminer une factorisation de cos{ p)+cos(q) et
sin{ p)+sin{qg).

b. Résoudre dans C l'équation sin{2x)—sin(6x)= 0.

3.0n considére un réel x distinct de k7 avec k € Z.

"
a. Calculer, pour tout entier naturel n, Y e'*,

r=0
- + .-
u cos( -’%:Isin([iim)
b. Démontrer que ¥ cos{px)= x
p=0 sin(T]

L
<. Déterminer une égalité similaire pour 3 sinf{ px).
=0

12| apprOFONDISSEMENT |

Suite de nombres complexes

D'aprés bac S, Nouvelle-Calédonie, novembre 2018

On définit la suite de nombres complexes (z ) de la
maniérg? suivante : z, = 1et, pour tout entier naturel n,
zn-1 i 'j'.'f"+'j'i.

On se place dans un plan muni d'un repére orthonormé
direct (O; 1, v).

Pour tout entjer naturel n, on note A_ le point du plan
d'affixe z_.

Pour tout entier naturel n, on pose u =z —i et onnote
B, le point d'affixe u, .

On note enfin C le point d'affixe i.

1. Exprimer, pour tout entier naturel n, u__, en fonction
deu .

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n,

u,=(5) x(1-i).

a. Pour tout entier naturel n, calculer, en fonction de n,
le module de u,.

b. Démontrer que lim|z —i|=0.

c. Quelle interprétation géométrique peut-on donner de
ce résultat ?

3. a. Soit n un entier naturel.

Déterminer un argument de u, .

b. Démontrer que, lorsque n décrit 'ensemble des en-
tiers naturels, les points B, sont alignés.

¢. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le point
A, appartient a la droite d'équation y = —x+1.
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[L‘ H Gl [T 1ML [Calculer, Représenter]
Pentagone régulier
1.a. Résoudre dans C ['équation (E) : 2 +z—1=0,

b. Déterminer une forme exponentielle des racines
cinquiémes de l'unité. Quel polygone forment les points
d'affixes les racines cinquiémes de 'unité ?

2.0n notea.-=e3§7'.

Montrer que ;

al+wt+te+wd+e'=0
b.o’=0w’ete'=w.

3.a. En déduire que w + w est solution de (E).

b. Déterminer les valeurs exactes de cus{—zs'—T) et
sin{z—s"'-].

4. Le plan complexe est muni d'un repére orthonorme
direct (O ; u, v ). On considére les points U et Vv
d'affixe respective 1 et i et le point A d'affixe —%.

Soit C le cercle de centre A et passant par V,

a. Déterminer l'affixe du point d'intersection de C et de
la demi-droite [OU),

b, En déduire une méthode de construction d'un
pentagone régulier a la régle non graduée et au compas,
puis effectuer cette construction.

38 oprorowoissewint
Transformée de Fourier Discréte

La transformée de Fourier discrete (TFD) est un outil
mathématique permettant, entre autres, 'étude des
signaux numériques.

La TFD d'une séquence de n nombres complexes

(Zy: 7,3 .32, _,)est ladonnée de la séquence de n
nombres complexes (Z,;Z,; ... Z,_,) définis,
pour tout entier p compris entre 0 et n—1, par

n-1
_ . A=
Z=YzwTolw=¢r,
LI wr

1. Calculer la TFD de la séquence de nombres suivante
(0;1;1).

2.0n admet que, pour tout entier naturel p allantde 0
n=1
an-lonaz, = L Zo".
LA
On parle de transformation inverse de Fourier discréte.

Calculer la transformée inverse de Fourier discréte de la
séquence (3;-5;i).
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EC [;1 APPROFONDISSEMENT [Caleuler, Raisonner]

0Em
Inégalité triangulaire [ ﬂ

Partie A : Démonstration de Uinégalité triangulaire

Soient z et 2’ deuyx nombres complexes quelconques.
Lobjectif de cet exercice est de démontrer l'inégalité
triangulaire : lz+2|<|z]+|z].

1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,

Z+z=2Re(z) et que Re(z)<|z|.

2.2. Montrer que [z +z' |t = |zP+|z F+2Re(zx 7).

b. Développer (| z|+|z'])%.

3. Déduire des questions précédentes que :
lz+Z|<|z|+|2|.

Partie B : Cas d'égalite

L'objectif de la suite de I'exercice est de déterminer

les cas d'égalité de linégalité triangulaire. On va donc

déterminer a quelles conditions sur z et

lz+2'|=|z]|+|Z].

1. Démontrer que 'égalité est vérifice si z=0 oy z'=0.

On suppose par la suite que z+ 0 et 2 £0,

Z on a l'égalité

2. Quelles conditions le nombre complexe z doit-il
verifier pour que z+Zz = 2Re(z) = 2|z|?

3.a. Demontrer que [z+2z'| =|z|+|2| si, et seulement
si, ilexiste A€ B* tel que z = A-Izz.,—li.

b. On considére M et M’ d'affixe respective z et z',
Comment peut-on interpréter géométriquement la
condition d'égalité de linégalité triangulaire pour les
points M et M’ ?

R

EEREE]

R

SYNTHESE

Partie C: Applications

Soient 2,125 . €l z  nnombres complexes,

1. Montrer que|z1+zz+...+zn|£|z1|+|z,|+...+]zn|.

2. En déduire que, pour tous nombres complexes a et b,
|1+a|+|a+b}+[b|?1.

EL‘:_-J APPROFONDISSEMENT [caleuter, Ralsanner]

Racines n-iémes d’un nombre complexe

Soient r un nombre strictement positif et & un

réel,
Soient a le nombre complexe a = re* et n un entier
naturel non nul.

Lobjectif est de résoudre dans C

des équations de la
forme z" = q.

Les solutions de cette équation sont appelées racines
n-iémes de q.

1. Résoudre l'équation pour n=1,
2.a. Démontrer que —3 + 4j = (1 +2i)%
b. Résoudre dans C, z2 = —3 +4i.

3. a. Déterminer une forme exponentielle de V2 + /2i.

b. Justifier que y2 +y/2i est solution de
z2 =47 + 47},

c. Déterminer une forme exponentielle de -4y2 + 42i.

d. Justifier que résoudre z* = —4y2 + 4/2i revient a
resoudre 2’ =1avec z = —Z_

2et
e, En déduire la résolution dans C de 'équation
z'= ‘—‘nfz-'l' 41,55.

4. En reprenant la méthode précédente, déterminer

les racines 2-iémes de i (également appelées racines
carrées de i).

_i2q Nz b id

.‘Ql“-l rExerclcu transversaux en lien avec ce chapitre :

Complexes Arithmétique Matrices

L, B et 'l p. 238

Graphes

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (TG LD

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le cadre de I'enseignement de spécialité, vous
avez défini la notion d'intégrale d'une fonction f
continue sur un intervalle [a ; b].

1. Rappeler la définition de _j;bj{.r}d.r lorsque f est
positive sur [a ; b].

2. Expliquer a travers quelques exemples comment

les notions du chapitre permettent de linéariser une
expression triganométrique, puis justifier 'intérét de la
linéarisation dans le cadre d’un calcul d'intégrale.

2 Consulter les fiches méthode de
AERNL ce manuel pour le Grand Oral p. 244

3. Les calculs d'intégrales de fonctions trigonométriques
sont essentiels dans certaines branches de la physique
telles que le traitement du signal. Expliquer pourquoi
en vous appuyant sur des recherches documentaires.
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B TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.

1. Trouver les erreurs de |'éléve et préciser les endroits ol la rédaction est incompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Soit f la fonction définie sur C\{1} par flz)= 1;3_+11.

On munit le plan complexe d'un repére orthonormé direct (O ; u, v ).

On pose A, B et C les points d'affixes respectives z, =j( % = %i}, zp = fla) etz zj( 1- %1}
1. Déterminer l'affixe du point A sous foarme exponentielle, du point B sous forme trigonométrique et du point C
sous forme algébrique.

2. Déterminer les longueurs AB et AC. Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

3. Determiner une mesure de l'angle (ﬁ, E) Que peut-on en déduire pour le triangle ABC ?

3 3
3_3 ~
ey =H( =)= 2L =22t = = 2l )+t Z)) = exp ()
—iF g .
3.__
2,=F(4)=3=3ct zc=f'{l—%i)=—35£=2+5i.
-3,

20na|3-2|=3°+ ()Y =5et|2+3|=2"+(3) =-5.
On ne peut rien en déduire concernant le triangle ABC.

zZ,— Z

30na (H, A_C.) = arg(
Le triangle ABC est donc rcacfangl'.'vz en A

Exercices inversés ()

g Zal\_ (3—2.'.)_ (_)__E.
z,—z,) SO\2F3) ARTHT T

I 1 Déterminer l'expression de trois nombres
complexes dont le conjugué est égal a l'inverse.

[__ 1. Déterminer l'expression d'un polynome du H
second degré admettant deux racines réelles.

2. Déterminer l'expression d'un polyndme du second degré
a coefficients réels admettant deux racines complexes.

3. Determiner 'expression d'un polynome du secand s
degré admettant deux racines imaginaires pures.

| Dans chaque cas, &crire un énoncé possible d’un
exercice sur des nombres complexes amenant a la
conclusion suivante :

1. « ABC est un triangle équilatéral. »
2, « ABC est un triangle rectangle en B. »
3. « ABCDE est un pentagone régulier. »

E Déterminer les affixes de trois points A, B et C
tels que C soit le milieu de [AB].

80 M (LLS.fr/MXPPBO | Travailler autrement. Nombres complexes

[—“ 1. Déterminer 'expression de trois nombres
complexes de module 3.

2. Déterminer I'expression de trois nombres complexes
ayant pour argument principal %-

- Dans chaque cas, écrire un énoncé possible d'un
exercice sur les nombres complexes, amenant a la
conclusion suivante :

1. « B est le symétrique de A par rapport a l'axe des
abscisses. »

2. « C se trouve sur la médiatrice de [AB]. »
3. « Les points A, B et C sont alignes. »

-
Recherche | Exposé

Les nombres complexes ont-(ls été acceptés rapidement
et facilement par l'ensemble de la communauté mathéma-
tique ? Donner d'autres exemples de notions mathéma-
tiques, pour lesquelles il a fallu attendre de nombreuses
annees avant gu'elles ne soient pleinement exploitées.
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Pas si complexe que ca.

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O ; u, v ), on associe, a tout point M d'affixe z £ =2,

iz+3+3i

le point M’ d'affixe z' = ——=5

Onnote f:z— z cette transformation du plan et on cherche a déterminer quelques propriétés de cette transformation.

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune d’entre elles peut étre réalisée
seul(e) ou en groupe. Les éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le probléme.

1. Exprimer sous forme algébrique ['affixe de :

a. A’, l'image par f du point A d'affixe z, = 4—2i,
b. B, 'unique antécédent par f du point B’
d'affixe z, =2 —4i.

2. On considére z = x+iy une solution de
l'équation (G): z* = 15+ 8i, ol x et y sont des

réels. X—y?=15
a. Montrer alors que xy==4.
xX*+y’=17

on rappelle que |z |’ = x?+ 2.

b. En déduire une solution de (G).
3.Un point M d'affixe z est dit invariant par f
lorsque flz)==z.
a. Montrer que si z est l'affixe d'un point invariant,
alors z est solution de :

(F): 2 +(2—-i)z—3—-3i=0.
b. A l'aide de la question 2., en déduire les affixes
des points fixes de f.

Remarque : Pour résoudre une équation du second
degré & ceefficients complexes az® +bz+c=0:
= oncalcute A = b2 —4ac ;

« ondétermined € Ctelqued?=A;

= les solutions sont alors donneées par z, = _g; i}
_-b+é
etz,= a -

TRAVAILLER ENSEMBLE (0

m "‘ "‘ _-%

1. Soit z = x+iy, ol x et y sont réels.
Montrer alors que :
_ _3x+y+6 +..\:2+5x+y2—3y+6
(x+2)*+y* (x+2)*+y*
2. Décrire précisément l'ensemble des points M
lorsque :

a. M’ appartient a 'axe des abscisses.
b. M’ appartient a I'axe des ordonnées.
c.Re(z')=1Iml(z).

m "f ‘\“ -"r

1. Déterminer les complexes z_ et z, tels que ;
i(z—z
7= ( (‘).

Z—ZD

2. Interpréter geométriquement le module et un
td z—2z.)
argument de ————.
g Z=ZIp

3. Décrire précisément 'ensemble des points M,
dans les cas ol M’ appartient :

a. a l'axe des abscisses.
b. @ l'axe des ordonnées.

c.au cercle de centre O et de rayon 1.

MISE

S s e AT S
- I ar—

A VN i

a. Déterminer sous forme exponentielle les affixes des points fixes de cette transformation.
b. Caractériser l'ensemble des points M(z) tels que :

.z=2z, dz=—z, e lz|=1.
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VERS LE SUPERIEUR

1D Les groupes

A Loi de composition interne

Soit E un ensemble non vide.

= On appelle loi de composition interne « sur E, une application qui, a tout couple {a ; b) d'élements de E,

associe un unique élément de E, que l'on note a = b.

» Une loi de composition interne » est dite associative lorsque, pour tout {(a, b, c)= E?:
(asb)re=a=-(bsc).
* Une loi de composition interne + est dite commutative lorsque, pour tout (a , b) € E*:

asb=bea.

—
| EAEMPLE
S5eli,ona3—5=-2« [,

PourtousaeZetheZ, onabiena—bcZ.

= Cette loi n'est pas commutative sur Z.
Ona3-—-2=1et2—-3=-1etdonc3-2#2-3.

= Cette loi n'est pas associative sur Z.

| || On consideére l'application f, définie pour tous
nombres complexes z et z' par f(z;2'})=z+zZ.

1. Justifier que f, définit une loi de composition interne
sur .

2. Montrer que cette loi est commutative et associative.

[ “+| On consideére l'application f, définie pour tous
nombres complexes z et z* par f;(z 1)Y=z xz,

1. Montrer que f, définit une loi de composition interne
sur C.

2. Montrer que cette loi est commutative et associative.

: -\ 1. Justifier que la soustraction est une loi de
composition interne sur B.

2. Est-elle associative ? Commutative ?

" | Sopit « la loi de composition interne définie, pour
tous x et ¥’ réels, par x=x" =x".

1. Cette loi est-elle commutative ?
2. Cette loi est-elle associative ?

52 @ LLS.fr/MXPP82
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1. La soustraction — ne définit pas une loi de compositien interne sur 14, En effet, en choisissant 317 et

2. La soustraction — définit en revanche une loi de composition interne sur Z.

Ona(3-2)-1=1-1=0et3-(2-1)=3—-1=2etdonc(3-2)-1#£3-(2-1).

2 1. ladivision définit-elle une loi de composition
interne sur @ ?Sur R ?
2. Justifier que la division n'est ni associative, ni
commutative sur R,
3. On admet que la division définit une loi de
composition interne sur E = {=1; 1}. Est-elle associative
sur E ? Commutative ?

3 1.0n designe par M,(]2) 'ensemble des matrices
carrées d'ordre 2 a coefficients réels.

a. Montrer que le produit matriciel définit une loi de
composition interne sur AM,(I?).

b. Montrer que le produit matriciel est associatif sur
.f'ﬂ?“:_i}.

¢. Est-il commutatif 7

2. Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on désigne

par M, (R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre n a
coefficients réels.

Justifier que le produit matriciel définit une loi de
composition interne sur M_(R),
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VERS LE SUPERIEUR §

LA Notion de groupe
_Définitions |

* On dit que e € E est un élément neutre pour la loi « lorsque, pourtout xe E,esx=x+e=1x,

* Si E posséde un élément neutre e pour la loi «, un élément x € E est inversible s'il existe y € Etel que
X+y=y+x=e.0Ondit que y est l'inverse de x.

* Ondit que (E, ) est un groupe lorsque la loi « est une loi de composition interne associative sur E,
qu'il existe un élément neutre pour cette loi et que tout élément de E est inversible pour cette loi.

* Lorsque la loi est commutative, on dit que le groupe est commutatif ou abélien.

(Z,+)estun groupe:
« + définit une loi de composition interne associative sur Z ;

» il existe un élément neutre ¢ = 0 pour cette loi: pourtout ae Z, a+0=0+a=a :

* tout élément a € Z admet un inverse pour la loi + : —a.

" 1. Montrer que la multiplication x est une loi de
composition interne sur [2°. Est-elle associative ?

[_'r' On souhaite montrer que (U, x ) est un groupe.

TR

1.a. Soient z et z’ deux nombres complexes de module 1.
Montrer que z x 2’ est un nombre complexe de module 1. : 2. Montrer que B’ posséde un élément neutre pour x.

b. Justifier que x est une loi de composition interne Donner sa valeur.

assaciative sur 1, 3. Tout élément de F" posséde-t-il un inverse pour x ?

2.a. Montrer que U posséde un élément neutre pour x, 4. Que peut-on déduire des questions précédentes ?
b. Soit z € U. Montrer que %EU. e
oy , . * | Lles couples suivants sont-ils des groupes 7
3. Conclure quant a l'objectif de l'exercice. 8| P group
L (M, +) 2.(C,x) 3.(Z7, %)

I8 Notion de sous-groupe
| Définitions |

Soit (G, +) un groupe. On dit que (I, «) est un sous-groupe de (G, +) lorsque :
1. Hest inclus dans G ; 2.'élément neutre de (G, +) appartient a H;
3.pourtousxetydeH,x+yeH; 4. pour tout x de H, l'inverse de x pour « appartient a H.

e

l _'L'_i',' 1. Montrer que ({=1; 1}, x) est un sous-groupe

L

de (RB", x).

2.({-1; 1}, +) est-il un sous-groupe de (Z , +) ?

11l Pour ne M, on note nZ = {nk , k € Z}.
Montrer que (nZ , +) est un sous-groupe de (Z , +),

[u;ﬂ Soit (G, «) un groupe dont on note ¢ l'élément
neutre.
Montrer que ({c}, +) est un sous-groupe de (G, »).

3.(I1, +) est-il un sous-groupe de (Z, +) ?

4. ()", x) est-il un sous-groupe de (B, x) ?
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I VERS LE SUPERIEUR

"D Similitudes

Dans toute cette partie, on considére un repére orthonormé direct (O ; %, v ).

1. 0n appelle transformation du plan toute fonction qui, & tout point M du plan, associe un unique point
M’ du plan, et telle que tout point du plan posséde un, et un seul, antécédent par cette fonction.

2.Soit ¢ un vecteur. La translation de vecteur f est la transformation du plan qui, a tout point M, associe

le point M’ tel que MM =T.

3.Soient Q un point du plan et k un réel non nul. 'homothétie de centre O et de rapport k est une
transformation du plan qui, a tout point M du plan, associe le point M’ tel que QM’ = kQM.

&, Soient © un point du plan et # un réel. La rotation de centre Q et d'angle # est une transformation du
plan qui, & tout point M du plan, associe le point M tel que QM = QM et (QM ; OM’ )= 8+ kx 27, ke Z.

5. Une fonction f: C — C est une similitude directe lorsqu'il existe deux nombres complexes a # 0 et b

tels que, pourtout ze C, flz)=az+b.

— ———

EXEMPLE

Soit f la fonction définie, pour tout z€ C, par f{z)=(3+i)z+2+i. f est une similitude directe.
Cette application n'a qu'un point fixe, c'est-a-dire un complexe vérifiant f(z,) = z, (avec z, = —1).

[ E On considére une similitude directe qui trans-
forme le point A d'affixe 4 en le point A’ d'affixe 1-6i
et le point B d'affixe 2 + 4i en le point B' d'affixe 7 - 3i.

1. Justifier que, pour tout point M d'affixe z, 'image M’
par cette similitude directe est z =az+b, alia et b
sont deux nombres a déterminer,

2.A-t-on AA'= BB ?
3, Cette transformation du plan est-elle une
translation ? Une rotation ? Une homothétie ? Justifier.

T'_..T Dans cet exercice, M désigne un paoint du plan
d'affixe z € C. Le point M d'affixe 2’ € T est l'image du

point M par une transformation du plan.

1. On suppose que la transformation du plan est une
translation de vecteur ¢ d'affixe b.
Montrer que z' =z+b.

2.0n suppose que la transformation du plan est une
homothétie de centre Q, d'affixe w, et de rapport k.
Montrerque 2’ = w+ ki{z—w).

3.0n suppose que la transformation du plan est une
rotation de centre Q, d'affixe w, et d’angle 4.
Montrer que z’ = w+e'"(z—w).

4. Justifier que les transformations précédentes sont
toutes des similitudes directes.

R N NN

[-T;“ D'aprés bac S, Antilles - Guyane, juin 2012

Soit la transformation f qui, a tout point M d'affixe z,

associe le point M’ d'affixe z' tel que:
z'=%(1—ilz+4—2i.

1. Montrer que cette transformation admet un unique

point fixe Q d'affixe w = -2 -2i.

2. Montrer qu'il existe a  C tel que, pour tout z = C,

onaz—w=alz-w). On précisera la valeur de a.

3. Déterminer une forme exponentielle de a.

4. En déduire que f est la composée d’une rotation

et d’'une homothétie. On précisera ses éléments
caractéeristiques.

" D'aprés bac S, La Réunion, juin 2011
Soit la transformation f qui, & tout point M d'affixe z,
associe le point M' d'affixe z' tel que z’ = gt ~1+i)z.

Montrer que f est une rotation dont on précisera ses
eléments caractéristiques.

{7/ On dit qu'une transformation du plan S conserve
les longueurs lorsque, pour tous points A et B du plan,
si A’ et B’ désignent les images respectives de A et B
par f,ona AA’ = BB,

Montrer qu'une similitude directe conserve les longueurs.
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Probléme de concours
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VERS LESUPERIEUR‘

D'aprés ENSTIM MPSI, 2004
On désigne par E l'ensemble des matrices carrées
d'ordre 2 de la forme (: B) oll a, b et c sont des
nombres réels.
1. Démontrer que E, muni de l'addition des matrices, est
un groupe commutatif,
2.a.Si A et B sont deux éléments de E, AB
appartient-ila E ?
b.Si A et B sont deux éléments de E, a-t-on AB = BA ?
c. Tout élément non nul de E est-il inversible pour le
produit ?

3.0n désigne par G l'ensemble des matrices de E telles
quea>0etb>0.
Démontrer que G est un groupe multiplicatif.

|| D'aprés concours des écoles des mines, 2006

Soit f la fonction qui & un complexe z associe, lorsque
2

' * _ _Z

c'est passible, flz)= 5

1. Déterminer le domaine de définition ) de f.

2. a. Déterminer les racines carrées complexes de 8 — 6i.

b. En déduire tous les antécédents de 1+1 par f.

3. Soit h un nombre complexe. Discuter, suivant les
valeurs de h, le nombre d'antécédents de h par f.

4, 0n désigne par f{D) 'ensemble des éléments de z
de C tel qu'il existe z = D vérihant 2’ = f(z).

Si fl)=C,onditque f estsurjective.

a. Déterminer 'ensemble f1D).

b. La fonction f est-elle surjective ?

5.0n dit que f est injective lorsque, pour tous nombres
zetz de D, si flz)=flz")alors z= 2"

La fonction f est-elle injective ?

Soit g la fonction définie sur 23 a valeurs dans C et telle

2
Z 3
-+ 73,
z—2 ' %

que, pourtout ze D, glz)=|z—2i|*

B e e e e s mEE R RS SRR RS RS EE S E SRR SRR WSS E RS S S S S S S S E R SRS E S S SRS E N R R RS SRR RS EE S SRR R R RS R E RS E OSSR RS WS EEEEEEEEEEEE

6.50it z=x+iy un nombre complexe appartenant @ .

a. Montrer que la partie réelle de g(z) est
2! — 2y ? = dxy.

b. Déterminer la partie imaginaire de z.

11/ D'aprés ENAC, 2016
Cet exercice est un questionnaire a choix multiple.

Soit 8 e |- ; x[. On considére le nombre complexe
z="1+cos(8)+isin(8).

1. Le module de z vaut:

a.|z|=+y2+2cosd.

c.|z|=2cos(%],

b.|z|=2.
d.|z|=/2+ cos(%).
2. Un argument de z vérifie :

a

a.fr=-2-+2k;r,kEZ. h.a=-‘g-+k:r,kEE.

C. lanﬂ'=tan(-'g—). d. tﬂna=tan(%)+kn,kez.

3.0n obtient alors :

a. z=2cos(%)e’§. b.z= 2]005{%}|e_i%.

[ z=2|cus(-g-)[(cos‘-g-‘ +isin|%|).
d. z=2cosl(%}(1+itan{%}).

-1 D'aprés ENAC, 2018

Soit a un paramétre réel. On considére l'équation :
21+i)22+2(a+i)z+ia{1—1)=0.

Déterminer les solutions de cette équation.

Soient @, b et ¢ trois nombres complexes avec a # 0.

On admet que 'équation du second degré a coefficients
complexes az’+ bz + ¢ = 0 se résout de la méme maniére
gue les équations a coefficients réels:

» oncalcule A =b?—4ac;

« ondétermine d € Ctelque A = &%,

+ on en déduit les solutions données par z, = _1:2; 9 et
= -b+48
2 2a

;o
i =

Les ensembles de nomhres
usuels: I'T, Z, [0, () et E.

Propriétés sur les nombres réels.

Les nombres complexes C.

Utilisation des nombres
complexes en géométrie plane.

Resolution d'équations
polynomiales.

ftude des similitudes directes.
Etude des structures algébriques
particulieres : les groupes, les
anneaux, les corps, les algébres,
les espaces vectoriels.
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111 Lascience des nombres

Histoire des mathematiques

Larithmétique désigne de facon

générale la science des nombres.

Plus spécifiquement, depuis l'Antiquite,
beaucoup de résultats de l'arithmétique
sont liés a ['étude des nombres entiers :
des caractéristiques de certains d'entre
eux aux relations des uns avec les autres,
comme les nombres premiers, pairs,
impairs, amis, parfaits, etc. On peut

citer aussi les triplets pythagoriciens,

les nombres triangulaires, les nombres
polygonaux de Diophante, les nombres de
Mersenne, de Fermat, de Gauss, de Sophie
Germain, ceux de Carmichael et bien
d'autres encore.

Bien que souvent considérée comme trés
théorique, l'arithmétique a cependant
permis de mieux comprendre l'infini et
les différents ensembles de nombres.
Elle trouve de nos jours de nombreuses
applications notamment en informatique
(systémes de cryptographie ou codes
correcteurs d'erreur).

-5un ﬂ 500 SUD

" EEEI:IT T

mmzmnums GRECII!I.I!S n Eﬁ D MONDE ARABE 'RENAISSANCETTALIENNE

Pythagore (-580 ; -495)
Euclide (environ -300)

St 7/:4/9_ of i .;,/ Y
. at-ﬁ--ll./{ fvizs b memtrs m!l‘lﬂh’fcﬂ‘u“:‘h‘.
? J.-a.o{.(,_; rﬁfz_ﬂgq-—. u-}u.t..-._.
-Pll'“lnh-f
t z""—ﬁ‘f‘ o

o
1)
l

ﬁ"‘?“"‘ S —— -M'-v';--’

wiad gt

Jlfful rerad fa :::-)
L 3
{ re3 i::::::... LA *‘ﬁ?
geieipigl g

q—’

A -q-?-"-:'f":"ﬁ”
,..,.@-*zrf

""""'"ff‘*r,n-—c """‘fpﬂ-"’,‘hw o fomat,

M.ﬂ:"m suder .u-:.-
,uﬂ-p -l(-ll'a_;ﬁn{} "-"—‘r--"" M2
tﬂwrs&rm -.-J-J-‘r ﬁ ”ﬁt}z-a

- ﬂﬂ-%iﬁ"ﬁ > § S J«A;ﬂ-«r—
.Jj’..],& -.l.”-twpfl:é' It - -"*f:m. 4

[ .&.

et
R i Pk gl
-&ruér...zq.d n@{{w _gﬁ

Certaines conjectures compréhensibles de tous restent encore
de nos jours non démontrées, comme la conjecture de Christian
Goldbach (1742) qui écrit que « tout nombre entier pair supérieur
d 3 peut s'écrire comme la somme de deux nombres premiers ».
(Ci-dessus: lettre de Goldbach exposant sa conjecture a Euler.)
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Claude-Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638)
Marin Mersenne (1588-1648)

Nicomaque de Gérase (I et 11" siécle) Pierre de Fermat [1607-1665)
Theon de Smyrme {I” et 11" slécla)

Diophante (11" sigcle)

Retrouver cette frise au format

interactif sur
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11 Le grand théoréme de Fermat

La compréhension des problémes arithmétiques est souvent trés aisée, mais leur
résolution peut générer des recherches et des raisonnements particuliérement délicats.
En lisant une édition de son époque des Arithmétiques de Diophante, Fermat (1607-1665)
rédige 'énoncé d'un résultat que l'on appellera le grand théoréme de Fermat : « Pour
tout entier naturel n supérieur ou égal a 3, il n'existe pas de nombres entiers strictement
positifs x, y et z tels que x"+y" = z" ». Il ajoute dans la marge : « J'en ai découvert
Fermat une démonstration véritablement merveilleuse que cette marge est trop étroite

pour contenir ». Nous n'avons aujourd'hui encore pas retrouvé la trace d'une telle
démonstration. Beaucoup de mathématiciens a travers Uhistoire se sont attachés a
essayer de démontrer ce qui n'était alors qu'une conjecture. Ce n'est qu'en 1993 (puis en
1994) que le mathématicien Andrew Wiles présente ses travaux et précise que le grand
théoréme de Fermat est un corollaire de ses résultats. Il aura donc fallu plus de 300 ans
pour parvenir a une démonstration du résultat et faire appel & de nombreuses branches
des mathématiques qui n'existaient pas au XVII= siécle. Une démonstration reposant sur
les outils dont disposait Fermat est toujours a I'étude aujourd’hui.

§ .,/
Andrew Wiles

111 Sophie Germain

Mathématicienne et philosophe, Sophie Germain (1776-1831) s'est
passionnée pour les mathématiques a 'dge de treize ans en

lisant les ceuvres d’Archiméde. Afin de s'intégrer dans un milieu
exclusivement masculin, elle choisit le pseudonyme d‘Antoine
Auguste Le Blanc pour correspondre avec Lagrange et Gauss et
apporte des avancées notables sur la démonstration du théoréme
de Fermat et sur la théorie des nombres.

A la fin de sa vie, elle travaille sur les mathématiques des surfaces
et, en 1816, elle devient la premiére femme a recevoir le prix de
'Académie des Sciences et & pouvoir assister a ses seances de
travail.

1800 1900 2000

L'AGE D'OR DE U'ANALYSE L'ESSOR DES MATHEMATIQUES LE BOOM DE LA COMMUNAUTE MATHEMATIQUE

e Christian Goldbach (1690-1764) r | '
“Léonhard Euler (1707-1783) emm———=Andrew Wiles (1953-)
e Etienne Bézout (1730-1783)
&= Joseph-Louis Lagrange(1736-1513)
Sophie Germain (1776:1831)
e Carl Friedrich Gauss (17771855)—
Jacques Charles Frangois Sturm {(1803-1855)
Johann PeterGustav tejeune Dirichlet (1805-1859)
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' ACTIVITES - isToiRe bes MATHEMATIQUES
I Diophante, le pére de 'inconnue

Diophante est un mathématicien de U'Antiquité ayant certainement vécu au Il1* siécle aprés J.-C. Il a surtout
travaillé en arithmétique dans la résolution des équations. Son ceuvre majeure, les Arithmétiques, ne nous est
parvenue qu'a travers des copies et interprétations successives,

Durant U'Antiquité, ['écriture symbolique n'existait pas et la résolution des équations devait s'appuyer sur des
résultats provenant de la géométrie. Voici quelques problémes étudiés par Diophante.

Dans les questions qui vant suivre, nous avons besoin de connaitre une identité remarquable démeontrée par
Euclide dans Les Eléments a partir du gnomon (une figure qui interpréte des produits en termes d'aire),

b

() Le gnomon ci-contre permet d'obtenir lidentité remarquable bien connue &
(a+b) =a’+2ab+b*. Compléter ce gnomon et expliquer en quoi il constitue un
démonstration visuelle de cette identité remarquable.

« !

1 - 2
Avec une méthode similaire, Diophante a montré que ( ”42_ b } =(“—2£) +ab.

\f:’ Livre | probléme 27 des Arithmétiques : Trouver deux nombres dont la somme est 20 et le produit est 96.
Avec nos connaissances actuelles concernant les équations du second degré, ce probléme se résout
facilement. Mais Diophante ne connaissait pas ce formalisme et procéda donc différemment. Afin de ne pas
avoir deux valeurs a chercher a ce probléme, il propose de les écrire a partir d'une inconnue qu'il nomme

« nombre non dit » en grec ancien. Il la défnit comme étant la moitié de leur différence.

En se servant de la deuxiéme identité donnée a la question 1, il indique ensuite que le carré de leur
demi-somme doit &tre égal 3 100 (car [%Q)z =100), donc que le carré de l'inconnue augmenté du produit des
deux nombres cherchés vaut 100. Ainsi, 96 augmenté du carré de 'inconnue vaut 100. Le carré de l'inconnue
vaut donc &, donc cette inconnue vaut 2. Il en résulte que la plus grande des solutions vaut 10+ 2 soit 12

et que l'autre vaut 10 —2 soit 8. Il précise enfin que sa méthode fonctionne, a condition que le carré de la
demi-somme & trouver soit plus grand que leur produit.

a) Soient a et b les deux nombres a trouver, S leur somme et P leur produit. Avec nos notations actuelles,
montrer que a = % +xeth= -g- —x, ol x correspond a l'inconnue {la moitié de la différence entre a et b).

b) Résoudre le probléme en utilisant la deuxiéme identité de la question €} et donner alors les solutions
proposées par Diophante en fonction de § et I,

¢) En utilisant le principe de Diophante, sans les formules trouvées a la question €3 b), déterminer deux
nombres dont la somme vaut 40 et le produit 364.

(=} Livre n probléme 8 : Partager 16 en deux carrés.

On cherche ici deux nombres dont la somme de leur carré vaut 16. Soit l'inconnue I'une de ces valeurs.
Diophante propose d'écrire la deuxiéme valeur sous la foerme m fois l'inconnue (ol m est un nombre
strictement positif, de préférence entier) moins 4 (car 4 = y/16). En prenant m = 2, il obtient alors une équation

du premier degré qu'il sait résoudre et dont la solution est 156— De 14, il trouve que l'autre valeur recherchée

est donc —%
a) En appliquant la méthode de Diophante, retrouver que % et % sont bien solutions du probléme,

autrement dit que (Jgﬁ-)z + (!é)l = 16.

b) On note a, b et ¢ trois nombres qui vérifient a®+ b% = ¢, On suppose que a est 'inconnue.

En utilisant nos notations actuelles et en suivant la méthode de Diophante, montrer que a = %,
puis déterminer b en fonction de m et c.
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D Les nombres de Mersenne

Marin Mersenne (1588-1648) est un religieux a la culture encyclopédique qui s'intéresse particuliérement aux
sciences. En 1644, il publie ses Cogitata Physico-Mathematica et, dans le paragraphe XIX de l'introduction,
évoque les nombres parfaits et fait allusion a des nombres qui s'écrivent sous la forme 2" —1. Ce paragraphe a
inspire de nombreux problémes mathematiques abordés notamment par Euler, Legendre et Gauss.

En voici une traduction en frangais.

A ce point, il sera utile de noter que les 28 nombres présentés par Petrus
Bungus comme parfaits dans le chapitre XXVII| de san livre sur les nambres, ne
sont pas tous parfaits. En effet, 20 sont imparfaits, de sorte qu'il n'y en a que

8 parfaits, a savoir 6, 28, 496, 8128, 3355033614, 8589869056, 137438691328 et
2305843008139952128. (...)

De plus, les nombres parfaits sont si rares que jusqu'a présent, seuls onze ont
pu étre trouvés, c'est-a-dire trois de plus que ceux de Bungus; caril n'y a pas
d'autres nombres parfaits en dehors de ces huit, a moins de dépasser |'ex-
posant 62, en 1+2+ 22+ _.. Le neuviéme nombre parfait est la puissance de
I'exposant 68 moins 1; le dixieme, la puisssance de l'exposant 128 moins 1; le
onziéme, enfin, la puissance 258 moins 1, c'est-a-dire la puissance 257, diminuée
de l'unité, multipliés par la puissance 256.

Marin Mersenne (1588-1648) Extrait du paragraphe XIX de Cogitata Physico-Mathematica de Marin Mersenne.

' a) Un nombre parfait est un nombre égal a la somme de ses diviseurs positifs stricts.
Vérifier que 6 et 28 sont bien des nombres parfaits.
b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, 1+2+2%+...+2" '=2"-1.

¢) Pour aborder les nombres parfaits, on utilisera la propriété suivante.
« Pour tous entiers a et n supérieurs ou égaux a 2, a" —1est divisible par a—1.»

Démontrer ce théoréme en déterminant la valeur de lasomme 1+ a+a*+---+a""",

("2 a) En utilisant la propriété précédente, montrer que m
si n n'est pas un nombre premier, alors 2" —1n’est pas , ,
. "1 a) On pourra noter k et it les entiers
un nombre premier. =S .
tels que n = km, puis utiliser le fait que
b) Pourtoutn>2,onpose M =2"-1, 2M—1=(25)"-1.

Etudier la primalité des nombres M,, M_, -, M ..

c) A ce stade, on pourrait conjecturer que si n est premier, alors M, est aussi premier.
Montrer que M n'est pas premier, bien que 11 le soit.

Remarques:
* Le deuxiéme paragraphe de Mersenne est surprenant : en effet, il indique qu'il faut aller au-dela de la puissance 62 pour

trouver des nombres parfaits. O, justement, M, est un nombre premier, et 2601\151 est un nombre parfait (valeur trouvée
en 1883 par Pervouchine).

* Mersenne parle également des puissances 68 et 258 comme des nombres parfaits. Or les nombresM et M__, ne sont pas
premiers.

* Le 20 décembre 2018, Patrick Larache trouve le plus grand des nombres premiers connus a ce jour :2 5258993 —q,
Il s'écrit avec 24 862 048 chiffres. C'est un nombre de Mersenne.
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de commencer

1] Travailler avec la parité des nombres
1. Démontrer que la somme de deux nombres
pairs est un nombre pair.

2. Démontrer que le produit de deux nombres
impairs est un nombre impair.

3. Reproduire et compléter les tableaux suivants.

B Rédiger une démonstration

1. Montrer que 7 et 11 sont la différence de deux
carrés.

2. Démontrer que tout entier naturel impair
peut s'écrire comme la différence de deux carrés
successifs.

ﬂ Comprendre une fonction Python

Soit la fonction inconnue écrite en Python.

1 def inconnue(a, b):
2| r = False

3| if a/b == a//b:
4| | r=True

5| return r

Que permet de déterminer cette fonction ?

“ Dénombrer les diviseurs

Justifier que 2020 est divisible par 5 et par 10.
Est-il divisible par3 ?

B Diviseurs communs

Lors d'un tournoi de jeu de société, on compte
60 hommes et 40 femmes inscrits.

Les organisateurs veulent créer des équipes
mixtes contenant toutes le méme nombre x
d’hommes et y de femmes.

Comment les équipes peuvent-elles étre
constituées sachant qu'une équipe doit
comprendre au moins quatre personnes et

au plus dix personnes ?

1 (este/mxepso )

T Prérequis

1. Utiliser la parité d'un nombre,

2. Connaitre les principaux critéres de divisibilité.

3. Utiliser la notion de diviseur.

4. Savolr raisonner par récurrence.

5. Savoir écrire un algorithme et utiliser le langage Python.

n Adapter une démarche de recherche

2020 peut-il s'exprimer comme la somme de
quatre entiers consécutifs ?

n Travailler avec la récurrence

Soit (U ) la suite définie, pour tout n € IY, par
U .,=2"""+U_ etde premier terme U =2.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, U _ est pair.

[ Probléme

1. 50it n un entier naturel.
Démontrer que n et n? ont la méme parité.

2. Supposons que 2 est un nombre rationnel.

Il existe alors deux entiers a et b, avec b non nul,
tels que y2 = %.

Quitte a la simplifier, on suppose que -g- est une
fraction irréductible.

a. Démontrer que a’ est pair, puis en déduire la
parité de a.

b. Démontrer alors que b est pair.

c. Déduire une contradiction des questions
précédentes. Que peut-on en conclure ?

Carl Friedrich Gauss

(1777-1855) est un

céléebre mathématicien

et physicien originaire

de la principauté

du Brunswick. D'une

famille pauvre, son

instituteur ).G. Biittner

et son assistant Martin Bartels lui ont permis
de développer ses talents mathématiques
précoces. Il publie ses premiers résultats dés
19 ans et a 24 ans, il introduit les congruences
étudiées dans ce chapitre dans ses Discus-
sions arithmétiques, qui deviendra trés vite
une référence en arithmétique.
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v Larithmétique est une branche des mathématiques
qui étudie les propriétes des entiers.
Euclide, Diophante, Fermat, Gauss et, plus
récemment, Andrew Wiles ont contribué aux
avancées dans ce domaine.

‘.'-._‘_;‘;j = > e !
(apacités attendues - chapitre3 - 2l = L % o

-]'

1. Déterminer les diviseurs d'un entier. y Larithmétique est aujourd hui au centre des pro-
2. Montrer qu'un entier a est divisible par un entier b, blemes lids & I?Hﬁqu&f (maﬂage, f’?ﬂfﬂgm'ﬁf?ff)-
3. Déterminer le quotient et le reste dans la division euclidienne. Les bases delbr‘ft&uiﬁguemnh’cs apéwﬁam

4. Determiner des restes a l'aide de congruences.
| 5. Résoudre des équations avec des congruences.

enseignées a lécole primaire. Dans ce chapitre, nous
allons gravir une nouvelle marche en étudiant les
notions de divisibilité dans Z et de congruence.

- i
4 Ik . e — - kO il e
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'ACTIVITES

F Multiples et diviseurs

ﬂbjecﬁf Revoir la notion de multiples et de diviseurs,

o Eline et Lucie montent un escalier comportant moins de 40 marches.
Eline les monte trois par trois et il lui reste une marche a gravir.

Lucie les monte deux par deux et il lui reste également une marche a gravir.
Combien cet escalier peut-il comporter de marches ?

9 Compléter la fonction Python ci-contre afin
qu’elle donne les listes de tous les multiples
positifs inférieurs ou égaux a d de deux
nombres entiers naturels a et b, les valeurs de
a, b et d etant saisies par l'utilisateur.

En utilisant la fonction mult, retrouver les
résultats de la premiére question.

90n suppose dans la suite que l'escalier
posséde 37 marches.

a) Donner la liste des diviseurs positifs
de 36.

1 from math import®*
2 def multfa, b, d):

3
4

5
6
7
8
9
e
1

¢l = floor(...)

c2 = floor(...)

11 = []

12 =[]

for i in range(1l, cl + 1):
| 11.append(...)

for i in range(l, c2 + 1):
| 12.append(...)
return{11l, 12)

b) Louis se trouve déja sur la premiére marche de l'escalier.

€ La fonction floor
donne |a partie
entiére d'un nombre,
La fonction append
permet d'ajouter un
élément a la fin d'une
liste.

De « combien de fagons » (une par une, deux par deux, etc.) peut-il monter les marches de l'escalier pour arriver

pile en haut, sachant qu'il ne peut pas monter les marches plus de quatre par quatre ?

o Si a et b sont deux entiers, on dit que b est un multiple de a lorsqu'il existe un entier & tel que b = ka.

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que a divise h et on note a | b.

Compléter les propositions suivantes.
a) 25|125 signifie que 25 est un ... de 125.
b) 26|312 signifie que 312 est un ... de 26.

¢) Comment peut-on noter que 75 est divisible par 5 ?

m Pour deux entiers naturels a et b, dans quel cas peut-on dire que a divise b ?

=) Alabonne heure!

Dh]ettif Revolr la division euclidienne dans I et introduire cette division dans Z.

On observe les grandes aiguilles de deux horloges : la premiére horloge H,
avance chaque heure de 1 minute, alors que la seconde H, retarde de
2 minutes chaque heure. Les deux horloges sont simultanément réglées a

midi pile.

Oa) Lorsque la grande aiguille de H, a fait un tour complet, combien de

minutes se sont en réalité écoulées 7

b) Lorsque la grande aiguille de I, a fait un tour complet, combien de

minutes se sont en réalité écoulées ?

92 B [ LLS.fr/MXPP92
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ACTIVITES

che & savoir combien de
grandes aiguilles (on admet

ntsurle 7 alors que celle de H

tle nombre de tours
effectivement réalisé e méme

; estsurle 1, On cher

q effectué par chacune des
nombre de tours d’horloge).

a) Justifier que l'on Peut écrire n = 594 + 35,

minutes n se sont écoulaes depuis midi e
qu'elles ont

b) En déduire alors la valeur de q puis celle de n et interpreéter les résultats obtenus,

e[ En écrivant n = 594 + 35, on dit que I'on a effectyé la division euclidienne de n Par 59, ou q est le quotient et
35 le reste,

a) Sia et b sont deux entiers naturel

s avec b non nul, rappeler la défin
dans [,

ition de la division euclidienne de a parb

b) Ecrire la division euclidienne de 142 par 23.

Q Sachant que le reste r doit vérifier 0 < r < 23, écrire alors la division euclidienne de =142 par 23 dans Z.

m En s'appuyant sur la définition de la division euclidienne dans N, donner la
définition de la division euclidienne d'un élément de Z par un élément de N~

<) Lamagique « preuve par 9 »

ﬂbje[‘tif Introduire |a notion de congruence.

Charlie a écrit 28 x 13 = 341 mais son grand-pére, sans effectuer le calcul, lui affirme que son résultat est faux.

o a) Ecrire les divisions euclidiennes de 28 par 9 et de 13 par 9.
b) En déduire le reste de la division de 28 x 13 par 9.

c) Déterminer le reste de la division euclidienne de 341 par 9, puis justifier la réponse du grand pére de Charlie.

e a) Justifier que les nombres 457 et 16 ont le méme reste dans la division euclidienne par 9.
On dira alors que 457 est congru & 16 modulo 9 et on écrira 457
b) Justifier que 128 = 2[9] (128 est congru & 2 modulo 9).

c) Indiquer, en justifiant, si les propositions suivantes sont vraies ou fausses :
123 =1019];2365 =7(9]; 1234 = 19[9] et 289 = 11[9].

=16[9] ou 457 = 7[9] ou bien encore 16=7[9].

e Soient x, y, a et b quatre entiers naturels tels que x = al9]ety=b[9). m

a) Démontrer que x+y =a+b[9]. © 2) x=a[9]si, et seulement si, il
b) Démontrer que xxy=axb([9). existe k € Z tel que x = 9k +a.

@ 2) un éléve écrit que 2635 +1271 = 3805,

La preuve par 9 remet-elle en cause ce résultat ? Rappel: Exemple de « preuve par 9 »:

b) Un éléve écrit que 457 x 128 = 58 396. 41x12 = ‘;9-?11-'3::&:28:1'32 l: .

La preuve par 9 remet-elle en cause ce résultat ? ?’i“;iP;’LE-pmduide; hiffres i
e D'apres la calculatrice, 1235 % 151 = 186 485. oble'nus vaut 5);1:15;;1145-:1: 6
En se trompant dans la multiplication, un éléve obtient 184 685. :t;dsait: part, & -

a) Que donne la « preuve par9» ?

b) Que peut-on en conclure 7
Si a, b et n sont trois entiers naturels avec n # 0, définir a= b [n]
puis lister les opérations compatibles avec cette relation.
Chapitre 3, Divisibilité dans Z | o
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B cours

D) Relation de divisibilité dans Z

Diviseurs et multiples
|_Définition |

Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise & lorsqu'il existe un entier
relatif k tel que b = ka. On dit que a est un diviseur de b. On note a|b.

EXEMPLE

—124 =—31x4.0nadonc —31| 124 et 4| 124,

Soit n un entier relatif non nul.
Tout diviseur de n est compris entre —|n| et|n|.
Tout entier relatif non nul n a donc un nombre fini de diviseurs.

Soient a et b deux entiers relatifs. On a les équivalences suivantes :
ﬂlb u(-ﬂ']l b es ﬂ](—b)u (—ﬂ)l(—b)

[06MONSTRATION] Voir exercice [5 p. 106.

'r Application et metnone

Déterminer les entiers naturels a et b vérifiant a®*— b = 35.

Remarque : On dit
aussi que b est un
multiple de a et que
b est divisible par a.

Remarque : Pour tout
entiera,1xa=a
donc 1 divise a1 et @
divise a.
Deplus,0xa=0
donc tout entier
divise 0.

Lensemble des
diviseurs de 0 est Z.

Remarque: a et
— ont les mémes
diviseurs.

Remarque : Soit & un
entier non nul.
Sia|b,alors
lal<|bl.

........................

Soient a et b deux entiers naturels.

al-b'=35<(a—b)la+h)=35 Méthode

= On factorise pour obtenir un produit
d'entlers. On obtient une équation du type

a et b étant deux entiers naturels,ona a+bh > 0 et a— b doit donc
également étre positif car 35 est positif.

Ax B =350l A et B sont donc des

De plus, a—b et @+ b sont des diviseurs positifs de 35 avec
a—b < a+b. Les diviseurs positifs de 35 sont 1, 5, 7 et 35.

- . 1 p7_ac . a-b=1 |ﬂ_b=5
a et b vérifientdonc a* - b* =35 {ﬂ +b=135 a+b=7"
a=18 a=6

bti .
Ono trenl{b:w ou b=1

diviseurs positifs de 35.

+ On recherche les conditions que U'on asura
et b sachant qu'il s'agit d'entiers naturels :
dans cet exemple a > b.

= Aprés avoir déterming les diviseurs de 35,

on écrit les systémes vérifiés para et b,

Réciproquement, les couples (18 ; 17) et (6 ; 1) vérifient l'equation.
Ainsi, les couples d'entiers (a ; b) solutions de l'équation a?—bh? =35

La résolution de ces systémes nous donne
les solutions cherchees.

sont exactement (18;17)et(6;1).

L-_T, T S'entrainer : exercices 29 p. 104 et 58 p. 106 |
_— A - e - - —

9 B | LLS.fr/MXPP94
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COURS

I\ Propriétés de a divisibilité
Remarque : Une

telle propriété est
appelée propriété de
transitivité,

Soient a, b et c trois entiers relatifs. Si a|b et b|c, alors alc.

| DEMONSTRATION
a| b signifie qu'il existe un entier k € Z tel que b = ka.
b|c signifie qu'il existe un entier K’ € Z tel que c= k'b.

On a alors ¢ = k'b = k'(ka ) = k'ka. Or kk' est un entier relatif donc a|ec.

S

EXEMPLE

On a 19|38 et 38| 114 donc 19|114.

Vocabulaire:si a|b

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs. etac, onditque a

« Si a|b et a|c alors, quels que soient les entiers m et n, on a a|(mb+ne). du:lse to'utpe fombl‘
naison linéaire de b

et e, soit tout entier
de la forme mb + ne
{old m et i sont des

E[Mﬂﬂsrﬂﬂnﬂﬂ— entiers relatifs).

« En particulier, si a|b, alors a|(a+b) et al(a—b).

= a| b signifie qu'il existe un entier k € Z tel que b = ka.
a|c signifie qu'il existe un entier k' € Z tel que c = k'a.

Ainsi, mb +nc = mka+nk'a = a(mk+nk’). Or mk+ nk’ est un entier relatif donc
a|(mb+nc).

*0Ona a|b et ala donc la propriété précédente donne al(a+b) et a|(a—b).

Application et methode

Déterminer tous les entiers n tels que (2r +7)|(n—3).

(2n+7)|(n—3)et(2n+7)|(2n+7). On a donc

(2n+7)|[(2n+7)—2(n—13)], d'ol (2n+7}|13. Méthode
Les diviseurs de 13 sont =13, =1. 1 et 13 donc + On recherche une combinaison lingaire de
MAT=—en=—b4:In+7=—-13 cn=—10: {n—3)etde (2n+7) de maniére a éliminer

lentier inconnu n. On prend par exemple
M2n+7)—2(n—3)=13,

* On obtient alors que ( 2n +7 ) divise I'entier 13 qul

n+7T=1e=n=-3;2n+7=1B<n=3.

Les solutions possibles sont -4, —10, -3 et 3,

Réciproquement, les entiers obtenus sont-ils solutions ? est indépendant de n.

Pourn=—4,ona2n+7=-1etn—3=-7,0r -1 |—? donc —4 + On raisonne alors par disjonction de cas en

est bien solution. On raisonne de méme pour les autres recherchant les diviseurs de 13.

valeurs. On en deduit que les solutions sont —4, —10, =3 et 3. + Les solutions possibles sont alors les résultats
trouvés. Il faut ensuite véerifier par le calcul que ces

P

rainer : exercices 30 et32 p. I_l;_] résultats correspondent bien a des entiers solutions.

Chapitre 3. Divisibilité dans Z | LLS.fr/MXPP95 | B o5
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Y cours

) Division euclidienne

Division euclidienne dans N

Soient a et b deux entiers naturels avec b # 0.

Alors il existe un unique couple d'entiers naturels (g ; r') satisfaisant les deux condi-
tions: a = bg+r et 0 <r < b. Cette relation est la division euclidienne de a par b.

q s'appelle le quotient de la division euclidienne de a par b.
r s'appelle le reste de la division euclidienne de a par b.

Soient a et b deux entiers naturels avec b non nul.
Existence
La partie entiére d'un réel x est l'entier relatif n tel que n < x <n+1.0n note

n = E(x). Posons alors g = E[%}. Ona 1!])- =0donc g= E(% ) = 0. Par définition,

q= -—g- <g-+1ouencore gh <a<biqg+1)puisque b est strictement positif.

Autrement dit,ona bg—bg<a—bg<bq+b—bgsoitenfin0<a-bg<b.

En posant r=a—bq, on a, d'une part, @ = bq + r et, d'autre part, 0 < r < b.Ona

donc bien prouvé l'existence d'un couple (g ; rr) vérifiant les conditions demandées.
+b

ab @ (g+1)b

L

0 b 2b
Unicité

Supposons qu'il existe deux couples d'entiers naturels (¢ ; r) et (g'; r') vérifiant les
a=gb+ravecOsr<b

a=qgb+ravec0<r <b

« gb+r=gb +r, cest-a-dire blg'—q) =r—r etdonc b|(r—r).
= 0<sr<bet puisque 0< " <b,ona-b<—-r <.

Ainsi, bl(r—r')avec—b<r—r'<bdoncr—r'=0etr=r.

On a alors q'—q =0 donc ¢’ = q. D'ol l'unicité.

deux conditions, c'est-a-dire Onaalors:

Remarque ! a s'ap-
pelle le dividende et
b le diviseur dans la
division euclidienne
de a par b.

[oimonstRaTIoN

Remarque : Soient

a et b deux entiers
naturels avec b # 0.
b|a si, et seulement
si, le reste de la
division euclidienne
de a par b estnul.

onnote E(x)la
partie entiére du
réel x.

Remarque: Si x = 0,
alors E(x) = 0.

Soit b un entier naturel tel que b > 2. Tout entier a s'écrit sous une, et une seule, des
formes bq, bq+1, bqg+2, ..., bg+(b—1), o0 q est un entier.

Soit @ un entier.

En effectuant la division euclidienne de a par b non nul, il existe deux entiers natu-
relsgetrtelsquea=hbg+ravec0<r<b.

Par unicité du quotient et du reste a = bgoua=bg+1oua=bg-+2oua=bhg+3...
oua=hgt(h—1)

[otmoNsTRATION ]

95 B | LLS.fr/MXPP96

Remarque : Ainsi,
dans la division par
2, leresteestOou .
Tout entier s'écrit
sous la forme 2k ou
2k +1.

On retrouve donc
qu'un entier est pair
ou impair,
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AbMICAuon et metnoae

COURS -

Soit n un entier naturel. Posons A =n(n—2)(n+2). Démontrer que A est un multiple de 3.

Soit n un entier naturel. On a trois cas possibles.

1+ cas: il existe k € 17 tel que n = 3k,

A =3k({3k—2)(3k+2) donc A est divisible par 3.

2*cas: il existe k€I tel que n=3k+1.
A=(3k+1)3k+1-2)3k+1+2)=(3k+1)3k—1){3k+3)
=3(3k+1)3k—=1)k+1) donc A est divisible par 3.
3*cas:ilexiste ke 7 tel que n =3k +2.

A=(3k+2)3k+2-2)(3k+2+2)=(3k+2 )3k N3k+4)
donc A est divisible par 3.

| Pour s'entrainer: exercices 38'et 39 p.105 |

...............................................

Méthode

D'aprés le résultat du cours sur la division euclidienne,
on sait que tout entier n s'écrit sous une des trois
formes suivantes :

n=3k;n=3k+loun=3k+2
Onralsonne par disjonction de cas en distinguant les
trois cas possibles et en démontrant le résultat dans
cthacun des cas.

I Division euclidienne d'un entier relatif par un entier naturel non nul

Théoréme : division euclidienne (admis)

Pour tout entier relatif a et tout entier naturel b non nul, il existe un unique couple

d'entiers (q;r)telquea=bg+ret0o<sr<b.
q est un entier relatif et r est un entier naturel.

FXEMPLE

Sachant que 524 =30 xX17+14, 0n a —524 = 30 X 17 —14.
Le reste ne peut pas étre négatif donc il ne peut pas valoir —14,
On écrit —524 = —30 x 17 — 17+ 17 — 14 soit —524 = —31 x 17+ 3.

Remarque: On
définit de méme la
division euclidienne
d’un entier relatif

a par un relatif non
nul b : il existe un
unigue couple d'en-
tiers{q ; r) tel
que a = bq +ret
o<r<|bl

Le reste de la division euclidienne de —524 par 17 est 3 et le quotient est —31.

- 4
LY 1] "L MELIIVUE

Dans la division euclidienne de —37 par l'entier naturel non nul b, le reste est 14.

Quelles sont les valeurs possibles du diviseur et du quotient ?

La division euclidienne de —37 par b donne —37 = gb+ 14 avec

14 < b soit gh = =51,

Les diviseurs de —51sont =51, =17, =3, -1, 1, 3, 17 et 51.
Orb>14,0naalors h=17ou b=51.

Pour b=17,0na 37=17x(-3)+14 etg=-3.
Pourb=5%,0na—-37=51x(-1)+1etqg=—1.

e e

| Pour s'entrainer : exercices 44 et 45 p. 105

-----------------------------------------------

Méthode

On écrit la division euclidienne de —37 par b :

—37 = gb+ 14, ce qui nous donne une équation du
ypegxb=n.

Pour déterminer les entiers solutions d'une telle équa-
tien, on recherche les diviseurs de 1.

De plus, la division euclidienne impose que 0 < r < b,
on en déduit les entiers solutions.

Chapitre 3. Divis|bilité dans Z | LLS.fr/MXPP37 | B 97
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B cours

<)) Congruences

I péfinition
| Définition |

Soient m un entier naturel non nul, et @ et b deux entiers relatifs.

On dit que a et b sont congrus modulo m lorsqu'ils ont le méme reste dans la divi-
sion euclidienne par m.

On dit aussi que a est congru a b modulo m.

EXEMPLE

15=2x7+1et21=2x10+1donc 15 = 21[2]).

Soient m un entier naturel non nul et a et b deux entiers relatifs.
a=b[m]si, et seulement si, m|(a—b).

E['M[IHSIRHTIUH Voir exercice [I—_ p. 109.

I Congruences et opérations

Soient a, b et c trois entiers relatifs et m un entier naturel non nul.
Sia=h[m]etb=c|m| alorsa=c[m].

[otmonsTRaTIoN

D'apres les hypothéses, a et b ont le meme reste dans la division euclidienne par
m, et b et ¢ ont le méme reste dans la division euclidienne par m, donc a et c ont le
meme reste dans la division euclidienne par m donc a = ¢[m|.

on note a = b[m];
a=h(m)ou
a=bmod m.

Remarque : En parti-
culier, sia = 0[m]),
alors m| a.

Remarque : on dit
que la relation de
congruence est
transitive,

EXEMPLE

251 = 8[3] et 8 = 2[3] donc 251 = 2[3].

Soient @, b, ¢ et d quatre entiers relatifs et m un entier naturel non nul.
1. Compatibilité avec I"addition

Sia=b[m|ete=d|m]| alorsa+c=b+d[m].

2. Compatibilité avec la multiplication
Sia=zb|m]ete=d|m),alarsaxec=bxd[m].

3. Compatibilité avec les puissances
Soit p un entier naturel non nul. Si a = b[m], alors a” = b”[m ).

EfMﬂHSIRMIﬂﬂ Voir exercice |-/ p. 109.

g8 @ | LLS.fr/MXPP98

Cas particuliers:
c=c|m]dene,
sia = b[m], alors
a+tc=b+c[m]et
axc=bxc[m]

Attention:llnya
pas de compatibilité
avec la division:

62 = 26 4 | mais
31et 13 ne sont pas
congrus modulo 4.
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COURS -

On dresse un tableau de congruence de n module 3.

B 0 ; p | 2 Méthode
' 1 . 2 | 3= On recherche les restes possibles de it dans
! [ _ la division par 3 {conséquence de la divisien
| =

1 | 3=0 e
! euclidienne).

OxX1X1=0/1X2x0=02x0%x2=0 On compléle le tableau de congruence pour obte-
| nir, dans la derniere ligne, les restes possibles de

la divisionde n{n—+1)(2n+1) par 3.

Ces restes étant toujours nuls, on en déduit

que, pour tout entiern, n{n+1){(2n+1) est

divisible par 3.

On remarque que, pour tout entier n, n{n+1)2n+1)=0[3],
c'est-a-dire que n{n+1)(2n+1) est divisible par 3.

| Pour s'entrainer : exercices 50 et 51,105

KA Inverse modulo 1

Soient a un entier relatif et m un entier naturel non nul.

On dit que a est inversible modulo m lorsqu’il existe un entier b tel que a xb =1[m].

EXEMPLE

8 est inversible modulo 3 car 8 x 2 =1[3]. 2 est donc un inverse de 8 modulo 2.

1 . i ) | gil ‘
anmication e metnoge - o

1. Démontrer que 3 est inversible modulo 5.
2. Montrer que 4 n'admet pas d'inverse modulo 6.

1. Soit b un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 5.

Tl o | , - ] Méthode
:l = 5 T - + : e 5 - fl 1. On r_etherche un entier b tel que
i 3b=1[5].
On adonc 3x2=1[5] donc 2 est un inverse de 3 modulo 5. Pour cela, on établit un tableau de
Cet inverse n'est d"ailleurs pas unique : tout entier s'écrivant 5k + 2, avec congruence modulo 5, en recherchant

les restes possibles de 3b modulo 5.
Dans le tableau, on recherche s'il existe
. un entier b telque 3b=1[5].

4 | 5 Dans ce cas, on observe que 'entier 2
4 | 2 est une solutian.

ke Z, est un inverse de 3 modulo 5.
2. Soit e un entier relatif. On établit un tableau de congruence modulo 6.

e | 1 | 2 1 3
ke 6 | & | 2 | w

2. On établit un tableau de cangruence
modulo 6. On observe gque 4c n'est
jamais congru a 1 modulo 6.

Il n'existe pas d'entier c tel que 4c =1[6]. Donc 4 n'admet pas d'inverse
modulo 6.

| Pour s‘entrainer ; exercices 52 et 53105 |
Chapitre 2. Divisibilité dans Z | LLS.fr/MXPP99 | B 99
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' LESSENTIEL

@ soient trois entiers a, b et c. On dit que a divise b lorsqu'il existe un entier relatif k tel que b = k x a.
on note a | b. De plus, si a | b et a | ¢, alors, pour tous entiers m et n, a | (inb + nc). Cela permet de :

r \
i FICHE DE REVISION

v déterminer les diviseurs d'un entier;
v montrer qu'un entier i est divisible par un entier a ;

v déterminer des solutions entiéres d'équations en se ramenant a une équation du type AxB=C ol les
diviseurs de C sont connus ;

v déterminer les diviseurs communs a deux entiers.

© soient deux entiers a et b avec b strictement positif. Effectuer la division euclidienne de a par b, c'est
déterminer l'unique couple d'entiers (q ; r) telque a=bq+r et 0 <r < b. Cela permet de :

v résoudre des problémes de codage (clé de controle).

€ sSoient deux entiers relatifs a et b, et 1 un entier naturel non nul. a et b sont congrus modulo m lorsqu'ils
ont le méme reste dans la division euclidienne par m.Onnote a=b[m].Deplus,a=b[m]e=m|(b-a).
Cela permet de:

v établir les propriétés sur les congruences (compatibilité avec l'addition et la multiplication) ;
v établir un test de divisibilité ;
v étudier des problémes de chiffrement;

v résoudre une équation du type ax = b[m].

CARTE MENTALE

DIVISIBILITE DANS Z,

b

Division euclidienne de a € Z par

bell*:a=bgq+r avecqeZ
etdo<sr<b

.

Sir=0,alors a est Si aeta’ ontle méme
divisible par b. On dit reste par la division
que b divise a et on euclidienne parm > 0
note b|a alorsa=a'[m]
o S
Sibjaetalc, Siblaeth|e, Sia=b[m]et Sia=b|m]et
alors b|e alors b|(ma+nc) c=d[m], alors c=d|[m)], alors
a+c=b+d|m] axc=bxd[m]

a=b[m] e m|{a-1b)

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur | lis.fr/MXPfiche3
100 B | LLS.fr/MXPP100
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@ Retrouvez plus de QCM pour réviser sur (lis.fr/MXPQcm3 | AUTO‘EVAI_UATION -

Soit n un entier. Si n — 4 divise 7n+2, alors: Dans la congruence modulo 5, 23512* est
congru a:

© n - 4 divise 28. © 30 divise n—4.

© n divise 34. € n -« divise 30. 0: O <} Os

Soient a et b deux entiers et m un entier natu-

L'égalité 1887 = 45 x 41+ 42 - ;
rel non nul. Si ab = 0[m], alors:

© est la division euclidienne de 1887 par 41.
) signifie que 1887 est divisible par 45.
@ signifie que 41 est le quotient dans la division

@ a=0[m]oub=0[m].

euclidienne de 1887 par 45. 2
) signifie que 45 est la partie entiére de 12157. © ab est divisible par m.

© c et b sont divisibles par m.
() au moins l'un des deux entiers est nul.

(20 pedlEe [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Dans l'affirmation « Pour tout entier naturel n, Soient a et b deux entiers relatifs et m un
n{4n?—1) est divisible par k », k peut prendre les entier naturel non nul. Si @ = b[m], alors:
valeurs:
O «*=b[m?)

©: (b K} (c ¥ (d B! O e*=b[m].

@ b-a est un multiple de m.

@ 'ensemble des solutions dans Z de ['équation a_ ﬁ[m]_

4y =3|7]est: 272

© (6). 72 — 387" est un multiple de 13 pour:
( les entiers x de la forme 6+ 3k, k € Z. © tous les entiers n.

© les entiers x de la forme 6+ 7k, k € Z. ( tous les entiers naturels n,

© les entiers x tels que x=-1[7]. © les entiers naturels pairs.

) les entiers naturels impairs supérieurs a 1.

1. a. Calculer, pour tout entier n compris entre 1 et 6, les restes de la division euclidienne de 3" par 7.

b. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3" =3"[7].

c. Calculer le reste dans la division euclidienne de 3*°7 par 7.

d. Soit n € I1. Calculer le reste de la division euclidienne de 3" par 7.

e. En déduire que, pour tout entier naturel n, 7 ne divise pas 3".

2.50it (u, ) la suite définie pour tout entier naturel n non nul par u, =1+3+3%+...+3""",

a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u_ =%(3"—1).

b. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 7 divise u .

3.0n consideére les suites (v, ) et (w ) définies, pour tout entier naturel n non nul, par v, =%(5" —1etw =v —u,.

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 4 divise w,.
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E% Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

{LLS.{r/ PythonXP

Numération : changement de base

Un systéme de numération est un procédé permettant d'écrire les entiers a 'aide d'un nombre fini de symboles.
Presque chaque civilisation a eu son systéme de numération. Ces derniers sont classés en trois groupes : les numéra -
tions additives (numération romaine par exemple), les numérations hybrides et les numérations de position (comme
les numérations babylonienne, chinoise, ou maya).

Le systéme que nous utilisons est basé sur la position des chiffres. En regroupant les unités par paquets de 10, on a
defini les dizaines puis, en regroupant a nouveau les dizaines en paquets de 10, on a défini les centaines, etc.

Ainsi, on écrit 2358 =2 x 107 +3x10%+5x 10"+ 8 x 10°, C'est le systéme décimal (ou systéme en base 10).

Il existe d'autres bases de numération. Parmi elles, on peut naoter le systéme sexagésimal (en base 60) dans la numé-
ration babylonienne, le systéme vigésimal (en base 20) dans la numération maya. Actuellement, le systéme binaire (en
base 2) et le systéme hexadécimal {(en base 16) sont utilisés en électronique et en informatique.

Par exemple, en informatique, le bit est une information qui ne prend que deux valeurs notées 0 ou 1. Et comme tout
entier s'écrit comme une somme de puissances de 2 de facon unique, le nombre 21 s'écrit en base 2 : 70101°.

Eneffet, 21=1x2"+0x23+1x27+0x2"+ 1.

Par ailleurs, I'écriture hexadecimale permet d'écrire les codes binaires de maniére plus compacte et, inversement, une
telle &criture est facilement convertible en binaire car 16 = 2%,

Al'aide d'une des deux méthodes, passer du systéme de numération décimal 3 un systéme en base b
ol b est un entier naturel supérieur ou égal a 2. Un entier n est &écriten base b lorsqu'on a trouvé:

m « unentier naturel i;
= i+1nombres entiers naturels a_ ; a, ; ... ; a, tous strictement inférieurs a b tels que

= i -1
n=ab'+a,_b"+..+ta,b+ta,

Les nombres a, sont les chiffres de n dans la base b.

LABD
. : Emum 1 _ )
METHODE DE RESOLUTION 1 m METHODE DE RESOLUTION 2 | TABLEUR

Etude théorique On veut utiliser un tableur pour trouver les valeurs a,
Pour déterminer 'écriture en base b d'un nombre n, de 'écriture d'un nombre n en base 7,
on effectue la division euclidienne de n par b qu'on S 6 c o L "
= o — . Valeur de a: on | Pulssancs | Valour de la
ecnt n=bq,+r,. ' Dividends | Quotient | ™ pg s | " e Sio

543 0 7

- e

On réitére le procédé avec q,, c'est-a-dire qu'on écrit
q, = bq,+r,. On construit ainsi deux suites (q,) et
(r,)

1. Montrer que la suite (g, ) est décroissante puis
qu'il existe un rang n, tel que, pour tout n = n,,

¢, = 0 (on pourra raisonner par l'absurde).

- e

1. a. Quelles formules faut-il saisir et recopier en B2,
C2 et A3 pour obtenir les valeurs a, ?

b. Recopier les formules vers le bas jusqu'a obtenir

2.0n suppose que l'on a atteint le premier quotient
0 dans la colonne A

nul. En deduire alors I'écriture du nombre n en base

b et expliquer pourquoi elle est unique. c. En déduire l'écriture de 543 en base 7.

2. Quelles modifications faut-il apporter pour
obtenir 'écriture d'un nombre n en une base b
donnéeenF27?

Programmation
1. Ecrire un algorithme en langage Pythan

permettant d'obtenir l'écriture en base 7 d'un
nombre n écrit dans le systéme décimal. Tester avec l'écriture de 543 en base 8, puis dans le

systéme binaire.

2. Le modifier pour écrire un nombre n du systéme \
décimal en une base b que l'on saisira en argument
d’une fonction.

102 @ | LLS.fr/MXPP102
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L3 conjecture de Syracuse

Soit n un entier naturel.

On considére 'algorithme suivant :

= si it est pair, on le divise par 2, c'est-a-dire que n prend la valeur %;

= sin est impair, on le multiplie par 3 et on ajoute 1au résultat, c'est-a-dire que n prend la valeur 3n+1,

On recommence le procédé avec la nouvelle valeur de n.

On définit ainsi une suite de nombres (U, ) de premier terme U, que l'on conjecture toujours aboutir, aprés un
nombre fini d'opérations, a la séquence 4;2;1;4;2;1; etc. Ce résultat n'est pas encore démontré a ce jour.
Questions préliminaires:

1. Montrer la conjecture dans le cas ol U, =4, U, =2et U, =1

2. Ecrire les différentes étapes pour n =17 jusqu'a obtenir pour derniéres valeurs 4;2; 1.

3.a. Démontrer que s'il existe un entier naturel non nul p tel que U, est m

un multiple de 3, alors U__ est un multiple de 3.
r 3. a. On pourra raisonner pas contraposée

P . . _op
b. En deduire que U,H est pair, puis que U =2 U:-' et par disjonction des cas.

m Tester la conjecture de Syracuse a l'aide de l'une des deux méthodes.

i "'-

METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR

On rappelle que la syntaxe de la condition « Si alors »
avec un tableur est :

LABO
PYTHON
r . Y
Ciérwooe o isoumon | rvoN
Compléter le programme ci-dessous prenant en
entrée le premier terme U, d'une suite de Syracuse

SI (Condition : valeur si condition vraie :
valeur si condition fausse) et que la fonction

On saisit une valeur de U, dans la cellule B2.

-

: A i B
Un

—

[

10

4]

16

=]

O (@~ | oy | s WM

Nl IN|=|O|3

)
L RS

Quelle formule doit-on saisir en B3 pour obtenir
dans la colonne B les valeurs de la suite de Syra-
cuse en recopiant la cellule B3 vers le bas ?

L

MOD(a ;b) donne le reste de la division de a par b.

et retournant en sortie la liste des termes successifs
de cette suite. On arrétera le programme une fois la
sequence 4, 2, 1 atteinte.

1 def syracuse(u):
L = [u]
while u = ... :
if ...
u=u/2
L.append(u)
else:
u= ...
L.append(u)
return L

WO oo~ U AW

[
=

[Q’r'ﬁ oire des maths |

La conjecture de Syracuse est énoncée en 1937 par

le mathémaricien allemand Lothar Callatz et est
popularisée par son compatriote Helmur l—!asse lors
d'un voyage i I'université de Syracuse aux Erats-Unis.
Elle a particuliérement mobilisé¢ les mathématiciens
durant la guerre froide.

SiI'énoncé de la conjecture est trés simple, aucune
démonstration de ce résultat n'existe i ce jour.

Chapitre 3. Divisibilité dans Z | LLS.fr/MXPP103 | B 103
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!
o/ TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

\

1.-1 Justifier qu'il n'existe pas d'entiers a et b tels
que 14a +20b = 2019.

1+, Compléter par les mots « multiple » ou
« diviseur ».

1.12 estun ... de 24. 2.50 est un ... de 5.
3.284 est un ... de 852.

5.10 est un ... de 100.

4.3 estun ... de 231.
6.0 estun ... de 37.

7.—8 estun ... de 0. B.—4 estun...de 4.

v} Ona 337 =27 x12+13.
1. Donner le reste de la division euclidienne de 337
par 27.

2. Donner le reste de la division euclidienne de 337
par 12.

“4! Sachant que 1013 = 125 x 8 + 13, déterminer le
quotient et le reste de la division euclidienne de:

1.1013 par125. 2.1013 par8;  3.-1013 par 125.

E Sachant que 1027 = 253 x 4+ 15, déterminer le
quotient et le reste de la division euclidienne de:

1.1027 par 253. 2.1027 par 4.  3.-1027 par 4.

[::__- Effectuer la division euclidienne de 351 par 10.

En déduire U'écriture de la division euclidienne de
351 par 11.

L1 Soitn=12k+7, 00 ke Z.

1. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de n par 12.

2. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de i par 3.

[- Sachant que 27 = 2|5], donner une écriture
des entiers supérieurs a 27 et inférieurs a 100
congrus a 2 modulo 5.

J

Notion de diviseurs

1. Déterminer les diviseurs positifs de 38.
2. Déterminer les diviseurs positifs de 30.

3. En déduire les diviseurs positifs communs aux deux
nombres.

104 B [ LLS.fr/MXPP104

“r/ Déterminer, dans Z, les diviseurs communs de 12
et de 50.

[;1_‘ On appelle diviseur strict de I'entier naturel n tout
diviseur d de n vérifiant 0 < d < n.

Deux entiers naturels distincts sont dits amicaux
lorsque chacun de ces entiers est égal a la somme des
diviseurs stricts positifs de l'autre.

1. Vérifier que 220 et 284 sont des entiers amicaux.

2, Déterminer les sommes des diviseurs positifs de 48 et
de 75. Quelle relation y-a-t-il entre ces deux sommes ?
Ces nombres sont dits quasi-amicaux.

-4/ Déterminer dans chaque cas les entiers naturels x
et y tels que :

1. x2-y*=12 2. x*—y*=-15.

Propriétés de [a divisibilité

<1*) 1. Déterminer les entiers relatifs n tels que 6
divise n+5.
2. Determiner les entiers naturels n tels que & divise n + 5.

<1 1. Déterminer les entiers naturels n tels que 2n—7
divise 5.
2. Déterminer les entiers relatifs n tels que n + 4 divise 6.

\<r< Déterminer tous les entiers naturels n tels que
2n+5 divise n—2.

(=¥ Déterminer tous les entiers relatifs n tels que
4n+1divise n—3,

['-.HI Soit n un entier naturel distinct de 1. On définit la
. _n*4+3n-2
fonction f par fin)=—F=—.

1. Déterminer les nombres a, b et c tels que, pour tout

C
n-1-
2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles fin) est
un entier.

entier naturel n différent de 1, fin)=an+b+

Pour les exercices E3 d ELJ
Déterminer tous les couples d'entiers naturels
(x; y) vérifiant 'égalité donnée.

(x—&)y+3)=4
FL xty=xy

D x+y=2w
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 TRAVAILLER LES AUTOMATISMES ¥
r-':_ Soient deux entiers a et b tels que a=7[13] et

b =4[13].

['_+ | Démontrer que, pour tout n & I1, lentier 1. Donner le reste de la division euclidienne par 13 de :

N=n(n+2)(n—5)n~+5)est divisible par 4. . a.atb b. ab ca’ d.a’—b?
. 2.Quedirede 2b—-3a?
E‘."L-', Démontrer que, pour tout n 19, l'entier

N=2n{n+1)(n+2)est divisible par 3. On donne deux entiers a et b tels que a =2[5] et
g . b=3][5]
" 1. Vérifier que, pour tout n e I : : = ; e r
g N que, p n . © 1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
(n+2)=n(n+4)+4, - a*+Dbpars.
2. A quelle condition & est-il le reste de la division eucli- - 2, pémontrer que 3a+ 3b est divisible par 5.

diennede (n+2)’ parn?

— .
{=}" Ondonne deux entiers a et btelsque a=1[7] et

1. Vérifier que, pourtout ne 19 : E) =2[7].

(n+3)*=n(n+6)+9, © 1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
2. A quelle condition 9 est-il le reste de la division eucli- 5a*+2b% par7.
dienne de (n+3)* parn? . 2. Déterminer le reste de la division euclidienne de

2b*=5a” par 7.
P2 Le reste de la division euclidienne de a par 7 est 4 ;

le reste de la division euclidienne de b par 7 est 6. T 1. Reproduire et compléter le tableau de

1. Determiner le reste de la division euclidienne de c_ur_'igruen:e modulo 3 suivant ol n désigne un entier
a+b par7. relatif.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de . 0 [ | 2
a—b par7. y

r-ﬁ 1. Dans la division euclidienne de 2512 par un
entier naturel b, le quotient est 54.

Le reste peut-il valoir7 ?

| —_—

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles n?+2n

2. Dans la division euclidienne de 31631 par un entier fiarn
est divisible par 3.

naturel b, le quotient est 253.

Le reste peut-il valoir 6 7 = - ;
P r“r En utilisant un tableau de congruence, démon-

PARE it Cian ) - trer que, pour tout entier relatif n, n{(n+1)2n+1) est
.| Dans la division euclidienne de 97 parun entier b . . ..
. divisible par 6.

le reste est 6.

Donner les valeurs possibles de b et du quetient. :_{ 1. Démontrer que 5 admet un inverse modulo 17,

™ 2. Montrer que 6 n'a pas d'inverse modulo 10.

L Dans la division euclidienne de —10 par U'entier
naturel non nul b, le reste vaut 2.

Quelles sant les valeurs possibles du diviseur b et du T
quotient q ? {—_‘?‘-_' 1. Compléter le tableau de congruence modulo 8

suivant ol x désigne un entier relatif.

Congruences J 0| 1| 2|3|4|S5|6]7

3.3 admet-il un inverse modulo 12 ?

{2l- Soient a et b deux entiers.
1.0n donne a = 16 [5). Quel est le reste de la division
euclidienne de a par5?

2. En déduire les solutions de l'équation 5x=7[8].
3. Déterminer un inverse modulo 8 de 5.

4. Montrer que 5x est divisible par 8 si, et seulement si,

2.0n donne b =17[3]. Quel est le reste de la division x est divisible par 8.

euclidienne de b par3?
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|11 Relation de divisibilité dans Z

s FLASH

b _.:..-'._‘.. cices s

I .| 1. Donner deux nombres impairs consécutifs et
vérifier que leur somme est divisible par 4.

2. Démontrer, dans le cas général, que la somme de
deux entiers impairs consécutifs est divisible par &.

[-_-;i;*.-' Demontrer que la somme des carrés de quatre
entiers consécutifs est divisible par 2.

f_—j.__—‘_. Dans chaque cas, déeterminer tous les entiers
naturels n tels que :

1. 1 divise n + 3. 2.6 divise 3n -9,

| 7/ Dans chaque cas, déterminer tous les entiers
naturels n tels que :

1. n + 6 soit divisible par n ;

2. n+ 1 soit divisible par n—1;

3. n-3divise n+2,

[_'"1 Déterminer tous les entiers naturels x et y tels
que x?—4y?=136.

F37 (raisonner) E[Mﬂ
Soient a et b deux entiers relatifs.

1. a, Démontrer que si a | b, alors (—a) | b.

b. Montrer que si (—a) | b, alors a | (—=b),

c. Démontrer que a | (—b) puis que (—a) | (=D).

d. Démontrer que si (—a) | (=h), alors a | b.

2. Quel enchainement d'implications a-t-on montré ?
Quelles équivalences peut-on en déduire ?

Ef_l [Representer)

Sur la figure ci-dessous, ABCD est un carré de ¢c6té x cm ol
x est un entier naturel et EBFG est un carré de ¢oté 3 cm,
Déterminer les valeurs possibles de x afin que l'aire

du polygone AEGFCD soit égale a celle d'un carré de
caté y, ol y est un entier naturel.

D C
G F
A E B

106 B | LLS.fr/MXPP106
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Parcours 1: exercices 61; 65,79 ; 80; 99 et 108
Parcours 2 : exercices 63 ; 67 ; 84 ; 89 ; 102 et 117
@ @ & Parcours 3: exercices 66 ; 74 ;90 ; 105 et 112

i_;"_{, [Calculer] @ <

On définit la fonction f de I dans 2 par:

_3n?+2n-1
ﬂrl}—T.

1. Déterminer les nombres a, b et c tels que :

fin)=an +b+F§~T'
2. Pour quelles valeurs de n l'image de n par la fonction
[ est-elle un entier ?

T+ [Calculer]

Soit n un entier naturel. On définit le nombre f{n) par:
_ 5nt410n—2
An) == =
1. Déterminer les nombres a, b et ¢ tels que :

bn+e
=+ .
An)=na 241

2. Existe-t-il des valeurs de n pour lesquelles fin) est
un entier ?

[,—‘.";_' [Raisonner] @& & ¢

On pose, pourtout ne N’ a, = 23",

1. Calculer a,, a, et a,. Puis conjecturer l'existence d'un
diviseur de a_pourne [1".

2. Démontrer celte conjecture par récurrence,

[Raisonner]

1. Déterminer les diviseurs de 24,

2. Quels sont les entiers naturels n tels que n®—24 soit
le carré d'un entier naturel ?

r'“ [Chercher] @ ¢

Dans le plan rapporté a un repére (o ',-Ir,_-f), on consi-
2 " . 'A H —i

dére l'hyperbole */ d'équation y =,

Déterminer les points de ‘H a coordonnées entiéres.

R‘_‘ [Communiquer] @ & @

Soit P un polyndme du second degré a coefficients
entiers defini par P(x)= ax?+bx+c avec a # 0.

On suppose que b?—4ac > 0, c'est-a-dire que le poly-
nome admet deux racines réelles distinctes.

1. Démontrer que le produit des racines est :T

2.En déduire que si x, est une racine entiére de P, alors
% |e.

3.Sans la résoudre, préciser si I'équation x?-7x+3=0
admet des solutions entiéres.

4. Déterminer les polyndmes de la forme

P{x)= ax?+bx+ 6 admettant deux racines entiéres
dont l'une est 2.
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LJ4 [Raisonner] @@ o

Démontrer par récurrence que, pour tout entjer
naturel n, 9" - 2™ est divisible par7,

e
Lo [Raisonner)

LN,

Démontrer par récurrence que, pour tout entier
naturel n, 2°"—5" est divisible par 3.

‘> ) [Caleuler]
Soient a et b deux entiers relatifs.
Démontrer que : 13[(8a+5b) s 13 |{5a+8b).

—

(£ C l [Caleuter]
Soient a et b deux entiers relatifs.
Démontrer que : 11|(6a+5b) 1|(5a +6b).

[Caleuler]

1. Soit n un entier naturel. Déterminer tous les entiers
naturels éventuels d tels que d|(n+6) et d|(2n+3),

2. En déduire les couples d'entiers naturels (n;d)tels
qued|(n+6)etd|(2n+3).

/™= [Chercher]

1. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction
de n lasomme S définie par S=1+3+32+ ., +37",

2.En déduire que, pour tout entier naturel n, 3" -1 est
pair.

oy
421 [Chercher]

1. Soit n un entier naturel non nul. Exprimer en fonction
de i lasomme S définie par S=1+7+72+ ., +7"71,

2. En déduire que, pour tout entier naturel n, 7"+ 35 est
divisible par 6.

x'-’:' [Raisonner] @ @ @
On souhaite démontrer la propriété suivante : « Pour
tout entier naturel non nul n, n? divise (n+1)"—1. »

Soit 1z un entier naturel non nul. ©n donne la formule
du bindme de Newton valable pour tous réels a et b :

n = n n=ky &
+ = b,
(a+b) ng(k)“ )
1. Developper (n+1)".

2. Exprimer (n 21 ) en fonction de n.

3. En déduire la propriété énoncée.

L'_}{- [Compétence.]

Soient a, b, x et y quatre entiers vérifiant a =x+y et
b=2x+3y.
1. Justifier que tout diviseur de x et de y divise a et b.

I
I I I I I
s

R I I )

ENTRATNEMENT-

2. Exprimer x et y en fonction de aet b,

3. Justifier que tout diviseur de q et de b divise x et y.

4. Déterminer les diviseurs commun

Saux quatre entiers
20; 30; 50 et 130,

. Division euclidienne

r;‘jm Les affirmations suivantes

sont-elles vraies ou fausses ? Justifier la réponse.

1.5i le quotient dans la division euclidienne d'un
entier a par 6 est 4, alors le quotient dans la
division euclidienne 3a par 6 est 12.

2,51 le quotient dans la division euclidienne d'un

entier a par 7 est 5 et le quotient dans la division
euclidienne d'un entier b par 7 est 3, alors le

quotient dans la division euclidienne de a + b par7
est 8.

3.Si le quotient dans la division euclidienne d'un
entier a par 6 est 5 et le quotient dans la division

euclidienne d'un entier b par 6 est 1, alors a+ b est
divisible par 6.

"7/ On donne 3782 = 251 x 15+ 17.

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de
3782 par 251.

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de
3782 par 15.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de
—3782 par 251.

/.1 Soit a un entier naturel tel que le reste de la
division euclidienne de a par 4 vaut 2.

Déterminer les restes possibles de la division eucli-
dienne de a par 16.

[; [Calculer] @ © @

Dans chacun des cas suivants, déterminer le quotient et
le reste de la division euclidienne de a par b.
lT.a=-5leth=6.

2Z.a=-40eth=1.
.a=-40etb=11

[ -
L1 [calculer] @ -2 -0
Sachant que le reste de la division euclidienne d'un

entier a par 7 est 6, déterminer le reste de la division
euclidienne de 2a par 7, de —3a par 7 et de 4a par 7.

Chapitre 3. Divisibilité dans Z | LLS.fr/MXPP107 | 2 107
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[T [Chercher]

La différence de deux entiers naturels est 116.

Si l'on divise l'un par l'autre, le quotient est 4 et le reste
est 8. Quels sont ces deux nombres ?

[:~f_- [Chercher]

La somme de deux entiers naturels est 708.

Si 'on divise l'un par l'autre, le quotient est 12 et le
reste est 6. Quels sont ces deux nombres ?

[:5‘ [Chercher.]
Soient p et q deux entiers naturels avec p non nul.

Que peuvent valoir le diviseur p et le quotient ¢ d'une
division dont le dividende est 500 et le reste 71 ?

T
[;L'l_ [Chercher] @ @

Déterminer les entiers naturels n qui, dans la division
euclidienne de n par 4, ont un quotient égal a deux fois
le reste.

[chercher]

Déterminer les entiers naturels n qui, dans la division
euclidienne de n par 6, ont un reste égal a deux fois le
quotient.

E‘L_'f__-' [Raisonner]

Soit n un entier naturel non nul.

On recherche le reste de la division euclidienne de
{n+2) parn.

Jeanne fait le raisonnement suivant.

Pour tout entier naturel n, on a
(n+2)3=n(n2+6n+f2)+3.

Donc le reste de [a division euclidienne de
(n+2)° par n est 8.

Jules choisit alors un exemple.

(6+2)3=5.‘2 et 5IZ =85 X 6+ 2 donc e
reste n'est pas éqgal d 8.

Retrouver 'erreur commise par Jeanne.

[;f [Chercher]

Déterminer un entier naturel n non nul tel que la
division euclidienne de n par 58 donne un reste égal au
cube du quotient.

[_:' [Chercher]

Soit a un entier naturel. 5i on divise a par 5, le reste
est 4. Quelle peut étre la valeur du reste de la division
euclidienne de a par 25 ?

108 I | LLS.fr/MXPP108
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[_T [Raisonner] & & <

Soit n un entier naturel non nul. On considére U'entier

défini par P(n)=n*+3n*+11n+20.

1. Determiner U'entier r tel que :
P(n)=(n+2}n*+n+9)+r.

2. Justifier que r est le reste de la division euclidienne

de P(n) parn+2,

[1_'_f [calculer] i@ @ @

1. Soit a = 135 un entier écrit en base 10.

Effectuer la division euclidienne de a par 2, puis les
divisions euclidiennes successives des quotients par 2
En déduire l'écriture de a en base 2 {voir TP 1 p. 102).
2. Soit N = 11010710° un entier écrit en base 2.

Ecrire ce nombre en base 10.

3. On souhaite écrire N en base 16 (base hexadécimale).
En base 16, il faut introduire d'autres symboles.

Les symboles correspondant aux « chiffres » en base 16
sont{0;1;2;3;4;5;6:;7;8;9;A:B;C;D;E;F}.

a. Ecrire la division euclidienne de N par 16.

b. En déduire l'écriture de N dans la base hexadécimale.

4, Soit P = ZAT4E™® écrit en base hexadécimale.
Donner l'écriture de P en base 10.

5.0n donne 7, D et 5, trois nombres &crits en base
hexadécimale.

a. Donner 'écriture de ces nombres en base 2.

b. Le nombre 7D5 ' est écrit en base 16. Donner son
écriture en base 2.

6.a. En remarquant que 16 = 2%, justifier la méthode
utilisée ci-dessous pour écrire en base 2 un nombre
donné en base 16.

Base 16 7 D 5 |
Base2 | Ol 1ot ol[o]] |

L'écriture de 7D5"™ donné en base 16 est done
NINOIOIOI en base 2.

b. Ecrire A2C'" en base 2.

r—' | [calculer]
Soit n un entier naturel non nul.
On considére l'entier P,=n>—n.

1. Calculer P,, P, et P, et donner le reste de la division
parb6de P, de P, etde P.,.
Quelle conjecture peut-on faire ?

2. a. Factoriser P .

b. Démontrer par disjonction de cas la conjecture de la
question 1.
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=) Congruences

-+ Sans calculatrice, compléter les égalités.
1.54=...[7] 2.85=...[7] 3.139=...[7]
4.25=..[11] 5.100=..[11] 6.2500=..[1]

[-';_'- Dans chacun des cas, déterminer les restes
dans la division euclidienne de a, b et ¢ par 26

sachant que a =55[26];b=110[26] et c = -39[26].

“I'! sachant que a =7[13] et b = 4[13), détermi-

ner les restes dans la division euclidienne par 13 de :

Ta+b 2.ab 3.2b-3a 4 a’+b?

]'T: On considére I'équation (E):2x+3=0[7].
1. Trouver un entier naturel x solution de cette
équation.

2. Résoudre dans 17 'équation (E).

=

A0 [Raiscnner]

Soit m un entier naturel non nul.
Le but de l'exercice est de démontrer que, quels que
soient les entiers a et b, a = b[m]= m|(a—b).

1. On souhaite démontrer que a = b[m]=m|(a—b).

a. Sachant que a = b[m], écrire les divisions
euclidiennes de a et b par m.

b. En déduire que a—b est un multiple de m.
2.0n souhaite démontrer que m|(a—b)=a=b[m).

a. Ecrire la division euclidienne de a— b par m. On
notera r le reste de cette division euclidienne.

b. Traduire la relation m|{a—0b).

<. En déduire que a et b ont le méme reste dans la
division euclidienne par m.

—

/4 [Raisonner]

Dans cet exercice, on note m un entier natu-

rel non nul et a, b, c et d quatre entiers relatifs.
1. Compatibilité de la relation de congruence avec
I'addition

On suppose que a=h[m]etec=d[m].
Démontrer alors que a+c=b+d[m].

On pourra utiliser la propriété démontrée dans
'exercice [ et la transitivité de la relation de

......

[0Em]

i)

T EEEEEREE

ENTRATNEMENT-

2. Compatibilité de la relation de congruence avec
la multiplication

On suppose que a=h[m]ete=d[m].
Démontrer que axc=hxd[m]

3. Compatibilité de la relation de congruence avec
les puisssances

On suppose que a=b|m],

Démontrer par recurrence que, pour tout p M,
a’=b"[m].

4, Application : Sachant que a=5[7] et b =3[7),
déterminer le reste dans la division euclidienne par 7
de 3a’— b’

[Chercher]

Soient a et b deux entiers relatifs.

1. Développer (a +b)>.

2. En déduire que (a+b)* est un multiple de 3 si, et
seulement si, a®+ b? est un multiple de 3.

3. Trouver tous les entiers relatifs x tels que (x+2)°
soit un multiple de 3 avec -5 < x <5.

| |
A0 [calculer] @

1. Compléter les tables d'addition et de multiplication
modulo 3.

x| o
o Il
|
|

2. U'entier 2 admet-il un inverse modulo 3 7 5i oui,
préciser quel est cet inverse.

AR

LY [calculer]

1. Justifier que tout entier n est congru modulo7a -3;
=2:-1;0:1;20u3.

2. En déduire les restes possibles de x?* dans la division
euclidienne par 7.

3. Quels sont les restes possibles de x* dans la division
euclidienne par7?

fhﬂﬂ [Raisonner.]
Soit n un entier naturel.

1. Démontrer par récurrence que

S =0"+1"+27+3%+ ...+n1:£[‘n—4i§“2lﬂ,
2. Quelle condition n doit-il vérifier pour que S soit
pair ? Justifier.
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l[',“_"‘} [Chercher) & @& ¢
1. Montrer que A = 23057 +1106"" est divisible par 9.

2. Montrer que, pourtout n 11, B=5"x12—-12" x5 est
divisible par 7.

lii"a [Chercher])

1. Déterminer, suivant les valeurs de ['entier naturel non
nul n, le reste dans la division euclidienne de 3" par 5.

2. En déduire le reste de la division euclidienne de
243%2 par &,

Ei_"ﬂ_j [Chercher)
1. Quels sont les restes possibles de la division
euclidienne de 5" par 6?

2. En déduire le reste de la division euclidienne de
15365 par 6.

[E [Chercher) @ @ @

1. Quel est le chiffre des unités de 9% 7 Justifier.

2. Quel est le chiffre des unités de 4™ ? Justifier.

m [Calculer]

Résoudre dans Z les systémes suivants.

1 x=2[7] x+2=4|5] B{xzﬁ[h]
"|-3<x<10 -3<x<10 -4 <x <12

Ei_-rt.i [Calculer]

L'objectif de l'exercice est de résoudre dans 7 'équa-
tion 3x = 2[5].

1. Utiliser un tableau de congruence pour déterminer
les restes possibles de 3x dans la division euclidienne
par5.

2. En déduire les solutions de l'équation dans Z.

m [Calculer] @ ©

1. Résoudre dans ! ['équation 6x=2([7].

2. Résoudre dans Z l'équation 7x = 2[11].

3. Résoudre dans I1 I'equation 4x = 0[10].

4, Résoudre dans Z 'équation 5x+2 =13[5].

][LL'J [calculer]
Soit n est un entier naturel non nul. On pose :
U = 3n+3_4£u-2

1. Calculer U, U, et U,.

2. En remarquant que 3 = —8[11], démontrer que
3|11-]E{_1 ]n—llen*?[-lul ]
3.a. Démontrer que U_=(—1)"""»x2*""? 25" [11],

b. En déduire que U_=2""*((-1)"""=2°*""")[11].

10 B | LLS.fr/ MXPP110
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&4, Déterminer le reste de 2° dans la division euclidienne
par 11. En déduire que 25" "'=(-1)""'[11].

5. Déduire des questions précédentes que U, est
divisible par 11.

m [Raisonner]

------

1. Soit abc un entier naturel écrit en base 10,
c'est-a-dire abc =ax 102+ b x 10 +c.
a. Démontrer que abc = a+b+c[3].

b. Donner une condition nécessaire et suffisante de

2. Généralisation : Soit A un entier naturel.
Onnoteag;...;a, les entiers compris entre 0 et 9,
a +0,telsque A=aa__a ,...aa, enbase10.

a=1 "n-2"

a. Exprimer l'entier A en fonctionde a,; ... ; a, et des
puissances de 10.

b. Déterminer les restes possibles dans la division
euclidienne de 10" par 3.

c. En déduire une condition nécessaire et suffisante de

------

Démontrer qu'un entier est divisible par 9 si, et seule-
ment si, la somme de ses chiffres est divisible par 8.
{‘E [Représenter, Modéliser) @ @ @ “'Bﬂ

1. Soit x un entier relatif. Démontrer la PYTHON
proposition : « x impair = x*=1[8].»

2. Résoudre dans Z? I'équation x? = 8y + 1.

3. En déduire l'ensemble des points & coordonnées
entiéres de la parabole d'équation y =%x2—%.

4. Le programme ci-dessous permet d'obtenir les
coordonnées des points a coordonnées entiéres

d'une fonction du second degré quelconque pour une
abscisse comprise entre 1 et n.

" 1 from math import *
Fd
3 def f(a, b, ¢, xJ:
4| return a*x**2 + b*x + ¢
5
6 def coord_entieresCa, b, c, n):
‘ ?’ for 1 in range(®, n + 1):
8 ‘ if f(a, b, ¢, i) == floor(f(a, b, c, i)):
print([i, f(a, b, ¢, i)1)

| 9]

Comment modifier ce programme pour qu'il donne tous
les points a coordonnées entiéres d'abscisses com-
prisesentre —netn?
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,_I' l.’-_] [Communiquer]

Une association culturelle affecte a chacun de ses
membres un numéro d'adhérent lors de son inscription.
Ce numéro comporte 7 chiffres et s'écrit donc

€yC 0,050, C5C,. Le premier chiffre ¢_ correspond a l'acti-
vité de l'adherent :

= 1pour un adhérent suivant l'activité « Informatique » ;

= 2 pour un adhérent suivant l'activite « Travaux
artistiques » ;

= 3 pour un adhérent suivant l'activité « Lecture ».

Les deux chiffres ¢, et ¢, du numéro d'adhérent
correspondent & son année de naissance (par exemple,
91 pour un adhérent né en 1991 et 02 pour un adhérent
né en 2002).

Les trois chiffres suivants sont donnés lors de
I'adhésion a l'association.

Le dernier chiffre est appelé clé de contréle. Il est
calculé automatiquement de la maniére suivante ;

on calcule la somme s = ¢ +c,+2¢,+3(c,+t¢,+c,);0n
effectue ensuite la division euclidienne de s par9; le
reste obtenu est la clé de contrdle.

1.a. Le numéro 1024578 peut-il etre le numéro d'un
adhérent ? Justifier.

b. Le numeéro 2923517 peut-il &tre le numéro d'un
adhérent ? Justifier.

2.Un adhérent né en 1982 et inscrit a l'activité « Travaux
artistiques », se voit attribuer par l'association lors de
son inscription le numéro 123.

Déterminer la clé de contrile.

3. Lors de la saisie d'un numéro d'adhérent, une erreur
est commise sur le chiffre correspondant a activité de
l'adhérent. Cette erreur peut-elle étre détectée par la
clé de controle ?

4, Lors de la saisie de son numéro, un adherent
intervertit les chiffres de son année de naissance, Cette
erreur peut-elle &tre détectée par la clé de controle ?

m VPR [communiquer)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
Justifier.

1.Sin =3[7], alors n®+1 est divisible par 7.

2. Pour tout entier naturel n, 2*" +1 est divisible par 3.
3.Si x est solution de x*—x = 0[5], alors x=1[5].

4. 5i un entier naturel A a pour écriture décimale abc

et un entier B a pour écriture décimale bac, alors A—B
est divisible par 9.

ENTRAINEMENT
B8 traisonner]

Soient n un entier naturel non nul, et les entiers

A =7"+9"etB =3"-2".

1. Montrer que A est divisible par 8 pour tout entier
naturel n impair.

2. Montrer que B_ n'est pas divisible par 2.

3. Déterminer x tel que, pourtout ne N, B =x[7].

[Raisanner]

On considére 'équation (E):4x?+3y? = 11.
1. Montrer que si un couple d'entiers (x ; y) est solution
de (E), alors 4x* = 2[3].

2. En déduire que 'equation (E) n'admet pas de
solution entiére.

(I_"j [Calculer] @ @ €

D'aprés bac S, Métropole, juin 2009

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes.
1.a. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel k,
ona2¥=1[7].

b. Quel est le reste dans la division euclidienne de 22
par7?

2. Soient a et b deux nombres entiers naturels
inférieurs ou égaux a 9 avec a # 0.

On considére le nombre N=ax 10°+ b. On se propose
de déterminer parmi ces nombres entiers naturels N
ceux qui sont divisibles par 7.

a. Vérifier que 10 =—1(7].

b. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.

.f;“} [Raisonner, Modeliser] “]Bﬂ]
Suite et congruence PYTHON
On considére la suite (U, ) définie, pour tout entier
naturel n, par U, =2"+2*+2",

1. Calculer U, U, et u,.

2. Démontrer que, pourtout ne !, U __ =U [7].

3. En déduire les valeurs de n pour lesquelles U est
divisible par 7.

4. Recopier et compléter la fonction Python donnée ci-
dessous afin qu'elle affiche les indices i des termes de
la suite verifiant U, = 0[7].

1 from math import*

2 def indice{(n):

for i in range(n+1):
U= ...
ifu...7==0:

| 1.append(...)
return 1
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Le chiffrement de Vigenére introduit le principe de clé
se présentant généralement sous la forme d'un mot (ou
d'une phrase) que l'on répéte. Plus la clé est longue et
variée, mieux le texte sera chiffré,

On considére la méthode de chiffrement suivante.

A chaque lettre de l'alphabet, on fait correspondre sa
position dans l'alphabet, c'est-a-dire un entier entre 0
et 25 (A correspondant a 0, B a 1, etc.)

A chaque lettre a coder, on associe l'entier x corres-
pondant. A chaque lettre de la clé, on associe l'entier y
correspondant.

On détermine 'entier z, o0 z est le reste de x+ y dans
la division euclidienne par 26.

La lettre chiffrée sera obtenue avec le nombre z.
Exemple : Codage du mot VIGENERE en utilisant la clé
DEUX. On obtient le mot YMABQILB.

x 7| 8| 6|4 14l 7 &4

y 3 4 20 233 4|22 23
z (1201|118 n|

|

1. 0n considére le chiffrement de Vigenére utilisant la
clé MATH. Vérifier que le mot DIVISIBILITE est codé par
PIOPEIUPXIML.

2. 0n veut déchiffrer le mot ECBLZTBMUQNL, la clé étant
toujours MATH.

a. Montrer que déchiffrer la lettre E revient a résoudre
léquation x =18[26]. En déduire la lettre déchiffrée.

b. Dechiffrer le reste du mot.

{;’1‘—} [Calculer, Chercher]
1. Déterminer, suivant les valeurs de 'entier naturel non
nul n, le reste dans la division euclidienne de 5" par 9.

2. Montrer que 20217*' =2 9].
3.0n pose A =2021""",

Démontrer que A s'écrit en numération décimale avec
au plus 8 084 chiffres.

L4l [chercher, communiguer]
D'aprés bac S, Centres étrangers, juin 2005
Partie A

Soit N un entier naturel impair. On suppose que
N =a’-b? ol a et b sont deux entiers naturels.
1. Montrer que a et b n'ont pas la méme parité.

112 | | LLS.fr/ MXPP112
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2. Montrer que N peut s'écrire comme produit de deux
entiers naturels p et q,

3. Quelle est la parité de petdeg?

Partie B

On admet que 250507 n'est pas premier. On se propose
de chercher des couples d'entiers naturels (a ; b)
vérifiant la relation (E) : @ — 250507 = b2,

1. Soit X un entier naturel.

a. Donner, dans un tableau, les restes possibles de X
modulo 9 puis ceux de X* modulo 9.

b. Sachant que a®— 250507 = b?, déterminer les restes

possibles modulo 9 de a? — 250507, puis en déduire les
restes possibles modulo 9 de a?.

c. Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont
Tet8.

2. Justifier que si le couple (a ; b) vérifie la relation (E),
alors a = 501. Montrer qu'il n'existe pas de solution du
type (501; b).

3. 0On suppose que le couple (a ; b) vérifie la relation (E).
a. Démontrer que a est congru a 503 ou & 505 modulo 9.
b. Déterminer le plus petit entier naturel k tel que le
couple (505+ 9k ; b) soit solution de (E), puis denner
le couple solution correspondant.

Frd [caleuler, Cammuniguer.]
Les entiers naturels 1;11: 111 ... sont des rep-units,

On appelle ainsi les entiers naturels s'écrivant unique-
ment avec des 1.

On note N le rep-unit comprenant p fois le chiffre 1.
=1

Par exemple, N, = 1111.Onaalors N = ¥ 10",
k=0

Partie A : Etude de quelques cas particuliers

1. Montrer que N, et N sont divisibles par 3.

2. Montrer que N, est divisible par 11.
3. Montrer que N, est divisible par 111.

------

- P
1. a. Demontrer que N = 1{_1_9_1

b. En déduire que 9[(107—1).

2. a. Déterminer le reste de la division par 7 de 107
suivant les valeurs de p.

b. En déduire les valeurs de p pour lesquelles N
est divisible par 7 {on pourra utiliser un tableau de
congruence).

3. a. Vérifier que 10 =-=1[11].

b. En déduire que si p est pair, alors N est divisible
par 11.
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tr;:;j [Calculer, Raisonner]
D'aprés bac S, Centres etrangers, juin 2019

Certains nombres entiers peuvent se décomposer en

somme ou en différence de cubes d'entiers naturels.

Par exemples: 13 = 47472473 _g3_3 ;

B=22+2"—1 PP qIg 3= VP+77 4100112,

Dans tout ce qui suit, on écrira pour simplifier

«somme » de cubes a la place de « somme ou diffe-

rence de cubes d'entiers naturels ». Les deux premiers

exemples montrent que 13 peut se décomposer en

somme de 5 cubes. Le troisiéme exemple montre que 13

peut se decomposer en somme de 4 cubes,

1.2. En utilisant 'égalité 13 =12 =73 4102 —11? donner

une décomposition de 40 en somme de 5 cubes.

b. On admet que, pour tout entier naturel r, on a:
6n=(n+1)+(n=1)"—n?—n3,

En déduire une décomposition de 48 en somme de 4

cubes, puis une décomposition de 40 en somme de 5
cubes différente de celle donnée en 1. a.

2. Le nombre 40 est une somme de 4 cubes :
40=41-23—23_>33,

On veut savoir si 40 peut &tre décomposé en somme de
3 cubes,

a. Produire sans justifier le tableau de congruence
modulo 9 de n?*,

b. Prouver que 40 ne peut pas étre décomposé en
somme de 3 cubes.

ELJJ] [Chercher, Communiquer]

Soient a et b deux entiers naturels avec 1< a <9 et
0sb<=9,

On considére le nombre ab . ab écrit dans le systéme
décimal. Ce nombre est donc composé uniquement
des chiffres ab répétés n fois, oli n désigne un entjer
naturel non nul,

1.a. 0n considére le nombre ababab . Ecrire ce nombre
en fonction de a, de b et des puissances de 10.

b. En déduire que ababal est un multiple de ab.

2. a. Calculer la somme
S$=1+10%+10*+10%+..+10%"2,

b. Exprimer ab ... ab en fonction de S et de ab.

3. a. Montrer que si un entier naturel N divise ab, alors

N divise ab...ab.

b. La réciproque est-elle vraie ? Justifier.

39E| :
14 [Calculer, Raisonner]

Le but de l'exercice est de démontrer que /3 n'est pas
un nombre raticnnel. On suppose qu'il existe deux

a
entiers naturels non nuls a et b tels que /3 = s

SYNTHESE

mplifier, on suppose cette fraction irréductible.
1. Reproduire et compléter le table
modulo 5 afin de déterminer
euclidienne de a? par 5.

E———

Quitte a si

au de congruence
les restes de la division

2. Déterminer les restes possibles de Iagi\rif;:nn
euclidienne de 3b? par 5.

3. En déduire que V3 est irrationnel,

L [1m [Calculer, Modéliser]

D’aprés bac S, Amérique du Nord, mai 2013

Partie A ceon
Dans l'algarithme ci-contre, Tant que a > b, faire -
. ! -
les variables a, b et ¢ repre- e —ct+1
sentent des entiers naturels, b
a—q—
1.0Onprenda=13eth = 4. "
Fin Tant que
Denner les valeurs de « et

de c obtenues a la sortie de cet algorithme en indi-
quant les valeurs des variables

a chaque étape.

2. Que permet de calculer cet algorithme ?

Partie B

A chaque lettre de l'alphabet, on associe, grace au
tableau ci-dessous, un entier compris entre 0 et 25.

C——

0 1 2 3 |4|5|6|7/8 9|1 1 12

B % 15 1617|1819 20 21 22| 23 24 25

On définit un procédé de codage de la facon suivante.

« Etape1:ala lettre que l'on veut coder, on associe le
nombre m correspondant dans le tableau.

« Etape 2: on calcule le reste de la division euclidienne
de 9m +5 par 26 et on le note p.

- Etape 3:au nombre p, on associe la lettre
correspondante dans le tableau.

1. Coder la lettre U,

2. Ecrire un algorithme qui, a une valeur de 1 entrée
par l'utilisateur, affiche la valeur de p, calculée a l'aide
du procédé de codage précédent.

Partie C

1. Trouver un nombre entier x tel que 9x = 1[26].

2. Démontrer alors l'équivalence :
IMm+5=p[26]«m=3p-15[26].

3. Décoder alors la lettre B.
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‘i;} _?_ APPROFONDISSEMENT N (@ NI R T NI TICTS

Les publications, comme les journaux et les périodiques,
sont identifiées par un numéro ISSN {International
Standard Serial Number). Limpression de I'ISSN sur les
publications en série est obligatoire.

Le numéro ISSN est camposé de deux groupes de
quatre chiffres séparés par un tiret ;: abed — efgh.

Par exemple, le journal Ouest-France a pour ISSN
0999-2138 et la revue Paris Match a pour ISSN 0397-1635.
Les sept premiers caractéres sant des chiffres qui
caracterisent la publication.

Le dernier caracteére, situé a la huitiéme position, est la
clé de controle. Cette clé de controle est prise dans la
liste des 10 caractéres suivants: 0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9,
X (oi X représente le nombre 10).

Pour déterminer cette clé, on calcule le nombre
§=8a+7b+6¢c+5d+4e+ 3f+2g puis on détermine le
reste de la division euclidienne de —S par 11,

Ce reste constitue la clé de controle.

1. Le numero IS5N du journal Ouest-France a été donne
ci-dessus. Retrouver la clé de controle en détaillant les
différentes étapes de calcul.

2.0n donne les sept premiers caractéres du numéro
ISSN du Journal de Mickey : 2495-454. Déterminer la clé
de contrdle.

3. 5ur le journal Le Monde, un des caractéres du numéro
ISSN est illisible. On le note n. On a alors : 03n5 — 2037,
a. Déterminer S en fonction de n.

b. En déduire que 6n =10 [11].

. En deduire la valeur de n.

L"'_:{_} [chercher, Communiquer]

En binaire, un nombre s'écrit avec les chiffres 0 ou 1.
Un octet binaire est composé de huit chiffres, par
exemple 11010010.

Chaque octet binaire est complété par un bit supplé-
mentaire m (dit bit de parité) de la facon suivante : on
calcule la somme s des huit chiffres constituant 'octet
et on prend m telque s+m =0[2].

1. Pour A = 11010010, calculer m.

2. Démontrer que si un des chiffres de l'octet est
modifié, le bit de parité détecte 'erreur.

3.a. Lors de la transmission d'un octet, comhbien
d'erreurs de transmission peuvent se produire ?

b. Dans quels cas les erreurs de transmission seront-
elles détectées ? Justifier.

14 B | LLS.fr/MXPP114
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D'aprés bac S, Centres &trangers, juin 2015

Dans cet exercice, on s'intéresse aux triplets d'entiers
naturels non nuls (x; y; z) tels que x* +y? =z%,

Ces triplets sont nommes triplets pythagoriciens, en
référence aux triangles rectangles dont ils mesurent les
cotés, et notés en abrégé « TP ».

Ainsi (3;4;5)estun TP car 3?+4* =57,

Partie A : Généralités

1. Démontrer que si (x; y; z) est un TP et p un entier
naturel non nul, alors ( px ; py ; pz) est aussi un TP.

2. Démontrer que si {(x; iy ; z) est un TP, alors les entiers
naturels x, y et z ne peuvent pas étre tous les trois
impairs.

3. Pour cette question, on admet que tout entier naturel
n non nul peut s'écrire de fagon unique sous la forme
du produit d'une puissance de 2 par un entier impair :
n=2*xk, ol « est un entier naturel (éventuellement
nul) et k un entier naturel impair. L'écriture n =2"xk
sera nommée décomposition de n dans la suite du
probléme.

Voici par exemple les décompositions des entiers 9 et
120:9=2%%9et120=2" % 15.

a. Donner la décomposition de l'entier 192.

b. Soient x et z deux entiers naturels non nuls dont les
décompositions sont x=2"xk et z=2%xm.

Ecrire la décomposition des entiers naturels 2x? et z°.
¢. En examinant l'exposant de 2 dans la décomposition
de 2x? et dans celle de z?, montrer qu'il n'existe pas

de couple d’entiers naturels non nuls (x; z) tels que
=z

On admet que la question 3. de la partie A. permet
d'etablir que les trois entiers naturels x, y et z sont
deux & deux distincts. Comme, de plus, les entiers
naturels x et y jouent un role symétrique, dans la suite,
pour tout TP (x; ¥ ; 2), les trois entiers naturels x, y et
z seront rangés dans l'ordre suivant: x <y <z,

Partie B : Recherche de triplets pythagoriciens conte-

nant U'entier 2015

1. Sachant que 2015 = 5 x 403 et en utilisant le TP

donné dans le préambule, déterminer un TP de la forme

(x;y;2015).

2.0n admet que, pour tout entier naturel n, on a:
(2n+1)2+(2n*+2n) = (2n*+2n+1)%

Déterminer un TP de la forme (2015 ; y ; z).

3.a. En remarquant que 403 = 169 x 961, déterminer
un couple d'entiers naturels non nuls (x; z) tels que:

z'—x?= 4037, avec x < 403.
b. En déduire un TP de la forme (x ;2015 z).
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Le numéro INSEE d'une Personne est inscrit sur sa carte
vitale. Ce numéro d'identification unique A de chaque
individu est formé de 13 chiffres :

+ le sexe (1 pour un homme et 2 pour une femme) :
* l'année de naissance (les deux derniers chiffres) :
* le mois de naissance (écrit avec deux chiffres) ;

* le lieu de naissance (cing chiffres correspondant ay
département et a la commune) ;

* le numéro d’ordre d'inscription des naissances dans
la commune (3 chiffres).

Une clé de contréle X de deux chiffres compléte

le numéro INSEE.

La clé est calculée de la maniére suivante ;

on calcule le reste r de la division de lidentifiant A par
97 et on pose alors : K= 97— .

1. On donne le numéro INSEE suivant : 2021299320121,
Déterminer la clé de contréle de Ce numéro.

2.a. Enremarquant que A=8x10"+N x 10+ M

ol S, N et M sont des entiers naturels, montrer que

A =50S+27N +M[97].

b. En déduire que K = 97—r, ol r, est le reste de la
division euclidienne de 508+ 27N + M par 97.

3.a. 0On suppose que lors d"une saisie d'un code INSEE,
une erreur est commise sur le premier chiffre de

lidentifiant. Montrer que cette erreur est détectée par
la clé.

b. Montrer qu'une erreur sur un, et un seul, des chiffres
du nombre N est détectée par la clé.

¢. Montrer que si l'on intervertit les deux premiers
chiffres du nombre N, Uerreur est détectée par la clé.
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L) RN (chercher, catcuter]

Critéres de divisibilita

On souhaite poursuivre 'styde de critéres de divisibilita
tels que ceux démontrés aux exercices i et (10
Partie A : Critére de divisibilita par5et par10

1. Montrer qu'un nombre entier N est
et seulement si, son chiffre des unités

On pourra commencer par écrire N sous la forme

N= kZ ukw* ol, pour tout k compris entre 0 et n,
=0

ﬁiaki‘)etﬂnaﬁu.

divisible par 10 si,
est Q.

2. Montrer qu'un nombre entier N est divisible par 5 si,
el seulement si, son chiffre des unités est 5 ou 0.

Partie B : Critére de divisibilita par 11
1. Montrer qu'un nombre entier N est divisible par 1

si, et seulement si, la différence entre son nombre de
dizaines et son chiffre des unités est divisible par 11.

On pourra commencer par écrire N = 10a +b,ola

désigne le nombre de dizaines de N et b son chiffre
des unites,

2. En utilisant ce critére de divisibilité, déterminer si le
nombre 1067 est divisible par 11.
Le nombre 333 est-il divisible par 11 ?

Exercices transversaux en lien avec ce chapitre :
2R84l el 72NN 7 Y e PR

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (TR LT

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a de:s. guestions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur I'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le programme de spécialité, vous avez étudié un
nouveau type de démonstraticn : le raisonnement par
récurrence,

1. Rappeler les grands principes de ce raisonnement.
2. Utiliser ce type de démonstration pour démontrer

o
......

une divisibilité analogue a celles des exercice [ 7] et [17,

puis expliquer comment les outils introduits dans ce
chapitre permettent de faciliter 'étude de ce type de
probléme,
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Avant de commencer
ﬂ Déterminer les diviseurs d'un entier

Un entier naturel est parfait s'il est égal a la
somme de ses diviseurs stricts, c'est-a-dire de
tous ses diviseurs positifs sauf lui-méme.

Par exemple, 6 = 1+2+3 donc 6 est parfait.
18 est-il parfait 7 E128 ?

E Simplifier une fraction

Déterminer les diviseurs communs & 777 et 441,
puis simplifier la fraction -%.

B Résoudre une équation diophantienne

Déterminer 'ensemble des couples d'entiers
relatifs (x ; y) tels que x?—y* =21,

m Résoudre un probléme de diviseurs

On souhaite répartir 80 hommes et 60 femmes en
equipes mixtes de memes effectifs et de méme
répartition hommes/femmes.

Quel est le plus grand nombre d'équipes pos-
sible ? Quelle serait la composition des équipes
dans ce cas ?

B Utiliser la définition de la division eucli-
dienne dans N

Soit n un entier naturel ayant le méme quotient
dans la division euclidienne par 23 et par 17, et
admettant un reste de 1 dans celle par 23.

Quelles sont les valeurs possibles du reste dans
la division euclidienne de n par 17 ?

B Déterminer un entier conditionné par une
relation de divisibilité

Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que n—4 divise n+17.

n Ecrire une division euclidienne dans Z

1. Déterminer le quotient et le reste de la division
euclidienne de —522 par 12.

2. Soit n un entier naturel. Ecrire la division
euclidienne de 15n—8 par 4n+3.

ALt [ Lis.fr/mxpP116 )

s Prérequis g
1. Déterminer les diviseurs d'un entier.
2. Ecrire la division euclidienne d'un entier relatif par
un entier naturel non nul.

3. Déterminer un reste modulo n.
4. Exécuter des opérations sur des congruences.

ﬂ Déterminer un inverse modulo un entier

A l'aide d'un tableau de congruence, déterminer
les entiers naturels a tels que 42 =1[13].

ﬂ Opérer sur les congruences

Soient a et b deux entiers telsque a=0[4] et
b=0[18].
A-t-on nécessairement ab=0[72]?

m Opérer sur les congruences

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
« Si a est un entier tel que a = 0[27], alors
a=0[9]»

m Probléme

Comment peut-on mesurer 1 minu‘te avecun
sablier de 13 minutes et un sablier de 5 minutes ?

La difficulté mathématique pour établir un
calendrier ol les dates des équinoxes et
solstices restent les mémes, est que la durée
d'une année solaire n"équivaut pas a

un nombre entier de jours. Jules César, se
fiant aux conseils de l'astronome

alexandrin Sosigéne, a établi le calendrier
julien avec un systéme d'années

bissextiles. Mais ce systéme, grossiérement
correct, induisait un décalage que le

pape Grégoire XIll a corrigé en octobre 1582,
suivant les recommandations du
mathématicien jésuite Christopher Clavius
(1538-1612), d'oli le nom de calendrier
grégorien qui est depuis le notre (voir TP2).
Mais d'autres pays, comme la

Gréce, n'ont adopté ce calendrier qu'au XX*
siecle a cause des années bissextiles
comptées en trop, ils ont alors dil supprimer
treize jours!
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La machine Enigma est une machine électromé-
inventée en 1920 par lallemand

Arthur Scherbius. Elle fut wtilisée par larmée
dis 1928. Sa particularité estd utiliser

canigue & rotors,
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.\ Probléme de pavage

OhjECtif Découvrir et appliquer lalgorithme d'Euclide pour déterminer
l'ensemble des diviseurs communs a deux entiers.

On souhaite paver une surface rectangulaire de 250 cm par 70 cm
a l'aide de carreaux carrés identiques de dimensions entiéres.

o Quelle condition la longueur ¢ du coté d'un carreau doit-elle
vérifier pour que les carreaux remplissent la surface sans qu'on ait

besoin de les couper ?

9 Soient a et b deux entiers naturels non nuls avec a > b.

a) Montrer que les diviseurs communs & a et b sont exactement
les diviseurs communs a b et r, ol r désigne le reste de la division

euclidienne de « par b.
b) On appelle PGCD de a et b le plus grand diviseur commun de a et b,

En déduire que le PGCD de a et b est égal au PGCD de b et r.

e Pour tout réel x, on note E(x) la partie entiére de x, l'unique entier

tel que E{x)<x < E(x)+1.0n considére l'algorithme suivant.

a) A quoi les nombres 250 —70 x E[

B Moo ot

a ¢ 250
be70
. _ 250
r ¢ 25070 x E( 55
Tant que r # 0 faire :

aeb

her

(4]

re a-bx E(T;]
Fin Tant que
Afficher b

€) a) Ecrire la division euclidienne de
a par b : elle permet d'écrire rr comme
combinaison linéaire de a et b.

) et a—bx E({) (lignes 3 et 7) correspondent-ils ?

b) Exécuter cet algorithme a la main en recopiant et complétant le tableau suivant.

—_——

250 ‘ |

m‘

¢) Pourquoi peut-on étre sir, sans l'exécuter, que cet algorithme se termine nécessairement 7

d) Que représente le nombre affiché en sortie ?
Que peut-on déduire sur les dimensions possibles du pavage ?

Cet algorithme de divisions successives porte aujourd’hui le nom d'Euclide.
Euclide a en réalité décrit un algorithme voisin dans son livre Les Eléments pour
m expliciter une méthode de détermination du PGCD de deux entiers naturels non nuls,

Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Expliguer comment on peut déterminer
I'ensemble des diviseurs communs a a et b connaissant leur PGCD.
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ACTIVITES
=) Un probléme de Bachet

m Utiliser le théoréme de Bézout en
“remontant » l'algorithme d'Euclide,

Deux bens compagnons ont 8 pintes de vin
partager entre eux également, lesquelles sont dans
un vase contenant justement § pintes, et pour faire
leur partage ils n'ont Que deux autres vases dont
l'un contient 5 pintes et l'autre 3. On demande
comment ils pourront partager justement leur vin,
ne se servant que de ces trois vases.

B —

Une pinte est une unité de mesure d'un volume.

—_—

Ce probléme est posé par Bachet de Méziriac (1581-1638) dans
délectables (1612). 'énoncé ci-dessus esttiré d'

Problémes plaisants et
une réédition commentée de 1874,

remplir le vase V, (de cing pintes) et a le vider

Une des méthodes qu'il donne consiste &

g i i . e : v 4
dans le vase V. (de trois pintes) et ce Jusqua obtenir une quantité de quatre pintes dans ! Vs v
l'un des vases,

Le probléme revient donc & déterminer combien de fois il faut remplir entiérement V, et 8 0 Lo|
combien de fois il faut L retirer trojs pintes pour qu'il contienne quatre pintes. \

OEcrire le probléme sous la forme mx—py =4 avec{m; p)eli? et déterminer un 3 5 [ 0]
couple (x; y) solution. B

e Bachet raisonne en prenant le probléme par la fin : quatre pintes, ce sont cinq pintes
dont on a retiré une pinte. Comment retirer une pinte ? Il suffit par exemple que le vase de

3 2 | 3]
trois pintes en contienne déja deux. B-C C
a) Comment mesurer un volume de deux pintes avec les vases Vyetv,? ./
b) Observer le schéma ci-contre et expliquer pourquoi a la fin du processus le vase V, 6 2 o]
contient un volume de 2B - 2C. B-C
e Cherchons maintenant & obtenir un volume de une pinte avec des vases de seize et 6 0 \[ 2 |
neuf pintes, + e
a) Ecrire l'algorithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 16 et 9.
Soient r, et r, les restes des deux premiéres divisions euclidiennes obtenues. ; ; L2}
b) A laide de la troisiéme division euclidienne, écrire le nombre 1 comme

combinaison linéaire de r,etr,. \
¢) Alaide de la deuxidme division euclidienne, &crire le nombre 2 comme
combinaison linéaire de 9 et r,, puis justifier comment obtenir 1=7 x4 —3 x 9.

d) En déduire une combinaison linéaire de 9 et 16 égale & 1. Conclure.

Le théoréme de Bézout indique que sile PGCD de deux entiers naturels a et b est 1, alors
il existe un couple d'entiers relatifs (u ; v) tel que au+bv =1.
m En prenant a =12 et b =5 et en s'appuyant sur le raisonnement de la question €), expliciter

une démarche permettant de trouver u et v tels que 12u + 5v = 1. Ce couple est-il unique ?
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IR Définition et propriétés
| Définition |

Soient a et i deux entiers relatifs non simultanément nuls.

L'ensemble des diviseurs communs a a et b est une partie non vide de Z (elle
contient 1) et majorée (par le maximum entre |a|et |b|).

Cet ensemble admet un plus grand élément appelé Plus Grand Diviseur Commun de
a et b noté PGCD(a ; b).

Proprietes
Soient a et b deux entiers relatifs non simultanément nuls.

On a PGCD(a ; b)=PGCD(|al;| b|) et, pour tout couple (a; b)e T2 aveca # 0:
1.PGCD{a;b)=1; PGCD(0;a)=a; PGCD(1;a)=1;

2. a divise b si, et seulement si, PGCD{a ; b) =« ;
3.PGCD(a; b)=PGCD(a—b; b)(Méthode de |a soustraction).

EiMUHEIRHTIEﬂ Voir exercice G—‘ p. 134.

e

EXEMPLE

PGCD(229; 225)=PGCD(229—225; 225)=PGCD(4 ; 225)=1 car 1 est le seul divi-
seur positif commun a 4 et 225,

f '.]I_][||'|f.-l1'|||| Tt methode

Déterminer l'ensemble des entiers naturels n tels que PGCD(n ; 700) =25 et n < 700.

REI‘HEI‘qI.IE:Dn
utilise le lemme
suivant ; « Toute
partie non vide et
majarée de Z admet
un unique plus grand
élément. »

Remarque:Ona
PGCD(a; 0)=|a]
et PGCD(0;0)=0.

Remarque : Un
nombre entier et
son opposé ont les
mémes diviseurs.
On se restreint donc
au cas des entiers
naturels.

.......................

Les diviseurs positifs de 700 sont les suivants.

I T ' Méthode
__1[2 & 5 |7 10 w20 | 2

|
700 | 350 | w5 w0 | 100 | 70 5o 35 | 28

Si PGCD(n ; 700 ) = 25, alors 25 divise n. Donc n est un multiple

-1 = Lister les diviseurs positifs de 700.

+ Lister les multiples de 25 et rayer ceux qui sont
des diviseurs de 700, sauf 25.

de 25. Les multiples de 25 inférieurs a 700 sont les suivants. = Rayer les multiples des nombres rayés.
25 50 75 wo | 125 0 1500 7S _ * Lensemble cherché est constitué des multiples
T 1 ! r ! de 25 restants.

200 225 | 230 275 . 300 323 350
375 | 400 425 450 415 | 500 525

550 | 575 600 625 6350 | 675 700

Or n ne peut pas étre un multiple de 50, 100, 175 ou 350 car on aurait alors PGCD(n ; 700) = 50.
Lensemble cherché est donc {25;75;125;225; 275; 325; 375 ; 425 ; 475 ; 575 ; 625 ; 675}.

| Pour s'entrainer : exercices 28 et 29 p.132/

120 @ | LLS.fr/MXPP120

Scanné avec CamScanner



I Algorithme d’Euclide

Dans cette partie, @ et b sont deux entiers naturels non nuls avec a > b.

On note q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b.
Avec ces notations, PGCD(a ; b) =PGCD(b ; r).

[oEMONSTRATION |

» Soit d un diviseur commun a a et b. Par définition, @ = bg+r donc r = a—bg.
r s'écrit donc comme une combinaison linéaire de a et de b et d divise a la fois
a et b. Donc d divise r. En particulier, d est un diviseur communa b et r,

= De méme, @ est une combinaison linéaire de b et r, donc tout diviseur commun
ab et r divise a.

Ainsi, 'ensemble des diviseurs communs a a et b est confondu avec l'ensemble
des diviseurs communs a b et r. lls ont donc le méme plus grand élement d'o0
PGCD(a: b)=PGCD(b: r).

—

FXEMPLE

546 = 60 x 9+ 6 donc PGCD(546 ; 60 }= PGCD(60; 6)=PGCD(6 x10 ; 6)= 6.

On définit par récurrence la suite des entiers r, r,, ..., r, tels que:
* r, est le reste de la division euclidienne de a par b ;

* sir, #0,r, est le reste de la division euclidienne de b par r,;
» pourtout k{1; ...;n—1},sir #0,alors r_ . estle reste de la division
euclidienne de r,_, par r,.

Alors, cette suite d'entiers est nulle & partir d'un certain rang et la derniére valeur
non nulle prise par cette suite est le PGCD de a et b,

[oimoNsTRATION ]

Soit r, le reste de la division euclidienne de a par b. Par définition du reste d’une
division euclidienne, 0 < r_ < b et on sait que PGCD(a ; b)=PGCD(b;r,).

Soit m e I1. Supposons qu'on ait construit r,, r,, ..., r, _, non nuls et r, tels que,
pourtoutk €{1; ...; m—1}, r,,, soit le reste de la division euclidienne de r, _, par r,.
,<...<betPGCD(a;b)=PGCD(b;r,)=...=PGCD(r, _,;r )

* Sir_=0,alors PGCD(r__ ;r )=r

Alors,0<r <r,
m-1"
« Sir #0,lereste r _, de ladivision euclidienne de r__ parr_vérifie
0sr ,<r <..<b,etPGCD(r _ ;r )=PGCD(r ;r_..)
Par récurrence, on en déduit que la suite d'entiers naturels (r, ) est strictement

décroissante jusqu'au premier terme égal a 0. Elle est donc nulle a partir d’'un
certain rang.

Soitalorsn elitelquer =0etr _ >0.
Par construction, PGCD(a ; b)=PGCD(ry; ry)= ... =PGCD(r, 57, )=T

COURS

Pour montrer ['éga-
lité de deux PGCD,
on montre que les
ensembles dont ils
sont les plus grands
éléments sont les
mémes. La propriété
d'unicité du plus
grand élément per-
met de conclure,

Remarque : Euclide
présente un algo-
rithme wvoisin au
début du livre Vil
des Eléments comme
une méthode pour
déterminer le PGCD
de deux entiers.
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Y cours

Application et methoge

Appliquer l'algorithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 450 et 198.

450 =198 x 2+ 54
198 =54x3+36 Méthode
54 = 36 x 1+ 18 si b divise @, alors PGCD{a : b)= b,

sinon, on effectue la division euclidienne de a par b,

36=18x2+0 Tant que le reste r est non nul, on remplace (a ; b)
Le dernier reste non nul obtenu en appliquant l'algorithme par (b ; r) et on recommence.

d’Euclide vaut 18 donc on en déduit que PGCD(450 ; 198)=18. PGCD(a ; b) est le dernier reste non nul.

| Pour s'entrainer : exercices 37 et 38 p. 132 |

I Corollaires de I'algorithme d Fuclide
Remarque : Pour

’ toutke Z,ona
Pour tous entiers naturels non nuls a, b et k, on a PGCD(ka ; kb)=kx PGCD(a; b). PGCD(ka : kb)

=|k|PGCD(a; b).

EIMUHEIRHTIH Voir exercice /- p. 135.

o

Ce corollaire est une
équivalence, On doit
donc démontrer
deux implications :
le sens direct et la

E[Mﬂ"g“{ﬂ”ﬂﬂ— réciproque,

Soit (a ; b) € Z% On suppose que a et b ne sont pas simultanément nuls et on note
d e Z un diviseur commun a a et b,

Soient a et b deux entiers non simultanément nuls.
d est un diviseur commun & a et b si, et seulement si, d divise PGCD(a ; b).

Montrons que d divise PGCD(a ; b). Pour cela, montrons par récurrence que d
divise tous les restes de la suite construite par l'algorithme d'Euclide.
Initialisation : soient respectivement q et r, le quotient et le reste de la division
euclidienne de a par b.

Alors r, = a - bq donc d divise r, comme combinaison linéaire de a et b.

Hérédité : on suppose qu'on a construit la suite r,, r,, ..., r,, telle que, pour tout
ke{1;..;m-1}, r_, soit le reste de la division euclidienne de r,_, par r, dont on
note g, le quotient et qu'on a montré que r_ et r_ _, sont divisibles par d.

Alorsr =g r +r__doncr_ _=r
m=1 mom m=1 m-

,=r. _,—r_q,estencore divisible par d.

Conclusion : par récurrence, on déduit que, pour tout k& {1; ... ; m}, r, est divisible
par d. Comme PGCD(u ; b) est le dernier terme non nul de cette suite, PGCD(a ; b)
est divisible par d.

Réciproquement, si d divise PGCD{a ; b), comme PGCD{a ; b) divise ¢ et b, alors d
divise aussi a et b par transitivité.

En conclusion, les diviseurs de PGCD{a ; b)sont bien les diviseurs communs a «a et b,
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COURS -

All dLiOn E1 Hietioue

Déeterminer les entiers naturels n inférieurs a 450 tels que PGCD(n ; 270) = 45.

SOLUTION DR R T
On a 45|n donc il existe m €11 tel que n = 45m.

Or n < 450 donc m < 10, Methode

De plus, 45 = PGCD(n ; 270 ) = PGCD(45m ; 45 % 6 )= 45 x PGCD(m ; 6), Intraduire l'entier m tel que n = 45m et rai-
donc PGCD(m ; 6)=1.0n endéduitque me {1;5;7}. sonner a partir du PGCD de m et % = G,

trainer  exercices 41 et A27p. 133 |

' 2) Nombres premiers entre eux

=

N Définition

nombres premiers

distincts sont pre-
On dit que a et b sont premiers entre eux lorsque leurs seuls diviseurs communs miers entre eux.

sont 1 et —1. Autrement dit, a et b sont premiers entre eux lorsque PGCD{a ; b)=1.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

EXEMPLE

18 et 35 sont premiers entre eux car 35 est un multiple de 1;5;7 et 35 alors que 18 nest
divisible par aucun de ces nombres autres que 1. Donc le PGCD de 18 et 35 vaut 1.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Soient d = PGCD(a ; b) et @', b’ les entiers tels que a = da’ et b = db".

Alors a’ et b’ sont premiers entre eux.

Réciproquement, s'il existe d € ¥ et «’, b’ des entiers premiers entre eux tels que
a=da’ et b=db’, alors d est le PGCD de a et b.

L0EMONSTRATION |

Soient d'=PGCD(a"; b') et k, et k, les entiers tels que a’ = d'k, et b’ = d'k,.
On doit mentrer que d=1.

En effet, a = dd'k, et b = dd'k, donc dd’ est un diviseur commun a a et b. Comme
d=PGCD(a; b), on a nécessairement dd’ < d donc, puisque d > 0, d" =1.
Réciproquement, PGCD(a ; b)=PGCD(da ; db')=dPGCD(a’; b’)=d cara’ et &
sont premiers entre eux.

EXEMPLE

36 =12 x 3 et 60 = 12 x 5. Puisque 3 et 5 sont premiers entre eux,
alors PGCD(60 ; 36) =12.
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B cours

e . - ab = 300
Déterminer 'ensemble des couples (a ; b) e I'? tels que PGCD(a: b)=5"
m .............................................................................................
Puisque PGCD(a ; b) =5, il existe deux entiers a’ et b’ premiers entre )
a=5a' Methode
euxtelsque{, __... o )
b=5b = Introduire les entiers a’ et b” premiers entre

On a alors ab = 25a'b" donc 25a’b’ = 300 et ainsi a'h’ = 12. a = 5a’

eux tels que {

Or12=1x12=2x6=3x4. . _b=5b" ,

= Ecrire une equation vérifiee par le produit
Comme a’ et b’ doivent étre premiers entre eux, les couples possibles a’ly’ et lister les couples d'entiers premiers
sont(1;12),(12;1),(3;4)et(4;3), ce quidonne pour(a;b)les entre eux vérifiant cette équation,
Cﬂuples {5;60),(60;5),(15;20)et{20;15). = En déduire les valeurs possibles poura et b,

Réciproquement, chacun de ces couples est solution du systéme.

s |

s - + ey - e - . - 3
| Pour s'entrainer: exercices 33 et 34 p. 132 |

I Théoréme de Bézout
Remarque: Le

. . théoréme de Bézout
Tout sous-ensemble non vide de I'l admet un plus petit &lément. donne lexistence

d'entiers u et v

—— - mais ne donne pas
Theoreme de Bezout de méthode pour en

déterminer.

Soit (a; b) un couple d'entiers relatifs non nuls.

Alors a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, il existe deux entiers relatifs
u et v tels que au+bv=1. Remarque: Il n'y
a pas unicite des
entiers u et v tels
que au + by =1,

EEMDHSIRﬂII!}H Voir exercice {l_l-] p. 140,

f

Application et meth

Déterminer deux entiers u et v tels que 29u+12v =1,

Puisque 29 est un nombre premier, 29 et 12 sont premiers entre

eux. |l existe donc deux entiers u et v tels que 29u +12v=1. Méthode
D'aprés l'algorithme d'Euclide, on a les égalités suivantes : = On commence par justifier qu'il existe bien un
20=12%2+5(E,);12=5%2+2(E,) et 5=2x2+1(E,). couple dentiers (u ; ') tel que 29u +12v = 1
D'aprés ( E!}l onal=5-2x2et, daprés { E‘! pyonaz2=12-5x2, = On applique l'algorithme d'Euclide pour connaitre
Donc, 1=5-2x(12—-5%2)=5x5-2x12 tous les restes successifs jusqu'au reste égal a 1.
D'aprés (E ), ona5=29-2x12d00 1=5x%(29-2x12)—-2%12 = On utilise les divisions euclidiennes obtlenues

11

en « remontant » Ualgorithme d'Euclide pour

soit finalement 1=29x5+12x (—12). ) ;
déterminer i et v,

On adonctrouvé u=5etv=-12,

 Pour s’entrainer: exercices A3'et A4 p. 133
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I Identité de Bézout et application aux équations diophantiennes

Identité de Bézout

Pour tout couple (a ; b)e Z7, il existe (u; v) e Z? tel que au+ bv = PGCD(a ; b).

[otMonsTRATION}-

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls et on pose d = PGCD(a; b).
Il existe deux entiers a’ et b’ tels que a = a’d et b = b'd et tels que PGCD{a’' ;: b')=1.

-

D'aprés le théoréme de Bézout, il existe (u;v)e Z? tel que au+ b'v = 1.
Onaalors au+br=a'du+bdv=dlau+br)=PGCD(a:h),

Remarque : Le couple
(u; ) n'est pas
unique,

Remarque : Lidentité
de Bézout esten
realite vraie pour
(a;b)eZ

AEMPLE

Le PGCD de 84 et 18 est 6 donc il existe des entiers u et v tels que 84u+ 18v = 6.
Pour les déterminer, on peut se ramener a l'équation diophantienne 14u+3v = 1dont
une solution est (—1;5). On vérifie: —B4 + 18 x 5 = —84 + 90 = 6.

Soient a, b et ¢ trois entiers tels que a et b ne sont pas simultanément nuls.

L'équation ax+ by = ¢ admet des couples d’entiers (x ; y) solutions si, et seulement
si, le nombre ¢ est un multiple de PGCD(a ; b).

IfHEIHHRHII]ﬂ Voir exercice ||| p. 136.

1213 S

1. L'équation 12x + 4y = 32 admet des couples d'entiers (x ; y) parmi ses solutions car
PGCD{12; 4) =4 et 4] 32.

2. L'équation 2x+ 6y = 3 n‘admet pas de couples de solutions entiéres car
PGCD(2;6)=2 et 2 ne divise pas 3.

a! L JA[0]1]s ’

Aprés avoir justifié son existence, déterminer un entier a tel que 30a = 1[23].

Remarque: On
appelle équation
diophantienne

une équation a
coefficients entiers,
dont an cherche une
solution entiére (ou
rationnelle).

||||||||||||||||||||||

30 et 23 sont premiers entre eux donc, d'aprés le
théoréme de Bézout, il existe un couple d'entiers relatifs Méthode
{ar: b) tel que 30a = 23h = 1donc il existe un entier o tel
que 30a = 1[23.

L'algorithme d’Euclide et sa remontée permettent
d'obtenir 1=30 % 10-23x 13,

On en déduit que (10 ; —13) est un couple solution
et donc que 10 est un inverse de 30 module 23:
30x10 = 1[23].

lineaire de 30 et 23.

E-. r lantran rq_,a_._.l..___;,i.a q: imEE

Il existe o & 7 tel que 30a = 1]23 | si, et seulement si, il
existe (a3 by e 27 tel que 30a +23h =1,

= Vérifier que cette équation admet une solution en écrivant
I'algarithme d'Euclide pour déterminer le PGCD de 30 et 23.

« Remonter les lignes de l'algorithme d'Euclide en partant
de avant-derniére (reste égal a 1) pour écrire 1 comme
combinaison linéaire des deux derniers restes, puis des
deux restes précedents, jusqu’a obtenir une combinaison
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Y cours

<)) Théoréme de Gauss et applications

I Théoréme de Gauss
Remarque: La

conditiona et b
premiers entre eux
Si a|be et si a et b sont premiers entre eux, alors a|c. est essentielle.
Par exemple,

4 divise le produit

E[MUHSIRHHUH— 2% 6 = 12 mais 4 ne

divise ni 2 ni 6.

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Supposons que a divise be et que a et b sont premiers entre eux.

Alors PGCD(a ; b)=1donc d'aprés le théoréme de Bézout, il existe {u; v} Z7 tel
que au+bv=1.

On a donc auc+ buve = c. Or a | be par hypothése et a | aue donc a | (auc+ bve).
Ainsi, a | c.

Soit n un diviseur impair de 210 = 105 x 2. Comme n est premier avec 2 (car n est
impair), le théoréme de Gauss permet d'affirmer que n divise 105.

. '_1!|_rii| JtIoN T methode

1. Déterminer le PGCD de 65 et 91.
2. Résoudre dans Z* ['équation 65X = 91Y,

sm‘ --------------------------------------------------------------------------------------------
1. 0n applique lalgerithme d'Euclide : 91=65x1+26 ;

65=26 2+ 13 et 26 =13 x 2+ 0 donc PGCD(91 ; 65)= 13, Méthode

2. En divisant par 13 on obtient 65X = 91Y « 5X = 7Y, 1. On applique l'algorithme d’Euclide : le dernier

Or 5X = 7Y = 7| 5X, et 5 et 7 sont premiers entre eux donc, d'aprés reste non nul est le PGCD cherché.

le théoréme de Gauss, 7|5X = 7| X. 2. on simplifie I'équation par le PGCD pour

obtenir deux nombres premiers entre eux et on
utilise alors le theoreme de Gauss pour abtenir
une expressionde X et Y.
Réciproquement, on vérifie que, pour tout k € Z, (7k ; 5k ) est un on vérifie que le couple obtenu est bien
couple solution : 65 x 7k = 455k et 91 x 5k = 455k. solution de l'équation.

Ainsi, si (X ; Y) est solution de (E,), alors il existe k € Z tel que
X=7k.Donc,si5X=7Y,ona5x7k=7xY,dol Y=5k.

Donc, pour tout entier k, (7k ; 5k) est un couple solution.
Finalement, 'ensemble des solutions de (E, ) est {(7k ; 5k), k € Z}.

=

- — ¥ P —— i e i - o L
| Pour s'entrainer : exercices 51 et 52 p. 133 |
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I Corollaire du théoréme de Gauss

Soient a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Si b et ¢ sont premiers entre eux et divisent tous les deux a, alors be divise a.

bb'=aetec =a.

Alors bb’ = c¢’, donc b | cc'.

b divise ¢’,

Soient b et ¢ deux diviseurs de a premiers entre eux et b’ et ¢’ les entiers tels que

Comme b et ¢ sont premiers entre eux, alors, d'aprés le théoréme de Gauss,

Soit alors m 'entier tel que ¢’ = bm. On a donc a = cc’ = cbm. D'ol be divise a.

COURS -

Remarque : Comme
pour le théoréme de
Gauss, la condition
b et ¢ sont premiers
entre eux est
primardiale. Par

EXEMPLE

affirme que n{n?-—1) est divisible par 6.

AU ILdLiDI B IELN0UE - O

Soitnell.n(n’—1)=n{n—1)n+1)=(n—1)n(n+1) est le produit de 3 entiers
consécutifs, donc n(n*—1) est divisible par 2 et par 3.
Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, alors le corollaire de Gauss énoncé ci-dessus

Montrer que, pour tout entier naturel n, 5n*(n*+11) est un multiple de 30.

Pour tout n € 14, 5r2(n?+11) est un multiple de 5. Ecrivons la table de congruence par 6.

0
) 3

] imod b) 0

|
L

Finalement, pour tout entier naturel n, Sr*(n*+11) est un multiple de 6.

ar, c’est aussi un multiple de 5.

1
1

0

0

,_[][MUHSIR"”{IH_ exemple, 15 divise 45
[ et 9 divise 45, mais
9x15=135ne
divise pas 45.
p Méthode
1 Il faut montrer que, pour

| tout entier naturel n,
0 sn*(n?+11)estun
l multiple de 6 et de 5.
On utilise une table de
congruence madulo 6.

Comme 5 et 6 sont premiers entre eux, le corollaire du théoréme de Gauss ci-dessus

donne que 5n?(n’+11) un multiple de 30.

D 4 e - = % 1 1T |
[l',. ur s'entrainer : exercices 60 et 61 p. 133
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LESSENTIEL

r
1

| FICHE DE REVISION |

© p'aprés l'algorithme d'Euclide, le PGCD des entiers naturels a et b est égal au dernier reste non nul
lorsqu'on effectue les divisions euclidiennes successives, Cela permet de:

v déterminer le PGCD de deux entiers ;

v montrer que deux entiers sont premiers entre eux en vérifiant que leur PGCD vaut 1.

€ p'aprés lidentité de Bézout, pour tout couple (a ; b) e (Z)?, il existe (u ; v) € Z* tel que
au+bv=PGCD(a ; b).Cela permet de:

v montrer que deux entiers sont premiers entre eux ;
v déterminer si un entier est inversible modulo un entier naturel non nul ;
v démontrer le théoréeme de Gauss ;

v déterminer si une équation diophantienne de la forme ax+ by = ¢ admet une solution.

@ D'aprés le théoréme de Gauss, pour tous entiers relatifs non nuls a, b et ¢, si a divise be et si a et b sont
premiers entre eux, alors a divise c. Cela permet de :

v/ résoudre une équation diophantienne de la forme ax= by ;

v résoudre une congruence de la forme ax = 0[n] lorsque a et n sont deux entiers naturels premiers
entre eux.

@ p'aprés le corollaire du théoréme de Gauss, pour tous entiers relatifs non nuls a, b et ¢, si b et ¢ sont
premiers entre eux et divisent a, alors be divise a. Cela permetd':

v etablir la divisibilité d'un nombre par le produit de deux entiers premiers entre eux.

g CARTE MENTALE

( Division euclidienne }
Remontée de " P Corollaire du
[ l'algorithme d'Euclide }:_ B THEOREMEDEGALSS _}[ théoréme de Gauss ]

! I

PGCD ([ wde dedivisibile |

Entiers premiers Ensemble de — Ptrgbtemdes 46 restas;
entre eux diviseurs communs Systemes (i congru cnees

|

- | ~ [ Congruences ax=0[n] J

) | I
Solution particuliére Exictence de solutions Ensemble des solutions |
(x5 1,) Equations ax + by =0

Equations diophantiennes cx + by = ¢ (ou a(x —x,) + by —y,) = 0)

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur lls.fr/MXPfiches
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Soit n un entier naturel tel que
PGCD(n;75)=25et PGCD(n; 20)=5.
n peut étre égal a:

© 100 (b G2 O
Pour tous entiers naturels a et b non nuls et

divisibles par 68 :

© PGCD(a; b) | 68B.
() PGCD(a; b) est un multiple de 68.

lls.fr/MXPQCML

AUTO-EVALUATIONE

Soit @ € I1. Quelle est |a relation entre les
propositions A:« 12a=0[3]»etB:«a=0[3]»?
OAr=B Op=a

G A=B o Aucune,

Soit (a ; b) € IM? tel que 11a = 56b.
On peut alors affirmer que :

© rGCD(a; b)=1.

@ il existe (x; y) e Z2 tel que ax + by = 68 O adivise b.
X5 4 ax = 68. o
i1 oy Y . I . Y . @ 1 divise b.
0 il existe deux entiers relatifs x et i premiers entre O b divi
eux tels que ax+by = 1. ivise 11.
":-5';:' Las Rl [ﬁ'{.?;;, _ [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Parmi ces équations, quelles sont celles qui
admettent des solutions dans Z? ?

5x+39y =0 Blx+39y =1
© y (b y

© 5ixc+39y=3 © 51x+39y=2019

Soient g, x et n trois entiers.

La congruence ax = 1[n] signifie que :

© il existe b e Z tel que ax—bn=1.

90x=n+1.

@ a et n sont premiers entre eux.
O n divise ax—1.

Probléme,

Dans cet exercice, on souhaite résoudre dans Z le systéme de

z=0]35]

congruences { z=6 [2?].

1. a. Ecrire une équation diophantienne équivalente a ce systéme.

b. Justifier que cette équation admet des solutions puis en déterminer

une particuliére.

c. En déduire toutes les solutions du systéme de congruences.

2. Un astronome observe une planéte dont le cycle est de 35 jours. Six
jours plus tard, il observe une autre planéte donc le cycle est de 27 jours.
Combien de temps devra-t-il attendre, au minimum, pour pouvoir

observer ces deux planetes simultanément ?

Le PGCD de 3n—1et 5n est égal a:

© 1pourtout ne 11,
() 5 si, et seulement si, 5 divise 3n—1.
@ 5 pourtout n e 1.
@ 5si, et seulement si, 5 divise n—2.

Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont
vraies pour tout n € I tel que 2, 6 et 15 divisent n ?

© 10 divise n.
© 30 divise n.

© 12 divise n.
© 60 divise n.
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E% Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

{LLS.fr/ PythonXP

Chiffrement affine

On a re¢u un message codé a l'aide du chiffrement affine défini de la maniére suivante : & chaque lettre du message est
y=1x+8(26]

associé un entier x entre 0 et 25 selon l'ordre alphabétique. A chaque entier x, on associe 'entier y tel que D<y<2s

Enfin, on remplace la lettre du message par la lettre associée a .
On cherche a décoder le message suivant : IZIV JUNSYW,

Questions préliminaires :

1. Justifier que, pour tout x {0 ; ... ; 25}, l'entier y ainsi dé&fini est le reste de la division euclidienne de 11x+8 par 26

1x+8
26

2. Ecrire le message recu sous forme d'une suite d'entiers.

et que y = Tx+8— 26 x E( ), ol E( ) désigne la partie entiére.

Comprendre la construction d'un codage affine et chercher a quelle condition
une fonction de décodage existe a l'aide d'une des deux méthodes.

["Lago

[PYTHON|

METHODE DE RESOLUTION 1

-
METHODE DE RESOLUTION 2 @

1. a. Creer une liste vide chiffrage = [1.

1. Ouvrir GeoGebra et associer un tableur a coté du
graphique. Dans la colonne A du tableur, entrer les
entiers x de 0 a 25 et dans la colonne C les valeurs
correspondantes de 11x+8.

b. A 'aide d'une boucle bornée, pour chaque valeur
de U'entier x allant de 0 a 25, compléter la liste
chiffrage avec la valeur de y correspondante
determinee dans la question préliminaire 1..

2. a. Compléter le code de la question précédente
en y ajoutant le code ci-dessous. La méthede index

2. Entrer en B1 une formule permettant d'cbtenir
par recopie vers le bas les valeurs de y associées
a chaque entier.

m sert a obtenir l'indice d’'un élément d’une liste.
; i ; i G mcode = [8, 25, 8, 21, 9, 20, 13, 18, 21, 22] "
0 . ]
La fonction floor désigne la partie entiére 7 ndecode = 0
R ] - . & alpha = “gbcdefghi jkimnopqrstuvwxyz”
3. Sélectionner les colonnes A et B, puis créer une 9 mclair = " "
10

liste de points. Afficher les noms de ces points
dans le graphique et vérifier que le point A a
pour abscisse 0, le point B pour abscisse 1, C pour
abscisse 2, elc. Il est possible de renommer les
points manuellement si nécessaire.

4. Par lecture graphique, décoder le message regu.
5. Modifier le tableur pour que la fonction de

codage soit 10x+ 8 au lieu de 11x+8.
Pouvez-vous décoder le message recu 7 Pourquoi ?

6. Tester d'autres valeurs et conjecturer une
condition sur la valeur de a pour que le message
codé par ax+ B seoit décodable.

Pour aller plus loin

Déterminer un entier b tel que 11b=1|26] et en
déduire que x=b(y—-8)[26].
Déterminer alors une fonction de décodage.

130 @ | LLS.fr/MXPP130

11 for i in range(len(mcode)):

12 n = chiffrage.index(mcode[i])
13 mdecode.append(n)

14 mcloir = mclair + alpha[n]

b. Expliquer la ligne & puis la boucle for entre les
lignes 11 et 14.

3. Que se passe-t-il quand on remplace 11x + 8 par
10x+ 8 dans la définition de chiffrage ? Afficher la
liste chiffrage et expliquer pourquoi le programme
ne peut pas fonctionner.

4. a. Ajouter une ligne de commande permettant

d'afficher la liste chiffrage triée et tester plusieurs
fonctions.

b. Conjecturer une condition sur a pour que le mes-
sage codé par ax+ 8 soit decodable.
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Etablir un calendrier

Dans le calendrier julien, les années sont divisées en 365 jours et on ajoute un jour tous les quatre ans (années
bissextiles). Cependant, ce calendrier entraine un décalage non négligeable avec le comportement des astres sur
plusieurs siécles.

Questions préliminaires :

On estime qu'une année est composée de 365,2422 jours. On pose A=365+ 1%‘6%2() A

Le choix optimal serait denc de rajouter 2422 jours sur chaque période de 10000 ans.

Pour obtenir une méthode plus pratique, on écrit le développement en fractions continues de A : on pose q, = 365,

r, = 10000 et r, = 2422 et on définit, par divisions euclidiennes successives, les suites d'entiers (g, ) et {r ) telles que,
pourtoutn=1,r _ =r xq +r _et0<sr  <r.

Pour finir, on définit la suite (A ), pour tout entier naturel n, par A, = q,+ A=q,+ ] 7 etc.

fi, 1
Les termes A sont appelés développement en fractions continues. Tt 1,
1. a. Vérifier que q,= & et r, = 312 et en déduire la valeur de A,.

b. Déterminer q, et en déduire une valeur approchée de A, a 107 prés.
2. a. Justifier alors le choix du calendrier julien.

b. Quelle est I'erreur commise chaque année avec cette méthode ? Chaque siécle ?
c. Les années multiples de 4 sont-elles toutes bissextiles ? Comment justifier ce choix ?

Obtenir et interpréter un développement en fractions continues afin de déterminer
plusieurs approximations d'un méme nombre a l'aide d'une des deux méthodes.

~ a1 s
imooe rsoumon' | Pvon
1. Charger la feuille de calcul (LLS.fr/MXPcalendrier ).

On donne l'algorithme en Python ci-dessous corres- Quelles formules doit-on entrer en A3 et en B4 afin
pondant au calendirer choisi par les Perses. de déterminer les dix premiers termes des suites
"1 from fractions import* (q,)et(r,)?

2 q = [365] 2. Afin de calculer les valeurs approchees de A

3r = [10009, 2422] sans entrer a la main les formules de chaque

o ol r'ur'jgf:(ii)f fraction continue, on a entré dans les colonnes C

5| q.appendCint(r[i]/r[i+1])) . i

6| r.oppendCr[i] - rLi+1]%intCrLil/r[i+1])) et D les formules qui calculent le numérateur et le

7 B = Fraction(1, q[1] + Fraction(l, q[2] + dénominateur des fractions A ; A ; A, ..

g ;:gi:é:;(l' al3D» Expliquer pourquoi la formule sC2-365.*D:z entrée
— en F2 permet de remplir la colonne F puis inter-
1. Quelle est la nature des variables ¢ et r créées préter les résultats de la ligne 5 correspondant a
en début de programme ? Pourquoi a-t-on choisi lapproximation choisie par les Perses.
ce type de variables plutdt que des variables 3.0n appelle validité le nombre d'années au bout
numériques ? desquelles 'erreur atteint un jour entier. Remplir
2. Que représentent les nombres int(r[il/r[i+1]) les colonnes G et H en arrondissant les résultats
et r[i]-r[i+1]"int(r[i]/r[i+1]) ? de la colonne H a l'entier. Interpréter les résultats
3. Interpréter le résultat affiché aprés exécution : \ affichés ligne 11. J

combien de jours les Perses ajoutaient-ils sur

combien d'années ? -
4. Modifier ce programme afin qu'il affiche l'erreur Pour aller P]US loin

commise et le nombre d'années au bout desquelles

i N . . . .o Ecrire la fraction continue A, donnée par les
l'erreur atteint un jour entier (appelé « validité »).

P valeurs q, a q,.
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o/ TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

| 3 '| Par soustractions successives, montrer que :

;

"4 Déterminer le PGCD des entiers suivants.

1.12 et 54. 2. 45 et 540. 3.56 et 105.

Er: On veut découper une planche rectangulaire
de 204 cm par 138 cm en carrés de méme laille et
sans perte.

Donner toutes les dimensions possibles de ces
carrés.

[r;'_ Pour chacune des équations diophantiennes
suivantes, déterminer en justifiant si elles
admettent ou non un couple d'entiers {(x ; i)
solution.

1. 51 + 39y = 2020
3. 23x+ 42y = 2021

2. 51x+39y=2019

l..'“.

| On dispose de 78 clés USB et de 120 stylos
a partir desquels on souhaite constituer des lots
identiques sans qu'il ne reste d'objet.

1. Quel est le plus grand nombre de lots
réalisables ?

2. De combien de clés USB et de combien de stylos
ces lots sont-ils constitués ?

“.~ Pour chacune des équations diophantiennes
suivantes, déterminer sans calculatrice un couple
d'entiers solution.

1.15x— 4y =1 2. 21x+6y =3
"4 Déterminer l'ensemble des couples d’entiers
{x; y) vérifiant les équations suivantes.

1.12x+5y =0 2.51x+18y =0

hr.'_ On posséde un nombre d'objets inférieur &

|

500. Si on les range par 10 ou par 9, il en reste tou-
jours 3. Combien peut-on avoir d'objets ?

. v

PGCD

\"4:! Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(72 ;n)=6et n< 72,

-+ Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(180; n)=12 et n < 180.

132 B | LLS.fr/MXPP132

1. PGCD(123;76)=1. 2.PGCD(98; 38)=2.

<1\ Ecrire la division euclidienne de 1420 par 24 et en
déduire le PGCD de 1420 et 24.

[___:: Justifier que, pour tout n € I, le PGCD de 26n+7
et n est 7 si n est un multiple de 7 et 1si n n'est pas un
multiple de 7.

|- Déterminer l'ensemble des couples (x; y) e IN?
tels gque xy = 6348 et PGCD(x; y)=23.

<. | Déterminer I'ensemble des couples (m; n)e N?
tels que:
1. mn = 5400 et PGCD(m ; n)=15.

2. m*—n?=1620 et PGCD{m ; n) = 6.

[11 Déterminer 'ensemble des couples (a ; b) e N?
telsque a+ b =72 et PGCD(a ; bh)=9.

[f_; Démontrer les propositions suivantes.

1. Tout entier est premier avec son successeur.

2. Tout entier impair est premier avec l'entier impair
suivant.

3. Pour tout couple d'entiers pairs successifs, leur PGCD
est égala 2.

Algorithme d Euclide

[_"F A l'aide de l'algorithme d'Euclide, déterminer le
PGCD de 345 et 195.

['filr Utiliser l'algorithme d'Euclide pour déterminer le
PGCD de chacun des couples suivants.

1. 246 et 189, 2.365 et —12. 3.21312 et 840,

[Hs Soit n un entier naturel non nul.

1. Démontrer que le reste de la division euclidienne de
2in+4 par16n+3 estegala 5n+1.

2. a. Effectuer la division euclidienne de 16n + 3 par
Sn+1.

b. En déduire que PGCD(21n+ 4 ;16n+3)=1.

3. En suivant le méme raisonnement, déterminer le
PGCD de 18n+7 et 2n+ 1.

Soit n un entier naturel non nul.

1. Utiliser l'algorithme d’Euclide pour déterminer le
PGCD de 19n + 24 et 8n+10 suivant la parité de n.
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19n + 24
8n+10

si, et seulement si, n est impair.

2. En déduire que la fraction est irréductible

! .11 Déterminer 'ensemble des entiers n tels que
PGCD(n;342)=19et 0 < n < 342

f-r“ Déterminer l'ensemble des entiers m tels que
PGCD(m+200;19)=4et-20cm<20

Théoreme de Bézout

[T 1. Demontrer que les nombres 24 et 13 sont pre-
miers entre eux.

2. Déterminer alors deux entiers relatifs u et v tels que
26u+13v =1,

{__?Z Dans chacun des cas suivants, justifier l'existence
d'un couple (u ; v) d'entiers vérifiant 'équation donnée
puis en déterminer un.

1. 3Mu+700=1 2.25u+72v =1

T . . - -

[ Soit n e Ii. Montrer a l'aide du théoréme de
Bézout que 5n—7 et 2n—3 sont premiers entre eux.

'__ Montrer que, pourtout n €I, 9n+11et 5u+6
sont premiers entre eux.

@ Démontrer que, pour tout entier naturel n, 8n+3
et 6n+ 2 sont premiers entre eux.

Equations diophantiennes

U1 Alaide de la remontée de lalgorithme d’Euclide,
déterminer un inverse de 134 modulo 57. Autrement dit,
déterminer un entier a tel que 134a =1|57].

{'."i_‘.»'_ Pour chacun des nombres suivants, determiner s'il

est inversible modulo 33 et, le cas écheéant, en donner
uninverse:a=3,b=8,c=44 d=10ete=5.

Déterminer, si elle existe, une solution particu-
liere des équations diophantiennes suivantes.

1. 336u+ 4450 =1 2. 426u—68v=2 3.30Mu+24v=3

51 A l'aide du théoréme de Gauss, déterminer
I'ensemble des couples d'entiers (u ; v) tels que
3Bu—650=0.

" TRAVAILLER LES AUTOMATISMES |

7~ Alaide du théoréme de Gauss, déterminer l'en-
semble des couples (x; y)e Z? tels que:

1.76x =112y 2.12(x+3)=5(y—4)

E -1 Lister 'ensemble des couples d’entiers naturels
Tx =19y

(x;y)tels que <100

5| Déterminer l'ensemble des entiers x tels que :

1.8x=0]55] 2.6v=12[35] 3.54x=0]62]

Soit n € [1. Montrer, a l'aide du théoréme de
Gauss, les affirmations suivantes.

1.in=0[4]=n=0][4]
2.si(n+1)|5n,alorsn=00un=é4,

= . . .. =0]45
E:‘r_',. 1. Montrer que si un entier a vérifie E _ DEE}]'
alors a=0[360].
2. Mont . . ... |b=0[15]
rer que si un entier b vérifie b=0[9]" alors on

n'a pas nécessairement b = 0[135].

e IR . n=6[22]
|1/ Soitnelitel que [nzﬁ[ﬁﬂ]'

1. Montrer qu'il existe deux entiers relatifs (k; ) tels
que 22k = 40L,

2. En déduire l'ensemble des valeurs possibles de n.

E -1 Montrer que si un entier a vérifie

{GEO[H]
alors a = 0[220].

a=0[20]

E 1. Déterminer l'ensemble des solutions de I'équa-
tion diophantienne (E_j: 11X = 15Y.

2. Déterminer une solution particuliére (x,; y,) de
léquation (E): 11x—15y = 3.

3. Montrer que (x ; i) est solution de (E) si, et seule-
ment si, (x —x, ; Yy —y,) est solution de (E,).

4. En déduire dans Z7 l'ensemble des solutions de
l'equation 11x—15y = 3.

::LT: Seit nn un entier naturel.
1. Justifier que, parmi les nombres n, n+1etn+2, l'un
est divisible par 3 et au moins un est divisible par 2.

2. En déduire que n{n—+1){n+2) est divisible par 6.

r_‘_il Montrer a l'aide du théoréme de Gauss les
affirmations suivantes (on pourra s'aider de tableaux
de congruence).

1. Pour tout n €14, 120 divise n(n?—1)}(n*—4).

2. Pourtout n =17, 6 divise n(2n+1)(n+1).
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' ENTRAINEMENT

Em'mmmmmﬂ o

P PGCD

—— ~‘:?‘ |
;3!-.'!Irl‘;."b L-_f;ik"'![‘l:

l < Déterminer l'ensemble des diviseurs communs
a 6102 et 2028.

I‘ On définit, pour tout entier n > 1, la suite (u,)
paru = %x PGCD(24 ; n).
La suite (u_ ) est-elle convergente ?

E .| Montrer que, pour tout entier naturel n,
PGCD(3n+4;4n+3)=7 «an=1[7].

!L': [catculer]

Soit n un entier naturel non nul. Quand on divise 364
par n, le reste vaut 12 et quand on divise 140 par n, le
reste vaut 2. Quelles sont les valeurs possibles de n ?

3

B TABLEUR FREREITES

Soit n un entier naturel non nul. On souhaite partager

un groupe de 654 femmes et 491 hommes en n équipes
mixtes.

En répartissant les femmes, il en reste 24 sans équipe.

En répartissant les hommes, il en reste 11 sans équipe.

On souhaite déterminer le nombre n d'équipes qui ont
été faites a l'aide d'un tableur.

1. Justifier que n = 25.

2. Entrer dans la colonne A les entiers de 25 a 100, en
B1 une formule permettant d'obtenir le nembre de
femmes sans équipe pour chaque valeur de n eten C1
une formule permettant d'oblenir le nombre d’hommes
sans équipe pour chaque valeur de n,

3. Entrer en D1 une formule qui renvoie 1 si les valeurs
en B1 et C1 sont respectivement égales a 24 et 11 et qui
renvoie 0 sinon.

4, Déterminer alors le nombre d'équipes.

5. Quel PGCD doit-on déterminer pour vérifier ce
résultat ?

135 B | LLS.fr/MXPP134
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L] Parcours 1: exercices 72 ;76 ; 86 ; 91: 102 et 106
Parcours 2 : exercices 68 ; 71; 94 ; 105 et 107

@ @ @ Parcours 3 : exercices 79;90; 93 et 103
o]
Soient a et b deux entiers naturels non simul-
tanément nuls. On note d le PGCD de a et b.

1. Justifier que d ne peut pas &tre négatif ou nul. En
déduire alors la valeur minimale de d.

['}‘_’ [Raisanner]

2. Démontrer que d = a lorsque b=0et d= 1lorsque
b=1
3.a. On suppose que a | b. Déterminer alors la valeur
de d,

b. On suppose maintenant que d = a. Quelle relation
existe-t-il entre a et b 7 Quelle équivalence a-t-on
démontrée ?

4. Démontrer que si a = b, alors d = PGCD{a—h ; b).

[T‘ [communiquer] & 8
Soient n un entier naturel, s =2n+1et f=n+3.
1. Montrer que PGCD(« ; #) divise 5.

2. Montrer que si n =2|5], alors 5 est un diviseur
commun a « et 8.

3. En déduire que PGCD(« ; #) =5 si, et seulement si,
n=2[5].

[Raisanner]

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

Montrer que le PGCD de n?—1et 3(n+1)vaut 3{n+1)
sin=1[3] et n+1sinon.

70 TaBLEUR JURRTRSS
Soitneld.

1. Al'aide d'une feuille de calcul, conjecturer U'expression
du PGCD de n®+3n+2 et n+1en fonction de n.

2. Al'aide d'une feuille de calcul, conjecturer l'expression
du PGCD de n*+3n+2 et 2(n+1) en fonction de n,

3. Démaontrer ces résultats.

[Tﬁ [Raisonner] @ ©

1. Démontrer que, pour tout n € 17 :
PGCD(n;n+&4)=4en=0[4]

2. Peut-on en déduire que, pour tout n € 14, la fraction

n_}ﬂ' peut étre simplifiée si, et seulementsi, n=0[4]7

Justifier,

[?‘:: [Raisonner] & ©-©

Soit n un entier naturel non nul.
Montrer que PGCD{2n+1; n+5)=PGCD(2;n+5).
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3 [Calculer]

1. Conjecturer a l'aide des tables de val

eurs des suites
(n—

sz et(n?=3n+5), ., les valeurs de n pour

- 2—-
lesquelles la fraction 2 = '1”1+5 est réductible,

2. Montrer que, pour tout entier n =1,
PGCD(n-1;n2-13n +5)=PGCD(n—1:3) et valider
ou réfuter la conjecture émise précédemment.

3. Conjecturer les valeurs de n pour lesquelles

n’—3n+5 ]
=1 est un nombre entier,

4. Démontrer ce résultat.

/1 m [Calcuter]

On considére l'algorithme suivant oii a et b sont des
entiers naturels donnés par l'utilisateur.

Tant que a # b faire :

a,b—min(b—a:a), max(b—a;a)
Afficher a.

Remarque : La double affectation permet de calculer g et b
simultanément ; la valeur utilisée pour calculermax(b-a ; a)
est l'ancienne valeur de a et non min(b-a : a).

1. Appliquer cet algorithme & la main en prenant pour
valeurs initiales a = 56 et b = 96.

2. Que représente le résultat affiché en sortie ?

| 2

41 [Raisonner)

L&

o]
Soient a, b et k trois entiers naturels non nuls.

On veut demontrer que PGCD(ka ; kb)=k x PGCD(a B,
1. Ecrire la division euclidienne de a par b (en appelant

q le quotient et r le reste) puis écrire la division
euclidienne de ka par kb.

2. En utilisant l'algorithme d’Euclide et la suite
des restes des divisions euclidiennes successives,
démontrer alors que PGCD (ka ; kb) = k x PGCD(a ; b).

['.f_-l‘* EN PHYSIQUE RUSTRIITAR - I

=]

Un son complexe est composé d'une harmonique A de
frequence 440 hertz, d'une harmonique B de fréquence
520 hertz et d'une harmonique C de fréequence 780 hertz.
On admet que la fréquence de ce son est égale au PGCD
des fréquences des harmoniques.

Quelle est la frequence de ce son complexe ?

R
R O

R I I R RN

R I

)
ENTRAINEMENT ‘
Tm [Calculer)

1. Programmer en Python un algorithme qui

LABO
PYTHON
prend en argument deux entiers naturels

et qui calcule leur PGCD en utilisant l'algorithme
d'Euclide,

2. Tester cet algorithme pour les couples suivants :
(45;9),(9;45) et (—60;12),

Donne-t-il le méme résultat quand le couple (a; b)
donné vérifiea<boua>p?

B8] VRAI | FAUX [Raisonner]

Déterminer, en justifiant, si les propositions suivantes
sont vraies ou fausses,

12" =2[15).

2. PGCD(2%% 4+ 4 ;1 15) =13,

AL [caleuler) @ @ @
Soit n un entier supérieur ou égal 3 2.
1. Factoriser n’+2n—3 et n?+ 4n + 3.

2. Déterminer le PGCD de n+1et n—1selon la parité
de n.

3. En déduire, en fonction de n, une expression de
PGCD(n*+2n—3 ;n’+4n+3),

!:[J_. TABLEUR [Modéliser)

On souhaite découper une surface rectangulaire en
carrés de mémes dimensions.

On cherche la taille maximale du c6té des carrés.

On commence par construire un carré dont le coté est
égal a la largeur du rectangle.

Dans le rectangle qui reste, on construit encore un carré
dont le coté est égal a la nouvelle largeur et ainsi de
suite jusqu'a ce que le rectangle restant soit un carré.
Le rectangle total sera alors découpable en carrés de
ces derniéres dimensions.

1. Ouvrir une feuille de calcul. Entrer les dimensions
initiales 6102 et 2028 en A1 et B1.

Quelles formules faut-il entrer en A2 et B2 pour obtenir
les longueurs successives des rectangles obtenus dans
la colonne A et leurs largeurs dans la colonne B ?

2. Etirer ces formules vers le bas afin de compléter les
colonnes A et B. Quand peut-on s'arréter ? Quelle est
la dimension des carrés permettant de partager ce
rectangle ?

3. Afin de réduire le nombre de lignes dans le tableur,
on entre respectivement en A2 et en B2 les formules
=MAX(B1:; MOD(A1; B1)) et

=MIN(B1 ; MOD(A1 ; B1)).

Que calculent ces formules ? En combien d'étapes
retrouve-t-on le résultat cherche ?
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'ENTRATNEMENT
(0 EERETE vocetiser)

Dans son testament, un homme
partage son terrain rectangulaire

LABo
Prmnﬂ

de longueur et de largeur entiéres
de la maniére suivante. Il donne a
son premier héritier une parcelle
carrée de dimensions entiéres la
plus grande possible. Il donne au

2* la parcelle carrée la plus grande
possible dans le reste du champ, au

37 la parcelle carrée la plus grande

possible dans ce qu'il reste, et ainsi
de suite jusqu'a ce que la totalité du
champ soit attribuée.

1. Justifier que sa méthode de partage se termine
effectivement quelles que soient les dimensions
initiales du champ.

2. Reproduire et compléter le programme suivant afin
qu'il calcule et affiche la longueur du c6té de chaque
parcelle et le nombre de parcelles de chaque taille.
1 def parcelle(l, L):
2| while ... :
3 print('Coté :*, b ,"Nombre :', ...)
4l 1, L., ...

On utilise respectivement les commandes a//b et a %b
pour le quotient et le reste de la division euclidienne de a

par h.

3. Si le terrain initial mesure 96 m de longueur et 56 m
de largeur, quel est le nombre d’héritiers ?

.2 Nombres premiers entre eux

™ _
| -
|

A\ I

f_;:“ Justifier 'existence d'un couple d'entiers (u; v)
tels que 130u + 2310 = 1 et en déterminer un,

[_-_'-_7. Soit n € ['i. Montrer a l'aide du théoréme de
Bézout que PGCDM&4n+3;2n+1)=1.

S .- - -
.. Pour quelles valeurs entiéres n l'équation
24x + 32y = n admet-elle des solutions entiéres ?

{12 Soit n € [i. Donner une combinaison linéaire
de 4n+3et3n+4égalea’.

Peut-on en déduire que PGCD(4n+3;3n+4)=77?
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|86 [calculer] W@

On considére 'équation diophantienne 4x—27y = 1.

1. Justifier que cette équation admet des couples
d'entiers solutions et en determiner un.

2.50it (x,; y,) une solution particuliére. On définit les
suites arithmétiques (x, ) de premier terme x, et de
raison 27 et (y, ) de premier terme y, et de raison 4,
Montrer que, pour tout n €11, le couple (x, ; iy, ) est
solution.

3. A l'aide de la calculatrice, déterminer, en utilisant la
question 1., dix couples solutions de l'équation.

:r;;— @ [Représenter.]

1. Montrer que l'équation (E): S4x + 42y = 24 est
équivalente a 9x+ 7y = 4 et qu'elle admet une solution
dans 72,

2. Déterminer une solution particuliére de (E).

3. Justifier que les solutions entiéres de l'équation (E)

sont, dans un repére du plan, des coordonnées de
points de a droite d'équation y = —-3-.14 -f}

4. A l'aide du mode tableur de la calculatrice et en
utilisant la fonction x — —;x+i, construire, a l'aide
d'une valeur initiale et d'un pas bien choisi, un tableau

ne faisant apparaitre que des points de la droite &

coordonnées entiéres.
[ing]

ET [Raisonner ]
Le but de cet exercice est de démontrer la

propriété : « Pour tous a, b, c entiers tels que a et b ne
soient pas simultanément nuls, l'équation ax+ by =¢
admet des solutions si, et seulement si, ¢ estun
multiple de PGCD(ar ; b). »

1. Montrer que si l'équation av+ by = c admet des
solutions, alors PGCD(a ; b)|c.

2. Réciproquement, supposons que ¢ est un multiple de
PGCD(a ; b). Soit ¢ l'entier tel que ¢ = ¢ PGCD(a ; b).
Déduire de l'identité de Bézout qu'il existe un couple
solution de 'équation ax+by =rc.

[Raisonner ]

Soit (m; n)e 11" Montrer qu'il existe (a ; b) € Z?

tel que — =2 + £ ;. ot seulement si, m et n sont

nm_ noom
premiers entre eux.

i"'-f:‘ [Communiquer] @ @ @&
1. Soit n = [i". Justifier que si n n'est pas un multiple de
3, alors n et 3 sont premiers entre eux,

2. En utilisant le théoréme de Bézout, montrer que si n
est premier avec 3, alors n® est premier avec 9.
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3. Démontrer par contraposée la proposition ;
« Pour tout n € 11 non nul, si 9|n?, alors 3|n. »

-3 o
11 [calculer] @

0On souhaite constituer des colis de bloc-notes et de
cartouches d'encre. Un bloc-note pése 702 g et une
cartouche d'encre pése 45 g.

1. Le service de livraison propose des tarifs pour des
colis de poids inférieur a 2 kg, 3 kg, 4,5 kg ou 9 kg.
Parmi ces poids, quels sont ceux qui peuvent étre
exactement atteints avec ces fournitures ? Justifier.

2. Déterminer une constitution possible pour un colis
pesant exactement 45 kg.

3. Déterminer, & l'aide de la remontée de l'algorithme
d'Euclide, un couple de Bézout associé aux entiers 702
et 45. Peut-on utiliser ce couple dans ce contexte ?

VRAI | rAUX B(ERTEN

Déterminer en justifiant si chacune des affirmations
suivantes est vraie ou fausse.

1. Il existe un entier naturel n tel que -"1%-"- et -"1;58
soient tous les deux entiers.

2. Il existe un entier naturel n tel que "1_63 et & 1_211
soient tous les deux entiers.

FLB:I; APPROFONDISSEMENT B« lulThIL T4 @ﬁ@

On souhaite chiffrer un texte en frangais avec des
accents, ce qui donne un alphabet a 35 lettres. Chaque
lettre est alors associée a un entier entre 0 et 34,

1. On choisit la fonction de chiffrement affine

f: x—10x+3 qui, a tout entier x € {0 ; ... ; 34}, associe
l'entier y € {0 ; ... ; 34} tel que y =10x+3[35].
a.Soitye{0;...;34}.

Montrer que si y = 10x+3[35], alors il existe k € Z tel
que 10x+35k=y—3.

b. Pour quelles valeurs de y cette équation admet-elle
des solutions entiéres ?

¢. Que peut-on en déduire pour cette fonction de
chiffrement ?

2. 0On choisit la fonction de chiffrement affine

g . x— 8x+5qui, atout entier x={0; ... ; 34}, associe
l'entier y = {0; ... ; 34} tel que y = 8x+5[35],

a. Justifier qu'il existe a € Z tel que 8a = 1[35] puis
déterminer un tel entier.

b. En déduire que, pourtout y {0 ; ... ; 34},
I'équation y = 8x+5[35] admet une unique solution
xe{0;...; 34} et écrire la fonction de décodage
permettant de la déterminer.

. Quel est l'entier qui est chiffré par 9 avec cette
fonction de chiffrement ?

ENTRAINEMENT

[-'.lfl_ [Communiquer.] 6 ® ¢

On souhaite chiffrer un texte en frangais en tenant
compte des accents, ce qui donne un alphabet a 35
lettres. On a choisi la fonction de chiffrement affine
h:x—T7x+1qui, a tout entier x= {0 ; ... ; 34}, associe
l'entier y = {0; ... ; 34} défini par y = h{x)|35].
L'objectif est de montrer que cette fonction de codage
est ambigue.

1. Montrer par l'absurde et en utilisant le theoréme de
Bézout que 7x+1 ne peut pas étre congru a 2 modulo 35.
Que peut-on en deduire sur la lettre associée au nombre
2 dans le message chiffre ?

2. 0n souhaite décoder la lettre associée au nombre 8.
a. Déterminer deux entiers x € {0 ; ... ; 34} codés par 8.

b. Combien d'entiers x € {0 ; ... ; 34} sont codés par 8 ?

=
L) [catculer)

x=a[3]
On cherche a résoudre un probléme de la forme {x = b [5]
x=c|7]

oll a, b et ¢ sont des entiers naturels non nuls.

1. Montrer que s'il existe des entiers @, § et ¥

3sxa=1[3]
tels que 121 x f=1][5), alors pour tout k € Z,
1Bxy=1[7]

x=35a xa+218 x b+ 15y x ¢+ 105 x k est solution du
systéme.

2. Justifier 'existence de ces entiers @, f et ¥ puis
déterminer un triplet qui convient.

3. En déduire un ensemble de solutions du systéeme.
A-t-on déemontré que cet ensemble les contient toutes ?

.rj"' [Représenter.]

D'aprés bac S, Centres étrangers, juin 2009

On note (E) 'équation 3x+2y =29,

1.a. Déterminer un couple d'entiers solution de (E ).
b. On admet que les solutions sont données, pour tout
entier k, par {11 —2k; 3k—2).

Préciser les couples solutions pour lesquelsona ala
foisx=0ety>0.

2. Soient S la surface d'équation 4z = xy dans un

repére et P son intersection avec le plan d'équation
3x+2y=29.

a.50it(x; y; z)un point de P a coordonnées entiéres.
Montrer que PGCD(x ; 4) = 1et en déduire que 4 divise y.
b. Construire une table de congruence modulo 4 afin

de déterminer, parmi les solutions de (E), lesquelles
vérifient y =0[4].

c. En déduire l'expression des coordonnées des points
de P a coordonnées entiéres.

Chapitre 4. PGCD et applications | LLS.fr/MXPP137 | B 137

Scanné avec CamScanner



'ENTRATNEMENT

=) Théoréme de Gauss et applications

[7; Déterminer tous les entiers qui, divisés par 204
ou 156, donnent un reste égal a 15.

pa— X i )
1.1 Dans un repére, représenter I'ensemble des
points (x ; y) & coordonnées entiéres comprises
entre —10 et 10 tels que 3x = 4y.

[T Determiner l'ensemble des entiers naturels n
tels que 6| 4n et 4|5n,

m [calculer]
1. Déterminer l'unique couple (a; b)e I'? tel que
PGCD{a ; b)=21et 3a =5b.

2. Déterminer l'ensemble des couples (a; b) e Z* tels
que PGCD(a; b)=18 et 7a = 4b.

f‘-‘['_.".l [Communiquer.]

1.S0it(a; b;e)e 1’ tel que PGCD(a; b)=1.

Ecrire l'identité de Bézout pour le couple (a; b) et en
déduire que tout diviseur commun a a et be divise c.
2. Montrer que, pour tout (a; b; c)e1i?,

si PGCD{(u ; b)=1¢et PGCD(a ; ¢)=1, alors
PGCD(a; be)=1.

ik'."-' [Calculer] @

On souhaite constituer des colis de 4500 g avec des
bloc-notes et des cartouches d'encre. Un bloc-note pése
702 g et une cartouche d'encre pése 45 g,

On note x le nombre de bloc-notes et i le nombre de
cartouches d'encre.

1. Justifier que x et y sont deux entiers naturels
solution de ['équation (E): 702x + 45y = 4 500.

2. Déterminer une solution particuliére (x, ; y,) de cette
équation dans Z2,

3. Montrer que si (X, ; i/,) € 27 est une solution de
I'équation (E), alors tout couple (x; y) € Z? solution de
(E) vérifie 702(x —x,) = 45(y,~ Y).

4, En déduire dans Z? 'ensemble des solutions de (E).

5. En déduire les valeurs possibles de x et de y dans ce
probléme.

ﬁ'—?‘} [Raisanner) @ @ @
Soient a et b deux entiers naturels. On admet que a et

b ant une infinité de multiples communs positifs et qu'il
en existe un plus petit que les autres, noté PPCM(a ; b).

138 | [ LLS.fr/MXPP138
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1. a. Justifier que 'ensemble des multiples communs
positifs a a et b est non vide,

b. Lister les cinq premiers multiples commun stric-
tement positifs a 24 et & 36 et en déduire alors
PPCM(24 ;36).

On souhaite démontrer que le produit de deux nombres
entiers naturels est égal au produit de leur PGCD et de
leur PPCM.

2, Vérifier que 24 x 36 = PGCD(24 ; 36) x PPCM(24 ; 36 ).

3.5oient (a; b)e 11%.0n poese d = PGCD(a ; b) et on
considére (a'; b')e 1N? tel que a = da’ et b = db'.
Justifier que a'b'd est un multiple commun positifa a
et b,

4., Que peut-on direde a' et b' ?
b. Soit i  I'l. Montrer que si m est un multiple com-
mun positif a a et b, alors ;m est un multiple de a'b'd.

5. En déduire que a'l'd est le plus petit multiple
commun positif a o et b,

6.0n note m = a'b'd le plus petit multiple commun
positif de a et b. Montrer que mxd=axb.

[Raisonner ]

Soient deux entiers naturels a et b premiers entre eux.
Montrer que, pour tout n € IV°, a et b" sont premiers
entre eux.

e

11*} [Raisonner] @ @ €

Soient a, b et ¢ trois entiers naturels et n un entier
naturel non nul.

1. Montrer que si n et ¢ sont premiers entre eux, alors
ac=be[n]l=a=z=b[nl.

2. Montrer par un contre-exemple que cette implication

est fausse si on ne suppose pas n et ¢ premiers entre
eux.

'-"I —
E.'Ir] [Calculer] @ ¢

Un groupe d'amis a mangé pendant plusieurs jours au
restaurant de leur hotel. Ils avaient le choix entre le
menu du jour a 24 € et le menu gastronomigue a 45 €.
L'addition s'élevant 4 903 €, ils cherchent a retrouver
combien de fois chaque menu a été choisi.

On note a le nombre de menus du jour et b le nombre
de menus gastronomiques choisis,

1. Ecrire une équation diophantienne associée a cette
situation.

2. Montrer qu‘une solution de cette équation est
(ag;by)=(2;19).

3. Montrer que si (a ; b) e Z? est une solution de
I'équation, alors 8(a—2)=15(19—b).

4. En déduire l'ensemble des solutions cherchées.
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5. S'ils savent seulement que le nombre de repas pris
est un multiple de 7, peuvent-ils connaitre la répartition
des choix de menus ?

E—'.‘_:?? [Caleuter] @€

Soit un entier n tel que le reste de la division eucli-
dienne de n par 18 et de n par 50 soit égal a 2.

1. Montrer que les quotients respectifs k et m de ces
divisions euclidiennes vérifient 18k = 50m,

2. Déterminer le reste de la division euclidienne de n
par 15.

Emm [Raisonner]

L'affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
«Soitnell. Pourtout{a;b)esZ?:
ab=0[n]=a=0|n]loub=0[n] »

108) 1asLeur JUBIETENS

0On cherche I'ensemble des entiers n congrus a 2
modulo 3 et 3 1modulo 5.

1. Dans une feuille de calcul, entrer dans la colonne A
les entiers de —8 a 30, puis dans les colonnes B et C les
restes respectifs de ces entiers modulo 3 et 5,

2. Dans la colonne D, entrer une formule a recopier
vers le bas qui affiche 1 si l'entier correspondant a la
ligne est solution au probléme et 0 sinon. Combien
de solutions existe-t-il entre —8 et 30 ? Comment
semblent-elles réparties ?

La formule =MOD(a ; b) permet d'obtenir le reste de la
division euclidienne de a par b.

3. Montrer que si r et n, sont solutions du probléme,
alors n—n, = 0[15]. En déduire le reste de la division
euclidienne de tout i solution du probléme par 15.

T Q| [Repreésenter]

bt i it

Dans un repére du plan, on cherche les points a coor-
données entiéres de la droite d'équation 15x+4y =1
1. Sur GeoGebra, tracer la droite d'équation 15x+4y =1
et vérifier que le point de cette droite d’abscisse —1a
une ordonnée entiére.

2. Justifier que si (x; y) Z? sont les coordonnées d'un
point de cette droite, alors x+ 1 est un multiple de 4.

3. Créer un curseur n allant de —12 a 12 avec un pas
de 4, puis le point de la droite d'abscisse n—1.

4. Déeterminer la distance verticale entre deux points
consecutifs a coordonnées entiéres de la droite.

ENTRAINEMENT

'llﬁ [Chercher]

Le cycle solaire est une révolution de 28 ans aprés
lesquels chaque jour de la semaine revient & la méme
date.

Le cycle lunaire est une période de 19 ans aprés
lesquels les lunaisons retombent aux mémes dates du
mois.

Ces deux cycles ont commencé simultanément en

l'an —457,

Donner I'ensemble des années auxquelles ces deux
cycles se trouvent a nouveau coordonnes, c'est-a-dire
que les lunaisons et les jours des semaines se trouvent
aux mémes dates qu'en —457,

E&"- oire des maths|

Carl-Friedrich Gauss (1777-
1855) est I'un des plus célébres
mathématiciens Européens

du XIXesizcle. A 19 ans, il
dérermina une méthode pour
construire un polygone régulier
4 17 corés a la regle et au compas

et indiqua en général quels sont ceux qu'on peut ou
non construire de cette fagon. Dans sa these soutenue
en 1799, il utilise les nombres imaginaires (qu'il
appellera plus tard « complexes ») pour factoriser tous
les polyndmes et démontre le théoreme fondamental
de ['algebre énoncé par d’Alembert. Clest dans ses
Disquisitiones arithmaticae publiées en 1801 et qui
reste une référence en ﬂrirhmérlque. qu'on trouve

le théoreme qui porte son nom. La méme année, il
détermine la trajectoire de Céres, une planéte naine
qui venait d'étre apercue pour la premiére fois et
introduit a cette occasion la méthede des moindres
carrés. Il travaillera aussi sur I'électromagnérisme, les
probabilités et sur la géométrie.
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. SYNTHESE

[TE—; [Caleuler, Cammuniquer]

D'aprés bac S, Polynésie, juin 2014

Un magicien propose le tour suivant : « Multipliez par
12 le numéro de votre jour de naissance. Ajoutez a ce
résultat le numeéro de votre mois de naissance multiplié
par 31. Je vais deviner votre date de naissance ».

1. Résoudre dans Z? l'équation (Eg): 12X =37Y.

2, Déterminer une solution particuliére dans Z* de
'équation (E,): 12x+ 31y =1.

3. En déduire une solution particuliére (x,; y,) € Z* de
'équation (E) : 12x + 31y = 503.

4. Montrer que si (x; y) € Z? est solution de 'équation

(E), alors le couple (x—x, ; y,—y) est solution de (E,).

En déduire 'ensemble des solutions de (E).

5. Justifier que (E) admet une unique solution vérifiant
1<y <12 et ladéterminer. Quelle est la date de
naissance d'une personne obtenant 503 ?

6. a. On considére l'algorithme suivant.

Pour x allant de 1 & 31 faire :
Pour y allant de 1a 12 faire :
z—12x+ 31y
Afficher z
Fin Pour
Fin Pour

Madifier cet algorithme afin qu'il prenne en argument
un nombre entier m et retaurne les valeurs de x et de y
telles que 12x+ 31y =met 1< y <12,

b. Programmer et exécuter cet algorithme afin de déter-

miner la date de naissance d'une personne qui obtient
355.

2 - 2 -5
- - ™~ e
} o ~¥
< 2 ~ ~
"___/--' i : E"' . .J{_L’_ r@(
I o — = ~—

&_;_i [Calculer, Raisonner)]
Soit n un entier naturel tel que n=9[17] et n = 3(5].

1. Montrer qu'il existe un couple (u; v)e Z* tel que
n=1u+9, n=5+3et5r—17u=06.

2. Justifier que l'équation Sv—17u = 6 admet des
solutions entiéres et en déterminer une.

3. En déduire l'ensemble des solutions de l'"équation
S5v—17u = 6 puis en déduire que n £ {43+ 85k, ke Z}.

4. Montrer que, pour tout entier relatif k, 43+ 85k est
solution du probléme. Conclure.
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1. 0On considére deux entiers u et v tels que au+bv =1.

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On pose d = PGCD(a ; b).

a. Justifier que d divise au + bv.

b. En déduire alors que a et b sont premiers entre eux.
2.0n suppose a présent que a et b sont premiers entre
eux {on a alors d = 1). On cherche & démontrer qu'il
existe deux entiers u et v tels que au+ b =1.

On note E 'ensemble des entiers strictement positifs
pouvant s'écrire sous la forme au+ bu.

Justifier que l'ensemble E n'est pas vide ; autrement dit
qu'il existe un entier k > 0 tel que au+bv =k.

On admet pour toute la suite que E admet un plus petit
élement noté c.

3. a. Ecrire la division euclidienne de a par ¢ en notant
q le quotient et r le reste.

b. Justifier qu'il existe deux entiers U et V tels que
r=al+bV et en deduire que si > 0, alors re E,

c. En déduire alors que r =0 et donc que c | a.

4, a, Démontrer que c| b.

b. En déduire alors que ¢ = 1.

c. Conclure en rédigeant intégralement la propriété
démontrée par les questions 2. a 4.

5. Quelle équivalence cet exercice a-il permis de
démontrer ?

‘Ii L‘; [calculer, Chercher]
Théoréme des restes chinois

Dix-sept pirates ont gagné un gros butin. Ils comptent
qu'en prenant tous la méme part, il reste trois piéces
pour le cuisinier chinois.

Un sair, une mutinerie éclate au cours de laquelle six
pirates sont tués. Ils comptent alors qu'en se répartis-
sant le butin, il reste quatre piéces pour le cuisinier.
Or, avant qu'ils aient distribué cet argent, cing autres
membres meurent du scorbut. Le cuisinier chinois
compte alors qu'en donnant la méme somme a chaque
pirate restant, il lui reviendra cinq piéces.

On cherche & déterminer de combien de piéces est
constitué ce butin.
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1.50it b le butin des pirates. Traduire I'énoncé parun
systeme de trois congruences.

2.Ala fin, chaque pirate a 84 piéces de
premier partage.

Montrer que si b € 17 est une solution du systéme,
alors il existe trois entiers naturels x,

Tx—11y =1, Ny—6z=1et z—x = g4,

plus que dans le

i et z tels que

3. Déterminer l'ensemble des solutions de chacune des
deux premiéres équations.

4. En utilisant 'équation z—x = 84, donner la relation
entre les deux paramétres definissant les solutions des
équations 17x— 11y = 1 et My —6z=1.

5. En déduire la valeur de ces parametres, puis la
solution du probléme.

El__fla [Calculer, Chercher]

Chiffrement

1.a. Déterminer un entier u, tel que Su = 1[28].

b. Soient u et v deux entiers tels que 5u+28v=1,
Montrer que 5u— Sug=0[28] et en déduire les valeurs
deuetuvtellesqueueci{o:... ; 28).

2. On chiffre un message de la maniére suivante - a

chaque lettre est associé un entier entre 0 et 25 en
suivant l'ordre alphabétique.

Unentierne{0;...; 25} sera codé par l'unique entier
me{0; ... ; 28} tel que m=n*[29].
a.Soientne{0;..;25) etme {0;...; 28} laversion
chiffrée de n. Montrer que m" = p x n2*? [29].

b. On admet que n?® =1[29].

Déduire de ce qui précéde que la fonction de décodage
consiste 4 calculer le reste de la division euclidienne de
m" par 29.

E LA LA BV T [communiquer, Modéliser |

Un distributeur de piéces ne dispose que de deux
sortes de piéces de montants a et b, ol a et b sont des
entiers naturels non nuls, Pour distribuer une somme S,
il doit trouver une combinaison linéaire a coefficients
entiers positifs de a et b,

1.0n suppose que a =2 et que b est un entier impair
supérieur ou égal a 3.

a. Montrer que le distributeur peut payer toutes les
sommes paires.

Soient S = b un entier naturel impair et respectivement

q et r le quotient et le reste de la division euclidienne
de S par b.

b. Montrer que si q est impair, alors r est pair, et que
si q est pair, alors b+ r est pair. En déduire que le
distributeur peut payer toutes les sommes supérieures
ou égales a b.

.

[ EEEEEE R

SYNTHESE

c. Recopier et compléter

lalgorithme ci-contre, Demander S
gui prend en argument la q < E(S/b)
somme é pay’er sunpcsée Al S—h}(q

impaire et retourne les Si q est impair :
nombres n_ et n, de piéces |"~‘ T
de chaque valeur & donner, n=-..

S=..,
Sinon :

I'.l”=

n,=..

S=..
2. 5upposons que a et b sont deux entiers naturels

Supérieurs ou égaux a 2 et premiers entre eux,

On souhaite montrer qu'on ne peut pas payer la somme
ab—a—Db,

Supposons donc par l'absurde qu'il existe (x; ylel?
tel que ax+ by = ab—q-b.

a. Montrer qu'il existe alors k € Z tel que x+1= kb,
b. En déduire que y = a—1—ak.

. Montrer que l'égalitée x~1= kb implique que k > 0 et
que l'2galité y = a —1—ak implique que k < 1.
d. Conclure.

,F:! [Calculer, Raisanner

Soit (@ ; b) un couple d'entiers strictement positifs tels
que a®=b. On note d = PGCD(a ; b). Soient x et y les
entiers tels que a = dx et b = dy.

1. Montrer le lemme suivant : « Pour tous entiers x et y
premiers entre eux, y|x? - y|x. »

2. Montrer que x* = dy*.
3. Justifier que y|x et en déduire que y =1,

4. En deduire que a et b sont respectivement le cube et
le carré d’'un méme entier.

5. Soit x un entier naturel non nul.

a. Quels sont les restes possibles dans la division
euclidienne de x* par7? Et de x® par7?

b. En déduire que si n est le carré d'un entier et le cube
d'un autre entier, alors n=0[7] cun=1[7].

Chapitre &, PGCD et applications | LLS.fr/MXPP141 | B 16
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. SYNTHESE

1 “ [caleuler, Cherchier]

Une jeune fille portait des ceufs pour les vendre au
marché. Elle rencontra un jeune homme qui voulut
jouer avec elle et qui cassa tous ses ceufs sans les lui
rembourser.

Le juge condamna le jeune homme a payer les ceufs.
Mais le juge ne savait pas combien il y en avait et le
demanda a la jeune fille.

Elle prétendit ne pas les avoir comptés, mais qu'elle
avait essayé de les ranger par 2 et qu'il restait 1 ceuf,
puis par 3 et qu'il en restait encore 1, puis par 4 par5 et
par 6 et que, dans chaque cas, il en restait 1 et enfin par
7 et que cette fois il n'y avait pas d'ceuf en reste.

1. Traduire cet énoncé par un systéme de congruences.

2. En déduire que le nombre d'ceufs n vérifie n=1[60]
etn=0][7]

3. En déduire qu'il existe des entiers a et b tels que
n=T7a = 60b+1et déterminer 'ensemble des couples
{a,b) d'entiers vérifiant 7a = 60b +1.

4. En déduire le plus petit nombre d'ceufs possible de la
jeune fille.

Le probléme des cent volailles a été énoncé au Ve siécle
en Chine : « Un coq vaut cing piéces, une poule trois
piéces et trois poussins valent une piéce. Avec cent
piéces, on achéte cent volailles. Combien y a-t-il de
coqs, de poules et de poussins ? »

Lauteur donne une méthade paur trouver toutes les
solutions a partir d'une solution particuliére : accroitre
les coqs chaque fois par 4, décraitre les poules chaque
fois par 7 et accroitre les poussins chaque fois par 3.

1. Soient x le nombre de coqs, i le nombre de poules et

z le nombre de poussins.

z=100-x-y
14x + 8y = 200°
2.50it (x, 1 Y, s Z,) une solution particuliére.

Montrer que (x; y ; z) vérifie

a. Montrer que 7(x—x )= &4(y,—y) et en déduire les
expressions de x et i en fonction de x_ et y,. Vérifier
que cela confirme la méthode donnée.

b. Justifier que le nombre de poussins augmente de 3
entre chaque triplet solution.

3. A l'aide de la calculatrice, déterminer 'ensemble des
triplets de solutions.

E'T__:‘_ RACINES RATIONNELLES D'UN POLYNOME

Partie A : Etude d'un cas particulier

Le but est de déterminer les éventuelles solutions
rationnelles de l'équation polynomiale 15x° —7x+3 =0,
1.a Soit xe Z.

Que peut-on dire du PGCD de x et x* ?

162 B | LLS.fr/MXPP142
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b. Supposons qu'il existe une solutien entiére x,
Justifier que x ne peut valoir que =3 ; -1; Tou 3.

<. Conclure sur l'existence de solutions entiéres,
2.5oient p et q deux entiers relatifs premiers entre eux

et tels que —5 soit solution de I'équation.
a. Montrer 15p* —7pq? = —3¢°.
b. En appliquant le théoréme de Gauss, demontrer que
p divise 3.
c. De méme, montrer que q divise 15p”, puis que g
divise 15.
d. En déduire les valeurs positives possibles de %
Sont-elles solutions ?
Partie B : Etude d'un cas plus général
1. Soient a, b et c trois entiers naturels non nuls.
Montrer que pour tout n € 11, si ¢|lax b" et
PGCD(b ; c) =1, alors c|a.
2. On considére l'équation polynomiale a coefficients
entiers a,x*+a,x* +a,x’ +ax’+ax+a, = 0.
Soit(p; q)e Z? avec q + 0 tel que g- soit solution de
cette équation avec PGCD(p; g)=1.
a. Montrer que :

5 L i 2 2.1 b 5
a,p ta,pigta,pieitapietapgt=—aq°.
En déduire que p divise a,.
b. De méme, montrer que q divise a,.
3. Application
a. Déduire de ce qui précéde que l'ensemble des
rationnels non entiers solutions de |'équation

5 Y _Ty—= i 1.z1.3,.23

2+ 41" —=T7x l:i—t'}estlm:lusdans{2 RN

b. En déduire l'ensemble des solutions rationnelles de
cette équation.

22| TRIPLETS PYTHAGORICIENS

Un triplet pythagaoricien est un triplet (x; y ; z) d'en-
tiers naturels non nuls tels que x?+y*=z*(E).

1. Peut-il y avoir des solutionssi z=1ouz=27

2. Supposons que z>2etque (x;y;z)estuntriplet
pythagoricien. Que peut-on dire du PGCD de x ety ?

3. Montrer que si x et iy ont la méme parité, alors z est
pair, et que s'ils sont de parités différentes, alors z est
impair.

4. 0n suppose dans la suite que x est pair.

Soit x" tel que x =2x".

Vérifier que 4x? =(z—yNz+y).

5. Justifier que z—y et z + y sont pairs et montrer que si

= +
PGCD{y;z]: 1ra[0r5 FGCD(ZZH : Zz_lj')
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Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur
e Le Grand Oral

SYNTHESE

6. On suppose dans la suite de l'exercice que

= m
PGCD(y ; z) = 1. On admet le lemme suivant : « Soient “":'}
a, b, ¢ trois entiers naturels tels que PGCD(a; b)=1 Un jour, dans une auberge, s'arréte un groupe de voya-

TER]

et ab = c”. Alors il existe deux entiers relatifs 1 et v : Seurs. Des hommes, mais aussi des femmes, en moindre
Premiers entre eux tels que o — g2 eth =1 » . Nombre mais tout autant affamées, s'attablent, I est
- . . . i : convenu 3 lissue du r i
En déduire qu'il existe deux entiers relatife premiers ' éhacun 19 So0c s ;«'PES qUF-:I;ES hommes paieront
* : et les femmes 13 sous b & -
entre eux tels que -2—2-31 =u? et E_er_iz vl : s chactine, Lauber

giste récolte ainsi exactement 1000 sous.
7.En déduire que z est la somme des carrés de deux

. Combien y avait-il d'hommes et de femmes dans ce
entlers, et exprimer x et y en fonction de ces entjers, - groupe ?

8. Application : Les équations x2+ y'=25et e

x*+y*= 49 admettent-elles des solutions 2 124 ofr |

. Un triangle pythagoricien est un triangle rectangle dont
: les trois cotés ont des mesures entiéres.

Le triangle de mesures 3, 4 et 5 est par exemple un

. triangle pythagoricien,

- Déterminer les 20 triplets pythagoriciens qu'on obtien-

drait si on construisait les triangles successifs comme sur
le schéma ci-dessous.

: 5 m .
: / * Le petit coté du triangle

: 5 . " 13 augmente toujours de 2.
- = Le tout petit carré central
. 5 a pour coté 1. Quel

est le coté du carré au

. 5 centre de la 2 sérle de

triangles 7

Exemples de triplets pythagoriciens représentés par des .
triangles rectangles.

2 AN | A Exercices transversaux en lien avec ce chapitre :
‘ : q Z LP{" "}u| A 13814 816 53 17 B A

Complexes Arithmétique Matrices  Graphes -

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur ['enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Dans le cadre de l'enseignement de spécialité, vous 3. Expliquer en quoi les méthodes du chapitre .

avez étudié le théoréme des valeurs intermédiaires. permettent de déterminer les éventuelles solutions
: i '‘équati 3+15x2+22¢x—3 =0,

1. Citer ce théoréme en précisant ses hypothéses de rationnelles de | Equatlﬂ_" 8x e 3

validité Quelle valeur de la solution obtient-on ?

2. a. Utiliser ce théoréme pour montrer que 'équation 4. Citer des exemples de situations concrétes faisant

8x?+15x?+22x—3 = 0 admet une unique solution & intervenir une équation de cette forme.

ST <thod Consulter les fiches méthode de
b. Quelle méthode connaissez vous pour obtenir une Methodologie

ce manuel pour le Grand Oral p. 244
approximation de la valeur de la selution a ?

Chapitre & PGCD et applications | LLS.fr/MXPP143 | B 143
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Avant de commencer —— s E— —

1. Connaitre les régles de divisibilité par 2, par 3, par 5, par
9, par 10 et par les puissances de 2,

2. Factoriser une expression algébrique.

Pour chacun des nombres suivants déterminer, 3. Effectuer des divisions euclidiennes.

sans calculatrice, au moins un de ses diviseurs 4. Calculer un PGCD avec lalgorithme d'Euclide.
qui n'est pas 1 ou lui-méme : . 5. Calculer avec des puissances.
16190 : 39 : 951 - 121 : 365 : 187 6. Calculer et simplifier des congruences.

1| Trouver un diviseur

[77] critéres de divisibilité Etude de congruences
Dans chaque cas, indiquer si 'entier n divise Recopier et compléter en simplifiant au maximum

l'entier m sans effectuer la division. et sans calculatrice les relations de congruence

1. m=15335410 et n = 5. suivantes.
9. m=15513552 et n = 9. 1.15x43=...[7] 2,86 %107 =...[4]

3. m=8596312 et n=3. 3.1804 x1911=...[100] & 4% =...[7]
4. m=542468530 et n= 4. 5.3°=...[10]

S. m=454548128 et n=8.
u Probléme

B Factoriser une expression algébrique On considére deux entiers n = 14 535 et m = 495,
1. Factoriser dans [ les expressions suivantes, ol 1. Justifier que n et m sont divisibles par 9.
p désigne un nombre réel. 2. Justifier que n et m sont divisibles par 5.

a. p’-1 b.9—(p+2)° 3. Déduire des questions précédentes que 45
divise le PGCD de m et de n,

4. Effectuer les divisions euclidiennes de m et de
n par 45.0n note a et b les quotients obtenus.
5. Calculer le PGCD de a et de b en utilisant

n Etfactuar des divisling auclifismmas l'algorithme d'Euclide, puis en déduire le PGCD
de m et de n.

c.16—8p+p? d.16—25(p—1)°
2. On considére un entier naturel n non nul.
Factoriser 4" —1 en produit de deux entiers.

Dans chaque cas, écrire la division euclidienne de
m par n.

1. m=>547 et n = 65.
2Z2m=332etn=1124.
3. m=23578 et n = 3575.

Anecdote
E Déterminer un PGCD

En utilisant I'algorithme d'Euclide, déterminer le Le n-iéme nombre de Smarandache-Wellin
PGCD de m et de n dans chacun des cas. est la concaténation des n premiers nombres
premiers en base 10.

Les cinq premiers nombres de Smarandache-

3.m=1873etn=1871. 4. m =140 et n=475. Wellin sont donc 2 ;23 ;235;2357; 235711,
0On a actuellement seulement démontre que

ﬂ Calculer avec des puissances sept d'entre eux sont premiers : le 1=, le 2¢, le

Soient n et m deux entiers naturels non nuls. & l.e 28, T":"_ 1?!.7, le 342 EF le 435",
Simplifier, si possible, les expressions suivantes. On ignore s'il E""s“: un h”'F'emE [wmhre de
Smarandache-Wellin premier mais le 1429°
est un nombre premier probable. Il contient
2" " 5719 chiffres.

zn-l m .

1T.m=77etn=35. 2. m=175 et n= 300,

1.3¥x3" 2.5"x 7" 3.(3m)"

&.

Lo [(Ls.fe/mxPPiss |
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Y (apacités attendues - chapitre 5
. Determiner si un nombre est premier ou non,

. Dresser la liste des nombres premiers inférieurs @ un nombre
entier donne,

. Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers. Pour savoir si un nombre est premier ou non, il
4. Determiner les diviseurs d'un nombre entier.

est nécessaire de réaliser un test de primalité. Si le
5 D(‘eternnnelr Ile PGCD deldeux nombres enll.ers a l'aide d'une nombre & tester est grand, le temps de caleul peut
décomposition en produit de facteurs premiers. X 3 s : excoli it o of
6. Calculer des puissances modulo un nombre premier en utilisant CITE ITES JONSICE Ut EXPlguUE L ulliisation de
le petit théoréme de Fermat. ""‘P"W"‘!""hfm”-
—

B ' R
‘hh\'h,\! - L S E

-
.
-H"‘-
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.ACTIVITES

j (rible d'Eratosthéne

M Utiliser l'algorithme d'Eratosthéne pour déterminer une liste de nombres premiers.

o Reproduire la grille de nombres ci-contre.

eBarrer le nombre 1qui n'est pas premier puis entourer le M| 2|13 |% | 15|w6|7|188] 19|20

nombre 2 qui est premier. nlzanlalwls|w|22]2)] 2] 30
Rayer ensuite tous les multiples de 2 strictement supérieurs a 2.
31|32 | 33| 34 | 35 | 36| 3| 38| 39| 40

e Entourer le nombre 3 qui est premier. 61 |42 | 63 | e | &5 | 46 | &7 | 48 | 49 | 50
Rayer ensuite tous les multiples de 3 strictement supérieurs a 3.

5 | 52 |53 |5 |5 |56 |57 | 58| 5] 60

°" est un multiple de 2. Il est donc déja rayé. On entoure 61 63 |64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
alors le nomhfe suivant qui n'est pas encore harre,-a savoir 5. nlnlnlnlslnln 80
On barre ensuite 'ensemble des multiples de 5 strictement
supérieurs a 5.

Poursuivre l'algorithme. 91 |92 | 93 (9 |95 |96 | 97 | 98 | 99 | 100

m Pourquoi les nombres entourés dans le tableau sont-ils
exactement les nombres premiers compris entre 1 et 100 ?

]

]
3

B1 |82 | B3 |84 | B5 | 86| 87 | B8 | 89| 90

| :1) Uneinfinité de nombres premiers

ﬂb‘ledif Démontrer que l'ensemble des nombres premiers est infini,

Dans le livre IX des Eléments, Euclide indique la proposition 20 suivante :
« Les nombres premiers sont plus nombreux que toute multitude de nombres premiers proposée. »
Autrement dit, si on suppose qu'il existe au moins n nombres premiers, on peut alors démontrer qu'il en existe au

moins i +1,
Supposons par 'absurde qu'il existe exactement n nombres premiers distincts, dont la liste est: p,, p,, .., p,.
Soit N U'entier naturel définipar N=p xp,x...xp +1,

OJustiﬁer que, pourtout ke{1;...;n},N#p,.

9 On suppose par l'absurde que le nombre N défini précédemment n'est pas premier.
a) Compléter, pourtout i€ {1; ... ; n}, la congruence N = ... p,].
b) En déduire que N n'est divisible par aucun des nombres premiers listés précédemment.
¢) Terminer le raisonnement.

On a démontré que s'il existe n nombres premiers distincts, alors il en existe au moins n + 1.
En quoi ce raisonnement démontre-t-il qu'il existe une infinité de nombres premiers ?
Quel type de raisonnement obtient-on ?

16 B | LLS.fr/MXPP146
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ACTIVITES

I_; Applications de 3 décomposition d'un entier ep produit de facteurs premiers

m Déterminer 'ensemble des diviseurs d'un entier et le PGCD de deux entiers

€n se servant de la decomposition en produit de facteurs premiers.

o a) Déterminer la liste des diviseurs de 24.

b) Donner la décomposition de

24 en produit de nombres
on aurait pu obtenir le nombre

de diviseurs de 24 sans avo
e On considére l'entier p=3'x5?

premiers puis, en utilisant un arbre,

expliquer comment
ir & les déterminer,

% 29. Combien p admet-il de diviseurs ? Etablir la liste de ces diviseurs.
9 a) On considére les entiers n =
b) Déterminer la décompositio

c) Donner la décomposition en
Quel lien peut-

24 et m = 20. A l'aide de lalgorithme d'Euclide, déterminer le PGCD de m et de n
nde n et de m en produit de facteurs premiers.

produit de facteurs premiers du PGCD de n et de m.

on faire entre cette décomposition et celles de n et dem?

e Soient k et ( deux entiers naturels d

ont on donne la décomposition en
k=2"x3x19et(=22x3x5?

produit de facteurs premiers :
% 11. Déterminer PGCD(k : ().

Connaissant la décomposition en produit de facteurs premiers de deux entiers n

et m supérieurs ou égaux a 2, expliciter une methode permettant de déterminer:
m * le nombre et la liste des diviseurs positifs de n ;

* le PGCD de n et in,

| 2))) Fermat, congruences et nombres premiers

m Découvrir le petit théoréme de Fermat,

Soit a un entier relatif.

0 On considére l'entier p = 5. Reproduire et compléter le tableau suivant

donnant les puissances cinquiémes
modulo p. Que remarque-t-on ?

| ame 0 1 2 3 4

{5 05 _

e Construire de méme un tableau donnant les pms.sances m@' e e i s o ifcationm e )
septiémes modulo 7, puis un tableau donnant les puissances Qi lon calcule les puissances permet de ne pas
onziémes modulo 11. . avoir a faire de calculs trop compligués.

Dans tous ces cas, quelle propriété semble &tre vérifide ?

: ‘e s P ’
9 Quelle condition suffisante sur p peut-on conjecturer pour que, quel que soit lentier a,a’=alp]?

e Dans cette question, p est un nombre premier et a désigne un entier non divisible pa:l_;:.
En supposant que la conjecture émise a la question précédente est exacte, montrer que a” ' = 11pl
Quel théoréme d'arithmétique utilise-t-on pour cela ?

A s -1_
m Soit p un nombre premier et a un entier relatif. A quelle condition peut-on affirmer que a?'=1[p]?
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Y cours

1) Lensemble des nombres premiers

I péfinition
| Définition |

Un entier naturel est un nombre premier s'il admet exactement deux diviseurs
positifs : 1 et lui-méme.

EXEMPLE

La liste des nombres premiers inférieurs a 100 est lasuivante:2;3:5;7;11;13;17;
19:23:29:31;37:41;43;47:53;59;:61;67;71:73;79;83;89;97.

I Test de primalité

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par un nombre premier.

[otMonsTRATION]

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

On note P, la proposition : « Tout entier naturel compris entre 2 et n admet un
diviseur premier. »

Initialisation: Pour n =2
2 est divisible par 2 qui est premier donc on en déduit que P, est vraie.

Hérédité : On considére un entier naturel k > 2 tel que P, est vraie (hypothése de
récurrence). On souhaite démantrer que P, est vraie.

Puisque P, est vraie, tous les entiers naturels compris entre 2 et k admettent un
diviseur premier. Il suffit donc de montrer que k+1admet un diviseur premier.

+ Si k+1est premier, il admet alors un diviseur premier : lui-méme.

« Sinon, il existe deux entiers a et b compris entre 2 et k tels que k+1 = ab.

a étant un entier naturel inférieur ou égal a k, 'hypothése de récurrence donne
l'existence d'un diviseur premier de @ noté p.

D'ou pla et altk+1) donc p|(k+1)etainsi P, , estvraie.

Ainsi, P, est vraie et, pour tout entier k > 2, si P,_est vraie, alors P, _, est vraie aussi.
D'aprés le principe de récurrence, on en déduit que, pour tout entier n =2, P, est

vraie donc que tout entier naturel supérieur ou égal & 2 est divisible par un nombre
premier.

Remarque : 1 n'est
pas un nombre pre-
mier car il n'admet
qu'un seul diviseur
positif : lui-méme.

0 n'est pas non plus
un nombre premier
car il admet une infi-
nité de diviseurs.

Remarque : La pro-
priété P, est un peu
particuliére ici : elle
cancerne tout entier
inférieur ou égal &

n et pas seulement
l'entier 72, On dit qu'il
s'agit d'une propriété
de récurrence forte.

Propriéte
Tout entier n > 2 qui n'est pas premier admet un diviseur premier p compris entre 2

et Vn.

E['MI]HSIFIN[I]H Voir exercice [ 7 p. 157.
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Remarque : On peut
donc tester la prima-
lité d'un entier nn en
étudiant sa divisibi-
lite par les nombres
premiers compris
entre 2 et .
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Montrer gue l'entier 53 est premier.

Supposons par l'absurde que 53 n'est pas premier.

D'aprés les propriétés précéedentes, il existe alors un diviseur Méthode
premier de 53 inférieur a V53. Comme 7< /53 < 8, on doit Pour démontrer qu‘un entier 1 est un nombre premier :
tester tous les nombres premiers strictement inférieurs a 8, a « on dresse la liste de tous les nombres premiers
savoir2;3;5et7. inférieurs ou égaux a JH :
+ D'aprés les critéres de divisibilitg, il est clair que 53 n'est « on vérifie qu'aucun de ces nombres ne divise n,
ni divisible par 2, ni par 3, ni par 5. en mantrant par exemple que le reste de la division
« 7 ne divise pas 53 car le reste de la division euclidienne de euclidienne de i par ces nombres n'est pas nul.
53 par 7 est 4.

Finalement, aucun de ces nombres ne divise 53, donc 53 est premier.

K9 Une infinité de nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

[DENONSTRATION] voir activité [ p. 146.

Sionnote p ;...; p, les n premiers nombres premiers, alors p x...xp_-+1est
également un nombre premier. Par exemple, 24+1=3,2x3+1=7et2x3x5+1=31
sont des nombres premiers.

2 Décomposition d'un entier en produit de
facteurs premiers

I Existence et unicité dela décomposition

Propriete
Tout entier n supérieur ou égal a 2 se décompose en produit de facteurs premiers.
Plus précisément, si n > 2, il existe des nombres premiers p,,p,, -.- , p, et des

- _— i, . (]
entiers .naturels 'n:::ln nuls @y gy s @ tels que n —pg‘xpzr X ... Xpe.
Cette decomposition est unique a l'ordre des facteurs pres.

EfHUHSIRHIIUH Voir exercices [ 3 et [ 1 p. 160.
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Application et methode

Décomposer l'entier 132 en produit de facteurs premiers.

132 est divisible par 2 car 132 = 2 x 66.

66 est lui-méme divisible par 2, on a donc: 132 =2?x 33.

Méthode

= On cherche un diviseur premier du nombre en question,

Finalement, comme 33 est divisible par 3, on peut écrire N
! par 4, on p en s'aidant éventuellement des régles de divisibilite.

132 = 27 x 3 x 11, qui est la décompaosition en produit de

facteurs premiers de 132. = 0On effectue alors la division du nombre par le facteur

premier et on recommence l'opération avec le quatient
obtenu.

. . TS e "W =t T TEE |
l._;__. T S'entr; _:__;..___:__f_,lqj._. ::;1..2,1 p. 156

I Application 3 Ia détermination des diviseurs d'un entier

Soit i un entier naturel supérieur ou égal & 2 dont la décomposition en produit de
facteurs premiers est la suivante : n = pJ' x p>x ... x pj. Alors :

» les diviseurs de n sont exactement les nombres de la forme :
pixplx..xph,avec0< B <a;;
* le nombre de diviseurs de n est égala (a,+1) X (a,+1)x ... X (&, +1),

[DémonsTRATION] Voir exercice [53] p. 160.

| 11|1|i[|- ation et |||'_"i||;|['_
Déterminer l'ensemble des diviseurs de 132.

132 = 27 x 3x 11 donc ses diviseurs sont de la forme 2/ x3% x 114, avec0< 8, <2,0< A, <Tet0< A, <1
L'arbre suivant permet de déterminer toutes les combinaisons de puissances possibles.

L C LIPSO
1 -{: \
M creraemerncemansnrereness 11 Méthode

2ﬂ< | | [ E—— e
¥ "<: 11 reveomssmsensssssssanees 33 Pour déterminer les diviseurs d'un nombre :
"W * on commence par chercher la décomposition
¥ -{ . » de ce nombre en produit de facleurs premiers ;
pl < I eeemereememreressesmsmee § * l'énumeération des diviseurs se fait alors de
3 <: i - maniére méthodique, en listant toutes les
2?<

L]

combinaisons de puissances possibles.

1 L i
¥ -{: . On peut, pour cela, utiliser un arbre.
|
3 -<:

Finalement, les diviseurs de 132 sont1;2;3;4;6;11;12;22;33; 44; 66 et 132.

T

—
Pour s'entrainer { Exercices 28 et 29 p-156
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Remarque:Si a et

I Application 3 la détermination du PGCD et du PPCM

Soient m et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2. On suppose, quitte a
utiliser des exposants nuls, que m et n peuvent s'écrire sous forme de produit de
facteurs premiers de la maniére suivante :
n=phxphx._ .xpihetm=phxphx.  xph
Onaalors:
* PGCD(m; n)=py™@filx pmirl@ifay | x prin@edi),

b sont deux entiers
non nuls, an appelle
plus petit multiple
commun de e et

de [y, et on note
PPCM(a; b),

le plus petit des
multiples communs

- . — g max mi( g5 marxf g By )
PPCM(m ;n)=p; ]xP] ]x"'xpi- kel positifs de a et de b.

IiMﬂHﬂRﬂllﬂﬂ Voir exercice [ -7/ p. 161,

EXEMPLE | Remarque : En

général, l'algorithme
d'Euclide est plus
efficace pour calculer
le PGCD.

Les décompositions de 24 et de 84 en produit de facteurs premiers sont
24=2"x3"x7"et84=2"%x3"x7\

Par conséquent, PGCD(24 ; 84)=2"%3"x7"=12.

0On a également PPCM(24 ; 84)=2"x3"x7"=168.

) Le petit théoréme de Fermat

Propriete

Si p est un nombre premier, alors, pour tout nombre entier a, a” =a|[p].

E['MUHSTRHIII]E Voir exercice [ -|*) p. 162.

EXEMPLE |
Le nombre 5 est premier.
On peut donc affirmer que 12° =12 [5], soit encore 12° = 2[5].

En effet, 12° = 248832 = 49766 x 5+ 2.

Petit theoreme de Fermat

Si p est un nombre premier et si @ est un entier non divisible par p, alors:
a”'=1[p].

Remarque : Si a est
divisible par p,ona
a” '=0[pl

[oimonsTRATION]-

D'aprés la propriété précédente, p divise a”—a=ax(a”'—1). Or p est premier et
il ne divise pas a, il est donc premier avec a.

Remarque:Si p est
un nombre premier
qui divise abh, alors
pdiviseaou p
divise b. Cela est
une application du
théaréme de Gauss,

Ainsi, d'aprés le théoréme de Gauss, on en déduit que p divise a” ™' —1, ce qui
signifie exactement que a” =1 p].

7 n'est pas divisible par 5 donc, d'aprés le petit théoréme de Fermat, 7° =1[5].
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LESSENTIEL

i e FICHE DE ;Jf\‘“-’jl'_lf

@ un entier naturel i est premier lorsqu'il posséde exactement deux diviseurs positifs : 1 et lui-méme.
Pour savoir si n est premier, il suffit de tester s'il est divisible par des entiers compris entre 2 et /n.
Cela permet de:

v déterminer si 'entier n est un nombre premier ou non ;

v trouver un diviseur de n afin de déterminer ensuite une factorisation de 'entier n,

€ Le crible d’Eratosthéne permet de connaitre 'ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a un
entier n. Cela permet de:

v savoir facilement si un nombre inférieur ou égal & n est premier ou non ;
v savoir quels sont les diviseurs premiers potentiels d'un nombre n et faciliter ainsi les tests de primalité.

€©) Tout entier naturel supérieur ou égal i 2 se décompose de fagon unique en produit de nombres premiers.
Cela permet de:

v déterminer 'ensemble des diviseurs d'un entier, en les énumérant a l'aide d'un arbre ;

v déterminer le nombre de diviseurs, en regardant uniquement les exposants apparaissant dans la
décomposition ;
v déterminer le PGCD de deux entiers.

O Le petit théoréme de Fermat : si p est un nombre premier et si a est un entier non divisible par p, alors
a”'=1[p].Cela permet de:
v calculer des puissances modulo p en simplifiant les calculs.

: CARTE MENTALE
| iy N
1 est un entier supérieur ou égal a 2. NOMBRES PREMIERS

[Test de primalité paur savoir si un entier est premier ]

ou non (on teste les diviseurs entre 1 et vn)

o

[ Sin est premier ]

Si i n'est pas premier, on peut le

On peut utiliser le petit théoréme de Fermat décomposer en produit de facteurs
pour simplifier des calculs modulo n: premiers (la décomposition est unique a
si p est un nombre premier et a un entier l'ordre des facteurs prés)
non divisible par p, alors a* ' =1 [p] n=px.xps
'
Déterminer le nombre Déterminer Déterminer des PGCD
de diviseurs de n: l'ensemble (favoriser toutefois
(a+1) (@)@ +1) des diviseurs de n en l'algorithme d'Euclide)

utilisant un arbre

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [ lls.fr/MXPfiche5
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Lequel des nombres suivants est premier ?
(a Jiy) © w07 © 549 € s07

Sin=23x3"x11x17, combien n admet-il de
diviseurs ?

© a0

b RK} (c RV (d I

@ Retruvez lus de QCM pour réviser sur (lls.fr/MxPQCms | | AUTO_EVALUATION -

Quel est le PGCD de 22x 3 x11°x 29 et de
27x3IxN?

0O27x3

O 2P x3*x11°x29x N

O 27 %3 x11°%x29x N
0 2x3x1x29xN

Quel est le reste de la division euclidienne de
2% par17?

(a1 O1 (Rl 016

m toi s i [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Parmi les nombres suivants, indiquer lesquels
divisent 37 x 5 x 7 x 19.

(2} (b J12 03 © 27
Lesquels des nombres suivants sont premiers ?

©1 On 037 (d E3E]

On considére les trois entiers a =31, b =19 et ¢ = 1530.

1. Montrer que les entiers a et b sont des nombres premiers.

2. Déterminer la décomposition de ¢ en produit de facteurs premiers,

les facteurs premiers étant rangés dans l'ordre croissant.

3. En déduire le nombre de diviseurs de ¢ et en dresser la liste.

On pourra compléter l'arbre ci-contre.
4, Déterminer le PGCD de b et c.

5.a. Montrer que > =1[b].

On pourra utiliser le petit théoréme de
Fermat pour simplifier les calculs.

b. Montrer que ¢***=1]a].
5eD

¢. Déduire des questions précédentes que ¢*** = 1[ab].

On sait que n =2°x3*x7x 11? et que le PGCD
de n et de m est égal a 84. Indiquer, parmi les valeurs
ci-dessous, celles qui pourraient correspondre a m.

0 22x3x7?
O 22x3x7x43

© 2x3x7?xn

0 2x7

Parmi les nombres suivants, deux sont égaux
modulo 11. Lesquels ?

oau 01 G_z 031&

ANAANANANAAA

s
<
<
<
<
<.
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Test de primalité de Fermat

Utiliser un test probablliste de primalité
m afin d'évaluer si un entier n est premier

ou non, & 'aide d'une des deux méthodes.

-~

.

METHODE DE RESOLUTION 1

1. a. Dans un tableur, entrer la liste des 46 premiers
nombres entiers strictement supérieurs a 2 dans la
colonne A.

Dans la cellule B3, entrer la formule :
=MOD(2"(A3-1);A3).

Etendre ensuite la formule a toute la colonne.

' A B

— |

~ 2A(n-1) modulo n

-]

= MOD(2*(A3-1);A3)|

C- T IR - T T - R X
olo|w|om|tn|&]|w

—
o
-
=]

—h
—
—k
—

-
X
-
N

—
w
-
[ 2]

-
=
=
r-9

15 15

b. A quoi la commande MOD sert-elle ?

2. D'aprés le petit théoréme de Fermat, quel
nombre est affiché dans la colonne B lorsque n est
premier ?

3.Siune cellule de la colonne B n'est pas égale a 1,
que peut-on dire du nombre n correspondant ?

&4, a. Lister l'ensemble des entiers n inférieurs & 46
dont la cellule de la colonne B est égale a 1.

Que remarque-t-on ?

b. Combien vaut 2*® modulo 561 ? En déduire

2750 [561]. Le nombre 561 est-il premier ?

c. Finalement, que peut-on dire lorsque la cellule de
la colonne Best égalea1?

E% Retrouvez plus d'exercices
dans notre cahier d'algo

{LLS.fr/ PythonXP

["Lago
LT

CiEtiooe e isowumonz | prvon

1. Dans la fonction ci-dessous on considére un
entier n = 3.

"1 def testfermat(n):
2| F=2*(n-1) %n
3| return F

A quoi sert la commande % 7

2. a.D'apres le petit theoréme de Fermat, que
renvoie l'algorithme lorsque n est un nombre
premier ?

b. Que peut-on dire lorsque la valeur de F affichée
en sortie d'algorithme n'est pas égale 4 17

c. Tester cet algorithme pour une dizaine de valeurs
afin de vérifier les observations. Que remarque-t-on
pour n = 5617 Cet entier est-il premier ?

3. Les observations ci-dessus servent a elabarer un
test permettant de déterminer si le nombre n a des
chances d'étre premier.

' 1 def testfermatz(n):

2| F=2**(n-1) % n

3| if in.

4| | return("Peut-étre premier")
5| else :

6

| return("Pas premier")

\

a. Compléter la condition a tester ligne 3.

b. Tester l'algerithme avec quelques valeurs puis
tester l'algorithme pour n = 154 515677.

c. Quel est l'avantage et l'inconvénient de cet
algorithme par rapport a celui consistant a tester

154 W | LLS.fr/MXPP154

l'ensemble des diviseurs possibles entre 1et yn ?
) v

Histoire des maths'
U
Les entiers p qui ne sont pas premiers mais qui
vérifient a” ' =1[ p], dés lors que @ et p sont
premiers entre cux, sont appelés les nombres de
Carmichael, du nom du mathémaricien américain
Robert Daniel Carmichael (1879-1967), qui s'est
tout particuliérement intéressé aux propriétés de ces
nombres. [| a éré démontré en 1994 qu'il existe en fait
une infinité de nombres de Carmichael.
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Systeme cryptographique RSA

Une personne A cherche a recevoir des messages de maniére sécurisée et une personne B cherche a lui en envaoyer.
Les messages sont numeérisés et transformeés en une suite d'entiers. L'objectif est donc de transmettre des entiers
sans que quiconque, autre que la personne A, puisse les décrypter.

Pour cela, la personne A choisit deux nombres premiers p et q puis calcule les produits N=pgetn=(p-1(g—1).

Elle choisit egalement un entier naturel ¢ premier avec n. La persanne A publie le couple (N ; ¢ ), appelé clé publique,

permettant a quiconque de lui envoyer un nombre crypté.

= Pour crypter un entier a compris entre 0 et N — 1, la personne B calcule le reste b dans la division euclidienne de a°
par N. Le nombre crypté qu'elle envoie a la personne A est h.

« Pour décrypter le message, la personne A commence par calculer l'unique entier « compris entre 0 et n —1tel que
ed = 1[n . Il est alors possible de montrer que cet entier d vérifie b’ = a [ N], ce qui permet donc a la personne A de
retrouver le nombre a.

Question préliminaire :

Pourquoi la personne A est-elle, en pratique, la seule capable de calculer 'entier d et de déchiffrer les messages ?

0bi [t. f Mettre en ceuvre l'algorithme de cryptage et de décryptage du systéme RSA dans le cas oii
jectl P =5, q="1(c'est-a-dire N = 55 et n = 40) et ¢ = 23, i l'aide d'une des deux méthodes.

["1ngo

( 1 T [PYTHON [ )
oot o isoumonz | ron
1. La personne B veut crypter le nombre a = 3. 1. Ecrire en Python une fonction cryptage, prenant
Réaliser une feuille de calcul comme ci-dessous en argument a, N et ¢ et permettant a B de trouver
afin de calculer I'entier b dans la cellule D2, Uentier b. Faire un test avec a = 8,
1 A ¢ ¢ D 2. Pour déchiffrer le message, la personne A doit
! N € b | determiner I'entier d, compris entre 0 et n— 1, tel
3 55 23 3 = HOD(( 7*B2;A2) que ¢d = 1| n). Elle écrit le programme ci-dessous,
Qule‘lle estla vatelu de U'entier b que la personne B | 1 def chercher_exposant(c, n):
doit transmettre a la personne A ? | 2| F=0
2. a. A l'aide d'une feuille de calcul, calculer toutes 3| d=20
le_s 'valeurs dle “f d, pour d cl:‘lmpns entre0etn—-1. A while ... :
Verifier que l'entier d, que doit calculer la personne 5 d d+1
=
A, estégala’.
<8 , . (6| | Fecedxn
IT' Realiser la feuille de calcul suivante c!onnant la 7| return(d)
liste des valeurs de b modulo N, en faisant -
dérouler la formule écrite en C2. a. Expliquer chaque ligne du programme puis
1 A B c compléter la ligne 4.
1 d b b*d modulo N b. Déterminer l'entier  pour ¢ =23 el n = 40.
2 i 7 1 Y= MOD(32"AS2;55) c. Quelle méthode plus efficace pourrait-on utiliser
3 2 pour déterminer d ?
P 3 3. Ecrire une fonction en langage Python ayant pour
s y arguments b, d et N et retournant I'entier a.
>

Vérifier que la personne A va bien retrouver la
valeur de a, si elle regoit la valeur b transmise par
la personne B dans la question 1.

| Pour aller plus loin

Voir exercice F+/ p. 162.
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& TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

w

11 Pour chacun des nombres suivants, indiquer
s'il est premier ou non.

1.1 2.49 3.61 4,93 572

|+ Déterminer la décomposition en produit de
facteurs premiers de l'entier 317 —16%

FLOEEEETY éterminer en justifiant si
l'affirmation suivante est vraie ou fausse.

« Pour tout n =5, 'entier n! admet 2" diviseurs. »

[F Dans chaque cas, déterminer le PGCD de n
et de m.

in=4etm=6
In=TTetm=14
5.n=5etm=11

2n=9etm==6
tn=120etm="12

-~! Dans chaque cas, déterminer le reste de la
division euclidienne de n par p.

.n=3%etp=17
3.n=2"%etp=5

2n=6"etp="m
4.n=2%etp=17

5.n=28"et p=129
\_ o

Test de primalité

|_':th|’ Pour chacun des nombres suivants, indiquer s'il
est premier ou non.
1. 69 2. 51 3.79 4.9 5. 94

[ “4:| Pour chacun des nombres suivants, indiquer s'il
est premier ou non.

1.143 2.149 3173 4. 269 5.539

4= Pour chacun des nombres suivants, indiquer s'il
est premier ou non.
1. 1049 2.1051 3.1053

4,1055 5,1057

Decomposition en produit de facteurs premiers

|-'-|.’-‘1_ Déterminer la décomposition en produit de fac-
teurs premiers de chacun des entiers suivants.
1. 40 2.42 3.3 4.98 5.105 6.113

Déterminer la décomposition en produit de fac-
teurs premiers de chacun des entiers suivants.

1,143 2.147 3.308 4.1024 5.1715

156 B | LLS.fr/MXPP156

6. 9180

Applications de la décomposition en produit

de facteurs premiers

... On donne la décomposition en produit de facteurs
premiers de chacun des nombres suivants, Déterminer
le nombre de diviseurs de chacun de ces entiers.

1 a=45=3*x5 2.b=64=2°F
3.c=108=2x3" 4. d=179
.e=1210=2x3x5x19x23

LT On donne la décomposition en produit de facteurs
premiers de chacun des nombres suivants. Détermi-
ner, pour chacun de ces nombres, l'ensemble de ses
diviseurs.

1.a=105=3x%x5x7 2b=33=3xM
3.c=108=2%x3" 4.d=363=3x11°
5.c¢=53361=3"x7*%x11* 6. f=30625=5x7"

[E Dans chaque cas, on donne la décomposition en
produit de facteurs premiers des entiers m et n.
Déterminer le PGCD de ces deux nombres.

1Tm=5%etn=5x7,
2m=2"xTetn=2x5x7,
3.m=2"x3x5etn=2"x5x7.
Lm=5x1x1’etn=5x11x23"%
5.m=157 et n=151.
6.m=5x7x31"etn=5x7x%x19,
7.m=2x5"x41x43% etn=2"x3x5%%x29%,

F!l_ Dans chaque cas, on donne les valeurs de deux

entiers m et n. Dé&terminer le PGCD de ces deux
nombres.

Tm=15etn=21.
3.m=12etn=18.
5.m =135 et n = 225,

Petit theoréme de Fermat

Compléter en simplifiant au maximum les
congruences suivantes.

1.2"%=...[17] 2.5°=...[5]
4.7°=...[5] 550" =...[11]

22m=8etn=132
4m=126et n=28.
6.m=1/5etn=33,

.4%=..[19]

[_F Compléter en simplifiant au maximum les
congruences suivantes.

1.4%=..[29] 2.50%=...[59]
4.33°= .. |11] 5.87"=..[29]

3.5 =...[59]
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1Ll Lensemble des nombres premiers
crm FLASH

rl'
[:k! . Parmi les nombres suivants, indiquer ceux qui
sont des nombres premiers :

1;2;5;1?;2?;29;31;?8;8?;9?;99;101;‘103

[’:}E‘_, Les entiers suivants ne sont pas des nombres pre-
miers. Indiquer un diviseur premier pour chacun d’eux.

49310650 ;1015 ; 774 ;1911 ; 11

[j Combien y a-t-il de nombres premiers infé-
rieurs ou égaux & 30 ?

e "
=.'_'.]-"-', @ [Calculer) @

En utilisant la calculatrice, indiguer les nombres
premiers parmi les entiers suivants :

4247;5099;7 429 :7 639,

—
L‘;J;‘_m [Communiquer]

Déterminer en justifiant si les afirmations suivantes
sont vraies ou fausses.

1.« La somme de deux entiers consécutifs peut &tre un
nombre premier. »

2. « La somme de trois entiers impairs consécutifs peut
étre un nombre premier. »

3. « Pour tout entier p supérieur ou égal a 2, l'entier
p®—1n'est pas premier. »

:_: [Calculer] @ @ @

1. On souhaite déterminer tous les entiers naturels n
tels que les nombres n+1, n+3,n+7,n+9, n+13 et
n+15 soient premiers.

a. Parmi les entiers n compris entre 0 et 5, quels sont
ceux qui conviennent ?

b. Montrer qu'aucun nombre n strictement supérieur a
5 ne convient.

D

On pourra, pour cela, raisonner par disjonction de cas en
fonction des valeurs de m modulo 5.

2. En utilisant la méme méthode qu'a la question 1,
déterminer tous les entiers naturels n tels que les
nombres n, n+2, n+6, n+8, n+12 et 11+ 14 soient
premiers.

Parcours 1: exercices 37 b ;5758 61et 72

ENTRAINEMENT

47;60;66 et 74
@ ® @ rarcours 3: exercices 39; 46 ; 59 : 64 e1 75

®

'

[Calculer] @ @ -

1. Prouver que, pour tout entier naturel r, l'un des trois
entiers n, n+10 et n+ 20 est un multiple de 3.

2. En déduire I'ensemble des valeurs de n pour

lesquelles les entiers n, n+10 et n+ 20 sont tous les
trois des nombres premiers.

FTeh
Lol [chercher]

Déterminer trois nombres premiers de la forme n*+ m*
ou m et n désignent des entiers naturels.
o]

On veut démontrer que n admet au moins un diviseur
premier p vérifiant p < /.

1. Justifier qu'il existe deux entiers naturels g et b
supérieurs ou égaux & deux tels que n = ab.,

P
| 1'2 [Raisonner]

Soit n un entier naturel non premier
supérieur a 2.

2. On suppose par 'absurde que a et b sont tous les
deux strictement supérieurs a .

Déterminer alors un minorant strict de ab et aboutir &
une contradiction.

3. En déduire que n admet un diviseur premier p
inférieur a yn.

[Raisonner]

On considére trois entiers naturels consécutifs et non
nuls que 'on note n, n+1etn+2.

1. Montrer que la somme n+(n+1)+(n+2) n'est pas
un nombre premier.

2. Montrer de méme que la somme de cinq entiers
consécutifs n'est pas un nombre premier.

3. Montrer que si k est un entier naturel impair et

supérieur a 5, alors la somme de k entiers consecutifs
n'est pas un nombre premier.

rT-_T [calculer] @

Deux nombres premiers sont appelés des nombres
premiers jumeaux lorsque leur différence est egale a 2.
Les nombres 3 et 5, par exemple, sont des nombres
premiers jumeaux.

1. Donner ¢ing autres exemples de couples de nombres
premiers jumeaux inférieurs a 100.

2. Montrer que les nombres 1619 et 1621 sont des
nombres premiers jumeaux.

157
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ENTRAINEMENT

['“' [calculer)

1. Montrer que pour tous nombres réels x et y :
X*—y=(x—y)x(x*+xy+y?).

2. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la

forme x*—8, oll x est un nombre entier.

3. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la
forme x*+1, ol x est un nombre entier.

[-_T_ [Chercher] @ @ @

1. Justifier que pour tous nombres réels x et y :
x*+ayt = (=2 + 2y x4+ 2y + 242,

2. Déterminer l'ensemble des nombres premiers de la

forme x"+ 4, ol x est un nombre entier.

3. Montrer que l'entier 285° + 4™ n'est pas premier.
Pourquoi n'est-il pas envisageable de répondre a cette
question en utilisant simplement un test classique de
primalité tel que celui présente dans le cours ?

[Raisonner] @ @

On considére un nombre premier p supérieur ou égal
a 5. L'objectif de l'exercice est de démontrer que p* =1
est divisible par 24.

1. Vérifier que cette propriété est vraie pour p=5, p=7

et p="11.

2. a. Justifier que p=1[3]cu p=2[3].

b. En déduire que p®—1 est divisible par 3.
3. Montrer que p?—1 est divisible par 8.

4, Déduire des questions 2. et 3. que p’=1=0]24]
et conclure.

U | ;
Lel:d [Communiguer]

On demande & un éléve de donner une suite de six
nombres consécutifs qui ne sont pas premiers. Voici sa

réponse : « Les nombres suivants ne sont pas premiers :

TN+2; N+3; N+4;7N+5;71+6; 71 +7.»
1. Justifier, sans calculatrice, que la liste donnée par
'eléve repond bien a la question.

2. On considére un entier naturel n = 2.

Est-il toujours possible de trouver une suite de n nombres

entiers consécutifs qui ne sont pas premiers ? Justifier.

[’r' [Chercher]

D'aprés bac S, Polynésie, septembre 2003

1. Montrer que si p est un nombre premier supérieur
ou égal a7, alors p“—1est divisible par 240. On pourra
montrer que p*“—1est divisible par 3, par 16 et par 5.
2. E)'ils.te-t-ll QUJHZE n?mbres premlers? BysPys 1Dy
supérieurs ou égaux a 7 tels que l'entier
pi+pi+...+p’ soitun nombre premier ?
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[—_;..Tm [Medéliser] [lﬂﬂﬂ
On considére un entier n supérieur ou égal PYTHON
az

Le programme ci-dessous, ecrit en

langage Python, renvoie True dans le cas ol n

est premier et False dans le cas contraire.

-

1 def testpremier(n):

k=2
R=1
while ... :
| R=n%k

k=k+1
ifk=n+1:
| return True
else:
' return False

SO~ AWM

'

1. A quoi la commande % correspond-elle ? Quelle est
l'utilité de la variable R dans cet algorithme ?

2. Programmer cet algorithme en complétant la ligne 4.

3. Tester cet l'algorithme afin de déterminer si les
nombres k = 1067, { = 20903 et m = 57590 009 sont
premiers ou non.

&4, En pratique, si le nombre n est premier et supérieur
ou égal a 3, il est nécessairement impair. Si n est

de n par les nombres pairs. Afin de rendre l'algarithme
précédent plus efficace, le modifier en tenant compte
de cette remarque.

[r:f“ [Communiguer, Raisonner]

1. Uobjectif de cette question est de montrer qu’il
existe une infinité de nombres premiers de la forme
4n+3, avec n € 1, c'est-a-dire une infinité de nombres
premiers congrus a 3 modulo 4.

Pour cela, on suppose par l'absurde qu'il n'en existe
qu'un nombre fini que l'on note p., p,, ..., P
Onposealors N=4xp p,...p,+3.

On suppase que, pour tout entier i compris entre 1 et k,
onap,>3.

a.Justifier que {p,, i€ 1" 1<i<k} est non vide.

b. Si q est un diviseur premier de N, montrer que q est
impair, puis que q=1[4].

5i q est impair, alors il est de la forme 4m + 1ou &m + 3.

¢. Aboutir a une contradiction, puis en déduire qu'il existe
une infinité de nombres premiers de la forme 4n+3,

2. En appliquant la méme méthode, montrer qu'il existe
une infinité de nombres premiers de la forme 6n+5,
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[:j';: [Raisonner]
On considére un entier n = 2 et on définit l'entier
M _=2"-1,appelé n-iéme nombre de Mersenne.
1. Vérifier que M,, M, et M, sont premiers.
2. Dans cette question, on suppose que 1 n'est pas un
nombre premier. Par conséquent, il existe un nombre
premier p =2 et un entier k > 2 tels que n = pk.
a. Montrer que :

2"—1=(2P 1) x (1274 (2" + .+ 2M)),
b. En déduire que M _ est divisible par 2= 1.

3. Déduire de la question précédente que si M estun
nombre premier, alors n est un nombre premier.

4. Montrer que la réciproque n'est pas vraie : si
U'entier n est premier, alors Uentier M_ n'est pas
nécessairement premier.

On pourra considérer le cas n = 11.

E‘:, istoire des maths
Marin Mersenne (1588-1648)

a étudié les nombres de la forme
2" =1 au débur du XVII" siécle,
ce qui explique leur appellation,
Il n'était néanmoins pas le

premier : les mathémariciens grecs

s'étaient déja intéressés i ces nombres dés I'Antiquité.,
Aujourd hui encore, ces nombres sont utilisés dans

la recherche de grands nombres premiers. Le plus
grand nombre premier connu aujourd’hui, découvert
en décembre 2018, est dailleurs un nombre de
Mersenne. Il s'agit de 2***** —1, qui comporte pris
de 25 millions de chiffres en écriture décimale.

I EETD) (mocétiser)

On considére un entier n supérieur ou égal a 2.

Lalgorithme ci-dessous, écrit en langage Python, renvoie

la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

1 from math import *
2 def eratosthene(n):

i L = range(2, n+l)

4 k=2

5 while k <= sqrt(n) :

ﬂ n - D

7 E=[]

3 for jinlL :

9 if j%k==0:

10 D.oppend(j)

11 form in L :

12 if me=k or not (m in D) :
13 E.oppend(m)

14 k = L[L.index(k) + 1]
15| | L=E

16| return(l)

ssssssasnan
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b. A chaque étape de l'algorithme, que fait-on avec les
listes DetE?

c. Pourquoi a-t-on choisi la condition k < y/n a la ligne 5
etnonpask<n?

d. Effectuer a la main les opérations successives de
l'algorithme, en prenant I'exemple de n =7 en entrée.
2. Implémenter le programme puis le tester pour
différentes valeurs de n.

3. a. Quelle commande Python permet de calculer

le nombre d'éléments d'une liste ? Utiliser cette
commande afin de déterminer le nombre de nombres

premiers inférieurs ou égaux a 1000.

b. Il est possible, bien que tres delicat, de demontrer
que lorsque n est grand, le nombre de nombres pre-
miers inférieurs ou égaux a n est environ égal a
Vérifier cette propriété pour n = 1000,

n
Inin)’

Histoire des maths.
En 1896, Charles-Jean de la Vallée

Poussin (1866-1962) a démontre
ql.l'i] y a environ nombres

n
Inf{n)
premiers in féricurs a n lorsque

n est grand. Il a découvert cette
preuve indépendamment de Jacques
Hadamard qui, lui aussi, est parvenu & démontrer ce
résultat la méme annee. Cette propriété a en fait éé
conjecturée dés la fin du XVIII siecle par Johann Carl
Friedrich Gauss et par Adrien-Marie Legendre.

') Décomposition d'un entier en
produit de facteurs premiers

e FLASH

| 3| Déterminer la décomposition en facteurs pre-
miers des nombres entiers suivants : 17 ; 56 ; 85 ; 96.

| -1 Indiquer la liste des diviseurs des entiers suivants.
1.17 2.2x7x1 3.27x3*

[?_ Dans chaque cas, déterminer le PGCD des
entiers m et n,

1Tm=2x3Ix5etn=3x7.
I.m=2'x5%etn=2x7,

2.m=2"etn=3%
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1. a. Rappeler la signification des différentes
commandes utilisées dans l'algorithme (range, sqrt,
%, append, not, index).



' ENTRAINEMENT

"‘Fr [Calculer] @& €
Déterminer I'ensemble des diviseurs des entiers suivants.
1. 153 2.330 3.352 4, 840

ET [Calculer] O

Pour chaque fraction, déterminer la décomposition
en produit de facteurs premiers du numérateur et du
dénominateur, puis en déduire une simplification en
fraction irréductible.

48 375

4641
135 2. 7089

3. 3457

[-:3-"1 [Raisonner] @ @ @ E'[Mﬂ
Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On veut

montrer qu'il existe des nombres premiers p., p,, ..., p,
et des entiers naturels non nuls ,, @,, ..., ¢, tels que
R=pUXpyEX..Xpl.

Pour cela, on va raisonner par récurrence sur la
proposition P_: « Tout entier r compris entre 2 et n

se décompose en produit de nombres premiers. »

1. Pour quelle valeur de n doit-on initialiser le
raisonnement ? Rédiger cette étape.

2. 0n suppose qu'il existe un entier k tel que P, est
vraie. Rédiger la suite du raisonnement par récurrence,
en utilisant une disjonction des cas en fonction de la
primalité de k+1, puis conclure.

F;_‘.L‘_ [Chercher] @ @ €

Determiner les trois plus petits entiers naturels n tels que
n?—1soit le produit de trois nombres premiers distincts.

[calculer] @

Dans chaque cas, déterminer le PGCD des entiers m et n.
1. m=24 etn=80.

2.m=179 et n =181,

3.m=3757 et n = 2873.

[:{', [Raisonner]

1. On considére un entier naturel n = 4 dont la

décomposition en produit de facteurs premiers est :
n=prxpix.. xp'h,

Démontrer que n est un carré parfait si, et seulement si,

tous les exposants &, sont des entiers pairs.

2. Existe-t-il un entier naturel n tel que n et 2n soient

des carrés parfaits ? Justifier.

3. Montrer que n est un carré parfait si, et seulement si,
il admet un nombre impair de diviseurs.

4, On choisit au hasard un nombre entier compris entre
1 et 100. Quelle est la probabilité qu'il admette un
nombre pair de diviseurs ?

160 B [ LLS.fr/MXPP160
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[ :I":‘_ m [Modéliser.]

Le programme ci-dessous, rédigé en langage Pythen,
permet de déterminer la décomposition d'un nombre
entier en produit de facteurs premiers.

1p=0
2 def factorisation(n):
ifn>1:

g_:nx
b I |
=

ile R >
=k +
R=n%k
D.append(k)
return factorisation(n/k)
print(D)

a:
1

[y

= @ W s mu S

[

7

1. Expliquer la signification des commandes % et
append. Expliquer également le rdle de chacune des
variables présentes dans l'algorithme.

2. Effectuer a la main les opérations successives de
l'algorithme, en prenant U'exemple de n = 24 en entrée.

3. Pourquoi est-on siir que les entiers qui apparaissent
dans la liste D sont nécessairement des nombres
premiers ?

4. Implémenter le programme puis le tester pour
différentes valeurs de n.

5. Elaborer un algorithme plus efficace permettant
-4 ! [Raisonner] @ @ @

d'éviter certains calculs.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note pY'xplx .. .xp* et ghrx g x ... x g%, deux
déecompositions de n en produit de facteurs premiers,

ces nombres premiers étant rangés dans l'ordre croissant.
En utilisant le théoréme de Gauss, montrer gue ces

e

-1 [Raisonner)

décompositions sont en réalité identiques.

]
1. On considére un entier n dont la
décomposition en produit de facteur premiers est
n=pyxXpyx..xXpht

a. Montrer que si, pour tout entier i compris entre 1 et
k,0 < B, < a,alors l'entier pfrx p%x ... x pfi divise n.

b. Réciproquement, montrer que si un entier naturel

d divise pf1x p3zx ... xp{, alors d admet une
décomposition en produit de facteur premiers de

la forme d = p# foz X ... x p¥r avec, pour tout
ie{l;...;k},0<8 <a,

2. En raisonnant a l'aide d'un arbre de dénembrement,
exprimer le nombre de diviseurs que posséde n en

fonction des exposants a, @,, ..., @,.
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;1) [chercher] ® 8 o
Montrer que, pour tout n < 10°, la décomposition de n
en produit de facteurs premiers fait apparaitre moins
de dix facteurs premiers distincts.

o
On considére deux nombres entiers n et m
dant la décompasition en produit de facteurs premiers
estn=pixppx..xp/*etm =pf‘ pri ... xpf*,
les exposants nuls etant admis.

1. Montrer que :

PGCD(m ; n)=pPiibils pminltsifalye | s pmin(@ifi)

= %
\-F/ [Raisonner]

2. Montrer que :
PPCM(m ; n)=pPtaibix precianibily x pmiaife),

L—‘:‘ [Calculer]
1. Montrer que pour tous entiers naturels n et m :
PGCD(m; n)x PPCM{m ;n)=mxn.

2.Soient m et n deux entiers naturels. Déterminer

l'ensemble des couples (m ; n) tels que :
PGCD{m ; n)=12 et PPCM(m ; n) = 60.

3. Reprendre la question précédente avec:
PGCD(m;n)=6 et PPCM(m ; n)=180.

[ :‘l"z‘_' [Calculer]

1. Déterminer tous les nombres entiers naturels
inférieurs ou égaux a 20 admettant exactement six
diviseurs.

2. Déterminer quel est le plus petit entier naturel
admettant exactement 21 diviseurs.

3. Déterminer tous les couples de nombres entiers
naturels dont le PPCM est 24.

")) Le petit théoréme de Fermat
rees FLASH

/+0 Calculer, en simplifiant au maximum,
les puissances suivantes.

1. 22" modulo 5. 2. 35°% modulo 7.

3. 12" modulo 17.

"4 Pour chaque cas déterminer, sans poser la
division euclidienne, le reste de la division
euclidienne de n par p.
1n=2%et p=17
3.n=4"etp=7

2n=3"etp=19

ENTRAINEMENT

_f':; [Caleuler] & €

Dans chaque cas, déterminer le reste de la division
euclidienne de n par p.
1.n=3%et p=23. 2.n=4%et p=29.

3.n=15""et p=97.

[Calculer]

1.0n note n = 3*"¢,

a. Justifier que n = 1[5].

b. Justifier que n=1[7].

c. En déduire que n = 1[35].

d. Calculer, en simplifiant au maximum, 3™ modulo 35.
2.En utilisant la méme méthode que précédemment,
montrer que 3™ =1[95]. Calculer ensuite 3" modulo 95.
3. Calculer 4™ modulo 55.

=T )
4] [Communiguer] e e

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 4" =1[3].

2. Prouver a l'aide du petit théoréme de Fermat que
4% —1 est divisible par 29.

3. Pour 1< n < 4, déterminer le reste de la division
euclidienne de 4" par 17. En déduire que, pour tout
entier k, le nombre 4* —1 est divisible par 17.

4. Pour quels entiers naturels n le nombre 4" —1 est-il
divisible par5?

5. A 'aide des questions précédentes, déterminer
quatre diviseurs premiers de 4" =1,

{'_*' ~_'_l [Chercher] @ @ @

Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
155 =1[11].

R . .
/- [Raisonner]

1. En utilisant le petit theoreme de Fermat, déterminer
le chiffre des unités de 3.

g3

On pourra commencer par étudier 3*® modulo 5 et 3*°
modulo 2.

2. En utilisant la méme méthode, déterminer le chiffre
des unités de 7%,

[?'1 [chercher]

Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout

ne M, n"—n est divisible par 14.

1. En utilisant le petit théoréme de Fermat, montrer que,
pour tout n € I, n” — n est divisible par 7.

2. Montrer que n’ —n est divisible par 2. Conclure.
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78| SYSTEME DE CRYPTOGRAPHIE RSA (e T |
D'aprés bac S, Centres étrangers, juin 2018

Le but de cet exercice est d'envisager une méthode de
cryptage a clé publique d'une information numérique,
appelée systeme RSA. Les questions 1. et 2. sont des
questions préparatoires, la question 3. aborde le
cryptage et la question 4. le décryptage.

1. Cette question envisage de calculer le reste dans la
division euclidienne par 55 de certaines puissances de 8.

a. Vérifier que 87 = 2[55]. En déduire le reste dans la
division euclidienne de &' par 55.

b. Vérifier que 87 = 9[55], puis déduire de la question a.

le reste dans la division euclidienne par 55 de 82,

2. Dans cette question, an considére 'équation
(E): 23x— 40y = 1, dont les solutions sont des couples
(x; y) d'entiers relatifs.

a. Justifier le fait que (E) admet au moins un couple
solution.

b. Donner une solution particuliére de (E).

c. Déterminer tous les couples d'entiers relatifs
solutions de (E).

d. En déduire qu'il existe un unique entier d vérifiant
les conditions 0 < d < 40 et 23d = 1[40].

3. Cryptage dans le systéme RSA

Une personne A choisit deux nombres premiers p et g,
puis calcule les produits N=pgetn=(p-1)g—1).
Elle choisit également un entier naturel ¢ premier avec
n. La personne A publie le couple (N ; e), qui est une
clé publique permettant a quiconque de lui envoyer un
nombre crypté. Les messages sont numérisés et trans-
formés en une suite d'entiers compris entre 0 et N —1.
Pour crypter un entier a, on calcule le reste b dans la
division euclidienne par N du nombre a®. Le nombre
crypté est alors l'entier b.

Dans la pratique, cette méthode est siire si la personne
A choisit des nombres premiers p et q trés grands,
s'écrivant avec plusieurs dizaines de chiffres. On va
l'envisager ici avec des nombres plus simples: p=5 et
q = 11. La personne A choisit aussi ¢ = 23.

a. Calculer les nombres N et n, puis justifier que la
valeur de ¢ vérifie la condition voulue.

b. Un émetteur souhaite envoyer a la personne A le
nombre a = 8.
Déterminer la valeur du nombre crypté b.

4, Décryptage dans le systéme RSA

La personne A calcule dans un premier temps l'unique
entier naturel d vérifiant les conditions 0 <d <n et

ed = 1[n]. Elle garde secret ce nombre d qui lui permet,
a elle seule, de décrypter les nombres qui lui ont été
envoyés cryptés avec sa clé publique.
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Pour décrypter un nombre crypté b, la personne A
calcule le reste a dans la division euclidienne par N
du nombre bY, et le nombre en clair - c'est-a-dire le
nombre avant cryptage - est le nombre a. Pour cette
question, les nombres choisis par A sont encore p=25,
q7=11¢etec=23.

a. Quelle est la valeur de d?

b. En appliquant la régle de décryptage, retrouver le
nombre en clair lorsque le nombre crypté est b=17.

Remarque : On pourra aussi consulter le TP 2 p. 135.

{_‘_!-_‘_‘ [Calculer, Chercher.]
On définit la fonction d’Euler de la maniére suivante :

ry* T*
1]

““In ~ ¢
naturels inférieurs ou égaux a n et premiers avec n.
1. Déterminer ¢(5), ¢(7), ¢(8), ¢(9) et ¢(10).

2.5i p est un nombre premier, exprimer ¢(p) en
fonction de p.

—

ol ¢(n) désigne le nombre d’entiers

3.5i p est un nombre premier et si k est un entier
naturel non nul, montrer que ¢( p*)=p*—p*.

4, 0n admet que si a et b sont deux entiers premiers
entre eux, alors ¢(ab)=¢{a)xe(b).

On considére un nombre entier n qui se décompose
en produit de facteurs premiers de la fagon suivante :
n=pixpyx... xpe, Montreralors que:

qa['n)=nx(1—pl1)x(1—PL2)x...x( _PL,-)

5. Déterminer le nombre d'entiers compris entre 1 et 945
et premiers avec 945,

R T (Raisonner] E[Mﬂ
Le but de l'exercice est de démontrer la

propriété suivante du cours : « Si p est un nombre

premier, alors, pour tout nombre entier a, a” = a|p]. »
Dans tout l'exercice, p désigne un nombre premier fixé.

1. Montrer que, pour tout entier k compris entre 1et
p-=1, p divise k!( i’ ) puis en déduire que p divise ( ‘;: }
2. On va démontrer par récurrence que la propriété
P(a):«a”=alp]|» estvraie, pour tout entier a
compris entre 0 et p—1.

a. Verifier que 97(0) est vraie.

b. On suppose que 7'( k) est vraie pour un certain b tel
que 0 < b < p—1. Montrer en utilisant le résultat de la
question préliminaire que (b + 1) est vraie.

3. Déduire des questions précédentes que, pour tout
entier naturel @, a” = a|[ p|.
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Ej'! ' [calculer, Modeliser]

D'aprés bac s, Pondichéry, mai 2018

Atoute lettre de l'alphabet, on associe un nombre
entier entre 0 et 25: 0 3 A,1aB, .. et253 2z,

Alice veut communiquer de maniére sécurisée,

Elle choisit deux nombres premiers p et q et un entier
naturel Btelque 1< p < pq. Elle publie les nombres
' =pxqetBet garde secrets les nombres petq.

Si Bob veut envoyer un Mmessage secret a Alice, il le code
lettre par lettre.

Le codage d’une lettre représentée par l'entier x est le
nombre y tel que y = Mx+B)nleto<sy<n.

Dans tout 'exercice, on prend P=3,g=TetB=13.
1. Bob veut envoyer la lettre N & Alice. Quel nombre
crypté doit-il lui transmettre ?

2. Alice a recu un message crypté aqui commence par le
nombre 3. Elle doit donc déterminer Uentier x compris
entre 0 et 25 tel que x(x+13) = 3[33].

a. Montrer que cette équation équivaut 3 -
(x+23)" =4(33).
b. En deduire que x(x+13)=3 [33] si, et seulement sj,
{(:«'+23 ¥ =1(3]
(x+23)2 =4 [11]
c. Déterminer les entiers a tels que:
O<a<3eta’=1[3).
d. Déterminer les entiers b tels que:
Dsb<mNetb’=4[n].

e. En déduire que 'entier x recherché est congru a0 ou
2 modulo 3 et qu'il est congru a 8 ou 1 modulo 11.

SYNTHESE

3. En énumérant les différentes possibilités, Alice peut-
elle connaitre la premiére lettre du message envoyé par
Bob ? Cette méthode de chiffrement est-elle utilisable
pour décoder un message lettre par lettre ? Justifier.

(o=
(Bl APPROFONDISSEMENT [Chercher, Communiquer]

Nombres de Fermat
On considére un entier > 1et on définit 'entier
F =2 +1appelé n-iéme nombre de Fermat.

1. En utilisant la calculatrice, montrer que F,, F,, F, et F,
sont des nombres premiers,

2.50it p un nombre premier impair. On note k, le plus
petit entier k non nul tel que 2* = 1[pl. Justifier que k,
existe, puis montrer que, pour tout entier ¢ non nul tel
que 2'=1[p], k, divise .

3. Dans cette question, on suppose n > 5, Soit p un
diviseur premier de E.

Lobjectif est de montrer que p=1[2""].

a. Justifier que p est impair, puis montrer que

2° =-1|pletque 2" =1 [p]

b. En utilisant le résultat de la question 2., en déduire
que 2"V est le plus petit entier k tel que 2* = 1 [p].

< Justifier que 2°"'=1[ p].

d. En utilisant de nouveau le résultat de la question 2.,
déduire des questions précédentes que p=1l2m],

4. En utilisant le résultat de la question précédente,
déterminer un diviseur premier de F, inférieur a 1000.

Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (TR

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur I'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Plusieurs points du chapitre peuvent étre utilisés pour
illustrer des notions rencontrées au cours de I'ensei-
gnement de spécialité. En voici quelques exemples.

1. La décomposition d'un entier naturel supérieur ou
égal a 2 en produit de facteurs premiers est ['occasion
d'illustrer une méthode du chapitre Combinatoire et
déenombrement pour déterminer le nombre de diviseurs
positifs de cet entier naturel.

2.0n dispose d'un résultat donnant une approximation
du nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a

“ . T ,
un entier i : ce nombre vaut environ ]n{ln}' Ce résultat

est connu sous le nom du théoréme des nombres
premiers (voir exercice [ =] page 159) et expose

une application surprenante de la fonction logarithme
népérien étudiée au cours de 'enseignement de
spécialité.

3. La fonction logarithme peut également &tre utilisée
pour déterminer le nombre de chiffres d'un nombre
entier strictement positif écrit en base 10, Expliquer

comment puis appliquer ce résultat & la détermination
du nombre de chiffres de 8%,

. Consulter les fiches méthode de
Betcolore ce manuel pour le Grand Oral p. 244

Chapitre 5. Nombres premiers | LLS.fr/MXPP163 | B 153

Scanné avec CamScanner



B TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.

1. Trouver les erreurs de I'éléve et préciser les endroits ol la rédaction est incompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Le code d'identification d'un article est composé de sept chiffres entre 0 et 9. Les six premiers chiffres identi -
fient l'article, le septiéme est une clé de controle destinée a détecter une erreur dans l'écriture des six premiers

chiffres. On notera x x, x,x, x x x, un tel code.

La clé de contrdle x, est le reste dans la division euclidienne par 10 de la somme :

N =(x,+x;+x,) +7(x, +x,+x;).

1. Calculer la clé du code suivant ; 923451.,

2. Un des chiffres du code suivant a eté effacé : 134 -752. Retrouver ce chiffre.

3. Dans cette question, deux des chiffres du code ont été intervertis : au lieu de saisir x,x,x x, x,x x,, le

dactylographe a saisi x,x,x,x,xx.x,.

E i e L

Pour quelles valeurs de x, et de x, laclé de contrdle ne détecte-t-elle pas l'erreur ?

En effet 82 = |0x8+2.

Exercices inversés (9

bb

I N=(94+3+5)+7x(2+49+1)=17+49 = 66. 0r, ﬁ=ﬁ,6.
Le reste de la division euclidienne de N par 10 est 6. La clé de contréle est donc b.

2. N:(l'+'1‘+7]+7X(3+xq+5]:65+?xlf..pnurque 63+?x,f=mq+2,dfauiquc xq:Z.

3 0Ona Nl =(xl+xj+x5)+7 * (xz+xq+xb) et N1= (IJ+12+15)+ 7 X(x_a+xq+xﬁ}. Pour que
'erreur ne soit pas détectée, Ul faut que N‘ = NI[IO ], c'est-d-dire que [0/ (N' = Nz),
Or, N’—N_,t.:b(xz—xj). Ni‘“NE est done divisible par 0 si X, "Xy = 0.

Il faut donc que les deux chiffres soient les mémes pour que l'erreur ne soit pas détectée.

. || Déterminer trois exemples d’équations
diophantiennes pour lesquelles il n'existe pas
de solution.

|~ Déterminer une équation diophantienne pour
laquelle I'ensemble des solutions est :

{(3—2k;5+3k)| ke Z}.

| = 1.Déterminer deux exemples d'équations
diophantiennes pour lesquelles (2 ; 5) est un couple
solution.

2. Déterminer une équation diophantienne pour
laquelle (1;1)et(3; 2) sont deux couples solutions.

r-rl" Lors d'un devoir sur table, un éléve écrit cette
réponse juste : « Le PGCD des deux nombres vaut donc
30 et le PPCM des deux nombres vaut 3600. »

Rédiger un énoncé correspondant a cette réponse.

164 M [ LLS.fr/ MXPP164 | Travailler autrement. Arithmétique

I = Lors d'une interrogation écrite, un éléve écrit :
« Donc le nombre étudie posséde 45 diviseurs. »
Donner trois exemples de tels nombres.

- On considére I'équation diophantienne :
150x+ 90y = 930.

Proposer un probléme aboutissant a cette équation.

r Voici la réponse a la question d'un enonce :
« Donc 9 est un inverse de ce nombre modulo 14. »
Ecrire un énoncé possible.

Recherche [ Exposé

Lors de l'activité (élude de la production d'un éléve), an
explique de quelle maniére fonctionne la clé d'identification
d'un article.

A l'aide d'une recherche sur internet, expliquer le fonction-
nement de la clé correspondant au numéro de votre carte
vitale (code INSEE).
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TRAVAILLER ENSEMBLE

Jeu de stratégie entre David et llan

Dans un jeu de stratégie a deux joueurs, les seules monnaies mises en
circulation sont des piéces de sept Bézauss et de onze Bézauss.

David souhaiterait acheter a son adversaire Ilan un objet d'une valeur de 123
Bézauss.

On cherche alors @ déterminer l'ensemble des maniéres differentes
d'acheter cet objet, sachant qu'il a en sa possession 100 piéces de sept
Bézauss et qu'llan posséde 100 piéces de onze Bézauss.

Question préliminaire :

Soit x le nombre de piéces de sept Bézauss remis par David a llan et y le
nombre de piéces de onze Bézauss remis par Ilan & David pour lui rendre la
monnaie.

Montrer que le probléme consiste a déterminer 'ensemble de tous les couples d’entiers positifs (x ; y) inférieurs ou
egaux a 100 tels que (F): 7x—11y =123,

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune
d'entre elles peut étre réalisée seul(e) ou en groupe. Les

éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le Jedede
probléme. h

1. Justifier que 11y +123 doit étre un multiple de 7.

2. En déduire alors que &4y + &4 doit aussi étre un

BT g <

P .. . 3. Reproduire et compléter le tableau de
1. Enoncer les théorémes de Bézout et de Gauss. Rep P ; :
congruence modulo 7 ci-dessous, ol r est le reste

2. Montrer que I'équation (G): 7x—11y =1 admet de la division euclidienne de 4y -+ 4 par 7.
au moins un couple solution.

N ol o
4. Montrer que (F) équivaut a: | |
Tx—1y =7x82—-11x41.

3. Déterminer un couple salution de (G) puis en
deduire un couple solution de (F).

&4, Justifier alors que y doit s'écrire sous la forme

5. En déduire que 7 divise y — 6. 7k+6, ol k est un entier naturel.
6. Déterminer l'ensemble de tous les couples 5. En déduire 'ensemble des solutions du
solutions recherchés. probléme de David et Ilan.
L% A r
'!‘., ‘1{ "\., - -:.—:..-H_mlifrF.—i..:E |
pumes NI e comnun’
[PYTHON AL AL
1. Ecrire un programme en Python 1. Lister toutes les maniéres différentes d'acheter cet
donnant tous les couples solutions recherchés. chjet.
2. Generaliser ce programme dans le cas ol les 2. Est-ce que David aurait pu acheter un objet d'une
seules monnaies mises en jeu sont des piéces de valeur de 10, 100 ou 1000 Bézauss ?

a Bézauss et de b Bézauss et que ('objet a acheter
est d'une valeur de ¢ Bézauss, o a, b et ¢ sont
tous trois des entiers fixés strictements positifs.

3.5i, dans ce jeu, les seules monnaies étaient des
piéces de quatorze et vingt-et-un Bézauss, serait-il
alors possible d'acheter un objet valant

1\123 Bézauss ? 476 Bezauss ?
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I VERS LE SUPERIEUR

[0 Les polyndmes 3 coefficients dans R
| Définitions

1.0n appelle polyndme a une indéterminée a coefficients dans E toute suite de nombres réels nulle &
partir d'un certain rang. Pour tout entier naturel k, on note X* la suite (a,), _., telle que a, =1 et, pour
tout n # k, @, = 0. L'ensemble des polynomes a coefficients dans R est noté E[X].

2.5olent A=(a,),_..etB=(b )  deuxpolyndmes a coefficients dans I.

On définit la somme de A et B, notée A + B, comme étant la suite (a,+b,) . )

J
On définit le produit de A et B, noté A x B, comme étant la suite (¢, ), _,, od, pour tout j € T, = P ab; ..
- k=0

LSiA=(a,)
Le nombre d est appelé degré de A et est noté deg(A). Par convention, le polynéme nul a pour degré —-,

b A=(a,)

ne

est un polyndme nen nul, on pose d = max{n el |a, #0}.

d
est un polynome non nul de degré d ; on peut exprimer A de la facon suivante: A= 30 al_x".
k=0

Le polynome (1;-2;4;0;...;0;...) correspond & 1—2X +4X?. Il s'agit d'un polyndme de degré 2.

Fj 1. On considere les polynomes [“T On considére les polyndmes P=1+X+X*+ X7,
A=(-1;3;-5;2;0;0;..)etB=(1;0;1;0;0;...). Q=-5+4XetR=1-X"

a. Déterminer le polynéme C= A+ B. - 1.Déterminer le degré de ces polynomes.

b. Déterminer le polynéme D = A x B, * 2.a. Déterminer 'expression du polyndme P x Q, puis
2, a.)ustifier que l'on peut écrire A = -1+ 3X—5X?+2X* - l'expression du polyndme P x R.

b. Exprimer les polynames B, C et D en fonction de X. - b. Préciser le degré de ces polynomes.

3.a. Soient n et p deux entiers naturels non nuls et Aet : © Que peut-on conjecturer concernant le degré de
st deux réels. En utilisant les définitions d'un poly- PxQst FetQsontquelconques ?

nome et du produit de deux polyndmes, montrer que
AX" X gXP = AuX"*P,

d. Démontrer cette conjecture,

3. Peut-ondire que deg(P+ Q)= max(deg(P); deg(Q))?
b. Soient P, Q et R trois polynomes a coefficients dans E. Justifier.

Montrer que (P+Q)xR=PxR+Q xR,

- - o i

. . . . - g - - k - -
&, A l'aide de la question 3. et des notations pour A et  : =l SolentP Ea a, X" et Q deux polynomes &
B introduites a la question 2., retrouver l'expression du  : y

coefficients reels
T
polyndme D en fonction de X. On définit P - Q comme étant le polynéme P = 3° a, Q*.
k=0
1.0nsupposeque P=1+X+X?*et Q=X?+2.

e

| -+ Dans la suite, on admet que si P et Q sont deux

polynomes quelconques, deg(P x Q) = deg(P )+ deg(Q). a. Déterminer le polynome P» Q.

b. Que peut-on dire du degré de P« Q ? Justifier.

Soient P et Q@ deux polynémes quelconques vérifiant i s
PxQ=0.0n suppose par l'absurde que P # 0 et Q # 0. . 2. Demontrer que deg(P - P)=deg(P)".
1. Que peut-on dire du degré de PxQ ? i 3.50it Pun polyndme tel que PP =P,

2. Exprimer le degré de P en fonction du degré de Q. a, Montrer que deg(P)= 0 ou deg(P)=1.

3. En déduire que les polyndmes P et Q sont des b. En déduire 'ensemble des polyndmes P qui vérifient

polyndmes constants. . P.P=P.

4. En déduire 'ensemble des polyndmes P et Q

: I -1 Déterminer tous les polynémes P & coefficients
telsque PxQ=0. ¥

: réels tels que P(X?)=(X?3+1)P(X).
156 B | LLS.fr/MXPP166
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) Divisibilité dans RIX|
| Définitions |

1. Soient A et B deux polynames de B[X].

VERS LESUPERIEUR‘

On dit que A divise B lorsqu'il existe un polynome C de EB[X]tel que B = AC.

2. Division euclidienne de deux polynémes : Pour tous A et B de E[X], avec B non nul, il existe deux
polyndmes uniques Q et R de K[ X] tels que A=BQ+R, avec deg(R)<deg(B).
On dit alors que Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

3. Pour deux polyndmes A et B, si A divise B et B divise A, on dit que A et B sont associés,

4. 0On dit que deux polyndmes A et B sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communsa Aeta B

sont les polyndmes de degré 0 (donc les réels non nuls).

| On considére le polyndme P = X — 4X?— 16X + 24.

Peut-on trouver trois réels a, b et c tels que:
P=(aX?+bX+c)X—6)7

Que peut-an en déduire ?

| i | . -
| /| Soient deux polynomes non nuls A et B,

1.0n suppose dans cette question qu'il existe un réel
non nul A tel que B = AA. Justifier que A et B sont
associés.

2.0n suppose que A divise B. Comparer deg{A) et
deg(B).

3. 0n suppose que A divise B et que B divise A,

a. Montrer que deg(A)=deg(B).

b. Montrer qu'il existe un réel non nul A tel que A= AB.

!ﬁ On considére les polyndmes
A=3X"+17X*+5X—-25et B=X"+4X—5.

1. Déterminer les valeurs « telles que B{a)=0.
On note & l'ensemble de ces valeurs.

2.5oit @ € 8. Calculer Ala).

3.0n note Q et R respectivement le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A par B.

a. Justifier qu'il existe deux réels a et btels que R = aX + b

b. Montrer que a = b = 0. Que peut-on en déduire ?

| -/ On considére les polyndmes A=X"+2et
B=X¥+3X-10.

1.0n note respectivement Q et R le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A par B.

Déterminer le degré de R,
2. Déterminer les valeurs o telles que B(a)=0.
3. En déduire les polyndmes Q et R.

D I T I I I I Y

- . ) .
['_[;', Soient P un polynome de E[X] et @ un nombre réel.
1. On suppose que X — a divise P. Montrer que P(a)}=0.
2. 0Onsuppose que Pla)=0.

a. Justifier qu'il existe A € K[ X] et un nombre réel A tels
que P=A(X—a)+ A

b. Determiner la valeur de A.

c. Que peut-on en déduire ?

3. Le polyndme X* +2X? - 4X — 6 est-il divisible par
X+5 7 Justifier.

['TI- Soient A et B deux polyndmes non nuls de E[X].

On admet qu'il existe un unique polyndme D vérifiant

les conditions suivantes :

« D|AetD|B;

- D est unitaire : le coefficient dominant (associé au
terme de plus haut degré) vaut 1;

» si un polynome unitaire E divise A et B, alors E|D.

Ce polynome est appelé PGCD de A et B.

On admet aussi qu'il existe deux polyndmes UetV a
coefficients dans R tels que AU+BV =D,

4. a, On suppose que A et B sont premiers entre eux.
Déterminer le PGCD de A et B.

b. On suppose qu'il existe deux polynomes U et V tels
que AU+BV=1.
Montrer que A et B sont premiers entre eux.

5. Les polyndmes X?+X+1et X +1sont-ils premiers
entre eux 7 Justifier.

6. 50/t C un polynome de E[X].

a. Montrer que si A et B sont premiers entre eux et si A
divise BC, alors A divise C.

b. Montrer que si A et B sont premiers entre eux et si A
et B divisent C, alors AR divise C,
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) Divisibilité dans RIX|
| Définitions |

1. Soient A et B deux polynames de B[X].

VERS LESUPERIEUR‘

On dit que A divise B lorsqu'il existe un polynome C de EB[X]tel que B = AC.

2. Division euclidienne de deux polynémes : Pour tous A et B de E[X], avec B non nul, il existe deux
polyndmes uniques Q et R de K[ X] tels que A=BQ+R, avec deg(R)<deg(B).
On dit alors que Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

3. Pour deux polyndmes A et B, si A divise B et B divise A, on dit que A et B sont associés,

4. 0On dit que deux polyndmes A et B sont premiers entre eux si les seuls diviseurs communsa Aeta B

sont les polyndmes de degré 0 (donc les réels non nuls).

| On considére le polyndme P = X — 4X?— 16X + 24.

Peut-on trouver trois réels a, b et c tels que:
P=(aX?+bX+c)X—6)7

Que peut-an en déduire ?

| i | . -
| /| Soient deux polynomes non nuls A et B,

1.0n suppose dans cette question qu'il existe un réel
non nul A tel que B = AA. Justifier que A et B sont
associés.

2.0n suppose que A divise B. Comparer deg{A) et
deg(B).

3. 0n suppose que A divise B et que B divise A,

a. Montrer que deg(A)=deg(B).

b. Montrer qu'il existe un réel non nul A tel que A= AB.

!ﬁ On considére les polyndmes
A=3X"+17X*+5X—-25et B=X"+4X—5.

1. Déterminer les valeurs « telles que B{a)=0.
On note & l'ensemble de ces valeurs.

2.5oit @ € 8. Calculer Ala).

3.0n note Q et R respectivement le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A par B.

a. Justifier qu'il existe deux réels a et btels que R = aX + b

b. Montrer que a = b = 0. Que peut-on en déduire ?

| -/ On considére les polyndmes A=X"+2et
B=X¥+3X-10.

1.0n note respectivement Q et R le quotient et le reste
dans la division euclidienne de A par B.

Déterminer le degré de R,
2. Déterminer les valeurs o telles que B(a)=0.
3. En déduire les polyndmes Q et R.

D I T I I I I Y

- . ) .
['_[;', Soient P un polynome de E[X] et @ un nombre réel.
1. On suppose que X — a divise P. Montrer que P(a)}=0.
2. 0Onsuppose que Pla)=0.

a. Justifier qu'il existe A € K[ X] et un nombre réel A tels
que P=A(X—a)+ A

b. Determiner la valeur de A.

c. Que peut-on en déduire ?

3. Le polyndme X* +2X? - 4X — 6 est-il divisible par
X+5 7 Justifier.

['TI- Soient A et B deux polyndmes non nuls de E[X].

On admet qu'il existe un unique polyndme D vérifiant

les conditions suivantes :

« D|AetD|B;

- D est unitaire : le coefficient dominant (associé au
terme de plus haut degré) vaut 1;

» si un polynome unitaire E divise A et B, alors E|D.

Ce polynome est appelé PGCD de A et B.

On admet aussi qu'il existe deux polyndmes UetV a
coefficients dans R tels que AU+BV =D,

4. a, On suppose que A et B sont premiers entre eux.
Déterminer le PGCD de A et B.

b. On suppose qu'il existe deux polynomes U et V tels
que AU+BV=1.
Montrer que A et B sont premiers entre eux.

5. Les polyndmes X?+X+1et X +1sont-ils premiers
entre eux 7 Justifier.

6. 50/t C un polynome de E[X].

a. Montrer que si A et B sont premiers entre eux et si A
divise BC, alors A divise C.

b. Montrer que si A et B sont premiers entre eux et si A
et B divisent C, alors AR divise C,
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_E R r [l e ]
=) Polyndmes irréductibles
Dans cette partie, l'ensemble ¥ désigne l'ensemble & ou C,

1. On dit qu'un polyndme appartient a ¥[X] lorsque ses coefficients sont dans .

2.0n appelle polynome irréductible de K[X] tout polynome P dont le degré est supérieur ou égal a1 et
dont les seuls diviseurs sont :

- les éléments de [” ;

- les polyndmes de la forme AP, ol A= K ,

3. Théoréme de d'Alembert : Tout polyndme non canstant de C[X] posséde au moins une racine dans C.

EXEMPLE

X?—1n'est pas un polynome irréductible de BR[X] car X*—1=(X+1)(X—=1) etdonc (X+1) |(X2—1).

? On considére un polyndme P irréductible de K[X]. [rﬂ On considére les polynomes
On suppose qu'il existe deux polyndomes A et B de s P=X?-9X'+26X-24 et Q=X3—7X2+7X+15.

K[X]tels que P = AB. 1. a. Montrer qu'il existe trois réels a, b et c tels que :

Montrer que deg(A)=0 ou deg(B)=0. P=(X-3)aX?+bX+c).
ETY <ot p yndme de K[X| b. En déduire une décomposition du polyndme P en
@y ~oit F un polynome de K[ X . . produit de polyndmes irréductibles de B[X].

On suppose qu'il existe e € K tel que P{e)=10. 2 .
2.a. Les polynémes P et @ ont une racine commune.

Montrer que P n'est pas irréductible dans K[X]. Déterminer cette racine

e

Ik Les polyndomes de B[X] suivants sont-ils
irréductibles ?

1P=X*"-1 2Q0=X"+1 3. R=X*+2X-4X+3

b. En déduire une décomposition du polynéme Q en
produit de polynémes irréductibles de R[X].

' | On considére dans [[X | le polynéme
P=X"+2X*+1.
1. Montrer gu'il n'existe pas de réel « tel que P(a) = 0.

"5 On considére le polyndme P = X?+X+1.

1. Justifier que P est a la fois un élément de R[X] et un
élement de C[X].

2. Montrer que P estirréductible dans B[X].

2. Peut-on dire que le polynéme P est irréductible ?
Justifier.

3. Le polynéme P est-il irréductible dans C[X] ? Justifier, 3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un polynéme de degré 2 soit irréductible dans E[X].
[ Dans cet exercice, on souhaite déterminer les

polyndmes irréductibles de T[X]. ; : :
Soit P un polyndme de C[X]. . dont le discriminant est négatif sont irréductibles dans

R[X].
2. Soit P un polynome de R[X] non constant.

- I i 1 i = 2
5.a.0n suppose que le degré de P est supérieur ou égal LL;::IZ?EU?“ existe o € C tel que Pla)=0. Que peut-on
o !

a 2. Montrer qu'il existe & = C tel que X — ¢ divise P.

3. On suppose que le degré de P est strictement
. supérieur a 2.
Montrer que P n'est pas irréductible dans B[X].

7. Justifier que tout polyndme non constantde C[X|peut : 4 £, déduire les polyndmes irréductibles de B[X].
s'exprimer comme produit de polynomes irréductibles,

| 1. Montrer que les polyndmes de B[ X | de degré 2

L

C R NN

4. 0n suppose que P est de degré 1. Le polynome P .
est-ilirréductible ?

b. Que peut-on en déduire ?

6. Déterminer tous les polyndmes irréductibles de C[X].

168 B | LLS.fr/MXPP168
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VERS LESUPERIEUR‘

D'aprés Concours Communs Polytechniques, 2016

L'objectif de ce probléme est ['étude des polynomes
d'interpolation de Hermite.

On note B[X] 'ensemble des polynomes a coefficients
reels et on note B(X) l'ensemble des éléments de la

forme %, ol P et Q sont deux polyndmes de B[X] avec
Q non nul
Sip= E a, X", on note P le polynome dérivé de P

défini par P= E ka X',

ET
£ZU

Les propriétés des opérations sur la dérivation des
polyndmes sont semblables a celles des fonctions.

Partie A
Soit n un entier naturel non nul.

1.Soient P et Q deux polynomes non nuls & coefficients
complexes.

a. Démontrer que si P et Q n'ont aucune racine
complexe commune, alors P et Q sont premiers entre
euX.

(e

On pourra raisonner par 'absurde.

b. On suppose que P et Q sont premiers entre eux.
Montrer que si P et Q divisent un troisiéme polynome
R a coefficients complexes, alors il en est de méme du
polynéme PQ.

2.50it (P))
RIX].

On cansidére le polyndme P = R[X] et la fraction
rationnelle @ € R(X), définis par:

P=[IPetQ=1
i=1

une famille de polynomes nen nuls de

1<i<n

¥
n

Montrer par récurrence que Q = _E

I I I I I R N I A R

Partie B

Soit I un intervalle non vide de B, p un entier naturel
non nul, (x;),.,., une famille d'éléments de I distincts
deux a deux.
1.a. Soit P € B[ X | et a € R. Montrer que si
P(a)=P'(a)=0,alors (X—a)® divise P.
b. Soit P £ B[X] de degré 2p —1tel que, pour tout
entieriavec1<i<p, P(x;)=0et P'(x;)=0
Montrer que P= 0.
2. Soit P € B[X] de degré 2p—
Soit ¢ la fonction qui a P associe
(Pxy)s Plxy)s oo i Plx ) P ) PP )5 o0 P'(IP:I).
Soient P et Q de degré 2p—1tels que (P )=¢(Q).
Montrer que P = Q.
3. Pour tout entier i tel que 1 <1< p,on considere le

p X=X
polynome Q.= [] ~—.t.)

=1

jr'r'
Soient deux entiers i et k compris entre 1et p.
a. Calculer Q (x,).

Q. (x,)=0sik#i

b. Montrer que Q'(x.}—f: 2
i X=X,

sinon.

;'.-1
4. Soient (@) .., et (b)),
guelcongues. On admet qu'il existe un polynome P, de
B[X] de degré 2p —1, appelé polyndme d'interpolation
de Hermite, tel que, pour tout entier i vérifiant 1<i<p,
onaP, (x)=a,et P/ (x)=0

5 deux familles de réels

a. Montre que ce polynéme est unique.
b. Montrer que
I
Py = E[“ —Q (X HX—x )+ (X=x)b Q..

¢. Déterminer le polynéme d'interpolation de Hermite

Pt lorsque p=2,x,=-1,x,=1a,=1a,=0,b,=—1¢et
b,=2.
‘Avant Maintenant | Aprés |

Arithmétique dans .
Arithmétique dans Z.
Notion de division euclidienne.

Théoremes usuels de
'arithmetique : théoréme de
Gauss, théoréme de Bézout.

Arithmétique des polynomes
ou plus généralement dans un
anneau euclidien.

Utilisation des théorémes de

Notion de congruence, travail
avec le reste de la division
euclidienne, Décomposition en
produit de facteurs premiers.
Utilisation des nombres premiers
en cryptographie.

Nombres premiers. .
P Gauss et de Bézout dans un cadre

plus géneéral.

Utilisation des morphismes
d'anneaux.
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Graphes et

Histoire'des mathematiques:

01 Les graphes, d'une devinette a une nouvelle théorie — -

De passage a Konigsberg (aujourd'hui Kaliningrad en
Russie), Leonhard Euler (1707-1783) est confronté a un
probléme posé par ses habitants : est-il possible de
passer par tous les ponts de la ville une, et une seule,
fois ? (Voir le plan de la ville ci-contre.)

Euler raisonne alors sur un schéma de type nouveau
(ci-contre) qui est une figure géomatrique dont la forme
et la longueur des arétes n'ont pas d'importance, ni
l'angle qu'elles forment les unes avec les autres. Sa
démonstration ne se base donc pas sur tous les résultats
connus de la géométrie de ['époque et donne naissance
a deux nouveaux domaines mathématiques :

la topologie et la théorie des graphes.

Pour résoudre des problémes liés a I'électricitg, le
physicien Gustav Kirchhoff (1824-1887) est le premier, en
1847, a utiliser les graphes. Il créa les arbres (graphe sans
boucle) qu’'Arthur Cayley (1821-1895) développa par la
suite.

Depuis, l'utilisation des graphes s'est généralisée dans
bien des domaines comme les jeux, les probabilités
(chaines de Markov), l'économie, la sociologie (socio-
gramme ci-contre), l'intelligence artificielle, etc.

800 1500

|
T- EER nrrrTEr-]'1Hl—

=300 EI

j HATI-IEI'MTI QuEs anuﬂﬁ ‘

' Les Neuf Chapitres sur ['art mathématigue
(entre le I et le I siécle avant | -C. - Chine}

| | Lll_huk EEOOE

Retrouver cette frise au format

interactif sur | LLS.fr/MXPP170

Sroll B LLS.fr/ MXPP170

.#f..’}, rt.r.mnwaw’
Plan de la ville de Kénigsberg en 1613.

C

B
Representation schématique de Kénigsberg
selon la méthode d'Euler

Exemple de sociogramme

1600

Girolamo Cardano (1501-1576)
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matrices

111 Les matrices : résoudre des
systémes d'équation et des problémes

The notion of such a matrix arises naturally
from nn abbreviated notation for a set of linear
equations, viz. the equations

X=ar +by +ocz,

géométriques

Arthur Cayley

James Sylvester

Le 8° des neuf chapitres sur ['Art des mathématiques
(livre recapitulant les savoirs mathématiques de la
Chine Antique, lI* siécle av. |.-C., I siécle ap. ].-C.)
porte sur la résolution de systémes d'équations

a deux ou trois inconnues en n'utilisant que les
coefficients de ces équations. La méthode proposée
peut &tre considérée comme l'ancétre d’'une méthode
matricielle.

Girolamo Cardano (1501-1576) propose dans son Ars
Magna (1545) la « regula de modo », un calcul qui
permet de savoir si un systéme de deux équations

a deux inconnues admet un unique couple solution.
Ce résultat ouvrira sur le déterminant de matrices.
Indépendamment l'un de l'autre, Seki Kowa (1642-1708)
et Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) développent
cette notion pour les systémes 3x3 et 4x4.

17Pl.'l

seki Kowa (1642-1708)
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1718)
“Gabriel Cramer (1704=1752)>
Leonhard Euler (1707-1783)

Alexandre=Théophile Vandermonde (1735-1796)
= Pjarre-Simon de Laplace (17491827}~
e Carl Friedrich Gauss (1777-1855) ™

L'AGE IYOR DE LANALYSE
eaugustin Lovis Cauchy (17891857}~

Y=dr 4by 4,
Z =a'r4¥'y+ ",
may be more simply represented by
(XY, Z)=(a,&,c Y.y 2)
d, ¥, d
a", ¥, o

Extrait de Memoir on the Theory of Matrices de Cayley

Des mathématiciens comme Cramer (1704-1752),
Vandermonde (1735-1796), Laplace (1749-1827),
Lagrange (1736-1813), Gauss (1777-1855) ou encore
Cauchy (1789-1857) travaillent sur les déterminants,
en étudiant leurs propriétés et en développant les
premiéres théories sur le sujet.

James Sylvester (1814-1897), influencé par son ami
Arthur Cayley (1821-1895), utilise les matrices et les
déterminants afin de donner des solutions simplifiées
a un probléme géométrique. Les deux hommes
deviennent amis et leurs échanges contribuent &
l'elaboration d'une théorie algebrique sur les
matrices. En 1858, Cayley publie son Memoir on

the Theory of Matrices. Les travaux d'Eduard Weyr
(1852-1903) permettent ensuite de lier les matrices
aux fonctions vectorielles. Le début du XX= siécle
donnera alors une place centrale aux matrices et aux
déterminants dans ['étude de la géométrie.

1800 1900

L'ESSOR DES MATHEMATIQUES

e |ames Sylvester (18141897} ————
e Arthur Cayley (1821:1895) ———
© Gustav Kirchhoff (1824-1887)
e~ Eduard Weyr (18521903} =
Andrei Andrefevitch Markov (1856-1922)
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ACTIVITES - HisTomRe bes MATHEMATIQUES

I  Lesponts de Konigsberg et d'ailleurs

21 A . R . el SL

En réponse au probléme des ponts de Konigs-
o) berg (voir page 170), Leonhard Euler rédige un
.. +*ci article appelé Solutio problematis ad geome-

" triam situs pertinentis, que l'on trouve dans
les mémoires de 'Académie des Sciences de
Berlin (1759).

Les trois figures ci-contre en sont extraites.
Cet article a donné naissance a la théorie des
graphes.

La figure 1 représente la situaticn de Konigs-
berg et la figure 3 une situation inventée par
Euler pour illustrer le résultat qu'il venait de
découvrir. La figure 2 sert a établir une partie
de son résultat : si l'itinéraire a suivre contient
n ponts a emprunter une et une seule fois,
alors il reliera n+1zones.

) Tout d'a bord, Euler constate que le
nombre de ponts qui relient chacune des
quatre zones de Konigsberg est impair et donc
que le probléme n'a pas de solution. Expliquer
ce raisonnement.

Dans la suite de Solutio Problematis ad Geo-
b metriam Situs Pertinentis, Euler s'attache a

Images tirées de Solutio problematis ad geometriam situs trouver un raisonnement généralisable d toute
pertinentis de Leonhard Euler, situation.

P R

fﬁ Dans les paragraphes 11 et 12, Euler montre que si le nombre de ponts qui donnent sur une région A
est impair, c'est-a-dire qu'il existe un entier naturel p tel que le nombre de ponts soit égal & 2p —1, alors
l'itinéraire passe p fois par cette région A.

a) A partir de la figure 1, compléter le tableau ci-dessous de la situation de Kénigsberg.

i |
| Nombres de pont 5 3 3| 3
I

r | |
b) Expliquer pourquoi le probléme des ponts de Konigsberg n'a pas de solution.

‘T Dans les paragraphes 13 a 15, Euler demontre le résultat général : si le nombre de ponts qui donnent sur
une région A est pair, c'est-a-dire que s'il existe un entier naturel p tel que le nombre de ponts soit égal a 2p,
alors cette région A devra figurer p+1fois dans l'itinéraire si on part de cette région, ou p fois si on ne fait
qu'y passer. |l s'invente la ville représentée en figure 3. En complétant le tableau ci-dessous, déterminer si on
peut suivre ou non un parcours dans cette ville, en empruntant une, et une seule, fois chaque pont.
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HistoiRe DEs MaTHEMATIQUES - ACTIVITE

)  Fangchenget anaissance des matrices

Fangcheng, ou Fang Sheng, désigne le nom du 8¢ chapitre du livre chinois Les Neuf Chapitres sur l'art
mathématique, rédigé au début de la période Han entre le I1* siécle avant |.-C. et le I*" siécle aprés ].-C,, et qui
reprend les savoirs mathématiques chinois connus alors. Fangcheng signifie « comparaison des dispositions ».
Les méthodes utilisées dans ce chapitre permettent de résoudre des systémes de 2 ou 3 équations & 2 ou 3
inconnues, en n'utilisant que des tableaux de nombres qui sont les coefficients de ces équations.

’ﬁ Premier probléme : Deux équations a deux inconnues

3 ballots de riz de bonne qualité et 2 ballots de basse qualité produisent 18 unités de riz,
alors que 2 ballots de riz de banne qualité et 1 de basse qualité produisent 11 unités de riz.

Combien d'unités de riz les ballots de chaque qualité permettent-ils d'obtenir ?
a) Répondre au probléme a l'aide d'un systéme d'équations.
b) Voici la méthode présentée dans le livre,

1 2 2 2 0 2
2 3 & 3 1 3
1 18 22 18 b 18

Expliquer 'origine du premier tableau de nombres, puis les calculs sur les colonnes pour
obtenir le 2¢ et le 3* tableau. Comment retrouve-t-on les solutions obtenues en £} a) ?
bx+3y = 48

c) En utilisant cette méthode, résoudre le systéme fx+5y = 52°

'!T Deuxiéeme probléme : Trois équations a trois inconnues

Extrait de Les Neuf
Chapitres sur l'art
mathématique.

3 ballots de riz de bonne qualitg, 2 ballots de qualité moyenne et 1 ballot de basse qualité produisent 39
unités de riz. 2 ballots de riz de bonne qualité, 3 ballots de qualité moyenne et 1 ballot de basse qualité
produisent 34 unités de riz. 1 ballot de riz de bonne qualité, 2 ballots de qualité moyenne et 3 ballots de

basse qualité produisent 26 unités de riz.
Combien d'unités de riz les ballots de chaque qualité permettent-ils d'obtenir ?

a) On note respectivement x, y et z le nombre de ballots de riz de bonne, moyenne et basse qualité.

Ecrire un systéme de trois équations a trois inconnues correspondant au probléme donné.

b) Voici les étapes de calcul que l'on retrouve dans le livre.

ac, C,-C, C,—C,et3C, C,-C,
T P P s
1 2 3 16 3 1 3 3 3 0 3
2 3 2 2 9 2 2 7 2 6 2
101 33 1 32 1 9 1 1
26 34 39 26 102 39 26 63 39 B 2 39
5xC
T 7 a e ~ e
o o 3 0o o 3 0o 0o 3 o o 3
20 5 12 B3 5 2 m 5 2 2
40 1 1 % 1 1 3 11 37 1
19 24 39 moo2% 39 147 % 39 123 24 39

39

36
99

0 3
2

1 1
24 39
0 3
1 1
25 39

Analyser ces suites de tableaux, compléter les opérations mises en jeu et trouver la solution au

probléme,
Ix+3y+3z = 42
c) En s'inspirant des tableaux ci-dessus, résoudre le systéme 1 x+2y-+4z = 26,
2x+4y+10z = 57

e |
et g
g2ak |f 2
(5
0w Bl
(| R
in a1 4
LY 1
=t ® _‘I’;a
L ﬁ ] L
| fleks

3 _
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(1] utiliser un tableur

Sur la feuille de calcul ci-dessous figurent les
compositions de quatre bouquets de fleurs ainsi
que le prix unitaire par fleur.

A | m
| Rose
Bouguet 1 5
Bougquet 2 7
Bouguet 3 9
Bouquet 4 13

Prix unitaire
28
1,15
14

1. a. Calculer a la main le nombre total de fleurs
de chaque sorte en regroupant les quatre
bouquets.

b. Quelle formule de calcul doit-on écrire en B6
et étendre vers la droite pour calculer ce total ?
2. a. Calculer le prix total du bouquet 1.

b. Quelle formule doit-on écrire dans la feuille de
calcul pour calculer ce cofit ?

c. Calculer le prix total des quatre bouquets.

3. Donner deux formules de calcul différentes
pour calculer le prix total des quatre bouquets.

B Résoudre des systémes de deux équations
@ deux inconnues

1. Résoudre le systéme suivant par substitution.
x-y=19

6x+By=28

2. Résoudre le systéme suivant par combinaison

linéaire,

Tx—6y=1

S5x—4y=4

B Modéliser par une mise en équation

A la boulangerie, Aliou achéte trois pains au
chocalat et cing croissants pour 7,10 €.
Assane achéte dix pains au chocolat et huit
croissants pour 16,30 €.

Déterminer le prix unitaire du croissant et du
pain au chocolat.

Prérequis

1. Utiliser un tableur.

2. Savoir résoudre un systéme de deux équations a deux
inconnues.

3. Connaitre les transformations planes.

4. Connaitre le cosinus et le sinus des angles remarquables.

n Reconnaitre une transformation du plan

Les figures 1a 5 ont été obtenues par une
transformation du plan, a partir de la figure
originale nommée FIGURE.

Figure 1

Figure 4

) —~— Figure 2
Figure3 |

Déterminer la nature de chacune de ces
transformations planes.

B Connaitre les valeurs remarquables de
cosinus et sinus

Le théoréme des quatre couleurs stipule qu'il
faut au plus quatre couleurs pour colorier
des zones sur une carte sans que deux zones
adjacentes soient coloriées de la méme
couleur.

Ce probléme peut étre modélisé par un
graphe, dont les sommets sont les différentes
zones a colorier et les arétes représentent les
frontiéres communes entre ces zones.
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1. Modéliser une situation par une matrice,

2. Calculer linverse et les puissances d’'une matrice carrée.

3. Utiliser le calcul matriciel pour résoudre un systéme linéaire,

4. Modéliser une situation par un graphe,

5. Utiliser le calcul matriciel pour calculer le nombre de chemins de
longueur donnée entre deux sommets d'un graphe,

Internet est le résean informatique mondial.

Il permet aux ordinateurs du monde entier de
communiquer entre eux. Ces communications
sont passibles grice & des cables sous-marins qui
traversent les océans pour relier les continents. La

théorie des graphes abordée dans ce chapitre permet
de modéliser des réseaux.

-

=y
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.ACTIVITES

F Une facture de couture

m Découvrir la notion de matrice et quelques opérations associées.

Afin de fabriquer des vétements, on utilise du tissu, du fil - == —
et des boutons. g ued| 5[

Les tableaux ci-contre récapitulent les quantités néces- |

. . i RODI 2,70 1,50 3
saires pour coudre une robe, une chemise ou un jean, : , |
ainsi que les prix par fourniture. Chemis: 1,70 0,70 35
On peut resumer chacun des tableaux en ne conservant ear 1,50 0,50 1

que les nombres. On obtient alors différents tableaux de
nombres appelés matrices, notées ici M et P.

2,70 1,50 3 9,95
Onahl_lﬂ'ﬂ 0,70 5’ etp= 1199]

1,50 0,50 1 —
M est une matrice possédant autant de lignes que de colonnes. On dit que M est ’ e nianiedt 1,99
une matrice carrée. Elle est ici de taille 3. | bealadf

P est une matrice formée d'une unique colonne. On dit que P est une matrice
colonne,

Oa) Calculer le prix de fabrication d'une robe. Faire de méme pour une chemise et pour un jean.

b) Résumer les résultats obtenus en une matrice colonne T, contenant une ligne pour chaque article en conservant
l'ordre robe, chemise, puis jean.

On admet que l'on peut écrire M xP="T.

e{Jn souhaite fabriquer dix robes, dix chemises et dix jeans.

a) Ecrire la matrice N contenant trois lignes et trois colonnes pour résumer les quantités nécessaires a cette
nouvelle fabrication,

b) Quelle opération peut-on conjecturer entre M et N ?

Conjecturer une méthode pour multiplier:

m * une matrice par un nombre réel ;

+ une matrice carrée de taille 3 par une matrice colonne a 3 lignes.

.._.,_‘

=1 Unréseau social

Dhjetﬁf Découvrir la notion de graphe. Adeline

Adeline, Bakary, Camille, Damien, Elodie, Farid et Gabriel sont Gabriel Bakary
inscrits sur un réseau social.

« Adeline est amie avec Bakary, Elodie et Farid.
» Bakary est ami avec Adeline, Damien et Farid.
« Camille est amie avec Elodie et Gabriel. Farid Camille

« Damien est ami avec Bakary, Elodie et Gabriel.

Elodie Damien
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ACTIVITES

Un tel schéma s'appelle un graphe. Les personnes sont représentées par les sommets et les relations d'amitié sont
matérialisées par les arétes,

6 Lordre d'un graphe est le nombre de ses sommets. Quel est 'ordre duy graphe représenta ?
e a) Deux sommets sont adjacents lorsqu'ils sont reliés par une arate.
Citer deux sommets qui sont adjacents et deux s

ommets qui ne le sont pas.
b) Un graphe est complet

lorsque tous ses sommets sont adjacents. Est-ce le cas ici ?

0 Une chaine est une suite d'arétes

consécutives reliant deux sommets.
Par exemple, la chaine Gabriel -

Camille - Elodie est une chaine de longueur 2.
a) Déterminer deux chaines reliant Adeline Gabrie| et

b) Un graphe est connexe lors
Est-ce le cas icj ?

préciser leur longueur.
que, pour tout couple de sommets distincts, il existe une chafne les reliant.

m Dans le contexte de I'énoncé, comment Interpréter le fait que le graphe soit complet ? Soit connexe ?

| <) Voyage en train

H H Utiliser le calcul matriciel pour calculer le nombre de chaines
Objectif P

de longueur donnée entre deux sommets d'un graphe.

Les sommets du graphe ci-contre représentent différentes villes d'un pays. Les
liaisons ferroviaires les reljant sont représentées par des arétes.

0 Reproduire et compléter le tableau ci-dessous avec un 1lorsque l'on peut se
rendre directement d'une ville a 'autre en train sans faire étape par une autre

C « B
-
L]
" R . E
ville et avec un 0 si c'est impossible, <\.ﬁ--"""

Notons M la matrice carrée dont les coefficients sont les nombres abtenus dans le tableau précédent.
Al'aide de la calculatrice, déterminer M? et M2,

e Déterminer le nombre de chemins composés de deux arétes pour aller de la ville D & la ville A et comparer ce
nombre avec le coefficient m,, de la matrice M2

o Déterminer le nombre de chemins composés de 3 arétes pour aller de la ville C a la ville D et comparer ce
. . 3
nombre avec le coefficient m, ; de la matrice M>.

Pour un graphe donné, conjecturer une méthode permettant de
m calculer le nombre de chaines de longueur k entre deux sommets.
Chapitre 6. Calcul matriciel et applications aux graphes | LLS.fr/MXPP177 | B 177
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COURS
"D Notion de matrice

Soient m, n et p trois entiers naturels non nuls.
I Notion de matrice et opérations

Une matrice de taille (ou format) n x p est un tableau de nombres réels a n lignes et
p colonnes.

(2 -5
0,5 4

1 Vo g ‘
-3 ) est une matrice a 2 lignes et 3 colonnes donc de taille 2 x 3.

Lorsque n =1, on dit que M est une matrice ligne, formée d'une seule ligne.
Lorsque p =1, on dit que M est une matrice colonne, formée d'une seule colonne.
Lorsque n = p, on dit que M est une matrice carrée d'ordre n.

Une matrice diagonale est une matrice carrée, dont tous les termes sont nuls sauf
lorsque i=j,

La matrice identité d'ordre n est la matrice diagonale d'ordre n dont les coefficients
diagonaux sont égauxal1.Onlanote I .

La matrice nulle de taille n x p, notée O, , est la matrice de taille n x p, dont tous
les coefficients sont nuls.

| EXEMPLES
1 ) . 3 .
L (2 9 —15] est une matrice ligne, (2J est une matrice colonne.

30 . .
2. (1 2) est une mtatrice carrée d'ordre 2.

(1 00 000
iL={01 o)et 0]=(n 0 u)désignent respectivement la matrice identité et la
001 o0QD0

matrice nulle d'ordre 3.

Deux matrices A et B de taille n x p sont égales lorsque, pour tous i € {1; ... ; n} et
Je{1;...;pt,onaa, ;=b, .

Une matrice carrée d'ordre n est symétrique lorsque, pourtousie{1; ... ;n} et
Jef{l;...;n}ona a;;=a; ;.

-1_1:_-',-[-_.
2 -3 5

La matrice(—S 0 &4 |estune matrice symétrique.
5 4 -1

178 B | LLS.fr/MXPP178

NOTATION S

On note

a,, iy - @y,
ult ui,j ﬂ‘ "
ﬂn,'l ﬂn_j S a"m

ou encore (a; ;) avec
1<i<net1<j<p
la matrice a n lignes
et p colonnes, oil a; ;
désigne le coefficient
situé ala i-iéme ligne
et j-iéme colonne,

* On note
Diag(d,; ...; d,)
la matrice diagonale
d'ordre n dont
les coefficients
diagonaux sont
respectivement
dy;..;d.

« Lorsque la matrice
nulle est carrée, on
la note Eln.

Remarque : On peut
aussl définir des
matrices a coeffi-
clents complexes.

Remarque : Deux
matrices sont donc
égales lorsqu'elles
ont la méme taille et
que les coefficients
situés a la méme
position sont égaux.

S5i A ={(a, ) onnote

‘A= (a, )lamatrice
4
transposée de A.
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I} Opérations sur les matrices

Soient A=(a, ;) et B =(b, ;) deux matrices de taille n x p.

+ La somme des matrices A et B, notée A+ D, est la matrice C=(c, ;) de taillenxp

telle que, pourtous 1<i<net1<j<p,ona c;;=a;;+h

ij*

« Le produit de la matrice A parunréel A, noté 1A, est la matrice M =(m, ) de

taille n x p telle que, pourtous 1<i<neti<j<p,onam =Axa,,

Soient A, B et C trois matrices de méme taille et « et 8 deux réels.
= A+ B=B+A (commutativité de la somme de matrices)

» A+(B+C)=({A+B)+C (associativité de la somme de matrices)
« IXA=AX1=A

s (a+B)A=aA+BA

» a(A+B)=aA+aB

thlﬂﬂﬂﬂﬂllﬂﬂ Voir exercices [-1- p. 194 et 1) p. 195,

On appelle opposée de A la matrice M =(—1)A, notée —A, telle que, pour tous
1$i$net1€j=§p,onamt.d.=—|:ru.
De plus, on note A— B la matrice A+ (—B),

—

EXEMPLES
) 41 -5 0 {4 3 2 . .
Sl.'us.-ntA—(2 3 _1)etB—(_3 s _1)deux matrices de taille 2 x 3,
1-5 0 4 3 2 5 =2 2
+B= + = -
OnaA+B {2 3 -1) (—3 -3 —1) (—1 0 —z)'

1-5 0 2-10 0 4 3 2 12 9 6
2"“'2”(2 3 —1}' 4 6 —2)'33_3’((—3 -3 —1)'{—9—9—3]Eht
2.&_3]3_(2 -10 0 )_(12 9 6 )_(—10 -19 —6

"4 6 -2/ \-9 -9 -3/7V13 15 1
- . - ] C
Soient L=({,, {,, ... ¢, ,)une matrice ligne de taille 1xnetC=|
. . A
colonne de taille n x 1. Alors le produit L x C est le nombre réel défini par:

l:“I.'I
r

LxC:((I.I f!.] o ﬂ1.||:|x ?1 =EW,'IXC1,'I+Q'I_2X". + "+E xc

21 - 1Ln n

nd
EXEMPLE
8
SiL=(4 2 1)etC=(—3), alors LxC=4xB+2x (-3)+1x (—2) =24,
\—2
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Remarques:

On obtient ains|

la somme de deux
matrices de méme
taille en addition-
nant les coefficients
de méme emplace-
ment.

On obtient une
matrice AA en
multipliant tous les
coefficients de A
par A,

Remarque : |'éga-
litt M+A=1
équivaut a l'égalité
M=B—-A.

une matrice

Remarque : Pour que
le produit L x C soit
définl, L dolit avoir
autant de colonnes
que C a de lignes.
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Y cours

Remarque : Lorsque

. ice d il ice d il L it d les produits A x B3
51 A est une matrice de taille m = n et B une matrice de taille n x p, le produit des et B X A sont défi-

matrices A et B, noté A x B ou AB, est la matrice C=(c, ;) de taille m x p telle que, nis, on a en général
pourtous1<i<meti<j<p,onac = 2 a,  Xb, . AxB£LBxA le

Autrement dit, 'élément ¢, . est le produit de la i-iéme ligne de A par la j-iéme produit matriciel
colonne de B . n'est pas commutatif.

Proprietes Remarque : La multi-

” . . . . — plication est :
Soient A, B et C trois matrices et A un nombre réel. Sous réserve de définition des . associative’

produits et des sommes, on a: « distributive
* (AxB)xC=Ax(BxC)=AxBxC par rapport i

= Ax(B+C)=(AxB)+(AxClet(A+B)xC=(AXC)+(BxC) Vaddition.
« (AA)xB=AAxBetAx(AB)=AAxDB
» I xA=Ax1 =A

m Remarque : Si A

est non nulle, alors

Soient A une matrice carrée d'ordre n et & un entier naturel non nul.

A=1,
La puissance k-iéme de A, notée A, est la matrice A¥= AXAXAX... XA !
k fois
Application et methode
1 2 1 — 1 0
Soient A=(2 3 —1).B=( 4 ),c=(1 3 o )etD=( 4 —1)quatre matrices.
-2 -2 =3

Calculer, lorsque cela est possible, les produits AXxB, AxC,CxDetBxC.

= On peut calculer Ax B car A a trois colonnes et B a trois

lignes. Méthode
1 . i y
AxB=(23 -1)x| 4 |=2x1+3x4+(-1)x(-2)=16. p F'E:-ur déterminer si le produit peut se calculer.‘llfaut
-2 verifier que la deuxieéme matrice a autant de lignes
g . ue la premiére a de colonnes.
= On ne peut pas calculer A x C car A possede trois a g
colonnes et C posséde deux lignes. 2. Chaque coefficient de la matrice est la somme des
produits des coefficients de la ligne par ceux de la
» On peut calculer Cx D car C a trois colonnes et D a trois colonne correspondante.
lignes. On peut placer les matrices ainsi:
10 . 10
2 3 - 16 0
C"D'[1 -5 0 "(" _1)'{—195 (" “)
-3 -3 -2 -3
« On ne peut pas calculer Bx C car B a une colonne et C M=CxD :(2 L )( b ? )
a deux lignes. On remarque, en revanche, que le produit 1=50/A-195
C x B est bien défini. Ona:m, , =2x1+3x4+(-1)x(-2)=16
my, =2x0+3x{-1}+(-1)x{-3)=0
Pour s'entrainer : Exercices 22 et 23 p. 190 my, =1x1+(-5)x4+0x(-2)=-19
m,, =1x0+ (-5} x(-1)+0x(-3)=5
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A Inverse de matrice et résolution de systéme

Une matrice carrée A de taille n est inversible lorsqu'il existe une matrice carrée B
detaille ntelleque AXB=BxA=1I.

b ¥ - - -
Soit A= (S d) une matrice carrée d'ordre 2. Le déterminant de A est le réel, noté
det( A), défini par det(A) = ad - be.

Propriéte
Une matrice carrée est inversible s, et seulement si, son déterminant est non nul.

En particulier, si A= :’,) estinversible, alors A™'=—p— _‘fc ‘: \

EI'H{JHEIHMIDH Voir exercice [ 1] p. 195.

Propriete (admise)

Soient A une matrice carrée de taille n et X et B deux matrices colonnes a n lignes.

Si A estinversible, alors le systéme d'écriture matriclelle AX = B admet une unique
solution donnée par la matrice colonne X =A""x B,

COURS

UNOTATION)
La matrice B}, notée
A", est unique et

est appelée matrice
inverse de A.

Remarque : On
reconnait la formule
du déterminant des
vecteurs de coordon-

nées(‘:) et [:;]

Remargue : Si A
n'est pas inversible,
alors soit le systéme
n'a pas de solution
soit il en admet une
infinité,

Remarque : Lorsqu'il
exste, l'inverse d'une
matrice se détermine
genéralement a laide
de la calculatrice.

.......................

{6 2 . _fx ,_(Em:-*!y) . [E.t'+2y =3
SIA—(_E S}EI}‘—(H].alorsAL— —Bx+5y donc le systeme | o, Sy = 12
peut s'écrire :\.\{=BavecB={13z).
Annli—#, Ay
APPRCATION ELMETN00E - £
. . Sx+2y = 16
Résoudre le systéme ety = 1
......................................................................
52y . (x {18
on pose A=(, 3),1—{9_)&13—(”}. ——

Ainsi, le systéme peut s'écrire AX =B,

det(A)=5%x3-2x6=15-8=7d'ol det{ A)+ 0 et A estdonc
inversible. La calculatrice nous permet de trouver

1. On determine la matrice carrée A et la matrice
colonne B telles que le systéme s'écrit sous la
forme AX=B.

% _% % _% 16 2 1. Si la matrice A n'est pas inversible, le systéme n'a
ar=| 4 etx=.as:‘>cﬂ.=|_i 5 | (17)={3}. pas de solution.
7 7 Si la matrice A est inversible, on détermine son
Le systéme a donc pour unigue solution le couple inverse A~ 3 l'aide de la calculatrice.
(x;p)=(2;3) 1. Lorsqu'elle existe, la solution du systéme est
X=A"'xB.
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B cours

D Matrices et transformations du plan

On se place dans un repére orthonorme direct (0 ; ?,

}?)du plan.

Soient a, b, ¢ et d quatre nombres réels.

Une translation de vecteur ?(E) qui, & tout point M(x ; y) du plan, associe son point

image M'(x"; y') tel que MM’ = T se définit matriciellement comme la somme des

matrices colonnes (;' ) = (;) + (b

Pour les transformations géométriques planes suivantes, on définit la matrice de

transformation T = (: :;) qui, a tout point M(x ; y) du plan, associe son point

lmagel-i'{r;y'ltelque( ,)-(C d) ( ) o
« pour une symétrie axiale par rapport a laxe des abscisses,ona T = ( 0 ) -

pour une symétrie axiale par rapport a l'axe des ordonnées,ana T =(

pour une rotation de centre O d'angle #,ona T= (

-1
-1 0y,
01
cosf -ﬁinB)_

sinf cosd

= pour une homothétie de centre O et de rapport k= E,on a T=(g :)

91 MPLE

e

La matrice associée a la rotation de centre O et d'angle _2_;:_ est la matrice

_1 3

_ 2 2
T=l_ 43 _1
2 2

Dans un repére orthonormeé direct({) ; ?}'), on donne A(2;4)et B(5;3).

1. Calculer les coordonnées de l'image A’ de A par la rotation de centre O et d'angle %

2. Calculer les coordonnées de l'image B’ de B par la translation de vecteur E{ _53 )

Remarque : Un
repére orthonormé
est direct lorsqu'une
mesure de ['angle

T T
(1 i) )estT

Remarque: La
translation est la
seule transformation
usuelle s'exprimant
sous forme additive.
Les autres s'expri-
ment sous forme
multiplicative.

Remarque ; En
particulier, pour une
rotation de centre O
et d'angle Z,ona

-03)

1. Pour déterminer les coordonnees de A’, on utilise

osi — 1 —;:
cos-3 —sing
Ty bry
sing- cosg

A(1-2/3;/3+2).

2. Pour déterminer les coordonnées de B, on utilise
(_3) ( ) ( }danc B'(10; 0).

Méthode
2 _ ?
(%)= V3

2

]( )= (1223 o

1. On détermine la matrice correspondant a
chaque transformation ;

2. On calcule ensuite les coordennées des
points images, de maniére additive pour une
translation et de maniére multiplicative pour
une autre transformation de référence.
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72 Les graphes

Un graphe est une représentation composée de sommets (des points) reliés par des
arétes (segments).

Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont munies d'un sens de parcours.
L'ordre d'un graphe est le nombre de sommets de ce graphe.

Le degré d'un sommet est le nombre d'arétes incidentes a ce sommet, sans tenir
compte de leur éventuel sens de parcours.

EXEMPLE

Le graphe ci-contre est d'ordre 5. i K
-
Les sommets K et L sont de degré 3. Mo
Les sommets M,, M, et M, sont de degreé 2. “’ op.
i

Deux sommets sont adjacents lorsqu'ils sont reliés par au moins une aréte.

Un graphe est complet lorsque tous ses sommets sont deux a deux adjacents.

EXEMPLES

1. Le graphe ci-dessous est complet : 2. Le graphe ci-dessous n'est pas complet :
tous ses sommets sont deux a deux les sommets A et B, par exemple, ne sont
adjacents. pas adjacents.

K A

Pour un graphe non orienté, une chaine est une suite d'arétes consécutives reliant
deux sommets (éventuellement confondus).

La longueur d'une chaine est le nombre d’'arétes la composant.

Pour un graphe orienté, un chemin est une suite d'arétes consécutives reliant deux
sommets (éventuellement confondus) en tenant compte du sens de parcours des
arétes.

EXEMPLES

1.Sur le graphe ci-contre, A—E—1—-G—H est une
chaine de longueur 4.

2.De méme, A-C—-B—F—-D-C-A est une chaine
de longueur €.

COURS -
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¥ cours

Un graphe non orienté est connexe lorsque chaque couple de ses sommets peut étre
relié par une chaine.

EXEMPLES
1.Un graphe connexe: 2.Un graphe non connexe: on ne peut
pas relier R et B par une chaine.
R R
) -
\ E_\_ B
* : X
D. 'C Dl IC

);lll_Jr_II' alion et metnode

On considére le graphe ci-contre.

Le graphe est-il complet ? Connexe ? Justifier les réponses.

Les sommets A et B, par exemple, ne sont pas adjacents donc
ce graphe n'est pas complet. Methode

La chaine A—C—-D—-E—G-B—F passe par tous les sommets « Le graphe est complet si chaque sommet est relié &
donc ce graphe est connexe. tous les autres.

= Le graphe est connexe si on peut trouver une chaine
| Polir s'entrainer f exercices 33 et 34 p. 191 | passant par tous les sommets,

i e O e

=) Application du calcul matriciel aux graphes
m Remarque: La

y . - , . matrice d'adjacence
Soit n un entier naturel non nul. On considére un graphe d'ordre n (orienté ou non) d'un graphe non

dont les sommets sont numérotés de 14 n, puis rangés dans l'ordre croissant. orienté est symé-
La matrice d'adjacence de ce graphe est la matrice carrée de taille n, dont le coeffi- trique.
cient a, ; est égal au nombre d'arétes partant du sommet ¢ pour arriver au ssmmet j.

En notant M la matrice d'adjacence du graphe ci-contre
obtenue en rangeant les sommets dans l'ordre alphabétique,
D010 01

onall=

_— T ) ek ) ek ek
000 =0 =
0 0D = O =k

-0 =0 =0
el = = = |
- D0 0 = 0O 0

0
1
0
1
1
0
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Soient n et k deux entiers naturels non nuls et M la matrice d’adjacence d'un graphe
d'ordre n, dont les sommets sont numérotés de 14 n et rangés dans l'ordre croissant.

Le terme de la i-éme ligne et de la j-iéme colonne de la matrice M* donne le

nombre de chaines (ou de chemins) de longueur k reliant le sommet i au sommet j.

EXEMPLE

= 4

3

OnaM?=

= B L

\2

-

Anplication et methooe

2

[ R L™

1

1

—_ WO W
o0 W oM
MR SO W -
e I =

1

2

2

1

sommet B au sommet F.

0

2

e A S ]

E['MUHSTRHIIDB Voir exercice [ - | p. 198.

23
20
13

En reprenant I'exemple précédent, ona M*“ =20

16
5
23

20
20
12
18
14
&
18

13
12
22
6
27
12
17

20
18
6
21
8
2
20

1% 5 23
1% 4 18

12 17
8 2 20|.
35 17 24
7 10N
24 11 AN

Il existe donc 27 chaines de longueur 4 reliant le sommet C au sommet E.

COURS

Remargue : M' =M
donne le nombre

de chaines {ou de
chemins) de lon-
gueur 1 reliant deux
sammets,

donc il n'existe aucune chaine de longueur 2 reliant le

On considére le graphe orienté ci-contre.

1. Déterminer la matrice d'adjacence M de ce graphe en classant les sommets par
ordre alphabétique.

2. a. Déterminer le nombre de chemins de longueur 3 reliant A a C.

b. Déterminer le nombre de chemins de longueur 3 reliant C 4 B.

2.a.0naM?=

01010

Ily a donc une unique chaine de longueur 3 reliant A & C. On

constate qu'il n'y a pas de chemin de longueur 3 reliant C & A.

Méthode

1. On determine la matrice d’adjacence M en prenant
garde a l'orientation des arétes.

2. - On souhaite déterminer le nombre de chemins de
longueur 3 : cela nécessite donc de connaitre M2,

= On repére ensuite le coefficient demandé dans

cette matrice.

b. D'aprés la matrice M7, il n'y a donc pas de chemin de longueur 3 reliant C 3 B.

o

| Pour s'entrainer : EXercices 38 €139 p. 191
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LESSENTIEL

r" . -
o * FICHE DE REVISION

@ Une matrice de taille (ou format) n x p est un tableau de nombres réels a n lignes et p colonnes. Cela
permet de:

v définir de nouvelles opérations : sommes de matrices, produits de matrices et multiplication d'une
matrice par un reel ;

v réaliser des calculs rapidement avec une grande quantité de valeurs;

v modéliser les transformations du plan et déterminer les coordonnées d'un point image par une de ces
transformations.

@ Une matrice carrée A de taille n est inversible lorsqu'il existe une matrice carrée A™" de taille n telle que
AxAT'=AT""xA=1_.Celapermetde:

v résoudre des systémes d'équations linéaires : si AX = B, alors X = A™"x B.

e Un graphe est une représentation composée de sommets et d'arétes. Cela permet de:

v modéliser des situations relevant de flux entre différents lieux.

@ La matrice d'adjacence M d'un graphe donne le nombre d'arétes reliant les différents sommets entre eux.
Cela permet de:

v résumer un graphe de fagon synthétique ;

v déterminer le nombre de chaines ou de chemins de longueur k en calculant M*.

CARTE MENTALE

o
Translation de vecteur

. T(g): ﬁ Ur;rraep::,ln \ Graphe complet
(v)=(0)+ (&) i :
g [iansformal[ons ]
= du plan | Sommets |—~.

Autres transformations:
By =] C 3
s Matrice : Sommets
" MATRICES d'adjacence M | GRAPHES adjacents
' = Nombre de = J
Puissance chaines/chemins Chaines ou
i 3 — B > Graphe connexe
1 k-ieme de longueur k : chemins

étude de M*

Résolution de
systémes linéaires
AX=B« X=A"B

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [ (ls.fr/MxPfiche6
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@ Retrouvez plus de QCM pour réviser sur|lls.fr/MXPQCM6

m eponse Lnique

On considére les matrices A =(§ ;) B=(2 5)etC :(

Le produit AxBxC est:

© une matrice colonne a deux lignes.
 une matrice ligne a trois colonnes.
© matrice carrée d’ordre 2.

© non défini.

Le produit Bx Ax C est:

(© une matrice ligne.
€ non défini.

© une matrice colonne.

© une matrice carrée.

On munit le plan d'un repére orthonormé direct

(0 : I?,J' ) et on consideére la matrice A=

|
t

La matrice A est associée a:

Q une symétrie axiale par rapport a l'axe des abscisses.

 une homothétie de rapport %
@ une rotation de centre O et d'angle %‘T—

@ une rotation de centre O et d'angle —2,

m La matrice A :

© n'est pas inversible.

© vérifie A’=1,,

) est inversible.

© a pour inverse A?,

Probleme

D'aprés bac ES, Amérique du Sud, novembre 2019

2

2 s

Uinverse de A est:

© non défini. OAa'= ; I,]I)
71 3 -1

L 12 a4 (3 -
D I R

Le produit A x C est une matrice:
() carrée d'ordre 2.
@ de taille 3x 2.

© carrée d'ordre 3.
© de taille 2 x3.

m éponses multiples WOLEY:D plusieurs bonnes réponses par question]

0101

— . 1011

On considére la matrice B = 0100
1100

B est:

© la matrice d'adjacence d'un graphe.

() 'a matrice d'adjacence d'un graphe complet.
© 'a matrice identité.

) linverse de la matrice —B,

Ona:
OB =4B*+2B-1,.
@5 '=-B’+uB+2,.

Au village départ d'une course cyclosportive, les différents stands présents sont :

« le stand des vélos de routes (R) ;
+ le stand des BMX (B);
« le stand des compteurs et GPS(C);

Le graphe ci-contre représente le plan du village départ : les sommets correspondent aux

stands et les arétes aux allées qui les relient.
1. Ce graphe est-il complet 7 Est-il connexe 7

« le stand des VTT (T);
« le stand de I'habillement (H);
« le stand des accessoires et piéces détachées (A).

C

2. Ecrire la matrice d'adjacence M associée a ce graphe en classant les sommets dans l'ordre alphabétique.

N7

AUTO-EVALUATION-

OB '=B"-4B?-2B.
OB '=B-4B-21,

H\
.__--""'_--_-A

3. Combien peut-on trouver de chaines de longueur 4 reliant le stand des BMX au stand des compteurs et GPS ?
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D INEN ' E% Retrouvez plus d'exercices
l I 1Yl U dans notre cahier d'algo

{ LLS.fr/PythonXP

La fougére de Barnsley

Les matrices peuvent &tre utilisées pour représenter des transformations du plan (rotation, symétrie, etc.). Nous
allons utiliser cette représentation matricielle des transformations du plan pour tracer une suite aléatoire de points
(A,),.,; dela fagon suivante :

neli
+ Le premier point de cette suite est A (0;0);
* Pourtout ne i, onnote (x, ; y,) les coordonnées de A etona:

. (xml] [G 016]( ) (D)avecunepmbabilitéde0,01;

Jn 1
X 0,85 DOfl 0 gty =
y ] ( ~0.04 0,85 ( ) (1 ﬁ)avec une probabilite de 0,85 ;
n+1
e 0,2 -0,26 ( ) )
yﬂq] 023 022 ][y ) 16 avec une probabilite de 0,07 ;
. {Xasr)_ (7015 0,28 ) [ )
yn__1]—[ 0.26 {],24}( ) + 0.44 avec une probabilite de 0,07.

La suite de points ainsi obtenue forme une fractale appelée fougére de Barnsley.

Questions preliminaires :
1. Quelles sont les coordonnées possibles du point A, ?

2.5oit n € 11 tel que A admette pour coordonnées (0,5 ; 1). Calculer les coordonnées possibles de A |

m Tracer la fougére de Barnsley en utilisant une des deux méthodes.

["Lago
(PYTHON [ [ _ \

METHODE DE RESOLUTION 1 | PYTHON |

Telecharger le programme Python de cette Télécharger le fichier GeoGebra de cette
construction sur [LLS.fr/FougerePython | construction sur (LLS.fr/FougereGeoGebra |
1.a. Expliquer les lignes 4 et 18 du programme : 1. Quvrir la fenétre tableur de ce fichier GeoGebra,
quel réle jouent-elles ? puis entrer en D& une formule permettant d'obtenir
b. cDmpléter la ligne 17 du programme. un nombre aléatoire (OmpriS entre D et 1.
2. Compléter les lignes 26, 28 et 30 du programme 2. Expliquer les formules = A4(1,1) et = Aq(2,1)
Python. entrées en B4 et C4 : que permettent-elles de

faire ? A quoi correspondent (1,1) et (2.,1) dans ces

3. Utiliser le programme Python pour tracer la

fougére de Barnsley pour 400, 10000, puis 100000 o
points. 3. Compléter la formule inscrite en AS de maniére &

ce qu'elle contienne les coordonnées du point A,.

formules ?

4. Copier vers le bas les formules entrées en AS,
B4, C&4 et D4 de maniére a faire apparaitre dans la
colonne B les abscisses et dans la colonne C les
ordonnées des 400 premiers points A de la suite.

5. Sélectionner la plage contenant ces deux
coordonnées, faire un clic droit, puis sélectionner
Créer et enfin l'outil Liste de points, pour
afficher la fougére de Barnsley dans la fenétre
graphique.

2 al 0 1 2
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Le pivot de Gauss

Le pivot de Gauss est un processus permettant de déterminer l'inverse d'une matrice inversible. Ce processus
s'effectue par étapes, chaque étape consistant en l'une des opérations suivantes :

= échanger entre elles deux lignes de la matrice ;

= multiplier une ligne de la matrice par un nombre réel non nul ;

= ajouter ou soustraire deux lignes de la matrice (éventuellement multipliées par des réels non nuls).
L'abjectif du pivot de Gauss est d'obtenir, a la fin du processus, la matrice identité.

Saoustraire deux

Inverser la fois la premiére Multiplier la Soustraire cing
premiére et ligne ala deuxiéme ligne fois la deuxieme
deuxieme ligne deuxiéme par % ligne & la premiere

(23 = 15) __(1 5) [15 _(10)
15 o213 Y ) 01 oD 1
Pour obtenir l'inverse de la matrice, il suffit alors d'appliquer les mémes opérations dans le méme ordre a la matrice
identité.

Soustraire deux Soustraire cing
Inverser la fois la premiére Multiplier la fois la deuxieme
premiére et ligne a la deuxiéme ligne ligne a la
. . o __—1_ o 5 -3
(1 I:I] deuxiéme ligne (0 1) deuxiéme (IJ 1 par — 01 ; premiére 3 3
—_— B — —_— | —_— 0=
D1 10 1 —2) < 7 -1 2
77

Il n'y a pas unicité dans I'enchainement des opérations.

Questions préliminaires :

1. A l'aide du pivot de Gauss, déterminer l'inverse de la matrice (? g)

2.Que se passe-t-il larsqu'on essaye d'appliquer le pivot de Gauss sur la matrice (; g) ? Quelle explication peut-on
donner a ce résultat ?

m Utiliser le pivot de Gauss pour déterminer l'inverse d'une matrice de taille 3 x 3 inversible.

%
En Python, une matrice peut s'écrire sous la forme 4, Telécharger l'algorithme du pivot de Gauss pour
d'une liste de listes. Par exemple, en Python la ma- une matrice 3 x 3 sur [ LLS.fr/PivotGauss | et utiliser cet
trice (‘3 3] peut s'écrire [[3,91.[1,211. algorithme pour déterminer l'inverse de la matrice
Dans les prochaines questions, on va programmer les (; ? 2)
opérations élémentaires pouvant étre utilisées dans 56 0
l'algorithme du pivot de Gauss. ) ) .

o ) Remarque : Cette méthode d'inversion est en

1. Ecrire une fonction Python echange_ligne réalité bien antérieure a Gauss. Elle est notamment
perm_ettant E!'echanger deux lignes donnees d'une référencée dans le huitiéme chapitre du livre chinois
matrice carree. Les Neuf Chapitres sur l'art mathématique, dont
2. Ecrire une fonction Python multiplication_reel l'écriture est estimée au 1¢ siécle avant J.-C. {voir
permettant de multiplier une ligne donnée de la l'activité [E) sur U'histoire des mathématiques p. 173).
matrice par un réel non nul saisi en argument.
3. Ecrire une fonction Python
combinaison_lineaire qui remplace une ligne de
la matrice par une combinaison linéaire de cette ligne
el d'une autre.

\ /
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1
o TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

! om . ; 10
sy - |74 Soit M la matrice M =( )
% s S-nd 11
ALORAL . i - 1. Calculer M2, M? et M*.

- - © 2. Conjecturer, pour tout entier naturel non nul n, une
15 Call:uler(i 35)+( “ 5). - ) P L, un

-7 12 expression de M",

[T‘ Calculer (2 —3) x (SJ © 3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

= 3 : - Dab

2 -5 7 D Soit la matrice M=|0 0 rl.

I/ Calculer (& —2))((“ 3 ) : 000

© 1. Calculer M2, M? et M*.
E Le graphe ci-dessous est-il complet ? Connexe ? - 2. Conjecturer, pour tout entier n = 3, une expression
G H 1 . de M".

-/‘\‘l 3. Démontrer cette conjecture par récurrence.

E :

D .7- F E L] - -
/ \| : Matrice inversible et résolution de systémes

A B C _
[_':-t:-_‘ Dans chaque cas, vérifier que les matrices A et B
1\~ On considére un graphe dont les som- . somt i““"-‘;‘-’*ei lune de l'aLS'"E-k
mets sont numérotés de 14 4 et dont la matrice * A A= (—A _5] et B :( i 5
d'adjacence M est écrite en suivant l'ordre crois- 11 -1 4 1 —
sant des sommets. : _ _ 1
i &9 . b.A—(lOl)etB—1u(23ﬁ.
-2 2 —4 4 2
2017
5= — . 3 5 . i
On admet que M 8108 “r/ La matrice A :{_3 -8 ) est-elle inversible ?
7781 Si oui, déterminer son inverse.
Donner le nombre de chemins de longueur 5 reliant :
le sommet 1au sommet 3. - BN A : : . { 2x+5y =13
\ J |= On considere le systéme suivant : 3v—8y = 1"

1. Déterminer les matrices A et B telles que le systéme

Opératiuns sur les matrices s'écrit sous forme matricielle AX =B o0 X =(;)

2. Résoudre ce systéme.
E On dunneA=(-53 _i'z)etB;—(? _;)

Calculer A+B: A—B : 2A : 3B et —2A + 31 On considére le systéme suivant :

x+y—z =7

3 -2 2 -1 3 4 [—'3x+2y+z: 3.

E Ondonne A=| & -2 -1|etB=|7 25 -3 ] -3+ = —4
05 -1,5 6 -8 2 -05

1. Déterminer les matrices A et B telles que le systéme

Calculer A+B; A—B;—2A ;3B et 2A—3D. o . i x
s'écrit sous forme matricielle AX =B ol X = y).

Calculer les produits suivants. - 2.Résoudre le systéme. 'z

a(li ;5):4(3'} b. (2 Hx(l‘i 035) : .
: - : Transformation du plan
[-:;f' On considére les matrices suivantes : :
-1 2 6
A=(7 ) m=(05 -05)etc=(" /)

1. Parmi les produits suivants, indiquer ceux qui sont

[:{_- Le plan est muni d'un repére orthonormé

direct (O . T,;)

bien définis puis indiquer, le cas echéant, le format de - 1.Rappeler la matrice associée a une symétrie axiale

la matrice obtenue : - parrapport a chacun des axes du repére.
AXB:-AXC:-BXA-BXxC:CxA:CxB:A?:Clet - 2. Déterminer la matrice associée a la rotation de centre
Ax(BxC). - Oetdangle &.

2. Calculer ces produits lorsqu'ils sont définis. - 3. Déterminer la matrice associée a l'homothétie de

centre O et de rapport —4.

190 B [ LLS.fr/MXPP190D

Scanné avec CamScanner



| 1| Le plan est muni d'un repére orthonormé
direcl(o : T}.)
On note r la rotation de centre O etd'angle 7, s, la

symétrie par rapport a 'axe des abscisses et s, la symé-
trie par rapport a l'axe des ordonnées.

1. Déterminer la matrice R associée a r.

2.a. Déterminer A'=r{A)et B'=r(B) ol A est le point
de coordonnées (-2 ; 3) et B le point de coordonnées
(4;1).

b. Placer les points A, A’, B et B' dans le repére.

3. a. Vérifier graphiquement que s,(s,(A))= A" et que
5,(s,{B))=B"

b. Démontrer ce résultat a l'aide d’'un calcul matriciel.

Pour les exercices EF] 6 B33

On considére les graphes suivants.

7 28

\ é/ °

/\

<] N

1
=

[_": Pour chaque graphe, donner son ordre et le degré
de chaque sommet.

Justifier que les graphes sont connexes.

rl:,: 1. Reproduire et modifier le graphe a. pour qu'il ne
soit plus connexe.

2. Reproduire et madifier le graphe c. pour qu'il soit
complet.

rf 1. Dans le graphe d., quelle est la longueur

de la chaine C—-E—B—A-F—-A-C?

2. Déterminer dans ce graphe deux chaines de
longueur 3 et une chaine de longueur 7.

3. Déeterminer dans ce graphe une chaine de longueur &
reliant Ba A.

TRAVAILLER LES AUTOMATISMES 1‘&

Matrice d'adjacence

L 1| Construire un graphe composé des sommets A,

B, C. D et E, dont la matrice d’adjacence obtenue en

classant les sommets dans |'ordre alphabétique est :
01111

( <r/ Déterminer la matrice d'adjacence de chacun des
graphes suivants (on rangera les sommets dans l'ordre
alphabétique).

a, b.
A B C A D F

™ /O N

b D\

On considére un graphe dont la matrice d'adja-
cence obtenue en numérotant les sommets de 1a 5 est:
01010

10111
M=|0100 1}
11011
01111
1. En justifiant, donner le nombre de chaines de
longueur 2 reliant les sommets n°3 et n°5.

2. En justifiant, donner le nombre de chaines de
longueur 2 reliant les sommets n°1 et n°4,

[:{? On considére un graphe dont la matrice d'adja-
cence obtenue en numérotant les sommets de 1a 5k est:

R A e T e |

11
11
01
11
110

1. En justifiant, donner le nombre de chaines de
lengueur 3 reliant les sommets n°2 et n°5.

2. En justifiant, donner le nombre de chaines de
lengueur 3 reliant les sommets n°1 et n°3.
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' ENTRAINEMENT

[ossteoncinrion] oo -

1) Notion de matrice

—r f._'.‘_[i'

[__‘ 1. Ecrire le systéme suivant sous forme
Sx+3y+b4z = =2

matricielle: § 2x+3y+z = -2,
x+y+z = =2
2. Résaudre le systéme.
N -1 1 1
‘11 Soit A=( 1 -1 1 )
11

1. Montrer que A?=21,-A.

2. En déduire que A est inversible et déterminer A™".

. . (01
B3 soiea=(° )
1. Calculer A?, A% et A",

2. En déduire que A est inversible et déterminer A™".

L. k8 [Modéliser]

Une agence de voyage réserve des vols vers trois des-
tinations (la Guadeloupe, la Martinique et la Réunion)
auprés de deux compagnies aériennes (Air Tourterelle
et Air Pigeon).

Le nombre de passagers pour la premiére semaine
180 120 70 )
220 105 90/
Les deux lignes correspandent respectivement aux

frequentations des vols d'Air Tourterelle et d'Air Pigeon
alors que les trois colonnes correspondent respecti-
vement aux vols en direction de la Guadeloupe, de la
Martinique et de la Réunion.

d’octobre est donné par la matrice P, =[

1. Que représente le coefficient 105 de la matrice P, ?

2. Pour la deuxieme semaine d'octobre, la frequentation
diminue de quinze passagers pour chaque vol.

a. Ecrire la matrice P, correspondante.
b. Calculer P, + P,. A quoi cette matrice correspond-elle ?

3. Pour la troisieme semaine d’'octobre, la frequentation
augmente de 10 % pour chaque vol par rapport a la
deuxiéme semaine.

Ecrire la matrice P, correspondante {on arrendira au
besoin les coefficients a 'unité inférieure).

4. Avec les vacances d'automne, la fréquentation des
vols d’Air Tourterelle augmente de 20 % et celle d'Air
Pigeon de 25 % par rapport a la troisiéme semaine.
Ecrire la matrice P, correspondante en arrondissant &
l'unité inférieure.
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5. a. Déterminer la matrice P correspondant au total
de passagers pour chaque val sur 'ensemble du mois
d'octobre.

b. Durant les quatre premiéres semaines du mois d'oc-

tobre, combien compte-t-on de passagers ayant voyagé
en Guadeloupe avec la compagnie Air Tourterelle ? Avec
Air Pigeon ?

fT-" [Modéliser] @ ©

Un lycée commande réguliérement des feutres pour
tableau blanc au prix de 0,90 € l'unité, des ramettes de
500 feuilles A4 @ 4 € l'unité, des ramettes de feuilles A3

a 9 € l'unité et des enveloppes a 11,50 € le lot de 500,
0,90

On définit la matrice colonne P= qui donne

9

] . 11,50
le prix de ces fournitures.

1. Pour la rentrée, le lycée Jean Jaurés commande 750
feutres, 50 ramettes de feuilles A4, 30 ramettes de
feuilles A3 et 2 000 enveloppes.

a. Traduire ces quantités par une matrice ligne Q.

b. Quel produit doit-on effectuer pour calculer le cout
total de la commande ?

2. Le fournisseur regoit les commandes de trois lycées:
Jean Jaurés, Léonard de Vinci et Jean Lurgat.
Les quantités commandees sont respectivement

750 50 30 &
données par la matrice R={1000 80 40 8 )

1500 100 80 12

a. A quoi le coefficient 1000 correspond-il ?
Interpréter également le coefficient 100.

b. Calculer, a l'aide d'un produit matriciel, la facture
pour chacun des lycées.

’ i [calcuter]

Trouver les coefficients manquants.
— 7 7 ¥ 25 L -3 7
‘1.(? 5 2 -5 3 ?)=[—10 6 12)

4 -6 7 -7 79 1 -6 5

=27 4 1 9
(73 5)6)3)
125 ? 20

+

[Calculer]
a

Soient a et b deux réels et A= (b 2
1. Quelle relation existe-t-il entre a et b lorsque A n'est

pas inversible ? . .
A soit inversible

A=A

.

2. Déterminer a et b tels que {

Scanné avec CamScanner




-E-i.’l [Raisonner] @& & o

On considére la matrice A = (_21 31 )
1. Calculer A? et prouver que A? = -1,.

2. E:;primer, pour tout entier naturel n, AT AT gt
A’ en fonction de n.

——

H8 [Raisonner] @ ©-¢ 100 111
On considére les matrices A=(D 1 1), B=(0 1 0]
T1 1, 311 1

etC =( 12 1 ]

0 -1 -1
1. Calculer AxBet AxC.
2. En déduire que A n’est pas inversible.

TT [calcuter]

34

57r
a.Justifier que la matrice A est inversible.

b. Délermibner les coefficients a, b, ¢ et d de la matrice
(4]

A= 0),

‘ c d

2. En déduire une écriture matricielle et une solution

des systémes suivants.

Ix+4y = 2 b { Ix—4y = -21
“lsxty = 4 |5x+3y = 1

1. On définit la matrice A = (

Bl [Calculer] @ @ @ 1 -2 —2
1. Vérifier que les matrices A=( 2 -3 —2)@1
122 =2 4 3
B =( 21 2 )mnt inverses l'une de l'autre.
-2 0 -
2. En déduire une écriture matricielle et une solution
des systémes suivants.

X—2y—-2z = 4 xX+2y+2z = -7
a12x—-3y—-2z = § b.j2x+y+2z = 12
—2x+4y+3 = -3 —2x—-z =9

[Modéliser] @ ¢

Pour le cross des éléves de premiére, un lycée a com-
mandeé 120 petites bouteilles d’eau et 180 sachets de
biscuits pour la somme de 238,80 €.

Pour le cross des éléves de terminale, I'établissement
a commandé 100 bouteilles d'eau et 190 paquets de
biscuits pour un total de 238,20 €.

1. Modéliser cette situation sous forme d'un systéme
(S) de deux equations a deux inconnues x et y
correspondant respectivement au prix d'une bouteille
d'eau et a celui d'un paquet de biscuits.

2. Déterminer les matrices A, X et I} telles que le
systéme (S) s'écrit sous forme matricielle AX =B,

3. Résoudre le systéme a l'aide de la calculatrice.
Interpréter la solution.

R R R

CEE I A I

(R

FE G R EEEE R R R

Y

FEEaEaE S

FE R B R B EE R

C

R R

ENTRAINEMENT

FE—

L2l [Modéliser)

Lors d'un concours d'admission & une école d'ensei-

gnement supérieur, quatre étudiants ont obtenu les
résultats suivants,

e —

: 10 8 | 15 16 m
7 12 7 1 | 208
8 15 | 9 | 13 e 206_
12_ 7 14 10 B 190

Ils souhaitent connaitre les coefficients attribués 3
chaque matiére,

On note respectivement q, b, c et d les coefficients de
frangais, mathématiques, anglais et culture générale.

1. Ecrire un systéme de quatre équations d'inconnues q,
b, c et d qui traduit ce probléme.

2. Donner une écriture matricielle de ce systéme sous la
forme AX =B en explicitant les matrices A, X et B.

3. Résoudre le systéme et interpréter les solutions.

—

B [Représenter] @ @ @
On se place dans un repére orthonorma.

On cherche a déterminer la fonction f dont la courbe
représentative C; est donnée ci-dessous.

1+

On admet que f est une fonction du second degré de la
forme fix)=ax®+bx+ec.

Le but de l'exercice est donc de déterminer les coeffi-
cients a, b et ¢,

On sait que C, passe par l'origine du repére et par le
point A de coordonnées (3 ; —2,25) oil la tangente a op
est paralléle a l'axe des abscisses.

1. Traduire ces informations par trois équations
d'inconnues a, b et c.

2. En déduire un systéme (S) de deux équations a deux
inconnues a et b.

3. Déterminer les matrices A, X et B pour lesquelles (S)
équivauta AX =0
4. Résoudre ce systéme et trouver l'expression de f.
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' ENTRAINEMENT

3} [Modéliser] & & €
Une société fabrique et vend une quantité x d'objets,
exprimée en milliers.
Le coiit de fabrication, exprimé en milliers d'euros, de x
milliers d'objets est donné par C{x)= ax’+bx +¢,
ol a, b et c sont trois nombres réels qu‘on souhaite
déterminer.
On sait que le coit de fabrication de 4 000 objets
s'eléeve a 63 000 €, que celui de 10 000 objets est de
165 000 €, et que celui de 20 000 objets vaut 415 000 €.
1. Justifier que les informations sur C peuvent se
traduire sous la forme du systéme de trois équations a
trois inconnues suivant :

Ba+4tb+ec = 63
100a+10b+¢ = 165
£00a+20b+¢ = 415

2. Montrer que le systéme obtenu s'écrit sous la forme

a
AX=B,ouX :(b) et A et B sont deux matrices a
préciser. c
3. A l'aide d'un calcul matriciel et de la calculatrice,
déterminer a, b et c. En deduire une expression de C{x).
4, Déterminer alors le coit de fabrication de
30 000 objets.
i ::l [Représenter] @ -C
A chaque matrice de transformation T, associer la
transformation correspondante, sachant que le carré
bleu est l'image du carré vert par cette transformation.

2 _ 2
1 p] ]
V2 V2
2 2
a b. C
y Y yy
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[Représenter]

Pour chacune des transformations planes ci-dessous,
ecrire la matrice de transformation correspondante.

1. Le carré bleu est obtenu suite a v
'homothétie de centre l'origine du
repere et de rapport %
X
2. Le carré bleu est le symétrique du L}
carré orange par rapport a l'axe des ...__“_:D
ordonnées. -
X

EI4 [Représenter] @ @O

On consideére, dans le repére orthonormeé direct
(0;7,7) le point A(2; 4).

+ +

-

1
L

i o h'*.

1. a. Placer dans le repére ci-dessus le point A’,
symétrique de A par rapport a l'axe des ordonnées.
Déterminer graphiquement ses coordonnées.

b. Retrouver les coordonnées de A’ a 'aide d'un calcul
matriciel.

2. 50it A" l'image du point A par la rotation de centre O
et d'angle 4~

Déterminer les coordonnées de A~ a l'aide d’un calcul
matriciel.

3. On considére le point C(3 ;1).

a. Déterminer par le calcul les coordonnées de C’, image
de C par la rotation de centre A et d'angle -'-27-

£

On pourra commencer par travailler dans le repére (A C '1.,}’ )

b. Placer le point C’" dans le repére ci-dessus et vérifier

la cohérence du résultat obtenu.
i)

L-}_'_. [Raisonner]

Soient A, B et C trois matrices de méme
taille. Démontrer les propriétés suivantes :
1. A+ B =B+A (commutativité).

2. A+(B+C)={A+B)+C (associativitéd).
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3 [Raisonner]

Soient M et M’ deux matrices de méme taille.
Soient « et A sont deux nombres réels.
Démontrer les propriétés suivantes :
1T.1xM=M

2.(a+B)IM=aM+ LM
3.a(MAM)=aM+aM’

[oimi]

( ‘) [Raisonner) E'[Mﬂ
ab
cd
ou a, b, ¢ et d sont quatre nombres réels. On note
det(A) = ad - be son déterminant et on considére la

d —b)
-c a
On cherche & démontrer l'équivalence : A est inversible
si, et seulement si, det(A) # 0.
Question préliminaire : Calculer Ax B et B x A.
Partie A : Implication réciproque
On suppose que det(A) # 0. Justifier que A est
inversible et déterminer son inverse A",
Partie B : Implication directe
On cherche maintenant a demontrer que si A est
inversible, alors det(A) # 0. Cela revient a démontrer la
contraposée : si det(A) =0, alors A n'est pas inversible.
On suppose donc que det(A) = 0 et, par labsurde, que
A estinversible,

1. Justifier que l'on peut alors écrire B=A"'x A x B.

Soit A =( ) une matrice carree d'ordre 2

matrice carrée B définie par B :(

2.En calculant le produit A 'x (A x B) de deux
maniéres difféerentes, démontrer que B = 0,.

3. Quelles sont alors les valeurs de a, b, c et d ?
&4, Déterminer alors la matrice A. Est-elle inversible ?

5. Conclure.

[_-;.' [Raisonner)
Soit A une matrice carrée inversible d’ordre n.
Montrer qu'il existe une unique matrice inverse de A.

r:j_-:;‘ [Raisonner] @ @& @

Soit n un entier naturel non nul.

Soient D = Diag(d,; ... ; d,) et D' = Diag(d;; ...; d.))
deux matrices diagonales d'ordre n.

1. a. Calculer DD' et D'D.

b. On suppose que tous les coefficients diagonaux de

D sant non nuls. Montrer alors que D est inversible et
déterminer son inverse.

2. Montrer que si D est inversible, alors tous ses
elements diagonaux sont non nuls (on pourra
raisonner par l'absurde).

R R T R A

ENTRAINEMENT

[;'.”,-_‘ [Calculer] @ @ @

Soit n un entier naturel supérieur ou égalan.
On considére la matrice carrée J, d'ordre n formée
uniquement de 1,

1. Exprimer J ? en fonction de n et de J,.

2. En déduire que J, n'est pas inversible.

Fm

Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou

fausses (si la réponse est fausse, donner un contre-
exemple) :

1. Pour toutes matrices A et B, A + B existe.
2. Pour toute matrice carrée A d'ordre n, A x 0,=A,
3. Pour toute matrice carrée A d'ordre n, A x 1,=A.

4. Pour toutes matrices carrées A et B d'ordre n,
AxB+#BxA.

.r?_‘ [Calculer] @ @& @
Soient A et B deux matrices carrées non nulles d'ordre
ntellesque A+B= L.
Soit M une matrice carrée d'ordre n telle qu'il existe
deux réels non nuls et distincts A et s tels que :
M=AA+ B et M? = A2A + 42D,
1. a. Montrer que:
(M=A1 M “pl ) =(M—pl )M =41 )= 0.
b. En déduire que AB=BA =0_ etque A’=A et B?=B.
2. Démontrer que, pourtout p& I{,ona:
MP=APA4 4B,
3. Application:
-18
)
a. Déterminer A et st tels que M = AA + 4B et
M?=AXA+ %8B,
b. En déduire M7 pour tout pe I,

1< [Calculer]

4 11

1.SuitA=(1 4 1}.
114

a. Démontrer qu'il existe deux réels « et 2 tels que :

A.: =aA+ ﬂ[,.
b. En déduire que la matrice A est inversible et
exprimer A’ en fonction de A et 1,.

Sc:ritﬂ_-ntr'\:(f;l :2).B=(j g)e”“=(g

c. Déterminer la matrice A™.
110
2. Soit A=(1 1 1).
0-11
a.Calculer (A=1,)".
b. En déduire que A estinversible et préciser A™",
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.ENTRATNEMENT
|~ Les graphes

e FLASH

[_Tf Construire un graphe d'ordre 5 possédant un
sommet de degré 1, un sommet de degré 3 et tel que
tous ses autres sommets soient de degré pair.

[T Ajouter autant A oB
d'arétes que nécessaire \/ oC
pour que le graphe
ci-contre soit complet. /

F. [)
{4 Quelle est la lon- ‘:“ 8
gueur de la plus petite \ E F/

- .

chaine passant par tous
les sommets du graphe
ci-dessous et revenant

au sommet de départ ? s————s

[7'-? [rRaisanner]

Soit n un entier naturel non nul.
Justifier que si un graphe d'ordre n est complet, alars
chaque sommet est de degré n—1,

['_"- [Modeliser)] @
Pour se rendre de Paris & New York en avion, un voya-

geur a plusieurs choix de vols parmi lesquels on trouve :

- des vols directs
» Paris - New York

= des vols avec une escale
» Paris - Landres - New York
= Paris - Zurich - New York
= Paris - Lisbonne - New York
= Paris - Boston - New York
- des vols avec deux escales
= Paris - Zurich - Toronto - New York
» Paris - Zurich - Montréal - New York
= Paris - Montréal - Ottawa - New York
» Paris - Madrid - Londres - New York
Représenter ces différents vols sur un graphe orienté,

dont les sommets seront les villes par lesquelles
transite le voyageur.
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[T': [Modéliser]

A la fin de la seconde, un éléve orienté en premiére
géneérale a le choix de suivre ou non l'enseignement de
spécialité mathématiques.

Un éléve n‘ayant pas suivi I'enseignement de spécia-
lité en premiére peut suivre l'enseignement facultatif
mathématiques complémentaires en terminale.

Un éléve ayant suivi 'enseignement de spécialité en
premiére peut l'abandonner et ne plus faire de
mathématiques, l'abandonner et suivre 'enseignement
facultatif mathématiques complémentaires ou le
poursuivre en terminale.

S'il poursuit I'enseignement de spécialité en terminale,
il peut choisir de suivre I'enseignement facultatif
mathématiques expertes.

Représenter les différents parcours en mathématigues
possibles d'un lycéen par un graphe, dont les sommets
seront les différents enseignements possibles.

[T— [Raisonner] @ & @
1. Montrer que la somme des degrés des sommets d'un
graphe est égale au double du nombre d'arétes.

2. a. Un octogone et toutes ses diagonales forment un
graphe. Quel est le nombre d'arétes de ce graphe ?

b. Qu'en est-il si l'on considére un polygone qui a 1000
cotés ?

3. Un club d'échecs souhaite organiser un tournoi
pour quinze joueurs. Lors des phases de sélection, on
souhaite que chaque joueur en affronte cing autres.
Est-ce possible ?

[Modsliserer ]

Le graphe ci-contre D
représente les autoroutes
entre les principales villes

de la région Hauts-de- . / v
France : Abbeville (A), E\ '
Boulogne-sur-Mer (B), A.\M I

Calais (C), Dunkerque (D), "‘——*'—-6

Lens (E), Beauvais (1), \.
Lille (L), Amiens (M), K o

Laon (N), Saint-Omer (0),
Péronne (P), Saint-
Quentin (Q), Senlis (S) et
Valenciennes (V).

1. Quel est l'ordre de ce graphe ?
2. a. Quels sont les sommets de plus haut degré ?

b. Quels sont les sommets de plus petit degré ?
3. Les sommets L et E sont-ils adjacents ?

4. Ce graphe est-il complet ? Justifier.
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[’J;'=, [Représenter] @ @ ©
Lillustration ci-dessous représente la ville de
Konigsberg au XVl smcle et ses sept ponts.

o rﬂf"
;'ﬂ?‘!

En se trouvant dans l'un des quartiers A, B, C ou D,
on peut acceéder a un autre quartier en empruntant
I'un des ponts.

1. Représenter la situation par un graphe.
2. Ce graphe est-il complet ? Justifier.
3. Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

Clest Euler qui, en 1759, rapporte cette configuration
et le probléme suivant : « Peut-on arranger son
parcours de telle sorte que I'on passe sur chaque pont,
et que l'on ne puisse y passer qu'une seule fois ? ». I
érudie le probléme en roure généralité er montre qu'il
n'a, dans ce cas, pas de solution.

[-T [chercher] @
D'aprés bac ES, Centres étrangers, juin 2019
Un restaurateur se fournit auprés de cinqg producteurs
locaux.
Le graphe ci-contre E
représente la situation
géographique du restaura-
teur et de ses fournisseurs,
les arétes correspondant
au réseau routier et les
Me

sommels aux producteurs :
eéleveur (E), fromager (F),
maraicher {31), pisciculteur

(P), restaurateur (R} et
vigneron (V).

1. Quel est I'ordre de ce graphe ?

2, a. Quel est le degré du sommet P ?

b. Citer un sommet de degré inférieur ou égal a 3.
c. Citer deux sommets de degré impair.

3. Citer deux sommets adjacents et deux sommets qui
ne sont pas adjacents.

4, Ce graphe est-il complet ? Justifier.

0

.

ENTRAINEMENT B
Ui [Modéiser]

Le plan d’un parc zoologique est donné ci-dessaous.

1. Modéliser le plan du parc zoologique par un graphe.
2. Quel est l'ordre de ce graphe ?

3. Quels est le sommet de plus petit degré ?

4, Ce graphe est-il complet ? Justifier.

5. Ce graphe est-il connexe ? Justifier.

B Application du calcul matriciel aux
graphes

/- Déterminer la valeur des entiers a, b, c et d
011al0

N oo
oA

10 0
pour que la matrice M=|1 0 1| corresponde
al 1

0c110
a la matrice d'adjacence du graphe ci-dessous en
classant les sommets dans l'ordre alphabétique.

[_‘JE'._J' On considére un graphe dont la matrice
012

d'adjacence M = ( 102 ) est obtenue en classant
220

les sommets dans l'ordre croissant.

1. Déterminer le nombre de chaines de longueur 2
reliant les sommets 2 et 3.

2. Déterminer le nombre de chaines de longueur 3
reliant les sommets 2 et 3.
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'ENTRATNEMENT

R
L) [calcuter]

On considére un graphe dont la matrice d'adjacence,
obtenue en rangeant les sommets dans l'ordre crois-
sant, est notée M.

7 7 213

13 13 4 16

18 11 9 14

3 222

Déterminer le nombre de chemins de longueur 6 reliant
le sommet 2 au sommet 3.

On donne M?=

I__TH“ [Représenter] @ & ¢

D’apres bac ES, Métropole, juin 2018
Un parcours sportif est

composé d’un banc pour

abdominaux (B), d'un
mur d'escalade (M), d’'une Ee

poutre d'équilibre (P), \/f \ /B
[\

d'un tunnel (T) et d'une
échelle suspendue (E). Le

1. Est-il possible de suivre un parcours en passant par
toutes les étapes ?

o M

7

graphe ci-contre indique
les différents parcours
envisageables.

2. Déterminer la matrice d’adjacence A de ce graphe ol
les sommets sont classés dans l'ordre alphabétique.

3. Déterminer M’ puis en déduire le nombre de
chemins de longueur 3 reliant B a E.

4. Le responsable souhaite ajouter une barre de traction
notée Z. De nouveaux sentiers sont canstruits et de
nouveaux parcours sont alors possibles.

La matrice d'adjacence N, associée au graphe
représentant les nouveaux parcours, dans laquelle les

sommets sont classés par ordre alphabétique est :
0 0101

— ) d O -
== = O O
- 0 90 =0

11
10
00
00

Z
I
oooo

001 10
Compléter le graphe précédent en ajoutant les arétes
nécessaires pour que le graphe obtenu corresponde a
la matrice N.

r—
F4 [Représenter]

D'aprés bac ES, Amérique du Nord, juin 2017

Le graphe ci-dessous représente les principaux sites
touristiques de l'Islande.
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EE R

RN

R

BN

B : Le lagon bleu H : Rocher Hvitserkur

M : Lac de Myvatn D : Chute d'eau de Dettifoss

G : Geyser de Geysir L : Massif du Landmannalaugar
R : Capitale Reykjavik V :Ville de Vik

J : Lagune glaciere de Jokulsarlon

1. Quel est 'ordre de ce graphe ? Justifier.

2. Ce graphe est-il complet ? Justifier.
3. Ce graphe est-il connexe 7 Justifier.

4. Déterminer la matrice d'adjacence de ce graphe (les
sommets seront classés dans l'ordre alphabétique).

EE) [chercher] @ @

D'aprés bac ES, Asie, juin 2019
Une compagnie ferroviaire

a représenté a 'aide d'un
graphe les différentes liai-
s0Ns assurées par ses trains.
Les sommets du graphe sont
les initiales des gares des-
servies et les arétes corres-
pondent aux trajets effectués
par un train de cette compa-
gnie entre deux gares.

Par exemple, l'aréte entre A et G signifie qu'un train
effectue la liaison entre les gares A et G, en partant de
A vers G ou en partant de G vers A.

1. Le graphe est-il complet ? Interpréter ce résultat dans
le cadre de l'exercice.

2.0n note M la matrice d'adjacence du graphe ci-
dessus en classant les sommets par ordre alphabétique.
Déterminer M.

3. La compagnie souhaite qu'un train partant de la gare
F effectue trois trajets avant d'arriver a la gare B.

I

Déterminer le nombre de trajets possibles.

I 3 | [Raisonner] @ @ @

a,, ‘I'u ﬂ!.n
[{] "

Soit M =(a, )=| la matrice
@, e e @

d'adjacence d'un graphe d'ordre n, dont les sommets
sont numérotésde1a n etsoitkell’.
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On souhaite démontrer par récurrence sur & que le
terme de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne de la
matrice M* correspond au nombre de chaines de
longueur k reliant le sommet i au sommet j.

1. Vérifier que la propriété est vraie au rang k=1,

2. Soit un entier p =1tel que le coefficient situé a la
i-ieme ligne et a la j-iéme colonne de M* corresponde
au nombre de chaines de longueur p reliant le sommet
i au sommet j.

b1,1 bu . b'l.n
b, - .
Notons M"=(b, .)=| * .
by oo o b,
c1.1 l"'I.Z o E"1.11
et M7 =(c, )=
(€)= :
l:f“.1 ves  sas C"."

a. Pour tous entiers naturels i et j compris entre 1 et n,

justifier que c. .=En:b. a, .
Moo=

b. Interpréter b, | et a, ; entermes de nombre de
chaines.

c. En déduire que c;; est le nombre de chaines de
longueur p+1reliant les sommets i et j.

3. Conclure.

[Représenter]

Les différentes salles d'un A,
chateau ont été nommées .

A,B,C,D,E,F,G,Hetl - \
afin de permettre aux . ?
visiteurs de se repérer sur \

le plan. G -

NN

1. Le graphe ci-contre donne
les parcours possibles d'un F r
visiteur dans ce chateau.

Déterminer la matrice d'adjacence M de ce graphe (les
sommets seront classés dans l'ordre alphabétique).
20 3 611 20 5 18 5 12
376019 3 8 4 12 1N
6 03 1 7 1 4 1 2
7 19 1 31 9 11 12 19 20
2.0ndonneM*=|20 3 7 9 28 9 20 9 12|
5 8117 9 9 8 9 6
18 4 4 12 20 8 20 6 12
5 12119 9 9 6 17 12
12 11 2 20 12 6 12 12 18
a. Combien y-a-t-il de chaines qui, en quatre étapes,
partent de E et reviennenta E ?

b. Combien y-a-t-il de chaines qui, en quatre &tapes,
partent de C et arrivent a 17 Les citer.

c. Est-il toujours possible de joindre en quatre étapes
deux salles quelconques ? Justifier.
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ENTRATNEMENT-

[-_l:'_ [Chercher] @& @€

D'aprés bac ES, Polynésie, juin 2018
Un journaliste britannique d'une revue consacrée a
l'automobile doit tester les autoroutes frangaises.
Pour remplir sa mission, il décide de louer une voiture
et de circuler entre six grandes villes frangaises : Bor-
deaux (B), Lyon (L), Marseille (M}, Nantes (N), Paris (P)
et Toulouse (T).

Le réseau autoroutier F,

reliant ces six villes est
modélisé par le graphe g
ci-dessous sur lequel les

L ]
sommets représentent les (
villes et les arétes les (

liaisons autoroutiéres
entre ces villes.

®
B

1.a. Quel est l'ordre du graphe ?
b. Le graphe est-il complet ? Justifier la réponse.

2.0nnomme G la matrice d'adjacence du graphe (les
villes étant classées dans l'ordre alphabétique).

0 ..0 111
001111
001 ..0 .. 1
On donne G = 110010
11 ..101
111010
1013510 11 12
12128 11 13 12
5 825 5 7
3-._'
LG =115 6 10 7
1113 5 10 10 12

12127 7 12 8

a. Compléter la matrice d'adjacence G.

b. Alors qu'il se trouve a Paris, le redacteur en chef
demande au journaliste d'étre a Marseille exactement
trois jours plus tard pour assister a une course
automobile. Le journaliste décide chaque jour de
s'arréter dans une ville différente.

Déterminer le nombre de trajets possibles respectant
ces canditions.

Lr/ [chercher]
On considére le graphe ci-dessous.
Déterminer le nombre de chaines de longueur 4 reliant

AN

-

F ‘E

C
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' SYNTHESE

I' -1 [caleuter, Modéliser]

D'aprés bac ES, Polynésie, juin 2015

Un constructeur de planches de surf fabrique trois
modéles. La conception de chaque modéle nécessite le
passage par trois postes de travail.

Le tableau 1indique le nombre d'heures nécessaires
par modeéle et par poste pour réaliser les planches et le
tableau 2 indique le coiit horaire par poste de travail.

[!_

i 8h - 10h 14h
| & 6h - 6h 10h
i 2h | 1oh 18h
| 25 €l

| 20 €/h

L e

1.Soient H et C les deux matrices suivantes :

8 10 14, 25
H=(6 6 1U)etc=(20).
12 10 18 15

a. Donner la matrice produit P=H x C.

b. Que représentent les coefficients de la matrice P ?

2. Aprés une étude de marché, le fabricant souhaite que
les prix de revient par modéle soient les suivants :

« modéle 1:500 €;
« modéle2:350 €;
« modéle 3: 650 £,

Il cherche & déterminer les nouveaux colts horaires par
poste, notés a, b et ¢, permettant d'obtenir ces prix de
revient.

a. Montrer que les réels a, b et ¢ doivent étre solutions

ay, 4500
du systéme H x (b) = ( 350 )
¢ 650
b. Déeterminer les réels a, b et c.

[“ ;j*::_'r:;ra: es mat ,"':_':'

Le terme de matrice pour désig_ncr un tableau de

nombres est introduit par James Sylvester en 1850.

Il est repris par Arthur Cayley qui en donne une
premicre théorie, mais dans le cadre de problemes
géométriques trés spécifiques. Il faudra arrendre les
années 1920-1930 pour qu'elle devienne une théorie
intégratrice et I'un des fondements de ce qu'on appelle
aujourd hui I'algébre linéaire.
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| 9 APPROFONDISSEMENT [ (TRT I - ohe e 1
D'aprés bac ES, Métropole, septembre 2016

Afin d'améliorer la qualité de ses services, un parca
realisé une étude statistique pour relever la durée
moyenne d'attente, en minute, a la billetterie en
fonction de I'heure.

Cette mesure a eu lieu chaque heure de 9 h a 16 h.
On obtient le releve suivant.

.
.
20 . ']
.

r -

10 1
.

2 .
0 1 5 10 15

Ainsi, a 10 h, il y avait 14 minutes d'attente.

On souhaite modéliser cette durée d’attente par une
fonction qui, & 'heure, associe la durée d’attente en
minute. Ainsi, il sera possible d'avoir une estimation de
la durée d'attente.

On choisit de modéliser cette situation a l'aide de la
fanction f définie par Jix)=ax’+bx-+c, 00 a, bete
sont des réels avec a # 0 tels que les trois points (9; 9),
(11;20) et (16; 2) appartiennent a la représentation
graphique de f.

1. Traduire les dannées de I'énoncé sous la farme d'un
systéme de trois équations a trois inconnues a, b et c.
2. Déterminer les trois réels a, h et c.

3. En utilisant ce modéle, déterminer les plages horaires
pour lesquelles ['attente peut étre inférieure a dix
minutes.

!-'J[l [Calculer, Représenter]
D'aprés bac S, Amérique du Nord, 2015

111 100
On donne les matrices M = (1 -1 1) etl =(0 10 )
Partie A 4 2 1 001
1. Calculer la matrice M?2.

2010 1
On donne M’=(12 2 9).

42 20 1
2. Vérifier que M?*=M?+ 8M +6l,

3. En déduire que M est inversible et que :
M= (M- M-8I).
PartieB

On cherche & déterminer trois nombres entiers a, b et
c tels que la parabole d'équation y = ax?+ bx + ¢ passe
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par les points A(1:1 W B(=1;-1)etc(2 1 5).
1. Démontrer que le probléme revient a chercher trois

a) 1
entiers a, b et ¢ tels que M(h ) =|-1 )
c 5

2. Calculer les nombres a, b et ¢ et vérifier que ces
nombres sont des entjers.

Histoire des maths’
et SAULS)
La méthode dite « du pivot de G

« éliminarion de¢ Gauss-Jordan »

pour des systémes
d'équations lincaires ¢tait d'usage courant bien

avant ces deux mathémariciens du XINX: siccle, Mais
Gauss en fera une méthode puiss

dUSS = OU

ante utile aux
calculs astronomiques et géodésiques. Clest avec le
développement du caleul matriciel (milieu XX¢ siecle),

quon attribuera 3 Gauss cette méthode d'inversion
d'une matrice.

p—
AL [caleuler, Raisonner)

Diagonalisation et puissance de matrices
- . 12 (12
On considére les matrices A - (3 2}et P= (_1 3)
1. Justifier que P est inversible et calculer son inverse,
2. Calculer le produit D=P"x A x P.
3.En déduireque A=PxDxP,

&4.a, Pour tout entier naturel non nul n, conjecturer une
expression de D",

b. Démontrer cette conjecture par récurrence.
5. Exprimer alors A" en fonction de n.

I_f_ [Caleuler, Raisonner]

Diagonalisation et pulssance de matrices

(0 2 -
On considére les matrices A-—-( 3 -20 )et
1 4 2 -2 2 1
P-(1 3 —3).
1 -2 2
1. Déterminer l'inverse de P.
2. Calculer le produit D=P '"x A x P,
3.En déduireque A=PxDxP".

4. a. Pour tout entier naturel non nul n, conjecturer une
expression de D",

b. Démontrer cette conjecture par récurrence.

5. Exprimer alors A" en fonction de n.

r 1
{20 [calculer, Raisonner]
Soient i un entier naturel supérieur ou égala2et A la

matrice carrée de taille n, formée de 0 sur la diagonale
et de 1 partout ailleurs.

]

R I R

R R

T R I R

R R R I R

SYNTHESE

1. Calculer A? et exprimer le résultat en fonction de A,

del etden.

2. En déduire que A est inversible et en déduire AT

"

kil [Calculer, Chercher]

Matrices et changement de repére
Dans cet exercice, on munit le plan d'un repére
orthonormé direct (0 ; 7, 7).

Partie A: Changement de repére et translation
Soient a et h deux nombres réels.

1. Calculer l'image O" de O par la translation de

vecteur ?“ ( ;: )

2. Déterminer l'image I' du point I(1;0)parla
translation de vecteur t, puis limage J' du point
J(0 ;1) par cette méme translation,

3. Démontrer que (0" ; OT , O ) définit un repére
orthonormé direct du plan.

4.0n considére deux nombres réels x et yetle
paint M, dont les coordonnées dans le repére (O : T}')
sont données par M(x; y).

Déterminer les coordonnées de M dans le

repére (0; OT, 00 ),

5. Inversement, on considére deux nombres réels +* et
y' et le point M’ dont les coordonnées dans le repére
(0'; 0T, 0T ) sont données par M'(x"; y').
Déterminer les coordonnées de M’ dans le

repére (0; -:.; ).

Partie B : Changement de repére (cas general)

Dans cette partie, on considére quatre nombres réels a,
b,cetd.Onnote T la malrice(: 3)

1. Calculer l'image O de O par cette transformation.

2. Calculer de méme l'image I' et J* des points I{(1: 0)
etJ(0; 1)

3.a. A quelle condition sur a, b, c et d le triplet

(0'; 0T, OF) définit-il un repére du plan ?

b. Que signifie cette condition pour la matrice T ?

4. On suppose dans la suite que la condition de la
question 3. est vérifiée.

a. Soit M un point du plan dont les coordonnées dans
le repére (O ; ?}-) sont Mix;y).

Calculer les coordonnées de M dans le repére

(0; OT, O'F ) en fonction de x et de y.

b. Inversement, si on note (x'; ') les coordonnées de
M dans le repére (O'; OT , O°F ), par quelle matrice

doit-on multiplier(':'.] pour obtenir les coordonnées de
Y

M dans le repére (0 1, )2
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-‘]:‘=. [Chercher, Raisonner,]

Racine carrée de matrice
Partie A : Etude de quelques exemples

1. Dans cette question, on note A la matrice (:ii ;IE:)
‘s . _{—2 10
et on considére la matrice B = (_3 g /)
a. Mantrer que B*= A,
On dit que B est une racine carrée de A.
—38 70\ ;38 —70 2 =10
b. Montrer que ( -1 39),(21 _39} 3 -9 annl

egalement des racines carrées de A.

: 10 2 - ;
2. Justifier que (0 -1 ) et (1 _g ) sont des racines
carrées de L,

Partie B : Cas d'une matrice diagonale
Dans cette partie, on considére deux réels x et y

positifs et distincts et on note D =(.1.- 0 .
/x 0¥

1. Montrer que ( ‘0

J_) est une racine carrée de la
matrice D. Y

2.0n cherche a déterminer les autres racines carrées
de D.

—_— . ab
On suppose donc qu'il existe une matrice R = ( - d)
telle que R?=D,

a. Montrer que déterminer R revient & résoudre le
a’+hoc=x

bla+d)=0

cla+d)=0"

ch+d?*=y

b. On souhaite montrer que b et ¢ sont nuls.

systéme d'équations

On raisonne par l'absurde en supposant que b ou ¢ est
non nul. Justifier qu'on a alors a = —d puis aboutir a
une contradiction.

c. Conclure sur l'expressien des racines carrées de la
matrice D,

d. Que se passe-t-il si on ne suppose pas les réels x et

i~ - . 12
y distincts ? (On pourra considérer les matrices (1 1 )

et 3P

Partie C : Cas d'une matrice diagonalisable

Soient C une matrice d'ordre n admettant une racine
carrée R et P une matrice carré d'ordre n inversible.
1. Montrer que PRP™' est une racine carrée de la
matrice PCP .

. . =21 50
2. On note dans la suite la matrice C =(

> s =15 341
a,Soit P la 11'|-a|tric|a-(1 3}.

Justifier que P estinversible et calculer P,
4 0
b. Montrer que C = P(D 9 }P".
¢. Déterminer les racines carrées de la matrice (g g).
d. En déduire les racines carrées de la matrice C.
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D'aprés bac S, Centres étrangers, 2017

L'arbre de Stern-Brocot a été découvert séparément par
le mathématicien allemand Moritz Abraham Stern (1858)
et par Achille Brocot (1861), horloger frangais qui l'a
utilisé pour concevoir des systémes d'engrenages avec
un rapport entre rouages proche d'une valeur souhaitée.

Cet exercice aborde la méthode M
avec des matrices carrées.

On considére les deux matrices

10 11
G=(1 1]etD=(0 1).
On construit a partir d'une matrice initiale un arbre
descendant de la fagon suivante : de chaque matrice
carrée M de l'arbre partent deux nouvelles branches
vers les deux autres matrices M x G (& gauche) et M x D
(a droite). Ces deux nauvelles matrices sont appelées
les matrices filles de M.

MxG MxD

Dans la méthode considérée, on prend comme matrice
- . 10
initiale la matrice I = {0 1 ]

1. Déterminer les deux matrices manquantes A et B,
dans la troisieme ligne de l'arbre de Stern-Brocot
ci-dessous.

——
)
-

—

T—
_—

(/I (H\)
(2 7) B/(H)

Dans la suite de I'exercice, on admet que, pour toute

0
1

e

—_

matrice M :(E ;), de l'arbre de Stern-Brocot, les

nombres a, b, ¢ et d sont des entiers vérifiant :
b+d+#0,

2.0n associe & une matrice M =(a c). de l'arbre de
b d

i+

b+d"

Montrer que, dans cette association, le trajet

« gauche - droite - gauche », & partir de la matrice
initiale dans l'arbre, aboutit & une matrice
correspondant a la fraction %—.

Stern-Brocot, la fraction

3. Soit M E(g :;,] une matrice de l'arbre.

On rappelle que a, b, c et d sont des entiers.
On note A,, = ad - be, la différence des produits
diagonaux de cette matrice.

a. Montrer que si ad —be =1, alors d(a+e¢) —c(b+d) =1
b. En déduire que si M = (;: ::,) est une matrice de
l'arbre de Stern-Brocot telle que A, = ad —be = 1, alors

A, .. =1 C'est-d-dire que la différence des produits
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diagonaux de la matrice M x G est aussi égale & 1.

On admet de méme que A, =1, et que toutes les
autres matrices N de l'arbre de Stern-Brocot vérifient
légalite A, =1

4. Déduire de la question précédente que toute fraction
associée a une matrice de l'arbre cle Stern-Brocot est
irréductible.

5. Soit m et n deux entiers naturels non nuls premiers
entre eux. Ainsi, la fraction -’:—: est irréductible, On
considére l'algorithme suivant.

Tant que {m # n) faire:
Sitm<n);
Afficher « Gauche »
n&en—m
Sinon :
Afficher « Droite »
mem-n
Fin Si
Fin Tant que

a. Recopier et compléter le tableau suivant.

Indiquer ce qu'affiche l'algorithme larsqu'on le fait
fonctionner avec lesvaleurs m=4 etn=7.

— -
|
|

4
| 7
b. Conjecturer le role de cet algorithme.

Verifier a l'aide d’un calcul matriciel le résultat obtenu
avec lesvaleurs m=4etn=7.

|'T‘ [chercher, Calculer ]
Partie A : Permutations d'un ensemble a trois elements

Soit I 'ensemble {1;2; 3}. On s'intéresse dans cet

exercice aux permutations de l'ensemble L.

1 (1 23
\312

32

Déterminer les 5 autres permutations de I'ensemble L.

}est la permutation définie par 1.+ 3, 2.+ 1et

2. La signature d'une permutation s est le nombre,
noté (g ), défini par:
_o(1)—-a(2) o(1)-a(3) d(2)-a(3)
elo)=="7=7 XT1-3 X 7-3
Calculer la signature de chacune des permutations
précédentes.

Partie B : Déterminant d'une matrice 3 x 3

abr

de f
gh i

Considérons la matrice M =

R T I I A

e EEEEw

L I

R

I

R R R R R R R R R R R R R I

SYNTHESE

Le déterminant de la matrice M, noté det{M) ou en
abec

encore |d ¢ f|, est le nombre défini par:
g hi

]
det{M)= :-}‘.'1 E() X0, (1 XA, XA,

ou 7., .., 0, désignent les permutations de la Partie A.
1.a. Montrer que :
det(M) = aei + bfg + cdh— afl = bdi - ceg.

5 -3 -6
b. Calculer le déterminant des matrices A =(2 -4 7 )

153 00 8
EtB=(2 4 ?).
4 6 2

€. Scient X, i et z des nombres réels,

1x X!
1y Yy
12z 22
2. a. Vérifier que :

{lcl{Mi=ax|f 'r.-l—i'n<|‘il '{’+cx
(] g1

Montrer que =(z-ylz-x)y—x)

d L’l
g h

00“? '{'|désignele déterminant de("’ f)
h hoi
abc
b.Montrerque |0 d e|=axdxf.
00 f

[J_:' [Modéliser, Calculer]

Soit f une fonction définie, pour tout réel x, par
fix)=ax’+bx?+cx+d, ol a, b, c et d désignent des
nombres réels avec a # 0. On a représenté ci-dessous
la courbe représentative C;dela fonction f dans un
repére (0;7,7).

Les points A(—5;6), B(—1;3),C(2;:4)etD(5;-2)
appartiennent a C,-

1. Traduire les données de I'énoncé sous la forme d’un
systéme (S ) de quatre équations a quatre inconnues «,
b, cetd.

2. Déterminer les matrices M, X et P telles que le
systéme (58) s'écrit sous la forme MxX =P,

3. 0n admet que la matrice M est inversible.

A l'aide de la calculatrice, déterminer M ™',

4. En déduire les reels a, b, ¢ et d solutions du
systéme (S).
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Dans tout l'exercice, on suppose que les graphes sont
connexes et non orientés.

Partie A: Cas d'une chaine eulérienne

Une chaine eulérienne est une chaine qui passe par
toutes les arétes du graphe une et une seule fois.

Le théoréme d’Euler affirme qu’une telle chaine existe
si, et seulement si, tous les sommets du graphe sont de
degré pair sauf éventuellement deux. Dans ce cas, les
extrémités de la chaine sont ces sommets.

On souhaite démontrer la condition nécessaire de

ce théoréme. Supposons que le graphe admette une
chaine eulérienne.

1. Expliquer pourquoi tous les sommets sont d'ordre pair,
sauf éventuellement le premier et le dernier de la chaine.

2. 0n se place dans le cas ol les extrémités sont
confondues. Considérons un sommet S par lequel la
chaine est passée k fois (k & I'1). Quel est le degré de S ?

3. 0On se place a présent dans le cas ol les extrémités ne
sont pas confondues. Quel est le degré d'une extrémité
par lequel la chaine est passée k fois (ke 1{) 7

4. Conclure.

Partie B : Cas d'un cycle eulérien

Un cycle est une chaine dont les sommets de départ et
d'arrivee sont confondus.

Un cycle eulérien est un cycle qui passe par toutes les
arétes du graphe une et une seule fois.

Le théoréme d'Euler affirme qu'un tel cycle existe si,
et seulement si, tous les sommets du graphe sont de
degreé pair. On dit alors que le graphe est eulérien.
Démontrer ce théoréme.

Partie C : Algorithme de détermination d'un cycle ou
d'une chaine eulérienne

Pour construire une chaine eulérienne, on utilise
l'algorithme suivant.

Siil y a exactement deux sommets de degré impair
Alors on construit une chaine quelconque joignant
ces deux sommets
Sinon on construit un cycle a partir de n'importe
quel sommet

Fin Si

Tant que toutes les arétes n'ont pas été parcourues
Si toutes les arétes ont été parcourues

Alors la chaine (respectivement le cycle) est
eulérienne (respectivement eulérien)

Sinon on insére dans cette chaine (respective-
ment ce cycle) un cycle ayant pour origine l'un
des sommets déja utilisés et ne contenant pas
d'aréte déja parcourue ni deux fois la méme aréte

Fin Si
Fin Tant que
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Montrer que chacun des graphes ci-dessous admet un
cycle eulérien et le déterminer.

a, b.
:\. .B E. .C
\ 7 AN
¢ F E
[ d.
I:' C'j
H‘"“—-.C A
A.;éf?\ﬁ/ ; “'</f LJ:"
\ 1, e ./,? / L
.'ét:\““‘ﬁ A
K " i
Partie D : Application

Dans un plan de lutte
contre la pollution urbaine,
une municipalité a décidé
de développer un réseau
de navettes, mis en place
entre des parkings situés

:/
aux abords de la ville et les
principaux sites de la ville.

Le graphe ci-dessus indique les voies et les temps des
liaisons, en minutes, entre ces différents sites.

\.
;_

1. Peut-on envisager un itinéraire qui relierait le parking
P ala gare G en desservant une et une seule fois tous
les sites ?

2. Peut-on envisager un itinéraire qui emprunterait une
et une seule fois toutes les voies 7

100] cotorarion oe Guapie

Partie A: Etude du probléme

Colorier un graphe, c'est affecter une couleur a chaque
sommet, de sorte que deux sommets adjacents ne
portent pas la méme couleur.

Le nombre chromatique, noté y, est le plus petit
nombre de couleurs nécessaires pour colorier

un graphe.

Considérons un graphe G.

Un sous-graphe de G est un graphe G’ composeé de
certains sommets de G et de toutes les arétes reliant
ces sommets.

Notons m l'ordre du plus grand des sous-graphes
complets de G et A le plus grand degré des sommets
deG.Alorsm<y<A+1.

Prouver cette inégaliteé.
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Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur (X [T Ll 0TS
S Le Grand Oral

SYNTHESE-

Camille souhaite réaliser des exercices d'apprentissage
par petits groupes de deux ou trois chiens.

Farore ne pense qu'a jouer si elle est trop proche de

Partie B : Algorithme de Welsh-Powell
Pour colorier un graphe, on utilise l'algorithme suivant.
« Etape 1: Lister les sommets par ordre de degré

EEEEEEEE

décroissant. : Banjo, Carousel ou Erald.
« Etape 2: Attribuer une couleur C, au premier sommet :  De méme, Dirka est trés distraite si Banjo ou Farore sont
1 w . . e s
de la liste. - aproximite!
« Etape 3: Attribuer cette méme couleur & tous les Igor ne supporte pas le caractére trop fougueux de
Gipsy.

sommets qui ne sont pas adjacents avec le premier
sommet de la liste et qui ne sont pas adjacents entre Enfin, le turbulent Aéro ne supporte la présence d'aucun
_— + autre chiot, sauf Erald et Hyacinthe.

*  1.Représenter cette situation a l'aide d'un graphe &,

- dont les sommets sont les noms des chiots et relier

: entre eux les chiots que 'on ne peut pas mettre

+ ensemble pour ce travail de groupe.

[ EEEEEEREE

« Etape &4: Répéter les étapes 2 et 3 tant que tous les
sommets ne sont pas coloriés.

Colorier le graphe ci-dessous a l'aide de cet algorithme.

2. Le graphe @ est-il connexe ? Justifier.

3.a. Déterminer un sous-graphe complet d'ordre
maximal du graphe G.

b. Que peut-on en déduire pour le nombre chromatique
du graphe G 7

Partie € : Application : 4. Donner la valeur du nombre chromatique du
. graphe G.

Camille est éducatrice de chiens: elle donne des lecons R _
5. Peut-on proposer une repartition des chiots en

de dressage le samedi aprés-midi. AR .
Neuf chiots sont présents : Aéro, Banjo, Carrousel, Dirka, - f;il;':ﬁl:ideux a trois chiats pouvant traveitiar

Erald, Farore, Gipsy, Hyacinthe et Igot.

2Nz ptig A

Complexes Arithmétique Matrices  Graphes

BB e e e e e s

R

Exercices transversaux en| lien avec ce chapitre :
e

B.E3 et B aRE) p. 238

-
L g

Comme le suggére le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a des questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur I'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Les matrices ont des applications en cryptographie, en 2. 0n se place maintenant dans le plan et on s'intéresse
théorie des graphes mais aussi en géométrie. a la représentation paramétrique d'une droite de

Il existe également des liens entre les matrices et les vecteur directeur u(a ; b) et passant par l'origine du
représentations paramétriques de droites, vues en repere.

enseignement de spécialité mathématiques. Rappeler quelle transformation du plan représente la

1. Soit (d') une droite de l'espace dirigee par le vecteur matrice ( 3 ;1 ). puis calculer ( Iil —01 }(ﬂ)

ula; b;c), avec a, b et e des réels, et passant par ) ) ) b L
le point A(x, ; y, ; z,). Donner une représentation Quel résultat du cours d’'enseignement de spécialite

paramétrique de cette droite, puis justifier qu'on peut mathématiques retrouve-t-on ?
ecrire cette représentation paramétrique sous la forme

X I‘\
— + T B
(_:;r} At l_::I, ou t est un nombre réel et A est une Consulter les fiches méthode de

matrice colonne a déterminer. ce mantiel pour le Grand Ol p. 244
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n Multiplier deux matrices

On considére les matrices 3 x 3 suivantes:

2 31 2 18
A=(1 -1 1)Et!]=(1 2 D).

101 1-10
1. Calculer Ax B.
2. Calculer A x (1,- B) de deux maniéres
différentes,

B Calculer des puissances de matrice
On considére les matrices 3 x 3 suivantes :
011 200
A=(U 0 1) et B=(O 2 0).
000 002
1. Calculer A7 et B2,

2. Montrer que AB = BA.
3.En déduire (A+DB)%

B Utiliser le vacabulaire sur les graphes

On considére le graphe suivant.

1. Ce graphe est-il complet ? Est-il connexe ?
2. Quel est l'ordre de ce graphe ?

1] utiliser une lol de probabilité

On considére une variable aléatoire X dont la loi
de probabilité est donnée ci-dessous en fonction
d'un nombre réel a.

]

P(k=xi] a 0,4 01 |«
i) | |

- R

1. Déterminer a.
2. Calculer l'espérance et la variance de X,

] utiliser une probabilité conditionnelle

Soient A et B deux événements d'un univers tels
que P(A)= 0,4, P(B)=0,2 et P,(B)=0,1.

1. Calculer P(ANB).

2. En déduire PIAUB).

i LLs.fr/MxPP206 )

Prérequis
1. Effectuer des opérations sur les matrices.
2. utiliser les probabilités conditionnelles.

3. Maitriser les suites.
- . Connaitre les généralités sur les graphes.

n Utiliser la formule des probabilités totales

Soient A et B deux événements d'un univers tels
que P(A)=0,4, P, (B)=0,1et P((B)=0,3.
Calculer P(B).

n Déterminer la limite de suites

1. Donner les limites éventuelles des suites
suivantes dont on donne le terme général, pour
tout entier naturel n.

a u, =3"

b.v, = 03"

cw, =(-3)"

2. Soit # un nombre réel fixé.

Déterminer la limite éventuelle de la suite (t,)

définie, pour tout entier n, par ¢, = cos(#").
On pourra distinguer plusieurs cas.

ﬂ Probléme

On considére la suite (1, ) définie par u =1et,
pourtoutneli, u, =05u, +3.

1. Montrer que la suite (v ) définie, pour tout
neli, parv =u —6 estune suite gégométrique
dont on précisera la raison et le premier terme.
2, Exprimer, pour tout n € I, v, en fonction de n
puis u, en fonction de n.

3. En déduire la limite de u.

4.0n admet que la suite (u,) est croissante.
Ecrire un algorithme permettant de déterminer
le rang & partir duquel les termes de la suite (u,)
sont supérieurs ou égaux a 5,5.

Andrei Markov, mathématicien russe, était
surnomme l'enrage. De tendance moderniste,
il s’est illustré par ses sorties contre le tsar
ou contre le clergé orthodoxe. C'est en partie
en cherchant a contredire un contemporain
monarchiste et conservateur qu'il élabora sa
théarie sur les chaines aléatoires qui portent
son nom.

Scanné avec CamScanner



Scanné avec CamScanner



.ACTIVITES

j Suite de matrices - modéle « proies-prédateurs »

Dbje:tif Généraliser la notion de suite aux matrices,

On considére une foréet dans laquelle vivent deux espéces : des lapins et des renards. Les renards sont les prédateurs
des lapins. On observe I'évolution de la population de chacune de ces deux espéces.

Pour tout entier n, on note respectivement r_ et ( la population de renards et de lapins lors de l'année 2020 +n.

Aprés une étude, les biologistes ont déterminé que les suites (1) et (C_) sont naturellement définies, pour tout entier
naturel n, de la maniére suivante:

r,.,=09r, +0,01, r,=10

ic = r 1,010 et ¢, = 10000°

n

- r - w -
o Sionnote X_la matrice colonne {["). déterminer la matrice A telle que, pourtout ne i, X ,, = AX .
e Exprimer, pour tout n € 17, X _en fonctionde A, de X etden,

e a) Afin d’organiser une chasse dans la forét, chaque année, on relache 1000 lapins et on abat 10 renards.
Modifier la relation de récurrence entre X _, et X pour tenir compte de cette information.

n=1
b) Calculer alors X,, X, et X,.

m Dans chacun des cas étudiés au cours de cette activité, expliciter une méthode
permettant d'exprimer, pour tout entier n, X en fonction de n.

[T Chaines de Markov

m Intraduire la notlan de chaine de Markov.

Chaque semaine, un agriculteur propose a la vente un jus de fruit dans une bouteille en verre que les clients doivent
rapporter lors de I'achat suivant.

On suppose que le nombre de clients de I'agriculteur reste constant.

Une étude statistique donne les résultats suivants:
= al'issue de la premiére semaine, la probabilité qu'un client rapporte la bouteille s'éléve a 0,9 ;

* sileclient a rapporté la bouteille une semaine donnée, alors la probabilité qu'il la raméne la semaine suivante vaut
0,95 alors qu'elle ne vaut que 0,2 dans le cas contraire.

On choisit au hasard un client parmi la clientéle de I'agriculteur et on note, pour tout entier naturel n non nul, R _
'événement « Le client rapporte la bouteille de la n-iéme semaine. » et r, sa probabilité. On a donc r, = p(R ).

Partie A : En utilisant un arbre pondéré

0 Déterminer r, etr,.

6 Recopier et compléter l'arbre pondéré ci-contre.

e Justifier que, pour tout entier naturel n non nul, r, , = 0,751, +0,2,

o Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul :
r =01%075""+0,8.
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ACTIVITES

Partie B : En utilisant un graphe probabiliste

0 On E:Ionne ci-dessous le graphe probabiliste correspondant a la situation.
La matrice P, appelée matrice de transition, synthétise e Passage d'un état (R ou R) i l'état suivant.

=R @D ~(0:95 005
""‘--._________________________. L Et P ( 0.2 D.B -

Al'aide du contexte, expliquer le fonctionnement du graphe probabiliste puis le compléter.

e On nate, pour tout n = I, t, la probabilité t, =

_ P(R,) et 7, la matrice ( r, t).
Justifier que, pour tout n e 13", Ty =T, XA

e Aprés avair justifié que, pour tout entier naturel non nul n, r,tt, =1, montrer que Fo.,=075r +0,2
n L

On considére une situation probabiliste ot seulement deux événements se succédent : A et
m son complémentaire A. Comment représenter cette situation a l'aide d'un arbre pondére ?

A l'aide d’un graphe probabiliste ? Déterminer un avantage du graphe par rapport a l'arbre.

| <)) Comportement asymptotique

"1 from ;Endﬁa_imﬁhrt‘
2
3 proba_initiale_A = 0.3
([JITaL rocier e comportement asymptotaue ¢ proba_initiale 8 = 1 - proba_initiale A
d’'une chaine de Markov. 6 pAA = 0.9
e . . AP 7 pAB = 0.1
On considére la chaine de Markov & deux états A et B définie 8 pBA = 0.4
r la matrice de transition P*(O'g t}"I)net ar la distribution = ol w96
pa maltrice ra = 04 0,6 s} Istr 10
initiale 7y =(0,5 0,5), les sommets étant rangés dans l'ordre 11 def etat_suivant(etat):
| atique. 12| if etat = "A":
@iphabétinu 13 if random() < pAB:
= T = " 4 g~
o Représenter cette chaine de Markov 4 l'aide d'un graphe. i'j Ll;::‘“r" .
T e . . 16 et A"
0 Calculer la distribution de probabilité apres une étape 17 ”| e:ntu: ug"-
puis aprés deux étapes. 18 if random() < pBA:
. . 19 | return "A"
e A l'aide du programme ci-contre, conjecturer la 20 elsa:
distribution asymptotique de cette chaine de Markov. 21 | return "8"
22
o En modifiant le programme, estimer si la distribution 23 def etut_nsymptotique{?:_ .
asymptotique est dépendante de la distribution initiale. g; | ,‘fe:::ﬁmsi"‘ proba_initiale_A:
26| else:
On note 7 la matrice correspondant a 27 ] etat = "8" -
2 28 or 1 in range :
la dlstnhut!on asymptotique ohtenu?. 29| | etat = etat suivaniCetat)
Justifier qu'on a = x P = P et interpréter S| L SR etk
le résultat. 31
3z
33 def simule_distribution(n):
34| totol =0
35| for i in range(n):
36| | if etot_osymptotique() == "A":
37 | | total = total + 1
38| resultot = total/n
39| return resultat
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Y cours

D) Suites de matrices U,,.,,=AU,+B

Dans cette partie, k désigne un entier naturel non nul.

I Etude des suites de matrices de la forme U,+.1=AU,

Une suite de matrices colonnes {respectivement lignes) de taille & x 1(respective-
ment 1x k) est une fonction qui, a tout entier naturel n, associe une matrice colonne
(respectivement ligne) de méme taille.

La fonction U définie sur I par n — (;2 ) définit une suite de matrices colonnes de

taille 2 x 1. On a notamment U, = {i ) etuU, = (255 ]

Soient A une matrice carrée d'ordre k et (U ) la suite de matrices colonnes de taille
o

=AU '

ne1 n

u
k x 1définie, pour tout n € 14, par IU
Alors, pourtout ne I, U = A"U.

La démonstration de cette propriété repose sur un raisonnement par récurrence,
On considére la proposition 7, : « U =AU » ol n e I,
En utilisant la définition de la suite (U, ), on démontre que, pour tout k € I, si

U, =A'U,, alors U, ,, = A*"'U, ce qui permet de conclure.

Remarque: De
méme que pour

les suites nume-
riques, les suites de
matrices peuvent
étre définies de
plusieurs maniéres.
En particulier, elles
peuvent étre définies
par la donnee de
leur terme général
Ou par récurrence,

Remarque:La
formule obtenue est
analogue a celle déja
connue sur les suites
géométriques.

[otmonsTRATION ]

Anplication et methode

Soient A la matrice (_11 ;) et (U ) la suite de matrices colonnes définie par U, =(:) et,pourtout nell, U, =AU .

1. Calculer U,.
2. Exprimer, pour tout n € Ii, U, en fonction de A et de n.

3. A laide de la calculatrice, calculer U,

||||||||||||||||||||||

1. La relation de récurrence donne
u,=a,=(7 3)%(3)=(%)

1 o\ 2/7 1\ 6 .
2. Pour tout entier naturel n, U, =A"U = A" x [1 )

-12\" 4\ (12782
12 "(1): 22234)'

Méthode

3.0n a ainsi U, =A"x )=

| Pour s'entrainer i exercices 24 et 25 p. 220 | ler une puissance de matrice.

La méthode est essentiellement la méme que celle utilisée pour
les suites numériques : on utilise la formule de récurrence afin
de calculer les termes successifs a l'aide du calcul matriciel.
Pour éviter les calculs trop longs, il est également possible
d'utiliser I'egalité U = A"U, qui nécessite toutefois de calcu-
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COURS -

I Etude des suites de matrices delaforme U, , =AU, + B

On note dans la suite A une matrice carrée d'ordre k telle que A—1, estinversible et
B une matrice colonne de taille & x 1.

Propriétes
Soit (U ) une suite de matrices colonnes de taille k x 1dont le premier terme est
la matrice colonne U et vérifiant, pour tout entier naturel n, U__, = AU _+B.

Remarque:Si A—1
est non inversible

On définit également la matrice colonne C=—(A—1,)7"B et, pour tout entier et B non nul, alors
naturel r, la suite de matrices colonnes (V ) de terme général V. =U _—C. la suite U se

. .. I =U_—-C . comporte en partie
Alors la suite (V) vérifie | 1/ 1 ~"Ay et, pour tout entier naturel n, V, = A"V, ou complétement

comme une suite

Par ailleurs, pour tout entier naturel n, U =A"(U,—C)+C. e
“ 2 arithmetique.

Ifh!ﬂﬂﬂﬂﬂlll]ﬂ Voir exercice [ |-/ p. 223.

Dans l'activite I'I, la deuxiéme modélisation amenait a ['étude d'une suite matricielle
0,9 G,m) _( =10
-1 1,01 “\1p000 /"

] de déterminant det(A—1,)= 0,009 # 0 donc A—1, est inversible.

delaforme U _ =AU +Bavec A :(

_{-0,1 0,01
A-l, '( -1 0,01
On peut donc utiliser la propriété pour expliciter le terme général de la suite (U ).

Application et methode

=AU _+B, avec A=(0'95 g )etB=( . )

; P Lp 10
Soit (U ) la suite définie par Un=(2n)et, pourtoutneld, parU__ 0 11 e

1
1. Calculer U,.

2. a.)ustifier que A—1L, est inversible.

b. Calculer C=—(A-1,)'E.

3. Montrer que la suite (V) définie pour tout entier naturel n par V, = U_—Cvérifie V_ ,=AV,.
4. En déduire le terme général de (V ) puis calculer U, .

1U,=aU,+B=(22)+(2 )= 11'5)

2 -1/

0.0 Méthode
2a. A1, =( 0 01 ) et det(A—1,)=—0,005 # 0 donc A -1, est inversible. La méthode utilisée dans ce type
m . [720 Oy 2\ (40 d'exercice correspond a celles
b.c=—a-L)"B=—{"o" 10 )(5)=(5) Ctndices :
3.Pourtoutnell,V,_ =U  —-C=AU +B-C=A(V +C)+B-C, = dans les chapitres sur les sultes

Ainsi, pour tout n €1, V,,, = AV, + AC+B—C = AV +B+(A—T)C. potr {es calculs de termes;

= dans le chapitre de calcul
=A\'n+l]+{A—I]{—(A—I)"H) ’

Onaalors V__ i . X
n matriciel pour les égalités

1

etainsi, pourtoutne M, V__,=AV +B-B=AV,_ matricielles.
. =30
Par ailleurs, V. =U —-C= 10 )
© . . 0,95 0 \"f-30 . 22,04
] = A" = =V =
4, Ainsi, pour tout entier naturel n, V, = A"V ( 0 1’1] { 10 ) Puisque U, =V, +Calors U, = (35’% .

=

| Pour s'entrainer : exercices 2¢

el 27 p. -‘i;r]l
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B cours

72 Chaines de Markov

I péfinitions et aspect probabiliste
| Définitions |

Un graphe pondéré est un graphe dans lequel chaque aréte est affectée d'un
nombre réel positif appelé poids de cette aréte.

Un graphe probabiliste est un graphe orienté pondéré par des réels compris entre
0 et 1 et dans lequel la somme des poids des arétes issues de chaque sommet est
egalea .

EXEMPLE 0,78
- —

Le graphe suivant est un graphe probabiliste a deux 02 @

états (C et T).Ona 0,22+ 0,78 =1et 0,47+ 0,53 = 1. 0.53

Une suite (X))

n>0

{a; b} (respectivement dans {a; b;c}),ona:
Pyyms X, =xy, Xy Xkt = Xpeon) TPy = (X T X0 5)
La probabilité Px, =5, (X411 = Xi.q) S'appelle probabilité de transition de l'état x,
alétatx, .
Lensemble {a ; b} (respectivement {a ; b ; c}) est appelé espace des états.

Illustration a l'aide d'un graphe probabiliste :

On peut représenter une chaine de Markov a ['aide d'un graphe probabiliste. Chague
sommet représente un état de la chaine de Markov et les poids portés par les arétes
orientées représentent les probabilités de transitions.

Graphe d'une chaine de Markov a deux états Graphe d'une chaine de Markov a trols états

p!(|=|l(xl.'+'l = b] = pu_h PK‘ =:(xl-+1 o h} = pr,lr

r"-_-—_—__—_-‘-“
p.r.dcai-..__________________.-'@:)ph. L

pﬁ.u

212 @ | LLS.fr/MXPP212

Qo

de variables aléatoires est une chaine de Markov a deux éetats a et
b (respectivement a trois états a, b et ¢) lorsque, pour tous x,, x,, ..., X, , x,,, dans

Remarque ; La défini-
tion d’'une chaine de
Markov signifie que
les états passés n‘ont
aucune influence sur
les états futurs : seul
I'état présent a son
importance.

Remarque : Les
variables aléatoires
(X, ) ne sont pas
nécessairement a
valeurs réelles.

Remarque: La
somme des proba-
bilités de transition
issues d'un méme
état est égale 2 1.
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COURS

La distribution initiale d'une chaine de Markov (X ) est la loi de probabilité de X .

Application et methode

Ike n'aime pas prendre le bus pour aller a l'école et préfére prendre son vélo. Il n'utilise pas d'autre moyen de locomotion.

Chaque jour de la semaine, il va a l'école en bus avec une probabilité de 0,8 s'il ne I'a pas emprunté la fois précédente
et avec une probabilité de 0,3 sinon.

Représenter la situation par un graphe probabiliste.

lmc:e—"""_______"""*@:) 02 Méethode

» Onrepére en premier lieu le nombre d'états : on en a ici deux.

» 0n construit alors un graphe probabiliste & deux sommets (un pour
chagque état) et on traduit les probabilités de I'@noncé sous forme de
pondérations dans le graphe.

O = = U —
[I'd_uJ_u,L'_‘____qi_?E.:(-'.Ji'..{!-:'l_-\‘d__.i.'qt:_j,“ f._qll

= Oncompléte en utilisant le fait que la somme des probabilités portées par
les arétes issues d'un méme état vaut 1.

) Représentation matricielle d'une chaine de Markov

| Définition _ Remarque : s

le programme, on
se limite au cas ol
n=2Zoun=3.

On considére une chaine de Markov a n états, numératés 1; ... ; n, et on note
E={1;...; n} l'espace des états.

La matrice de transition P associée & cette chaine de Markov est la matrice carrée
d’ordre n telle que, pour tout i € E et pour tout j € E, le coefficient p, ; correspond
a la probabilité de transition de ['état i vers l'état j.

IXEMPLES
Do fert | Remarque: La
1. La chaine de Markov représentée ci-contre par distribution initiale
un graphe probabiliste a pour matrice de peut etre représen-
05 05 0,5 tée par une matrice
K ¥ 1 . .,.--"_'___‘__'_“--‘ = -
transition (D 3 02/ 0’5 @Du_z ligne, souvent notée
H ' -—
0,8 T, dontle k-iéme

Le coefficient surligné 0,8 indique que la conbctart corres-
probabilité de passer de l'état 9 a letal@ 01 pond 4 la probabilité
vaut 0,8. : de 'état & & l'instant

initial.
2. La chaine de Markov représentee par le
graphe probabiliste ci-contre a pour matrice de 0,4 0,4
0,5 0,1 0,4 03 01
transition |0,7 0,2 0,1 ‘ 0,7
= ~@

03 0,4 0,3 C@ J
0,5 0,1 02

¥
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COURS

1. Les coefficients de la matrice de transition d'une chaine de Markov sont des
nombres appartenant a l'intervalle [0 ; 1].

2. La somme des coefficients d'une ligne donnée de la matrice de transition est
égale a 1.

B} Evolution d'une chaine de Markov

I Etude sur plusieurs rangs

Remarque : Une

chaine de Markov est

On considére une chaine de Markov (X ) dont on note P la matrice de transition donc enticrement

associée et 7, la di_stribution initiale. On note = laloide X . déterminée par sa
On a, pour toutentiern, =, ,=x Petx =x P distribution initiale
el par sa matrice de
[ : transition.
UIHUHEIRHTIHH Voir exercice /| p. 227.
EXEMPLE
On considére la chaine de Markov deéfinie par le 07 Remarque : Le
e ._ " - " ] ¥ 7 N
-gr?u_:ihe probabiliste ci-contre et par la dlstrll:l_u.tl_on 0'3(:0‘—-———*“@0.1 cc:eﬂliment d mcllt.:e
initiale x,=(0,5 0,5). Alors la loi de probabilité -T (i,7)de la matrice
de X_ est donné Y p _(0.3 0,7 ' P" correspont a la
e A, estaonne parr, = o, B avet ¥ =g 9 0,1 ) probabilité de passer
On a.ams1 = (.I]I,S‘?E 0,424 ), . de létat { a létat j
La loi de probabilité de X, est donc la suivante, eh 1t tratisiians.
[ . 1 2 [
l Jelo | 0576 | o424 |

On reprend l'exemple précédent. Le lundi, premier jour de I'année scolaire, ke va a I'école en bus avec une probabilité
de 0,5. Quelle est la probabilité qu'il aille & I'école en bus le jeudi de cette méme semaine ?

En rangeant les sommets dans 'ordre alphabétique, la matrice de

transition est P = (g: g':) et la distribution initiale correspondant Methode
. I . . = On détermine la matrice de transition liée au
au lundi ?e la rentree est 7, = (0,5 0,5). On veut donc determiner graphe probabiliste.
3™ %o i * On calcule ensuite la puissance de la matrice
Orpi= GEAES 06525 ) donc 7 =(0,5375 0,4625). de transition qui correspond au rang pour
i AL ipL s e n—— . lequel on veut trouver la distribution de
La probabilité qu'lke aille & I'école en bus le jeudi de la semaine de probabilité.

la rentrée est donc de 0,5375.

P ———— R T o -
]I POUT S'entrainer: ExXercices 33 "'-f'ill‘..' ’f*]

2% W | LLS.fr/MXPP214

Scanné avec CamScanner



) Distribution invariante d'une chaine de Markov

Propriéte (admise)

Soit (X, ) une chaine de Markov a 2 ou 3 états de matrice de transition P.

Il existe au moins une distribution initiale = telle que =P = .

Une telle distribution est appelée distribution invariante de la chaine de Markov.

EXEMPLE

On considére une chaine de Markov dont la matrice de transition est P =[
Alors ¥ =(0,6 0,4) est une distribution invariante.
04 0,6
En effet, zP =(0,6 0,4 }( 0.9 0.1
=(0,6x0,4+04x09 0,6x0,6+0,4x0,1)
=(0,6 04)
=IX.

On considére une chaine de Markov (X,) dont on note P la matrice de transition

etm, la distribution initiale.

Pour tout entier naturel n, on note x_ la distribution de X .

Si P ne contient aucun 0, alors la suite de matrices lignes () converge vers

l'unique distribution invariante de la chaine de Markov.

On reprend l'exemple précédent.
Déterminer la probabilité qu'lke aille & l'école en vélo a trés long terme.

COURS -

Remarque : On parle
aussi d'état stable de
la chaine de Markov,

Remarque : Lexis-
tence de la distri-
bution invariante
peut également étre
démontrée pour une
chaine de Markov
ayant un nombre
d'états quelconque.

04 0,6
09 01

)

Remargue : Dans le
cas ol la matrice

de transition ne
contient pas de 0,

la distribution inva-
riante s'interpréte
de la méme maniére
gu'une limite de
suite.

La matrice de transition P ne contient pas de 0 : il existe donc une
unique distribution invariante .

Sion note ¥ =(x y) cette distribution invariante, alorsona x+y =1
et la relation =P = x, c'est-a-dire 0,3x+ 0,8y = x et 0,7x+ 0,2y = y.
Les deux derniéres égalités se ramenant en réalité a la méme
equation, on ne va travailler qu'avec les deux premiéres, soit
03x+08y=x —-0,7x+0,8y=0
x+y=1 x+y=1"
7

c'est-a-dire [
Ce systéme a pour solution (x; y)= (% ;

La distribution invariante est donc = = ( 5 15

La probabilité qu'lke aille a l'école en vél

Méthode

La notion de distribution invariante permet de
modeéliser cette notion de « long terme ».

On commence par noter {x y ) la (lorsqu'elle
est unique) distribution invariante puls an
remarque qu'en doit avoirx+y = 1.

On traduit ensuite sous forme de systéme

la relation ;7P = i : on obtlent alors deux
nouvelles relations qui s'avérent étre équiva-
lentes.

On dispose donc au total de deux équations
qui nous permettent de trouver x et y.

5 7
0 & trés long terme vaut 15

[i-:.“.: ir s‘entrainer: exercices 35 et 36 p. 221
B P T
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LESSENTIEL

 FICHE DE REVISION

@ Etudier une suite de matrices colonnes U,, =AU _+B.Celapermetde:
v étudier des couples de suites (u, ; v, ) définies par récurrences croisées ;
v étudier un systéme dynamique tel que le systéme proie-prédateur,

0 Associer un graphe a une chaine de Markov. Cela permet de :
v visualiser les probabilités de transition et ainsi obtenir la matrice de transition P ;

v trouver les probabilités de transitions manquantes en prenant en compte le fait que la somme des
probabilités sortantes d'un état vaut 1.

© Etudier une chaine de Markov sur plusieurs rangs. Cela permet de:

+ connaitre la distribution de probabilité =
transitions ;

., =P dela chaine de Markov aprés un nombre donné de

v calculer la distribution de probabilité aprés n transitions en utilisant 7, = 7, x P".

© Trouver une distribution invariante 7 d'une chaine de Markov, c'est-a-dire une matrice ligne vérifiant
7 = P, Cela permet de:
v déterminer une distribution asymptotique de la chaine de Markov ;

v déterminer la distribution asymptotique de la chaine de Markov lorsque la matrice de transition P ne
contient pas de 0.

[ a e ———

- m CARTE MENTALE

Modélisation par un graphe

p-l‘.C'

o

pr,u Pr,?]
pd.r ph,r
Ph.u
- O
P

nO

Pnr, ]

pﬂ.ucoq 5 - Ph,b
b,a

[Alurs U, =A"X UuJ

Si U:'H'I = "\UH

b Py

~ A

SUITE DE MATRICES SUITE D_E MATRICES LIGNES :
COLONNES CHAINES DE MARKOV
| !
Modélisation par une matrice de transition

[ SivU,, =AU, +B ]

Et si (A —1) estinversible

St

[Dn note C= —(A - l]"ll]

|

e

EtonaU =A"U,-C)+C

pﬂ pu,n's Pu,c
=, P Puﬁ — i
r=(he b ovr= (i v i)

Pr,u ch'- Pr.:

Evolution :
A =T, %P —
W, =Ty X pr

Distribution invariante :
r=nrP

Téléchargez cette fiche de révision au format PDF sur [ lls.fr/MXPfiche?
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@ Retrouvez plus de QCM pour réviser sur(lls.fr/Mxpacm7

La suite de matrices (U _)définie, pourtoutn & I,

wLm%ﬂ

,,+1=AUH+B'WECA=(E ;)EtB=(;)vériﬁe;

0 u,-(;) Ov.-(;)
Osiv =U, + (';1 ), alors V., = AV .
(d V. =U + (_11 )r alors vV, =AV,,

La somme des coefficients des arétes orientées
qui sont issues d'un sommet d'un graphe représen-
tant une chaine de Markov vaut ;

Qo 07 @ (d B

AUTO-EVALUATION-

m Quelle est la 09

matrice de transition
0,1
de cette chaine de Co

@06

0.4
Markov ?
(05 o5 o3,
(0% os) O(0 o

On considére une chaine de Markov associée &
0,2 0,4 04
la matrice de transition B = lﬂ.s 0,2 0,3
0,8 0 0.2
P,=(0,5 0,4 0,1).ladistributiona P, est:

. On note

©r,=(038 028 034) Q) P,=(045 022 0,42)
= s
Or-10  @r-(}14)

m an s ST [Une ou plusieurs bonnes réponses par question]

Pour les exercices [ 5] a [, on donne la matrice P =(

On peut affirmer que :

_ {72 65 (65 72
0"'_{13? 137 * 0"‘-_(13'.' 137
@ il existe une unique distribution invariante x pour
la chaine de Markov.

) il nexiste pas de distribution invariante pour la
chaine de Markov.

On note =, =(0,5 0,5) la distribution initiale.
Ona:
© =, =(0,465 0,535)

©r~,=(04731 05268) @ n, =7

O =, =(0,47795 0,52205)

Probleme

Le graphe probabiliste ci-contre représente une chaine de Markov, p

représentant un nombre réel compris entre 0 et 1.

1. Déterminer p et en déduire la matrice de transition P.
2. Calculer P? et P,

3. En déduire la distribution de probabilité aprés trois étapes de cette
chaine de Markov pour une distribution initiale 7, =(0,7 0,5 0,4).

0,28 0,72
0,65 0,35

) associée a une chaine de Markov.

La distribution de probabilité au bout de dix
transitions d'une chaine de Markov de distribution
initiale T, et de matrice de transition P est:

-— 10
O-=-pr (b E A
© une loi de probabilité. €) impossible a prévoir.
On considére une chaine de Markov associée

a la matrice de transition I,. Alors une distribution
invariante :

Oestr=(05 0,2 0,3).
@) n'existe pas.

Oestz=(10 0).
Oestx=(001).

0,5

AN
£ C;@ :i Q>n 3
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TD INE ' CE: Retrouvez plus d’exercices
LA L dans notre cahier d'algo

Algorithme de Ehrenfest Sl

On considére deux urnes A et B et un entier N = 1. Dans l'urne A se trouvent N boules numérotéesde 0a N-1.
On répéte n fois les actions suivantes:
= choisir au hasard un nombre entre 0 et N—1;

= placer la boule ayant ce numéro dans l'urne od elle n'est pas.

m Simuler 'évolution du nombre de boules dans chaque urne aprés
un grand nombre de tirages a l'aide d'une des deux méthodes.

[aso

' N i o
: : : _ [PYTHON
METHODE DE RESOLUTION 1 | TABLEUR METHODE DE RESOLUTION 2 | PYTHON
Dans le tableur ci-dessous, chaque colonne repré- On considere le programme Python suivant qui
sente la situation des boules a une étape donnée. simule l'expérience.
La zone en vertindique la boule que l'on change ("1 from rondon isport®
d'urne a 'étape considérée. Dans les lignes 3 a 14, 2
un 1indique que la boule se trouve dans l'urne A et i : i ;ge;qj:ﬂ;:’cso‘:}:éu
un 0 indique que la boule se trouve dans l'urne B. Au 5
départ (Etape 0), toutes les boules sont dans 'urne A. '_c'_-;iei‘ bculeus sant toutes dens l'urne A cu départ.
¢ BoUles =
1 a ] [ o [} ¥ G 3 i
—d & for j in range(N):
1 N Etape 0| E2ape 1 |E2ape 2| Ctape 3| Elapa 4 q Boa‘les uwinfi(;
i 12 |Boulsi changer [ 10 ? [ 10 ’
: pov L) L 11 #Chorsir une boule et la changer d'urpe.
! : 12 for 1 in range(n);
: : - 13 nureéra = ...
; = - 14 if Boules[numero] = 1:
- - - 15 Boules[numera] = ...
: . 5 16| else:
o = s 7 Boules[numero] = ...
18
:l : : 19 2(ompter 1o proportion de boules dans 1'urne A,
9 10 A 20 compteur = Q
- T 3 21 for k in Boules:

2 compteur = compteur + k
1. Recopier cette feuille de calcul (sauf les nombres :
dans la zone verte) et écrire dans la cellule D2 une '
formule permettant de choisir au hasard un nombre

entier compris entre 0 et N—100 N désigne le

proportion = float{compteur/N)
5 print{proportion)

-
3
-

1. Que modelise la variable Boules ?

nombre situé en A2. 2. Recopier le programme et compléter les lignes 13,
Etirer ensuite cette formule vers la droite. 15 et 17.

2. Quelle formule doit-on écrire dans les cellules D3 3. Utiliser le programme pour déterminer, au bout

a D14 pour que la boule considérée change d'urne de 1000 tirages, la proportion de boules dans

si, et seulement si, son numeéro est celui qui se chaque urne.

trouve en D2 ? Etirer ensuite cette formule vers la 4. Recommencer plusieurs fois cette simulation et
droite afin de modéliser l'évolution de la position comparer les résultats obtenus.

des boules pour 100 étapes. 5. Reprendre les questions précédentes avec

3. Calculer dans la ligne 15 la proportion de 1 (donc différentes valeurs de N et de n.

de boules se trouvant dans l'urne A) a chaque N - s
etape.

4. Vers quelle valeur cette proportion semble-t-elle

converger ? Pour aller plus loin

5. Tester cette hypothése en augmentant le nombre
Voir exercice [ =] p. 229.

d'étapes simulées.
\ S
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Algorithme de PageRank

On considére le graphe orienté ci-contre. Un internaute est placé initialement a @ @
t = 0 sur le site a. Chaque minute, il choisit un site vers lequel il se dirige. Chaque s /’
lien possible est équiprobable : ainsi, & # =1, il a une probabilité égale a 0,5 d'étre
en b et une probabilité égale & 0,5 d’étre en d.
Questions preliminaires : / \

»

1. Quelle est la probabilité d'étre en c au temps t =2 ? @

2. Quelle est la probabilité d'étre en @ autemps ¢ =2 ?

En assimilant les probabilités aux fréquences abtenues
au bout d'un temps trés long, on attribue une pondéra- I.HB
ion 4 i ( YIH[] )
tion & chaque sommet du graphe qui permet de classer B . L
e ErHoEDeRisouumoN | YTHON
Le programme suivant permet de déterminer
les pendérations de chaque site.
Découvrir un algorithme PageRank 1. Compléter la fonction promenade quisimule les
al'aide d'une des deux méthodes. 1000 premiéres minutes de la navigation du surfeur.
" 1 import random o
2 def promenade():
( bi 32 Stmule les 1000 premiéres minutes de la
marche aleatoire et renvoie le sommet sur
- lequel est le surfeur a la fin.
1. Ecrire la matrice de transition P associée au 4| sommet = "g"
graphe prababiste | oy o 1
2. a. Recopier la feuille de calcul suivante. 7 1f sommet == "a":
8 if alea < 0.5:
)l & B | € D] E F |l 6 H i 4| 9 somet = b
1 0 Jos| 0 [o5] 0 .
2 1100 0o ﬁ e
3 0 1 0 [1] 0 5 i B
4 0.333] 0 [0.333] 0 [0,333 1 elif ...
s 025]025]025]025] 0 131 elif ...
B [} 05 0 05 0 14 elif ...
7 1 0 0 [] 0 15 else:
e o|j1]Jolo]o 16 | -
9 0333 0 (0333 0 |0333 J:? return sommet
w 025|025|025(025| O . . X i
. 2. Simuler, avec la fonction PR a compléter
':':YQ”E"‘"' f;orm[ule ?ﬁ”:;g ecrira cliainsvta;f!?lule F6 et ci-dessous, la navigation de 1000 surfeurs, f!t en
elirer sur a plage Fo:}10 pour obtenir 1= déduire une estimation de la probabilité d'etre sur
c. Compléter les cellules de la plage F11:)15 en s'ins- chacun des sites au bout d'un temps trés long.
pirant du contenu des cellules de la plage F6:J10 19 def PRO):
afin d'obtenir P*. 20| effectifs = 5°[@]
Calculer ensuite P* sur la plage F16:)20. 21| surfeurs = ...
. . . R 22 for surfeur in ...:
3. En déduire une estimation de la probabilite, au 23 sommetfinal = prmenndc()
bout d'un temps trés long, d'étre sur chacun des 24 if sommetfinal == "a”
: 25 effectifs[ﬂ] = effectifs[a] + 1/surfeurs
sites.
26 elif .
4, Cette probabilité dépend-elle du choix du site de 27 elif ...
départ ? 28 elif ...
9 ) 29 else:
30 ..
31| return effectifs
3. Modifier le programme pour vérifier que le
choix du site initial ne modifie pas les probabilités
obtenues dans la question précédente.

\ J
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o TRAVAILLER LES AUTOMATISMES

11-1 Expliquer pourquoi la somme des coefficients
d'une matrice de transition d'une chaine de Markov
a deux états est egale a 2.

1 compléter le graphe probabiliste ci-dessous

‘C@‘ @3

[_g'_ On considére une chaine de Markov a deux
. 0,2 .. . o
etats et P = (0‘3 0.7 ] sa matrice de transition dans

laquelle un coefficient a ete efface.
Déterminer le coefficient manquant.

Em Déterminer, en justifiant, si
l'affirmation suivante est vraie ou fausse.

« Une chaine de Markov a deux états peut toujours
se représenter sous la forme d'une matrice 2 x 2
contenant uniquement des nombres compris dans
lintervalle [0;1]. »

[-'_-:'_- On considére une chaine de Markov

modélisée par le graphe ci-dessous.
.CO 0> -

1. Donner sa matrice de transition.

2. Montrer que toute distribution est invariante.

Eﬁ Parmi les affirmations suivantes,

déterminer, en justifiant, celles qui sont vraies.

1. « Dans la représentation graphique d'une chaine
de Markav, la somme des coefficients des arétes
entrant dans un sommet vaut toujours 1. »

2. « Dans la représentation graphique d'une chaine
de Markov, la somme des coefficients des arétes
issues d'un sommet vaut toujours 1. »

3. « Dans la représentation graphique d'une chaine
de Markov, la somme des coefficients de toutes les
arétes vaut toujours 1. »

4. « Dans la représentation graphique d'une
chaine de Markov, la somme des coefficients des
arétes pointant vers leur sommet d'origine est
toujours 1. »

associé a une chaine de Markov a deux &tats A et B.

220 B [ LLS.fr/MxPP220

Suite de matrices

=it I " 14 ’
4! Soient A la matrice [5 9 ) et (U )lasuite de

—0,5

-0.25 ) et, pour

matrices colonnes définie par U, =(
toutneM, U, ,=AU,.
1. Calculer U,.

2. a. Exprimer, pour tout n € i, U_en fonction de A et
de n.

b. En déduire la valeur de U..

-— . . (—3 1 ,

[;-_1-,‘_ Soient B la malrlce( 2 3 ) et (V ) lasuite de
. o s -1

matrices colonnes définie par VD:( 0 ) et, pour tout

nell,V =BV

1. Calculer V et V,.

2, a. Exprimer, pour tout n € I{, V_en fonction de B et
de n.

b. Calculer le terme Vi

[_J__ Soit (U, ) la suite de matrices colonnes définie par
-1 .
U, :( ) ) el, pour tout entier naturel n, U__ =AU +B,

avec A:(g g}elB:(;).

1. Calculer U..

2, a. Justifier que A—1, estinversible, puis déterminer
la matrice (A—1,)""
b. Calculer C=—(A—1,)7'B.

3. Montrer que la suite (V) définie, pour tout entier
naturel n, par V. =U_—Cvérifie V_ _ =AV .

&4, En déduire le terme général de (V) puis exprimer,
pour tout entier naturel n, U_ en fonction de n.

5. En déduire U,.

Soit (U ) la suite de matrices colonnes définie par
1 -
U,= (_1 ) et, pour tout entier naturel n, U,.,=AU_+B,
2 1) 1]
avec A:(S )t B:(.I).
1. Calculer U et U,.

2. a. Justifier que A—1, est inversible, puis determiner a
la calculatrice (A—1,)"".

b. Calculer C=—(A—1,)7'B.

3. Montrer que la suite (V) definie, pour tout entier
naturel n, par V_=U_—Cvérifie V__ =AV .

&4, Exprimer, pour tout entier naturel n, V,_en fonction
de n et de A,

5. En déduire une expression de U_ en fonction de n et
de A. Calculer alors U,.

Scanné avec CamScanner



Graphes probabilistes

“1.. Représenter la situation suivante par un graphe

probabiliste.

Un professeur ne donne pas toujours du travail a faire a

la maison :

= lorsqu'il en a donné a la fin d'un cours, la probabilité
pour qu'il en donne a la fin du cours suivant est égale
anz;

« s'il n'en a pas donné, la probabilité pour qu'il en
donne a la fin du cours suivant est égale a 0,85.

[:: Déterminer, en justifiant, si les graphes suivants
correspandent a des graphes probabilistes.
0,2

wC®_ 0 C@Dw

01

0,15
dC@® . @Doss
03

12
2c@® 000 0D
0,7

Chaines de Markov

On considére la chaine de Markov définie par le
graphe probabiliste suivant et par la distribution
initiale =, = (0,5 0,5).

0,1

08 @ @0

02

1. Donner sa matrice de transition P.
2. Montrer par récurrence que, pourtout n M, ona:

1+2x07" 2-2x%07"
PII: 3 3
1-0.7" 2+0,7"
3 3

3. En déduire la probabilité de I'état 1 aprés 100
itérations.

f 1 On considére une chaine de Markov a trois états et
0,2 0,1
P=|03 0,1
. 0109

trois nombres ont été effacés.
Déterminer les coefficients manquants.

sa matrice de transition dans laquelle

==

~=r- Représenter par un graphe la chaine de Markov
02 05 03
0,9 0,01 0,09].
0,11 0,77 0,12

dont la matrice de transition est P =

B Martin a une vie professionnelle agitée. Chaque

année, il est susceptible de travailler a Abu Dhabi ou a

Bangkak.

« s'il travaille & Abu Dhabi, la probabilité qu'il y reste
l'année suivante vaut 0,7 ;

= s'il travaille en Thailande, la probabilité qu'il
déménage a Abu Dhabi l'année suivante vaut 0,3.

1. Compléter le graphe probabiliste suivant modélisant

cette situation.
C Abu Dhabi .’:)

2. En considérant que Martin est actuellement a Abu
Dhabi, quelle est la probabilité qu'il y soit dans deux
ans ? (Il peut avoir séjourné a Bangkok entre temps.)

F_:' On considére une chaine de Markov a deux états

A et B vérifiant les conditions suivantes :

« |a probabilité de sortir de l'état A est le triple de la
probabilité d'y rester;

« la probabilité de quitter l'eétat B est 0,7.

1. Représenter cette chaine de Markov a l'aide d'un

graphe probabiliste et déterminer la matrice de

transition associée.

2. Si la distribution initiale est 7,=(0,8 0,2), quelle

sera la distribution aprés trois itérations ?

Distribution invariante

e

<= On considére le graphe probabiliste ci-dessous.

06 @ O o

1. Compléter le graphe.
2. Ecrire sa matrice de transition P.

3. Montrer que ¥ ={0,6 0,4) est une distribution
invariante de la chaine de Markov associée.

¢[- On considére une chaine de Markov dont la
02 0,8
05 05/

1. Justifier qu'il n'existe qu‘une distribution invariante a
cette chaine de Markov.

matrice de transition est P = (

2. Déterminer par le calcul une distribution invariante.
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'ENTRATNEMENT

\___mmwcmnu]

[ Suites de matrices
Ur|+1 - AUII +B

r_r-r On considére la suite de matrices (U, ) définie
par son premier terme U, = { ) et, pour tout

0.8 02

entier naturel n, U, =AU _,ol0 A= ( 05 05/

1. Calculer U, et U,.

2. Déterminer toutes les matrices V, de taille 2 x 1
telles que AV, =V,

r'?—- [Raisonner]

On considére la matrice A= ( 1 1

Déterminer la matrice colonne B pour que la suite
de matrices de premier terme X, = {_34 ) et définie,

pour tout n € [, par X ,, = AX_ + B soit constante.

[-?m On considére la suite de matrices (X))

I 1 .
définie par X, = ( 0 ) et, pour tout entier naturel n,
-1 0,5
0,1 Jetn= (0,9

5,81
=5,521

X,.,=AX, +B,od A=,
On a alors:

. 1 .
1"\:=(2.7J &X,=

xf(-s.'zz) ~ }:J=(g::)

l'l:'-'. [calculer]

Soient (u,) et (v, ) deux suites définies pour tout

n W= II + l‘."
entier naturel n par (L -u” Ln.
u,= 1; U, = 2

u
1. Pour tout entier naturel n, on note W, la matrice (v )

Justifier que, pour tout entier naturel n, on peut écrire
W_., =AW ,ou A est une matrice a préciser.

2. Calculer W, et en déduire la valeur de u, et de v,
3. Exprimer W, en fonction de A et de n.

4. Calculer, a l'aide de la calculatrice, W,,

Quelle conjecture peut-on faire sur la limite éventuelle
de (u,)et(v,)?

222 W | LLS.fr/MXPP222
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Parcours 1: exercices &1, 45; 54 ;57 ;68 el 70
Parcours 2 : exercices 47 ; 62 ;65 el 74
.Q Parcours 3 : exercices 46 ;58 ;72 el 77

p—
Ll [Calculer]) @ €
Soit (u,) la suite définie par u, = u, = 1et, pour tout
entier naturel n, u

1. Calculer u, et u

ne2 = uno1 + un'
d u
2. Pour tout entier i, on pose X =( ol ').
bl
a. Déterminer la matrice X,.
b. Justifier que la suite de matrices (X, ) vérifie, pour
tout entier naturel n, X, = AX, ou A désigne la
. 11
matrice A= (1 0 ]
c. En déduire, pour tout entier naturel n, X en fonction
de A etde n.

d. Calculer, a l'aide de la calculatrice, X, et en déduire
la valeur de u,, et de u,,.

Remarque : La suite étudiée dans cet exercice est lasuite de
Fibonacci,

—r—

{2 F< [Raisonner)

L

o i 01 0O .
On consideére la matrice A=(0? _0’32 ) ainsi que la

matrice colonne Z = (;) dans laquelle x et y sont des
nombres réels vérifiant N(Z)=x"+y’=1etxy > 0.

1. Montrer que 0 =< N(AZ) = %—NIZ}.

2. Montrer a l'aide d'un raisonnement par récurrence
que, pourtout ne [, 0 < N(A"Z) < E‘In

3.En déduire lim N(A"Z)=0.

[Calculer,]

On considére la suite définie, pour tout nt € 14, par
u, =1, u, = 1et, pour tout entier naturel n,

L

|1
1. On définit la suite de matrices (X ) par X H( J‘)

Montrer que, pourtout ne li,ona X, ,
est une matrice que l'on précisera.

=MX, o0 M
2. Montrer que, pour tout ne I, ona X, = M"X_.

(Ti- [Calculer)
On considére une suite de matrices (U_) définie par son

. 64 .
premier terme Un =( ] et, pour tout entier naturel n :

Unn=(o 05)0t (G )
1. Calculer U, U, et U,.

2. Conjecturer une expression du terme général de cette
suite en fonction de n,

3. Prouver cette conjecture.
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L5 [Catculer] @ 0

Soit(U, ylasuite de matrices définie, pour tout entier naty -

20 098 0 o 2
rel n,parUu=(30]etUﬂ“= 0 095 0 U+l s )
60 0 0 12 =10

1. En choisissant astucieusement les nombres réels «,

B et y, déterminer une suite de matrices (V ) telle que
o«

V,=U, - {ﬁ ), et une matrice carrée A d'ordre 3, telle
que, pour tout entier naturel n, Vi = AV .

2. Déterminer V, et exprimer, pour tout entier naturel n,
V, enfonction de n.

3. Exprimer alors, pour tout entier naturel n, U en
fonction de U, de n et de A.

4. En déduire U,,.

e ¥
Ll [Calculer] @ @ @

Soit (U ) la suite de matrices définie, pour tout entier

naturel n, par U,.,=AU_+B et de premier terme
2

201 -1
UU=(2)aVECA=[D 2 ﬂ)eth —1}.
2 002 -1

1. En choisissant astucieusement les nombres réels a,
B et y, déterminer une suite de matrices (V_) définie,

a
pour tout entier naturel n, par V_= U, - (.6') et vérifiant

Vi =AV,. 7
2. Montrer que, pour tout entier naturel n -
2" 0 m?
A"=l0 2" o
oo 2"

3. Déterminer V, puis exprimer, pour tout entier naturel
n, V, en fonction de n.
4. Exprimer alors U _en fonction de n.

5. En déduire U

1t

—_

{'-'rr, [Calculer] @ @
On considére les suites (u,) et (v,) définies par u, =1

U, = 7un— v,

et v, = 4, pour tout entier naturel n, v, = 50

1. Déterminer une matrice A telle que, pour tout entier
I..I“ 1 “n
naturel n, (r: t )=A( B )
n+1 n
2. Montrer que A = 61,+J ol J est une matrice vérifiant
Ji=0,.
3. Montrer que, pour tout n € I,
6"+n6""' —ne"' )
An=( n=-1 W n=1J+
né 6" —nb

4. En déduire les limites de (u )et (v ).

sssssaa

—

ENTRATNEMENT-

‘,'I " [Calculer] E[Mﬂ
Soient k un entier naturel non nul, A une

matrice carrée d'ordre & et B une matrice colonne 3 &

lignes.

On définit, pour tout entier naturel i, la suite de

matrices colonnes (U, ) par son premier terme U, et
par la relation de récurrence, valable pourtout n= 1 :

n+l

U,, =AU +B.

On suppose que A — I; est une matrice inversible et on
souhaite a exprimer, pour tout i, U, en fonction de n.

On pose C=—(A - I,)"'B et, pourtout ne i -

V,=U_-cC.

1. Justifier que C est une matrice colonne.
2. Exprimer, pour tout i M, V_ ., enfonction de V.

On pourra remarquer que vV = U -Ce U = VG,

3. Exprimer alors V_ en fonction de n, puis U, en
fonction de n.

" Chaines de Markov

F e e

m L

) A<
-

 Exercices | gl M1 1O

r-' ~_‘ Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.

0.24 J

0,17

T On note A el B les deux états d'une chaine

Eie Markov. Compléter les matrices de transition
suivantes pour lesquelles les états sont rangés dans
l'ordre alphabétique, puis construire le graphe
probabiliste correspondant.

1.M=(

.. 0,7

02 2N=(" 1

0,91 )
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' ENTRAINEMENT

[-j:_* [calculer]
Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.
0,84

0
@.

0.57 0,1

-

e \ N ©oon

i F 4 [caleuler]

Compléter le graphe probabiliste ci-dessous.

0,07
0@ 0

e 0,01

LT [Modetiser] @€

Représenter la situation suivante par un graphe
probabiliste.

On modélise la météo d'un jour a l'autre en considérant
uniquement les états suivants : beau temps (B), temps
nuageux (N ), temps pluvieux (P ),

La modélisation nous indique que lorsqu'il fait beau,
alors la probabilité que le lendemain soit nuageux est
0,5 et que le lendemain soit pluvieux est 0,2,

Lorsque le temps est nuageux, le lendemain reste
nuageux avec une probabilité de 0,4 et devient pluvieux
avec une probabilité de 0,4 également.

Finalement, lorsqu'il pleut, la probabilité que le
lendemain soit nuageux est égale & 0,6 alors que la
probabilité qu'il fasse beau est 0,1

[Modéliser)

Lorsque Yazid réussit son pénalty, il a deux chances
sur 3 de réussir le suivant mais s'il le rate, il n'a alors
qu'une chance sur 4 de réussir le prochain,

Modeéliser cette situation par une chaine de Markov
en utilisant un graphe (en notant respectivement R et
K les états correspondant a « réussir le penalty » et

« rater le pénalty ») puis en utilisant une matrice de
transition.

 Histoire des maths.

Le mathématicien russe
Andrei Markov (1856-
1922) érait un disciple de
Tchebychev. 1l a contribué
au développement de la
théorie des nombres, de
I'analyse, et des probabilités,
en étendant les conditions
dapplication de la loi des grands
nombres.

o .
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| 10 [modéliser]

John a des problémes d'absentéisme :

+ lorsqu'il est absent une journée, la probabilité qu'il
soit ponctuel le lendemain est % alors que celle
d'étre en retard s'éléve a 'z'll:l' ;

« lorsqu'il est ponctuel, la probabilité qu'il soit
ponctuel le lendemain est -g— alors que celle d'étre en

retard vaut % ;

« larsqu'il est en retard, la probabilité qu'il soit
ponctuel le lendemain est % alors que celle d'étre en
retard est %

On note:

« A l'événement « John est absent » ;

« P 'événement « John est ponctuel » ;
+ R l'évéenement « John est en retard ».

Modéliser cette situation par une chaine de Markov a
trois états. On en donnera une représentation sous la
forme d'un graphe probabiliste et sous la forme d'une
matrice de transition M dans laquelle les sommets sont
rangés dans l'ordre alphabétique.

r_‘ [Representer] @

1. Représenter par un graphe probabiliste une chaine de

Markov a deux états dont la matrice de transition est
0,29 07

0,13 0,87 )

2. Représenter par un graphe probabiliste une chaine de
Markov a trois états dont la matrice de transition est

02 01 0.7
0,55 03 0,15
06 0,28 0,2

M=(

N=

i.—}“ [Raisonner] @ @ @

Soit pe[0;1]. On considére une chaine de Markov

associée au graphe probabiliste suivant.
Ma-p)

r‘—--—'‘'_'_—_-_-_______"‘---.._

R :

Il
1. Vérifierque 0 € p(2—p)<1.
2. Montrer que P, (A)=(P,(B))’.

- <

———

L3/ [caleuler]

Chacune des matrices suivantes correspond a la matrice
de transition d'une chaine de Markov.

Compléter ces matrices puis représenter des graphes
probabilistes leur correspondant.

{03 ) _(0,42
10A— 0'1 B 201]_

0*55)
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1" [Représenter]

Représenter des graphes probabilistes correspondant
aux matrices de transition ci-dessous.

02 07 0,1 0,35 0 0,65
1.A=|05 0,15 0,35 2.B=|04 05 0,
0,8 0,08 0,12 0 08 0.2

[Représenter]

Compléter les matrices de transition suivantes, puis
représenter des graphes probabilistes leur correspon-
dant.

0,15 0,13 1 ..
1LA= 0,42 0,23 2.B= 0,92 0,02
0,34 0,66 0,55 0,13

:-:'-; [Modéliser) B -B-C

On considére une urne dans laquelle se trouvent deux
boules blanches et deux boules noires, ces boules étant
supposées indiscernables au toucher.

On tire une boule au hasard puis, sans la remettre, on
tire une autre boule. On remet la boule tirée en premier
et on en tire une nouvelle. On itére ensuite le processus
en remettant a I'étape i la boule tirée a I'étape i —2 et
en en tirant une nouvelle.

1. Quelle est la distribution de probabilité initiale ? On
exprimera la reponse sous la forme d'une matrice ligne
(probabilité noire probabilité blanche).

2. Quelle est la probabilité d'obtenir une boule noire
sachant que la boule tiree a |'étape précédente est
noire ?

3. Modéliser cette situation par une chaine de Markov
en utilisant une matrice de transition et un graphe
probabiliste.

Evolution d'une chaine de Markov

aF f ASH

= On considére une chaine de Markov a deux
états dont la matrice de transition P est:
0,3 07
P (D,E 04/
Pour une distribution initiale 7, =(0,5 0,5), quelle
est la probabilité de chacun des états de la chaine
de Markov au bout de trois transitions ?

.| Déterminer une matrice de transition associée
a une chaine de Markov pour laquelle la distribution

{0,1 0,9) est invariante.

IR R

ENTRATNEMENT-

e | o et

L3 [Raisonner] @ @ -0

Dans cet exercice, a et b désignent deux nombres réels
de lintervalle J0 ; 1.

Montrer que l'état ( ) est 'unique distri-

)
ath a+bh
bution invariante de la chaine de Markov assaciee au
graphe probabiliste suivant.

b
1-a(C @)

@D1—b

r_'}ﬂ [Calculer]

Soient x et y deux nombres réels strictements positifs
dont la somme est inférieure ou égale a 1.
Montrer que |'état [-%- -51,.- -%-} est 'unique distribution
invariante du graphe probabiliste suivant.

/\\

C/ — J
[Communiguer]

Selon les années, Nadége passe Noél soit chez ses

parents, soit chez la famille de son mari Victor.

En 2020, Nadége féte Noél chez la famille de Victor.

Pour les années suivantes, elle choisit ol passer Noél

selon la régle suivante :

= lorsqu’elle a passé Noel chez ses parents, il y a une
probabilité de 0,3 qu'elle féte encore Noel chez eux
l'année suivante ;

= lorsqu'elle passe Noel chez la famille de Victor, il y
a une probabilité de 0,6 qu'elle féte Noel chez ses
parents l'année suivante.

Quelle est la probabilite gu'elle passe Neoel chez ses
parents en 2035 ?

Chapitre 7. Suites et matrices | LLS.fr/MXPP225 | B 225
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' ENTRAINEMENT
[?m [Modéliser]

On considére le graphe probabiliste ci-dessous.
0,3
‘_,.-'—'_'_-_.___-___-"—--___.
8@ @O
0,2

A l'aide d’'un programme en Python simulant une
marche aléatoire sur le graphe, conjecturer la distribu-
tion invariante de cette chaine de Markov.

—
L ey (Modéliser]

On considére, dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (0 ; ?.:f), la suite (A ) de points définie par
A,(0;0), A,(1;0) puis, pour tout entier naturel non
nul n, on construit A__, en déplacant A de 1vers la
droite ou de 1vers le haut selon la régle suivante :

« siledéplacement de A, _, vers A, est vers e haut,
alors le déplacement de A vers A, le sera aussi
avec une probabilité de 0,6. Sinon, le déplacement de
A vers A _ estvers ladroite;

» sile déplacement de A, _, vers A estvers la droite,
alors le déplacement de A vers A, le sera aussi
avec une probabilité de 0,7. Sinon, le déplacement de
A vers A__ estversle haut.

1. Modéliser la suite des coordonnées de A A
par une chaine de Markov dont on donnera la
représentation par un graphe probabiliste,

2. a. Reproduire le tableur suivant.

1A c D E
Abscisse | Ordonnée Coefficlent
'Um | oAl | daA. |Modification] o ctour (AsA.)
2 1] 1] 0
3 1 1 0 abscisse

b. Que doit-on écrire dans la cellule D3 pour que le tableur
écrive « abscisse » ou « ordonnée » selon la direction
dans laquelle doit s'effectuer le déplacement de A, ?

c. Compléter les cellules B& et C4 pour déterminer les
coordonnées de A, en fonction de celles de A, et du
déplacement indique en D&.

d. Compléter la cellule E4 pour obtenir le coefficient
directeur de la droite (A A,).

3. Etirer la ligne 4 vers le bas pour calculer les
coordonnées de A pourtout n < 200, puis conjecturer
la limite du coefficient directeur de (A A ).

E‘_‘_ﬁ [Modéliser] lal

Ramanujan est un génie mathématique qui a trois
activités au cours d'une journée : conjecturer de
nouvelles formules mathématiques, démontrer des
résultats et imaginer des applications aux résultats qu'il
a déja inventes.
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Chaque heure, il peut changer, ou pas, d'activité,

= S'il a canjecturé de nouvelles formules au cours de
'heure précédente, il continue avec une probabilité
de 0,3 ou il les démontre avec une probabilité egale
a05;

= 5'il a demontré des résultats, il continue avec une
probabilité de 0,05 ou il imagine des applications a
ses résultats avec une probabilité 0,75 ;

= s'il a imaginé des applications, il continue avec une
probabilité de 0,5 ou il conjecture de nouvelles
formules avec une probabilité égale a 0,2.

1. Représenter graphiquement la chaine de Markov
associée a la situation et déterminer la matrice de
transition.

2. Au début de la journée, Ramanujan commence
toujours par conjecturer de nouvelles formules. Quelle
est la probabilité que quatre heures plus tard, il soit en
train de démontrer un résultat ?

3. Chaque jour, le mathématicien travaille 10 heures.
Quelle est la probabilité qu'il s'occupe avec chacune de
ces activités lors de sa derniére heure de travail ?

[T [Raisanner]

On considére une chaine de Markov a deux etats A et B
dans laquelle P, (B)= P (A) avec P, (B) différent de 0
et de 1.

1. Que peut-on dire de la matrice de transition ?

2. Montrer qu'a long terme, quelle que soit la
distribution de probabilité initiale, les deux états sont
equiprobables.

[? [Chercher] @ @ @

On considére la chaine de Markov définie par la matrice

p(2—p) Q1
P 1

la distribution initiale (0,3 0,7).

N,
de transition __1;} ), avec pe[0;1), et par

1. Déterminer p pour que la deuxiéme composante de
la distribution de probabilité soit maximale aprés une
transition.

2. Que vaut alors la premiére composante de cette
distribution de probabilité ?
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./’_' [Modéliser]
Dans un pays, les habitants peuvent soit étre des

citoyens, soit étre des soldats, soit &tre des dirigeants,
Chaque année:

un soldat peut devenir un citoyen avec une
probabilité de 0,1. Sinon, il reste un soldat ;

* un citoyen peut devenir un soldat avec une
probabilité de 0,2, étre élu dirigeant avec une
probabilité de 0,3 ou rester un citoyen ;

un dirigeant peut se faire réélire avec une probabilité
de 0,1. Il peut également devenir un soldat avec une
probabilité de 0,6. Dans tous les autres cas, il devient

citoyen.
1. Représenter cette situation par une chaine de Markoy
(donnée sous la forme d'un graphe probabiliste).

2. 0n choisit un citoyen. Quelle est la probabilité qu'il
soit dirigeant dans deux ans ? Dans trois ans ?

7 v

Un essaim d'abeilles peut évoluer chaque année de

trois maniéres qui s'excluent mutuellement. It peut

essaimer, produire du miel, ou contracter une maladie.

L'évolution suit les régles suivantes :

* s'il a essaimé l'année passée, il contracte une maladie
'année en cours avec une probabilité de 0.1 et il
produit du miel avec une probabilité de 0,8 ;

[Modéliser] @ @ @

* s'ila produit du miel l'année passée, il essaime avec
une probabilité de 0,9 et il contracte une maladie
avec une probabilité de 0,05 ;

+ s'il a contracté une maladie 'année passée, il en
contracte une nouvelle l'année en cours avec une

probabilité de 0,03 et il produit du miel avec une
probabilité de 0,8.

La premiére année, un naturaliste observe que la ruche
a essaime.
1. Quelle est la probabilité qu’elle soit & nouveau en

train d’essaimer lorsque le naturaliste reviendra trois
années plus tard ?

2. Si on observe le développement de l'essaim sur une
longue période, quelle proportion représentent les
années ol cet essaim a produit du miel ?

*

TR RN
R R I R A A Y
D I I I I R I T R I S A S A A
IR EEE RN

ENTRATNEMENT‘

A0 [Modéliser]

Les Dalton sont en prison. Chaque semaine, ils tentent
de s'évader. Leur tentative est une réussite dans 30 %
des cas. Une fois évadés, la probabilité qu'ils se fassent
capturer chaque semaine s'éléve A 80 %.

1. Modéliser cette situation par une chaine de Markov &
deux états. On notera L. 'état « les Dalton sont libres »
et P l'état « les Dalton sont en prison ».

2. Déterminer la probabilité qu'ils soient libres au bout
de huit semaines.

3. Quelle est la probabilité qu'ils purgent la totalité de
leur peine d'un mois de prison (quatre semaines) sans
avoir réussi a s'évader une seule fois ?

e

<

{‘_I-_"_ [Chercher] @ <

1. Trouver deux nombres réels strictement positifs x et
y solutions du systéme ci-dessous, vérifiant x+y=1

Sxegy=x
1 5
ERR
2. En déduire une distribution invariante de la chaine de
21
Markov définie par la matrice de transition P = :1’ g .
[

Ff‘—f‘ [Chercher) @ @ @

On considére une chaine de Markov (X, ) ayant pour
distribution invariante 7. Soit (Z ) la chaine de Markov
définie, pourtout ne I, parZ =X, .

Montrer que = est également une distribution
invariante de (Z ).

[‘r‘ -1 [Rraisonner]

[0émi]
Soit (X, ) une chaine de Markov & deux états
numérotés 1 et 2 dont on note P la matrice de transition
associée, les sommets étant rangés dans l'ordre
croissants, et = la distribution initiale.
On note, pour tout entier naturel n, =, la matrice ligne
correspondant a la distribution de probabilité de la
variable aléatoire X .
1. En revenant a la définition d'une chaine de Markov
X, etde P, justifier que, pour tout entier naturel n,
Tpoa=x,P.

2. Montrer alors par récurrence sur n que 7, = 7 P".

3. Reprendre cette demaonstration dans le cadre d'une
chaine de Markov a 3 états.
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' SYNTHESE

"J":'_Z‘. [Caleuler, Représenter]

D'aprés bac ES, Liban, 2019

Les clients d'un restaurant sont des habitués quiy

déjeunent tous les jours. En septembre 2018, le restau-

rateur propose Lrois nouveaux plats : plat A, plat B et
plat C. D'un jour & l'autre, il constate que :

« parmi les clients ayant choisi le plat A :30 %
reprennent le plat A le lendemain, 50 % prennent le
plat B le lendemain;

« parmi les clients ayant choisi le plat B:30 %
reprennent le plat B le lendemain, 60 % prennent le
plat A le lendemain;

= parmi les clients ayant choisi le plat C:35%
prennent le plat A le lendemain, 45 % prennent le
plat B le lendemain.

On note pour tout entier n non nul :

+ a_la proportion de clients ayant choisi le plat A le
n-iéme jour ;

+ b _la proportion de clients ayant choisi le plat B le
n-iéme jour;

+ ¢, la proportion de clients ayant choisi le plat C le
n-iéme jour.

Pour tout entier n =1, on note P =(a b

probabiliste le n-iéme jour.

e.) I'état

1. Représenter cette situation en complétant le graphe
probabiliste ci-dessous.

03
2. Donner la matrice de transition M de ce graphe, en
respectant l'ordre alphabétique des sommets.
3. Le restaurateur a noté que, le premier jour, 355 % des
clients ont pris le plat A, 40,5 % ont pris le plat B et
24 % ont pris le plat C. Donner P,.
4. Calculer P,.
5. Le restaurateur affirme que le douziéme jour, la
proportion de clients qui chaisiront le plat C sera a peu
prés la méme que le treizieme jour, soit environ 15,9 %.
A-t-il raison ? Justifier.

228 @ | LLS.fr/MXPP228
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2{¢ ) [caleuler, Madéliser]

On modélise l'attente dans une file par le graphe

probabiliste ci-dessous.
0.8 0.8

(3 0 (3
A son arrivée, le client est en A. Quand il avance, il va
tout d'abord en B, puis en C o il est pris en charge.
Chaque minute, il a une probabilité égale & 0,8 de rester
en A ou en B. On cherche a estimer la durée d'attente
dans la file, c'est-a-dire le nombre de minutes avant
d'atteindre l'état C.

Pour tout entier naturel, la matrice ligne

7, =(a, b e _)représente I'etat probabiliste au bout

de n minutes d'attente, ol a_, b_et ¢, désignent les
probabilités d'étre respectivementen A, en B et en C,
n minutes apreés l'arrivée.

1. Déterminer P la matrice de transition de ce graphe
probabiliste.

2, Determiner l'état initial .

3. Vérifier que (0 0 1) est une distribution invariante
de la chaine de Markov associée.

4. Quelle est 'attente minimale d'un client ?

5. 0n considére les deux matrices suivantes :

08 0 0 002 0

1}=( o 08 O)EtN=(D 0 0,2).
o 0 1 0 0 O
a. Déterminer, pour tout entier naturel n non nul, D*,
b. Calculer N? puis N,
c. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
[n,a" 0,2x0,8" 'xn 0,02x%0,8" *xn(n —1)}

1]]1 —

0 0,8" 02x0,8" "xn
0 0 1

on admet que si A et B sont deux matrices carrées de taille
Jverifant AD = BA, alors, pour tout entier naturel non

Toin o b
Ln, (A+B)"= 3 Jar*Bk,
nuln, ( ) k=0(k)

d. Montrer que = converge vers la distribution
invariante obtenue en question 3..

6. Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre
de minutes d'attente.

a. Montrer que, pour tout entier naturel k supérieur ou
égalalonaP(X=Kk)=¢,—¢,_,.
b. Exprimer alors 'espérance de X en fonction des c,.

c. En utilisant les résultats sur les sommes des termes
de suites géométriques, déterminer l'espérance de X.

d. Interpréter le résultat obtenu dans le cadre de
l'exercice.
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r;'ﬁ 1 [Modéliser, Calculer]

D'aprés bac ES, Métropole, juin 2017

Dans un jeu vidéo, une suite d'énigmes est proposée au

joueur. Ces énigmes sont classées en deux catégories :

les énigmes de catégorie A sont les énigmes faciles ; les

énigmes de catégorie B sont les énigmes difficiles.

Le choix des énigmes successives est aléatoire et vérifie

les conditions suivantes :

« la premiére énigme est facile ;

« siune énigme est facile, la probabilité que la suivante
soit difficile est égale a 0,15 ;

« si une énigme est difficile, la probabilité que la
suivante soit facile est égale & 0,1.

On modélise cette situation par une chaine de Markov

(X,),,, 00, pourtout n =1, X =asila n-iéme énigme

est facile et X, = b sinon.

1. Donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X,.

2. Représenter la situation par un graphe probabiliste

de sommets a et b.

3. Ecrire la matrice P associée a ce graphe.

4. Déterminer la loi de probabilité de X,.

5. Pour tout n = 1, il existe deux nombres réels dans

[0; 1] tels que la loi de probabilité de X, soit donnée

dans le tableau suivant.

a b

a ‘ b

n n

a. Justifier que, pourtoutn>1,a, = 0,752, +0,1.
b. Pour tout entier naturel n =1, on pose v, =a, —0,4.

Montrer que (v, ) est une suite géométrique dont on
précisera le premier terme et la raison.

c. Exprimer v_ en fonction de n, puis montrer que pour
tout entiern =1, a, = 0,8 x0,75" + 0,4,

UB2)| ALGORITHME PAGERANK JITTSTATRAIS

Cet exercice est une illustration d'un des défauts de
l'algorithme PageRank étudié en TP.
On considére le graphe orienté suivant.

B
S
:/' \\
0. o
™
@)
En utilisant l'algorithme PageRank, déterminer la

pondération attribuée a chaque sommet.
En quoi est-ce problématique ?

-~
SYNTHESE
DT [Raisonner, Modéliser.]

Modéle des urnes d'Ehrenfest

On considére deux urnes A et B et un entier N> 1.

Au départ de l'expérience, N boules numérotées de 0 a

N —1sont placées dans l'urne A. On répéte ensuite n

fois les actions suivantes :

« on choisit au hasard et de maniére équiprobable un
nombre k entre 0 et N—1;

« on déplace ensuite la boule numérotée k dans l'urne
dans laquelle elle ne se trouve pas.

Dans cet exercice on s'intéresse au cas N=2.

Une étude pour N quelconque est proposée
algorithmiquement dans le TP 1 p. 218 de ce chapitre.
On posons X, la variable aléatoire correspondant au
nombre de boules contenu dans lurne A ala j-iéme
étape de l'expérience.

1. Dresser une liste des valeurs pouvant étre prises par Xj.
on cherche dans la suite a représenter cette situation
sous la forme d'une chaine de Markov correspondant au
graphe probabiliste ci-dessous. Les questions suivantes
ont pour but de le compléter.

G ' d
2. Justifier que, pour tout je€ {0; ... ; n—1}, et pour tout
ie{0;1;2}, P (X;,,=1)=0.
3. Justifier que, pour tout je{0; ...;n—1},
Py o(X;.,=2)=0etP ,(X;,=0)=0.
4. En déduire, pour tout j€{0; ... ; n—1}, lavaleur de
Py o(X,. =1)etP (X, =1).
5. Déterminer Py _,(X;,,=0)et P,&;__,(}\'J,1 =2).
En déduire la matrice de transition M associée a cette
chaine de Markov.
6. Montrer que, pour tout j € I, M/ = M si j est impair,
050 05
0 10
050 05
7. Déterminer la distribution de probabilité initiale de
cette chaine de Markov.

et M'= si j est pair.

8. En déduire, pour tout j€ {1; ... ; n}, la distribution
de prababhilité 7 a la j-iéme étape.

9. En déduire, pour tout j€ {1; ... ; n}, le nombre
moyen de boules dans l'urne A a la j-iéme étape.

Chapitre 7. Suites et matrices | LLS.fr/ MXPP229 229
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'SYNTHESE

D tconmn
- [Communiquer, Raisonner.]

Soit # un nombre réel. On considére le graphe
probabiliste ci-dessous.

1. Reproduire et compléter ce graphe.
2. Determiner les valeurs possibles de /3.

3. 0n désigne respectivement par I, et M la matrice
identité d'ordre 3 et la matrice de taille 3 x 3 dont tous
les coefficients sont égaux a 1.

a. Montrer que la matrice P de transition associée a
ce graphe probabiliste, ot les sommets sont rangés
dans l'ordre alphabétique, peut s'écrire sous la forme
P =¢l,+ AM, ol on exprimera « en fonction de £.

b. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel
k non nul, M*= 35"\,

c. Vérifier que 1, x M = M x [, puis montrer que, pour
tout entier naturel n :

p"= G’"I!'i‘ ( )3 ( II’: ){I"_kﬂk % 31;—1]‘.“.

k=1

On admet que si A et B sont deux matrices carrées de taille
3 vérifiant AB = BA, alors, pour tout entier naturel non

nuln, (A+B)" = i (n_]A""‘B”.
k=0 'k

4,0n admet que la distribution initiale est
T,=(10 0).

a. Déterminer la distribution de probabilité aprés n
transitions, notée x .

b. Déterminer le comportement asymptotique de la
chaine de Markov.

==

I ?_1-_"., [Communiquer, Raisonner]

Le théoréme de Perron-Frobenius implique que si une
matrice de transition (ou une de ses puissances) a taus
ses coefficients strictement positifs, alors, quelle que
soit la distribution initiale, il existe une unique distribu-
tion invariante pour la chaine de Markov associée.

1. Vérifier que la matrice de transition P associée au
graphe probabiliste ci-dessous, et obtenue en rangeant
les sommets dans l'ordre alphabétique, n'a pas que des
coefficients strictement positifs.

230 | | LLS.fr/MXPP230
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0,23

@)

)

2.Soient E la matrice carrée de taille 3 dant tous les

coefficients sont égaux a % et « un réel appartenant

alo;il.

a. Montrer que la matrice aP + (1— « )E définit une
matrice de transition dont tous les coefficients sont
strictement positifs.

QOn commencera par étudier le signe de 1— .

0,58

b. Construire le graphe probabiliste correspondant.

Remarque : C'est ['une des astuces pour améliorer l'algo-
rithme PageRank présenté dans le TP2. Avec une valeur de &
proche de 1, les résultats de l'algorithme sont améliorés.

86} APPROFONDISSEMENT NI S

Modéle « proie-prédateur »

Dans un étang se trouvent deux populations de

poissons : des gardons et des brochets.

Le brochet étant un prédateur naturel du gardon, sa

population varie en fonction :

« du nombre de brachets déja présents dans l'étang
(repraduction) ;

+ du nombre de gardons déja présents dans l'étang
(proies).

De la méme maniére, la population du gardon évolue en

fonction :

« du nombre de gardons déja présents dans I'étang
(reproduction);

+ du nombre de brochets déja présents dans 'étang
(prédateurs).

Au 1* janvier 2020, on compte 2000 gardons et 100
brochets dans l'étang.

Pour tout entier naturel n, on note respectivement g, et
b, le nombre de gardons et de brochets dans I'étang au
1 janvier de 'année 2020 + n.

On a donc g, =2000 et b, =100.

Dans ce probléme, on étudiera difféerentes
modeélisations de cette situation.

Chacune de ces parties estindépendante des précédentes.
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SYNTHESE

1. Ecrire le systéme ci-dessus sous la forme
d'un systéme matriciel v

Partie A: Premiére modeélisation
Dans cette partie, on sup

.
s
.

Pose que la situation peut &tre

s . w1 =A'V 4B, ol A et B’
modélisée par [b.,_i : g-"’ﬂ"' 0-“;9,._ : sont deux matrices & déterminer.

9,.4= 099, -02b_ b + 2.a. Calculer det(A’ - L) puis justifier que A'— L, est
Pour tout entier naturel n, on note U_la suite ( " ) . inversible,
1. Ecrire le systéme ci-dessus sous la forme d'un : b.OnnoteC=(A- 1.)"B et on définit la suite (W ) par
systéme matriciel u,.

=AU, ol A est une matrice ;o la re.latinn W,=V -cC vala‘hle Pourtout entier naturel n,
lustifier que, pour tout entier naturel n, W =AW,
puis exprimer W, en fonction de A et de n,

a déterminer,

TEEEE]

2.Exprimer alors U, en fonction de A et de n.

3.a.Al'aide de la calculatrice, déterminer alors U,

et interpréter les rasultats obtenus (on arrondira
résultats obtenus a l'unita),

c. Exprimer alors, pour tout entier naturel n, V_en
fonction de A, de C et de n,

les .
3.a.0n rappelle qu'il existe une matrice carrée inversible

o + 20-,/5
b. Donner une estimation dy nombre de brochets et de : Ptelle que A= PDP ' o P — 25
gardons vivant dans I'étang au 1# janvier 2110, . equeA= oulbr= o 20+45 |
iy s . 5y . 25
4-2.0n admet qu'il existe une matrice carree inversible Pour tout entier naturel n, exprimer V, en fonction de n.
20—/5 L . .

I — PP oy | 25 b. En déduire la limite des suites (b,)et(g,)

Ptelle que A=PDP™ 00 D = 0 20+/5 | :  Ceslimites dépendent-elles du choix de b, etde g, ?
25 .

Pour tout entier naturel p, exprimer D" en fonction
de n, puis A" en fonction de P et de n.

b. En déduire la limite des suites (b,)et(g,).
Ces limites dépendent-elles du choix de byetdeg, ?
Partie B : Seconde modélisation
Afin d’enrayer la disparition des especes (Partie A), on
introduit chaque année 50 gardons supplémentaires
dans l'etang. La situation peut étre modélisée par:

{ b“H = ﬂ.?bn + D,mg"

EEEEER]

g,.1=09g,—02b_+50" .
b
Pour tout entier naturel n, on note V, la suite g"),
. i itre:
.2 w iy Exercice transversal en lien avec ce chapitre :
: CIINZ b{‘ A ,fé\,] 73 p.23s

Complexes Arithmetique Matrices  Graphes

ﬁ d 0 | Entrainez-vous au Grand Oral et enregistrez-vous sur
st Le Orand Ora

Comme le suggere le programme, les problémes abordés en maths expertes peuvent servir d'appui a de:s. questions
de Grand Oral. Voici un exemple, basé sur l'enseignement de spécialité, utilisant des notions de ce chapitre.

Au cours de 'enseignement de spécialité, vous avez 2. Danner quelques_e:ie:ples dde'f'ltu:.t::on;:ocl':::;?
etudié i éri ermettant d'aboutir & des modalisations '
etudieé les suites numériques. p

1. Expliciter une méthode, reposant sur les notions de
. Consulter les fiches méthode de
AEEHN ce manuel pour le Grand Oral p. 244

ce chapitre, permettant d'étudier des suites couplées
telles que les suites (u, ) et (v, ) définies par u, = 4,
Chapitre 7. Suites et matrices | LLS.fr/MXPP231 | B 2311

. un+‘| = 3un - 2“:1
v, = 1et, pour tout entier naturel I, v, =u, by
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B TRAVAILLER AUTREMENT

On donne ci-dessous un énoncé d'exercice et une copie d'éléve.
1. Trouver les erreurs de 'éléve et préciser les endroits ol la rédaction est incompléte.

2. Le professeur souhaite distribuer un corrigé détaillé de l'exercice. Rédiger une telle correction.

Le travail d'un chercheur en mathématiques est composé de trois grandes activités : les demandes de financement,
l'enseignement et le travail sur son sujet de recherche. Son emplei du temps est organisé de la fagon suivante :

« Si, pendant une heure, le chercheur demande des financements, il continue a le faire I'heure suivante avec une
probabilité de 50 %, enseigne avec une probabilité de 20 %, ou travaille sur son sujet de recherche.

= Si, pendant une heure, le chercheur enseigne, il demande des financements 'heure suivante avec une probabilité
de 80 %, travail sur son sujet de recherche avec une probabilité de 10 %, ou bien continue d'enseigner.

« Si, pendant une heure, le chercheur travaille sur son sujet de recherche, il a une prebabilité de 30 % de
continuer a le faire, une probabilité de 10 % de demander des financements I'heure suivante. Sinon, il enseigne.

Le chercheur commence toujours sa journée par travailler sur son sujet de recherche.

1. Représenter graphiquement la chaine de Markov associée a la situation, puis déterminer sa matrice de
transition.

2. Déterminer la probabilité que le chercheur effectue des demandes de financement durant sa troisiéme heure
de travail de la journée.

l. Le graphe ci-contre repriésente la chaine de markov associée d la situation 0,5

iy Cmman>
La matrice de transition de cette chaine de markovest: N =|08 0O 0,1} u_1l‘/"

01 0 03
Recherch
2. La distribution initiale est F,= (00 1)

0.3

0,2

Enseignement

0,1
025 0,04 0

0,57 0,22 02 025 004 O
| . Done Pl =

OnaM?=|0,8 0% 0,1%|=|064 0 0,01 0,646 0 n,o1]x(n 0 1)=(0,01 0 0,09),
0,7* 0? 0,3%* lo01 D 0,09 0,010 0 0,09

Le chercheur a donc une probabilité de 9 / d'effectuer des demandes de financement durant sa

troisiéme heure de travail de la journée.

Exercices inversés (s)

l 1| 1. Dessiner un graphe pouvant admettre comme = 1 <! 1. Imaginer une situation nécessitant la réalisation

0110 :d'un graphe connexe mais non complet.
matrice d'adjacence M = : g g : : 2.Tracer un graphe dont tous les sommets sont de degré 2.
0110 . . . . .
2. Dessiner un graphe pouvant admettre comme matrice 1/ 1. Donner l'écriture d’'une matrice inversible.
0100 . 2. Donner l'écriture d'une matrice non inversible.
. 1110 3
d'adjacence M = 1 : )
000 + | = Proposer un probléme amenant a la résolution du
. 100 1) . : . . 20+ 6y = 60
3. Dessiner un graphe probabiliste pouvant admettre . systéme suivant : v+ 3y = 45"
0,5 0,5 0 :
comme matrice de transition M=|0,6 0,2 0,2 |. X
1 0 0 Recherche [ Expose

— . . oL Comment les graphes sont-ils employés dans les applications
.= Inventer une matrice pouvant etre assimilée a la suivantes : réseaux de transport, automates et problémes de

matrice de transition d'un graphe probabiliste. coloration. Trouver d'autres exemples d'applicatians concrétes,

232 W | LLS.fr/MXPP232 | Travailler autrement. Graphes et matrices
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TRAVAILLER ENSEMBLE OO

Les capitaux des jumeaux Tarmef

Le 1¢ janvier 2020, a la naissance de ses deux jumeaux en France, monsieur Pierre de Tarmef a déposeé au total
300000 € sur deux comptes bloqués pour une période de N années. Il a hésité pour cela entre deux options :
L'option 1: 100000 € & Etienne et 200000 € a Johann puis, d'une année sur l'autre, transférer 10 % du capital d'Etienne
sur le compte de Johann et transférer 10 % du capital de Johann sur le compte d'Etienne.

Loption 2: 1000 € a Etienne et 299000 € & Johann puis, d'une année sur 'autre, transférer 10 % du capital d'Etienne
puis 15000 € sur le compte de Johann et transférer 20 % du capital de Johann sur le compte d’Etienne.

- e E. - » . .
On considére les matrices U, = (J-“) etV = (J-.") ,olle , j, e et sontrespectivement les capitaux en euros sur les

comptes d'Etienne et de Johann au premier janvier de l'année 2020 + n, avec l'option 1 et l'option 2 (U_ pour 'option 1
et V_pour l'option 2).

Questions préliminaires :
1. Déterminer U, et V.

2. Conjecturer sans calcul, l'option la plus avantageuse pour chaque frére le jour de sa majorité.

Les parties de cet exercice sont indépendantes et chacune d'entre elles peut &tre réalisée
seul(e) ou en groupe. Les éléves mettent leurs résultats en commun pour résoudre le probléme.

h G i g P g o
\ ~

1. Construire un graphe associé aux évolutions de Pour l'option 1, on admet que pour tout entier
'option 1 et déterminer sa matrice de transition P, naturel n : 05 04
2. a. Donner la définition de I'état stationnaire. U,.,=AU o0 A= (0'1 IJ"':‘

b. Pour quelle raison existe-t-il dans ce cas ?

. . . - . 1. Exprimer U_ en fonction de U_, de A et de n.
c. Le determiner et interpréter le résultat obtenu. " g

2.a. Montrer que la matrice P = ( ) esl

3. Montrer que pour tout entier naturel n : 11

e, =09 +0,1,
Joiy=01e_+0,9 " b. Vérifier que la matrice D = P'AP est une ma-
trice diagonale et en deduire D",

inversible et déterminer P,

&.En déduire la matrice A telle que: U, =AU .
he = 3. Montrer par récurrence que, pour tout entier

nz1,A"=PD"P.

b Ja g 4. En déduire que, pour tout n € I°,
3 e, =150000—50000 % 0,8", puis déterminer une

expression de j .

Pour l'option 2, on admet que V,,, = BV +C, ol
B_(ﬂ,g 0,2) L _(—15 000 5.Déterminer lime et lim j .
10,1 08/%%“ "\ 15000 /* \ B i J

. -50000
SolentE = ( 50 000

1.Montrer que W__, = BW , puis exprimer W _
et V_ en fonction de n.

Jetw, =v -E.

- 2 =
2.0nadmetque B=QSQ ", 00 Q= (1 11 ,
g = { 1 07 ) Déterminer Q. 1. Laquelle de ces deux options serait-elle la plus
3 Vér?ﬁg; vepr=1 2+07" 2-2x o,?") équitable pour ces deux fréres en 2023 ? Le jour de
’ 9 3\1-0,7" 1+2x07"/ leur majorité ?

&. Déterminer une expression des suites ¢’ et j'

? - Sy als 2. Au bout d’'un nombre « important » d’'années, que
en fonctions de n, puis en déduire leur limite.

remarque-t-on pour les différents capitaux ?

Travailler ensemble. Graphes et matrices | LLS.fr/MXPP233| W 233
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VERS LE SUPERIEUR

lﬂ‘l.'l ﬂll * ﬂ'I_rl
@, @y ... 0,
Soit n un entier naturel non nulet A=|a,, a;; ... a,,
ﬂn.1 ﬂn,! ﬂ&-r
Propriétés
a'l.'l ﬂ'l.l
ﬂ1,1 ﬂz.z
1. Le déterminant de A, noté det(A)ou |a,, a,,
ma n,z2
ﬂl.i ul.lr ﬂlz N lH‘I.n a
1‘:[3.1 v a.l.n ﬂ!l..‘! . ﬂ]-.n a
a,, ., .. |~y .. A, +GJ,1
a,; . @, Uy e Gy a

=D Déterminant d'une matr

22 e

na v

2

Ay oo

ice carrée

une matrice carrée d'ordre n.

Ln

a.n

1. Vaut:

o
r'l1.|'| ﬂI_Z 1.m
al.n ﬂz.z n

I LAa!

ﬂl.,n +"'+[ 1} ﬂll_1 ﬂ].] In |
ﬂn.n ﬂn—1..'! ﬂ:1—'|.:1

Cela permet de caculer, par récurrence, le déterminant d'une matrice carrée d'ordre n quelconque.

2. On rappelle que si A =(S 3], alors det(A) = ad—be.

3. A est inversible si, et seulement si, det(A) # 0.

Remarque: Lorsque A est inversible, une méthode de détermination de la matrice A™" est explicitée dans le

TP 2 p. 189 (algorithme du pivot de Gauss),

12
11

i 4

10
312
11

=] (8]

' | Déterminer, en utilisant le déterminant, si chacune

des matrices suivantes est inversible.

211 31 2

1.A#10—1) 2.3:(1 -1 —2)

31 2 24 2
5212 5000 0
o 821 0-100 0
3C=140121 4D=|0 0 2 0 ©
0111 00 0-30
00001

——

| - Dans cet exercice, n € I'1".

1. S0it D une matrice diagonale de taille n,

Montrer que det(D) est égal au produit des éléments

diagonaux de D.

2. 50it T une matrice triangulaire supérieure
(c'est-a-dire pour laguelle t, ;= 0, dés lors que i>]).
Montrer que det(T} est égal au produit des éléments
diagonaux de T.

234 B | LLS.fr/MXPP234

R I I

0 10
|—3|:: ‘I|+U|1 2|=2[1x1—2x1}—-3{1x1—0x1,’1+0=-2-3=-5

| =/ Soit n un entier naturel non nul.

On admet que pour toutes matrices carrées d'ordre n a
coefficients réels A et B, on a det{ AB) = det( A )det(B ).

1. Montrer que AD est inversible si, et seulement si, A
et B sontinversibles,

2. Exprimer alors {AB)™" en fonction de A" et B,
3. Calculer det(1 ) puis en déduire que si A est
inversible, alors det(A ") =

On rappelle que pour une matrice diagonale, le déterminant
est egal au produit des éléments diagonaux.

1
det{A)”

4. Deux matrices carrées d'ordre n sont semblables
lorsqu'il existe une matrice inversible P telle que
A=PBP,

Montrer que si A et B sont deux matrices semblables,
alors elles ont le méme déterminant.
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22 Matrices et bases de R’

VERS LESUPERIEUR‘

On considére le plan muni du repére orthonormé (0 ;7,7 ).

1.0n dit que qu'un couple 8= (17, U ) est une base de R? si, pour tout vecteur a de [?, il existe deux

nombres réels x et y tels que @ = xu +yv.

Ce couple (x; y) est unique et est appelé coordonnées de @ dans labase (u,v).

2. Le couple (T}'} est appelé base canonique de B% On la note généralement C.

3.5oient B8=(u,v)et B =(u, v ) deux bases de 2% On suppose que if = au+bv et v =cu+dv.
On appelle matrice de passage de la base 8 a la base %, et on note PJ la matrice P} = (E ;)

- . . —
EXEMPLE

Le couple (i, 0 ) de vecteurs défini par u=2i -3 et v=1i+4; forme une base de R? notée B.

: s w21
La matrice de passagede C a Best P = (_3 4).

Dans tous les exercices, la notation C désigne la base
canonique de B2,

T v i — iy .
| .| On considére deux vecteurs u et v de [R?,

Montrer que ces deux vecteurs forment une base de R?
si, et seulement si, ces vecteurs sont non colinéaires.

g foa —f2 — b
| - Oncansidére les vecteurs u(3) et v( 5).
1. Montrer que ces deux vecteurs forment une base de EZ,

2. Exprimer les vecteurs de la base canonique en
fonction de ces vecteurs.

3.0n note A l'ensemble des points (x, y) du plan tels
que 17x?—26xy +10y* = 1.

Si (X, Y) représente les coordannées dans la
base (1, v ), montrer que l'ensemble A se réécrit
2X2+2Y? =1 dans cette base.

L,__., On considére les vecteurs u = ?+f et v= T—}".
1.a. Exprimer les vecteurs u+ v et u—v en fonction de
i etde }.

b. Soit @ = a, i + az}" un vecteur quelconque de 22,
Exprimer @ en fonction de & et v,

Que peut-on en déduire sur le couple (u, ') ?

2.0n note B |a base formée des vecteurs u et v.

a. Déterminer la matrice de passage P, de C a la base B,
puis la matrice de passage P, de la base 8 a la base C.

b. Calculer les matrices P, P, et P,P,. Que constate-t-on ?

I N I A

I R I

"/ | On considére trois bases 8,, 8, et B, de R
B #_p#
1. Montrer que P x Pﬂ: = l’,;l.
2. Justifier que la matrice de passage de 8, a B,est une
matrice inversible et déterminer son inverse.

. . b . i .
3. Soit maintenant M =[: d) une matrice inversible.

En déduire, en utilisant la base canonique, 'expression

de deux vecteurs formant une base de ®? (différente de
la base canonique).

= + g - 2 “1 . -

| 3! On considére la matrice M =(1 2 ) Soit égale-
ment une base B=(u, v ) telle que M soit la matrice
de passage de la base C a la base 8.

1. Exprimer les vecteurs u et v en fonction des vecteurs
i et T de la base canonique.

2. Soient « et 8 deux nombres réels fixés.

x—-y=«o
x+2y=F§

b. Que peut-on en déduire concernant la matrice M ?

a. Résoudre dans B? le systéme suivant :

3. Déterminer la matrice de passage de la base $ a la
base C et en déduire 'expression de i et j en fonction
def et v,

" On considére deux bases B et # de R, Soit @ un
vecteur quelconque de E2. On note X (respectivement
X’} la matrice colonne des coordonnées de a dans
{respectivement dans B').

1. Montrer que P X’ = X. En déduire X en fonction de X".

2. Déterminer une expression de la matrice P%.

Vers le supérieur. Graphes et matrices | LLS.fr/MXPP235 | B 235
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1. 0n définit dans 2? une addition et une multiplication externe par un réel qui correspond a celle définie
sur les vecteurs : pour tous réels x, y, ¥ et y',ona(x; y)+(x';y)=(x+x;y+y’)et, pour tout réel 4,
onaA.lx;y)=(Ax; Ay).

2.0n dit qu'une fonction f: 22 - B2 est un endomorphisme de 27 lorsque, pour tous vecteurs X et Y de
R? et pour tout réel 4, fiAX+AY)=fIX)+Af(Y).

En désignant par x, y, X’ et i’ les réels tels que X =(x; y) et Y =(x"; i), l'égalité précédente devient
Al )+ A sy D=flx;y) A5 y)

3.Soit #= (1, U ) est une base de B2, f étant a valeurs dans B2, on note a, b, ¢ et d les uniques nombres
réels tels que flir) = au+ bv et flv )= cii+dv.La matrice de f dans %, que l'on note Mat,(f), est la

matrice {E :})

1.S0it f:(x;y)eR¥m(2x—5y;x+3y)eRL
« f estune fonction de B* dans 2°.
« Soient x, x', y et y’ quatre réels. Soit A un réel.
Oona fllx;y)+Ax;y)=flx+ A ;y+Ay)
=(2x+ A )-5(y+ Ay );x+ A +3(y+ Ay’ ))
=(2x-5y+ A2’ =5y ); x+3y+ A(x +3Y"))
=(2r—-5y;x+3y)+ A2 -5y ; X" +3Y")
=flx; )+ A ;)
Donc f est un endomorphisme de R?,
«Ona fli)=f11;0)=(2x1-5x0;143x0)=(2;1)=2i+ 7 et AA7)=A0;1)=(-5:3)=-5i+3
2 -5
donc Malcifl=[1 3 ]
2. La fonction g : (x; y)+(2x—3y ; 4x -y ; 2y ) n'est pas un endomorphisme de R? car elle est a valeurs
dans R’,

Dans tous les exercices, on considére le plan munid'un  : [[F7 Chacune des fonctions suivantes correspond a
repére orthonormé (0 ; i, ). La notation C désigne la endomorphisme de B2.

base canonique de B*. Ecrire la matrice de chacun de ces endomorphismes
dans la base canonique.

1T flx;y)=(3x—2y;2x+5y)

2.g(x ) =(-3x+2y;2x+y)

3. hix;y)=(5y;3x)

=

[+ Préciser si chacune des fonctions ci-dessous
correspond ou non a un endomorphisme de R?,
1 filx;y)=(x+y;x-y)
2.9(x;y)=(=x+5y;x*+y)

L h(x;y)=(-2x+3y;x) On note Id l'application de E? qui, a tout vect
s X de 2? associe lui-méme.

11 1.Soit f un endomorphisme de R?.

Montrer que f(0;0)=(0;0).

2. On consideére la fonction g définie sur ®? par:
glx;y)=(x+5;2v—9y).

La fonction g est-elle un endomorphisme de E? ?

236 B | LLS.fr/MXPP236 '

1. Montrer que cette application définit un
endomorphisme de E? qu'on appellera identité de |

2. Déterminer la matrice de 1d dans la base canoniq
3. Quelle matrice retrouve-t-on ?

R N
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VERS LESUPERIEUR‘

| Adapté de ENSTIM, 2010, toutes filiéres

Le but de ce probleme est d'etudier différentes matrices
qui commutent avec leur transposée, ¢'est-a-dire qui
vérifient la relation: M x'M="MxM (1).

Dans la suite de 'énoncé, on se contentera alors de dire,
dans ce cas, que la matrice M vérifie la relation (1).

Toutes les matrices envisagées seront dans 'espace
M, (E), c'est-a-dire ayant 2 lignes, 2 colonnes et des
coefficients réels.
On notera en particulier: 1 =(; 0). A :(? ;) et

0 -1
)
1. Montrer que les matrices A et C vérifient la
relation (1),

c-|

2. Calculer A* . En déduire que, pour tout entier naturel
non nul n, A" vérifie la relation (1).

3. Montrer que A est inversible.

Dans toute la suite on notera U=A+1.

&4, a. Montrer que la matrice U vérifie la relation (1).
b. Montrer que, pour tout n = [", il existe un nombre
réel noté @, tel que U"=¢ U.

¢. En déduire que, pour tout n € ", U" vérifie {1).

On notera dans la suite E, l'ensemble des matrices de
M:[[-’.) qui vérifient la relation {1).

5. a. Calculer les produits de la matrice A+ C et de sa
transposée.

b. En déduire que la somme de deux matrices de E,
n'est pas nécessairement une matrice de E,.

6. Etant donné une matrice M = (S g) quelconque
de M, (1), déterminer les conditions nécessaires et
suffisantes sur a, b, c et d, pour que M appartienne
a E,. On donnera les deux formes possibles des
matrices de E,.

B mE o E e s e s E e e S s R RS RS E R R EE R R E R EE RS SRR E SR S SN OSSO E S SRS W SRR RS E RS E RS S E S SRS S E R E SN S E SRS SN e S e EE e

"[5] Adapté de ENSTIM, 2006, toutes filiéres

Soit (x, ¥} un élément quelconque de E*. On note M _ v
ATy oy G
2 x+y

M,(R)telque Z={M_ ,(x;y)ek?}.
1. Quelle relation doivent vérifier x et y pour que la
matrice M ne soit pas inversible ?

la matrice ( ) Soit L le sous-ensemble de

Calculer le produit M xM__ .
En déduire linverse de M__ lorsqu'il existe.

2. On dit qu'un sous-ensemble F de M, (R) est stable
par combinaison linéaire lorsque, pour tous A, B dans
F ettous réels A, i1, AN+ B EF,

L'ensemble I est-il stable par combinaison linéaire ?

3.5-::ientA=(_lD2 g)et.] =|A+11I_”.{.\:;y]'ERJI-.

a. Montrer que J est stable par combinaison lineaire.

10 -1 1
b. Posons M1.=(u ;) etM,=(7 ;) Montrer que M,
et M, appartiennent a J.

c. Soit M .. Montrer qu'il existe un unique couple
(e;B)e R tel que M = oM, + fM,.

d. Montrer que x est une loi de composition interne
sur J.

4. Soit B une matrice guelconque de M, ().

Soit ¢, l'application de M,(R) dans M,(RE) qui, a la
matrice X, associe la matrice ¢, (X)=BxX.

5. 0n dit que ¢, est surjective (respectivement
bijective) si, pour tout Y de M, (), il existe
(respectivement un unique) X de M, () tel que
Y=g, (X).
a. On suppose dans cette question que B = Mz‘, = [; ; .
¢, est-elle surjective ? Bijective ?
b. On suppose dans cette question que
2 =2
B=M, ,=(5 5 )

¢, est-elle surjective ? Bijective ?

Maintenant Aprés

Résolution de systémes d'équa-
tions (méthode de combinaison
ou de substitution).

Utilisation des matrices et des
opérations (additions, multiplica-
tions, puissances) pour simplifier
et résoudre différents problémes
(tude de suites, de graphes,
résolution de systémes d'équa-
tions a plusieurs inconnues...)

Utilisation des matrices pour
simplifier 'étude des endomor-
phismes (applications linéaires
d'un espace vectoriel vers
lui-méme).

Diagonalisation et trigonalisa-
tion de matrices pour simplifier
certains problémes (calculs de
puissances, etc.)
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EXERCICES TRANSVERSAUX

| i2g Nz pttiig A |
Complexes Arithmétique Matrices Graphes

Les exercices transversaux sont des exercices qui mélangent les notions de plusieurs chapitres.

Cette banque d'exercices peut étre utilisée indépendamment de la progression suivie en classe : vous pouvez
piocher dedans dans l'ordre que vous le souhaitez en fonction de ce que vous voulez travailler.

Chaque exercice est accompagné de la liste des chapitres concernés pour vous permettre de mieux les retrouver.
Ces exercices sont, par nature, plus complexes et permettent alors de valider la compréhension des notions et les

raisonnements associps.

rT 2 Nombres complexes : point de vue géométrique

E Calcul matriciel
Soient n un entier naturel supérieur ou égala2 et w le
nombre complexe w = e,

1. Justifier que, pour tout entier & compris entre 0 et

n—1ona w*=—1
w

2.50it A la matrice carrée d'ordre n définie par:

1 1 1 1
2 n=1
1 w t e @
A=l1 w? @ Lo
1 @ b . eV
1 wrr—'l w!ln—‘l] wln'll'

La matrice A est obtenue en conjuguant chacun des
coefficients de la matrice A.
Soit B = AA dont on note b'.d. les coefficients,

a. Montrer que, pour tous entiers i et j compris entre 1

Zn: (@)
k=1

et n, le coefficient b, ; vérifie b, ; =

On pourra remarquer que le coefficient a, ; vaut @',

b. En déduire que B=nl .

3. En déduire que la matrice A est inversible et
déterminer A™",

| 3 Divisibilité dans Z (&) calcul matriciel
Soient A et B deux matrices carrées d'ordre 2 a coeffi-

cients réels.
Unnute.-‘\z( )EtB (}{)

1. a. Montrer que det{ AB } = det(A )det(B).
b. Montrer que si A est inversible, alors ad—be # 0 et

T L g}

2. 0On suppose maintenant que A est une matrice a
coefficients entiers.

a. Justifier que det(A) est un nombre entier.

b. On souhaite que A soit inversible et que A™' ait des
coefficients entiers.

Montrer a l'aide de la question 1. a. que si ces deux
conditions sont vérifiées, alors det{ A)=det(A™) = +1.

233 @ | LLS.fr/MXPP238
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c. Montrer a l'aide de la question 1. b. que la

réciproque est également vraie, ¢'est-a-dire que si

A est une matrice a coefficients entiers vérifiant

det{ A)=det{A")= 41, alors la matrice A est inversible
et A™" est a coefficients entiers.

Remarque : Ce résultat reste vrai pour une matrice carrée
d'ordre supérieur a 2.

[T\ (1) Nombres complexes : point de vue algébrique

!'i ' Calcul matriciel
Soit A une matrice carrée d'ordre 2 dont les coefficients
sont des nombres complexes.
La matrice A est obtenue en conjuguant chacun des
coefficients de la matrice A,
Montrer que det(A) = det(A).

[1..’ ' (1) Nombres complexes : peint de vue algébrique

3 ) Divisibilité dans Z E | Caleul matriciel

Soient la matrice A =(1D _01 ) et la matrice D = ({; Ei )
Partie A : Diagonalisation de la matrice A

1. Soit P la matrice a coefficients complexes ( ]
Calculer P x (1 ] et en déduire l'expression de P 1
2. Montrer que A = PDP ",

Partie B : Détermination de A"

On considére dans cette partie un entier naturel n.

1. Montrer par récurrence que pourtout ne I :

A"=PD"P",
2. Montrer par récurrence que pour tout ne I ;
p"=(y Sy}

3.a. On suppose dans cette question seulement que
n=0[4]. £

Montrer alors que D" = ({J 1 )

b. Déterminer de la méme maniére une expression de
D" lorsquen=1[4|,n=2[4]etn=3[4].

c. Déterminer alors une expression de A" dans chacun
de ces quatre cas.

4, Déterminer la matrice AZ™,
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! L ( j Nombres complexes : points de vue algébrique
(7 suites et matrices

On considére deux suites de nombres complexes (z, )
et (z,) définies par z, =1, z, =i et, pour tout entier
nell:

z,.,=(9—4i)z, +(—3+2i)z
|z' =(18—12i)z, +(—-6+6i)z"

a1
1. Calculer z, et z],
2. Justifier que ce systéme s'écrit sous la forme

matricielle Z  =AxZ o0Z . Z etA sont trais
matrices dont on explicitera les coefficients.

3. Montrer par récurrence que pourtout n 17
Z =A"XZ,.

&4, On cherche dans cette partie a déterminer les

coefficients de la matrice A".

3 ﬁ)'
Justifier que P est inversible puis déterminer P,
. 2i0
b. Montrer que A=PDP ' 0l D =( 0 3 J
¢. En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer
que, pourtout n €17, A" =PD"P.

" . 12
a, Soit la matrice P ={

d. Déterminer, pour tout n € I, les coefficients de la
matrice D" puis en déduire ceux de la matrice A",

e, Exprimer, pourtout n 17, z_et z en fonction de n.

[_ 3 ) Divisibilité dans Z '6 Caleul matriciel

On considére un graphe a dix sommets correspondant
aux entiers de 1a 10.

Pour deux sommets a et b, il existe une aréte allant de
a vers b si a divise b.

1. Ce graphe peut-il étre complet 7 Justifier.

2. Représenter ce graphe.

[ ',’_? 1 ) Nombres complexes : point de vue algébrique
() pivisibilité dans Z
On cherche dans cet exercice a résoudre dans T 'équa-
tion (E): 4z —8z*—27z—20 =0,
Partie A : Recherche d'une solution « évidente »

On cherche dans cette partie a determiner une solution
rationnelle de ['équation.

1. Montrer que 0 n'est pas une solution de ['équatien.

2. Justifier que s'il existe deux entiers relatifs non nuls p
et q premiers entre eux tels que z = }ql soit une solution
de 'équation, alors p |20 et q | 4.

3. En déduire les valeurs possibles d'une solution
rationnelle de ['équation (E).

4, Déterminer une solution de l'équation (E).

EXERCICES TRANSVERSAUX

Partie B : Résolution de I'équation

1. A l'aide de la solution déterminée a la question &.
de la partie A, déterminer une factorisation de

4z’ —87'—-27z—-20 =0.

2. Déterminer alors 'ensemble des solutions de
'équation (E).

rT [ 1) Nombres complexes : point de vue algébrique

L

(& calecul matriciel

Soient a et b deux nombres reels. Tout nombre com-

plexe z = a+ib peut s'écrire de maniére unique sous la
a —b)

b al

1.Soient ¢ et d deux nombres réels et z' le nombre

complexe défini par z' = c+id.

forme matricielle suivante : A=(

Ecrire la matrice correspondant au nombre complexe z'
puis vérifier que l'addition et la mutiplication matri-
cielles sont naturellement compatibles avec celles
définies sur C.

2. Ecrire la matrice B correspendant au nombre
complexe z'.

3. Calculer le produit AB. Quel résultat retrouve-t-on ?

.
N |2

& ) calcul matriciel

Nombres complexes: point de vue géométrique

On considére la définition des nombres complexes
ecrits sous forme matricielle décrite dans |'exercice
précédent.

1.Soit @ € B. Ecrire la matrice associée au nombre
complexe e,

2. La matrice obtenue correspond & celle d'une
transformation géométrique du plan muni d'un repére
orthonormé direct (O ; i, ). Laquelle ?

3. Conjecturer alors, pour tout entier relatif n, une
expression de la matrice associée au nombre (e*)".
Démontrer cette conjecture.

4, Retrouver alors la formule de Moivre.

1[*) (2 Nombres complexes : point de vue géométrique
E; Calcul matriciel

On considére le plan complexe muni d'un repére ortho-
normé (O : u, v ) et on définit, pour tout k € 17, le point
M, d'affixe z, = e'F,

1. Calculer 'affixe de M, et de M,.

2. Pour tout entier k€ {0; ... ; 5}, placer M, dans le
plan.

3. Compléter la congruence 2020 = ...[6].

4. En déduire, sous forme algébrique, l'affixe de M, , .

Exercices transversaux | LLS.fr/MXPP239 | B 239
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’ EXERCICES TRANSVERSAUX

['-? " (1) Nombres complexes : point de vue algébrique
g Calcul matriciel

Soient a et b deux nombres réels et on note z et 2’

deux nombres complexes vérifiant :
z=2a—-b+2+i(a+3b-1)
zZ=-a+b+20+i(2a+7b+7)

On cherche a déterminer a quelle(s) condition(s) les

nombres z et z' sont égaux.

1. Justifier que z et z’ sont égaux si, et seulement si, a

3a—2b=18

—a—4bh=8"

2. Ecrire ce systéme sous la forme AX =B, 00 A, X et B

sont trois matrices qu'on déterminera.

et b sont selutions du systéme {

3. Résoudre ce systéme et réepondre au probléme posé
en explicitant z et 2",

[r 3) Divisibilité dans Z (&) caleul matriciel

Inverse d'une matrice modulo 5.

Soient A et B deux matrices dont les coefficients sont
donnés modulo 5.

On donne;'\:(_': 1)et B= l ;1)

80 30
1. Montrer que Ax B = (0 a)= (0 3)‘
2. Déterminer un inverse de 3 modulo 5.

L . . 2 =2
3.En déduire que A est inversible et que A™' = ( 3 3 )

Remarque : On trouvera une généralisation de ce résultat
dans l'exercice suivantL

.__:! “ PGCD et applications | Q-FCalcul matriciel

Inverse d'une matrice modulo n
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et soient
a, b, c et d quatre entiers donnés modulo n,

Soient A la matrice (r:_ z) et B la matrice (_r_ic -ab )

On note det{ A) la quantité det(A)= ad — bc.

1. Montrer que Ax B =det(A) x(; ?)

2.En déduire que si det(A ) est inversible modulo n
d'inverse det(A)™", alors A est inversible,
Déterminer une écriture de A™",

3.0n suppose maintenant que det(A) n'est pas
inversible modulo n. Montrer, en utilisant un
raisonnement par l'absurde, que A ne peut pas étre
inversible.

On pourra admettre le résultat suivant : « Pour toutes
matrices A et B, det(AB )= det{ A )det{B). »

&4, A quelle condition sur le couple (det(A); n) la
matrice A est-elle inversible ?

w0 W | LLS.fr/MXPP24D

.2 Ly A
i? 1 NZ [-L ')'-] f@;

Complexes Arithmétique Matrices Graphes

. . . . 21
5. Déterminer un inverse modulo 8 de la matrice (1 3).

6. Expliquer pourquoi la matrice (: i) n'est pas
inversible modulo 8,

| .| (3 Divisibilité dans Z (%) PGCD et applications
& ) caleul matriciel

D'aprés bac S, Métropole, juin 2019
Dans cet exercice, on étudie I'ensemble S des matrices
qui s'écrivent sous la forme A= (: z) ola b, cetd
appartiennent & l'ensemble Z et vérifient: ad — bc=1.
10

].

On note I la matrice identité d'ordre 2 : 1 =(u 1

Partie A

s . 6 5 . x
1. Vérifier que la matrice A = (_5 _4 ] appartient &
l'ensemble S.
2. Montrer qu'il existe exactement quatre matrices de la
forme A= {g i,) appartenant a l'ensemble S puis les
expliciter.
3.a. Résoudre dans Z ['équation (E): 5x—2y = 1.
On pourra remarquer que le couple (1; 2) est une
solution particuliére de cette équation,

b. En déduire qu'il existe une infinité de matrices de

laforme A =(g 2) qui appartiennent a 'ensemble S.
Décrire ces matrices.
Partie B
i ab .
Dans cette partie, on note A= ( c d] une matrice

appartenant a I'ensemble S. On rappelle que a, b, c et d
sont des entiers relatifs tels que ad—bc =1,

1. Justifier que les entiers a et b sont premiers entre eux.
. . d —b
2. Soit B la matrice { )
=C da
a. Calculer le produit AB. On admet que AB = BA.

b. En déduire que la matrice A est inversible et donner
sa matrice inverse A™,
c. Montrer que A~ appartient & 'ensemble S.

3.Soient x et y deux entiers relatifs. On note x" et i les
entiers relatifs tels que (.1:.): A(x).

1} y
a. Montrer que x = dx’ — by'".
On admet de méme que y = ay —cx'.
b.On note D le PGCD de x et y et on note D’ le PGCD
de x" et y'. Montrer que D=Dr,

4. On considére les suites d'entiers naturels (x, ) et
(y_) définies par x, = 2019, y, = 673 et, pour tout entier
x ., =2x 43y

X
n

naturel n, {
n+1

=x,+2y,
En utilisant la question précédente, déterminer, pour
tout entier naturel n, le PGCD des entiers x_ety,.

Scanné avec CamScanner



!'1[;3" “] Nombres complexes : point de vue algébrique
Etude des sommes de deux carrés par les entiers de Gauss
Partie A : Définition des entiers de Gauss

Soient a et b deux nombres entiers relatifs.

On appelle entier de Gauss tout nombre complexe z
s'écrivant sous la forme z=a+1ib.

On note Z| i | 'ensemble des entiers de Gauss.

1. Le nombre 31321 est-il un entier de Gauss 7

2. Justifier quesi ze Z|i], alors ze Z[i].

3. Montrer que la somme de deux entiers de Gauss est
un entier de Gauss.

&4, Montrer que le produit de deux entiers de Gauss est
un entier de Gauss.

5.5i z est un entier de Gauss non nul, -;— est-il un entier
de Gauss ?

Partie B : Norme et applications

Si z est un entier de Gauss, on appelle norme la fonc-
tionN:z—zxz.

1.Soient a et b deux entiers relatifs et z=a+ib.
Déterminer N(z) en fonction de a et b,

2. Montrer que si z et z' sont deux entiers de Gauss,
alors N{zz')=N(z)N(z').

3. Premiére application

a, Montrer que, pour tous entiers relatifs a, b, c et d,
(a?+b¥)(c?+d?)=(ac—bd )*+ {ad+ be)?,

Remarque : Cette égalité est en réalité valable pour tous réels

a, b, ¢ et d et porte le nom d'identité de Lagrange.

b. Soient m et n deux entiers naturels s'écrivant comme
la somme de deux carrés parfaits.

Montrer que m x n s'écrit également comme la somme
de deux carrés parfaits.

4, Seconde application.

Soitze Z[i].

On dit que z est inversible dans Z[ i ] lorsqu’il existe un
nombre complexe z' € Z[ i | tel que zz' = 1.

Montrer que z € Z[ i ] est inversible dans Z[ i ] si, et seu-
lementsi,ze{1;—1;i;—i}.

[-_[h* (1) PGCD et applications ( & ) Calcul matriciel
D'aprés bac S, Asie, juin 2015

Une équation de Pell-Fermat

On dit qu'un entier naturel non nul N est un nombre
triangulaire s'il existe un entier naturel n tel que
N=1+2+...+n.

Par exemple, 10 est un nombre triangulaire car
1M0=1+2+3+4.

EXERCICES TRANSVERSAUX

Le but de ce probléme est de déterminer des nombres
triangulaires qui sont les carrés d'un entier.

On rappelle que, pourtout r 11", ona:

+
1+2+...+H=M.

Partie A: Nombres triangulaires et carrés d'entiers

1. Montrer que 36 est un nombre triangulaire et qu'il est
aussi le carré d'un entier.

2.a. Montrer que le nombre 1+2+... + n est le carré
d'un entier si, et seulement si, il existe un entier naturel
ptel que n’+n—2p*=0,

b. En déduire que le nombre 1+2+... +n est le carré
d'un entier si, et seulement si, il existe un entier naturel
ptelque (2n+1)*—8p*=1.

Partie B : Etude de I'équation diophantienne associée
On considére (E) l'équation diophantienne

x?—8y* =1, 00 x et y désignent deux entiers relatifs.

1. Donner deux couples dentiers naturels inférieurs & 10
qui sont solutions de (E).

2. Démontrer que si un couple d'entiers relatifs non nuls
(x; y) est solution de (E), alors les entiers relatifs x et
i sont premiers entre eux.

Partie C: Lien avec le calcul matriciel
Soient x et y deux entiers relatifs. On considére la
matrice A—(3 8)
“\1 37
On deéfinit les entiers relatifs x" et y* par 'égalité :

X\ fx
(y')_A[y)'
1. Exprimer x’ et y' en fonction de x et de y.

2. Déterminer la matrice A™", puis exprimer x et y en
fonction de x" et y'.

3. Démontrer que (x ; y) est solution de (E) si, et
seulement si, (x"; i) est solution de (E).

&, 0n considére les suites (x ) et (y, ) définies par
x, =3, y,= 1et, pour tout entier naturel n :

.'c"‘,) (:c:,1 )
=A X

(yn | yu

On admet que, ainsi définis, les nombres x_ ety  sont

des entiers naturels pour toute valeur de U'entier n.

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel
n, le couple (x_; y, ) estsolution de (E).
Partie D : Retour au probléme initial

A l'aide des parties précédentes, déterminer un nombre
triangulaire supérieur a 2015 qui est le carré d'un entier.

Remarque : Une équation de Pell-Fermat est une équation
diophantienne de la forme x* — ny* = 101 1 est un entier
naturel qui n'est pas un carré parfait.

Exercices transversaux | LLS.fr/MXPP241 | B 24
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’ EXERCICES TRANSVERSAUX

[_-rr‘ 2 | Divisibilité dans Z ‘{ PGCD et applications

g Calcul matriciel
Chiffrement de Hill
En 1929, le mathématicien et cryptologue Hill publie ses
travaux concernant une méthode de chiffrement qui
porte aujourd'hui son nom.
Le principe repose sur le choix d'une matrice A vérifiant
les conditions suivantes :
s det{A)est nonnul;
= det{A) est premier avec 26,

. . . . 72
On travaillera ici avec la matrice A= (1 3 )
Partie A : Etude de la matrice A

1. Justifier que la matrice A vérifie bien les conditions
demandées par l'énonce.

2. A l'aide de la calculatrice, déterminer A™,

Partie B ; Etude du chiffrement

Le chiffrement de Hill repose uniquement sur le cheoix

de la matrice A.

Pour coder un mot ayant un nombre pair n de lettres,

on procéde de la maniére suivante :

= on associe a chaque lettre de l'alphabet un nombre
entre 0 et 25 en suivant l'ordre alphabétique ;

« on divise le mot a chiffrer en blocs de deux lettres
successives. On obtient donc plusieurs blocs de
nombres (x,;x,); .. 5(X, _,iX );

« on utilise alors la matrice A pour procéder
au chiffrement : on calcule, pour tout entier

=2 LT Xap-1
ke {II;..YI;I ( )=A:—<(. )
{ 2 }' Yz Xapsz
On obtient alors les bloes (7, 4,); ... 5 (Y, 43 Y,)
qu'on juxtapose : le mot initialement choisi est alors
codé par une suite de nembres Yy, Y,

= on réduit modulo 26 chacun de ces nombres : pour
tout entier k€ {1; ... ; n}, on détermine le reste r,
de la division euclidienne de y, par26;

« le mot choisi est donc maintenant codé par une suite
de nombres rr,...r,;

= on associe a chacun de ces nombres compris
entre 0 et 25 une lettre selon le procédé décrit
précédemment.
1. En utilisant la matrice A décrite au début de
l'exercice, coder le mot JUIN par ce procédé.
2. Coder un mot de votre choix en utilisant ce procéde.

Compte tenu du processus de codage décrit ici, le mot
doit &tre constitué d'un nombre pair de lettres.

3. Reproduire et compléter le programme ci-aprés afin
qu'il transforme la liste initiale de nombres en la suite
codée de nombres.

w2 W | LLS.fr/MXPP242
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i2q Ng pl

[ 1 def Hi11(L):
2| n=len(L)
3| 1f n%2 l= B:
4 return 'I1 faut un nombre de lettres pair |'
else:
| for k in rangeCint(n/2)):
L[2*k], L[2*k + 1] = ..0 , «us
L[2*k] = L[2*k]%26
return L

L[2%k + 1] = L[2*k + 1]%26

[=-JT-- NI IV

[

Partie C: Etude du déchiffrement

On cherche ici a déterminer un moyen de déchiffrer un
mot chiffré par le procédé précédent. Sans perte de géné-
ralité, on étudie uniquement le bloc codé (r,;r,) cor-
respondant au couple de nombres (y, ; y,) obtenu aprés
transformation des nombres (x, ; x,) du mot initial.

L .
On note donc Y :(;') la matrice correspondant aux

3
3

noembres obtenus suite a la multiplication & gauche de
X
la matrice X = (1_1) par A,
2

1. Justifier que (x, ; x,) est une solution du systéme
; . ; 19x, = 3y,— 2

d'équations suivant : [19_1_; _ _';'I "'-"ffi
2. Montrer que (x, ; x,) est une solution du systéme de
congruences suivant : { 19, = 3, = 21,26

19x,=—r +7r,[26]
3. Determiner un inverse de 19 modulo 26.
4. En déduire que x, et x, vérifient le systéme :

x,=7r, +4r,[26]
|.t1 =15r,+25r,[26]

5. Le codage d'un mot a donné OCRR, c'est-a-dire la
liste (r ;7,3 ;1 )=(14;2;17;17).On cherche a
retrouver le mot initial.

| . . - {14
En appliquant le resultat de la question 5. & ( 2 ) et

17 .
(17), retrouver le mot initial.

Remarque: Lorsque le nombre de lettres est divisible par 3,

il est possible de coder des blacs de trois lettres de la méme
maniére que ci-dessus en utilisant une matrice carrée d'ordre
3 vérifiant les mémes conditions que dans I'énoncé.

['LIE‘._'EI re des maths)

Lester S. Hill (1891-1961) est un mathématicien

et cryprologue américain. Ses recherches reposent
principalement sur I'application des mathématiques
dans les systemes de communications et notamment
la cryptographie : le chiffrement de Hill fait partie de
ses principales contributions mais il a aussi développé
des méthodes pour détecter des erreurs dans les
transmissions télégraphiques.
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Exemple simple de code correcteur

Un bit est un symbole informatique élémentaire valant
soit 0, soit 1.

Partie A: Ligne de transmission

Une ligne de transmission transporte des bits de

données selon le modéle suivant :

« elle transmet le bit de fagon correcte avec une
probabilité p;

« elle transmet le bit de fagon erronée (en changeant
le 1en 0 ou le 0 en 1) avec une probabilité 1—p.

On assemble bout a bout plusieurs lignes de ce type et

on suppose qu'elles introduisent des erreurs de fagon

indépendante les unes des autres.

On étudie la transmission d'un seul bit, ayant pour
valeur 1 au début de la transmission.

Aprés avoir traversé n lignes de transmission, on note :
 p, la probabilité que le bit recu ait pour valeur 1;

* g, la probabilité que le bit recu ait pour valeur 0.

On a donc p, =1et q, = 0. 0n définit les matrices

) . p 1-p _('P”) {11
suwantes.A—(.l_p o ),Kn— q etP-(,I —1)'

On admet que, pour tout entier n,ona X . =AX et
donc X, = A"X,.
1.a. Montrer que P est inversible et déterminer P,

1 .
b.On poseD=( . Vérifier que A=PDP™.

0
0 2p—1 )
¢. Montrer que, pour tout entier n =1, A"=PD"P ",
d. En vous appuyant sur la copie d'écran d'un logiciel
de calcul formel donnée ci-dessous, déterminer une
expression de g, en fonction de n.

[X0:=[(1],101] A (;)
P:=([1,31,11,-1]] A ( : -11 )
|D:=[[1,0],[0,2°p-1]] P (:1 2. :— 1)

[P*matpow(D,n)*P*(-1)*X0

HE2p-1)"+1)
(%{-{z-p- )"+ 11)

2. 0n suppose dans cette question que p vaut 0,98. On
rappelle que le bit avant transmission a pour valeur 1.

On souhaite que la probabilité que le bit requ ait pour

valeur 0 soit inférieure ou égale & 0,25.

Combien peut-on, au maximum, aligner de telles lignes
de transmission ?

EXERCICES TRANSVERSAUX

Partie B ; Le code de Hamming (7,4)

On rappelle qu'un bit est un symbole informatique élé-

mentaire valant soit 0, soit 1. On considére un « mot »

formé de quatre bits que l'on note b, b_, b_ et h,.

Par exemple, pour le mot 1101, 0ona b,=1,b,=1,b,=0

eth, =1

On ajoute a cette liste une clé de contrdle ¢,c,c, formée

de trois bits :

+ ¢, est le reste de la division euclidienne de
b+b,+b, par2;

* ¢, est le reste de la division euclidienne de
b,+b,+b, par2;

* ¢, estle reste de la division euclidienne de
b,+b,+b, par2.

On appelle alors « message » la suite de sept bits
formée des quatres bits du mot et des trois bits de
controle.

1. Préliminaires

a. Justifier que ¢, ¢, et ¢, ne peuvent prendre comme
valeurs que 0 ou 1.

b. Calculer la clé de controle associée au mat 1001

2.5oit b,b,b,b, un mot de guatre bits et ¢,c,c, laclé
associée.

Démontrer que si on change la valeur de b, et que l'on
recalcule la clé, alors ¢, est inchangée, c, est modifiée
et c; est modifiée.

3.0n suppose que, durant la transmission du message,
au plus un des sept bits a été transmis de fagon
erronée. A partir des quatre premiers bits du message
recu, on recalcule les trois bits de contrdle, et on les
compare avec les bits de contrdle requs.

sans justification, recopier et compléter le tableau
ci-dessous. La lettre F signifie que le bit de contrale
recu ne correspond pas au bit de controle calculé et )
que ces deux bits sont égaux.

F

| ' ||
| F |
| |

| S
&, Justifier rapidement, a l'aide du tableau, que si un
seul bit requ est erroné, on peut dans tous les cas
déterminer lequel et corriger l'erreur.

5. Voici deux messages de sept bits : A =0100010 et
B =1101001. On admet que chacun d'eux comporte au
plus une erreur de transmission.

Préciser s'il y a une erreur et la corriger.
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GRAND ORAL

Se préparer au Grand Oral

Description de |'épreuve

> L'épreuve du Grand Oral, de coefficient 10, est l'une
des cinqg épreuves finales du baccalauréat. Elle est
notée sur 20 points.

> Le jury est composé de deux professeurs de votre
lycée qui enseignent deux disciplines différentes.

> D'une duree totale de 20 minutes, elle se déroule
en trois temps : la présentation d'une question
(5 minutes), suivie d’'un échange avec le jury sur
votre présentation (10 minutes). 'échange se clat
par un temps de discussion autour de votre projet
d'orientation (5 minutes).

Premiére partie de |'épreuve : présentation d'une question problématisée

5 5minutes

> Le jour de I'épreuve, vous devez proposer au jury
deux questions que vous aurez préalablement
préparées, seul ou en groupe, pendant l'année.

> Vos questions peuvent porter sur les deux
enseignements de spécialité que vous avez choisis en
terminale. Il peut s'agir de questions transversales,
faisant appel aux deux spécialités, ou de questions
portant sur chacune des spécialités prise isolément.

Ces questions peuvent par exemple étre :

« Comment des equations differentielles permettent-
elles de décrire le mouvement d'un corps ?

« Comment les sondages d'opinion sont-ils légitimés
par la loi des grands nombres ?

> Parmi ces deux questions, le jury choisit celle que
vous allez présenter a l'oral. Vous disposez de
20 minutes de préparation.

> Vous devez dans un premier temps expliquer
pourquoi vous avez choisi cette question. Vous devez
ensuite la développer ety répondre.

) Vous devez faire votre présentation sans note ;
toutefois, si vous le souhaitez, vous pouvez
accompagner votre présentation d'un support (sur
une feuille) que vous remettrez au jury.

244 A

juela! nsells

> Le passage d'une épreuve orale est toujours un
moment impressionnant : c'est normal ! Prenez
le temps de respirer bien profondement si vous
vous sentez stressé.

= En entrant dans la salle d’'examen, saluez
chacun des membres du jury et attendez leurs
consignes.

« Pendant votre exposeé, pensez a vous tenir
bien droit et regardez les personnes a qui vous
parlez.

= Parlez suffisamment fort et articulez, pour étre
bien compris.

« Ne vous précipitez pas ! Le plus important est
que le jury comprenne sans difficulté les idées
que vous voulez exprimer.

= Si vous perdez le fil de votre développement,
ne paniquez pas ! Reprenez calmement la ol
vous en étiez.

* Pensez a surveiller votre montre pour ne pas
dépasser le temps imparti.
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Le corps et la voix

La prise de parole i l'oral est 3 la fois un ex
vous sera tres utile tout au long de la vie. Il exi : '
progresser dans votre maitrise de 'oral.

A Loral, -
e Slac ENITENDLU U
OuS eles 1

Vou_:—: devez | -+ Lavoixetla respiration. * Les gestes, le regard, = Lapparence et 'attitude,
_ soigner... la posture.
BoE . Fa.pter vntrf: audrtoire et * Mieux transmettre votre * Donner une bonne image
eviter de dégager du stress. |  message. de vous.

* Varier le débit (vitesse) et « Etre bien ancré au sol, + AvVoir une tenue
lintensité (plus ou moins stable et droit : les épaules vestimentaire adaptée et
fort) de votre voix. sont redressées, en arriére, dans laquelle vous vous

« Accentuer les passages de sorte que la colonne sentez a l'aise.

o importants, ‘c"le"t_"brﬂl'_? 5“‘;1 une I‘S"E * Paraitre sérieux, concentré,
) . . . i I
attentif a... = * Soigner votre diction, bien foe qul va du bassin

articuler,

jusqu' la téte ; les pieds

positif (sourire, dire bonjour,

i etc.)
sont disposés dans la

continuité des hanches.
* Regarder les membres du
jury.

+ Contrdler votre souffle en
maitrisant votre respiration.

* Parler trop vite, ni trop .

Garder les mains dans vos * Surjouer votre oral avec une
doucement.

poches, croiser les bras, se attitude théatrale excessive

balancer, remuer les jambes, Qu, au contraire, ne montrer
se recoiffer, etc. aucune envie.

 Répeter trop souvent le

et en veillant méme mot (« donc »,

ane pas... « alors ») ni multiplier « Eviter le regard du jury.
les « euh ».
* Vous laisser envahir par vos
émotions.
! A
Pour s'entrainer

La clé d’'un Grand Oral réussi réside dans un entrainement régulier tout au long de l'année. Voici deux exercices qui
vous aideront a progresser !

> Seul ou devant un proche qui vous filme, présentez
a voix haute la question que vous avez choisie, dans
le temps imparti (5 minutes). Visionnez ensuite la
vidéo et notez, & partir des axes présentés dans le
tableau, vos axes de progression.

> Pour prendre conscience des petits défauts dans
Uexpression orale ou dans le langage non verbal, il
peut étre trés intéressant d’'observer la présentation
orale d'un camarade. Observez et analysez ses gestes,
son regard, sa posture et discutez-en ensemble a la
fin de l'exposé.

Entrainez-vous sur LLS.fr/GrandOralMaths )

(LLs.fr/GrandOralMaths ] B 247
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Chapitre @
Auto-évaluation
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Doe(ocoeo 0060
(Dooo
laz+z,=(1+i)+(1-i)=2et
Xz, =2 X7 =1+11=12,

b. Le polynéme défini sur C par
Plzi=(z—-z,z—7,)=7"—2z+2 admet
z, et z, comme racines,
2.a.Q(z,)=Q(z,)=0 donc Q se fac-
torise par P. De plus, pourtout ze C,
(z—a)Plz)=(z—a)z’—2z+2)
=z'-(2+a)i’+2a+Nz-2a
En comparant cette écriture a
Qiz)=z"-62"+10z - 8, on obtient
@ =4, Donc, pour toutze C,
Qlz)=(z—4)P(z).
b. D'aprés la question précédente,
Qi z)=0 admet trois solutions dans
Cib, z,=1+ietz,=1-1i.

Exercices

Toa=(2+i)1+3i)
=2+6i+i-3=—1+7
2.b=(%—21]{2+%i)=6—%i3

3.0=(-g-gi)+2)=F-3i

k.d=[—-2-—i}t3—£i}=—5—%i

-1' 3+2|

1x(3=2i) —i—ii
Tt x(3-2) MW 13
2 b=y mg g
3c=—{:ii=1
6+ 4&i 1.
hod=—g= 3:‘"7 77l

B 1. On peut réécrire cette équation
sous la forme z'-2z+13 =0.

On reconnait alers un trinome du
second degré, de discriminant A = -8.
Cette équation admet donc deux
solutions complexes tonjuguées :

_1‘{_ -iv2 et =1+142.
2. On peut réécrire cette équatinn
sous la forme z*' = 1. Cette équation
admet deux solutions dans C : i et -i.
3. Pour tout z< C7, on peut réécrire
cette équation sous la forme
2+ 6z~13 = 0. On recannait alors un
trinome du second degré, de discri-
minant A = —16. Cette équation admet
donc deux solutions complexes
conjuguées: —3—2i et —3+2i,

4. Pour tout z= C°, on peut réécrire
cette équation sous la forme

48 W

z’—z+1=0.0n reconnait alers un

trinéme du second degré, de discri-
minant A =-3. Cette équation admet
donc deux solutions complexes

1_ 43, .1.43

conjuguées: 5 —5-i et 5+ 5-i.

1oz =(3+i)(1+4i)

=3+12+i—4=—1+13i
2.z=[2+3ilizi—1]=—s+i
z=(5-ill2-2i)=8-12i

4. z'(“"?H—i-~]=—3-3---§-i

1. Faux. En effet, sl on prenda=1
et h=—1, alors on obtient z,=2i et
z,=-Zietonabienz =—z,. Etsion
prend a=-1et h=-1, alors on obtient
z,=2+2ietz =-2-2i etonaencore
une fois z, = -z,.

2. Vrai. En effet, pour toutbe R,
z=(2+ib}2b+i)=3b+2i1+ b Et,
pourtout he %, 1+ h* £ 0.

3. Vrai. l'equation z, = z, peut se
réécrire (4a’—sa+ 1) +ilb*-2b+1)=0,
et les equations «a’-4a+1=0 et
b*-2b +1=0 n'admettent qu'une
seule solution : respeclivement-}
et

4. Faux. Pour tout ze C,
(a+ir=(a*-3a)+il3a*-1). O, z est
un nombre réel si, et seulement si,
3a’-1=0, Cette équation admet deux

V3 o 43 V3

solutions : 5~ et ——5-. Donc sl a = -3~

ousia= —9. alors z est un nombre
réel.

Jix(2-i) 3, 5.
= =24+
O 1a- 2+1 (Z+iN2-1) 55!
zt.:.l_t'.,:%_%i
o Lol | TS W
Joe=gT3 =337
Ild 2 3I_12 S-

I-AH T3
A 24
m"[s*lllz-z-lui’-ﬁ

— (2+i)5-24) - z‘ 1
“r=Ts7 2ms m"‘ 291

etdonc z= _z'ﬁ_lﬁ'
2.2iM-2z)+z=iz—1el1-5i)z=—1-2i
9 .7 .
e 6 ’2& donc z 26 +‘26-
3.2z-i=2Z-5)+i e (2i-212=-10+2i
u?:=3"'25 d'Dl'II: z=31-2.
.22 14i=0 e (2-1)z=1+30
ez=1+idoncz=1-i.

@ 1lz+z,--1etzz,- %. donc

z, et z, sont racines du polyndme
24z -E- Le discriminant de ce poly-
nome vaut A = -4 < 0, il admet donc
deux racines complexes conjuguées :

2. z, et z, sont racines du polynome
7’+2y2z+6.Donc z,=-y2-2i et
r,=—4J2+2i.

3. z, et z, sont racines du polynéme

22+y3z+1. Donc z,=
1.

n=—"5-—=i

2 2
4. z, el z, sont racines du polynome

V2 V2

2 +/2z+1. Done 2= -5=+ 55 et

V2 _ 2.

Il-__ 2 '-"_]

=) 1.s0itac®,

Plia) =—a’i+(a+i)a’+i(5+4&i)a—5i
=4lg’—al+-il-a’+a’+52—5)

on cherche maintenant a résoudre

Wa'—al=0et —a’+a’+52—-5=0.

Léquation sla—al=0 e ba(a—11=0

admet deux solutions: « =0 ou

@ =1. Et, si @ =1, alors on a aussi

'+ @?+54-5=-1+1+5-5=0. Donc

i x1=1i est une racine du polynome P.

2. Pourtout zeC,

3 "
—%+%1 et

{z—iMaz'+bz+c)

=az’ = (-b+ia)? +{e—iblz—

En comparant cette écriture a celle
de P(z) donnée dans I'"énoncé, on en
déduitque a=1, h=—4 et c=5,

3, z'—4z+5 est un trinéme du second
degré de discriminant A = —4. Il admet
donc deux racines complexes conju-
guées:2-iet2+i.Léquation P{z)=0
admet donc trois solutions dans C 1 4,
2=iet2+i,

(Z1 1. Le discriminant du tringme

du second degré 3z? -2z + 1 vaut
A=(-2)-4x3x1=-8<0. Léquation
n‘admet donc aucune solution réelle :

'afirmation est fausse.
5

2.0n ﬂ.2+i+'i"_':'!"=2+i+2—i=‘| et
z_1+2—§;=z—i+2+i=mdoncl'afﬁr-

mation est vrale,

3. Les solutions de l'equation
Z’-4z+5=0sont2+iet2-i.les
solutions de I'équation z* +4z+5=0
sont -2+iet-2-i.0n a bien
2+i=—(-2-i)et2—-i=—({-2+i}), donc
laffirmation est vraie.

4. Le discriminant du trinéme du
second degré z' -6z +10 vaut A= -4, Il
admet donc deux racines complexes
conjuguées:3—i et 3+i. La partie
réelle de ces racines vaut bien 3, donc
I'affirmation est vrale.
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Auto-évaluation
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m 1. Graphiquement, z, =2 +i et
Z,=—4+3i,
2.|z,-z,[=|-6+2if =62 +27 = 40,
|z, -z [ =l(-3-V3)1+(1-3J3)if = 40
et|z.-z [ =|(V3-3)+(143/3)if =

Donc le triangle ABC est équilatéral.

000

3. Le triangle ABC étant équila-
téral, ses hauteurs et ses media-
trices sont confondues. Donc H, le
pied de sa hauteur issue de C, est
le milieu du segment | AB). Donc
Z . z_\zzn _ 2"'1—2& 3i =_1+21
ﬁ. Le triangle ABC étant équilaté-
ral, ses hauteurs sont confondues
avec ses medianes. Donc|CH| est la
médiane issue de C dans le triangle
ABC. De plus, si on note G le centre
de gravité de ABC, on a C_G":%a-l'
On obtient z; -z, =%{z“—zr:.
c'est-a-dire z;— Y3 +1—(2+342)i
2{ 1+2|—J_+1—[2+3J_]|l et on

obtient zﬁrl:——1]+ﬂz+f}

Exercices

l.a-b=5-3i-2=3-3iet
d-c=1-2i—i+2=3-1i. Donc
a—b=d—c et ARCD est un parallélo-
gramme.

2. ABCD est un parallélogramme donc
M, le point d'intersection des droites

(AC) et (BD), est le milieu de |DB].
5—-3i+i—-2 _3

D'oli z, = 2—51—=£=5i.
“ ‘[.z=?+%|
2.
=32 cos(£ )+ sin(£)i)
1z=—ﬁ—iﬁ=z[—§—§i)=zev
3.z= -5 i"'ﬁ_5
o 2 2
=v5(~3-2)
=|"§[cm[;§-i —is"m(:%'l }=£:'l%

Ib-af=|4f =18,
le—b|?=-2+i|?=5et
le—a|*=|2+i|?=5. Donc le triangle
ABC est isocéle en C. La réciproque
du théoréme de Pythagore affirme
qu'il n‘est pas rectangle.

1. On cherche z; tel que
Z,—Z,=Zy—Zp. ON obtient z;=—4—i.
2. Le centre O de ce parallélogramme
est le milieu d'une de ses diago-

nales ; par exemple de [AE|. D'ol

g =2at%_ -3 1,

B T e
G|1Jz1|=|;+511—.fm JF
2.|z|=|3-vai|= (3 + (-var =42
3.|z3|ﬂ|2+4’_+3i|

=J(2+V1) +31=2/a4+ 3

=[5 |- o () =20
m 1z, —32-+§

(B3

3[ g}*-:m{%]i)
2.z =ni

=rlo+1xi)
=Jr{cm{-g-)+sin(-3:)i}
7, = 6+6y3i
w3+ 4)
=12(ms(£)+sin(%)i]
b4z, =-2+2i
—2-f( £z .,r)

=2f{m{3r)+sln(jalli)

i 2 _mx
2, :'_.Ll:ilg'_ =35¢ %k‘_
]
s 2 _noyd 3 iz
e (5' Tl TTst
4, 2 3e'354' 375 35T

1. 2cos*(x)—1
ix —-ix 4 7
=2(t_+2¢_) -1
i -Zir
=2%_1
Qux =Jaw
=%=cﬂs{1‘r)
2, 2cos{x)sin{x}
=2cir+E i EiJr_e
Fa o
_lef+e HeT—e ™)
- 21
—gdix
A
1. AD=[d—a|=|—z+%i|

=y2r+(3) =3
Rn«=|d—b|=[2—ii‘=,‘.’1‘+[—1f=i

Hx
=£ =sin{2x)

et CD=|d— c|-|z+—|| V224 (3) =3

2. Le point D est & égale distance
de A, de B et de C donc le point D
est le centre du cercle circonscrit au
triangle ABC,

CORRIGES

E‘ 2+i—4+i  —2+3
f-2-3i-2—-1 —4—di

-2+ 2 % (4 +4i)
T —L—4i) 2 (—4+4i)
-4 _ 1.

i) 7!
20na:
2+i-4+i

(AC: BA) = arg( 55—

= argl:—%-i )= __.'ir_ +2kr, ke Z.
Donc les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

Chapitre @
Auto-évaluation

Do@e@e ™
Doo@Deo@doe
Dooeo

1a.

1/2|3 (4|56
| 27| 81243729

b. Pour tout n e 17,

3" =3"x35=3"x1[7]=3"|7].
€3 =31 R 337 =67

d. Pourtoutne 4, 3" 4 =23"[7).
Etudier le reste de la division eucli-
dienne de 3" par 7 pour tout ne 1l
revient donc a étudier ce reste pour
nefl;2;3;4;5;6).

E W 1[2]3]a[5]s
= 7 HEEBRDNERE
e.Pourtoutne{1;2;3;4;5;6},

" = p|7]. Donc, pour tout n I, 7 ne
divise pas 3",

2.a.0n reconnait la somme des
termes d'une suite géométrique
de raison 3. Donc, pour toutn e N,

u, =43 =30-),

b.

| i 12 34|56}
| IM 3| 26/a4s]|1]
3 il 2 [1]s[3f«[0]
L w =071 BREEERER

Donc u,_ est divisible par 7 si, et seule-
mentsi,n=6[7).

3. Pourtoutnell”, w, = %{3“—5").

De plus 3*=1{4] et 5* = 1[4 ], on peut
donc étudier le probléme uniquement
pour ne {1;2}.
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[ | 1 | 2 |

_37-s" -8 |

osoaprs IR

Donc w, est divisible par 4 si, et seu-
lement si, n=0[2].

o |

Exercices

1. Les diviseurs positifs de 38
sont 1, 2, 19 et 38.

2. Les diviseurs positifs de 30 sont 1,
2,3,5,6,10,15 et 30.

3. Les diviseurs positifs communs de
30 et 38 sontdonc 1 et 2.

Les diviseurs entiers de 4 sont
L=1mb&=54x1

=2x2=(—1)x({—4}

={—%) 2 {—1)=(-2) = {-2).
Puisqu'on cherche (x;yle 1%, an
cherche y>tetdoncy+3>13.1ln'y
a qu'un couple de diviseurs de 4
respectant cette condition : (1;4). Et

x—&=1 II=5 Il nexist
!,'+3=4" y=1 nexiste

donc qu'un seul couple d'entiers

naturels distincts vérifiant cette équa-
tion:(4;1).

[ 1.scitner,

(n+3P=n*+6n+9=n(n+86)+9,

2. D'aprés la question précédente, le
reste de la division euclidienne de
(n-+3) par n est 9 sl, et seulement
si, n > 9 (puisque, dans une division
euclidienne, le reste est forcément
inférieur au diviseur).

on a alors 1

1.a=2[5] donc o’ =4|5]. D'oll
a’+b=4+3=2[5] Le reste de la
division euclidienne de o +b par 5
vaut donc 2.
2.30+3h=3x2+3x3=15=0[5). Donc
Ja +3b est divisible par 5.

1. Les diviseurs de 24 sont 1, 2, 3,

4, 6, B, 12, 24 et leur opposé.

2. Soit k un tel entier naturel. Alors on

akl=n-24 wunl-k=2
es{n—kNn+k)=24.

on cherche donc n—k et n+k parmi

les diviseurs de 24. De plus, comme

n et k sont positifs, on cherche ces

nombres uniquement parmi ses

diviseurs positifs, cela nous apprend

aussi qu'on a forcémentn-k<n=+k,

Et on obtient, au final, que les valeurs

possibles de nsontn=5etn=7,

250 |

1. Comme o |n+6 et d|2n+3 alors
d divise toute combinaison linéaire
de n+6 et 2n+13. En particulier d
divise 2(n+6)— (In+13)=9.

Donc de{1;3:9}.

2.51 d =1, alors d divise tout nombre
entier. Donc, pour toutne !, le
couple (n ;1) respecte les deux condi-
tions de l'énancé.

Sid=3, alors 3|n+6< 3|n, et

3|2n+3 w» 3|n. Donc, pour tout ke 14,
le couple {3k ; 3) respecte les deux
conditions de I'énoncé.

Enfin, si d=9, alors 8|n+6 « il existe
keZtelquen=9k+3, et 9|2n+3 e il
existe k" e Z tel que n=9%" - 3. Dong,
pour tout k=11, le couple {9k+3;9)
respecte les deux conditions données.

Soit n un entier naturel qui, dans
la division euclidienne de n par 6, a
un reste égal & deux fois le quotient.
Il existe donc k=17, tel que n =6k + 2k
avec 0 < 2k < 6. En conclusion, on a
donc n=_8k avec 0 <k < 3. Les entiers
naturels cherchés sont donc 0, 8 et 16.

Lia+b =a’+3a’b+3ab’+b?

2. o'+ b* est divisible par 3, alors il
existe ke Z tel que a*+h* = 3k,

danc (a+h)* = 3k+3a’h+3ah?
=3(k+a’b+ab’) est divisible par 3.
Réciproquement, si (¢ + D)’ est
divisible par 3, alors Il existe

ke Ztel que {(a+b)* =3k, c'est-a-

dire o +3a’bh+ 3eb? + b7 = 3k, d'ol
a’+ b =30k—a’h—ah’t et donc a’+h?
est divisible par 3.

En canclusion, (a+b)* est un multiple
de 3 si, et seulement si, a’+ b’ est un
multiple de 3.

3. D'aprés la question précédente,
{x+2)" est un multiple de 3 si, et seu-
lement si, x*+ & est un multiple de 3.

| - [ A I N

% | 2 0 1
Donc, d'aprés le tableau de
congruence ci-dessus, (x+2)” est

un multiple de 3 si, et seulement si,
x=3k+1, avec k= Z. En conclusion,
les x compris entre -5 et 5 tels que
{x+2)" est un multiple de 3 sont donc
-5, -2,1et 4,

(I2) proposition 1
Nz3(7]=n=z6[7|an'+120[7]|=n’+1
est divisible par 7. Donc cette propoe-
sition est vraie.

Proposition 2

soitnel,2'=1|3)
=(21)"=1"[3]-»2"+1=2]3]. Donc
2*+1n'est pas divisible par 3. Cette
proposition est donc fausse.
Proposition 3

Cette proposition est fausse. Pour
le prouver, prenons un contre-
exemple. 5i on prend x =5, alors
x'—x=20=0[5] mais 5= 1[5].
Proposition 4

Supposons dans un pre-

mier temps que a > h. Alors

abe - bac=(a-b—1)10-b—a)0 et
fa—bh—1)+(10+h—a)=9donc A-B
est bien divisible par 9.

Supposons maintenant que b > q.
Alors A—B=—-(B—A) et on peut
utiliser ce qu'on a fait précédem-
ment pour en déduire que B - A est
divisible par 9, et donc que A— DB est
divisible par 9.

En conclusion, la proposition est
vrale.

1. Soit {x; y) un couple d'entiers

tel que &x*+3y* =1, alors

Ll = -3+ M
=-Iy?+3x3+2=3(-y'+3)+2.

En posant K=-y’+2=Z, on a alors

Lx? =3K+2 et donc 4x’=2(3],

2.
o | 1 ] 2
il o | 1 | 1
B o [ 3 | 13

D'aprés le tableau de congruences
ci-dessus, il n'existe pas d'entier x
tel que 4x*=2|3], donc l'équation (E)
n‘admet pas de solution entiére,

chapitre (1)

Auto-évaluation

De@o@XDodOe
(DJoceco(oo([Jo00O
(oo

1.a. z = 0| 35] équivaut a dire qu'il
existe ¥ = 7 tel que z = 315x. De méme,
z=6[27] équivaut a dire qu'il existe
ye Ztel que z= 27y ~ 6. Le systeme de
congruences est donc équivalent a
I'équation diophantienne 35v - 27y =6,
b. 35 et 27 sont premiers entre eux
danc, d’aprés le théoréme de Bézout,
l'aquation admet bien une solution.
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On peut obtenir une solution particu-
liére a cette équation en remontant
l'algorithme d'Euclide : une solution
particuliére est le couple (—-60 ; —78).
€. Soit (x; y) e Z solution de ['équa-
tion diophantienne. On a donc
IBxx—27xy=135x%(—60)+27 =78, d'ol
35(x~60)=27(y+78). 35 et 27 sont
premiers entre eux donc, d'aprés le
théoréme de Gauss, 27 divise x+60. Il
existe donc k= Z tel que x+560 =27k
c'est a dire x =27k - 60. En remplagant
x par son expression dans I'équa-
tion 35(x—60)=27{y+78}, on obtient
alors que y = 35k—78. Réciproque-
ment, on a 35(27k—60)—27135k—78)
=945k — 2100 — 945k — 2106 = 6, donc les
couples {27k —60 ; 35k—78) sont bien
solutions de I'équation 35x—27y = 6,
Les solutions z du systéme de
congruences s'écrivent donc

z=135¢=15(27k—60)=945k—2100, ke Z.

2. Ce probléme revient a chercher

la solution positive minimale du
z=0]35]
z=6[27]
Les solutions de ce systéeme sont de
la forme z=945k—2100, avec ke Z. La
solution positive minimale de ce sys-
téme vaut donc z =945 = 3— 2100 = 735.
l'astronome devra donc attendre 735
jours pour pouvoir observer ces deux
planétes simultanément.

systéme de congruences

Exercices

Déterminons PGCD(123 ; 76).
123-76=47

76— 47 =129

47-29=18

29-18=11

1B-11=7

N-7=4

7-4=3

4—3=1

3-1=2

2-1=1

1-1=0

Donc PGCD(123;76)=1.
Déterminons PGCD(98 ; 38).

98—-38=060
60—38=22
38-22=16
22-16=6
16—-6=10
Mm-6=4
6-4=2
4—2=2
2—-2=10

Donc PGCD(98 ;38)=2.

1. Pourtoutnell,ona

19n+24=2%(Bn+10)+(3n+4) dong,

PGCD(19n+24 ; Bn+10)

=PGCD{BR+10; 3In+4).

De la méme maniére, on obtient que

PGCD(Bn+10; 3n+4)

=PGCD{(In+ 4 ;2n+2)

=PGCDHIn+2:n+2).

Les diviseurs communs de 2n+2

et n+2 divisent toute combinai-

san linéaire de ces deux nombres

donc, en particulier, divisent

(Zn+2)-2{n+2)=2. Leur PGCD étant

un de leur diviseur commun, il divise

donc 2.

Donc PGCD{9n+24 ;8n+10)
=PGCD(2n+2;n+21=1

si n est impalr, et

PGCD(9n+ 24 : Bn+10)

=PGCIH{n+2:n+2)=2

si n est pair.

2. PGCD{(19n+24 ; Bn+10)=1si, et

seulement si, n est impair, d'aprés la

question précédente. Donc 19n + 24

et 8n+10 n'admettent aucun diviseur

commun autre que 1 si, et seulement

si, n est impair. Et donc, la fraction

19n+24 oot irréductible si, et seule-

Bn+10
ment si, n est impair.

(] 1. (-49; 37) est une solution par-
ticuliére de cette équation.

2. {—15; — 94} est une solution particu-
ligre de cette équation.

3. (-9;113) est une solution particu-
liére de cette équation.

[ 1. vimplication n=0[4] = 3n = 0]4]
vient directement de la compati-
bilité de la multiplication et de la
congruence.

mMontrons l'implication réciprogue.
Solt ne11 tel que 3In=0[4). Alors il
existe ke Ztelque 3n=4k. Or4 et 3
sont premiers entre eux donc, d'aprés
le théoreme de Gauss, 4 divise n. Et
doncn=0[4).

2. Soit ne N tel que n+ 1|5n. Il existe
donc ke Z tel que 5n=~Ak(n+10.

Or, pour tout ne Ii, n et n+1sont
premiers entre eux donc, d'aprés le
théoréme de Gauss, (n+1)|5 et donc
n+1=10un+1=5, c'est-a-dire n=0
oun=4g.

Pour tout n e M,
n’—1={n—1)}n+1), donc
PGCDIR*—1;3(n+1))
={n+1}PGCD{{n—1); 3).

CORRIGES

Dong, soit3|n—-1en=1/3]etona
alors PGCDM(R*—1; 3(n+1})=3(n+1),
soit 3 ne divise pas n—1et dans ce cas
PGCDIn*—1;3¥n+1)=(n+1)

E 1.0na2'*=1[15] donc

2% =M= 4 = 3115]. Cette proposition

est donc vraie.

2. D'apres la question précédente,

on sait qu'il existe k e Z tel que

2% =15k +2, donc 2**+4 =15k +6. D'on

PGCD(2*%+4 ;15) = PGCDI{15; 6)
=PGCD(E ;31)=13.

Cette proposition est donc vraie.

Soient a et b deux entiers

- a b _ am+bn
relatifs. On a Tt s or,

d'aprés l'identité de Bézout, il existe
{a;b)leZ? tel que am+bn=1si, et
seulement si, m et n sont premiers
entre eux. D'ol le résultat.

1. -"%?EZ.- 18 |n—7« il existe
ke Z tel que n—7=18k. De méme,
ﬂ{—a- £Z e il existe k¥ € Z, n— 8 = 15k".
on en déduit alors que k et ¥
doivent vérifier 18k—15k'=1. Or 18 et
15 ne sont pas premiers entre eux
done, d'aprés l'identité de Bézout, il
n‘existe pas d'entiers k et k' tels que
18k — 15k = 1. Cette affirmation est
donc fausse.

2 "1;] cZea16|n-3o il existe

ke Z tel que n—3=16k. De méme,
-%II-E Zoilexiste K eZ, n—11=12¢".
On en déduit alors que k et ¥

doivent vérifier 16k — 12k’ = 8. Comme
PGCD(16 ;12)= 4, d'aprés le théoréme
de Bézaut il existe des entiers | et

k tels que 16k —12k = 4 et donc, en
prenant K = 2k et K’ = 2k, il existe des
entiers K et K tels que 16K - 12K’ = 8.
Cette affirmation est donc vraie.

Montrons par récurrence que,
pour tout n= 11", a et h" sont pre-
miers entre eux.

Initialisation: a et b* = b sont pre-
miers entre eux d'aprés 'énoncé.
Danc la propriété est vraie au rang
n=1,

Hérédité : supposens que cette pro-
priété soil vraie au rang n, montrons
qu'elle est aussi vraie au rang n+1.
Par hypothése de récurrence, a et

b" sont premlers entre eux. Donc,
d'aprés l'identité de Bézout, il existe
(u;vieZ? tel que au+b"v =1,
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.CORRIGES

En multipliant les deux membres de
cette égalité par b, on obtient alors
au+b"" v = h. Soit maintenant d un
diviseur commun de a et b"'",

alors d divise toute combinaison
lineaire de a et b"'". En particulier
d divise b=au+b"''v. Donc d divise
a et d divise b, donc d=1cara et

b sont premiers entre eux. Donc
PGCD(a, b"'') =1, ces deux entiers
sont bien premiers entre eux et la
propriété est vraie au rang n+1.

En conclusion, par récurrence, on a
montré que, pour tout ne 17, a et b”
sont premiers entre eux.

Chapitre (5)
Auto-évaluation

DeXDo@o>o0
BDoeXoe o0
oo

1. a et b ne sont divisibles par
aucun entier (non égal a 1) inférieur
a, respectivement, ya = 5.6 et Vb = 4.4,
donc a et b sont premiers.
2.0=1530=2x3"x5x%17

3. ¢ admet 24 diviseurs. Les diviseurs
de ¢ sont 1, 2, 3,5, 6, 9, 10, 15, 17, 18,
30, 34, 45, 51, 85, 90, 102, 153, 170, 255,
306, 510, 765, 1530. On les obtient en
effectuant tous les produits possibles
entre les facteurs de sa décomposi-
tion en facteurs premiers,

L. h=19estpremierete=2x3"x5x17,
par unicité de la décomposition en
facteurs premiers, ces deux nombres
n‘ont denc aucun diviseur commun &
part 1. D'od PGCDth ; ch=1.

5.a. Comme b est premier et que,
d'aprés la question précédente, b ne
divise pas ¢ alors, d'apres le petit
théoréme de Fermat, ¢* '=1|b). D'od
e LAY PLEAN o 1| b).

b. De la méme maniére, comme

¢* = (¢* )" et que a ne divise pas c,
alors, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, ¢** = 1|u),

€ ™ =1[b], il existe donc ke Z tel
que ¢*°= bk +1. De méme, puisque
c*® = 1]a], il existe k' = 7 tel que

™ =ak’+1.0naalors bk+1=ak'+1,
c'est-a-dire bk = ak'. Or, @ et b étant
premiers, ils sont premiers entre
eux, donc, d'aprés le théoréme de
Gauss, b|¥, donc il existe g = Z tel

252 W

que k' = by, On peut donc écrire
™ =gk +1=abx g+, c'est-a-dire
e =1[ab].

Exercices

1 143=11x13

2, 147=3x7"
J.38=2"x7xM

4. 1024 = 2"
5.1715=5x7"
6.9180=2x3"x5x17

1. 17 est premier et ne divise pas
2 donc, d'aprés le petit théoréme de
Fermat, 2" = 1[17|.

2. 5% est divisible par 5 donc 5* = 0|5].
3. 19 est premier et ne divise pas &
donc, d'aprés le petit théaréme de
Fermat, 4™ =1[19|.

4.5 est premier et ne divise pas7
donc, d'aprés le petit théaréme de
Fermat, 7* = 1[5]. Et donc 7° =7 = 2[5].
5. 11 est premier et ne divise pas

50 donc, d’aprés le petit théoréme
de Fermat, 50" = 1[11]. Et donc

50" =50 =6[11],

SO R

410 1 1 [ 2 | o
n+20 i 2 | o [ 1
D'aprés le tableau de congruences
ci-dessus, pour tout entier naturel n,
s0it n, 50it n+10, s0it n+20 est un
multiple de 3.

2. 'un de ces trois nombres est
farcément divisible par 3. Le seul
nombre premier divisible par 3 est 3
lul-méme, On doit donc avoir n=3. Et
on peut vérifier ensuite que n+10=13
et n+20=23 sont bien premiers.

@ Tn+in+1)+in+2)
=3n+3=3in+1)

Cette somme est donc divisible par

3, et est strictement supérieure a 3,

elle ne peut donc pas étre un nombre

premier.

Zn+in+y=(n+2)+(n=+(n+4)
=5n+10=5{n+2)

Cette somme est divisible par 5, stric-

tement supérieure a 5, elle ne peut

donc pas étre un nombre premier,

3. Soient n et k deux entiers naturels

non nuls. Notons S, la somme des k

entiers consécutifs en partant de n.

Montrons par récurrence que, pour
tout ke 117, 8., =kn +i—2m
Initialisation:onas, =net
1xn+2351 =, Donc la propriété est
vraie pour k=1.

Héredité ; supposons que cette pro-
priété soit vraie au rang k, montrons
qu'elle est aussi vraie au rang k+1.
Onas,,,, =8 ,t(o+k)

Par hypothése de récurrence, on peut

donc écrire

(k-1k
S e =kn+ IJ.A+{rI+k’
P
= (k+ 1+ 25,

La propriété est donc vraie au rang
k+1.
En conclusion, par réecurrence, on

a montré que, pour tout ke 1",
(k—1k
sl.

ok
Prenons maintenant k impair,
alors k-1 est pair et il existe

- (k-1) N
donc 4= Z tel que —5—=gq. D'ou

S, o= kn=kg=~kin+q) Cette saomme
est donc divisible par k, et stricte-
ment supérieure a k, cette somme
ne peut donc pas étre un nambre
premier.

1.0n a bien 24|24, 24|48 et 24|120,

2.a, 5i p est un nombre premier
supérieur ou égal & 5, Il ne peut pas
étre divisible par 3. D'oll p=1[3] ou
p=2|3].

b.

=il R
ey o [ o
On déduit du tableau de congruences
ci-dessus que p*-1est divisible par 3.
3. Par 'absurde, supposons que

le reste de la division euclidienne

de p par B soit pair. Il existerait

alors k et g deux entiers tels que
p=8y~2k=24g+k).

Donc p serait divisible par 2, ce qui
est absurde puisque p est premier.
Donc le reste de la division eucli-
dienne de p par 8 est impair.

On a alors le tableau de congruences
suivant.

_r=.1s1 NEENEEEN
L .0 0 0| D
Dong, en conclusion, p?—1est divi-
sible par 8.

4. 3| p?-1 donc |l existe kc 7 tel que
pi=1=3k Deméme 8| p!-1doncil
existe k' = Z tel que p’-1=8k".
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D'ol 3k = 8k". Or 3 et 8 sont premiers
entre eux donc, d'aprés le théoréme
de Gauss, 3 divise k'. Donc il existe

g e Z tel que k' =3q. En conclusion, on
adonc p?—1=8k"=8x3q =24q. Donc
p’—1=0]24].

[E] 1. La décomposition en facteurs
premiers de m est m=2%x3.

La décomposition en facteurs
premiers de n est n=2*x5. Donc
PGCDim:n)=2>=8.

2. m= 179 et n =181 sont tous les
deux des nombres premiers, donc
PGCD{m;n)=1.

3.m=3757=13x177etn=2873=13"x17,

donc PGCDim ; n) =13 = 17 = 221,

1.a. 5 est un nombre premier qui
ne divise pas 3 donc, d'aprés le petit
théoréme de Fermat, 3* =1|5). D'adl
n=(3*=1]s).
b. 7 est un nombre premier qui ne
divise par 3 donc, d'aprés le petit
théoréme de Fermat, 31*=1|7]. Dol
a=(3%=1[7).
c. n=1|5]donc il existe k = Z tel que
n="5k+1. De méme, n=1[7] doncil
existe Fe Ztelque n=7k+1.
D'oll Sk=7k. Or 5 et 7 sont premiers
entre eux donc, d'aprés le théoréme
de Gauss, 5 divise k.
Il existe donc ge Z tel que k" =5q.
Donc n=7k +1=7x59+1=35g+1,
c'est-a-dire n = 1[35].
d.3%=3"""3=p¥x3*=3=27(35].
2. En procédant de la méme maniére
que dans la question prél:éde nte,
on montre que 37 = (31" = 1|5],
?=(3") =1]19] etdonc 3™ = 1[55|.
D'nu 3" =3"x3=27|95].
3. On procéde de la méme maniére
que dans les questions précédentes
pour prouver que 4 =1[5), 4* = 1|11]
et donc que 4** = 1|55). On en déduit
alors que 4™ =& 7= 4" = 49(55).

Chapitre @

Auto-évaluation

OoOoOode
Deo(Doceo[o
Doe

1.a. Le sommet H et le sommet
R, par exemple, ne sont pas
adjacents. Ce graphe n'est donc pas
complet.

b. Pour n'importe quel couple de
sommets de ce graphe, il existe une
chaine les rellant. Ce graphe est donc
bien connexe.

oo01111
oo0oo01140
10011710
2aM=, 199001
17117001
100110

36 20 28 28 28 28
20 16 20 B B 20

. |28 20 28 18 18 28
b. nt =~ 28 8 18 38 38 18

28 8 18 38 38 18

28 20 28 18 18 28
Notons (m, ;) les coefficients de la
matrice M*. On a m,,=10,ilyadonc
20 chaines de longueur 4 reliant le
stand des BMX au stand des comp-
teurs et GPS.

Exercices
B a(1 gs)x(2)
2x15+31x4 15
=(2x{—2}+4x0,5]=(—

15 3y
b. (2 Hx(_z 5’5]—( 58)
1 A x 7

.1( 12 1)x y)=(3)

'zl g

2. A estinversible donc:

1 -3 2
AX=BuX =1'L_1B

113 20
7 6 % 7
AR N W
_21t.14"3| T
11 1 =4 3
? 7 1

[I] a. La chaine A—E—D-C—B passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.

b. La chaine A—-B—C— D-E passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.

€. La chaine A—-E—- D—F—C—B passe
par tous les sommets du graphe. Ce
graphe est donc connexe.

d.La chaine A—B—C—D—-E—F passe
par tous les sommets du graphe. Ce

graphe est donc connexe.
21122
14133
OnaM*=|11 2 2 2| Notens
23243
23234
{m, ;) les coefficients de cette matrice.

1.0nam,;=2 Ilyadonc2chaines
de longueur 2 reliant les sommets n°3
et n?5.

2.0nam,, =2 Ilyadonc 2 chaines
de longueur 2 reliant les sommets n®1
et n%4.

CORRIGES

1. A n'est pas inversible
adet{Al=0w2a—bh=0eh=2a
2 A=A
_q10
n:\?‘it\—(n 1]
(a’+b a+2]=(1 D}
"\ha+2h b4l V01
=2 1)
-3 2
=g |120x+130y=233_3
100x + 190y = 23B8,2
120 130} { } (ua,a'
100 190 238,2
3.A esllnversible donc:
AX=BoX=A"B

wa=(

9 3
_| %80 "BO (238.3)
11 2382
L8 %0
_ 0.52}
. 0,98
1|7 0 2. [-1 u}
o2 01

1. Il s'agit d'un graphe d'ordre 14
car il admet 14 sommets.

2. a. Les sommets de plus haut degré
sont les sommets de degré 3: A, B, C,
0, Petq.

b. Les sommets de plus petit degre
sont les sommets de degré 1: N, R,
Setv,

3. Aucune aréte ne relie le sommet L.
et le sommet E. Ces deux sommels ne
sont donc pas adjacents.

4. Comme dit dans la question précé-
dente, les sommets L et E ne sant pas
adjacents. Ce graphe n'est donc pas
complet.

oo oo

0 1.m-

- DO oD 2S00
0O 00 0 == 0 = O -
— T e O e O o= 3
-0 0= Do a0
-0 00D -0 a0
o= DD =0a =

oo oo -0
PR o R IR o T - I Y

-
= T = R

00 0
2. Notons (m; ;) les coefficients de la
matrice M*,

a.0n a m,, =28. Il existe donc 28
chaines de longueur 4 partant de E et
revenant en E.

b.ona m,,=2. Il existe donc 2
chaines de longueur 4 partant de

C et arrivant en 1. Ces chaines sont
C-B-A-D-letC—-B—-E-D-1,

€. On a m,, =0 donc il n'est pas tou-
jours possible de joindre deux salles
en quatre étapes.
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.CORRIGES

Chapitre (7)

Auto-évaluation

Bo@De(@Doe@o
Hoe@Xmoo[@oe6
(Dooo

ﬂ 1. Le graphe étant probabiliste,

on doit avoir p+-L+ 04 =1,

c'est-a-dire p =04 La matrice de

transition de cette chaine de Markov
0,2 04 0,4

estdoncP=[03 0,3 04|
04 0,1 05
0,32 024 044
0,31 0,25 0,44
0,31 0,24 045
0,312 0,244 0,444
0,313 0,243 0,444 |,
0314 0,241 0445

3.7, =7, %P7 =(0,3133 0,2423 0,4444)

2pP= et

pt=

Exercices

— 1 12
1U,=(,)etu,=( 5,
2.8 A1, =[; _15) Cette matrice est

inversible car detiA-1,)=-10 £ 0, et
05 0,1

- 1=
(A=L)"={g5 -0,/

0,1
b.c=(g
3.Soitnell,
Vg =U,,~C
=AU +B+(A-1)"'B
- 05 0,1 )
"‘UnJ’{ 0,5 -0.1]”: B

Gt

=AU, —AC=A(U -C)=AV,.
4, Pourtout pnell, V = A"V,.
5v=uU-cdoilU =V, +C=A"V,+C,

— Al
o, =2 _y)+ (o
0.8 0, 2
3 re- [01 ng
2. Initialisation:sin=0
1+2%0,7° 2-2%07°
3 3
1-07° 2+07°
3 3
Donc la propriété est vraie au rang 0,
Heérédité : supposons que la propriété
soit vraie au rang n, montrans qu'elle
est aussi vraie au rang nr + 1.
1+2x07" 2-2=07"

) ( 53113
-#39033

=1,=P".

nl|= n_ 3 ]
PRSPPIl 4 070 2+07" |
3 3

par hypothése de récurrence ; d'ot
1+2x07" 2-2x03"

prer- (08 02) 3 3
0.1 0,9 1-0,7"  2+0,7"
3 3

254 W

1+2x07"" 2-2x0,7""
N 3

3
1_0.?"” 2+0.?|rl1
o3 3
La propriete est donc vrale au rang

n+1.

En conclusion, par récurrence, pour
tout n € 14, la formule est bien
vérifiée.

3.0na

(05 05)= "™
1+2x07™ 2—2x07"™

- k] k]
=05 051X 4_gz% 2407

3 3
=(033 0,67).

Donc la probabilité de I'état 1 au bout
de 100 itérations sera de 0,33,

= 03

2. La matrice de transition de la
chaine de Markov modélisant cette
07 03

situation est la suivante M = (0'3 07l

Onaalars(1 0)=M?=(058 0.42).
Donc la probabilité que Martin soit &
Abu Dhabi deux ans aprés est de 0,58.

1. Posons M =(:

ona MK"=[1 _51}"{“3'1)

1] —u u
;[ ..;11”” ")=(“:::)=K"”.
Donc, pour tout ne I, xl, = 1'.1){".

2. On procéde par récurrence,
Initialisation : si n =0, on a bien

M®X, =1,X, = X,. Donc la propriété est
vraie au rang 0.

Hérédité : supposons que la propriété
soit vraie au rang n, montrons qu'elle
est aussi vraie au rang n+1.

OnaXx, =MX =MxM"X, par
hypothése de récurrence, c'est-a-dire
X,.,=M"'X . La propriété est donc
vraie pour le rang n + 1.

Par récurrence, cette propriété est
donc vraie pour tout n e X,

)
(O

|

D 1a-

-1 .
s ) Soit ne I,

|-

M=

- win
=

0,15 0,13 0,72
0,35 042 0,23
0 034 0,66

0,66
0 1 o
0,06 0,92 0,02
0,55 0,13 0,32

L]

2. =

(2] mathématiquement, cette
situation se traduit par l'étude d'une
chaine de Markov de matrice de

0,7
transition associée M = (l]': D&) et

de distribution initiale P,=(0 1). Cn
obtient ainsi

P, =P xM¥ = (046153846 0,53846153).
La probabilité que Nadége passe Noél
chez ses parents en 2035 est donc
d'environ 0,4615.

Mathématiquement, cette
situatian se traduit par |'étude d'une
chaine de Markov de matrice de tran-
01 08 0
0,8 0,05 0,05
017 08 0,03
de distribution initiale P,=(1 0 0).
1P =P xNM

=P, =(026371 0.65 0,08629).
Donc la probabilité que la ruche soit
de nouveau en train d'essaimer trois
ans plus tard est de 0,26371.
2. La matrice M ne contient aucun 0,
donc la suite (P ) des distribu-
tions converge vers la distribu-
tion invariante de cette chaine de
Markov. Soit P=(a b ¢) la distribu-
tion invariante de cette chaine de
Markov, alors PM = P, C'est-a-dire
01a+09b+017c=a
0,8a+ 0,050 +0,8c=h.On a donc
0,1a +0,05h + 0,03c=¢
P = (047076 045714 0,07210). Donc si
on observe l'essaim sur une longue
période, on observera qu'il produit du
miel 45,71 % du temps.

sition associge M = et
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