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Avertissement au lecteur

Cet ouvrage vous propose ce qu’un éléve de Terminale S doit assimiler pour
aborder dans les meilleures conditions I’examen du Baccalauréat.

Nous nous sommes attachés a clairement préciser les notions clés, de manigre a

ce que vous disposiez d’informations précises en vue de la résolution d’exercices
ou problemes.

Ce tome est consacré aux nombres complexes et a la géométrie.
Quatre chapitres concernent plus particulierement I’enseignement de spécialité.
Chacun des huit chapitres est composé :

_ d’un résumé de cours trés complet, contenant les définitions, théoremes
et formules utiles ainsi que les principales méthodes a mettre en ceuvre.

_ d’exercices résolus, regroupés par themes, avec solutions détaillées
et commentées, largement assez nombreux pour illustrer les différents
aspects du chapitre abordeé.

Les sujets sont adaptés aux programmes de 1994. Nous avons essayé de tenir
compte de la diversité des questions a aborder et de la fréquence présumée ou
constatée des sujets proposés au Baccalauréat.

Nous espérons que cet ouvrage est assez clair et complet pour vous apporter une
aide efficace tout au long de I’année.

Les Auteurs.
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Chapitre |

Nombres
complexes

Trigonométrie

I - Le Corps des nombres complexes
A. Définition

d.1 |Ilexiste un ensemble, noté C, muni d’une addition (+) et d'une multiplication (x), et tel que:

1. C contient R. 5

2. ’addition (+) et la multiplication (x) de C ont les mémes propriétés que I'addition et la multiplication de R.
3. pourtousréelsx,y: x+y=x+y SERYSRRY , '

4. C contient un élément, noté i, tel que =1, m in’appartient pasa R.

5. Tout élément de C s’écrit a + ib ou a et b sont des réels.

Les éléments de C sont appelés nombres complexes.

Remarques

La propriété 2. se traduit en disant que C (+, x) est un corps. ,

La propriété 3. se traduiten disant que l'addition + et la multiplication x dans C prolongent respectivement
l'addition et la multiplication usuelles dans R.

En conséquence, les opérations dans C sont notées + et x comme dans R.

B. Partie réelle, partie imaginaire

Théoréme .

t.1 |Sia @', betb sontréels,
a+bi=0 < a=0et b=0 , a+bi=a +bi <= a=d et b="b

Définitions :

d. 2 |Pourtout nombre complexe z, il existe un couple unique (a, b) de nombres réels, tel que z = a + bi.
a estappelé la partie réelle de z, notée Re(z), b est appelé la partie imaginairede z, notée Im(z).

d.3 |Un nombre complexe est réel siet seulement si sa partie imaginaire est nulle :

zeR < Im(2)=0
Un nombre complexe de partie réelle nulle est dit imaginaire pur. Leur ensemble est noté i R

ze iR < Re(2)=0

Formulaire :

f. 1 | Partie réelle, partie imaginaire et opérationsdansC a, a’, b, b’ étant des réels :
(a+ib)+(ad +ib')=(a+ad)+ilb+Db')
(a+ ib)a' +ib') = (aa’ — bb') + i(ab’ + ba')

a—ib

) 1
Si a et bsont non tous d f— =
us deux nuls =T m




Les Cahiers du BAC | Terminale S | Algebre — Géométy,

II - Conjugué — Module j

Définition :

On appelle conjuguédu nombre complexe z, et on note Z, le nombre complexe z = Re(z) — iIm(2).
Siz=a+1ib, aet bréels, alors z=a—ib.

d. 4

Propriétés :

p. 1 « ZIF¥=214Z2 = (2)=2 u ZHZ3=Z1 Zg

. (%):% pour z # 0. . (El—)=% pour z # 0.

1 1
s Re(z) = Q(z +Z) » Im(z) = ﬁ(z —/Z):
z eCest réel sietseulementsiz =2 Il estimaginaire pur sietseulementsiz+z = 0.

Définition :

-

d.5 2 2 o
PourtoutzeC, zz-= (Re(z)) + (Im(z)) est un réel positif.
Le nombre réel positif /ZZ est appelé module de z et noté |z| : |2| = VZZ
Remarques
= SizeR, module de z et valeur absolue de z sont le méme nombre réel positif. Ceci justifie la notation |z,
= PourtoutzeC, |z|=[Z]|=|-2 =|-Z|
Propriétés :
P § B | ' 1
w Z =|_|2 pour tout z # 0. ¥ lzlis b gt 2
z
B4 1 1 z| |7
'] E=H z#0 (] |ZZ}I=|Z[|Z’| = ?-.:m z’;{;{)
Corollaire PourtoutneZetzeC*," |z”l = |2|™, C*=C\ {0}.
p.5 [ = |[Re(@)] =<zl « [Im(2)| <]z = |z+Z| <|g+|Z| (Inégalite triangulaire)

Corollaire ||z - |Z|| <|z+Z| <z + |Z|

III - Représentation géométrique j

Le plan & est rapporté au repére orthonormal (

O.€1.3), V est I'ensemble des vecteurs du plan.
Deéfinitions :

d.6 |Au point M(x, y) de P, on associe z=x + iy €C. Ondit

que zest l'affixede M : z = aff(M).
Au nombre complexe z, on associe le point M(Re(z), Im(

z)) - On dit que le point M est I'imagede z

—_—
d.7 |Au vecteur U(x, y) de ", on associe le nombre complexe z =

. C : X+ 1y.
On dit que z est I'affixe du vecteur @, z= affi ) y
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Propriétés :

p.6 |Soit M et Ndeuxpointsde P, U et T des vecteurs de ¥’

. aﬂ(m)zaﬁIN)—-aﬁ‘(M) o afflu + ) = aff{w@) + aff( 7).

Remarque : aflOM) = afitm). '

P-T | v z=afM) |2 =|OM| » z=af(@) _|4=-|7|
p.8 |Le cercle de centre Q) (d"affixe zq) et de rayon r est I'ensemble des points M, (d'affixe z), tel que: |z — zg|=T.

p.9 |SoitM d'affixez: » Z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a (O, 1)
» —2z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport 4 . :
= —Z estlaffixe de My, symétrique de M par rapport a (0, &3).
Représentations graphiques

y 1]
i'Vf;gg,(—E)lr ................................ M(2)
' =3 12X
) €1 i
A i i
& i i
IS SEEEE—— H
My(—2) M(Z)

p. 10 |Soit T un vecteur de ¥ d’affixe a.
Pour tout point M d'affixe 2, I'image de M par la translation de vecteur U apour affixe z + a.

IV - Argument — Exponentielle complexe

[1. Argument d’un nombre complexe non nul|

Définitions :
d.8 l On appelle plan complexe un plan & orienté, rapporté a un repére orthonormal direct (O, &1, €3).

d.9 |Soit T un vecteur non nul d’affixe z. Une mesure de I'angle (1. U } s'appelle argument de z.

—_—

Onnote (&, U)<argz

Propriétés :

—

p. 11 e
rique 6, de centre O et 6= (e;, OM). Alors

Soit M un point du cercle trigonomét
s affiM) =cos 6 +isinf « O=arg ( aff(M))

P- 12 |Soit z # 0, d’argument 0.

= z=|2|(cos 0 +isin 8) (forme trigonométrique d'un nombre complexe).

Re(z) . Im(z2)
= cosf= T » sinf=-—Tr—
Remarque

—

arg(-]%) = argz provientde (&].fu) = (1. W) pour k> 0.
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Yy
|2| sin@f---=-======"=""""7 IM (z)
» ;
(0] e |2| cosd X

B ™ T mo '

Un nombre complexe est imaginaire pur si il a pour argument: o ou —75 4 2mprés (oug5 am pres).

Un nombre complexe est réel si il a pour argument: %

0 (nombre réel positif) ou m (nombre réel négatif) a 2 m pres.
p.- 14 1
« z20: arg(z) = —argz

Conséquence de :
1

mn—e =cos 6 —isin 0= COS(— 8)+ isin(— 9)

p- 15 | « arg(zZ)=argz+arg?

Conséquence de :

(cos 0 +isin 8)(cos 8’ +isin 8') = cos 8 cos ' — sin 0 sin 8’ +i(cos 6 sin 6’ +sin 6 cos 8")

= cos(® + 0') + isin(® + 8")

p. 16 ) :
« arg(z) = —arg(z) n arg(—z)=m+argz e Z 2073 arg (5) =argz—arg?
p. 17 .

H : C— —_—
Soit a, b, ¢, des complexes d’images A, B, C telsque A#B,A#C: = arg (bTZ) =(AB, A_C’)

p. 18 | Formule de Moivre
« PourtoutzzOetneZ, arg(z")=n argz
« PourtoutBeRetneZ, (cos® +isin )" =cos(n6)+ isin(n 6).

[2. Exponentielle d'un nombre imaginaire pur|

Définition :
d. 10 ] Pour x eR, onnote  e* =cosx + isinx
Propriétés :
p-19 = Pour tout réel x, |eD‘| =1
» Lenombre complexe znon nul, d’argument 6, s’écrit: z = 2| elf
p- 20
0 o’ . . —— {0
elfel® — Li0+0") . e~ 0= ()1 = () . el0=0) _ el
i’
>\ (% ) €
| , m € —B . L . 82i1T=1 )<

p.21 |p i i
I ormule de Moivre: (e!®)" = i@ pourtoutneZ
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p. 22

Formules d’'Euler a cos = } i0 —i0 )
3" +e™ o sing= (el - o~ 1)

[3. Interprétation géomé’rriq@l

Le cas général z — az, a
& » avec a quelconque, sera étudi¢ dans le chapitre 7 : Similitudes

p. 23 [Soit a un nombre complexe de module 1 et d’argument §: q = o'
2 =e

Pour tout point M d’affixe z l'image de M i
, » par la rotation de centre O et d’angle 0 i ®
Rotation de centre A : R BRI et
Le point A ayant pour affixe zj,
affixe zy + (z — z) €.

I'i r o bt .
Image M" de M d’affixe z par la rotation de centre A et d’angle 6, a pour

Y

M(zy +(z — zg)e'®)

M(z)

Alzp)

V - Equations du second degreé

Théoréme :

t.2 |Tout nombre complexe non nul z admet deux racines carrées, solutions de I'équation: Z e C, ZZ=2
[

; i ; 0 is 9
Si z = re’®, avec r = |z| et 8= arg z, ses racines carrées sont: = Jre? et . —/Tel.
Remarque
» Le nombre complexe 0 admet 0 pour seule racine carrée.
« En dehors du cas ot z est un réel positif, on nutilisera jamais le symbole radical pour la notation
de 'une ou de l'autre des racines carrées de 2.

Propriété : v

p. 24 |Si p est un nombre réel positif, ses racines carrées sont /p et —/p. \
Si r est un nombre réel négatif, ses racines carrées sont iy/—r et — iv/—r.

Théoréeme :

t. 3 |[Soit a, b, ¢ trois nombres réels, a # 0.

Le discriminant A = b? — 4ac de I'équation E : z€C, az® + bz + ¢ = 0 est un nombre réel.

—b—VA —b+VA

« A=0 Les solutions de E sont les nombres réels ——5 et oa (résultat familier).

—b—ivV-A " —-b+iv-A

= A<O Les solutions de E sont les nombres complexes conjugués —p——— € -
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Propriétés :

p- 25

Soit z; et zg les deux racines de I'équation E : zeC, az® +bz+c=0, ab,c réels, a # 0, alors :

C
s Z1+ 2 =—a ] 2122=E

Avec b =2b' (et dans le cas ot le nombre b’ est simple), on utilise le discriminant réduit A’= b — ac.
H-VE _ —H+VE
a a

G- (i Fiip ,f_ i e i I
s A'<O les racines de E sont Bt = et b5 5
a a

« Al=0 les racines de E sont

Théme d’exercices — Méthode

Recherche algébrique des racines carrées d’'un nombre complexe

Soitz=a+ib, aetbréels. <
= OnchercheZ =x+1iy, xetyréels,tel que Z? = z. Cela s'écrit :

(1) = yz = a (parties réelles de Z2 et 2)
(3) 2xy = b (parties imaginaires de Z2 et z)
(2) P T P (modules de Z2 et z)
1
X = 3 (2| + @)
s De (1) et(2), on déduit: 1 Ce qui donne |x| et |y|.
vV = g(2d-a)

(3) indique si x et y sont de méme signe ou de signes contraires (suivant le signe du réel b).

VI — Trigonomeétrie

A. Formulaires

[1. Valeurs utiles|

Formulatire :
f.2
i T ™ T T 2w 3m 5m
¢ 5 | 4 | 3|2 | 3| T |®|"
P R Lol v2 | v8 | . | V8| V2| 1
sin 2 |7 | z |2 |2 |°
3
cos 0 1 £ l/—ﬁ l 0 _l _@ _[% =7
2 2 2 2 2 ~2
V3 3
tan 8 0 3 1 V3 -3 -1 _g 0
V3 V3
cotan 6 V3 1 5 0 g -1 —+/3

2. Principales relations|

Notation :

n. 1 | La notation 81=03 [o] signifie que 8;=05 +l o, 0wt k est un entier relatif.



13

Chapitre 1 : Nombres complexes Trigonométrie

Formulaires :
£3 T sin 0
t0# 5 [m], tan6=
Pour tou 5 [7] an e Pour tout 9= 0 [7], cotan 6= &Sg
. g o sin
u T |- tanb=s ——_ C
Pour ? 2 - cotan 0 et cotan 6= tan -
4 Pour tout 6, sin® 0 +cos? g=1
m
Pour tout 8+ - [w], 1+tan?p= . 2
9 woZs Pour tout 8+ 0 [w], 1+ cotan® 6= Sine
£.5
sin(— 8)=—sin® | cos(— 6) = cos B tan(—- 6) = —tan 0 cotan(— 6) = —cotan 6
sin(f + m)=—sin 6 |cos(@ + 7)=—cos B |tan(® + m)= tan ©§ |cotan(® + m)= cotan 8

sin(m — 0)= sin 6

cos(m — 8) = — cos

tan(w — 8)= —tan @

cotan(m — 0) = —cotan 6

sin(f +7ﬂ)= cos A

cos(d +-211) =_s5in@

tan(@ +~2Tr—) = —cotan 6

cotan(f +-2T7r) = —tan 6

sin(;— 8)= cos 6

TT .
cos(HQ—— 8)= sin 6

tan(w;—— 8) = cotan 6

cotan(;— f)= tan 6

[3. Formules d’addition |

Formulaires :
f.6
cos(d + 0') = cos 8 cos 6’ — sin 0 sin 8’ | cos(® — 8') = cos 0 cos 8’ + sin 6 sin 6’
sin(® + 6') = sin 0 cos ®' + cos 8 sin 0’ | sin(8 — 8') = sin 6 cos 8" — cos B sin 6’
tan 0 + tan 6’ tan 0 — tan 6’
N —— tan(@ — 0 ) =——— ———
fand + 1) 1—tan6 tan 6’ - ) 1+tan 0 tan §’
£.7
) . 2tan 0
sin(2 #)=2sin 6 cos 0 tan(2 B)=1—_m
cos(2 8)=cos® 0 — sin? 0=2cos? 6 —1=1 - 2sin” 0

4. Equations frigonométriques |

Formulaires :

f.8 |Etant donné a réel, les solutions de I’équation :
« xcR, sinx=sina sontlesréels « +9) et m— a +2k m aveck el.

sont les réels o +2Jcm et — o +2lcm, aveck elZ.

s xeR, cosx=cosa

£.9 | Etant donné  réel, différent de —;— [], les solutions de I'équation :

x eR, tanx =tana sont les réels o +lcm aveck eZ.
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[5. Transformations usuelles]
1) Transformation de somme en produit
‘Reégles :
: + p—4q SR T P+q . p- q
w1 Etant donné p et g réels, cosp +cosq = 2cos p__2 a cos —5 cosp —cosq=—2sin g Sin —;
Pp—q pP+q

sinp+sinq=2sin‘lw2rqcosg—:,):-2 sinp — sing = 2sin —5— cos —;

o % o
1 —-cosa= 231n2 o

r.2 9
Etant donné o réel, 1+ cos a= 2 cos 5 5

2) Linéarisation
Régle :
r.3 | Etantdonné 0 et 8’ réels,

; 1.
= sin 6 cos 8'= 5 [sm(e +0") +sin(® — 9’)]

= sin #sin §'= % [cos(ﬁ —0') — cos(0 + 6’)]

1
s cos0cosf'= 3 [cos(e — 8"} +cos(8 + 9’)]

B. Tangente de 'angle moitié

Regles :
r.4 T o 2t
Pour touta#m (2m)eta# 5 (m), enposant t=tan -, tan a= T
b § { o ; — tz
Pour touta#m (2 ), enposant ¢ =tan o sin a= 7 COSa= 5
1+¢ 1+t

C. Themes d’exercices — Méthodes

Utilisation de la formule de Moivre

Objectif Exprimer cosn 6 ousinn 0 a I'aide de cos 8 ou sin 6.

Méthode « cosn 6 estla partie réelle de cos(n ) + isin(n 8) c’est-a-dire de (cos 0 +isin 6)".
= deméme sinn 6 est la partie imaginaire de (cos 8 +isin §)"
= Ondéveloppe (cos 6 +isin )" suivant la formule du binéme de Newton.

n
: k Jepn—
» Remarque:(a+b)" = Z Cn a*p>k s'applique lorsque a ou b sont dans C.
k=0

Utilisation des formules d’Euler

g?;ztéi BEEPEim?rtF;:‘o_s 9" ou (sin 6)", ou leur produit, a 1'aide des cosinus ou sinus de multiple .
' - ela s'utilise en pratique pour n entie ' Siettaa i roduits |
trigonométriques prabque p I naturel et s’appelle une linéarisation de p

Méthod n e’ +e®\" o _—i\"
ode « {(cosO)" = —— | . nez . (sinB)”—(e —e neZ
- 2i '
4 1] = i i SO
: g;::VElOppe (e + &™) ou (! e~ " suivant la formule du binome de Ne¥ tl?i 2
métriques. C'est un arqtue : Cette méthode permet de traiter algébriquement des problemes trig? e
conaissance claire 4 ufre aspect ’du c.alcul trigonométrique qui, par ailleurs, peut se traiter par L
©s tormules d’addition et de leurs conséquences immédiates.
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VII - Racines.n

d’un nombre complexe

Définition -

4. 11 |Soitzun nombre complexe et n un entier naturel, n = 2.
iemes
Les racines n de z sont les nombres complexes Z tels que z" =
Remarque

. i o l8me
= Oestlaseuleracinen de0. w Les racinescarrées de —1 sont i et —i.

Théorémes :

t.4 |zeC'.neN,n=2:zadmetexactement n racines n i#mes

Enécrivant z=|z]e® |, les racines n ™S 5o . Z = ¥/]7e ( +2kﬁ) Osk=n-1
Remarque '
« Lesymbole s ‘applique exclusivement 4 un nombre réel positif, et ne doit jamais étre utilisé pour une
racine n **™® d’un complexe non réel positif.
» Lesracines 4 ™ de 1sont 1,i, —1 et —i.

t.5 : iemes L
Les racines n de lsontlesnombres e N, 0<j<n—1 Leurensembleestnoté Un.

Leurs images, dans le plan complexe, sont les sommets d’un polygone régulier, 2 n cotés, inscrits dans le cercle
trigonométrique et dont un sommet est l'image de 1.

Propriétés :

p- 27 R
Soit ZelUp alors Z = elUn.

Soit Z et Z' éléments de Un, alors ZZ' est dans Un.

N =

p- 28 2im

Soitw=e n  alors Up={l,0,0% - "1}

p.- 29 |Soit z € C et Z; une racine ni®me de 2,
On obtient toutes les racines n ‘¢ de z en multipliant Z par chacun des éléments de Un.

Les racines n 2™ de z, z # 0, ont pour images les sommets d‘un polygone régulier a n cotés inscrit dans un
cercle de rayon 1/|z| et de centre O.

Racines cubiques de I'unité Racines quatriémes de ['unité Racines cinquiémes de ['unité
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Exercices résolus

> tias éométriques, le plan est supposé rapporté a un repere orthonormal direct (0.3
Pour les applications g '

Forme algébrique — Corjugué — Module

EX 1 |

; Bzl
Déterminer z e C\ {1} telque ——5 soit el
3z+1 3z+1 3z+1

-1 o réel sietseulementsi ——y = 5_—7-

= - testediedli fel
Cest-a-dire 32Z—3z+z—1=322—3z+z—1 donc z=2 clest-a-dire Z rée

Les solutions sont donc les nombres réels autres que 1.

EX 2

DéterminerzeC telque z-— 22 Lol

Onécrit z=a+ib alors z—2z=a+ib—2(a— ib)=—a+3ib (a,b)eR x R

2
donc z—2Z=2i donne a=0, b‘=§

c’est-a-dire z= ER
Autre solution

z — 2Z est imaginairepur donc z—2z+(z — 22) = 0. 2i est imaginaire pur.
rl

Clest-a-direz—2z+ZzZ—2z=0 ou z+Z=0;zestdonc imaginaire pur.
Onadonc 2z-2Z=3z etl’équationselit 3z=2i
. 21
C’est-a-dire  z = 3

[ EX3 |

Résoudre zeC, z+2Z=6+1i
e A

A\

" A\

1°'® solution ‘

Soit z=x+1iy, (xetyréels), d’oi z+ 2% = 3x — iy
Onadonc z+2Z=6+1{ sietseulementsi 3x— y=6+i

c'est-a-dire { =6 =i
-y = 1 = -—1
Iy a donc une solution et une seule : 2 — .

" x
ou encore {

2°™€ solution

Ona z+2Z=6+1{ sietseulementsi Z+2z=6-i 2+2Z=2+22z, B+i=6—1i
= ) i=6—i

etdonc si et seulement si { Z+2Z = 6+
22 +zZ = 6 — 1
En ajoutant, il vient 3z +2) =12 soit zZ+2 - zZ+Z
elenretranchant z—Z=-2; ouencore 2 z — Z—Z
21 ! o = Im(2)

etdonc z=2-—1.
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EX 4 ]

7

[honrerave [z +[2 = 2P =2 1o+ |2

|

(z+Z)XZ+2)
Z+27 +27 +3%7
|2)* + |z’|2 + 2 Re(zZ)

|z+ZI|2

De méme, On @ lz_zllz=|Z|2+|Z[|2-—2Re(z?)
d’ot le résultat |z+z’|2r+‘2_21|2=2(|Z|2+IZ’|2)-

EX 5

car 27 est le conjugué de 27

Soit u et v deux nombres complexes de module 1tels que up % —1.

' - u+vo ( réel
1) Montrerq 1+ ©Streel
2) Que vaut ce réel quand u et v sont en outre conjugués ?

U+ U+ Uubl+ Uuvl— U — U — U — Uuo

|1+r_w|2
U+ v+U+0—U—v—U—1U

|1+u.u|2
u+uv .
et donc est réel.
1+uv
. 1 _ 1 =
On peut aussi noterque — =U. - =D
1 1
—_—— — — —
u+v D u v+u u+v i
= i —— Bt
et donc 1 =1 T+ réel
—+1
uv

2)Siv=1u, ona 1+uw=1+uu=2, et u+v=u+u=2Re(u)
u+u

u+v L
on compare ——— el son conjugue
PATe T v =

car uu=1, vo=1

car égal & son conjugué

et L ayant pour module 1

en divisant par uv

car égal a son conjugué

d’ou 1w = Re(w). qui est réel
EX 6
Soit 21, 2o, . . ., zn une famille de n nombres complexes deux a deux distincts et tous différents de 0.

k=1 n

n
2)  Montrer que, pour tout z € C, Z |z)c| = Z |z — 2ic|-
=1 k=1

1)  Montrer que Z @z — zj) estun réel négatif pour tout z € C.

< 5 :
On pose ar. = —% pourl < k < n, et on suppose que a1+a2+---+an=0~
S
n

1) Avec @z - z;) = @z — @ezie = Gz — | 2kls

n n n n
il vient Za_k(z —2z) = Z(Z ﬂ_k) - Z |Ze| = — Z ||
le=1

) Je=1 =1 k=1
n

Par suite, on a Z @z —2) <0
Je=1

n n n
2)Ona ) |zl = > Wlz - 2) et Y Az — z) =
k=1

k=1 le=1

n

alze — z)
1

Je=

avec la définition de
n
puisque Z a.=0
k=1
tous les | zj| sont strictement positifs
n

calcul précédent et Z iz —2)>0
k=1
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joration usuelle, inégalits 1,;
'Zl ( )| < im—(z Z)[ majora v négalite .',nangmqt.m
Avec aelze — 2)| = 12y — :
k=1 Je=1
n n
et |ax| = 1, il vient Z |z)| = Z |z — 2|
Je=1 k=1

Représentation géometrique

EX 7 ]

Interpréter géométriquement I’égalité

|2+ 2 +|z- z’I2 =2 |z|2+|z’| ) _-.(V.'(_nr_exe_rcme 4).

Soit A et B les points d’affixe zet Z'.

oC = OA OB OACB est un parallélogramme
On construit C : = OA + OB.

z+7Z = aff(C)=afR0C) z—7 = afflBA) y Clz+ )
lz+7| = oC =2 = 4B .
|7l = OA=BC e = OB=4C /
|z+z’|2+ |z—z’[2 est la somme des carrés des diagonales de OACB ; B(Z) /

2 (|z|2 + |z’[2) est la somme des carrés des cOtés.

Conclusion ) )
Dans un parallélogramme, la somme des carrés des diagonales est égale a la

somme des carrés des cOtés. _ A2)

0c2 + AB? = 0B? + BC? + CA% + AO?

e[ EX8 | |
3%l

Déterminer I’ensemble des points M de 2, d'affixe z, tels que = soit imaginaire pur. ;

3z+1 32+1 3z+1

;7 ©stimaginaire pur lorsque z # 1 et z—1+ﬁ-0‘ zeiR<= 2z+2=0
c’est-a-dire 32z2+zZ-83z—1+322+2z—-3zZ-1=0 et toujours z # 1

_ . 2 1
ouencore 6zZ—2z-2zZ-2=0 soit |z]° - 3 Re(z) - 3=0 2Z=|2®, z+Z=2Re®
Cette condition s’écrit : x =Re(z), y=Im(2)

2 1 1\2 4
2

x+y2-§x—.3-=0 ou (X-g) +y2=—g_ y

On reconnait le cercle de centre 0 (-1— 0) etde :
3 rayon :.3)'

De cet ensemble, il faut éliminer le point d’affixe 1, ¢’est-a-dire I(1, 0), qui

fait effectivement partie du cercle ( Q, %)

En conclusion, I’ensemble demandéest ¢ ( Q, g) \ {1}
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2
Remarque Ona [z —al|” = |22 _ 9 Recgy) 4 la?. lz—a?* =(z-a)z-@)
Donc, pour a reel =zZ — (za+az)+aa
i R L T P
On a donc dans cet exemple  |z|? — gRe(z) _i_ 1 4 g 2 1 1 : 1 1
3 371273 — g |z|—§Re(z)—§=z——3 ~§F
En conséquence :
2 1 o 1/
2_ZRe(z2)— 5 =0 équivauta sxh o= B 1] 2
|2 3 3 q A 2 3| g ou |z- 3|55 sans avoir & utiliser les coordonnées de M
o " ; 1 2
Ce qui permet de retrouver le cercle de centre Q) d'affixe 3 etderayon 3
EX 9
On considére les nombres complexes: 2y = x — 4 + i(y+ BY et 2o =x+dril—ip
oll x et y sont des nbmbres réels. ?
; Soit M le point d’affixe z = x + iy dans le plan complexe rappoue au repére orthonormal (O, &7, &3 ).
1) Pour quel point M a-t-on z; = 325 7
2)  Déterminer et représenter I'ensemble 9 des points M tels que z; — zg soit un nombre réel.
~3) Onappelle A le point d’affixe —2i. Montrer qu'il y a equwa]ence entre :
w (a). 27z est 1mag1na1re pur et
#(b) |z+2i= _
En dedulre I’ ensemble ‘G des pomts M tels que 21 2 soitun imaginaire pur.
1) 21 = 329 équivauta x — 4 + i(y + 5) = 3(x +4) + 3i(1 — y)
. x—4 = 3(x+4)
so1t. y+5 = 3(1—y) car deux nombres complexes sont égaux si et seu-
- 9% = —16 lement si ils ont méme partie réelle et méme partie
soit { 4y = -2 imaginaire.

2
2) z; — zp estréel si et seulement si Im(z; — z3) =0 z1—2p=—-8+i2y+4)

L'unique point tel que que z; = 323 est donc M( -8, - l) | -

soit 2y+4=0 ouencore y=-2.

L'ensemble des points M tels que z; — 2 soit réel est donc ladroite @ : y = -2
3) 2125 est imaginaire pur si et seulement si Re(z;25) =0 Or Re(zy 2y)
=(x—4)x+4)—(y+5)X1 -y
=x* 16+ +4y—5

=X+ +4y—21
On en déduit que 23z, estimaginaire pur si et seulement si x*+y?+4y—21 = 0| Représentation graphique
soit 2+ +4y+4-4-21=0
AL y

soit Vx2+(y+2)2=5

R
soit Ix+(y+2)i|=5 el

O & X
soit |Z+2i|=5 Al D:y=-2

Or, |z +2i = |z - (-20)| = AM i
donc z; z, est imaginaire pur si et seulement si AM =5 ¢ est-a-dire
M est sur le cercle € de centre A et de rayon 5.
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z+zZ=|2|.

O -
met"‘i‘n

, ) » z, tel que
Déterminer I'ensemble des points M atie B

|zi= X2+y

2
Soit x=Re(z). y=Im(2). 2% Z=2x
z+Z=|2z| sclitdonc:
5 OI | ¢’est-a-dire {x ? ’
{4.\'2:,\'2+y2 ‘ 3x “UZ:O
" x=0 { x=0
$0it encore {\\/5 _y=0 ou 3+ y= 0 R
L'ensemble des points M cherché est donc la réunion des demi §
xV/3-y=0, et xV3+y avec x = 0.

\\‘ y:X\/B—

=¥
X

y=—xV3

[ EX 11

2x = |z| donne x = 0.

{x?O
(X\/g—y)()(\/g+y):()

Ces deux demi-droites song Symés
i 5 r”flf )
rapport a laxe des abscisses, €

1) Soit: = 2z = —?(—1 +1) = A My M, 1es'p'o'_@htg d’affix
Montrer que A, My et M sont alignés. el o
2)  Déterminer I'ensemble des points P d’affixe 2 tel que les points -

ﬁ(l).M(z _,,\1), M’-(z2 + 2) soient alignés.

1) A_-MB a pour affixe z, Am a pour affixe zg + 1.

a s 5 : & / —
A, My, My sont alignés si et seulement si il existe A réel tel que AM(’) =\ AMy

. . Z+
et donc si et seulement si le rapport

est réel,

[ =

c’est-a-dire lorsque zp + — est réel.

&

Or, =1 etdonc — =7
r |zl k]

1 o
2+ =2 + 7y = 2Re(zy) est bien réel, donc A, My et M}, sont alignés.
2) L’ensemble € des points P(z) tel que A(1), M(z+ 1), M'(22 + 1) soient alignés

contient P(zy)

La méme démarche que dans 1) montre que A, M, M’ sont alignés

- ; 1
si et seulement si z + = estréel ousi z=0.

1 T . 1
Pourz#0, z+ 5 st réel sietseulementsiz+ = =74 =
z
donc si et seulementsi  (z — 2|2/ — 1) = 0
L'ensemble € demandé est donc la réunion de la droite réel|
cisses) et du cercle unité centré a I'origine des axes.

e (axe des abs-

aff(AM) = aff(M,) — aff(A)

zg# 0

l—1+l| :'\/§J

question précédente

[ignes

siz=0,A=Metdonc A M, M’ sont
propriétés Let 2

z+%—2—%=(z-§)(1’§1§)

cest-a-dire Z réel ou z de module 1
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[EX 12 ]

21

Le plan estrapporté a un repére orthonormal (0, &, ).

Déterminer I’ensemble £ des points M d’affixe z tels que les points A d'affixe I, M et M" d’affixe z% soient alignés.

| ) Remarquons d’abord que si deux des points sont confondus alors ces points

A M, M’ sont alignés. Les points M correspondant 4 cette situation font donc
partie de I’ensemble cherché.

. M=A équivauta z=1
. M =A équivauta 2% = 1cesta-dire z=1 ouz=jouz=j2
) . M =M équivauta 2% = z C’est-a-dire 2(z* ~ 1) = Ddone z= 0 on
z=1louz=-L
Ainsi I'ensemble & contient les points O, A, A',J et J’ d’affixes respectives
0.1,-1.j.—J-

2) Pour M distinct de O, A, A, J ou J', les points A, M, M’ sont deux 2 deux

est réel.
-] réel

distincts, et sont donc alignés si et seulement si

2 +z+ 1estréel.
Pour z = x+iyavec x et y réels,ona: Ziz+l= xz—y2+x+1+i(2xy+y)

C’est-a-dire si et seulement si

donc Z2 + z+ L est réel si et seulementsi  y(2x + 1) =0
. 1
c'est-d-dire y=0 ou x= -3
3) En remarquant que les points J et J' sont sur la droite %; d’équation
1 : . ‘
x = —5 el que les points O, A, A’ sont sur la droite @y d’équation y = 0
(c’est-a-dire le support de I’axe (O, 1) ), on conclut finalement que I’en-
: . 1
semble cherché est la réunion des droites % (x = ——2-) et Dy (y = 0).
y
901
M(z)|
pis
g afi] {5\
‘o /. x
D

Soit My, Mg, M3 trois points deux & deux dis-
tincts d’affixes respectives Zy, 23, Z3.
ces trois points sont alignés si et seulement si
' .
M]_Mg. M1M3) = 0 [’IT]
cest-a-dire si et seulement si

B8 -0

ar
g Z5 — 21

ou encore si et seulement si
Z3— 2
Z9 — 21

est réel.

2 -1=(z-1E2+z+1)

mTea'S ANS QJE JE
REDOVBLE, JAMALS

vucﬁ.u
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€0, -
22 et

Déterminer le module et I’argument de ( e

Module - Argument ’
1+ 1’\/5 ) 17_

’1+i\/§|2=1+3=4

1+iV3 2 .12
I)—f=—-—=\/§, |1_1|=1+1=2
1—i V2
1403\ " ?
+1
dOD.C (-—1—;[—) = (\/_2—) l217| = IZI 11
= 256V2
2) Soit 6;= arg(l + iv/3), ona:
1
cogdy = 3 @ 2 1 prés
donc B]_= Gl

. V3 3

sin Bl = T
Soit 6= arg(l — i), ona:

1
cosy = —
2 \/Ql donc  Bg9= —Iﬂ. a 2 1 prés
sin 82 = —\/—§ 7
i . T Zy
En conséquence arg (lfi\{g) = %r — (_717-) =I5 ; arg (Z) =argz; —argz
17
i 7

etdonc arg [(1;:\{5) ] =171—;T=10¢r—-l-g—. argz" = nargz

1+v3\ "
. . +1 _ ™ o ™
En conclusion : ( T3 ) = 256/2 (cos 75 — i sin ﬁ)

On peut compléter le calcul avec :
T m ow) 1+ V3 . om V3-1
COSlZ—CUS(F—I)— 2\/§ et Sl'ﬂl—g-: 2\/§ .

EX 14

Soit j':_—§+t§. Calculerj~1, ;2 ety

propriété 3
27

3 toujoursa 2 T prés

- 2) Soit 8 = arg(j), cosf=—
b= 1P =1

: N_ 4
arg(j?) = 2arg(j) = ?ﬂ- a 2 prés.

B3| =
7]
-

B
f==]
I

onadoncg =

2 "
donc aussi arg(j2) By a2 mwpres

2
On a donc j? = cos _3_1r = tain _.3_"

Clest-a-dire  j2=].
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RS S

3)Ona I 5 5 =aRd
et 2=1il"=1 ,
I, (d'affixe 1), A, (fj affixe j), B, (cl’al'ﬁxc:j2 ou j), sont les sommets d'un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle ¢(0, 1),

EX 15 |

23

. Calculerle mo-dule et 1’afgdmen_€ de ;j‘%;., .
) 5+11iV3 o
s 41'&/35 _
2) —‘-"(1 = 1
1-iv3)

256+363 = 388

Il

5+ 11iV3

1) \
’5+ 11u/3_|
7—4iV3

|7— 41‘\/3|2

2
donc =

49 + 48 97

5+ 11ivV3 (5 + 11iV/3)(7 + 4iV/3)

7-4iv/3 72 4 (4v/3)°
_ —97+974V3

97
—1+iv/3

2 (—% + 1?)

2iT
= 2Ze 3

2w .
Le module est 2 et I’argument —— a 2 1 pres.

™ -3iT
2)1—i=v2e 4 etdonc (1-i=2v2e "4

i1 —4iT
1-ivV3=2¢ '3 etdonc (1- iW/3) =16e 3

En conséquence :

.

1- ov2e 21
Py~ Sl Ere
(1-i/3) 16~

L a2 mpres.

Le module est et 'argumentest g

arg(5 + 11i/3) 3 > i n'est
a pour cosinus '\/—, qut
388

pas usuel.
cela s’arrange bien pour le module,
mais pour 'argument, on ne peut
raisonnablement pas utiliser les
arguments du numérateur et du

dénominateur
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i ’areument de :
L ¢ Z. Déterminet le module et l'arg

Soit 6 un réel, 8 # 5
1+itan 6

1) T_itan®

(1+itan 0)>

i A B

1+ tan”

2)

|Z| :|E|. 1+itan [

[)Ona 1—itan6=1+itan9 0
|1+ itan 6] 1 y

= Ti— itanf|

=1 (z=x0)

NI~

1+itan 0

d'ot |7 ”7tana

. ) B _isin®
(cos @ +isin 6), 1—itan 8= cose(cosB isin 0)

1
el 1+itanf= i

1+itan 6  cos @ +isip g o

1+itan 2i0 ‘ 1—ttan® oee— T
g e —itan 6 —i = —
dol T 7tan 6 08 6 —isin § o

1+itan xréel, || =1

1 —itan®

On retrouve

l+itan® Dey . )
elenoutre arg (m) =286 argle” ) =x, (a2 mpres)

. 2
1+itan6 (1+itan 8)2 (1+itan 8) ( ) . 9
= = a+lb)(a— b) = 2
2) Titan® (1—itan6)(1 + itan 0) 1+tanZ 0 tb) = a” + b

Ce qui donne d’aprés le 1) :

(1 + itan 8)°

1+ tan? 9

(1 + itan 6)
=1, arg| ———— | =26
1+tan® @

Complément
(1+itan6)? 1—tan’6  2tan®
= +
1+tanZ @ 1+tan® 6 1+tan® 9

|zl =1, a=s8rg2
Z=X+1y X Yyréels
X=cosa, Y=sina

1 - tan® 0 2 A
On adonc : cos2 6= ———— sin28=——ﬂ-§— coSx = 1-t sinx = 2t
S " l+tan®s 1+ tan? 6 1+ L+t
qui expriment classiquement les cosinus et sinus d’un nombre en fonction de
la tangente de la moitié de ce nombre. avec t = tan =
5

EX 17

1) Calculer le module et I'argument de (1+i l
: 1+ ). En dédui 8
2)  Caleuler (1 + ) au moyen de la formule du binﬁm:lm e

3)  Endéduire les valeurs respectives des sommes Cg et E2 % [:4 R Es % Cg i Cl [:3 C5 Eq-
4)  Vérifier ces résultats en calculant les coefficients 8TLg—Lg+lLg el Lg— Lg+lLg—Ls

k
Cs. 0 <k <8 au moyen du triangle de Pascal.

I') Soit

) petd le module el I"argument demandés, g oS
Il faut se laisser guider par énonce:: _
rame’

maginai’®

jer @ ¥
question va tout naturellement sé

l » p \/_ ] l S b 2 » 81N B = t arties ;ee”es €
iden.tiﬁcafiwl exc l ¢ !

5 »donc § = T'n

Ainsi, on peut écrire : 1+ i = /3e'd donc, (1 + )8 = (\/f g Ju
soit (1+ 1)® = 16, ) °
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2) On a d’autre part: (1+i)s=Cg+[~[:;+l.2Eg+ +f7[:;+ia[:8
: &

ceque l'on peul écrire : (1+10)® ZE

k=0
Celle formule s cml auw

* (1+ 08 ‘CS—E3+C8 E9+Es+‘(C3—E3+E8 [:a)

D’aprés le 1), en identifiant les pames réelles el imaginaires, on obtient :

Cs C8+C3—C3+C3—16 et Es—[:s‘”[:g Cs"o

3) Le triangle de Pascal jusqu’a I’ordre 8 s’écrit:

11

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

1 6 15 2 15 6 1

1 7 21 3 3 21 7 1
1 8 28 5 70 5 28 8 1

0 2
Donc (g—Co+(s—Co+(5=1-28+70-28+1
3| 3
Cs—Ca+Cs—Cg=8—56+56—8

a0 2 a4 6 (8
soit (g—Cg+Cs—Cs+(Cs=16 et C;—Cg*'tg“[:;:()

Equations du second degré

EX 18

25

d'aprés la formule du binéme

compte tenu de : i2 —l =1 =-1
etde:3=—t B=0( ("=~

cest-a-dire plus généralement
2k — (_1)’(' ot f2k+1 = (_1).’(1

voir Tome 1 - Chapitre 1 : Dénombrement

- ET ENGoRE,
ON EN Egrc?u’/\u

Résoudre 'équationE  z €C, Z —6z+10=0.

. Lediscriminant réduitest A'=9-10=-1= (i)%.
Les racinesde E sont donc  3+i et 3-L
« On peut aussi remarquer que 2 _6z+10=(z—-37+1
L’équation se lit donc  (z — Po-l= 2
Onendéduit z—3=i ou z—3=-L
soitencore z=3+i ou z=3-1L

théoréme 3

_ LEX 19

Résoudre dans C les équations du second degré suivantes :

1) 2x*-10x+13=0 (Ep)
2, x®—2xcosf+1=0 (Ep) 0 donné dans R.







