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I) Continuité d’une fonction en un point _ lim x-2)(x—1)
X2 x—2

1.Continuité d’une fonction en un point d’abscisse x, .
= lmzl (x—1)
xX—

Définition :
=1
fune fonction définie sur un intervalle ouvertl et x, € I
= f(2
La fonction f est continueen x, < lim f(x) = f(xg) @)
x>Xo Donc lirgz f(x)=f(2)
xX—
e e D’ou f est continueen a =2
3 5 2) Soit la fonction f définit par :
_ Y1
, , / flx) = — X7 1
~ M \ f =1
AN Ny 2

Etudier la continuité de f ena = 1.

—_——
.,--""'FFHI
[
]
..--—"'"-H’H
b

» .. _ Vx—1
24 2 :\ 5 2 Al : \ alf}f(x)=lxll?11 ~— 1
| | o (E-D(E+1)
= lim
- |
2 _ 12
La fonction f est continueen1 f n’est pas continue en 1 = lim (Vao* -1
»l(x—1) Wx+1)
EXEMPLES
2 li x—1 li 1
_ x%-3x+2 = lim =lim—————
1) fune fonction définit par : {f(x) =g XF?2 x-1 (f -1 (Wx+1) =1 (Vx+1)
f2)=1 =2
Etudier la continuité de f ena = 2. Donc linlt fx)=f1Q) ;
X

x2—-3x+2
x—2

linzlf(x) = linzl D’ou f estcontinueena =1
X— X
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2.Continuité d’une fonction a droite et a gauche d’un point a
a. Définition :
> fune fonction définie sur un intervallel = [a;a +r[;r > 0

f est continue a droitede a < lim f(x) = f(a)
Xx—a

» fune fonction définie sur un intervalle I = |a —r;al; r > 0

f est continue a gauche de a < lim f(x) = f(a)
Xx—a

b. Propriété:
la fonction f est continue en a < f est continue a droite et a

gauche du point a
Exercic 03

Etudier la continuité en x, des fonctions suivantes :

_l_xz .
1) f =" ; x>1 ; en xo =1
f(x)=x*—-4x+1 x<1
( V3 sin(x)
fO=-—py i+ x>0
V2 + —+v3
2) (f(x) = cc;x v3 ; x<0 ; enxg=0
V3
L f(o)——ﬁ
( 1
3) <f(x)=smxsm;;x;t0 : enx, = 0
. f(0)=0
x“-1
4 f()_ﬁ’x;tl ; enxy=1

Solution :

1)Ona: gzqu(x) =£i11rgx2—4x+1 =1-4+1=-2=f(1)
Donc lim f(x) = f(1);

D’ou f estcontinue a gauchede a =1

. T 1—x2
ona: i £00 = tim %
im (1-x)(1+x)

x-1t x—1

=-2=f(1)
Donc limf(x) = f(1)
x-1%
D’ou f estcontinue a droitede a =1
Conclusion: f estcontinueen 1

s i V3 sin()
Ayona: [T S =1 = o
= lim — ER x S Rappel: lim S _ g
x—0t 12 x x—-0t x
__¥ _
=-1, = f(0)

Donc limf(x) = f(0)
X—
D’ou f estcontinue a droite de 0

V2 + cosx — /3
2

s =

— lim (V2+cosx—V3)(V2+cosx+V3)
T X0 x2 (V2+cosx+v/3)

1 (V2 + cosx)2 _V3
= lim
x>0~ x2 (/2 + cosx + V/3)
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_ lim 2 +cosx—3 Ona: llm f(x) = 1”171 —
xo0" 2 (V2 + cosx +V3)
7 (x=1)(x+1)
_ lim cosx — 1 - ﬂm x—1
xo0" X2 (V2 + cosx +V3) =lim(x+1)=2=f(1)
P e d
. (1—cosx) 1 . 1-cosx 1 b, . . .
= li’—%—_ 7 X VTrcosird3) Rappel: Jgirorgr = —5 |D’ou f estcontinue adroite de 1
2_
_ 1 o 1 Ona: lim f(x) = lim _x(x 1)
2 (V2 +cos0++3) D) s D)
1 L, 1 = hm—
23 =lim — (x+1) = -2 f(1)
— _L — _L — _E = £(0) D’ou f n’est continue a gauche de 1
43 43 x /3 12

Conclusion: f estdiscontinueen 0
D’ou f estcontinue a gauche de 0

Exercic 04
Conclusion : est continue en 0 j
f , L s f(x)=sm(”x);x¢1
1 f une fonction définie sur R : x-1
3) lir{)lf(x) = ling sin x sin— f(1) =a
* g x Déterminer la valeur du réel a pour que la fonction f soit

. . . s A | N .1
Soit x e R*; ona: |f(x)|= |smxsmx| = |sin x| | smx| continue en 1
<|sinx| ; Car | sinﬂ <1 Solution :
Donc : —|sinx| < f(x) < |sin x| Pour que f soit continue en 1, il faut que llm fxX)=f1)=a
Or liral — |sinx| = liTBl |sinx| =0 Onpose: X=x—1donc x=X+1,dou: x>1<=X->0
xX— x—
- £ s , . sin(mx)
Donc d’prés théoreme d’encadrement on a : llT{)lf x)=0 llm f(x) = lim
= -1 x—1

Donc limf(x) = f(0) ; ) )
x50 sm(n(X + 1))  lim sin(nX + 1)

X-0 X x—0

. —sin(nX)
=lim ——xnm=-1Xm=-mwr=a
x—0 X

d’ou est continue en 0 =

x—1;six>1
Ona: |x_1|:{—(x—1);5i x<1
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III)Continuité sur un intervalle EXEMPLES
1) Définitions 1) la fonctioy f:x > x3+ x+ 1 est continue sur IR car c’est
une fonction polynome

2) Montrons que la fonction f: x > 2 cos(x) + x3 + 3 est
continue sur [0; +oo|

» Ona la fonction u : x - 2 cos(x) est continue sur IR, car la
fonction cos est continue sur IR, en particulier sur [0Q; +oo[

» Etona la fonction v:x - x3 + 3 est continue sur IR, car
c’est une polynome en particulier sur [0;+o[;

» Donc la fonction f = u + v est continue sur [0; +oo[
x+1
x%2+3

une fonction définie sur un intervalle [a; b]
> La fonction f est continue sur l'intervalle ]a; b| ssi f est continue en
chaque point de l'intervalle |a; b|
> La fonction f est continue sur l'intervalle [a; b] ssi f est continue sur
I'intervalle |a; b et continue a droite de a et a gauche de b

2) Exemple des fonction usuelles continue sur un intervalle

3) Montrons que la fonction g: x — est continue sur IR
1¢re méthode :

g est une fonction rationnelle donc elle est continue sur son
domaine de définition qui est IR (car (Vx € IR); x>+ 3 + 0)
2¢éme méthode :

On a la fonction u: x — x + 1 est continue sur IR
> On ala fonction v:x - x? + 3 est continue sur IR,
(polynome) ; etona Vx€IR ; x*+3 # 0

» Donc la fonction g = % est continue sur IR

Propriétés :

1) Toute fonction polynomiale est continue sur tout intervalles inclus
dans IR

2) Les fonctions rationnelles sont continus en tout intervalles inclus
dans leurs domaines de définitions

3)La fonction x — \/x est continue sur tout intervalles inclus dans
[0; +oo]
4)La fonction x — |x| est continue sur tout intervalles inclus dans IR

5)Les fonctions cos et sin sont continus sur IR o,
Proprietes :
3) Opérations sur les fonctions continues

. . La fonction f =+/u est continue sur l'intervalle I, ssi la
a) Somme -produit-quotient

» La fonction f = (u + v) est continue sur I ssi u et v sont continue
surl

» La fonction f = (a.v) est continue sur I ssi u est continue sur I

» La fonction f = (u.v) est continue sur I ssi u et v sont continue
surl

onction u est continuesur I et Vx €1;u(x) >0

EXEMPLE ;

Montrons que la fonction g: x — \/x + 3 est continue sur [0; 1]
On a la fonction u:x — x + 3 est continue sur [0; 1[ (poly)
Etonavx e [0;1[,x+3>0;

> La fonction f = (%) est continue sur I ssi u est continue et v Donc g = u est continue sur [0; 1]

continue sur I et Vxe€l; v(x)#0
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Exercic 05

( f(x)=M x> 2

x2—-x-2

Varz2 X
U(Z):;

1) Déterminer Dy I'ensemble de définition

f tune fonction Définie par : { f(x) = Vx245-3 <2

2) Montrer que f est continue en 2.
3) Etudier la continuité de f sur D

Solution :
gy , 3x2-4x-4 Va2+5-3
1) Considérons la fonction u:x > ———— et v:x —
x“—x—-2 Vx+2-2

XED, & x*—x-2#0= x+2o0u x+—1
Donc D, = |—o0; —1[ U |—1;2[ U ]|2; +o0[
» Donc la restriction de f sur )2; +o[ est définie sur :

D, N]2;+oo[ = ]2;+oo|
x €D, <:>x2+5>0etx+2 >0etVx+2-2+0
> -2 ouVx+2+2
S x=>2-2o0ux+2+4
S x=>2-2o0ux+2

Donc D, =1-2;2[ U ]2; 4]
» Donc la restriction de f sur |—o; 2| est définie sur :
D, N ]—o0;2[ =]-2;2[
» Donc Dy =]-2;2[U]2;+oo[ U {2}
» D'ou Dj=]-2;+0oo[
2) Montrer que f est continue en 2.

,car f(2) = g

3x% —4x — 4 (x —2)(3x + 2)
limf(x) = lim —7————= lim (x—2)(x+1)
 3x+2 8
=lm=77 =3~ /@

Donc f est continue a droite de 2

limf(x) = llm—— lim

x—-27 =27 \x+2—-2

VaZ+5-3  (x245-32)Wx+2+2)

= (x+2-22) (Va2 +5+3)
~ lim (x*—4)(x+2+2)

2" (x—2) (Va2 + 5+ 3)
x—-2)x+2)Wx+2+2)

- (x—2)(Vx2+5+3)
=lim(x+2)(\/m+2) =(2+2)(\/m+2)

2= (Va2 +5+3) (V22 +5+3)
= % = g = f(2) ; fest continue a gauche de 2

Conclusion : f est continue en 2

>

3x2—4x—4

5 est continue sur toutes
x4—x—2

3) La fonction u: x —

intervalles inclu dans D, ; car c’est une dontion rationnelle
Donc elle est continue sur ]2;+oo|

La fonction fonction x —» —3 est continue sur ]—2; 2|

La fonction fonction x —» x*> + 5 est continue sur]—2;2[
Et vx€]-2;2[:x*+5>0

Donc La fonction x — Vx? + 5 est continue sur|—-2;2[
D’oul La fonction x — /x2 + 5 — 3 est continue sur |—2; 2|
La fonction fonction x —» —2 est continue sur |—2; 2|

La fonction fonction x —» x + 2 est continue sur |—2;2[

Et vx€e|-2;2[: x+2=0

D’ou La fonction x — /x + 2 — 2 est continue sur ]—2; 2[
Eonaona: Vx€]-2;2[;Vx+2—-2 %0

Vx2+5-3
Vx+2-2
D’ot1 la fonction f est continue sur |—2 ; 2[ et sur ]2; +oo]
Et d’apres la quetion 2) on a f est continue on 2

Donc f est continue sur |—2;2[ U |2; +oo[ U {2} = ]|-2; 4+ [

Donc La fonction x — est continue sur |—2 ;2|
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VI)Image d’un intervalle -Théoréme des valeurs intermédiaire |EA{Igald=RI]]
1)Image d’un intervalle par une fonctions continue 1) Soit f une fonction tel que ;f(x) = x°> + x> + 3x — 4
Théoréme : Déterminer f(]—oo; +oo[)
» L’image d’un segment par une fonction continue est un segment
» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
» Si fest continue sur un segment [a, b] et M est le maximum de f sur
[a, blet m est le minimum de f sur [a, b].
Alors f(|a,b]) = [m, M]

Exemple 1: f([l 2[) [1 3[

2x+1
-1

2) Soit g une fonction tel que; f(x) =
Déterminer f(]1; +[)

Solution :

1) Soit ftel que ;f(x) = x° + x3 + 3x — 4 ; déterminer f(]—; +])

Pour tout x € |—o; +oo[ fest dérivable, f'(x) = 5x* +3x> +3 >0

.| > Donc f est strictement croissante sur |—o0; 400

Exemple2 f([a,b[) [m,M]

M=f-6 - . tdr AIors: f(]—o0; +o0]) = ] lim f(x)- lim f(x)[ = ]—o0; +00[
TN " “lcarona: lim f(x) = lim x5 =4 o et lim f(x) = lim x5 =— o
. : : ] i X—+ 00 xX—+co
AN VAR 2) On a pour tout x € |1;+o[: f'(x) = 1)2 <0
................... oot
! TR :r : » Donc f est strictement decroissante sur ]1; 4+oo[
- O 1 _____ f (11; 4oo]) = ] llm L f(x); llm f(x)[ =]2; 400
PR il2)Théoreme des vaIeurs mtermedlalres (TVI)
a)Théoréme :
! ! ] ! Y
Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement
monotone FB) Y
une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I. | AL :_;_7:
fest strictement croissante sur I = fstrictement décroissante ! ybooo o L
BTy — ) BT = . f(@) : :
f(la; b]) = [f(a); f(b)] f(a; b)) = [f(b); f(a)] — T e |
fla +oo]) = [f(@); lim f(x)|  flla;+ool) = | lim f(x); f(@)] | . . ol k comnri
x—>+00 x>+ Si f une fonction continue sur [a; b], alors pour tout réel k compris
f([a; b[) = [f(a); ,fi’gl f(x)[ f(la; b)) = ]in’l}l f(x) ;f(a)] entre f(a) et f(b), il existe un réel c dans [a; b] tel que f(c) = k

f(la; b)) = ] li"&f(x)i f(b)] f(a; b)) = [f(b); limj(x)[ En cliautres ternfes : I'équation f(x) =k d mconmfex admet au
xr—a x-a moins une solution dans [a, b] pour tout k compris entre

f(=o0;b]) = | lim fG f(B)]  f—oo3b]) = [f(B); lim £ |f(aret ()
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Démonstraton On a f([a, b]) = [m, M] car f est contnue sur [a, b] Exercice 08

Sif(a) < f(b)alorsk € [f(a), f(b)] c [m,M] donc k € f([a,b]) Montrons que I'équation x° + x® = 1 — x admet une unique
Donc (3c € [a;b)); f(c) =k solution a dans IR.

b) Corollaires du Théoreme des valeurs intermédiaires Solution :

Corollaire 01 On pose pourtout x€IR : f(x) =x>+x3+x—-1

Si f une fonction continue sur [a; b] et f(a) X f(b) < 0; alors e [ estcontinue sur IR

I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans |a; b[ e festdérivable sur IR ; et pour toutx € IR ona:

De plus si f est_strictement monotone sur |[a; b] alors a est unique fl(x)=5x*+3x2+1>0

Exercice 07 Donc [ est strictement croissante sur IR .Et de plus on a :
1)Montrons que I'équation x3 — 5 = 0 posséde au moins une solution |* xl_l:fzo fx) = xljmo x>=+40 et x’};’]go f(x) = xl_l:1_7§o X% =— o0

dans [0; 2]

Alors f(IR) = ] lim f(x); li1+n f(x)[ = ]—o0; +oo[ = IR
2)Montrer que l'équation sin(x) + x + % = 0 admet une solution ¥ ¥

donc 0 € f(IR)
Donc f(x) = 0 admet une unique solution a dans IR
Solution : Exercice 09

1) On pose pour tout x € IR : f(x) =x3 —5 une fonction définit par le tableau de variations, ci-dessous

f est continue sur IR (polynome) et on particulier sur [0; 2] Déterminer le nombre de solution

unique dans l'intervalle [_?”, 0]

Deplusona: f(0) = -5 et f(2) =3donc f(0)x f(2) <0 des équations suivantes | - 3 1 1
D’aprés TVI f(x) = 0 admet au moins une solution a dans [0; 2] puis encadrer ces solutions.

2) On pose pour tout x € IR : f(x) = sin(x) + x +% Z; ;Eg i (1)8 3 19
La fonction f est continue en tant que somme des fonctions continues, o) f(x) = -3 f / \ /
de plus f (_?”) = _?” et f(0) = % donc f(0). f (_?”) <0 d) f(x) =3 -1 -1

La fonction f est dérivable sur IR ; alors f'(x) = cos(x) +1 =0 Solution :

alors f strictement croissante sur [—1/6,0]. a) L’équation f(x) = 18

donc d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaire , I'équation Posséde 1 solution compris dans l'intervalle |—1 ; 1].

f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle b) L’équation f(x) = 0 posséde 3 solutions chacune comprise
Corollaire 02 dans un des intervalles |1—4 ; —3[, |-3;—1[et]—1;1].

Si la fonction f est continue et strictement monotone sur I'ntervalle | c) L'équation f(x) = —3 ne posséde pas de solution.

let ke f(I) d) L’équation f(x) = 3 posséde 2 solutions : I'une égale a —3,

Alors I'équation f(x) = k admet une unique solution a dans I I'autre comprise dans l'intervalle |1 ; 1].
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3)Principe de la méthode de dichotomie Exemple :
fune fonction continue et strictement monotone sur [a, b] tel que Soit la fonction f définie sur [0, + [par; f(x) = x*
f(a).f(b) < 0;I'équation f(x) = 0 admet une racine unique dans est continue sur [0, +oo[et strictement croissante sur [0, +oo[ ,
[a, b] donc f est une bijection de l'intervalle [0, +o [ vers ] avec
On peut obtenir des encadrements plus précis en procédant comme J = ([0, +[) = [0, +oo[
suit : Pratiquement pour déterminer 'expression de f~1.
> Oncoupe [a,b] en deux intervalle [a — ] t[a+b b] Pour détermier f~1, On suit le shémat suivant :
» On garde l'intervalle qui contient la solutlon de I’équation et on le |Soit x € | cherchons y € I telque y = f~(x)
divise en deux intervalles d’égales longueurs, y=f1lx)efly=x
Ainsi de suite jusqu’a’ obtenir la précision de I'encadrement Et on cherche le y en fonction de x

souhaité. c-a-dire on résoudre I'équation f(y) = x d’inconnuey

Licwgle i _ EXEMPLE :
Soit f'la fonction définie par : f(x) = x> + x*> + x — 2 La fonction fest f une focntion définis sur I = [0;1] par f(x) = x® + 3
continue et strictement croissante sur [0,1] etona f(0).f(1) <0 1) Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque f~,
Donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « tel que définit sur | que 'on déterminra
0 < a < 1. Déterminons un encadrement de a de longueur 0.25
> Le centrede [0,1] estetona f (1) —— Donc f (l) S <o e f estcontinue sur IR (polynome) et on particulier sur [0;1]
L 2 2 8 2 etonapourtout x€ [0;1[ : f'(x)=2x>0
donc ; <a<1 (Longueur 1-1/2=1/2) Donc f est strictement croissante sur [0 ;1].

Le centre de E 1] estz etona f G) = "6_17 donc f(1) X f G) <0 Donc f admet une fonction réciproque f~1 définit sur |
donc Z< a<1 (Longueur1-3/4=1/4=0.25) etona: J=f([0;1]) = [f(0); f(D] = [3;4]

A. Fonction Réciproque d’une fonction continue et . . . o
proq J 2) Déterminerons f~1 la fonction réciproque de f

strictement monotone Soit x € ] = [3;4]; cherchons y € I = [0;1] tel que y = f~1(x)
1)Proposition.: y=f1x) ef(y =x
Si f une fonction continue et strictement monotone sur l'intervallel oy?+3=x

Alors la fonction f est une bijecion de I vers ] = f(I) )
de plus la fonction f admet une fonction réciproque , notée f~! Sy =x-3

définit sur | = f(I), par la relation suivantes ©y=Vvx—-3 (car y>0)
y=f'x) etxe] of(y)=xet yel Donc f~1(x) =vx—3 pourtout x € [3;4]
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Exercice 10
f une fonction définit sur I = IR par:f(x) =x++x—4
1) Montrer que f est une bijection de IR" vers | (a déterminer)
2) Déterminer l'expression de f~1(x) pour tout x de |
Solution :

f une fonction définit sur I = IR par:f(x) =x ++x—4
1)Montrons que f est une bijection de IR* vers J (a déterminer)
» Ona la fonction u : x - x — 4 est continue sur IR,

en particulier sur [0;+o[

Eton a la fonction v:x — \/x est continue sur [0; +oo[ ;

Donc la fonction f = u + v est continue sur [0; +oo[
> La fonction f est dérivable sur ]0; +o[ etona :

Vx €]0;4+o[; f'(x) =1+ 2—1x > 0, donc f est strictement

\/—
croissante sur IR*

Donc f est une bijection de IR* vers Jet] = f(I)

J = f) = £([0; +ooD) = [£(0); lim f(x)| = [~4;+eo]
2) Soit x € [—4; +oo[ cherchons y € [0; +oo[ telque y = f~1(x);
y=f1x) of@ =x

<:>y+\/§—4=x
:)\/}2+2><%\/§+G)2=x+4+(%)2

2
o () =x+ ¥

S

;¥ €[0; +oof

; (car x+%20)

1
; (car \/;+520)

2
)= ( x+%—%> pour tous x € [—4; +o[

Exercice 11

Soit la fonction f définie sur [1,+oo[ par: f(x) =V/x—1
1)Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un
intervalle | a déterminer.

2) Déterminer l'expression de f~1(x) pour tout x de |

3) Tracer la courbe de f et f~! dans le méme repére orthonormé

2)Propriétés de fonction réciproque 1
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un I
alors :
) {f‘l(x) =Y . {f(y) =x
x€fd) yel
2) f~1 est continue sur f (I) et a méme sens de variation que f

3) Les courbes représentatives de f et de f~'dans un repére
orthonormé, sont symétriques par rapport a la premiere
bissectrice

(c'est-a-dire par rapport a la droite d'équation y=x)
»

- X

£ >

r

J=fFI)

4) (vxeD; flof(x) =x ; (Vxe]); fof 1(x) =x




Prof: fayssal | Site web: www.elboutkhili.jimdofree.com Chapitre 01 : Continuité d’une fonction ; 2 Bac SX | Page 11

B. Fonction racine n-ieme

La fonction x — x" est continue et strictement monotone sur [0; +oo[ Résoudre dans IR les équations suivantes :

donc admet une fonction réciproque définie sur [0; +oo[

Cette fonction est appelé la fonction racine n-iéme, et elle est notée| (E>) V1T —2x= Vx+1

par: x - \/x
Propriétés du fonction racine n-ieme

Soient x et y dans [0; + [ et m et n dans IN* :

)x"=y & x=1fy 6) Nx=""Vxm
2) ¥Yx=Vret Vi=x 7) Vix =""Vx
3) Dz = [0;+oo 8 Vx=Yyex=y
4 lm Vx = oo 9) Vxx iy = Yxxy
5) (V)" =x"=x

EXEMPLES :
1)Comparer les nombres: /3 et V2
Ona: 33 ="%3% ="%27
Donc : V3 <32

et

V2 =2 = 32

34\_/§
A=3 i/?=3xi/2_=3x4/22x4=i/2_=?{/1

3) Résoudre dans IR I'équation :(E) x> = 8

(Eox3=-8o(—x)3=8 o3(—x)3=38 o-—x=20x=-2
Donc S = {—2}

2) Simplifier lenombre A=

Exercic 12

(E))3f(x+2)2 -4 (x+2)+3=0

Solution :
1) L’équation (E,) est définitsi x+ 2 > 0
Donc le domaine de définition est :D gy = [-2;+o]

(E) oVx+2)2-4Vx+2+3=0
©(X)?2-4X+3=0 avec X=VYx+2
& X=1ou X=3 avec X=3Vx+2

Vx+2=3

&S x+2=10u x+2=3°

@5x+2=10u

ox=-1 ou x=3°-2

Les deux solutions sont dans Dg, = [—2; +oo]
Donc S = {—1;3° - 2}
2) xe€eDgye 1-2x=20etx+2=20

1
@xSEO etx> -2

1
Donc le domaine de (E;) est :D g, = [_Z;E]
(E,) @V1-2x=Vx+1 o Y1 -2x)2%=%/(x +1)3
e(1-2x)%=(x+1)3
©1—4x+4x>=x3+3x2+3x+1

ox3-x2+7x=0 ox(x*—x+7)=0
< x=0 ou

Donc S = {0}

X2—x+7=0 ©x=0
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Exercic 13
Calculer les limites suivantes :
3—— 372
1) lim 3x—1-2 ; 2) lim \/x+1 : 3) lim VxZ -1
x—9 x-9 xo+00 3[x2+3 x->1 x-1
4 5
. 3/ 3 T =~ . Va+Vx+1
4) xil-lr-g A i ) xl—l>1'go Vx+3x+1

Solution :

1) lirglgx/x—l —-2=VYx-1-2=1%8 —2=0,etlimx-9=0
x— x—

Il s’agit d'une forme indéterminée du type " g "

e Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :

Rappel; a® — b3 = (a— b)(a*? + ab + b?)
a® + b3 = (a+ b)(a* — ab + b?)
lim Vx—1)% —23
w9 (x—9)|(lxr—1)2+2 Vxr—1+22]
x—1-8

S o+ 2V =1+ 27]
B (x—9)
~ G 9)[(\/—)2 +2Vx—1+2?]

1

Pty [(m)2+zm+22] [(V8)2 + 2 /8 + 22]
1 1
“Tata+4 12
3) lim Vx+1 =+, et lim Yx2 +3 =+

X—+00 X—+00

w"

Il s’agit d'une forme indéterminée du type " :—

vx+1 o Yx+1)3 6l (x +1)3
ims—— =lim ——— = lim | o——/=5=
x—+00 1/xz +3 x—+o0 3 (xz + 3)2 x>+ (x + 3)
(x+1)3

Car: lim ————== lim =lim —=0
x—>+00 (x2-|—3)2 x—>+00 x4' xo+0 X

_ g ()2 12
x-1 (\/—)3_

lim VX ~DEx +1)
=1 (Vx - D[R + Vx+1]
Vx +1 2
R Vel 3

4) xl_l:zrrgoi/m = 4+ etxll’léo 8x = +

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "o — ",

. 3 . 3 X
lim {x3+x —8x = lim /x3(1+—3)—8x
x—>+00 xX—+0o X

3 1
=lim x X 1+—5-8x
xX—+oo X
= lim x (3/1+12—8>=—oo
X—+00 X

Car lim x =+ o et lim ’ 1+xi2—8=1—8:—7

X—+ 00 X—+ 00
5) li1£l‘{/§+§/§+1 =+00,etlin913\'/§+ Vx+1=+4w
x— X

n +w n

1l s'agit d'une forme indéterminée du type "

w
—/
~
o~
5

|

Ve+¥x+1 (%) + ()" +1
lim - im 1 g
xX—+oo \/_+ \/_ _|_ 1 x—>+oo (1%/;) + (1%/_) + 1
12 12\/5) 1
(vt Bty
. (9 (%)
XoFO 12 12\/5)4 1
( ﬁ)6(1+ (12 6+ 12 6)
(=) (")
1 —_ —_
ll'i?l 12 ( +12\/_+12\/_)1 0
( \/_) 1(1+ 12\/—+T—)
Car lim, (R3)" = + o> et lm, vz = lim, v = lim, o =
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Exercic 14

f une fct définit sur I = [0; +oo[ par: f(x) = VxYx +1
1) Montrer que f admet une fonction réciproque f!
déterminera

2) Déterminer f~1(x) pour tous x € |

Solution :

D) f)=Vx¥x+1=Vx3Vx2+1=Yx5+1
On a la fonction x — x > est continue sur [0; +oo[
Etsurvx € [0; +oo[: x3>0

Donc la fonction f est continue sur [0; +oo[

Soient x;y € [0;+[ telque: x <y

x<y=>a5<ys= x5 <{ys
> YxS+1<ifys+1
= f(x) <)

D’otl g est strictement croissante sur[0; +oo|

D’otl f admet une fonction réciproque f~! sur Jetona:

J = FW) = £(10; +eo]) = [£(0); lim f(x)| = [1;+oo]

Soit x € [1;+o[ cherchons y € [0; +oo[ tel que y = f~1(x) ;
y=f1x ofy=x

®W—1=x
esYys=x+1
(el/_) =(x+1)%;
oy =(x+1)°
ey=Yax+1D5x+1) oy=(x+1D}(x+1)
f1(x) = (x+ 1)3/(x + 1) ; pour tous x € [1; +o|

D’ou :

sur | quel’on

2. Puissances rationnelles d’'un nombre réel str positif

Définition :

p

- q
a = a1 = vVaP
Propriété :

r et r’ deux rationnels alors :

aT' x ar’ — ar+r! ; (a‘l")‘l"’ — arr!
(ab)" =a" xb" ; lrza"‘ ; a—rr,—ar‘r’
a a
Exercic 15
= 2 3zx Y2
Montrer que ——— 19 X\/_ =10 et \/7 1
152 x3/24 \/7 3[—4
2 X
Solution :
3 3 5 5 2 2
10° x V6?2 (2><5)3><(2><3)3 23 X 53 X 23 X 33
2
U1z x Y2t (3><5)3 x 23 35 x 55 x23
5 2 4 2 2 5 2
= 23%373 x 3373 x 53 3—23><3°><53
=21x1x51=10
1 2
V2 x V4 32 x 322 23 X 28

Z = Tl 3 5
o 32 2% (23)2"3 x V25 2x26 X212

1 2 3 5 11 1 5
—23tg 1- g 1z2=23"2" 1212

4+3-12-6-5 -16 -4 1 1 1

a un réel strictement positifetp € Z et q € N* on poser = .

P

1

=2 12 =212 =23 =

s V20 Y23x2 2

V2
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Exercice 01

Etudier la continuité en x, des fonctions suivantes :

2 {f(x)=1:12 S x>1 C emxg—1
f(xX)=x*—4x+1 x<1
(f) = -2 x>0
2) Qf()— 2+Cosx_\/— ; x<0 ; enxg=0
kf(O)
3) f(xz j sinxsin% ;x#0 ; enx, = 0
f(0)=0
x%-1
4) {f(x)=ﬁ;x¢1 ; enxyg=1
1) =2

Exercice 02

fx) =
f(1) =a

Déterminer la valeur du réel a pour que f soit continue en 1
Exercice 03

sin(mx) )

x#+1

f une fonction définie sur R : {

sur [0; +oo|

sur [0; +oo|
4) Montrer que la fonction g: x - \/x + 3 est continue sur [0; 1]
Exercice 04

1) fune fonction: f(x) = x> + x3 + 3x — 4, déterminer f(IR)
2) Soit g une fonction tel que ; g(x) = 241

1) Montrer que la fonction f: x — 2 cos(x) + x3 + 3 est continue

3) Montrer que la fonction f rX > Zsmx\/_ + x3 + 3 est continue

, déterminer g(]1; +|[)

Exercice 05

( _ 3 -4x—4
! f(x) X2 —x—2 y X > 2
une fct définie sur |—2; +oo| par _ ¥x245-3
f une fct défi ] [ par{ f(x) _m_z =2 <x<2

f(2) = 5
1) Montrer que f est continue en 2.
2) Etudier la continuité de f sur |—2; +oo|
Exercice 06
1) Montrons que I'équation x3 — 5 = 0 posséde au moins une
solution dans [0; 2]

2) Montrer que l'équation sin(x) + x + % = 0 admet une solution

unique dans l'intervalle [_{, 0]

3)Montrons que I'équation x> + x3 = 1 — x admet une unique
solution a dans IR.
Exercice 07
f la fonction définie sur R par: f(x) = x> + x3 + 3x — 5.
1) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule solution a
dans R puis vérifier que a €]0; 2.
2) Etudier le singe de f(x) pour tout x de R
3) Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de «

d’amplitude 0,5
Exercice 08

une fonction définit par le

tableau de variations, ci-contre o —3 -1 1

Déterminer le nombre de

solution des équations
suivantes Puis encadrer
ces solutions.

f _1/3\_1/19

1) f)=18; 2) fX) =0 ;3)f(x)=-3;4) f(x) =3
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Exercice 09 Exercice 14
une fonction définit sur I = [1; +oo[ par: f(x) = x* —2x+5 Soit f une fonction définit par: f(x) =2 —YxZ — 1

1) Montrons que f admet une fonction réciproque f~* définit sur 1) Déterminer D; puis calculer lim f(x)
J que I'on déterminera X 00

2) Déterminer la fonction f~! pour tout x dans |
Exercice 10

Soit f la fonction définit sur [0; + o[ par: f(x) = x —/x

1)Calculer xliﬁo f(x) puis étudier le sens des variations de f

2) Soit g larestriction de la fonction f sur I = [1; +oo[

a) Etudier le sens de variations de g sur I

b) Montrer que g admet une fonction réciproque g=! sur |
que l'on déterminera

c) Déterminer g~1(x) pour tous x € |
3)a) Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique solution
atelque: 1 <a <2

b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
encadrement de ad’amplitude 0.5
Exercice 15
Montrer que I'équation (E): Yx — 1+ Yx + 2 = 5 — x admet une
unique solution dans l'intervalle [1; 5]
Exercice 16
Soit f la fonction définie sur R par: f(x) = x> —x*+3x+1
1) Montrer que f est strictement croissante sur R
Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un
intervalle | a déterminer

2)Soit g la restriction de f sur I = E; +oo[

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ 'définit sur J que
I'on déterminera

b) Déterminer la fonction g~! la fonction réciproque de
g proq g

c) Résoudre dans I = E; +00[, I'équation (E) : g(x) = 6

Exercice 11
Résoudre dans IR les équations suivantes :

(E):Y(x+2)2-4(x+2)+3=0; (E):¥V1-2x= Va+1

Exercice 12
Calculer les limites suivantes :

1) i x—1-2 2 1 Vr+l 3 1 3[2 —1 |2) @) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution
" . -1
) x‘l«'} x-9 ! ) x—%fgo 3/c2+3 ) x‘_ﬁ' x-1 |atelque—<a<0
-1 , Ly
o lim 3 S5 _ay - 5) lim 3%=1 -2 . 6) lim e S/ b) Calculer f(T) puis en déduire un encadrement de
X—+00 ’ x—2+ x-2 ’ X—>400 3\/;4_ 5\/}_'_1 d'amplitude 0,25
Exercice 13 c) Montrer que Va + 1 = %

V105 x V6? V2 x V4 1 | d) En Déduire que a = (-2 + —)2 — 1
Montrer que : 5 >— =10 Et que : = — a+1

V152 x /24 5 3 81 (32 2 V2| 3) Etudier le signe de f sur R

2 XAV

4) Résoudre dans R I'équation (E): x? —x8+3x*+1=0
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Exercice 01 Donc ,fi'{i fx)=f@) .

D’ou f estcontinue a droitede a = 1

Etudier la continuité en x, des fonctions suivantes :

_x2 . ,
Fx) = 1-x Cx>1 Conclusion: f estcontinueen 1
D £ ’ en xo =1 2)Ona: l'mf(x)—l'm—M
f(x)=x*—-4x+1 x<1 g el 12 x
. g . \/_i sin(x) T sin(x) _
( ) = _\/§ sin(x) ; S = ’fgofi 2 X Rappel: ,5231 . 1
12 x _ V3 0
2) V2 + cosx —+/3 . en x. =0 = = O
f&x) = 2 ; x<0 ’ Y Donc liwg}rf(x) = £(0)
X—
£(0) = _ﬁ D’ou f estcontinue a droite de 0
\ 12 . . V2+cosx—/3
r 1 S0 =lp =5
3y {f (%) = sinx sin_; x # 0 ; enxy= 0 _ iy (VZFC0SE-V3)(VZFcosz+3)
. f(0)=0 T x=0- x2 (V2+cosx+v3)
2 2
x2—1 . + cosx) —
V2 V3
f(x)=7;x¢1 . . = lim
4) lx-1| ; enxo=1 x>0~ x2 (y/2 + cosx +V/3)
fa)=2
. — lim 2+cosx-3
Solution : x—0~ x% (V2+cosx+v3)
1)Ona: )fi?lrgf(x)=££1171x2—4x+1=1—4+1=—2=f(1) . cosx — 1
. = lim
Donc 3591'! fx)= f(1); x>0~ x2 (\/2 + cosx + \/5)
D’ou f estcontinue a gauchede a =1 — lim — (1-cosx) 1 Ravvel: Lim 2205 —
Ona: lim f(x) = lim 1-x2 x—0~ x2 (V2+cosx+v/3) ppet: x—0F 2
x-1t x-1t x—1 1
— lim 1-x)(1+x) 2
-1t x-1 1 1 1.1
= lh}lw 2 X (V2+cos0+vV3) ) X 23
X—> -
=lim-(1+x)=-2=f(1) __ 1 _ V3 _ V3 _
x-1* T 43T 43xV3 | 12 (0)

D’ou f estcontinue a gauche de 0

Conclusion: f estcontinueen(
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3) lxl_%lf(x) = lxlg% smxsm;

, . .1
Soit x e R*; ona: |f(x)|= |smxsm;|
. .1
= |sin x| | sm—|
X
. , 1
<|sinx| ; Car |sm;| <1
Donc: —|sinx| < f(x) < |sin x|
Or lim — |sinx|= lim|sinx| =0
x—-0 x-0
Donc d’prés théoreme d’encadrement on a : limf x)=0

Donc lirgf(x): f(0) ; dou f estcontinueen 0
X—

x—1;six>1

4) Ona: |x_1|={—(x—1)'si x<1

x%-1
Ona: llmf(x) l”{i —
_ (x-D(x+1) 5. o
e S e D =220

D’ou f estcontinue a droite de 1

2
x“-1
Ona:

ti 1) = tim =

— lim (x=1)(x+1)
x-1~ x—1

= lirlrg—(x+1) = -2+ f(1)
X—
D’ou f n’est continue a gauche de 1

Conclusion: f estdiscontinueen 0

Exercice 02
f(.X') _ Sl‘;lET;x) cx
f()=a

Déterminer la valeur du réel a pour que la fonction f soit continue
enl

. PP 1
f une fonction définie sur R : { *

Solution :
Pour que f soit continue en 1, il faut que lin} fx)=f(1)=a

Onpose: X=x—1donc x=X+1,
dou: x—->1=X-0

sin(mx) sin(m(X + 1)
llm f(x) =lim ————= =lim ( )
-1 x—1 X-0 X
. sin(nX + m) —sin(mX)
=lim ——— =lim ———xn
x—0 X x-0 X
=—-1Xm =-m =a

Exercice 03

5) Montrer que la fonction f: x - 2 cos(x) + x3 + 3 est
continue sur [0; +00[

7) Montrer que la fonction f 1 X > Zsmx\/_ +x3+3 est
continue sur [0; +oo[

8) Montrer que la fonction g: x — Vx + 3 est continue sur[0; 1]

Solution :

4) Montrons que la fonction f: x - 2 cos(x) + x3 + 3 est
continue sur [0; +oo[

» On ala fonction u : x - 2 cos(x) est continue sur IR, car la
fonction cos est continue sur IR, en particulier sur [0; +[

> Eton alafonction v:x — x3 + 3 est continue sur IR, car
c’est une polynome en particulier sur [0; + o[ ;

» Donc la fonction f = u + v est continue sur [O' +o0o[

1¢re méthode :
g est une fonction rationnelle donc elle est continue sur son
domaine de définition qui est IR (car (Vvx € IR); x>+ 3 # 0)
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2¢éme methode
On a la fonction u:x — x + 1 est continue sur IR

> Ona la fonction v:x - x* + 3 est continue sur IR, (polynome) ;

etona Vx€IR; x>+3+0
» Donc la fonction g =% est continue sur IR

6) Montrons que la fonction f: x — 2sinx\/x + x> + 3 est continue
sur [0; + oo

» Ona la fonction x — 2 sin(x) est continue sur IR, car la fonction
cos est continue sur IR, en particulier sur [0; +oo]

> La fonction x - +/x est continue sur dans [0; +o]

» Etonala fonction x - x3 + 3 est continue sur IR, car c’est une
polynome en particulier sur [0; +oo|;

» Donc la fonction est continue sur [0; +oo[

7) Montrons que la fonction g: x — \/x + 3 est continue sur [0;1]

On a la fonction u: x — x + 3 est continue sur [0; 1] (poly)

EtonaVvx e [0;1],x+3>0;

Donc g = \/u est continue sur [0; 1]

Exercice 04
1) fune fonction : f(x) = x> + x3 + 3x — 4, déterminer f(IR)

2x+1

2) Soit g une fonction tel que ; f(x) = , déterminer f(]1; +oo)

Solution :

1) Soit ftel que ;f(x) = x°> + x3 + 3x — 4 ; déterminer f(]—o0; +|)
Pour tout x € |—oo; +oo| fest dérivable, f'(x) = 5x* + 3x2+3 >0
» Donc f est strictement croissante sur |—oo; +oo|

Alors : f(1—e0; +oo) = | lim f(x); lim f(x)| =]—00; +oo]

Carona:lim f(x) = lim x5 =+ o et lim f(x) = lim x° =
xX——00 X——00

X—+ 00 X—+00

— OO

2) On a pour tout x E]l toof: f'(x) = o 1)2

> Donc f est strictement décroissante sur ]1; +o[
fQ1;+00]) = | tim f(x); lim fx)] = 12; +oo]

Exercice 05

3x“—4x—4
{ f) = x2-x-2 '’
une fonction Définie sur |—2; +o[par _ Ya?+5-3
iy finie sur =2; +eolpar { fx) = 222 sy <
8
k f(Z) =3

1) Montrer que f est continue en 2.
2) Montrer que f est continue sur l'intervalle 1—2; +o[
Solution :
1) Montrer que f est continue en 2.

3x2 —4x -4
x—2

B (x—2)(3x+2)
s xo2t (x—2)(x+ 1)

llmf(x)— ll2+ o
. 3x+2
xgzn* x+1
8
=3=f2)
Donc f est continue a droite de 2
llmf(x)—llm X +5-

x-2" \fx +2 -2
lim(x2+5—32)(\/x+—2+2)
2" (x+2—22) (Va2 +5+3)

C (*-4)(Wx+2+2)

xgz'l(x—Z)(\/T-l-S+3)

=lim(x—2)(x+2)(\/m+2)
2= (x—2)(Va*+5+3)
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x+2)Wx+2+2) =(2+2)(\/2+2+2)

T (T i5+3) (V2Z55+3)
_16_8_ |
=< ~3-f@ ;

Donc f est continue a gauche de 2 ; Conclusion : f est continue en 2

3x2-4x-4

X2 —x—

2) La fonction u: x — est continue sur toutes intervalles

includans D, = R — {—1;2}; car c’est une dontion rationnelle
Donc elle est continue sur ]2; +oo[
> La fonction fonction x —» —3 est continue sur |—2;2[
La fonction fonction x — x> + 5 est continue sur]-2;2[
Et VYx€e€]-2;2[:x>*+5>0
Donc La fonction x — \x2 + 5 est continue sur|—2;2[
D’oul La fonction x — Vx2 + 5 — 3 est continue sur ]—2; 2[
> La fonction fonction x - —2 est continue sur |—2;2]
La fonction fonction x — x + 2 est continue sur|—2;2[
Et Vvxe€|-2;2[: x+2=>0
D’oul La fonction x — \/x + 2 — 2 est continue sur |—2; 2|
> Eonaona: Vx€]-2;2[;Vx+2—-2%0

Vx2+5-3
Vx+2-2

> D’oti la fonction f est continue sur | -2 ; 2[ et sur ]2; +oo]

Donc La fonction x — est continue sur -2 ;2|

Et d’apres la quetion 2) on a f est continue on 2

Donc f est continue sur 1—2;2[ U ]|2; +oo[ U {2} = ]—-2; 40

Exercice 06
1)Montrons que I'équation x> — 5 = 0 posséde au moins une
solution dans [0; 2]

2)Montrer que l'équation sin(x) + x + i = 0 admet une solution
unique dans l'intervalle [_?”, 0]

3)Montrons que I'équation x°> + x* = 1 — x admet une unique
solution a dans IR.
Solution :
1) On pose pour tout x € IR : f(x) =x3—5

f est continue sur IR (polynome) et on particulier sur [0; 2]
Deplusona: f(0) =—-5 et f(2)=3donc f(0) X f(2)<0
D’apreés TVI f(x) = 0 admet au moins une solution a dans [0; 2]

2) On pose pour tout x € IR : f(x) = sin(x) + x +%

La fonction f est continue sur IR comme somme des fonctions

. — - 1 -
continues, de plus f (?”) = ?n et f(0) = ; donc f0).f (?") <0
La fonction f est dérivable sur IR ; alors f'(x) = cos(x) +1 >0

alors f strictement croissante sur [—1 /6, 0].
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaire , I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle
3)0On pose pourtout x€IR : f(x) =x*+x3+x-1
e [ estcontinue sur IR
e festdérivable sur IR ; et pour tout x € IR ona:
fl(x) =5x*+3x2+1>0
Donc [ est strictement croissante sur IR .Et de plus on a :

e limf(x)=limx°=+0w et limf(x)=limx®>=—o
xX—+00 x—+o00 X——00 X——00

Alors f(IR) = ]x’i'_'& fx); lim f(x)| = 1-o0; +oo[ = IR
donc 0 € f(IR)

Donc f(x) = 0 admet une unique solution a dans IR
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Exercice 07 3)Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de
f la fonction définie sur R par: f(x) = x5 + x> + 3x — 5. d’amplitude 0,5
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule solution a dans ||On a le centre de l'intervalle]—1; 1] est ¢ =
R puis vérifier que a €]0;2]. ona:f(c) = f(0) = —4 ;etona: f(1) =1;
5) Etudier le singe de f(x) pour tout x de R donc f(0) x f(1) < 0
6) Par la méthode de dichotomie, donner un encadrement de « Donc O0<a<1 etonalamplitudel=1-0=1

d’amplitude 0,5 > On a le centre de l'intervalle]0; 1| est ¢’ = % = %

-1+1 _
=

0

Solution : N
1) f est continue sur Rcar f est une polynéme Etona: f(c)=f (g) =5 set f(0)=—4;
Pour tout x € R fest dérivableet, f'(x) = 5x* +3x2+3 >0 donc f(0) X f (%) <0

Donc f est strictement croissante sur R 1 1
D 0<a<- t I litudel =-—0=0,5
Etona: f(]R) = f(]—oo, -|-ooD = ] lim f(x); li,_}'_n f(x)[ onc a 2 etona il ampliitude >
X—>—00 X—>+4+00

Done 0 c f(ﬂ;)]_oo; ool Exercice 08
onc
une fonction définit par le

D’ou I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans R - - -
1 f() 1 tableau de variations, ci-contre e 3 ! 1

D’ou la précision souhaitée est obtenue

Déterminer le nombre de

» Vérifionsque —1<a<1 ) i ) 3 19
) _ 4 solution des équations /" \
Ona:f(=1)=-9 etf(1) =1;doncf(~1) x f(1) <0 suivantes Puis encadrer ! /
Donc -1 <a<1 ] -1 -1
ces solutions.
1 =18 ; 2 =0;3 =-3;4 =3
2) Etudier le singe de f(x) pour tout x de R Sg)luft(if))n ' ) f(x) ) f(x) ) f(x)

Soit x € [a; +oo[

Donc x = aetona la fonction fest str croissante sur [a; +oo[
Donc f(x) = f(a)

Donc f(x) =0

Soit x € |—o0; a]

Donc x < aetona la fonction f est str croissante sur |—x; a|
Donc f(x) < f(a)

Donc f(x) <0

1) L’équation f(x) = 18
Posséde 1 solution compris dans l'intervalle |1 ; 1].
Car doncO € f(]-1;1)) =]-1;19[
2) L’équation f(x) = 0 posséde 3 solutions chacune comprise
dans un des intervalles |1—4 ; -3[, |-3;—1[et]—1;1].
3) L’équation f(x) = —3 ne posséde pas de solution.
4) L’équation f(x) = 3 posseéde 2 solutions : I'une égale a —3,
I'autre comprise dans l'intervalle |-1 ; 1].
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Exercice 09
une fonction définitsurl = [1;+o[ par: f(x) = x> —-2x+5
3) Montrons que f admet une fonction réciproque f~1 définit sur
J que l'on déterminera
4) Déterminer la fonction f!
Solution :
1) la fonction f est continue sur[1; +oo[ (car c’est une polynome)
» festdérivable sur]1; +oo|
etonapourtoutx € |1;4+o[: f'(x) =2x—2
» Onax€ |1;4+o
» Donc 2x > 2
» Donc 2x-2>0
Doncvx € |1;+oo[ : f'(x) >0
Donc f est strictement croissante sur[1; +o|
Alors la fonction f admet une fonction réciproque f~! définit sur ]
Ona:j = f() = f([1;+ooD) = [f(1); lim (0| = [4; +ool
2) Détermier la fontction f~1,la fonction réciproque de f
Avec fdéfinit sur I = [1;+oo| par:f(x) =x>—-2x+5
Soit x €] = [4;+o[ et
y=f1x) of(y) =x
©y?-2y+5=x

© y:-2y=x-5
& yr-2y+1=x-5+1
e (Y-1)>2=x—-4
©y-1=Vx—-4 ouy-1=-—/x—14

oy—-1=vx—-4 (car y—1>0)
oy=VJx—-4+1

Donc f~1(x) =vx—4+1 pourtoutx € ] = [4;+[

y€ I=[1;+[ telquey = f1(x),ona:

Exercice 10

Soit f la fonction définit sur [0; +o[ par: f(x) = x —/x

1)Calculer li1+n f(x) puis étudier le sens des variations de f
x—+0o

2)Soit g la restriction de fsur I = E ; +00[

a)Montrer que g admet une fonction réciproque g~ 1définit sur
que l'on déterminera

_b) Déterminer la fonction g=! la fonction réciproque de g
c) Résoudre dans I = E ; +00[, I'équation (E) : g(x) = 6
Solution :
Soit f la fonction définit sur [0; +oo[ par: f(x) = x —+x
1)Calculer lim f(x) puis étudier le sens des variations de f
X—>+00
lim f(x) = lim x —+/x
X—+ 00 X—+ 0o

= lim x(l—?)

X—+00
X X Vx
= lim x(1 — v \/—)
x—>+00 X XX
. (Vx)?
= lim x(1 —
x—+00 x X \/E)
. 1
= Jim x(1- )
= 4o
Soit x € ]0; +oo|:
1 2Vx -1
f’(x) = 1 —_ =
2/x 2/x

_@VE- 1@V + 1)

C2vx (2Vx+1)
_ 4x —1
C2Vx (2Vx +1)
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Ona:2Vx(2Vx+1)>0 b) Déterminer la fonction g~! la fonction réciproque de g
> ff(x)=0=24x—-1=0 1
définit sur I = [—; +00[par g(x) =x—Vx

1 4
=X =Z . .
i —[-1. _ |1, _ f1
On dresse le tableau de variation de f Soit x € ] = [ 2’ +00[etye I'= [4’ +°°[ telquey = f~(x)
x 0 : +oo y=f1x) ef(y) =x
£ (x) - 0 + ey -y =x

ey—.\y =x

fO | f0)=0 +00 2 2
S~ | e e

2) a) Montrons que g la restriction de f surl = E; +oo[ admet une A (\/)7 - %)2 =X+ %

onction réciproque g~définit sur ] que I'on déterminera ( g(x) = L 1 . T
fX)=x—-vx ) SJy —;= |x+t, ou Jy —-o=— [x+7
» la fonction x - x est continue E; +00[ . " .

la fonction x — —/x est continue sur sur E; +oo[ VY - PR (car|y - 2-0)

. . 1
Donc la fonction g est continue sur [Z ; +00[
( car elle est somme de deux Fonction continue sur)

1
’ \ s 7 — 1 1
» D’apres 1) on a g est strictement croissante sur [4, +00[ (x4 ! I . )

2
_ 1,1 1
Alors la fonction g admet une fonction réciproque, g~ . D éfinit sur : |Donc g~ (x) = (_[x + 2 T3) pourtoutxe]= [_Z; +0°[
1
=g =g ([Z? +°°D c) Résoudre dans I = E; +00[, I'équation (E): g(x) = 6
1. .
= |9 tim g(x)| g =6=x=g6)

. 1
Eton avu que g est continue sur [Z' +00[

= |~ 35+ ex=( 6+%+%)2=9
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Exercice 11 Exercice 12
Résoudre dans IR les équations suivantes : Calculer les limites suivantes :

E) S 2)% — 45 2 = - . JxA e
(Ey) A/ (x +2) J(x+2)+3=0 1) imEL2 gy m EL L 3, llme_1
3 x—9 x-9 x—>+00 /x2+3 x—1 x-1
(Ex):V1—-2x= Vx+1 \ 4 S
S Al _ . im —— VT
Solution : 4) xl_)lmo x”+x —8x i 5) ,L‘fgo 3+ 3x+1
1) L’équation (E,) est définitsi x+2 = 0 Solution :
Donc le domaine de définition est :D g, = [-2; 4+ Dilimyx—1-2=3Yx—1-2=38-2=0,etlimx—9=0
E) o(Vx+22-4Vx+2+3=0 0 0 0
(E1) =( - Il s’agit d'une forme indéterminée du type "6"'
5
©(X)2—4X+3=0 avec X=3x+2 * Levons l'indétermination a I'aide de I'expression conjuguée :
©X=1ou X=3 avec X=3Yx+2 Rappel; a® —b* = (a—-b)(a® +ab + b?)
> +b° = (a+b)(@® —ab + b*
o Vx+2=10u Vx+2=3 3 “ (a+b)(a 3a )
5 ] o E=i-2 Fx—1) - 23
2=1 2= m———————- =um
e x+ ou x+2=3 -9 Xx—9 9 (x — [Vx—1)2 + 2 Yx— 1 + 22]
©x=-1 ou x=3%-2 x—1-8
= lim
Les deux solutions sont dans D, = [—2; +oo[ x-9 (x — 9)[(3,/x —1)24+2x—1+ 22]
Donc S = {-1;35 — 2} _ lim (x—-9)
2) x€EDgyeo1-2x20etx+220 9 (x —[(Vx —1)% + 2 Vx — 1+ 27]
1 1
1 .
& x<-0etx=>-2 = lim =
2 ) =9 [Yx—D2+2¥x—1+22] [(¥8)2+2%8+2?]
Donc le domaine de (E;) est :D g, = [—2;—] _ 1 _i
. 2 . 2 : “Ta+a+4] 12
(E;) ©V1-2x=Vx+1 & J(1-20 =+ 1 2) lim yX+1 = +oo, et lim YxZ+ 3 = +oo
o1 -2x)% = (x + 1)3 e e +oo
Il s’agit d'une forme indéterminée du type "—".
el—-4x+4x* =x3+3x*+3x+1 i
e+ 1 6/ 3 3
ox3-x2+7x=0 ox(x*—-x+7)=0 lim X2 1 lim N1 lim 1) _ 0
it fx2 3 aoref(pZ43)2 xove (X% +3)P
©x=0 ou x>*-x+7=0 ©x=0
) (x+1)3 X8 1
Donc S = {0} Car: lim ———=1lim —=1lim —=0

x—+00 (x2-|—3)2 xX—+00 x4' x—>+00 X
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VaxZ —1 A/x)? — 12 Exercice 13
3) lim~——— = lim 5 ~>——
-1 x—1 -1 (3/x)3 -1 3105x3/62 %/fx\/% 1
lim Vx —1DEx +1) Montrer que Vit 0t 10 et 3\/71 - =
= [l 1 4
=1 (Vx - D[V0? + Vx +1] 2 a2 x| 432
Vx +1 2 Solution :
= lim—— 2
s S Va1 3 310><3\'/_2 (2x$3x&x3ﬁ
4) ll1+n Va3 +x =+ et llin 8x = + e \/_
1l s’agit d'une forme indéterminée du type "o — ", % (3 x 5)3 x 23

5 5 2 2

3 X 5 5 2 2

lim /x3 +x —8x = lim /x3(1+—3)—8x =23><53><23><33
X x>t i 2 2 2

33 x53 x23
, 3 1 5,2.4 22 52
=Jl£1100x>< 1+;—8x =23"33%X333Xx53 3
3 3
. 3 1 =23x3%x 53
=lim x 1+5-8)=—-» 1 1
Xorbo0 x =2"X1X5

Carli111x=+oo et liT31+xiZ—8=1—8:—7 =10
x—+00 x—+co 3 4 3 852
5) ain(}‘{/}+3\'/§+1=+oo,etlxi1£13\'/§+ Vx+1=+oo . V2 xVV4 _ \/ifl\/z_
— - - —X= 12
1l s'agit d'une forme indéterminée du type I—Oo 9 ’ 87 x 132 2 x (23)23 x V25
3 4
lle_+V_+1 lml(%ﬁ)+(%ﬁ)+1 IO
x—>+ooi/_+ \/—_I_l X—+00 (1%/})4‘_'_ (1%/—)64_1 = 3 5
2 X26 X212
(1</—) 1+(12‘/;) 1 1,2 ,_3_5
( (\/_)4 (12\/})4) =238 " 6 12
:xljf}o P (12\/;)4 ) 11 4,15
(1%) 1+ — — ) =234 2 12
("A) (R) 4+3-12-6-5
N =27 12
(1+12\/_+12\/_) _ -16 -4
xlif}o " 1 =0 =212 =273
(%) (1-+'1Q—-4'T§F=) 1 1 1 1
12 1 _ T 4T 357 353 3
Car lim ()" =+ et lim g = lim = lim w5=0) 2z V2t VZixz 22
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Exercice 14 b) Montrer que g admet une fonction réciproque g=! sur | que
f une fct définit par: f(x) =2 — Yx% — 1 I'on déterminera
1) Déterminer Dy puis calculer lim f(x) *La fonction x:— x* — 1 est continue sur I = [1; +oo]

x>t . .
2) Soit g la restriction de f sur I = [1;+oo[ Etvx € [1;+oof : x* =120

a) Etudier le sens de variations de g sur I en utilisant la définition | Donc la fonction x:— Vx? — 1 est continue sur I = [1; +oo[

de la monotonie » Doug:xv— 2 — VxZ =1 est continue sur [1;+o[

b) Montrer que g admet une fonction réciproque g=! sur | que » La fonction est strictement décroissante sur|[1; +oo|
I'on déterminera Donc g admet une fonction réciproque g=! sur |

7 . -1

c) Déterminer g (%) pour tous x € ] . ' J=Ff(1;+]) = ] lim f(x); f(l)] = ]—00; 2]
3)a) Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique solution « x—+00
telque: 1< a <2 c) Déterminer g~'(x) pour tous x € |

, ) , — a-1(x) -

b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un encadrement |¢) SOit 1x € ]—oo; 2] cherchons y € [1; +[ tel que y = g~ (x) ;

de ad’amplitude 0.5 y=9" og9g@)=x

Solution : 2 - W =X

1) Rappel: |x| >a ©x<—-aou x>a aveca>0

x| <a ®—-—a<x<a

2
> xeD; o x2—-1200 x2>1 @(33;2—1) =(2-x)3;
& |x|21 ©ox<-1ou x>1 eyt-1=02-x)3
Donc: Dy =]—o0; —1]U[1; +oo] ey =2-x)3+1
elyl=y2-x)3+1
> lilnf(x)=li1n 2—-VYx2=1=—-. car li1+nx2—1=+oo v \/( )
X—>+ 00 X—+00 X—+00

_ — )3 . :
2)a) Soient x;y € [1;+o[ telque: x <y ey=y2-x3+1 ;ye[L;+o]

x<y=>x*<y’>x*-1<y’-1 D'ot: g~'(x) = /(2 — x)3 + 1; pour tous x € ]—o0; 2]
syt —1<iyr—-1=-Yxz-1>-3y2-1
>2-Yxz—-1>2-3y2-1

= g(x) > g(y)
D’otl g est strictement décroissante sur[1; + o[
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3)a) Considérons la fonction h définit par h(x) = g(x) — x Exercice 15
La fonction g est continue sur [1;+oo|

Et la fonction x:— —x est continue sur [1;+o|
> D’ou la fonction h est continue sur [1; +oo|

Montrer que I'équation (E): 3/x — 1+ ¥/x + 2 = 5 — x admet une

unique solution dans l'intervalle [1; 5]

La fonction g est strictement décroissante sur [1; +o| SO
Etla fonction x:— —x est est strictement décroissante sur On pose pourtout x€ [1;5] : fx)=VYx—1+3¥x+2+x-5
[1; +oo] On a La fonction x — x — 1 est continue et positive sur[1; 5]

D’oti la fonction h est strictement décroissante sur [1; +oo|

Car c’est une somme de deux fonctions strictement décroissantes
sur [1; 4+oo[ et on a La fonction x — x + 2 est continue et positive sur[1; 5]

h(1)=9g(1)-1=2-1=1>0 Donc la fonction x — x + 2 est continue sur[1; 5]
h(2)=9g2)—-2=1-2=-1<0
» Donch(1) X h(2) <0
D’ou I'équation h(x) = 0 admet une unique solution «a tel que :
1<a<?2 continues sur(1;5],
C-a-dire que I'équation g(x) = x admet une unique solution « tel Ecf(1)=33-4<0 etf(5) = ¥4+ V5> 0 doncf(1).f(5) <0
que: 1 <a<?2
b) En utilisant la méthode de dichotomie trouver un
encadrement de ad’amplitude 0.5 Ona: x<y=>x—-1<y-1>= Vx—1< 3\/y -1
Ona 1<a<?2

Donc la fonction x — 3/x — 1 est continue sur[1; 5]

et on a La fonction x — x — 5 est continue sur[1; 5]

D’oui a fonction f est continue en tant que somme des fonctions

Soient x;y € [1;5] telque: x <y

142 Donc la fonction x — Vx = 1 est strictement croissante sur[1; 5]

Le centre de I'intervalle]1;2[ est c = —== g

N 1 Etona: x<y=>x+2<y+2=>Vx+2<3/y+2
ona h(c)=h(—)=—'

2 6’
Et ona h(1) = -1

Donc h (;) xh(1) <0

Donc la fonction x — Vx + 2 est strictement croissante sur[1;5]
Ona: x<y=x—-5<y-5

3 3 Donc la fonction x — x — 5 est strictement croissante sur [1; 5]
Donc 1< a<-= etonalamplitudel=-—-1=0, . ) )
2 2 D’oli f est strictement croissante sur [1; 5]

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaire I'équation
f(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle [1; 5]
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I) DERIVABILITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE
1. DERIVABILITE D'UNE FONCTION EN UN POINT
Activité :

On considére la fonction f définie sur [1; +oo[ par f(x) = Vx — 1.

. ()= f(2) . f(x)—-fQ)
lim——— lim —
x—2 x—2 x—-1t x—1
Solution:
. f-f2) . Jx—-1-1
Iim—————=lim——
x—2 x—2 -2 Xx—2
2
] x—1 —1? ] x—2
= lim = lim
oLx—-2)VWx—-1+1) *»2(x-2)(Wx—-1+1)
I 1 1
=lim—=—
=2\x—1+1 2
Donclimw=leR
x-2 x—2 2

Donc dit que la fonction f est dérivable au point d’abscisses 2

Le réel % est appelée le nombre dérivé en 2, on le note par f'(2)

Donc: f'(2) = %

. f)-fQ@) x—1
lim——=1i
x-17t x—1 x-1t x—1

. =1 o (x-1)
= lim = lim
1P (x—1)Wx—-1 1" (x—-1)Vx—-1
1
= lim = +o00
=17 x — 1

Donc dit que la fonction f n’est pas dérivable a droite de 1
Remarque :

La fonction f est dérivable au point d’abscisses 2 donc elle est
dérivable a droite de 2 et dérivable a gauche de 2

a) Définition
Une fonction numérique définie sur un intervalle ouvertI et a
élément de 1.
On dit que f est dérivable en a s'il existe un réel 1
tel que lim f(x)—f(a) fath-f@ _,

X—a X—a
Le nombre 1 est appelé le nombre dérivé de la fonctionfena.
Il est noté f'(a)
Exemple :
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x? + 2x.
Montrons que f est dérivable en 1
1¢re méthode :

=1 oubien lim
h—-0

_ f-f@1) . x*4+2x-3
lim———————=lim—————
x-1 x—1 x-1 x—1
 (x—-1DH(x+3)
= lim
x—1 x—1
=limx+3=4
x—1

Donc fest dérivableen 1 et f'(1) =4

2¢me méthode :

 fA+h-f1) . A+h*+21+h)-(1%2+2x1)
lim = lim

h—0 h h—0 h
. 1+2h+h*+2h+2-3
= lim
h—-0 h
_4h+h2_l_ h(4 + h)
T h TN
=lim4+h
h—-0
=4

1+h)-f(Q1
Donc: limf( ) f():4
h-0 h

Donc fest dérivableen 1 et f'(1) =4
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b) Interprétation géométrique du nombre dérivée : Exemple :
Soit une fonction dérivable au point d’abscisse a On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x2.
Une tangente a une courbe est une droite qui « touche » la courbefa) Montrons que f est dérivable en 1
en un point. f-f@1 . x*-1
o o lim————————=1lim
x—1 x—1 -1 x—1
LR _ (x-D+1)
) - lm1l x—1
=f(x - -
y=f(x) =limx+1=2
x—1
Donc f est dérivableen 1 et f'(1) =2

flay .55
it _-;:'_55:‘-"'""' b) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe
/ représentative de f au point d'abscisse x = 1.
/ Une équation de la tangente au point d’abscisse 1 est de la
formey = f'(1)(x—1) + f(1)
Le nombre dérivé de f est égalea4 donc f'(1) =2 et f(1) =1
Une équation de la tangenteenlest: y=2(x—1)+ 1

a e X Donc (T): y=2x—-1
Lorsque le point M se rapproche du point A , 1a droite (AM) se C) COII’StI'UII'e la tang(?nte (T) dans un repere orthonorme :
\ 1¢re méthode : La droite (T) passant par A(1 ;1) et un vecteur
rapproche de la tangente en A a la courbe. ] : ) = , I
Donc la pente de la tangente est égale au nombre dérivé f'(a) d}recte’ur de la droite(T) estu(1; (1)) doncu(1;2)
Propriété : 2¢me méthode : 4
. pf f ion dérivabl t dabsci La droite (T) passant
Soit f une fonction dérivable au point d’abscisse a par les deux points 3

e La tangente a la courbe au point A d’abscisse a estla droite A(1;1) etB(2;3)
passant par A de pente le nombre dérivé f'(a)
e Ladroite (T) d'équationy = f'(a)(x — a) + f(a) estappeléela
tangente a la courbe (Cf), de la fonction f au point d'abscisse a. 1
e Lafonctionx — f'(a)(x — a) + f(a) s'appelle I'approximation
affine de f au voisinage de a
e On écritalors: f(x) = f'(a)(x—a) + f(a) au voisinage de a

v
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Exercic 01
x2-6x+5

f)=—/—— ;x#5
f(5) =4

Soit fla fonction numérique définie par : {

1) Montrer quef est dérivable en x, = 5

2) Déterminer I'équation de (T) la tangente a (Cf) en 5
3)Donner I'approximation affine de f au voisinage de 5
4) Déduire une valeur approchée de f(5,001)

Solution:
1) Montrer que f estdérivableen x, =5
x2—6x+5
fx)—f5) .= —5 4%
x—5 X-—15 =chl_r)1£1; X—5
= lim(x i)_(: - —4 = limw
x—5 XxX—5 x—5 XxX—95
. x—5
- )l}_}n; Xx—5
=1€eR

Donc la fonction f est dérivableen 5 et f'(5) = 1

1) Déterminer I'équation de (T) la tangente a (Cf) en 5
3) Déterminer I'équation de (T) la tangente a (Cf) en5

La droite (T) d'équationy = f'(5)(x — 5) + f(5)
Etona f'(5) =1 etf(5) =4
La droite (T) d'équationy =1 x (x—5) + 4
Donc: (T):y=x—1
4)Donner I'approximation affine de f au voisinage de 5
f(x) = x— 1 auvoisinage de 5
5) Déduire une valeur approchée de f(5,001)
f(5,001) =5,001 -1
=5,001-1
= 4,001

2. DERIVABILITE A DROITE - DERIVABILITE A GAUCHE
Définition 01
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [a;a + r[

On dit que f est dérivable a droite de a, s'il existe un réel 1,, tel

L1 f(x)—f(a) _ .

que: 5(111; — . = lq ;
X>a

dérivé de la fonction f a droite en a.
Il est noté f;(a)

Interprétation géométrique :
La courbe Cf) admet une demi-tangente au point A(a ;f(a))

d’équation: y=f;,(a)(x—a)+ f(a) telque x>a
Définition 02

Le nombre 1; ,est appelé le nombre

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |]a — r,a]
On dit que f est dérivable a gauche de a, s'il existe un réel 1,

e f0-f@) _
tel que.!{ng;—x_a =1
x<a

nombre dérivé de la fonction f a gauche en a.
Il est noté f,(a)

Interprétation géométrique :
La courbe (Cf) admet une demi-tangente au point A(a;f(a))

d’équation: y=f,(@)(x—a)+ f(a) telque x<a
Proposition :

;  Lenombre I, ,estappelé le

Une fonction définie sur un intervalle ouvertl eta € I

La fonction f est dérivable en a si, et seulement si, elle est
dérivable a droite et a gauche en a, avec

fa(a)=fz(a) etalors: f'(a) = fy(a) = fy(a)
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3) Demi tangente parallele a I'axe des ordonnées Exercic 02

. . fO—f(@) ] , . On considere la fonction f définie sur IR par :
Si lim—————= = o0, alors la fonction f non dérivable en a 1
xoa  x-a S f(x) =x2+- six>1
Interprétation géomeétrique x
fx) =x3—-2x+1six<1

> Si lim 127@ — 1 alorsla courbe (Cf) de f admet au point ) e )
x—at  x-a Etudier la dérivabilité de f en a=1 puis donner une

A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut interprétation géométrique de chaque résultat obtenue

> Si limI27@ — _ alorsla courbe (Cf) de f admet au point Solution :

x—)a+ xX—a

A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le bas . f(x) — f(1) . x2 + i -2
_ im————=lim———
> Si lim 227@ — _ alorsla courbe (Cf) de f admet au point|*>1 x—-1 x>1 x—1
x-a- XxX—-a x>1 x>1
A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut ~ lim x3—2x+1 i x—-1DxE*+x-1) _4
> i lim I92@ — | alorsla courbe (Cf) de fadmet au point ol x(x—1) x x(x—1)
x-a- r-a | = s _ = \ = ’
A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le bas D’ou la fonction f est dérivable a droite en 1. et f4(1) =1
Exemple Interprétation géométrique
La fonction x — x n’est pas dérivable a droite de 0 car Donc La courbe représentative de f admet une demi-tangente
mf(x) —£(0) _ limé _ limi — e (T) d’équation (T):y =fj(1)(x—-1)+f(1) ;x>1
Yo XTO O Xp X Lo (Miy=x+1 ;x>1

Interprétation géométrique

» Slacourbe (Cf) de f admet au point O(0;0) une demi- Dérivabilité a gauche en a=1

fx)—f(1) . x3-2x+1-2
m—— =1

tangente verticale dirigée vers le haut li = lim
x—1 x—1 x—1 x—1
1 x<1 x<1
3 1 . x3-2x—-1 N
im————— =+
x>1  (x—1)
x<1

D’ou la fonction f n’est pas dérivable a gauche en 1.
Interprétation géométrique
La courbe représentative de f admet une demi-tangente

verticale a gauche en point d’abscisse 1, dirigée vers le bas

Conclusion :la fonction f n’est pas dérivable en a=1
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II) Dérivabilité d’une fonction f sur un intervalle I 3.0pérations sur les fonctions dérivables
1.Définitions : Proposition 01 :
> fest dérivable sur I'intervalle ouvert |a; b[ ssi f est dérivable en| f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I et a € R;Alors

chaque point de I'intervalle ]a; b[ > f+g)' (@) =x+gx ;o kD' =kxf'(x);
> festdérivable sur ]a; b[ et dérivable a droite de a et a gauche de| > (f. g)'x=f(x)xgx+fx)xg'X;
b alors f est dérivable sur l'intervalle [a; b] ") (x) = n(f(x))n_1 x f'(x)
> sifestdérivable sur l'intervalle I alors la fonctions dérivée de f . , 1\’ —g' (%)
Fcth)—F(x) > Signe s’annule pas sur I alors : (—) x) = 5
sur I est la fonction définie sur par : (vx € D); f'(x) = lim— —— g (800)
o h=0 > (5) _ P xg-f0xg' ®
2.Tableau des deérivées usuelles e (x) = (£0)
La fonction f La fonction f Domaine de dérivabilité > Sifest strictement positive sur I alors : ( \/?), (x) = zf\;%
f(x) =k f'x)=0 R Exercic 03
- Montrer que f est dérivable sur D/ puis calculer f’'(x)
f(x) = ax f'(x)=a 2 6x—5
a) f(x) = (2x*—-5x)(3x — 2); b) f(x) = =1
f(x) =ax+b f'(x)=a R )f(x)=V3x2+2x+1 ; d) f(x)=(2x%+3x-3)*
) = ax® . Solution
(x) = ax f'(0) =axnxx" R a) f(x) = (2x% — 50 (3x — 2)
neN - )
1 1 f est dérivable sur IR car c’est une polynome
f(x) =— f'(x)=——= ]0; +oo[ ou ]—o0; 0[] f(x) = u(x)v(x) avec u(x) =2x* —5x->u'(x) =4x—5
X X )
v(x)=3x—-2-7v(x)=3
f(x) = ax" f'(x) =axnxx"1 10; +oo[ ou]—oo; O f(x) =u'(x)v(x) + u(x)v'(x) = (4x — 5)(3x — 2)+ (2x* —5x) x 3
n € Z\{—1} = 12x?> —8x — 15x + 10 + 6x* — 15x = 18x? — 38x + 10
£(x) = VX £'(x) = 1 10; oo b) f(x) = :: ; fest dérivable sur IR car (c’est une quotient de
2vx deux fonction dérivable surIRet (Vvx €IR): x> +1+0)
f(x) = sin(x) f'(x) = cos(x) R f@) =25 avec u(x)=6x—5-u(x)=6
— 42 / —
f(x) = cos(x) f'(x) = — sin(x) R v() =x"+1-v'(x) = 2x 2
o _ u' (o) -—u@)v'(x) _ 6(2x)—(6x—5)(x*+1)
f'(x) = 1+ tan?(x) T Donc: f'(x) = (22 - (2+1)2
f(x) = tan(x) __1 R\ {E tkn/k € Z} _ 12x2-623—6x+5x%+5 _ —6x3+17x2+5
cos*(x) - (x2+1)2 T @2+1)2
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Q) f(x) =v3x2+2x+1 Solution

f est dérivable sur IR car la fonction x — 3x* +2x+ 1 est 1) Calculer f’ sur R

dérivable sur IRetet (Vvx€IR):3x?2 +2x+1>0 La fonction f est dérivable sur IR et on a pour tout x dans IR
On pose : f(x) = \/u(x) f'(x) = 6x* — 6x =6x(x—1)

avecu(x) =3x2+2x+1-> u'(x) =6x+2

2) Etudier les variations de f puis dresser le tableau de
variations

f(x)=0s6x(x—1)=06x=00ux—-1=0

— — 3x+1 ox=0oux=1
2V3x2 +2x+1 V3x2+2x+1 o 0 1 T o

g est dérivable sur IR car c’est une polynome Donc la fonction f est croissante sur les intervalles |—oo; 0] et

. _ 4
On pose: g(x) = (u(x)) [1; +o[et décroissantes sur 'intervalle [0; 1]
Avecu(x) =2x* +3x—3 > u'(x) =4x+3

Donc:

, , 5 On dresse le tableau de variations de f
g'(x) = 4u'(x)(u(x)) lim f(x) = lim 2x3 —3x% + 2 = lim 2x3 = +

=4 s 3)@x 3 -3 )H1+'oo f(x) qu+'00 2x% —3x% +2 Xﬁ;'oo 253
- - - s s 7 * 11m X)= 11m 4x° —aX = 11m X~ = —
VI) Application de la fonction dérivée X—>—00 X——00 X——00

1) Sens des variations d’'une fonction X —® 0 1
+ 0 -

f(0) =2

Proposition f(x)
f une fonction dérivable sur un intervalle 1
> (vx €); f'(x) = 0 © lafonction f est croisante sur I F(x)

> (vx €); f'(x) < 0 © lafonction f est décroisante sur I

Exercic 05

> (vx€el); f'(x) = 0 © lafonction f est constante sur I 2x

3x+1

On consideére la fonction f définie par f(x) =
Exercic 04

f une fonction définit sur R par: f(x) = 2x3 —3x2 + 2
1) Calculer f'(x) sur R
2) Etudier les variations de f puis dresser le tableau de variations

1) Déterminer Dy et calculer les limites aux bornes de D¢

2) Etudier les variations de f.
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Solution 2)Extrémums d’une fonction dérivable

1) La fonction racine carrée est définie sur [0 ; + o[ donc la fonction . s
s Activite :
f est définie pour Tt S 0

] La courbe au-dessous présente une fonction f dérivable sur un
On dresse le tableau de signe :

T intervallel et a € I ; Déterminer f’(a)
X —00 -3 0 +00 TR P
2x |- - o + i F
3x+ 1 - 0 + | + -4 .
Zx -1 T
+ - 4) + : ;
3x+1 ; m

Donc la fonction f est définie sur D, = ]—oo ; — %[ U[0; +ool.

]
LT LT T

2x
3x+1

lim

= 4o 5 (Carlim_ 2x = —% et lim 3x+1=0") Proposition

Xﬁ—— X-—7
3 - 7 - -
gr - : f une fonction dérivable sur un intervalle ouvertl et a € 1
X‘jﬂ, 1/3“1 ,H 1 1/ ] f (Car leﬂo Bl lel_‘go 21— 3) | > sifestdérivable ena et f n’annule et change de signe en a

alors la fonction f admet un extrémum en a

2) On pose : u(x) =

3x+1 » Sifestdérivable en a et fadmet un extrémum en a alors
’ 2(3x+1)—-3x2x 6x+2—-6x 2 ’ =0
(X) = = = f (a)
(3x+1)2 (3)(;!—1)2 (3)1(+1)2 Remarque BT T2 SO T S S S
- T V- | H H H H
Donc f'(x) = W) _ G Gxtn)? La réciproque est fausse : si e
2Jux [ 2 2x SN oy ot . YT
Tl ) f’'(a) = 0 n’implique pas que f S S
Et donc f'(x) > 0. admet un extrémum en a R T
On dresse le tableau de variations : Exemple
X —o0 _1 0 +00 On considere la fonction f définie
3 . — 943
/1111111111111 par: f(x) = 2x
f'(x) |+ /1111171171111 | + f est dérivable sur IReton a:
/ f'(x) = 6x% donc f'(0) =0 :
£(x) 5 / . Z%%Zﬁ%% é Mais f n’admet pas un extrémum en 0 _
3 / 0 /
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Exercic 06
fune fonction tel que :f(x) = x — 2v/x
1) Déterminer Dy et Calculer lim f(x)

X—>+00

2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0
b)Donner une interprétation géométrique

3) a) Déterminer f' puis étudier les variations de f sur D,

b) Dresser le tableau de variations de f
c) Déterminer les extremus de f

Solution
1) x€Dfe=x=20 . Donc : D;=][0;

lim f(x) = lim x — 2vVx

X—+o00 X—+4o00
= lim x(1—£)

X—+00
- uXZ
=limx|1—-——
X—+o00 X’/

1
= limx(l——>=+00

X—+00 \/;
Car lim x =+ o et lim i—0
X—+ 00 x—>+oo\/_
f(x) —f(0 X — 2vVX
x—>0+ x—0 x—0*t X
ox 2V
= lim—-+—
x-0*t X X
= Xl]g}_ —_ \/; = —O0O0

Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite de 0

b) Interprétation géométrique

3)a) Soit x € ]0; +oo[
f est dérivable sur ]0; + [ (Somme de deux fonctions )

N 1 1 V-1
f(X)_l_zz_\/i_l_ﬁ_ \/;
_(Vx-1)(Vx+1)
Y (1+Vx)
_ x—1
VX (1+VX)

Etudier les variations de f
Soit X € ]0; +xo],

' _ x—1
Ona f'(x) = e

Donc vx ( 1+ vx) > 0 donc le signe de f’ sur ]0; +o[est le signe
dex — 1 quis’annule en 1

X 0 1 + oo

f(x) I -0 +

Donc la fonction f est croissante sur |1; +oo|
et décroissante sur ]0; 1]
b) On dresse le tableau de variations de f

X 0 1 + oo

£ (x) | - 0 +

f(0)=0 00
f@ ~— /
1

f(1) = —

c) Déterminer les extremus de f
On a f s’annule et change le signe en 1 donc f admet

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale en 0 dirigée | une valeur minimale -1 qui est atteint en 1

vers le bas
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Ill) Dérivée de la fonction composée - fonction Réciproque : 2) En posant g(x) = sin(x) et f(x) = Vx2 + 5
1)Dérivée de la fonction composée On aura pour x € R: h(x) = gof(x)
Activité : On a la fonction x - x? + 5 est dérivable sur R
Soit f et g deux fonctions définies sur IR par: Etona:Vx € R:x?+5>0
f(x) = cos(x) ; g(x) =x%—-2x Donc la fonction f est dérivable sur R
1) Calculer f'(x) et g’(x) pour tout x € IR Etona f(R) c ]0,+oo[ ,carvVx € R:f(x) >0
2) Calculer f'(x) x g'(f(x)) Et g est dérivable sur]0, +oof,
3) Soit h(x) = gof(x) Déterminer h(x) puis calculer h’(x) D’ou la fonction h est dérivable sur IR** et, pour toutx € IR :
4) Comparer h'(x)et f'(x) x g’ (f(x)) , ) P _ xcos(/x2+5)
Proposition : h'(x) = g/(f00) X F'(x) = cos(vx* + 5) x zm Vx2+5
> Sif estdérivable en un réel a et g dérivable en f(a) alors la 2) Dérivée de la fonction Réciproque :
fonction composée gof est dérivable en a et Proposition :

gof'(a) = g’(f(a)) x f'(a) Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un un
> Sif est dérivable sur un intervalle I et g dérivable sur un intervalle I

intervalle ] tel que f(I) c J alors la fonction composée gof est Si f est dérivable sur I telle que la fonction f’ s’annule pas sur I
dérivable sur I et de plus, pouttoutx €1:

} ) ’ Alors la fonction f~lest dérivable sur J = f(I).
gof' (x) = g'(f(x)) x f'(x)

De plus on a pour toutx € J:

Exercic 07
1) Montrer que la fonction u: x - cos(Vx) est dérivable sur R** (=)' = f(f-1(x))
puis déterminer sa dérivée Démonstration :
2) Montrer que la fonction v: x - sin(Vx? + 5) est dérivable R puis |Soitx €] = f(I) ,ona: fof 1(x) = x
déterminer sa dérivée Donc: f'[f 1) xfHx =1
Solution Donc: (f1)'(x) = —

7(-1(x))
1) En posant g(x) = cos(x) et f(x) = /X onaura pour x € R*" r'(fi )

h(x) = gof(x)
Puisque f est dérivable sur |0, + o[
Et que f(]0, +o[) c R
Et g est dérivable sur R,
alors la fonction h est dérivable sur IR** et de plus, Pour toutx € R :

' ' , . 1 —sin(vx) f~1Y(b) = 1
h'(x) = g'(f() x f'(x) = —sin(vVx) X ;== — = (f=H'(b) fa)

Corollaire :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalleIdeIR,etac€letb €]Jtelque f(a) =b

Si f est dérivable en a avecf’'(a) # 0

Alors la fonction f ! est dérivable en b et de plus
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Exercic 08 Dérivée de la fonction x —» x - /f(X)
Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) = x3 +x+ 3 Proposition :

1.Montrer que f admet une fonction réciproque f~* définitsur |sj f une fonction dérivable et strictement positive sur un
un intervalle J que I'on déterminera intervalle I,

2.Monntrer que f~lest dérivable en 5 et déterminer (f~1)'(5)
Solution

Alors la fonction x — }/f(x) est dérivable sur I et sa fonction

dérivée est donnée par:

1. La fonction f est continue sur IR car c’est une polynome ) £ (x)
La fonction f est dérivable sur IR, et pour tout x dans IRon a: (V) ) = " —
e — 2y2 n X ({/f(x))
ffx)=3x*+1>0 .
Exercic 09

Donc f est strictement croissante sur IR

' . .- 1 aces Montrer que f est dérivable sur son domaine de définition
D’ou f admet une fonction réciproque f™" définit surjet:

_ _ puis calculer sa dérivée de chacune des cas suivantes :

J = f®) = fQ=eoi-+ee) = | im £60; lim fG0] = |—eoi ool = Rlgoy_a ) =Vx%; 1) =1+ cos?®
Solution

2.0Onremarque f(1) = 5donc f~1(5) = 1 1. La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[

On a la fonction f est dérivableen1et f (1) =4 # 0

Donc f~lest dérivable en 5; etona: (f™1)'(5) = frzs) N i

f'(x) =

1
3 Vx2

Dérivée de la fonction x — V/x
Activité :
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2

2. Onalafonction u: x » x° estdérivable et strictement
positive sur ]0; + o[ ,de plus u’(x) = 5x*
La fonction f est dérivable sur ]0; +oo|

Considérons la fonction u définit sur [0; +oo[ par u(x) = Vx - Bt

1.Etudier la dérivabilité de u a droite de 0 f'(x) = =
4*(x5)3 4 4415
2.Calculer la dérivée de la fonction u (x°) X
Proposition :
La fonction x — V/x est dérivable sur IR 3. Onalafonctionu:x » 1+ cos?(x) estdérivable et
Et on a pour tout x € IR} : strictement positive sur R ,de plus u'(x) = —2sin(x)cos(x)
(W), _ 1 Donc la fonction f est dérivable sur R
nVxn-1 £ —2sin(x)cos(x) —sin(x)cos(x)
X) = =

4 3/(1 + cos?(x))3 2 V(1 + cos?(x))3
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Exercic 01 2) Montrer que I’'équation f(x) = 0 admet une unique solution «
tel que 2 < a < 3 puis en déduire le signe de fsur [1, +00[

3) Montrer que f~! est dérivableen 0 et: (f"1)'(0) =
Exercice 06

f(x) = 3+1 ;o x=1
f une fonction définit sur R par fx) =x—1+2VI—x

3 a2—1

Soit fla fonction numérique définie par : {

1) Etudier la continuité de fen x, =5
2) Montrer quef est dérivableen x, =5
3) Déterminer I'ég 0
Exercic 02 x<1
f(x) = x? +i six>1
fx) =x3-2x+1six<1
Etudier la dérivabilité de f en a=1 puis donner une interprétation
séométrique de chaque résultat obtenue
Exercic 03
Déterminer D, puis calculer f'(x)

1) f(x) = 2x* = 50)(3x — 2) ; 2) f(x) = 5=
3) f(x) =V3x2+2x+1 ; 4) f(x) = (2x* +3x — 3)*|4) Soit g la restriction de fsur I = [1,+oo[
4
4) f(x) = ¥x ; 6) f)=Vx5; 7)) f(x) =11+ cos?(x) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g-! définie
Exercic 04 sur un intervalle ] que I'on déterminera

f une fonction tel que :f(x) = x — 2vVx b) Déterminer g~1(x) pour toutx € ]

4) Déterminer D et Calculer lir+n f(x) Exercice 07
x_) © - - 7 - -
5) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0 Soit fla fonction définie sur I = [0, +oo[ par: f(x) = 33/x + 1 —x
b) Donner une interprétation géométrique 1) Calculer lirP f(x) puis étudier le sens des variations de f
X—+ 00
6) a) Déterminer f’ puis étudier les variations de f 2) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique
b)Dresser le tableau de variations de f B dans l'intervalle € |5, 6]

4) Soit g la restriction de fsur I = [1, +oo[ 3) a) Montrer que I’équation f(x) = x admet une solution

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur unique a dans l'intervalle ]2, 3]

un intervalle ] que I'on déterminera P 3 2
b) Vérifierque va+1=-a
b) Déterminer g~ 1(x) pour toutx €] 3

Soit la fonction f définie sur IR par :{ 1) CalculerXLimo f(x)puis montrer que: Xl_l)r_rgo f(x) = —o0

2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 puis interpréter le
résultat géométriquement

b) Etudier la dérivabilité de f a gauche de 1 puis interpréter

3) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1, +oo[

b) Montrer que :Vx € |—oo; 1[; f'(x) = W’j@

c) Dresser le tableau de variations de fsur IR

4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie

Exercic 05 ) ] ]
Soit fla fonction définie sur I = [1,+o[ par: f(x) =x3-3x—3 sur un intervalle ] a déterminer )
1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un b) Montrer que f~! estdérivableen aet (f™1)' (a) = 93«2

intervalle ] a déterminer
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Exercic 01
x2-6x+5

f)=—/—— ;x#5
f(5) =4

Soit fla fonction numérique définie par : {

1) Etudier la continuité de fen xy, =5
2) Montrer quef est dérivableen xy = 5
3) Déterminer I'équation de (T) la tangente a (Cf) en 5

Solution :
1) Etudier la continuité de fen xy, =5
_ . x*—6x+5
g ) = g — =
= lim @-5x-1) =lim(x—-1) =4
x—5 x—5 x—5

Donc lingf(x) = f(5)
x—
D’ou la fonction f est continue en 5

2) Montrer que f estdérivableen xy, =5
x2—6x+5

f(x) —£f(5 -4
©-f5)_ 5
x—5 X—95 x—5 X—5
det
=;lcl—>n§ x—5
-1-4
= lim———
x—5 X—5
—lim—— =1€R
xr—5X—5

Donc la fonction f est dérivableen 5 et f'(5) =1

3) Déterminer I'équation de (T) la tangente a (Cf) en5
La droite (T) d'équationy = f'(5)(x — 5) + f(5)

Donc: (T):y=x—-1
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Exercic 02
On considere la fonction f définie sur IR par:
{ f(x) = x? +§ six>1
fx)=x3-2x+1six<1
Etudier la dérivabilité de f en a=1 puis donner une
interprétation géométrique de chaque résultat obtenue

Solution :
1
_ f—f(1) | x*+- -2
lim—— = lim——
x-1 x—1 x—1 x—1
x>1 x>1
i x3—2x+1_l_ x-DE*+x-1)
- xl—l>111 x(x—1) _xl—l>r11 x(x—1) -
x>1 x>1

D’ou la fonction f est dérivable a droiteen 1. et fj(1) =1
Interprétation géométrique
Donc La courbe représentative de f admet une demi-tangente

(T) d’équation (T):y=fj(1)x—-1)+f(1) ;x>1

(Try=x+1 ;x>1
Dérivabilité a gauche en a=1
Cfx)—-f(1) | x3-2x+1-2
lim———=1i
x—1 x—1 x—1 x—1
x<1 x<1
. x3-2x—-1 N
_—_—m— [0')
xlg? (X'— 1)
x<1

D’ou la fonction f n’est pas dérivable a gauche en 1.
Interprétation géométrique
La courbe représentative de f admet une demi-tangente

verticale a gauche en point d’abscisse 1, dirigée vers le bas

Conclusion :la fonction f n’est pas dérivable en a=1
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Exercic 03
Montrer que f est dérivable sur D, puis calculer f'(x)
1) f(x) = (22* — 5x)(3x — 2) 2) f(x) = 5%
3) f(x) =V3x2+2x+1 ; 4) f(x) =(x%*+3x-3)*
4) f(x) = ¥x ; 6) f(x) = Vx5 7) f(x) = 31 + cos?(x)
Solution

1) f(x) = 2x? - 5x)(3x — 2)
f est dérivable sur IR car c’est une polynome
f(x) =u(x)v(x) avec u(x) =2x*> —5x->u'(x) =4x—5
v(x)=3x—-2-v(x)=3
/() =u'(x)v(x) + ulx)v'(x)
=(4x—-5)3x —2)+ (2x* —5x) x 3
= 12x% — 8x — 15x + 10 + 6x% — 15x
=18x%* —38x + 10

2)f(x) = ,6;_: ; f est dérivable sur IR car (c’est une quotient de deux
fonction dérivable sur IRet (Vvx €IR):x2 +1 #0)

f(x) = % avec u(x)=6x—-5-u'(x)=6

v(x) =x*+1-7v'(x) =2x
u' (v -uv' ()
v(x)2

Donc: f'(x) =

 6(x2+1)—(6x-5)(2x)
N (x2+1)2

_ 6x%+6-12x2+10x
- 2
(x2+1)

_ —6x%+10x+6
(x2+1)2
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3) f(x) =V3x2+2x+1
f est dérivable sur IR car la fonction x — 3x*+2x+ 1 est
dérivablesur IRetet (vx€IR):3x*+2x+1>0

On pose: f(x) = Ju(x)

avecu(x) =3x2+2x+1-> u'(x) = 6x+2

Donc:
u' (x) 6x + 2 3x+1
£ = = =
2 Ju(x)  2V3xZ+2x+1  V3x2+2x+1

4) g(x) = (2x% +3x—3)*
g est dérivable sur IR car c’est une polynome
On pose : g(x) = (u(x))*
Avecu(x) =2x*+3x—-3 > u'(x) =4x+3
Donc:
g'(x) = 4u' (x)(u(x))?

= 4(4x + 3)(2x% + 3x — 3)3
5)La fonction f est dérivable sur [0; +oo|

f'(x) =

3 Vx?
6)On ala fonction u: x —» x> est dérivable et strictement
positive sur ]0; +[ ,de plus u'(x) = 5x*
La fonction f est dérivable sur ]0; +oo|
5x* 5x*
44x53  4VxB

7)On alafonction u:x » 1 + cos?(x) estdérivable et

f'(x) =

strictement positive sur R ,de plus u'(x) = —2sin(x)cos(x)
Donc la fonction f est dérivable sur R
—2sin(x)cos(x) —sin(x)cos(x)
f'(x) =

4 4\[(1 + cosz(x))3 - 2@+ cos’ (oY
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Exercic 04
f une fonction tel que :f(x) = x — 2Vx

7) Déterminer D et Calculer liin f(x)
X—>+00

8) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 0
b)Donner une interprétation géométrique
9) a) Déterminer f' puis étudier les variations de f sur D,

d) Dresser le tableau de variations de f
e) Déterminer les extremus de f

4) Soit g la restriction de fsur I = [1, +oo[

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g-! définie sur
un intervalle ] que I'on déterminera

b) Déterminer g~1(x) pour toutx €]

Solution
1) x€Dfe=x=0 . Donc : Dy=[0;+00]
lim f(x) = lim x — 2vVx
X—+ 00 X—+4o00
: Vx
= Jim x(1---)
. VX
=limx|1———
X—+00 xVx
= i (1 1)—+
T TR T
Car lim x =+ o et lim i:0
X—+ 00 X—+00 VX
f(x) —£f(0 X — 24X
2)a) lim 20— FO _ . X = 2vx
x-0t x—0 x—07t X
ox 2VUx
= lim—-—+—
x-0t X X
= liml——=—o

x—0t \/i

Corrigées de série 2 : Dérivabilité
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Donc la fonction f n’est pas dérivable a droite de 0

b) Interprétation géométrique

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale en 0
dirigée vers le bas

3)a) Soit x € ]0; + o[

f est dérivable sur ]0; + [ (Somme de deux fonctions )

N 1 1 V-1
f(x)—l—Zz—&—l—ﬁ— \/i
_(x-1)(Vx+1)
T Vx(1+vx)
_ x—1
VX (14+VX)

Etudier les variations de f
Soit X € ]0; +xo],

/ _ x-1
Ona f'(x) = RT®

Donc vx ( 1+ vx) > 0 donc le signe de f’ sur ]0; +o[est le signe
dex — 1 quis’annule en 1

X 0 1 + oo

f(x) I -0 +

Donc la fonction f est croissante sur |1; +oo|
et décroissante sur ]0; 1]
b) On dresse le tableau de variations de f

X 0 1 + oo

f(x) | - 0 +

f(0)=0 + o0
f(x)
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4)a)* La fonction g est dérivable sur I donc elle est continue sur I
* La fonction g est strictement croissante sur I/
D’ou g admet une fonction réciproque g~ définit surjet:

J = g([1,+ooD) = [g(1); lim f(x)| = [~1; +eo]

b) Soit x € [—1; +oo[ cherchons y € [1; +oo[ telque y = g™ 1(x) ;
y=g'(x) @gl =x

@y—z\/;:x

oy -2+ @ =x+1)? ;

& (ﬁ—1)2=x+1;

s|lJy-1=vx+1 ; (car x+1=0)
sJy-1=Vx+1 ; (car \Jy—1=0)
eJy=Vvx+1+1

oy=WVxri+1)

2
g7 '(x) = < fx+%—%> pour tous x € [—1; +oo|

Exercic 05
Soit fla fonction définie sur I = [1, +oo[ par: f(x) = x3 —3x—3
1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1 définie sur un
intervalle ] a déterminer
2) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution « tel
que 2 < a < 3 puis déterminer le signe de fsur [1,4+oo[

3) Montrer que f~1 estdérivableen 0 et: (f"1)'(0) =

Solution

1
3(a2-1)

1) * La fonction f est continue sur I car c’est une polynéme

; 2 bac BIOF
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* La fonction f est dérivable sur I, et pour toutxdans I on a:
f'(x)=3x?-3=3(x%*-1)
xeE[l+o[or>1loxl>1ox2-1>023x%-1)=0
Donc f est strictement croissante sur I
D’ou f admet une fonction réciproque f~! définit sur]Jet:
J = f(I1,+eo) = [£(1); lim f(x)[ = [~5;+o]
2) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «
tel que 2 < a < 3 puis déterminer le signe de fsur [1,4oo]
* La fonction f est continue sur I car c’est une polynome
* La fonction f est strictement croissante sur I
*f(2)=—-1 etf(3) =15 doncf(2) X f(3) <0
Le signe de fsur I = [1, 400
Soitx € [1; a]
Donc 1 < x < a etonalafonction f est strictement croissante
sur l'intervalle [1; a]

Donc f(x) < f(«)

Et on a a solution de I’équation f(x) = 0 donc f(a) =0

D’ou f(x) <0

Soit x € [a, + 0]

Donc x > a etonalafonction f est strictement croissante sur
I'intervalle [a, +oof

Donc f(x) = f(a)

Eton a a solution de I'’équation f(x) = 0 donc f(a) =0

D’ou f(x) >0

3)0na f(a) =0donc f1(0) =«

On a la fonction f est dérivableen a et f'(a) = 3(a®? — 1) # 0
Car: 2<a<3e3<a’?-1<89<3(a?-1)<24

Donc f~lest dérivableen 0; etona:

(f=H'(0) =

1
3(a®?—-1)
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Exercice 06 o f(x) x—1+2V1—-x
b) lim — = lim
(=5 S ox21 ST X e X
f une fonction définit sur R par o 1 1—x
fx)=x—-1+2V1-x ;x<1 Xx(1---2|7)
= lim o
X——00
1) Calculer liP1 f(x) puis montrer que: lim f(x) = —
X—+ 0o X——00 1—x
2) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 puis interpréter les = lim 1-— < 2 Z - 1
X——00
résultats géométriquement ,
b ) Etudier la dérivabilité de fa gauche de 1 puis interpréter les f(x) — f(1) X3:
X
résultats géométriquement Z2)a) ;L1+ Xx—1  oitx—1
3) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1, +o[ (x—1)(x2+x+1)
0 _ . . f! _ = _ 1= x3+1
b) Montrer que :Vx € |—o0;1[; f(x)—m(um) _Jllﬂ—x—1
c) Dresser le tableau de variations de fsur IR o x2+x+1 3
4) Soit g la restriction de fsur I = [1, +oo[ - ,!},If!, x34+1 2
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~! définie sur Donc la fonction f est dérivable a droite de 1 et f' (1) = ;
un intervalle ] que I'on déterminera . ) s .
b) Déterminer g-1(x) pour toutx € J Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente en 1 d’équation :
. y=f,(Dkx-1)+f(1)
Solution : 3 3
x3-1 x3 Donc: y=-x—7
1) llmf(x)—llln X3+1=liP1 x_3=1 2 2
[ee) X—>+00 _ _ / _
Montrer que: lim f(x) = —o0 b) lim w = lim x—1+2vi-x
X——00 x-1~ x—1 x-1~ x—1
1—x X — 1 2v1 —x
lim f(x) = lim x—1+2V1—x= lim x— 1+ 2|x| = lim
X——00 X——00 X——00 x»1-X—1 \/lx_llx\/lx_ll
1 1—x = lim1 - = —00
=limx(1—;—2 = ) -1 A1 —x
X——00
Donc la fonction f n’est pas dérivable a gauche de 1
1 1 1 Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale en 1
=limx(1---2|5——-|=—-» dirigé
Xo—00 X x2 X irigée vers le haut
1 4)a) Soit X € |1;+ [
Car lim x = — o et lim = = lim 2 =0

Xom—0o oo X2 go—oo X f est dérivable sur |1;+oo [ (fonction rationnelle)
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) 3x2(x3+1) - 3x*(x3-1) 4)a)* La fonction g est dérivable sur I donc elle est continue sur I
00 = (x3+1)2 * La fonction g est strictement croissante sur /
B 6x? S0 D’oul g admet une fonction réciproque g-! définit sur]Jet:
(x3 4+ 1)2

J = g([1,+eoD) = [g(1); lim f(x)| = [0;1]

Donc la fonction f est strictement croissante sur [1, +oo[
b) Soit x € [0; 1[ cherchons y € [1; +oo[ telque y = g7 1(x);

’ _ —X
b) Montrer que :vVx € |—o0; 1[; f'(x) = =i y=g1(x) o) = x
a) Soit X € |—0; 1] y3i—1
f est dérivable sur |—o ; 1| (Somme de deux fonctions ) & V1 =X
-1 1
ffx)=1+2—=1—-—— 3+1-1-1
&) 2V1 —x Vv1—x @y 3 =X
vi—-x-1 y +1
— ®y3+1 2
V1-x Y +1 yi+1 "
_(V1-x-1)(Vi-x+1) 2
VI-x(1+Vi-x) ol- Gp=x
= (—4 =1-x
VI—-x(1++vV1—-x) yi+1
c) On a f est strictement croissante sur [1, +oo[ y3+1 1
Soit X € |- ; 1], T2 T1-=x
/ _ —X 2
Onaf(x)—m(1+m) <:>y3+1=1_x
Donc V1 —x(1++v1—x) > 0doncle signe de f’ sur |- ; 1[est le o vi 1o
= —_ *
signe de —x qui s’annule en 0 y 1—x
D’oul le tableau de variations de fsur IR Ona: x205-x20=1-x21
_ 2 2
X «© 0 1 + = >1le =2 & -1>1
f(x) + 0 — ] + 1-—x 1-x 1-x

1 + 00 3

2
f@) ~ \ _— pome Y= y= 1=z 1
—00 0 3[ 2
Dou: g l(x)= /E_ 1 pour tous x € [0; +oo[
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I) Etude des branches infinies (Rappel)
Dans tout ce qui suit fest une fonction de la variable réelle x, (C¢) sa
représentation graphique dans un repere orthonormé
1) L’'asymptote horizontale - L’asymptote verticale :
> La droite d'équation x = a est une asymptote verticale
de la courbe (Cs)si, et seulement si : lxmal f(x) = o0

» Ladroite d’équation y = b est une asymptote horizontale de la
courbe (Cy) si, et seulement si 11m f(x) = b au voisinage de +o

X400
2) L’asymptote oblique :

Définition

La droite d'équation y = ax + b est une asymptote oblique de

le courbe (Cy) si, et seulement si

Xl_imo f(x) =+ et X1_1)52o f(x)—(ax+b)=0

Proposition :

La droite d’équationy = ax + b estune asymptote oblique de la
fx)

courbe C; si, SSI: lim——=a (a # 0) et lim f(x) —ax=Db
X— 00 X—00
3) Les branches paraboliques :
Proposition :
e Silimf(x) =twet llgrn f(x) = too on dit que la courbe C; admet
X—00 X—>1T00

une branche parabolique dirigée vers I’axe des ordonnées

+ooet lim f®

e Silimf(x) = m —= = = 0 alors La courbe C; admet une
X—00 X—>T00

branche parabolique dirigée vers I’axe des abscisses.

e Silim— &)

Xx—oo X
C; admet une branche parabolique de direction la droite
d’équation y = ax, au voisinage de o

=a (a# 0) et lim f(x) — ax = o On dit que la courbe
X—>00

Exercic 01
Etudier la nature des branches infinies des graphes des
fonctions suivantes :

D =225 2) £ =2x— VX
Solution :
1)xeDfe (1+x)? 0 ©o1+x+0ox+ -1
D’ou D¢ =] — o0, —1[U] — 1, + 0]
Calcul de Xgm f(x) et llm f(x)
3 - 2x2 ] . 3-2x?
llm f(x) = Xl_l)n})om =—-2et XHIPOO f(x) = xllmo(l-k—x)z =—
Donc la droite d’équation y = —2 est une asymptote horizontale
ala courbe C; au voisinage de +o0 et — oo
3 — 2x2 3 — 2x?
llm f(x) = )}llzr;rm = 400 et llm f(x) = ll2 m = 400

Donc la droite d’équation x=2 est une asymptote verticale de la
courbe C;

2) xeEDfex=>0
D¢ = [0, +oo]
Calcul lim f(x)

llmf(x) = llmZX VX = llm\/_(Z\/_

X400

On calcul alors lim f®
x+oo X

lim ™ = lim 2= = jj !

X+oo X X+ 0o X

On calcul alors lim f(x) — 2x

lim f(x) — 2x = llm 2Xx —Vx—2x =lim —/x =

X+0o X+0o

Donc la courbe Cf admet une branche parabolique de direction
de la droite d’équation y = 2x , au voisinage de +oo
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II) Etude de la concavité d’'une courbe :

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I
e Lacourbe (C;) est convexesurlsi (Vx €I):f"(x) >0
e La courbe C; de f soit concave sur Lsi(Vx € I):f"(x) <0
e Le point M(a, f(a))soit un point d'inflexion de (C;) ,sila
dérivée seconde f" s'annule en a, et change de signe en a

Exercice 02

Etudier la concavité de la courbe (C;) tel que: f(x) = x3 + x?

Solution :
SoitxdansIR,Ona: f'(x) =3x?>+2x etf"’(x) = 6x + 2
f'(x) =0 & x=—
X -1 N
— 00 _— 00)
3
f(x) - 0 +
La convexité de | concave le point convexe
1 1
la courbe (Cf) n A== f(— o)) U
3 3
est point d'inflexion

III) Axe de symétrie — Centre de symétrie :
Proposition :

Pour que la droite (D) d’équation
X = a soit un axe de symétrie de la
courbe (Cf),il faut et il suffit que
Pour toutx € Ds:

.................

....................

(2a—x) € Detf(2a —x) = f(x)

Remarque :
On peut réduire I'étude de la

....................

f{x)—f(x )

o o0 0 o 220 -

.'_
]
]

——————————————————

—————————————————

..................

...........

...........

fonction f sur Dg = D¢ N [a; + oo

.
________________

Dy est appelée le domaine d’étude

____________________

Exercic 03

On considere la fonction f définie par: f(x) = Vx2 + 6x+ 5
Montrons que la droite D d’équation x = —3 est un axe de
symétrie de la courbe (Cf) :
Solution :
Ona: D; =] —
Soit x € D¢
XxXeEDfexXx<-50ux>-1)o(—-6—x=>-10ou—6—-—x<-5)
& (—6 —x) € Dy
D’autre part, pour tout x € Dy :
f(—6 —x) =/(—6 —x)2 + 6(—6 —x) + 5 = V/x2 + 65+ 5 = f(x)

Donc la droite (D):x = —3 est un axe de symetrle de la courbe Cf
Proposition : - SN S~
Le point ()(a, b) est un centre de
symétrie de la courbe

(Cf), ssi, pour toutx € Dy:

(2a—x) € D;
et f(2a—x)+f(x) =2b
Remarque :
On peut réduire I'étude de la
fonction fsur: Dg = D; N [@; +o[ 77

Exercic 04

%, 5] U [—1, +0]

-1
x+2
Montrons que Q(—2, 3) est un point de symétrie de la courbe C;

On considere la fonction f définie par: f(x) =

Solution :

Le domaine de définition de fest D; = IR — {—2}

*XEDfeOXxX+-20 X#*2& —4— x¢—2<:)(—4-—x)EDf
3x+ 13 6(x +2)

X+ 2 X+ 2 X+ 2
Dong, le point (-2, 3) est un centre de symétrie de (Cf)

* f(—4 —x) = =6 —f(x)
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Exercice 05
f une fonction définit sur R par: f(x) = 2x3 — 3x2 + 2
1)Etudier les branches infinies de (Cf)
2) Calculer f’ sur R puis dresser le tableau de variations de f
3) Etudier la convexité (Cy) , en précisant les point d’inflexions

de (Cy) s'il existe

4) Montrer que le point 4 G ; %) est le centre de symétrie de (Cf)

5) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «

dans |-1,0[
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé

Solution :
1)Etudier les branches infinies de (Cf)

* lim f(x) = lim 2x3 —3x% +2 = lim 2x3 = +o0

X—+00 X—+ 00 X—+00
fx) . 2x3-3x*+2 . 2x3 )
* lim — = lim = lim — = lim 2x“ = 4o
x—-+o0 X X—>+00 X Xx—-+0o X X—+ 00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique dirigée vers
I'axe des ordonnées au voisinage de +o

* lim f(x) = lim 2x3 —3x%2 +2 = lim 2x3 = —o0
X——00 X—>—00 X—>—00
f(x) o 2x3—-3x%+2 2x3
* lim — = lim = lim — = lim 2x% = 4
X——oo X X—>—00 X Xx—-—o0 X X—>—00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique dirigée vers
I'axe des ordonnées au voisinage de +oo

2) Calculer f’ sur R puis dresser le tableau de variations de f
La fonction f est dérivable sur IR et on a pour tout x dans IR
f'(x) = 6x% — 6x = 6x(x — 1)
f(x)=0s6x(x—1)=06x=00ux—1=0
ox=0oux=1

f(x) + o - 0 +
f(0)=2 +
fx)
X . / \f(l);l/'

3) Etudier la convexité (Cy) , en précisant les point d’inflexions
de de la courbe (Cy) s'il existe

La fonction f‘ est dérivable sur IR et on a pour tout x dans IR
ff(x)=12x—-6=6(2x—1)

f”(x)=0=>6(2x—1)=0<:>x=%

d’ou le tableau de concavité suivant :

X 1
—00 E + oo
f(x) - 0 +
La convexité de concave le point convexe
la courbe (Cf) 13
N A(E, E) U
est point d'inflexion

4) Montrer que le point A G g) est le centre de symétrie de (Cf)
Soit x € IR
*x XEIR< (1—x) €eIR
* f(1—-x)+f(x) = 21 —x)3—-3(1 —x)?>+2+2x3 —3x% +2
=2+6x2—6x—2x3—-3+6x—3x>+2+2x3—-3x%+2
3
=3=2x5
Dong, le point 4 G ; 1) est un centre de symétrie de (Cf)
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5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «a
dans |—1, 0[ et interpréter le résultat géométriquement

> La fonction f est continue sur l'intervalle [—1; 0]

> La fonction f est strictement croissante sur [—1; 0]

» Etona: f(—1)=-3 etf(0) =2donc f(—1)x f(0) <0

D’ou d’apres T.V.I I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «a
dans |-1,0[

Interprétation géométrique

La courbe (Cf) coupe I'axe des abscisse en un point unique
d’abscisse a tel que a € |—-1,0[

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé

! | cf)
\' |
1 —

Exercic 06
f estla fonction définie sur R par:
3x*+1
flx) = 3x3
1. Etudier la parité de la fonction f et déduire D le domaine
d’étude de la fonction f
2. Calculer )!ng}r f(x) puis interpréter le résultat

géométriquement

3. a.Calculer lizrn f(x) puis montrer que la droite (D) d’équation
X—+00

y = X est un asymptote oblique a (C;) au voisinage de +oo

b. Etudier la position relative de (C;) etla droite (D) sur Dg
4. a.Calculer la dérivée de la fonction f sur R*

b. Donner le tableau de variation de la fonction f sur R*
5. Tracer (C;) la courbe représentant la fonction f
6. Considérons la fonction g définie par g(x) = 33TT:|1
a. Etudier la parité de la fonction g
b. Tracer (Cg) la courbe de g en justifiant votre réponse
Solution :
1) Soit x € R*

xERRSx#0 —x+#0 —xeR

4
flon =200
—x)
3x*+1
=3 - f®

Donc la fonction f est impaire
D’ou on peut réduire I'étude fseulement sur
D = R* N [0; +oo = ]0; +oo[
Donc Dg = |0; +oo[
Remarque : La courbe (C;) est symétrique par rapporta O
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2) lim f(x) = lim 3X4;1 — +oo ,car lim 3x* + 1 = 1 et lim 3x3 = 0* |2 tableau de variation de la fonction f sur R*
x—-0t x-0t 3x x—-0t x—-0t X —00 -1 0 1 + o0
Donc la droite d’équations x = 0 c-a-dire I'axe des ordonnées est 120 n 0 _ ~ 0 +
une asymptote verticale a (Cy) 4
1. a. Calculer Xllmo f(x) puis montrer que la droite (D) d’équation £(2) -3 \ + oo +
y = x est un asymptote oblique a (C;) au voisinage de +oo / \ /
_ o 3x*+1 . 3x* o Cw 4
Jim 000 = i, Zog— = lim 5 = Jim x = +oo 3
3x + 1 1. Tracer (C;) la courbe représentant la fonction f
XLIERO f(x) —x= Xl_ljrlgo 33 X La foncti\on f est impaire donc courbe (C;) est symétrique par
~ 3x*+1-3x* _ rapporta O
- x‘l?!o 3x3 - x'l‘fﬁoﬁ =0
Donc la droite (D) d’équation y = x est un asymptote oblique a (Cy)
au voisinage de +oo
b. Etudier la position relative de (C;) etla droite (D) sur Dg
Soit x € |]0; +oo] ,ona:f(x)—x=$> 0
Donc (C;) estsituée aux dessus de la droite (D) sur ]0; +oo[
4)a) Calculer la dérivée de la fonction f 3 =
La fonction f est dérivable sur tout intervalle inclut dans R*, Car
c’est une fonction rationnelle y=2x-"
, 12x3 x 3x3 — (3x* + 1) x 9x2 =

f'(x) = 3x)2 -

_ox?(4x* -3x* - 1) =1

B 9x6 .

x*—1 x2-1(x2+1) _

= <4 = <4 5)a Soit x € R*
b) Soit x € R* xER ©x#0
Onax®>+1>0 etx*>0,doncLesignede f' c’estle signe © —Xx f 0 —x f R*
de x2 -1 g(—x)=3( X)3+1=3X -:1=g(x)
f)=0 ex*-1=0=x%=1 3|—x3] 3[x3]

ax=1oux= -1 Donc la fonction g est paire
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b. Tracer (Cg) la courbe de g en justifiant votre réponse 4) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1, +oo|
Soit x € |0; +oo[ ,ona: g(x) = f(x) b) Montrer que :Vx € |—o0; 1[; f'(x) = m

Donc la courbe (Cg) est confondue a (C) ]0; +oo[ c) Dresser le tableau de variations de fsur IR

Et comme la fonction g est paire donc la courbe (Cg) est symétrique |5) Résoudre I'équation f(x) = 0; x € |—o0; 1],

par rapport a la I'’axe des ordonnées Puis interpréter le résultat géométriquement

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0;1;7)

7) Soit g la restriction de f sur I'intervalle I =]1, +oo|

(Cg) ) a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définit

sur un intervalle ] a déterminer
b) Déterminer g‘l(%)
c) Montrer que g~! est dérivable en %puis calculer (g‘l)’(%)

Solution :
1) Calculer lim f(x)et Interpréter le résultat géométriquement

X—>+00

lim f(x) = lim — = 3
X—+00 x—+0 X° + x—+oo X

4 Donc la droite (D) d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale a (C;) au voisinage de +o
2) a) Montrer que: lim f(x) = —

X——00

Exerci 07

f( ) = 3 0 X 2 1 1 —X
+1
: AFini lim f(x) = lim x—1+2V1—x= lim x— 1+ 2|x|
f une fonction définit sur R par £0) = x— 1+ 2\/TX = om om X2
- 7 7 7 7 = 1 1 X
1) Calculerxl_glgo f(x)et Interpréter le résultat géométriquement llm Xx(1-=-2 )
2) a)Montrer que: lim f(x) = — b X x*
X—>—00
b) Etudier la branche infinie de (Cf)au voisinage de — i 1 1 5 1 1
= —_—— —_ = — 00
3) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 puis interpréter les o X X x2 x
résultats géométriquement _ g o
b ) Etudier la dérivabilité de fa gauche de 1 puis interpréterles | Car lim x =—oo et lim - = lim = =0

résultats géométriquement
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1_1_2 1=x
] X . x—1+2V1-—x ) x ( x x2
b) lim — = lim = lim
Xx—>—0 X X——00 X X——00 X
1—x
=lim1——-2 —=1

X—>—00 X X
lim f(x) —x= limx—-1+2V1—-x—x
X——00 X—>—00

= lim -1+ 2V1—x= +oo

X——00
Ona: lim f(x) = —o0 et lim f(TX)= 1 et lim f(x) —x= 4w
X——00 X——00 X—>—00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique de direction la

droite (A) d’équation y = x au voisinage de —

x3-1
f(x)—f(1
3)a) lim fx) — (D) — lim =X*L
x-1t X — x-1tx—1
(x—1)(x2+x+1)
— lim X3+1

x—>1+ x—1
o x*+x+1 3
im———=—
-1t x3 41 2
3

Donc la fonction f est dérivable a droite de 1 et f' (1) = y

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente en 1 d’équation :

y=[f,Dx-1)+f(1)

Done: vo3x_3
onc: y=-x—5
o f(x) —f(1) x—1+2V1-—x
b) lim ——————— = lim
x»1- x—1 x—-1~ x—1
I x—1+ 2V1 —x
= lim
X =1 flx— 1] x/|x — 1]
= lim1 — = —o0
x>17 J1-—x

Donc la fonction f n’est pas dérivable a gauche de 1

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale en 1

dirigée vers le haut

4)a) Soit x € |[1;4+ o [

f est dérivable sur ]1; +oco [ (fonction rationnelle)
3x2(x3+1) -3x2(x3-1)

i = 7+ 1)2

6x>
ECEE
Donc la fonction f est strictement croissante sur [1, +oo
b) Montrer que :Vx € |—o0; 1[; f'(x) =

>0

a) Soit x € |—0; 1]
f est dérivable sur |— ; 1| (Somme de deux fonctions )
-1 1 Ji-x-1
2V1 —x Vi—-x  V1-x
 (I=x-1)(I-x+1)
C VI—x(1+VIi—%x)
—X

ffx)=1+2

CVI—-x(1+V1I-x)
c) On a f est strictement croissante sur [1, +oo|
Soit x € |- ;1],
X

Ona f'(x) = = (e

Donc v1—x(1++v1 —x) > 0donclesigne de f’ sur ]—oo ; 1[est
le signe de —x qui s’annule en 0

D’oul le tableau de variations de fsur IR

X —00 0 1 + oo
f(x) + 0 - I+
1 + oo
@ O,
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5) Résoudre I'équation f(x) = 0; x € |—0; 1], puis interpréter le 8) Soit g larestriction de fsur I = ]1, +oo[

résultat géométriquement a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définit
fX)=0;x€]-0;1[ &x-1+2V1-x=0 sur un intervalle J a déterminer
& -1-%x)-1+2V1-x=0 > lafonction f est dérivable sur ]1, +oo[ donc elle est continue
o VI—x(WI=x-2)=0 sur |1, +oo[ ,d’ou la fonction g est continue sur |1, +oo[

> lafonction f est strictement croissante sur |1, +oo[ donc g est
strictement croissante sur |1, +oo|

D’ou g admet une fonction réciproque g~! définit sur un

intervalle] etona: J = f(I)

< —V1l—-x=0o0uvl1—-x-2=0
1-x=0o0uvl—x=2

<1—-x=00ul—-x=2

Sx=1¢]—-o;1[ou x=-3
Donc § = {—3) J =g =g(1, +o)) = |g(1), lim g&)| =10, 1[
Interprétation géométrique : b) Déterminer g‘l(%)
(Cf) coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse -3 1
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0;71;J) gt (E) =y =gy)=1
| o | | | Sy -1 1
- Ao o G b l y’+1 2
: RV i Cor y'+1-1-1 1
! | | | ! : y3+1 )
- e : : 2 _ 1 2 _ 1
/ i | 5 SlTETiTz ¢ 2
- : ; ; oyV+l=4oy=133

Donc g1 (%) =33
c) La fonction g est dérivable en Y4 eton a:
6(¥3)2 619
g’(?\’/g): (3 ) 2:16¢0
(V3" +1)

\ . _ - 1
_____ . |D’oui 1a fonction g~! est dérivable en 5

(g™ ( ) (i/‘) 613\?—

R R - [
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Exercice 08

; — o =
f est une fonction tel que f(x) = x =

1) Vérifier que Dy =]2,+oo[

2)a) Calculer 5:1211 f(x)et interpréter le résultat géométriquement
b) Calculer xl_}H;lo f(x) puis montrer que la droite (A) : y = x est

asymptote oblique a (C;) au voisinage de +o

c) Déterminer la position de (Cf) et (4)

' _ 1
3)a) Montrer que Vx € |2, +oo[; f'(x) =1 + T

b) Dresser la table de variations de f
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «
dans |2, 3]
5) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1définie sur un
intervalle J a déterminer
6) Calculer f(3) puis tracer(A) ; (Cf) et (Cf™1)
7) Montrer que f~lest dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2)
Solution :
1) xeEDfeVvx—-—2+0 etx—22>0
< x—2>0

S x>2
Donc: Dj = ]2, +oof

. . 1
2)a) limfx) = limx - ===~
Car: lirzr}r vx—-2 =07
X—
Interprétation géométrique de li127_1F f(x) = -
X—>

La droite (D) d’équations y = 2 est asymptote verticale a (Cy)

) ) 1

b) xllfgof(x)_xllﬂox_m_m
1

Car: lim x = +ooet lim =0

xX—+00 xX—+00 1/x — 2

Montrons que la droite (A) : y = x est asymptote oblique

a (Cs) auvoisinage de +o

 lim f00 —x = limx = x

= lim — =0

x>+ \[x — 2
c) Déterminer la position de (Cf) et (4)
1
*  fx)—x = - <0
xX—2
Donc la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A)
Cen 1

3)a) Montrer que Vx € |2, +oo[; f'(x) =1+ L

1\’ U’ ' U’
Rappel : (—) = et U =——

appe T 5z © VU =i

Soit x € |2, +oo[
1

fl(x) -1-— 2Vx—2

Vx — 22
1
=1+——
2Vx — 2
b) On dresse la table de variations de f
, 1
OnaVx € ]2,4+[; f'(x) = 1+W>0

Donc la fonction f est strictement croissante sur |2, +oo|

X 2

+ oo

fx) +

f(X) /
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4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «a (D):x =2
dans ]2, 3[ 10 (Cf 1
> La fonction f est continue sur l'intervalle [2; 3] ’:
> La fonction f est strictement croissante sur |2, 3|

~i C
» Etona: f(]2,3[) = ]lim f(x), lim f(x)[ = |—o0; 2 )
x-27% x-3~ {
Donc 0 € f(]2,3]) 5 ,
D’ou I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a € |2, 3] / .'
Interprétation géométrique =. (D):y=2
La courbe (Cf) coupe I'axe des abscisse en un point unique
d’abscisse a tel que a € |2, 3]
5) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'définie sur un = 5 10

intervalle J a déterminer i
> lafonction f est dérivable sur |2, +oo[ donc elle est continue '
sur]|2, +oof , ‘i
> la fonction f est strictement croissante sur |2, +oo i
D’ou f admet une fonction réciproque f~! définit sur un -5
intervalle] etona: J = f(I)

J =) = (2, +oo) = |lim G, lim G0 |

= |—00; +oo[
6) Calculer f(3) puis tracer(d) ; (Cf) et (Cf~1) 7) Montrer que f~lest dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2)
Ona f(3)=2 Ona f(3) =2
La fonction f est dérivable en 3 etona:

Construction de (Cf™1) f(3)=1+ ;3 _3 =0
Les courbes (Cf) et (Cf~1) sont symétrique par rapport a la droite 2v3 -2 2
(A):y=x D’ou la fonction f~! est dérivableen2 etona:

2
On a La droite (D) d’'équations y = 2 est asymptote verticale FH'e = % = ; =3
a (Cy) donc La droite (D) d'équations x = 2 est asymptote f13) 2

horizontale a (Cf1)
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Exercic 09 De méme on pose t =sinx donc x - 7 sSt-—-17
j TEE TG CE e/ = ]_ 2L Par: t =sinx © |cosx| =VI— & cosx=—V1I—% ,car x <=
! 2
cos X
f(x)=1—. cos X ) V1 —t?
+ sinx llm fx) = ll m-————= lim —
1) a) Montrer que lim, f(x) = +oet lim f(x) = — X2 w14 sinx -1 1+t
x—>7" x>
7 7 7 7 = 1 - t 1 + t 1 - t
b) Interpréter les résultats géométriquement = lim — \/( ) ) = lim - = —00
2)a) M f est dérivable sur I et (vx € I): f'(x) = — — TR AL
) a) Montrer fest dérivable sur I et (Vx € 1): f'(x) = — 1+sin x b) Interpréter les résultats géométriquement
b) dresser le tableau de variations de f sur ]— — Ona: lim f(x) = +o ,doncla droite d'équation x = _g est
c) Déterminer I'équation de la tangente (T) en 0 et de la e

tangente (T"') eng une asymptote verticale a (Cf)

, s : 3
3) Etudier la convexité de (Cf)puis justifier que A(g; 0) estun point|Ona: xl_fg_ f(x) = —o0 , donc la droite d’équation x = 71‘ est
d’inflexion de la courbe(Cf)

2
n une asymptote verticale a (Cf)
4) Montrer que A(3; 0)est centre symétrie de (Cf)

2) a) La fonction f est dérivable sur I (car f c’est une quotient de

5)Tracer (T)et(Cf) dans un repére orthonormé deux fonctions dérivable surI et (Vx € I): 1 + sinx # 0)
Solution : Soit x €I
CoSs X i . B
1)a) lim f(x) = lim ——— £ = sin x(1 + sin X) — cos x cos X
X5 X 1+ sinx (1 + sinx)?
. ) )
Ona: limcox =0 et lim 1+ sinx =0, c’estunF.Ide type " __Smn x(1 + sin x) — cos” x
x—>71T x— Tﬂ (1 + Sin.X)Z
Onpose:t =sinx donc x - -t sSt-> -1t _ —sin x(1 + sin x) — (1 — sin? x) B
: (1 + sinx)?

t=sinx ©t’ =sin*x o t>* =1 — cos’x © cos*x =1 — t>

& lcosx|=V1—t2 @ cosx =V1—t?,carx > — = —sinx(1 +sinx) - (1. —sinx)(1+ sin x)
2 (1 + sinx)?
. CoSs X V1 —t?
xl:__rg)f fo) = xllzn‘“ 1+ sinx tlﬂrf+ 1+t B (1 +sinx)[—sinx — 1 + sinx | B 1
: : B (1 + sinx)? T 1+sinx

\/(1—t)(1+t) , 1-t
+ llm—
~ A Vit VTR
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1'[3TII

b) Soit x € ] ;ona: f'(x) = T <0 ,car —1<sinx
Donc f est strlctement décroissante sur I
X —T 3t
2 2
fx) -
400
f(x) \
—00

c)L’équation de la tangente (T) en 0 et de (T") eng

4) Montrer que A(— 0)est centre symétrie de (Cf)

Smtxe]f,i—“[
E—n 3t —Tt< <3Tt —1t< <31‘[
*x XE|—, —|o—<x<— —K<n—-x<—
2 2 2 2 2 2
- c —m 31
X—ME |[—,—
2 2
cos (x — ) COS X
* f(x—m) +f(x) =
( )+ 1) 1+sinx—m) 1+ sinx
— COS X COS X
= - + - =0=0x2
1+sinx 1+ sinx

Donc A(g; 0) est le centre symétrie de (Cf)
5)Tracer (T) ; (T') et(Cf) dans un repeére orthonormé

(D):x =—

Onaf'(0)=—-1 et f(0)=1,donc:(T):y=f'(0)(x—0)+ f(0)
(TM):y=—-x+1
L’équation de la tangente (T')en g
onaf'(3)=—fomr="3 et f(3) =0 donc:
(T’):y:f’(E)(x—;)+f(g), donc (T’):y:—%x+g
3) Soitx € ] UL
. —Ccos x cos x
f () = - (1 +sinx)? - (1 +sinx)?
Ona (1+sinx)? > 0,donclesigne de f"'(x) c’estle signe de cos x
X —TC T 31
2 2 2
f7(x) + 0 -
La convexité de concvexe le point concave
la courbe (Cf) U A(g; 0) A

est point d'inflexion

La fonction f” s’annule et change de signe en g donc le point

A (g O)est un point d’inflexion de (Cf)
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Exercice 01 c) Déterminer la position de (Cf) et (4)
Soit f une fonction définit sur R par: f(x) = 2x3 —3x% + 2
1) Etudier les branches infinies de (Cf)
2) Calculer f’ sur R puis dresser le tableau de variations de f
3)Etudier la convexité de(Cy) , en précisant les point d'inflexions

' _ 1
3)a) Montrer que Vx € |2, +oo[; f'(x) =1+ R

b) Dresser la table de variations de f
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution

a dans [2,3[
5) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'définie sur
5) Montrer que f(x) = 0 admet une unique solution a« €]-1,0[ |1 intervalle J a déterminer

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé 6) Calculer f(3) puis tracer(4) ; (Cf) et (Cf™)
Exercice 02 7) Montrer que f~lest dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2)

Exercic 04

4) Montrer que le point 4 G ; %) est le centre de symétrie de (Cf)

3x*+1
3x3
7. Etudier la parité de la fonction f et déduire D; le domaine
d’étude de la fonction f
8. Calculer ,!llgl f(x) puis interpréter le résultat géométriquement

Soit f est la fonction définie sur R* par: f(x) = Bo1

f(X) - x3+1

fx) =x—-1+2v1—-x;x<1

; x=>1
f une fonction définit sur R par

1) Calculer lim f(x)et Interpréter le résultat géométriquement

X—+00

9. a.Calculer lim f(x) puis montrer que la droite (D) d’équation
X—+00 -
2) a)Montrer que: lim f(x) = —o0

y = x est un asymptote oblique a (C;) au voisinage de +oo

b. Etudier la position relative de (C;) etla droite (D) sur Dg
10. a. Calculer la dérivée de la fonction f sur R*

b. Donner le tableau de variation de la fonction f sur R*

11. Tracer (C;) la courbe représentant la fonction f
3x%+1
ﬂxﬂ

b) Etudier la branche infinie de (Cf)au voisinage de —
3) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 puis interpréter les
résultats géométriquement
b ) Etudier la dérivabilité de f a gauche de 1 puis interpréter
les résultats géométriquement
4) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1, +oo[

b) Montrer que :Vx € |—o0; 1[; f'(x) = ﬁf@

c) Dresser le tableau de variations de fsur IR
5) Résoudre I’équation f(x) = 0; x € |—o0; 1],
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0;1;7)
7) Soit g la restriction de f sur I'intervalle I =]1, +oo|
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~!définit sur ]

b) Déterminer g‘l(%)

12. Considérons la fonction g définie par g(x) =

a. Etudier la parité de la fonction g
b. Tracer (C) la courbe de g en justifiant votre réponse
Exercice 03

1
W=

Soit f est une fonction tel que f(x) = x —

1) Vérifier que D; = ]2,+oo[

2)a) Calculer 5:1211 f(x)et interpréter le résultat géométriquement
b) Calculer xleo f(x) puis montrer que la droite (A) : y = x est

c) Montrer que g~! est dérivable en 1; puis calculer (g‘l)’(l)
asymptote oblique a (C;) au voisinage de +o z 2
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Exercice 01
f une fonction définit sur R par: f(x) = 2x3 —3x% + 2
1)Etudier les branches infinies de (Cf)
2) Calculer f’ sur R puis dresser le tableau de variations de f
3) Etudier la convexité (Cy) , en précisant les point d’inflexions

de (Cy) s'il existe

4) Montrer que le point 4 G ; %) est le centre de symétrie de (Cf)

5) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «

dans |—1, 0[ et interpréter le résultat géométriquement
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé

Solution :

1)Etudier les branches infinies de (Cf)

* lim f(x) = lim 2x3 —3x% +2 = lim 2x3 = +o0

X—+00 X—+ 00 X—+00
fx) . 2x3-3x*+2 __ 2x3 )
* lim — = lim = lim — = lim 2x“ = 4o
x—-+o0 X X—>+00 X Xx—-+o0o X X—+ 00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique dirigée vers
I'axe des ordonnées au voisinage de +o

* lim f(x) = lim 2x3 —3x%2 +2 = lim 2x3 = —o0
X——00 X—>—00 X—>—00
fx) . 2x3-3x*+2  2x3 _ 5
* lim —— = lim = lim — = lim 2x% = 4o
X—>—0c0 X X—>—00 X x—-—-0 X X—>—00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique dirigée vers
I'axe des ordonnées au voisinage de —oo

2) Calculer f’ sur R puis dresser le tableau de variations de f
La fonction f est dérivable sur IR et on a pour tout x dans IR
f'(x) = 6x% — 6x = 6x(x—1)
f(x)=0o6x(x—1)=0=6x=00ux—1=0
Sx=0oux=1

(%) + 0 - 0 +
f(0)=2 +
f(x)
X . / \f(l);l/'

3) Etudier la convexité (Cy) , en précisant les point d’inflexions
de de la courbe (Cy) s'il existe

La fonction f‘ est dérivable sur IR et on a pour tout x dans IR
ff(x)=12x—-6=6(2x—1)

f”(x)=0=>6(2x—1)=0<:>x=%

d’ou le tableau de concavité suivant :

X 1 N
—00 — 0
2
fx) - 0 +
La convexité de concave le point convexe
13
la courbe (Cf) n AG:D) U
22
est point d'inflexion

4) Montrer que le point A (% ,g) estle centre de symétrie de (Cf)

Soit x € IR

*x XEIR< (1—x) €eIR

* f(1—-x)+f(x) = 21 —x)3—-3(1 —x)?>+2+2x3 —3x% +2
=2+6x2—-6x—2x3-3+6x—3x>*+2+2x3—-3x%+2

—3—2><3
T 2

Dong, le point A G 1) est un centre de symétrie de (Cf)
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5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution « Exercic 02
dans |—1, 0[ et interpréter le résultat géométriquement f estla fonction définie sur R par:

> La fonction f est continue sur I'intervalle [—1; 0] £(x) = 3x*+1
> La fonction f est strictement croissante sur [—1;0] 3x3
> Etona: f(-1) = -3 etf(0) =2donc f(—1) x f(0) <0 13. Etudier la parité de la fonction f et déduire Dg le domaine

d’étude de la fonction f

D’ou d’apres T.V.I I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «a ) )
14. Calculer lilg}_ f(x) puis interpréter le résultat
X—

dans |-1,0[

Interprétation géométrique géométriquement
La courbe (Cf) coupe I'axe des abscisse en un point unique 15.  a.Calculer lim f(x) puis montrer que la droite (D)
d’abscisse a tel que @ € |—-1,0[ d’équation

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé y = X est un asymptote oblique a (C¢) au voisinage de +oco

I : b. Etudier la position relative de (C;) etla droite (D) sur Dg
L 16. a. Calculer la dérivée de la fonction f sur R*
Z b. Donner le tableau de variation de la fonction f sur R*
- f «f 17. Tracer (C¢) la courbe représentant la fonction f
| - 18. Considérons la fonction g définie par g(x) = %
N ' .' a. Etudier la parité de la fonction g
' f b. Tracer (Cg) la courbe de g en justifiant votre réponse
_ ; Solution :
A , j 1) Soit x € R*
_ j xERRex+#0 —x+#0 —xeR”
1 ;

3(—x)*+1
fe®) ==
. 3(%)
3x*+1
= (@] 1 2 = _3x3 = _f(x)
| Donc la fonction f est impaire
= - » D’ou on peut réduire I'étude fseulement sur

Dg = R* N [0; +o0[ = ]0; +oo]
Donc Dg = ]0; +oo
Remarque : La courbe (C;) est symétrique par rapporta O
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2) lim f(x) = lim 3X4;1 — +oo ,car lim 3x* + 1 = 1 et lim 3x3 = 0* |Dou tableau de variation de la fonction f sur R*
x—-0t x-0t 3x x—-0t x—-0t X —00 -1 0 1 + o0
Donc la droite d’équations x = 0 c-a-dire I'axe des ordonnées est 120 n 0 _ ~ 0 +
une asymptote verticale a (Cy) 4
2. a. Calculer Xllmo f(x) puis montrer que la droite (D) d’équation £(2) ~ 3 \ + oo +
y = x est un asymptote oblique a (C;) au voisinage de +oo / \ /
_ o 3x*+1 . 3x* o Cw 4
Jim 000 = i, Zog— = lim 5 = Jim x = +oo 3
3x + 1 2. Tracer (C¢)la courbe représentant la fonction f
XLIERO f(x) —x= Xl_ljrlgo 33 X La foncti\on f est impaire donc courbe (C;) est symétrique par
~ 3x*+1-3x* _ rapporta O
- x‘l?!o 3x3 - x'l‘fﬁoﬁ =0
Donc la droite (D) d’équation y = x est un asymptote oblique a (Cy)
au voisinage de +oo
b. Etudier la position relative de (C;) etla droite (D) sur Dg
Soit x € |0; +oo] ,ona:f(x)—x=$> 0
Donc (C;) estsituée aux dessus de la droite (D) sur ]0; +oo[
4)a) Calculer la dérivée de la fonction f 3 =
La fonction f est dérivable sur tout intervalle inclut dans R*, Car
c’est une fonction rationnelle y=2x-"
, 12x3 x 3x3 — (3x* + 1) x 9x2 =

f'(x) = 3x)2 -

_ox?(4x* -3x* - 1) =]

B 9x6 .

x*—1 x2-1(x2+1) _

= <4 = <4 5)a Soit x € R*
b) Soit x € R* xER ©x#0
Onax®>+1>0 etx*>0,doncLesignede f' c’estle signe © —Xx f 0 —x f R*
de x2 -1 g(—x)=3( X)3+1=3X -:1=g(x)
f)=0 ex*-1=0=x%=1 3|—x3] 3[x3]

ax=1oux= -1 Donc la fonction g est paire
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c. Tracer (Cg) la courbe de g en justifiant votre réponse 4) a) Montrer que f est strictement croissante sur [1, + oo
X

Soit x € |0; +oo[ ,ona: g(x) = f(x) b) Montrer que :Vx € |—o0; 1[; f'(x) = m
Donc la courbe (Cg) est confondue a (Cy) |0; +oof c) Dresser le tableau de variations de fsur IR
Et comme la fonction g est paire donc la courbe (Cg) est symétrique |5) Résoudre I'équation f(x) = 0; x € |—o0; 1],
par rapport a la I'axe des ordonnées Puis interpréter le résultat géométriquement
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0;1;7)
7) Soit g la restriction de f sur I'intervalle I =]1, +oo|
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définit
sur un intervalle ] a déterminer

b) Déterminer g‘l(%)
c) Montrer que g~! est dérivable en %puis calculer (g‘l)’(%)

Solution :
1) Calculer lim f(x)et Interpréter le résultat géométriquement

X—>+00

lim f(x) = lim — = 3
X—+00 x—+o0 X° + x—-+oo X

Donc la droite (D) d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale a (C;) au voisinage de +

T————) 2) a) Montrer que:xl_l)r_lgO f(x) = —
f(x) = it : x>1 1
T ox341 ’ = : . . X
: AFini lim f(x) = lim x—1+2V1—x= lim x— 1+ 2|x|
f une fonction définit sur R par f) =x—1+2VI—x : x<1 [ o Xm0 x2
. . . Lo 1 1—x
1) Calculerxl_glgo f(x)et Interpréter le résultat géométriquement = lim x(1--—2 )
2) a)Montrer que: lim f(x) = — b X X
X—>—00
b) Etudier la branche infinie de (Cf)au voisinage de — i 1 1 5 1 1
= —_—— —_ = — 00
3) a) Etudier la dérivabilité de f a droite de 1 puis interpréter les o X X x2 x
résultats géométriquement _ g o
b ) Etudier la dérivabilité de fa gauche de 1 puis interpréterles | Car lim x =—oo et lim - = lim = =0

résultats géométriquement
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1_1_2 1=x
] X . x—1+2V1-—x ) x ( x x2
b) lim — = lim = lim
Xx—>—0 X X——00 X X——00 X
1—x
=lim1——-2 —=1

X—>—00 X X
lim f(x) —x= limx—-1+2V1—-x—x
X——00 X—>—00

= lim -1+ 2V1—x= +oo

X——00
Ona: lim f(x) = —o0 et lim f(TX)= 1 et lim f(x) —x= 4w
X——00 X——00 X—>—00

Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique de direction la

droite (A) d’équation y = x au voisinage de —

x3-1
f(x)—f(1
3)a) lim fx) — (D) — lim =X*L
x-1t X — x-1tx—1
(x—1)(x2+x+1)
x3+1

— 1
x1>11n+ x—1
x2+x+1 3

im———=
-1t x3 41 2
3

Donc la fonction f est dérivable a droite de 1 et f' (1) = y

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente en 1 d’équation :

y=f,Dx-1)+f(1)

Done: vo3x_3
onc.y—zx 5
o f(x) —f(1) x—1+2V1-—x
b) lim ——————— = lim
x-»1- x—-1 x—1~ x—1
x—1 2v1 —x

= lim +
x-1"x—1 \/Ix—llx\/lx—ll

= lim1l— = —00
x>17 J1-—x

Donc la fonction f n’est pas dérivable a gauche de 1

Donc la courbe (C;) admet une demi-tangente verticale en 1

dirigée vers le haut

4)a) Soit x € |[1;4+ [

f est dérivable sur ]1; +oco [ (fonction rationnelle)
3x2(x3+1) -3x2(x3-1)

Pl = 7+ 1)2

6x>
ECEE
Donc la fonction f est strictement croissante sur [1, +oo
b) Montrer que :Vx € |—o0; 1[; f'(x) =

>0

a) Soit x € |—0; 1]
f est dérivable sur |— ; 1| (Somme de deux fonctions )
-1 1 Ji-x-1
2V1 —x Vi—-x  J1-x
 (I=x-1)(I-x+1)
C VI—x(1+Vi—%x)
—X

f'fx)=1+2

T VI—x(1+Vi—x)
c) On a f est strictement croissante sur [1, +oo|
Soit x € |- ;1],
Ona f'(x) =

-X
VI=x (1+/1=%)

Donc V1 —x(1++v1—x) > 0 doncle signe de f’ sur ]—oo ; 1[est
le signe de —x qui s’annule en 0

D’ou le tableau de variations de fsur IR

X —00 0 1 + oo
f(x) + 0 - I  +
1 + oo
@ | O,
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5) Résoudre I'équation f(x) = 0; x € |—oo; 1], puis interpréter le 8) Soit g larestriction de fsur I = ]1, +oo[

résultat géométriquement a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définit
fX)=0;x€]-0;1[ &x-1+2V1—-x=0 sur un intervalle J 3 déterminer
& -1-%x)-1+2V1-x=0 > lafonction f est dérivable sur ]1, +oo[ donc elle est continue
o VI—x(WI=x-2)=0 sur |1, +oo[ ,d’oui la fonction g est continue sur |1, +oo[

> la fonction f est strictement croissante sur |1, +oo[ donc g est
strictement croissante sur |1, +oo|

D’ou g admet une fonction réciproque g~! définit sur un

intervalle] etona: J = f(I)

< —V1l—-x=0o0uvl1—-x-2=0
1-x=0o0uvl—x=2

<1—-x=00ul—-x=2

Sx=1¢]—-o;1[ou x=-3
Donc § = {~3} J =g =g(1, +o)) = |g(1), lim g&)| =10, 1[
Interprétation géométrique : b) Déterminer g—l(l)
(Cf) coupe I'axe des abscisses au point d’abscisse -3 1 2
6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0;71;}) gt (E) =y ogly)=1
| I I I I I | | | I | I I | | 3
i i i i i i i i [ i i i i i i y - 1 1
| | I 1 ) ] | | | I I 1 I | | Q— e —
----- RSNSOI O LN S S S yo+1 2
A VR y'+1-1-1_1
T LI Z0 T S R T R y+1 2
R I S St e Ty S T e E— 2 1 2 1
| I I 1 1 ] | I I 1 1 1 I I = 1- = - = —
T :/ I T T T y’+1 2 y’+1 2
| I i ] i i u I I I i i i I | 3 _ _ 3
VR < T T Ry [ S S S B U T B i t1=4oy=33
I JA R R . . . 1 1+ 1+ & |ponc gt (E) =33
""" R S ey A 11?7.‘:1?1? c) La fonction g est dérivable en Y4 eton a:
Y A S S R E T S (3 6(V/3)? 639
SRR LN TSP SR NN ST OSSO SO RO SO SO SO A g'(V3) = 2= 1¢ * 0
| I ] i i i I I I i i i i I | Sv—3 16
| I I I I i I I | I I i i I | ( 3 + 1)
_____ et A ..i.._....i._.|Doulafonction g~! est dérivable en%
T A T R S T 1 16
[ [ ; i i l [ [ \ I I i 1 | [ (g"l) ( ) 3
----- PR (SR R PO T 1 IR NN P R Sy SN P S R (\/—) 6V9
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Exercice 03

; — o =
f est une fonction tel que f(x) = x =

1) Vérifier que Dy =]2,+oo[

2)a) Calculer 5:1211 f(x)et interpréter le résultat géométriquement
b) Calculer xl_}H;lo f(x) puis montrer que la droite (A) : y = x est

asymptote oblique a (C;) au voisinage de +o

c) Déterminer la position de (Cf) et (4)

' _ 1
3)a) Montrer que Vx € |2, +oo[; f'(x) =1 + T

b) Dresser la table de variations de f
4) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «
dans |2, 3]
5) Montrer que f admet une fonction réciproque f~1définie sur un
intervalle J a déterminer
6) Calculer f(3) puis tracer(A) ; (Cf) et (Cf™1)
7) Montrer que f~lest dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2)
Solution :
1) xeEDfeVvx—-—2+0 etx—22>0
< x—-2>0

S x>2
Donc: Dj = ]2, +oof

1
2)a) limfx) = limx - ===~
Car: lim Vx -2 = 0*
Interprétation géométrique de 9551271 f(x) = -
La droite (D) d’équations y = 2 est asymptote verticale a (Cy)
1
b) lim f(x) = xljﬂox_m = +oo
Car: lim x = +ooet lim ! =0

xX—+00

x—too\[x — 2

Montrons que la droite (A) : y = x est asymptote oblique
a (Cs) auvoisinage de +o

i f00 - = limx - x
= lim — =0
x>+ \[x — 2
c) Déterminer la position de (Cf) et (4)
1
*  fx)—x = - <0
xX—2

Donc la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A)
Lron 1
3)a) Montrer que Vx € |2, 4+oo[; f'(x) =1+ L
1\’ U’ ' U’
Rappel : (—) =—— et VU =——
PP Uz 2\U

U

Soit x € |2, +oo[
1

fl)=1-—
Vx — 2
1
2x—2
b) On dresse la table de variations de f

=1+

, _ 1
OnaVx € ]2,4+[; f'(x) = 1+—2(x/ﬁ)3 >0
Donc la fonction f est strictement croissante sur |2, +oo|
X 2 + o0
f(x) +
+ 00

fx)
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4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution «a (D):x =2

dans |2, 3| 10 (cf! /
> La fonction f est continue sur l'intervalle [2; 3] |
> La fonction f est strictement croissante sur |2, 3|

c
» Etona: f(]2,3[) = ]lim f(x), lim f(x)[ = |—o0; 2 )
x-2% x—-3~
Donc 0 € f(]2,3]) 5

D’ou I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a € |2, 3] / ;

Interprétation géométrique 1 (D):y=2
La courbe (Cf) coupe I'axe des abscisse en un point unique ‘

d’abscisse a tel que a € |2, 3] <

5) Montrer que f admet une fonction réciproque f~!définie sur un 5 5 70

intervalle J a déterminer -;

> lafonction f est dérivable sur |2, +oo[ donc elle est continue |
sur]|2, +oof ,

> la fonction f est strictement croissante sur |2, +oo|
D’ou f admet une fonction réciproque f~! définit sur un -5
intervalle] etona: J = f(I)

J =) = (2, +oo) = |lim G, lim G0 |

= |—00; +oo[
6) Calculer f(3) puis tracer(d) ; (Cf) et (Cf~1) 7) Montrer que f~lest dérivable en 2 et calculer (f~1)'(2)
Ona f(3)=2 Ona f(3) =2
La fonction f est dérivable en 3 etona:

Construction de (Cf™1) f(3)=1+ ;3 _3 =0
Les courbes (Cf) et (Cf~1) sont symétrique par rapport a la droite 2v3 -2 2
(A):y=x D’ou la fonction f~! est dérivableen2 etona:

2
On a La droite (D) d’'équations y = 2 est asymptote verticale FH'e = % = ; =3
a (Cy) donc La droite (D) d'équations x = 2 est asymptote f13) 2

horizontale a (Cf1)
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|L1m1te finie ou infinie d'une suite Deflmtlon

a) Limite infinie

Exemple :

La suite (u,) définie sur N par u,, = n?
a pour limite +oo. En effet, les termes de la suite deviennent aussi | d'un certain rang et on note : nliTw u, = L.
grands que I'on souhaite a partir d'un certain rang.

Si on prend un réel a quelconque, I'intervalle ]a ; +oo[ contient tous

On dit que la suite (u,) admet pour limite L si tout intervalle

ouvert contenant L contient tous les termes de la suite a partir

les termes de la suite a partir d'un certain rang. Une telle suite est dite convergente.

it Définition :
Définitions :
- On dit que la suite (u,) admet pour limite +oo si tout intervalle Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.
JA; +oo[, Aréel, contient tous les termes de la suite a partir d'un Remarque :
certain rang eton note lim u, = +oo ) ) ) , ; )
n-—+oo Une suite qui est divergente n'admet pas nécessairement de

i . . . . limite infinie.
- On dit que la suite (un) admet pour limite —oo si tout intervalle

]—oo; b[, b réel, contient tous les termes de la suite a partir d'un Par exemple, la suite de terme générale (—1)" prend

certain rang et on note nlil:loo U, =— alternativement les valeurs -1 et 1. Elle n'admet donc pas de
Equivauta: nlgrnoo( —U,) =+ limite finie, ni infinie. Elle est donc divergente.

b) Limite finie c) Limites des suites usuelles

Exemple :

Propriétés :
La suite (un) définie sur N* paru,, =1 + 12 a pour limite 1.
n

i \ o o limn=+4c0 ; lim n? = +oo,

En effet, les termes de la suite sont autour de 1 a partir d'un certain |n—+x n—+co

rang. lim Vvi=+40 ; lim n? = +o ; p € N’

Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 1, tous les ot . "1 +

termes dela suite appartiennent a cet intervalle a partir d'un lim -=0; lim =0,
n-+ocon n-o+ocon

certainrang. R L, )

g e im —= ; im — = ; € *

n—+oo Vn n—+oo nP p
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Exemple

Z)ODeratlons sur les limites

allelte d'une somme

n‘i‘f‘w u, = L L L 400 —o0 | 400
lim v, = L' +00 —00 +00 —00 | —00
n—+oo

nl_i)l+noo u,+v, = L+L' 400 —00 +00 —oo | F.I.*

*Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

Exemple
lim n? + n = + o0?
n—-+oo
Carona: lim n?=+wet lim n = +oo,
n—+oo n—+oo
b)Limite d'un produit
lim u, = L L 0 0
n—4oo
lim v, = L' o0 o0 o
n—+oo
lim u,v, = LL 0 0 F.L
n—+oo T A
On applique la regle des signes pour déterminer si le produit est
+00 ou —oco.
Exemple
. i 2 —9
nl—lji-noo (\/T_l + 1) (n” +3) ="
lim — = 0 donc lim (i + 1) =1 et lim n? = +oo donc
n—>+oo\/_ n—-+oo Vn n—+oo
lim (n? + 3) = +
n—-+oo
D'apréslaregle ona lim ( Ly 1) (n?>+3) =+
n—-+oo \Wn
c)Limite d'un quotien
Jim u, L L+#0 L 0 0 0
dim v, L'+0 0 00 L e
llml—L2 L
oot B o “n 0 oy F.L F.L
On applique la regle des signes pour déterminer si le produit est
+00 ou —oo,

—oo etdonc lim —n? —3 = -

n—-+oo

= 4o donc lim —n? =
n—-+oo

2
lim ——=0
n-+oo —n“-3

D'apres la regle sur la limite d'un quotient
Remarque :

On retrouve, un principe sur les opérations de limite semblable
alaregle des signes établie sur les nombres relatifs.

Les quatre formes indéterminées sont

n” H 0

OO OO" "0 X 00

Exercice 01
Déterminer les limites suivantes :
a) lim n?-5n+1 ; b) lim n—-3Vn

n-+oo n—+oo
5n2+4 ,—
C) nl—>+oo 4n2+3n ! d) nl—l>l-l!loo = 2 \/ﬁ
Solution :
a)e lim n? = +wet lim -5n+1= -
n-+oo n-+o

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oco — 0",
e Levons l'indétermination en factorisant par le plus haut degreé :

5n 1 5 1
limn2—5n+1=limn2(1——+ )=limn2<1——+ )

n—+oo n—-+oo n2 n-+oo n?
. 5 1
eOr lim -=0et lim =0
n-+oco N n—>+oo n
5
Donc lim 1 —- —t = = 1 par limite d’'une somme Et lim n? = +o
n-+oo n—-+oo

Donc lim n (1 -+ ﬁ) = +oo par limite d’'un produit.

n—+oo
d4 lim n? -5n+1 = +oo.
n—-+oo
b)e lim n = +w et lim 3vn =+
n—-+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "oco — 0",

lim n— 3Vn = lim n(1—i)

n—-+oo n—+oo

Levons l'indétermination :
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«Or lim n =+ et lim 1 —-==1donc par limite d'un produit :

n—+oo n—+co Vn

lim n(l—i) =40 ,douona:
n—+oo Vn

lim n—3Vn =+

n—+oo

c)elim 5n2 +4 =+ et lim 4n? +3n =+

n—+oo n—-+oo
n o n

Il s'agit d'une forme indéterminée ="
e Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le
dénominateur par le monéme de plus haut degré :

4 4

5n% + 4 . n? S5t— St
lim ————= lim — X 3, = lim 3
n-+o0 4n? + 31’1 n—+o0 1% 4 + _n n—-+o 4 4 =

n
e Or lim iz = 0 donc lim 5 + — = 5 par limite d'une somme.
n-+4oc N n—+oo
On prouve de méme que : ll§rn 4 + -=4.
n—->—+oo
4
5+— 2

Donc, lim ';2 = ;. Etdonc: lim ot 5

n-+o 4+ no+oo 4n2+3n 4’

d)e lim Vn +2 = et lim Vn = +o

n—-+oo n—->+oo
Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — oo",

e Levons l'indétermination par la méthode de conjuguée

(Vs 2 ) (i 2 )

Jim Vo +2-vn= lim W 2+ vn
o - ()
note  m+2+yn
= lim nt2-n = lim 2
note nt2+yn note Vnt+2+Vn

e Or par limite d'une somme

lir+n Vvn+2++vVn =+
n—->+0oo
lim vn+2—-+n=0.

D’ou :
n—-+oo

Etdonc: nl_l)lpoo \/_+ \/_

Exercice 02
1
k(k+ 1)
1

k+1

Pour toutk € IN*, on pose Uy =
1) Vérifier que:(Vk € IN*); U, =
2) Pour toutn dans IN“on pose

Sn=U1+U2+"'+Un=ZUk

a) Calculer S,, enfonctionden
b) Déterminer la limite de S,
Solution :

1 k+l-k _ 1
k+1  k(k+1)  k(k+1)

1
1) Uk=;—

2) a)Pour toutn dans IN*on pose

1 1 N 1
nn+1)

Exercice 03
Pour tout n entier et n = 2,0n pose:

= (1-3) (1) % x (1)

1)Calculer m,, enfonction de n

2) Déterminer la limite de m,,
k=n

1
Autre écrituredem, est: w,, = 1_[(1 - —
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Exemple

Solutlon
1) 1l faut remarquer que 1 — k_12 — ("‘1’)(2’”1) Déterminer une limite par comparaison
1 Déterminer la limite lim n? + (—1)"
m=(1-g) < (1-3) < x(1-33)
2 3 n (-1)">-1 donc n?+(-1D)"=>n%*-1
2-1)(2+1 -1 1 -1 1
w, = ( 2+1) G B +1) X ... X (n Jn+1) Or lim n? — 1 = +o0 donc par comparaison
22 32 nZ n—-+oo
_1><3><2><4><3><5>< (n—Z)nx(n—l)(n+1) nlj)IPwn + (—1)" = +oo.
=92 XT3z " Tgz XN m_1) n? -
Théoréme 2 :

1 (n+1) n+1
T =35 X ( - ) == Soit (un) et (vn) deux suites définies sur N.
2 i . n+1 Si, a partir d'un certain rang, u,, > v,, et nl_l)rgo u, = —oo

im m, im ——

noteo " note 2m Alors llr+n v, = —oo,
n-+oo
n(1+3)
= lim 2—" b)Théoréme d'encadrement
n—+oo n
141 . Théoreme des gendarmes :
= nl_i)r+noo > = 5 (un), (vn) et (wn) trois suites définies sur N.

.1 Si, a partir d'un certain rang, u,, < v, <w,, et
Car lim - =0 ap & Un n n

n—+oon
lim u,, = lim w, = Lalors lim v, = L.
3)Limites et comparaison note note note
Exemple

a)Théoréemes de comparaison

sinn

Déterminer la limite lim

Théoréme 1 : noteo M inn 1
Ona:—-1<sinn <1,donc: ——< <-
Soit (un) et (vn) deux suites définies sur N. ) ) non
Or: lim —-= lim -=0
Si, a partir d'un certain rang, u,, < v, et no+tw N potool _
Donc d'apres le théoréme des gendarmes lim =2=-0
lim u, = +ooalors lim v, = +oo. no+co M

n—-+oo n—-+oo
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4)Suites majorées, minorées, bornées

Définitions :

- La suite (un) est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout
entierne N, u, < M.

- La suite (un) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout
entierne N, u, > m.

- La suite (un) est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple
- Les suites de terme général cos n ou (—1)™ sont bornées car

minorées par —1 et majorées par 1.

- La suite de terme général n2 est minorée par 0.
5) Suite croissante-décroissante

Propriété 01 :

U,.1—U,>0=(U,) est coissante
U,.1—U,<0=(U,) estdécoissante

U,.1 — U, =0>(U,) est constante

Propriété 02 :

(U,) est coissante alors (Vn € N); U,, = U,
(U,,) est décroissante alorsvn € N; U, < U,

Exercice 04
Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n par
Uy =§un + 2 etuy = 2.
1)Démontrer par récurrence que la suite (u,) est majorée par 3.
2) Etudier la monotonie de la suite (ux)
Solution :
1)Démontrer par récurrence que la suite (u,) est majorée par 3.
» Pourn=0ona u,=2<3
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,

Supposons que u, < 3 etmontrons que u,,; < 3.
Ona u, < 3donc§un <§>< 3
1 1 \
etdonc;un+2 <3 X 3+2=3.; dou u,, ;<3
D'apres le principe de récurrence,ona: (VvneN); u, <3
2)Soit n un entier naturel,

1 1 2
Uy — U, = §un+2—un=(5—1)un+2=—§un+2
2 3 2
=—3Wn—2x5)=—o(u,—3)

2
u,<3=u,—3<0 =>—§(un—3)>0=>un+1—un>0
Donc la suite (u,) est croissante
6)Convergence des suites monotones

- Si une suite croissante et majorée alors elle est convergente.

- Si une suite décroissante et minorée alors elle est convergente
Exercice 05

la suite (un) définie tel que ; Vvn € N; u,,.; =./2u, +3 et uy, = 1.

1) Montrerque: (VneN); 1< u, <3

2) Montrer que (un) est croissante

3) Déduire que (u.) est convergente

Solution :

1)Démontrer par récurrence que (vin e N); 1< u, <3

» Pourn=0ona 1< u,;=1<3, donclaPVpourn=0

» Soit n un entier naturel,

Supposons que 1< u, <3 etmontronsque 1< u,,; <3.

Considérons la fonction f: x — +/2x + 3 sur l'intervalle [1; 3]

Ona f est dérivable sur [1;3] et f'(x) = 2\/21? >0

Donc la fonction f est strictement croissante sur [1; 3]

1<u,<3 = f(< f(u,) <fB)=V5<2u,+3 <3

= 1< u,,;<3 ; car 1<+/5
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D'apres le principe de récurrence,ona: (vneN) 1< u, <3
2)Soit n un entier naturel,
2u, + 3 — u,?

Uy — U, = J2u, +3 —u, =
J2u, +3 +u,

_—u,” +2u, -3

- J2u, +3 +u,

_ —(u, — 1)(u, — 3)

B J2u, +3 +u,

1< u,<3 donc:

Ona :
1<u,<3=>u,—-1>0etu,—3<0ety/2u,+3 +u,>0
—(u,—1(u, -3
I G DOk

J2u, +3 +u,

Donc la suite (u,) est croissante

3) (un) estcroissante et majorée par 3 donc convergente.
Exercice 06

Soit ke IN avec k> 2:

1 1
—_ <
1) Montrer que 2 = Gk

1 1 1

(k-Dk k-1 k
3) Soit (U,),cny-une suite n tel que :
. 1,1 1 1
(VvneN*): U, = 1+§+§+4_2"'+ﬁ
a) Montrer que la suite (U,),cy- €st croissante
b) Montrerque:Vne€IN*; U, <2 _

n
c) Déduire que la suite (U,),cn: €St convergente

Solution :
1)Soit ke IN avec k> 2:
1

k-1<k=kk-1)<k*=5<
k k(k—1)

2) Vérifier que

; ou bien la différence

_k-(k-1) _ 1

11
2) k-1 k k(k-1)  k(k-1)

3) Soit (U,),cy+une suite n tel que:
. 1,1, 1 1 1
(vn € N*): Un=1+2_2+§+ﬁ"'+ﬁ= Zl:lﬁ

a) Montrons que la suite (U,),cy+ €st croissante

Soitn € N*
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 .
Uy,i1— U, =—=>0 ;donc (U,),en* €Stcroissante

(n+1)2
b) Montronsque:vVn€ IN*; U, <2 1

n

Soit: k> 2 ona % Sk(k—l) etona k(k_1)=ﬁ—%, donc:
11 111
22 " (2-1)x2 2-1 2 2
1 1 1 1 1 1
32 " 3-1)x3 3-1 3 2 3
1 1 1 1 1 1
42 "(4-1)x3 4-1 4 3 4
1 < 1 _ 1 _ 1
m-1?% " (m-2)xn-1) n-2 n-1
1 1 1 1

— < — __
n " (nmn-1)xn n-1 n
On somme les inégalités terme a terme on trouve que :

1+1+1 +1<1 1
22 32 4277 o n
D 1+1-|-1+1 +1<2 1
onc: atgta-tzs -

Donc : (vneN*): U, <2 —%
c) En déduire que la suite (U,,),cy* €St convergente
Ona: (Vn € N*): Unsz—%donc (VmeN*): U, <2

Donc (U,) ey €St majorée par 2 et comme (U,,),cy-€st croissante
donc elle est convergente
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7)Comportement a l'infini d'une suite géométrique b)Limite d‘une suites géométrique
a)Rappel Activité
Définition : Une suite (u») est une suite géométrique s'il existe un  |1) Soit a un réel strictement positif
nombre q tel que pour tout entier n,ona: u,,; = q X u,,. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n,on a:
Le nombre g est appelé la raison de la suite. (1+a)™ =1+ na. (Inégalité de Bernoulli)
Exemple 2) Montrer que : si q unréel tel queq > 1
La suite (u.) définie par alors nl—i>IPoo q" =+ (Poser g =a + 1)
Uy1 = —3u, etuy =5 estune suite géométrique de raison -3 et de|3) Montrer quesi—1 <g<1; lim ¢g" =0
premier terme 5. — S
- Propriéte :
Proprieté : _ , o _ _ q qg<-1 -1<q<1 q=1 q>1
(un) est une suite géométrique de raison q et de premier terme u,,. lim g pas de limite 0 1 T
Ona; (VneN); wu, =uyxq". n-oo
Exemple Démonstration
Pour la suite précédente, on a, pour toutn: u,, = 5 x (—3)". > Onsuppose que q > 1,
Exercice 07 alors on peut poserq = a + 1 aveca > 0.
Soit (U,) une suite tel aue : q"=1+a)"=>1+na (d’apres inégalité de Bernoulli)
nonell s qz ' Orlim 1+ na = +o cara > 0.
VnelIN: Un+2=_Un+1—_Un et U0=1, U1=2 n-oo . 3 . . .
& E Donc d’apres le théoréme de comparaison : lim gq" = +oo.
Pour toutn € Nonpose:V, =U,,1 — U, ] _ . n-oo
1) Monter que (V,,) est une suite géométrique et préciser ses > Siq=1 alors 1111_)1?0 q =
caractéristiques > Siqg=0 alors 11111510 q' =0
2) Calculer V,, en fonctionden > Si—-1<q<1,et q+0,
Solut.lon: Donc |q| < 1 donc 151
1)Soit n€ IN;ona: ) Iql
5 2 1 _
Virr = Upiz = Upyq = 3 Uni1 — 3 Upn—Upni1 Donc on peut poser lql 1ta
5 2 2 2 2 2 Donc(1)"=-+* —(1+a)">1
- <__1)Un+1 —-sU,=5U0,4,—35U, = _(Un+1 - U") =2Va one (lql lqI™ ( * a) =1+na,
3 3 3 3 3 3 1
: A : 2 . Donc 0 < [gq|" <
Donc la suite (V,,) est géométrique de raison q = S et de premier 1+na
donc lim [g|" =0
termeV, avec :Vy=U; - Uy =1 n—>+oo|q|

n n donc lim q" =0
2)Soit n€INona; V,=Vyx ()" = (g) donc V, = (g) e 1
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Donc: lim (—) -1=

n—-+oo

Or lim 3" =+4o car3 > 1

n—-+oo

Prof Fayssa Site web wwwelboutkhllljlmdofree com
Exemple

La suite de terme général —5 x 4"
a pour limite —co car lim 4" = +oo0,

= e N 2\
c) Somme des termes d’une suite géométrique Donc par limite d'un produit : nlerOOB" ((E) - 1) =
Propriéteé : Soit: liT 2" — 3" = —o0
n—->—+0o

n est un entier naturel non nul c) On reconnait les n premiers termes d'une suite géométrique

et une suite géométrique de raison q et q un réel différent de 1 etet

p un entier telque 0 < p <n,alorsona:
1_qn—p+1

. 1 .
de raison et de premier terme 1. Donc:

oo o)) )

n+1
Or lim (%) =O,(car—1<%<1)

n—-+oo

> Sp=U,++U,=U,

Donc: lim 1 — (%)n+1 =1.

n—-+oo

Exercice 08

Déterminer les limites suivantes : Etdonc: lim 2 (1 _ (%)nﬂ) = 2.
i (_z)n b 1 on _3n. i 1+= 1 n (1)2 N (1)3 n o (1)11 n-+oo ) 3 N
) = ) Jim ;O im1+2+(3) *(2 2) o, lim1+2+(3) +(3) .+(5) =2
n—+00 2 2

Solution :
a) (—2)" est une suite géométrique de raison -2 strictement
inférieure a -1.
Donc (—2)™" ne posséde pas de limite.

=2)"

Exercice 09

(SF+m2 )

Montrer la suite (U,) est convergente et déterminer sa limite

(Up)nss une suitetelque (vn>5):U, =

Etdonc lim — n'existe pas. Solution :
n—-+oo
b) s lim 2" = +wet lim 3" = + Soit n un entier tel quen > 5
n—+0 n—+0 _|=D™ | sin@?) 1 1 1 1 1 _1
Il s'agit d'une forme indéterminée du type c0-c0 ; Levons Ona: -—=+——|<-+- etona n=25=_<_-=>_-</
n n _ : 2
'indétermination : 2™ — 3™ = 3" (Z—n - 1) = 3" ((E) - 1) Donc |EV° 4 sin@D) 1 1 1,13
3 3 n 2 n 2 4 2 4
Or lim (E)n = 0, car (E)n est une suite géométrique de raison > (D" | sin(m?) \" 3 \"
Jim (5) = 0.car (5)" estune suite géométriqu s [pone (42 ) < (5)

_ 2 n
avec—1 << 1. D'ou lim (3) =0 donc lim U,=0

n—+oo n—-+oo
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8)Suite (V,,) tel que V,, = f(U,) Solution : les question 1) et 2) sont déja montrer dans Ex 05

Activité : Considérons la fonction définit sur [1; 3] par f:x — vV2x + 3
Soit f la fonction définie par : f(x) = Sx+2 o festcontinue sur l'intervalle [1; 3] car elle est dérivable ....
e F(1:3D = [FQ; F3)] = [V5; 3] < [1;3]

u, =1¢€(1;3]
1) On pose: (Vn € N); V,, = f(U,,) ; écrire V,, en fonction de U, e La suite (un) est convergente
2) En déduire V,, en fonction de n Alors la limite de la suite (u,) estL la solution de

2) Calculer lim U, et lim V, ; conclure I'équation f(x) =x

n—-+oo n—-+oo
3) Si lim U, = let (V,) une suite tel que V,, = f(U,) fO=xeoV2x+3=x<2x+3 =%
T : . o = x*-2x-3=0
Déterminer la limite de la suite (V,,) et énoncer le théoréme _ _
=x=1loux=3

Propriété : Et on a la suite (u,) est croissante donc la limite est 3
On considére La suite (V,) définie par: (vn € N); V, = f(U,) Exercice 11

Si la fonction f est continueen let lim U, =1 f définie sur IR par: f(x) = —

et (U,) une suite tel que U, = %

n—+oo J1+x2
Alors  lim V, = f(l) 1)a-Montrer que: (Vx € R*): f(x) < x.
9)La suite (U,) liée a une fonction f, b-Montrer que f est strictement croissante sur IR*
Propriété : 2) On consideére la suite (u,) définie par:
f une fonction définie sur un intervalle 1 Uy = 1/2 Etu, ., = f(u,) pour toutn € N
et (U,) une suite définie par a-Montrer que: (vn € N) ;0 < u, < 1.
(VvneN); Upyq = f(Uy) et Ug €1 b-Montrer que la suite (u,,) est décroissante.
et (U,) la suite tel que: U,y = f(U, ) ; si c-En déduire que (u,) est convergente puis déterminer sa

> fest continue sur l'intervalle I limite

> f(h)cl Solution :
» Lasuie (U,) estconvergente 1) a) Soit x € R*

Alors la limite de la suite (U,)) estL la solution de FlO) —x = x X
I'équation f(x) =x V1 + %2
Exercice 10 x—xV1 + 22
(un) définie la suite tel que ; (Vvn € N); u,., = \/m et u, =1. V1t x2
1) Montrerque: (VneN); 1< u, <3 X2 — NI T 22

2) Montrer que (un) est croissante

C (x+ V1 F 2DV F 22
3) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite ( )
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=X+ xP)
(x + xvV1 + 22)V1 + x2
X2 — x2 —
(x4 xV1+ VI F 22
—x?
= <0
(x + xvV1 + x2)V1 + x2
Donc: f(x) —x<0; D'ou:
b) Soit x € R*
(1 X VI +a2) — (x X —=)

2/ 14x2
2
V1 + x?

2
V1+a% — =
v 1+x2

1+ x?
JIZ 22
V1+2?

1+ x2
(1 + x?) — x?

A+ x2VIT 2
1

f(x) =

= >0
(1 + x2)V1 + x?

(VxeR"):f(x) <x

Donc la fonction f est strictement croissante sur IR*
3)a) Démontrer par récurrence que (vineN); 0< u, <1

> Pourn=0ona 0< u,=1/,<1

La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,

Supposonsque 0 < u, <1etmontronsque 0< u,,; <1.
On sait que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle

[0;1] et 0< u, <1, donc;

1< u,<3 = f(0)< f(u,) <fQ1)
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=0 < U,y <1/,
= 0< u,,<1 ; car 1/, <1

D'apres le principe de récurrence,ona: (vneN) 0< u,<1

b) Soit n un entier naturel,

Ona: (Vx € [0;1]): f(x) < x, d’apres 1)a)

et u, € [0;1] d’apres 3)a)

Donc on pose x = u,,ontrouve f(u, <u,
Donc : u,,, < u,;doulasuite (u,) estdécroissante

c) la suite (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle est

convergente.

e La fonction f est continue sur I'intervalle [0; 1] ; car elle est
dérivable sur [0; 1]

o £([0;1]) = [F(0); F(D] = [0;1/5] < [0;1]

e u,=1/,€[0;1]

e La suite (un) est convergente

Alors la limite de la suite (u,) estL la solution de

I'équation f(x) =x

f)=x=flx)—x=0

—x*

= =0 ; car f(x)—xdéjacalculé
(x+ V1t 2Vt / g

= —xt=0
Sx=0

Donc la limite de la suite (u,) est 0
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Déterminer les limites suivantes :

. 2 _ . . _ . 5n%+4
a) nllrJrr‘lwn 5n+1 ; b) nllﬂon 3Vn ;) l lim
" L ose(E) o _an
d) nl—l>r-{!lool + ( ) ; e) nl_l)I_go 1_@11 D) nl—l>l-|!loo 2" -3

Exercice 02
Soit la suite (u,) tel que u,,,; =2u, +3 et u, =0 avec
1) Montrerque: (VneN); u,>n

2) Déduire la limite de (un)

Exercice 03

Soit la suite (u,) définie par (vn € N): u,, .4 = %un +2 et uy,=2.
1) Montrer que ;(Vvne€N) u, <3
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente
3) En déduire que ;(VneEN) : u, =2
4) Pour tout n dans N on pose : v, =u, — 3
a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

b) Exprimer v,, en fonction de n
c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)

5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v,+ - +v,1+7V,

Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

6) Pour toutndans INonpose : T, =uy+u;+-+u,_1+u,

Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)
Exercice 04

Soit (U,,) une suite tel que: Yvn € IN: U, .1 = 30n

21+Up,

etUpy=1

1) Montrer que; VneN; U, >0

2) Montrer que ;Yne€N; U, .1 < % U,

3) En déduire la monotonie de (U,,)

4) MontrerquevVne N;0< U, < (%)" et calculer la limite de(U,,)
5)Onpose:VneN: V, = m , calculer la limite de (V,,)

n €IN

Série 04 :

Exercice 05
(Vn € IN ), U1 =1-—
1) Montrer que ;(Vvn € IN ): u, > -2

2) Etudier la monotonie de (u,,) et dedulre qu’elle convergente
3) Pour tout n dans IN on pose : v,

9
— et uy,=1

(u,) une suite tel que : —

Uy +2

a) Monter que (v,) est une suite arithmétique

b) Exprimer v, et u, en fonction de n et déterminer limu
Exercice 06

(u,) 1a suite définie par: uy =3 et ("R €N) : u, 4 = 8Sln+—21)
1) Montrer par récurrence que: (vn € N) ;2 < u, < 4.

2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente

Un—4
3) Pour tout n € N, on pose: v,, = 7

a)Montrer que la suite (v,) est géométrique
b) Exprimer v, et u,, en fonction de n et déterminer lim u,

n—-+o

4) a) Montrer que:(Vvn € N); 4 —u,,; < 2(4 —-u,)
n
b) En déduire que:(Vn € N); 4 —u, < G)
c) Déduite une autre fois lim u,.

n— 1 00

Exercice 07
f une fonction définie sur IR* par: f(x) =
1)a) Montrer que: (Vx € RY): f(x) < x.
b)Montrer que f est strictement croissante sur IR*
2)Soit la suite (u,) définie par: u, = 1/2 et u,,., = f(u,)

X

v1+x2

a) Montrer que: (vn e N);0 < u, < 1.

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

c) Déduire que (u,,) est convergente puis déterminer sa limite
Exercice 08

(un) la suite tel que ; (Vvn € N); u,.,; =/2u, +3 et u, =1.
4) Montrer que: (VneN); 1< u, <3

5) Montrer que (un) est croissante

6) Déduire que (un) est convergente et déterminer sa limite
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Exercice 01
Déterminer les limites suivantes :

i 2 _ - ; _ . 5n%+4
a) nlllfloo n -5n+1 ; b) nlllPoon 3vn ; ©) l lim o
" . 5+6(3) S
d) lim 1+ (-3) 5 e Jim = T f) lim 2" -3
Solution :
a)e lim n? = +wet lim -5n+1 = —o
n—+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — 00",
 Levons lI'indétermination en factorisant par le plus haut degré :

. ) . 5 5n 1
Iimn“—-5n+1= limn (1——+—)
n—-+oo n—+oo n2 n2
. ) 5 1
= limn (1——+—2)
n—+oo n n
«Or lim 2=0et lim %—0
n-+oco N n-+co N

5 1 ’
Donc lim 1 —- t—5= = 1 par limite d’'une somme Et lim n? = +o
n—+oo n n—-+oo

Donc lim n (1 -+ ﬁ) = +oo par limite d'un produit.

n-+oo
d4 lim n? -5n+1 = +oo,
n—-+oo
b)e lim n = +w et lim 3vn = +o
n—+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "co — 0",
lim n—3vVn = lim n(l —i)
n

n—-+oo n—-+oo
n 3
= limn 1——(\/_) = limn(l——)
n—-+oo n\/ﬁ n-+oo \/ﬁ

Levons l'indétermination :

«Or lim n =+ et lim 1—- = 1donc par limite d'un produit:

n—+oo n—+oo Vn
] 3
Jim n(1-5) =+
dou ona: lim n—3Vn =+

n—-+oo

+o0 et lim 4n?% + 3n =+

n-+o

c) » lim 5n% +4 =
n—>+0oo

Il s'agit d'une forme indéterminée ="
e Levons l'indétermination en factorisant le numérateur et le
dénominateur par le mondme de plus haut degré :

4
5n% + 4 . on? S5+—
im ——— im X
notoodn? + 3 noteon? 4 + i_'z‘
5+ —2
= lim =
note 4 +-
e Or lim iz = 0 donc llm 5 + — = 5 par limite d'une somme.
n-+oco N n->+oo
On prouve de méme que : ll{rn 4 + -=4,
n——+oo
5+ s 5n2+4 5

Etdonc: lim — .
n-+oo 4n +3n 4

. 2
Donc, lim o=
n-+oo 4-+; 4
n
n—-+oo

d) lim 1+ (— %)

n
Ona lim (—%) =0,Car—1<—%< 1.

n—-+oo

Donc lim 1+ (g)n = 1.

n—-+oo
n
5+6 @
o
3
n
ona lim (%)’ =o0,car-1<><1.
n-+o \3 3
2 n
5+6(=
Donc lim (23),, _ 36X0 _ g
n-+oo 1_(5) 1-0
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f)e lim 2" = 4ooet lim 3" = +oo
n-+oo n—+oo

Il s'agit d'une forme indéterminée du type -0 ; Levons

lindétermination : 2" — 3" = 3" (z—: - 1) = 3n ((%)" - 1)

n
Or lim (g) — 0, Car —1 <§< 1.

n—-+oo

Donc lim (z)n -1=-1.

n—-+oo

Or lim 3" =+4o car3 > 1

n-+oo
Donc par limite d'un produit: lim 3" ((Z)n — 1) = —00

n-+oo 3
Soit: lim 2" — 3" = —oo,
n—-+oo

Exercice 02

Soit la suite (un) définie pour tout entier naturel n par
U1 =2u, +3 et uy =0.
1) Montrer que: (VneN); u,>n
2) Déduire la limite de (un)
Solution :
1) Montrons par récurrence que: (VvneN); u,>n
> Pourn=0ona u,=0=>0
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,

Supposons que u, = n et montrons que u,,; =n-+1.
Ona u, = ndonc2u, = 2n
etdonc 2u, + 3 = 2n + 3.
dou u,,;=>2n +3
etona2n +3-n+1)=n+2=0
donc 2n +3=(n+1)
Doncu,,; =2n+1
» D'apres le principe de récurrence,ona (Vvn e N); u,=>n

2)Ona:(VneN); u,=>net limn=+oo

n—-+oo
Donc lim u, = +o

n—+oo

Exercice 03

Soit la suite (u,) définie par (vn € N): u, .4 = %un +2 etuy=2.
1) Montrer que ;(VneN) u, <3
2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente
3) En déduire que ;(VneEN) : u, =2
4) Pour tout ndans N on pose : v, =u, —3

a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

b) Exprimer v,, en fonction de n

c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v,+ - +v,1+7V,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

6) Pour tout ndans IN onpose : T, =ug+u;+--+u, 1+u,

Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)
Solution :

1) Démontrer par récurrence que la suite (u») est majorée par 3.

» Pourn=0ona u,=2<3
La propriété est donc vraie pour n =0

Soit n un entier naturel,
» Soit n un entier naturel,

Supposons que u, < 3 et montrons que u,,; < 3.
1 1
Ona u, < 3donc§un < X 3
1 1 N
etdonc;un+2 <3 X 3+2=3.; dou u,,;<3
D'apres le principe de récurrence,ona: (VvneN); u, <3

2)Soit n un entier naturel,

1 1 2
Uy — U, = Eun+2—un=(E—l)un+2=—§un+2

2 3 2
=—3Wn—2x7)=—-5u,-3)
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u,<3=u,—3<0 =>——(u -3)>0=>u,,;—u,>0

Donc la suite (u») est croissante

On a la suite (un) est majorée par 3 et croissante donc elle est
convergente

3) En déduire que ;(VneN) : u, > 2

On a la suite (u,) est croissante donc (Vvn € N) : u,
4) Pour tout ndans N on pose : v, =u, — 3

a) Monter que (v,,) est une suite géométrique

Soit n un entier naturel,

2u0=2

Un+1 = Upt1 — 3

1
=§un+2—3

1
=§un—1

1

= E(un -3)
1

:§vn

Donc la suite (v,,) est géométrique de raison q = % et de premier
terme v =uy;—3=2-3=-1
b) Exprimer v,, en fonction de n

. L . 1 .
On a la suite (v,,) est géométrique de raison q = S et de premier

terme vy = —1
Donc v, = vy X ()"
Donc v, = —(%)"

c) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
Onav, =u,—3
Doncu, =3 + v,

Doncu, =3 — (%)”

lim u, = lim 3 — (3) =3

n—-+oo n—-+oo

Car nliTm (%)n =0

5) Pour tout ndans IN onpose : S, =vy+v+ -+ V,_1+V,
Calculer S,, en fonction de n puis préciser la limite de (S,,)

L 4 4 = - 1 -
On a la suite (v,,) est géométrique de raison q = et de premier

terme vy, = —1
_(l)n 0+1
Donc §,, = vy X iT
3
1 n+1
1—(=
Donc S, = -1 X (3‘2)
3
1 n+1
Donc §,, ——(1 (5)
lim S, li 3 1- n+1 3
‘n—l>l-|¥100 a n—l>11100 B E - E
. 1 n+1
Car lim (7)) =

6) Pour tout ndans IN onpose : T, =uy+u; +--+u,_1+u,
Calculer T,, en fonction de n puis préciser la limite de (T,,)

Onawu, =3 +v, donc:

T, =uy+uy+--+u,1+u,
=3+vg+3+vy+---+3+v,1+3+v,
=3+3+-+3+3+vyo+tvi+--t+v,1+v,
=3n+1)+S,

—smsn-3(1-(3) )

3 1 n+1
lim T, = lim 3(n+1)——< —(5) >=+oo

n—-+oo n—-+oo

Car lim3(n+1)=+x et lim §,, =—-

n—-+oo n—+oo
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Exercice 04

Soit (u,,) une suite tel que:

(VmeN):u,,, =

1) Montrer que; (vineN) ; u, >0

Uy

21 +u,

etU():l

2) Montrer que ; (VR € N); u,,1 < % U,

3) En déduire la monotonie de (u,)

4) Montrer que (Vn € N) ;0 < u, < (%)"

puis calculer la limite de (u,,)

5)Onpose: (vneN): v, =,/9 - 2u, ,

Calculer la limite de (v,,)
Solution :

1) Pourn=0ona us=1>0

donc la proposition est vraie pourn=20

» Soit n un entier naturel

Supposons que u,, > 0 et montrons que u,,,.; > 0.

3u,

Fona: Upy =i
n

Etona: u,>0

donc 3u,, >0 et 21+u, >0

3U,
214U,

>0

Donc

Doncu,,; > 0.

» D'apres le principe de récurrence,ona Yn € N: u,, > 0

2) Soit n un entier naturel,
1ére méthode : (1a différence)
1 3u, 1
Upi1 — 7un = 21—_|_un 7un
_ 7 x3u, — (21 + uy)u,
21+u,

21u,, — 21u, — u?
21 +u,

_u%

" 21+u,

<0

1
Doncu,,.1 — - Un <0

. 1
D’ou (Vn € N); u,., < - Un

2 eme méthode : (I'encadrement)

Ona:u, >0 donc 21+ u, =21

Done: — 1 <« L
21+u, 21
DonC'L<i
21+u, 21
DonC';<1
21+u, 7
Donc : Stk <1u caru, >0
21+u, 7 o n

1
D'ou: u,. < py
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3)Soitn e N

1
ona: un+1S7un et u,>0

1
Donc : u, ., < 7un <u,

Donc : u,,; <u,
Donc la suite (u,,)est décroissante
1) Montronsque: VnEN; 0 <u, < (%)"
Ona: (Vn € N); 0 < u, il suffitde montrer que u,, < (;)"
1¢re méthode : (par récurrence)
N
» Pourn=0ona uy,=1< (;) =1
La propriété est donc vraie pour n =0
» Soit n un entier naturel,

1 n 4 n
Supposons que u, < (;) montrons que U, ; < (E) .

1n\" 1 1 n+1
Ona u, < (;) donc S (;)

. . - 1
Et on a d’aprés la question précédente u,, | < S Un

1 1 n+1
Donc u,,; < - Un < (;)

1 n+1
D'ouw: u,,, < (7)

> D'apres le principe de récurrence,ona (vn € N); u, < (%)"

2éme méthode :
1
Ona; (VneEN): u,,; < - Un
1
Pourn=0ona:u; < - Uo

1
Pourn=1ona:u, <-u,
7

1
Pourn-2ona:u,_; < SUn—2
1
Pourn-lona:u, < S Un-1
On multiplie les inégalités terme a terme car sont positives, on

1 1 1 1
trouve: uy X Uy X ... XU, XU, < ZUg X DUy X o X DUy g X DUy
NP 1
C-a-dire: u, < ()"
N 1
D'ou (VneN);0<u, < (;)"

Déduite lim u,,.
n—+oo

n

1
Ona: (VnEN);0<unS(y)

n

1 1
Etona: —-1<-<1 donc Ilim (—) =0

7 n—+oo

p r4 r4 N : = n - 0
n—+oo

5)On pose: (Vvn e N): v, =,/9 — 2u, , calculer la limite de (v,))
Ona:v, =,9-2u,=f(u,) telque f:x — V9 —2x

On a la fonction f est continueen 0 et lim u, =0
n—-+oo

Donc lirP v, = f(0)=v9=3
n—>+oo
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Exercice 05
9

(u,) une suite tel que : (Vn € IN ), U1 =1-—

Up+
1) Montrer que ;(vn € IN ): u, > -2
2)Montrer que (u,) et convergente
1
Up+2

3) Pour tout ndans IN on pose : v, =

a) Monter que (v,,) est une suite arithmétique

b) Calculer u,, en fonction de n puis préciser la limite de (u,,)
Solution :
1)Démontrons par récurrence que (Vn €IN ): u, > —2
» Pourn=0ona uy,=1> -2
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel,

Supposons que u, > —2 et montrons que u, ;> —2.

Upg +2=1— +2

u, +5
9
_un+5
_ 3w, +5)-9
B u,+5
_3u, +6
- u,+5
_ 3(u, +2)
 u,+5
Onau, > -2 donc u,+5>3donc u,+5>0
Etonau, > -2 donc u,+2 > 0donc 3(u,+2)>0

3(up+2
l)onc.j_i_l
unp+5

> D'apres le principe de récurrence,ona: (vn € N); u, > —2

>0 donc u,,;+2>0donc u,, >-—-2

et up=1

2) Soit n un entier naturel,

Upyg — Up = 1_un+5_un
u,+5-9—-u,(u, +5)
- u,+5
_ —4-uj —4u,
B u,+5
_—(uﬁ+4un+4)_—(un+2)2<0
u,+5 u,+5

Donc: u,;1—u,<0
Donc la suite (un) est décroissante

la suite (u,) est décroissante et minorée par -2 donc elle est

convergente
3)a) Monter que (v,,) est une suite arithmétique
1 1
Vat1 = Va T U2 u,+2
1 1
- 3(up+2) u, + 2
up+5
u,+5 3

“3(u,+2) 3(u,+2)
U, +5-3 u,+2 1

~3m,+2) 3w,+2) 3

i - . 1
Donc (v,,) est arithmétique de raison r = setve =

b)Soit n un entier naturel,
. . - . 1
la suite (v,) est arithmétique de raison r = 3 etvo

Donc v, = vy +r(n—0)

1
up+2

3

1
3
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. 3
lim —=0
n-+oo 14+n

. 3
limu,= lim ——-2=-2 ;car:
n—-+oo n—-+oo 140

Exercice 06

8(u,—1)
Unp+2

(u,,) la suite définie par: uy =3 et (VvRneN) : u, ., =

1) Montrer par récurrence que: (Vvn € N) ;2 < u, < 4.

2) Etudier la monotonie de (u,) et déduire qu’elle convergente

Un—4
3) Pour tout n € N, on pose: v,, = ﬁ
o

a-Montrer que la suite (v,) est géométrique

b- Exprimer v,, et u,, en fonction de n et déterminer lim u,,
n—+oo

4) a-Montrer que:(Vn € N); 4 —u,,,; < 5(4 —-u,)
4 n
b-En déduire que:(Vn € N); 4 — u,, < (E)

c-Déduite une autre fois lim u,.
n—-+oo

Solution :
» 1)Pourn=0ona 2 <uy;=3<4 donclaPVpourn=0

»> Supposons que 2 < u, < 4etmontrons que 2 < u,,; < 4.

8(u, —1)
-2 D, 8(u, — 1)
u, +2 R I T
u
_8(u,—1)—2(u, +2) 8(u —113—4(u +2)
= n n
un+2 = u., +2
n
_6u,—12  6(u, —2) _4u,—16  4(u, —4)
un+2 un+2 N un+2 B un+2

Ona u, > 2 Etonau, <4
Donc u,, —4 <0

donc 4(u, —2)<0

doncu, +2 > 4
Donc u,+2>0

Etu. > 2 Etu,+2>0;
u, ’
donc 2% 5 ¢

doncu,—2>0 Up+2
Donc 6(u, —2) >0 Donc u,,; —4<0

6(u, — 2) Donc u,,, <4
Donc: ———>0

u, +2

Doncu,,; —2>0
Doncu, ;> 2.
dou 2 <u,,; <4

» D'apres le principe de récurrence,ona Vn e N:2 < u, <4
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2) Soit n un entier naturel,

8(u, - 1)
Up1 — Uy = w. + 2 — Uy
n

_8(u, — 1) —u,(u, +2)

u, +2
8u, — 8 —u? - 2u,
N u,+2
_ —(up —6u, +8) —(u,—4(u,—2)
B u, +2 B u, + 2

2<up 1 <4=>wWw,—4)<0et(u,—2)>0 et(u,+2)>0
_(un - 4’)(un - 2)
=
u, +2
Donc: u,,1—u,>0
Donc la suite (u,) est croissante
la suite (u.) est croissante et majorée par 4 donc elle est

>0

convergente
3)a) Monter que (v,) est une suite géométrique
4(up—4)
Doy = Up+1 — 4 _ un+—2
Upi1 — 2 M
Up+2
4(u, — 4)
" 6(u, —2)
4(u,—4) 2
“Su,—2) 3"
Donc (v,,) est géométrique de raison q = get vy = ZZ:: = _Tl =-1
c) v, en fonction de n
La suite (v,) est géométrique de raison q = get vy =-1

Donc v, = vy X (q)"*°

()

* U, en fonction de n
u, —4

v, s>v,(u,—2)=u,—4

u, — 2
> Uu,v, — 2v, —u, = —4
>u,(v,—1) =2v,— 4

2v, — 4
=>un=—v 1
n

« la limite de la suite (ux)

2 2
On a: —1<§<1 donc lim (§) =0

n—-+oo
23 e o
D'ou: limu, = lim 2(#=u=4 :
n—-+o n—>+oo (5) -1 -1
4)a) Soit n un entier naturel,
1ére méthode : (1a différence)
4 44 -u, 4
4_un+1_§(4’_un) =un—+2n_§(4_u")
1
( u")(un +2 5
_ a4 5—-u,—-2
=40 - w5 )
_ 4'(4' - un)(3 - un)
u, +2

On a la suite (u,) estcroissante donc u, = u,
Doncu, >3 donc3—-u,<0
Etona u, >4 donc4—-u, >0

Etona u,+2>0
4(4-un)(3-uy) <0:
up+2 -’

Donc4—un+1—§(4—un) <0

Donc

D'oit (Vn € N); 4 — g <5 (4 — 1)
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2eme méthode : (I'encadrement) 2éme méthode :
4(4 —u . c 4 g _
On a d'aprésla question1) : 4 —u,,4 = M Ona; (VREN): 4—upy < 5 (4 —uy)
u, +2
En a la suite (un) est croissante donc u,, > u, c-a-dire u,, > 3 <y
Doncu, +2 > 5 Pourn—Oona.A—\ul_E( — Ug)
1 1 = 4 — 44—
Donc : <I Pour n 10na.%$5(4\ul)
u,+2 5
Etona u, >4 donc4—-u, >0
Donc 4(4 —u,) >0
. 1 4
D’ou: w+2 X4(4—u,) < = X 4(4 —u,) Pourn-Zona:4—1u, 4 f 5(4—\un_2)
4(4—-u 4 Pourn-lona:4—u,<-(4—u,_q)
DONC: (—")s—(4—un) n S g4t
u, +2 5
D'ou 4 —u,, < g (4 —u,) On multiplie les inégalités terme a terme car sont positives, on
trouve :
4 4 4
n — — — < — — — — — —
b-En déduire que:(Vn € N);4 —u,, < (g) (=u)4-uy)...(4-u,) < 5 (4 —uo) 5 (w) "5 (4\1‘"—1)
NPT a\"
1¢ére méthode : (par récurrence) C-a-dire: 4 —u, < (g) (4 — uy)
4\0 . AL
» Pourn=0ona 4—u0=4—3=1S(§) =1 D’ou (VnEN);4—unS(E)
La propriété est donc vraie pour n=0
» Soit n un entier naturel, c-Déduite une autre fois lirP u,.
n n+1 n=re
Supposons que 4 —u, < (g) montrons que 4 — u,,,; < (g) . Ona u, >4 donc4—u, >0
n
4\" 4 4\ Donc: (VneN); 0<4—u <(—)
Ona 4—uns(§) donc 5(4_“")3(5) ( ); n=\g
] 7 = 7 7 4 n
Et on a d’aprés la question précédente 4 — u,, | < S 4-u,) Etona: -1< f <1 donc liT (%) =0
n+1 n-+oo
Donc4 —u, 4 < (E) Donc d’prés théoréme d’encadrementon a : li1}1 4—-—u,=0
n—>+oo

n yx e _
> D'apres le principe de récurrence,ona (vVn € N);4 —u, < (g) D’ou lim u, =4

n—-+oo




Exercice 07

X

f définie sur IR* par: f(x) =

b) Soit x € R*
(1XVI+2%) — (x Xx ——)
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24/ 1+x2

V1+x2

f'(x) =

2
1)a-Montrer que: (Vx € R*): f(x) < x. V1 ;" x?
[ 2 _ X
b-Montrer que f est strictement croissante sur IR* B 1+x [tx2
- 2
2) On considére la suite (u,) définie par: 1+ *
1 Vi+x2 —x2
ug = 4/ Etu,,q = f(u,) pour toutn € N _ Newess
B 1+ x?
a-Montrerque: (VneN);0<u, < 1.
que:: ( ) " @+ P
b-Montrer que la suite (u, ) est décroissante. A+ 2Vitad
c-En déduire que (u,) est convergente puis déterminer sa limite 1

= >0
Solution : 1+ x?)V1 + &2
Donc la fonction f est strictement croissante sur IR*

1) a) Soit x € R*
3)a) Démontrer par récurrence que (vineN); 0< u, <1

x
X)—x=—=—2x > Pourn=Oona 0< u,=1/,<1
4 e - Pou 0= = =1
a propriété est donc vraie pour n =

x—xV1 + x?

— » Soit n un entier naturel,

V1 + x2 Supposonsque 0 < u, <1etmontronsque 0< u,,; <1.
On sait que la fonction f est strictement croissante sur
I'intervalle [0;1] et 0 < u, <1, donc;
0<u,<1= fO< f(u,) <f(D
xZ_x2(1+x2) =>0Sun+1S1/2

2
x% — x2\V1 + x2

T+ Vit VLT A

(x + 2V1 + x2)V1 + a2 —0<u, <1 . car 1/2<1
_ x? —x* —x* D'apres le principe de récurrence,ona: (vneN) 0< u, <1
(x4 2V F 2VI F 22 b) Soit n un entier naturel,
4 Ona: (Vx € [0;1]): f(x) < x,d’apres 1)a)

= i <0
(x + xV1 + x2)V1 + x2

et u, € [0;1] d’apres 3)a)
Donc on pose x = u,,ontrouve f(u,) <u,
Donc: f(x) —x<0; D'ou: (VxeR"):f(x)<x Donc : u,,,; < u, ; doulasuite (u,) estdécroissante
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c) la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle est 1<u,<3 = f1)< f(u,) <f@3), car festcroisante
convergente. =5< J2u,+3 <3
La} f.onction f est continue sur l'intervalle [0; 1] ; car elle est — 1< u,, <3 . car 1< V5
dérivable sur [0; 1] D'apres le principe de récurrence,ona: (vneN) 1< u, <3
£([0; 1]) = [£(0); f(D] = [0;1/,] < [0;1] 2)Soit n un entier naturel,
=1 - 2u, + 3 — u,?
to="/z€[0:1] s~y = Ty 3~y =
La suite (un) est convergente Va2u, +3 +u,
Alors la limite de la suite (u,) estL la solution de B —u,?+2u, -3
I'équation f(x) = x - J2u, +3 +u,
f=x=fX)-—x=0 —(up — D(u, - 3)
—x* Upt1 — Uy =
= y W, ==0 ; car f(x) — xdéja calculé 2u, +3 t+u,
(x4+x 1+x) 1+x 1<u,<3=>u,—-1>0etu,—3<0et/2u,+3 +u,>0
S-—x=0 —(u, — D(u, — 3)
©x=0 = - =0
2u, +3 +u,

Donc la limite de la suite (u,) est 0

Exercice 08
(un) définie la suite tel que ; (vn € N); u,., = \/m et uy, = 1.
2) Montrer que: (VvneN); 1< u, <3

= Uy — U, =0
Donc la suite (un) est croissante
3) la suite (un) est croissante et majorée par 3 donc convergente.
Considérons la fonction définit sur [1; 3] par f:x — V2x +3

3) Montrer que (un) est croissante La suite (un) est définit par ug = 1 etu,,; = f(u,)

4 D(-Edllll‘e que (un) est convergente et determiner sa limite e festcontinue sur l'intervalle [1; 3], car dérivable sur [1; 3]
Solution :

1) Démontrer par récurrence que (vn € N); 1< u, <3 o f([1;3D) =[f1);f(3)]=[V53] c[1;3]

» Pourn=0ona 1< uyu;=1<3 e u,=1¢€](1;3]

La propriété est donc vraie pourn=0 e La suite (un) est convergente

Alors la limite de la suite (u,,) estL la solution de
I'équation f(x) =x

» Soit n un entier naturel,
Supposonsque 1 < u, <3 etmontronsque 1< u,,; <3.

Considérons la fonction f: x — +/2x + 3 sur l'intervalle [1; 3] f)=x szx +3=x ©2x+3=x
o ) / 2 =x*-2x-3=0
Ona f est dérivable sur [1;3] et f'(x) = s >0 o r—loux=3

Donc la fonction f est strictement croissante sur [1; 3] , Et on a la suite (un) est croissante donc la limite est 3
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Propriété :
Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives

I)Primitive d’'une fonction

Exemple :

On considere les fonctions suivantes :

ffR->R et F:R-R
x—2x+3 x—x*+3x—-1

On constate que F est dérivable et F'(x) = 2x + 3 = f(x).
On dit dans ce cas que F est une primitive de fsur R.

sur cet intervalle.

Définition :
f est une fonction continue sur un intervalle I.

On appelle primitive de f sur I, une fonction F dérivable sur I telle

que F' = f.

Remarque :
Dans ces conditions, on a 1'équivalence :

« Fapour dérivée f» et « f a pour primitive F ».
Exemple :

2
F(x) = x? est une primitive de f(x) = x

Car F'(x) = f(x) pour tout réel x.

Remarque :
Bien que I'existence étant assurée, la forme explicite d'une

primitive n'est pas toujours connue.
Exercice 01
1) Déterminer les fonctions primitives de la fonction f sur R
définie par f(x) =3x% -2
2) Déterminer la fonction primitive G qui vérifie G(1) = 2
Solution
1) Toute fonction de la forme F (x) = x3 — 2x + C,avec C € R,
Sont des primitives de f.
Car Vx € R: Fy(x) =3x2 -2 = f(x)
2) G(1) = 2 et G et une primitivede f > 13 —-2x1+C =2
>C=3
=>G(x) =x3—-2x+3

Propriété :

f est une fonction continue sur un intervalle I.

Si F est une primitive de f sur I alors pour tout réel C, la fonction
x — F(x) + C est une primitive de f sur L.

Propriété :
La différence de deux primitives d’'une méme fonction continue
sur un intervalle est égale a d’'une constante.

Démonstration :

F est une primitive de f. On pose G(x)
G(x)=F(x)+ 0=F'(x)
Exemple :

2
F(x) = % est une primitive de f(x) = x sur R

=F(x) + C.
= f(x). Donc G est une primitive de f.

2
Donc, toute fonction de la forme G.(x) = x? + C ,avecC € R,

sont des primitives de f.

Démonstration :

Soit F et G deux primitives de la fonction f sur L.

Alors: F'(x) = f(x) et G'(x) = f(x).

Donc: F'(x) = G'(x),soit F'(x) - G’'(x) = 0, soit encore
(F-G)(x) =

La fonction F - G posséde une dérivée nulle sur I, elle est donc
constante sur .

On nomme C cette constante.

Ainsi: F(x) - G(x) = C pour tout x de .
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IT)Primitives des fonctions usuelles

Démonstrations :

-(F+6)=F +G =f+g
- (kF)' = kF' = kf

IIIOpérations et fonctions composées

u et vsont des fonctions dérivables sur un intervallel etU etV
sont leurs primitives sur I'intervalle I et k et C des constantes

Fonction Primitives Surl
f(x) =a, a€eR F(x) =ax+C R
f(x) = n+1
— F(x)—n+1x +C R
f(x) =x" 1 10; +o[ou
reQ —{-1} F(x)_r+ 1" +C ]—o0; 0[
0; +oo
fo) =% Fo)=-1+c i
fx) = % F(x) =2Vx+C 10; +oo[
f(x) = cos(x) F(x) = sin(x) + C R
f(x) = sin(x) F(x) = —cos(x) + C R
f(0) = 1+ tan?(x) |2 4 ks
1 F(x) =tan(x) + C 2 ‘2
e + k| k€
f(x) =sin(ax + b) f(x) =— i cos(ax+b)+c R
f(x) = cos(ax + b) fx) = %sin(ax +b)+c R

2) Linéarité des primitives

Propriété :f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I.

Si F est une primitive de f et G est une primitive de g sur I alors:
» F + G estune primitivede f + g,
» KF estune primitive de kf avec k réel.

Fonction Primitives Condition,
2
f=uu F = v Sur I
2
— ulun 1
! = utl 4+ C Sur I
n € N* n+1
— I 2,7
flx) =u'u 1 u+0
reQ —{-1} r+1 sur I
f=uv+u F=uv+C surl
! . 1 u+0
f= uz u surl
u'v—uv u v+0
= F=—+C
f 2 v surl
u' v>0
f(x)—ﬁ F=2Vu+cC sur I
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Exercice 02
Déterminer une primitive F de la fonction f sur l'intervalle 1.

1) f(x) =x3—2x surI =R ; 2))"(x):3x2—xi2 surl =]0; +oof

2x3+x

3) f(x) = (2x—5)(x* — 5x + 4); 4) f(x) = ———

surl = R

5) f(x) = Vx; surI = R*
7) f(x) = cos®(x) , surI =R ;8) f(x) =

X
o surl =]-2; oo

9) f(x) = x(x+2)% surI =R
Solution

1) f(x) = x3 — 2x; F(x)=%x4—x2+C ,avecC € R,

2) f(x) = 33:2—3612:3x2—3><x12
Donc F(x) = x3 -3 x(—§)+6=x3+f—c+c ,avec C € R,
3)f(x) = 2x —5)(x* = 5x + 4)

de type u'u avecu(x) =x*-5x+4 ->u'(x)=2x-75
Une primitive de u'u est de la forme %uz
Donc F(x) = %(x2 —5x+4)?>+C ,avecC €R,

2x34x 4x3+2x

NI® = oran = 2 Toamen

avecu(x) =x*+x2+1 -u'(x) =4x3+2x

_1 .
=X detype\/E

Une primitive de % est de la forme 2/u

F(x)=%><2\/x4+x2+1+6 =vVx*+x2+1+4+C . avecCER,

1 2

. 2
5)f(x) =vVx=xz donc F(x)=x21+6=§+6=§\/F+C

En
2

w

; 6) f(x) = cos(x) sin?(x); surI =R

6) f(x) = cos(x) sin?(x)
de type u'u”? avec u(x) = sin(x) - u'(x) = cosx
Une primitive de u'u” est de la forme §u3.
D’ou F(x) = %sin3(x) +C ,avecC e R
7) f(x) = cos3(x) = cos(x)cos?(x)

= cos(x)(1 — sin’*x) = cos x — cosx sin’x
Une primitive de u'u” est de la forme %ug.
D’ou F(x) = sinx — %sing(x) +C ,avecC € R
8) f(x) = 17
Flx) = —* x+2 2 1 2

12t (x4t @42t 42 (x+2)t

fXO)=(x+2)3-2(x+2)*

surl =]-2; +oo

. 1
Une primitive de u'u™ est de la forme — u™tl

F(x) =_i2(x+2)‘2—2x_iz(x+2)‘3+c ,avec C € R,

1
2(x+2)2

L _1¢

F(x) = (x+2)3

,avec C € R,

9) f(x) =x(x+2)°=[(x+2)—2](x+2)®
=(x+2)7 -2(x+2)°

F(x) =%(x+2)8—§(x+2)7+c ,avecC € R,
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1) Déterminer les fonctions primitives de la fonction f sur R
définie par f(x) = 3x% — 2
2) Déterminer la fonction primitive G qui vérifie G(1) =2

Déterminer une primitive F de la fonction f sur I'intervalle L.
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1) f(x)=x3-2x surI=R ;

2) f(x)=3x2—% surl =]0; +oo
3) f(x)=QRx-5((x*-5x+4);
4) f(x)=\/% surl = R

5) f(x)=+x; surI=R" ;

6) f(x) =cos(x)sin*(x); surI =R
7)) f(x) = cos?‘(x) ,surl =R ;

38) f(x )— 2)4 surl =]-2; oo
9) f(x)= x(x+ 2)% surI =R ;

f 1a fonction numérique définie sur I = ]|1; +oo[ par:
() = 2x+5
R FEEVE

1) Déterminer les réels a et b tells que:

[0 P
x-12 (x—1)3

2) En déduire la primitive F de la fonction f qui s’annule en 2

: Primitives d’une fonction

Série d’exercices 05

page 90 I
 Brerdiet

Dans chacun des cas suivants, Déterminer une primitive de
la fonction f sur l'intervalle I
a)f(x)=Rx+1D(x*+x+1)%et I =R.

b) f(x) = (3x? + DVx3+x+3etlI=R

c)f(x)—(22 et I =]-1;3]
d) f(x) =3 25 +oo|
e) f(x)——+\/x+1etl—]0 +o0o[

) f(x) =\/ﬁ
g) f(x) =Sin(3x—7?n)+cos(5x)—1et I=R

h) f(x) = x+D¥x2+x+1etI=R
T herdice0s
Soit la fonction f définie sur I'intervalle I = |1; +oo par:
x> —2x3 + 5x
) =7

a- Justifier que la fonction f admet une fonction primitive
définie sur l'intervalle I

b- Vérifier que pour tout x € I :

1 1
J@) =Xt o T ey 12

c- En déduire les fonctions primitives de la fonction f sur
I'intervalle I .

d- Déterminer la primitive F de la fonction f qui s’annule
en 2.

3)*
etl—]—

-1

et I =]1;+o0]
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Exercice 01 2x3+x 1 4x3+2x u’
4) f(x) = —=—= = X —=——== detype —
Déterminer une primitive G de la fonction f: x — 3x%* — 2 sur R qui VatexZel 20 Yata?4l Vu
vérifie G(1) =2 avecu(x) =x*+x*+1 -—u'(x) = 4x3 +2x
Solution ,
= aa u
3) Toute fonction de la forme F.(x) = x3 — 2x + C, avec C € R, Une primitive de 7 est de la forme 2Vu
Sont des primitives de f.Car Vx € R: F (x) = 3x? -2 = f(x) F(x) = % X2Vt + 22 +1+C =Va* +x2+1+C . avecC € R,
G(1) =2 et G et une primitivedef =13 -2x1+C =2 ) 1, 2
=>C=3 5) f(x) =Vx = a2 doncF(x)=lel+C=xz—3+C=§\/x3+C
_+ —_
2

w

=>G6(x)=x3-2x+3 6) f(x) = cos(x) sin?(x)

de type u'u? avec u(x) = sin(x) - u'(x) = cosx

Exercice 02

Déterminer une primitive F de la fonction f sur l'intervalle 1.

imiti "u? la fi Lus.
1) f(x) = 23 —2x surl =R ; 2) f(x) =3x2_x12 surl =10 ; +oo] Une primitive de v 'u” est de la forme _u

_ ; _ _ 2%4x B D’ou F(x) = %sinf’(x) +C ,avecC€ER
D) =Qx=9)G"=5x4 ) AW = S = R ) = cos¥(x) = cos(x)cost(x)

5) f(x) =vVx; surI =R* ; 6)f(x) = cos(x) sin?(x); surI =R
7) f(x) = cos3(x) , surI =R ;8) f(x) = sur] =]-2; +oof

= cos(x)(1 — sin*x) = cos x — cosx sin’x

X
(x+2)* Une primitive de u'u” est de la forme §u3.
9) f(x) = x(x +2)% surI =R
Solution

D’ou F(x) = sinx — %sin?’(x) +C ,avecCER
5 14 ) X x+2 2 _ 1 2
1) f(x) =x° —2x; F(x)=Zx —x“+C ,avec(C € R,

8) f(x) = (x+2)% - x+2)t  (+2)* T (x+2)3  (x+2)*
=(x+2)3-2(x+2)"

3 1

2)f(x) =3x*—==3x*-3x—
xz xz = g I..n 1 n+1

Une primitive de u'u" est de la forme —u

DoncF(x) =x3—3x(—2)+C=x3+>+C ,avecC € R,
(x) ( x) x F(x)=_i2(x+2)‘2—2><_iz(x+2)‘3+c ,avec C € R,

3)f(x) = 2x —5)(x* = 5x + 4) X

F(x) = LIy ,avec C € R,

T 2x+2)? | (x+2)3

9) f(x) =x(x+2)°=[(x+2)—2](x+2)°

) =x+2)7-2(x+2)°

Donc F(x) = (x* —5x+4)*+ C ,avecC ER, F(x) = %(x+ 2)8 —%(x+ 2)”+C ,avecC € R,

de type u'u avecu(x) =x*-5x+4 -u'(x)=2x-75

e 1
Une primitive de u'u est de la forme 5 u?
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I) Fonction logarithme népérien : 2) La fonction In est dérivable car c’est une primitive de x — ;
Activite Donc pour tout x de ]0,+oo[: In'(x) = ; >0

. . 1 . . . ) N = = n
1)1) Justifier que la fonction x — - admet une fonction primitive D’ou la fonction In est strictement croissante sur ]0, +oo[

., 3)Déterminer le signe de la fonction In sur |0, +oo[
THSEIIEEN L S (L, Sur l'intervalle [1,+oo[

2)Vérifier que In est dérivable sur |0, +oo[ et déterminer sa On a In est strictement croissante sur [1, +oo[ donc
dérivée, puis déduire la monotonie de In sur 0, +oo| x>1 o In) =1In(1)
1) Déterminer le signe de la fonction In sur |0, +oo[

oinkx)=>0
II)On considére la fonction définie sur |0, +oo[ par:

Sur l'intervalle ]0, 1]

F(x) = In(ax) — (Ina+1Inx) ; telquesur a €]0,+oo[ On a In est str croissante sur ]0, 1] donc
1) a)Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ puis 0<x<1 olInk) <In(1)
déduire que pour tout x de ]0, +oo[: F'(x) =0 elInx) <0
b) Montrer que pour tout x de |0, +oo[: F(x) =0 Conclusion : (le tableau de signe de la fonction In sur ]0, +oo[ )
2) a)Montrer que pour tous réels x et y strictement positifs, on a: X 0 1 +00
In(x X y) = In(x) + In(y) In(x) || _ 0 +
b) Déduire que lni =—Inx ; ln§ =Inx—Iny etlnVx = %lnx I1)On consideére la fonction définie sur ]0, +oo[ par :
c) Montrer par récurrence que Inx" = nln x, avec n entier naturel || F (x) = In(ax) — (Ina +Inx) ; telquesur a €]0,+oo]
d) Montrer que (vm € Z7); In(x™) = m In(x) 1) a)Montrer que la fonction f est dérivable sur |0, +oo[ puis

déduire que pour tout x de |0, +oo[: F'(x) =0

=) lmiEr aEs - (9 € s (xn) T n e La fonction u: x — ax est dérivable sur |0, +oo[

f) Montrer que (Vr € Q); In(x") = r In(x) Et u(]0, +oo[) =]a, +oo[

Solution La fonction In est dérivable sur ]a, +oo[c]0, +oo|

I)1) La fonction x — i est continue sur |0, +oo[ et 1 €]0, +o[ donc | Donc la fonction x — In(ax) est dérivable sur |0, +oo[
admet une primitive qui s’annule en 1 Eton alafonction x — In a + In x est dérivable sur ]0, +oo[

La primitive de x — i sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1 est appelée Doncla fonction F est dérivable sur |0, +cof

4 —_ ! ! _ 1
fonction logarithme népérien Donc pour tout x de ]0, +oo[ : F'(x) = (ax)'ln'(ax) — -

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction : ' — 1_1_ 4. ' — ' '
8 p Donc F'(x) = ax ——=-=0;rappel (vou)' (x) = u'(x) x v'(u(x))
In: ]0; +o] > R
x— Inx

Donc pour tout x de ]0,+oo[: F'(x) =0
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b)On a pour tout x de ]0,+oo[: F'(x) = 0 donc F est une fonction|/1)Définition du fonction logarithme népérien

constante

Donc pour tout x de |0, +oo[: F(x) = F(1) =0

2) a) On a Donc pour tout x de ]0,+oo[: F(x) =0

Donc In(ax) — (Ina+Inx) =0 ,onpose a=y,ontrouve
(Vx;y €]0,+[); In(x X y) = In(x) + In(y)

b) Déduire que lni =—Inx ; lni =Inx—1Iny etlnVx = %lnx

b) ln1+lnx=ln(1><x) =In1=0doncln:=—Inx
X X X

x 1 1
ln—=ln<x x—) =Inx+In—=Inx—-Iny
y y y

2In+x = InVx + InVx = In(vx X V/x) = Inx donc InVx = %lnx

c) Pourn=0ona:In1 =0, doncla proposition est vraie pour 0

Soit n entier naturel

Supposons que Inx" = nlnux,

et montrons que Inx"*! = (n+ 1) Inx,
Inx"*"!'=In(x"xx)=Inx"+Inx=nlnx+Inx=m+1)Inx

Donc (vn € IN) Inx™ = nlnx

d)Soit m € Z~ ; on pose n = —m donc n € IN
Donc Inx" =nlnx ;donc Inx™ = —-mlnx
Donc lnxim =—-mlnx = —-Inx" = -mlnx

D’ou (Vvm € Z7) ; In(x™) = m In(x)

1
e) Soit n € IN* on pose x = (x™")=

% In(x) = % In ((x%)n) = g In (x%) =In (x%)

f) reQ; Onpose r=% teque meZet meIN"
In(x™) = In (x%) =In <(x%)m) =mlin (x%)

=m X 1ln(x) = Eln(x) = rin(x)
n n

La primitive de x — % sur ]0,+oo[ qui s’annule en 1 est appelée
fonction logarithme népérien on la note par In

La fonction logarithme népérien, notée In, est la fonction :
In: ]0; +o[ > R
x—Inx

La fonction In est définit et dérivable sur l'intervalle ]0, +oo|
2)Propriétés algébrique le la fonction In
Relation fonctionnelle

Théoreme : Pour tous réels x et y strictement positifs, on a:
Inxxy)=Inx+1Iny

Conséquences

Corollaires : Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :
a) lni =—Inx

b) lni =Inx—Iny

c)In+x = %ln X

d) Inx" = rInx, avec r un nombre rationnel

Exemples :
A=1In(v6 —V5) +In(V6 + V5)
=In[(v6 — V5)(V6 + V5)]
=In (V6 —+5 )=In(6~5) =In(1) =0
B=3In2+In5-2In3

=In23+In5—-1In3%2=1 23><5—1 0
=1in n n =1n 32 —n9
c—15+13+7

-z Ty Ty

=1 (5><3><7)—1(1)—0

B C RO ZN-) A
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Remarque

Soient a et b deux réels strictement négatifs donc ab > 0 et% >0

In(x X y) = In|x| + In|y|
X
In— =In|x| — In|y]|
y
, avec n un entier naturel
3)Equations et inéquations

In x?™ = 2nln|x|

Propriétés :
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a :
a)lnx=Iny sx=y
b)lnx<lny x<y
Jx>1sIin(x)>0
0<x<1eoelnx)<0
Inx=0&ex=1
Tableau de signe de la fonction In sur |0, +oo|

X 0 +00
In(x)

Exercice 01
Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions suivantes
fx) = In2-x)+Inx+3) ; f(x)=In(x%-5x+6)

Solution :
XeEDf=2—-x>0 etx+3>0
Sx<2 etx>-3
Donc: Dp=]-o;2[N]-3;40[=]-3;2 ]

xEDg(:)xZ—Sx+6>0
A=1>0 donc x=2 oux=3

X —00 2 3 +00
x> —-5x+6 + 0 - 0 +
Donc: D, =]-;2[U]3;+00

Exercice 02

1) Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :
a)ln(x—1)=0 ; b) In(x*+x+1) =0,
) (x+2)In(x—3)=0 ; d) In(x+3)>0
2) a) Résoudre dans R 1'équation: In(x—3) +In(9 —x) =0

b) Résoudre dans R l'inéquation: In(3 —x) —In(x+ 1) <0
Solution :
1) a) On note par D I'ensemble de définition de I’'équation
xXEDpoSx—-1>0x>1
Donc: D =]1;40 |
Inx-1)=0=sIn(x—-1)=lnhleox-1=1<=x=2
On note par S I'ensemble des solution de I'’équation
Donc: S ={2}
b) On note par D I'ensemble de définition de I'équation
XEDp o x2+x+1>0
Donc: D=1IR ; car (Vx€IR):x*+x+1>0 ;A=-3<0)
In(x?+x+1)=0=In(x*+x+1)=1In1

Sx*+x+1=1x*+x=0
Sx(x+1)=0=x=0oux=-1

Donc: s={0;-1}
c) On note par Dy 'ensemble de définition de I'’équation
XEDE=x-3>0x>3

Donc: Dp =13;4+ |
x+2)In(x—3)=0 ©x+2=00uln(x—3)=0
Sx=—-2o0ux—-3=1<x=-2 ¢&¢Dgoux=4

Donc: S ={4}
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d) On note par D; I'ensemble de définition de I'inéquation
xeED,<x+3>0
Donc: D;=]-3;+x
In(x+3)>0=In(x+3)>0
< In(x+3) >In(1)
Sx+3>19x€e]|-2;+0]
Donc: S=]-2,40[N]-3;4+0 [ =]-2;400[.
2) a) Ensemble de définition :
x—3>0et9—x>0 donc x>3etx<9
L’équation est définie sur I'intervalle |3 ; 9].
Donc: D; =]3;9].
Inx-3)+In(9—-x) =0 Inx—3)(9—x)=0
SIhnx—3)9—x)=Inle(*x-3)9—-x) =1
o —x2+12x-27=1 —x2+12x-28=0
A= 122 —4 x (—1) x (—28) = 32

-12 ++v3 —-12 — /32

X = _2 6—2V2 ou 5 =6+ 2V2

Les solutions sont donc 6 — 2v/2 et 6 + 2+/2 car elles appartiennent
bien a I'ensemble de définition |3 ; 9|.

S ={6-2V2;6 + 22}

X =

Donc:
b) Ensemble de définition :
3—x>0etx+1>0
Donc x < 3etx > —1
L’'inéquation est définie sur |—1; 3[.
On restreint donc la recherche des solutions a cet intervalle.
InB—-x)-Inx+1)<0= InB3—x) <In(x+1)

=3—-x<x+1e=2<2x
=1<x

L'ensemble solution est donc |—1;3[ N [1;
Donc S =[1;3].

+oo[

4) Limites de la fonction In

Activité
1)On admet que lim Inx = +oc0 ; montrer que llm Inx = —o0
X—+00
(Tu peux poser X = i )
2) a) Montrer que (Vx € |1;+00 [): 0 < In(x) < 2Vx
b) En déduire que 111:1 T = 0 et que 11m xInx =0

X—>+ o0

3) Montrer que lim BX_0 et que lim x"Inx =0
x—+oo XM x—0*

(Tu peux poser X = x" )
4) Monter que llm =1et LimZ&N -1

X— x-0 X
» Limites aux bornes
Propriétés :

lim Inx = +oco et lim Inx = —oo
X—+00 x-07%
> Coissances comparées
Propriétés
a) lim 2X=0et pour tout entier naturel non nul n, lim l"—: =0
x—>+o00 X x—>+o00 X

b) lim x Inx = O et pour tout entier naturel n, 11m x"Inx =0

x—07T

> Limite et nombre dérivé en 1

Propriétés :

. In(x) In(x+1)
lim =1 ; m———=
-1 x—1 x—0 X
> Rappel (F.I): g ; % ; 0Xoo ;400 — (+0)
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Exercice 03 : Calculer les limites suivantes

e) lim ———= lim = lim ————

In2 x In x x-0" X In 3{/_ 0% < 1n x; x-0% x In x
a) lim x—Inx ; b) lim ; ¢) lim
x—+0o x-0t X x4+ X — 1 -
1 1 Carlllglxlnx—o ; 0<x<1 @ln(x)<0
d) lim — +Inx e) 1 *
St x0T X lnl\/z f) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ | — | ".
- AT q 2
N limnGE 4D =% 5 plim 2D 5 B a0 |y i 1) - = i o[2EED ]
Solution :
2 1 2 1
a) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ | — | ". _ lil}l x n (x S + xz) _ 1] _ liin X In(x") + :l (1 + xZ) _ 1]
X—>+00 X—+00
limx—Inx = limx(l —ln—x)= lim x(l _ln_x)
X—+oco X—+0co X X—+0co X 1
Etcomme lim 2X=0 et: lim1-2%=1. — lim x 2in(x) + ln(1+x—2) 1l = o
x>+ X x—+00 x T xotoo x X B
Donc: lim x — Inx = +oo.
e ln(1+ ! )
T — : 2, — . .2 . Z
b)Ona: ;!nglx =07 et ;!llg!r In®x = oo Car lim x = +o et lim D _0et lim ——=0
1 "4 oo" X—+00 x—o+o0 X x—+00 X
(0]
Donc lln!ru= o = +00
x=0m X j) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ .0 ".
[]
c) Il s'agit d'une forme indéterminée de type E On pose X = 1 donc x = }_1( Sor x > 400 & X - 0F
Levons l'indétermination : 1 In(1+X)
Inx Inx lim xIn(1 +—) = llm ln(1 +X) = llm =
li In x li X li x x—+o00 X
im = lim —— = lim 1 ] 1
x-4+oox — 1 x—+00 X1 x—>+001_1 Car lim = = 0 et llml‘n( +X) —1
Inx 1 * * Xotoo X X-0
Comme xl—l>lPooT =0et xllmol - = 1, on a, comme limite d’'un h) 1"61 x(In x)3 = llm (?{/_)3 (ln(i/_) )3
Inx x=
— 0 In x
quotient : xl_l)ﬂ_noo 13 =1= 0 ;donc : : lim = =0 — J}i%!r(?\'/})?' (31n W)
X
d) Ils'agit d'une forme indéterminée de type "+, — | ". = lim (3 3% In %)3
1+lenx_"1 ~0

1
,}%‘ﬁ+lnx_hm x2 o+ = e OnposeX =3x donc x=X3 ;or x> 0" = X > 0"

2 _ nt . 2 _ _
Car limx®=0"et lim1+x"Inx=1+0=1 lim x(Inx)? = lim (3XInX)® =0 ;(car lim XInX = 0)
x-07F X-0* X-0+
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5) Etude de la fonction logarithme népérien
» Domaine de définition est D, =]0, +oo[

» Le sens des variations de la fonction In

On a pour tout x de 0, +oo[: In'(x) = % >0

Donc la fonction In est strictement croissante sur |0, +oo|
On dresse le tableau de variations de la fct logarithme népérien :

X 0 o)
(Inx) +
+ o0
Inx /
—00

» Tangentes particulieres
Rappel : Une équation de la tangente a la courbe C; au point

d'abscisse 1 est (T):y = In'(1)(x — 1) + In(1)

Au point d'abscisse 1, I'équation de la tangente est
y=%(x—1)+ln1 ;donc (T):y=x—-1

» Les branches infinies de la courbe (Cf)

Ona li131+ In(x) = —co , donc la droite d’équation x = 0 (I'axe des
X—

ordonnées) est un asymptote verticale a (Cf)
Ona lim In(x) = 4o et lim In® — o

X—>+00 x>+ X
Donc (Cf) admet une branche parabolique de direction I’axe des

abscisses (0x) au voisinage de +o
6) La courbe de la fonction In

A

» Le nombre exponentielle e
La fonction In est strictement croissante et continue sur |0, +oo|
Donc I'équation In(x)=1 admet un unique solution dans |0, +oo[
la solution est noté pare ,doncona: In(e)=1
Le nombre e est un nombre irrationnel e = 2,71
Propriété: Soientx € |0; +oo[ et a € IR
In(x) =a © x = e
Solution :
Simplifier et calculer:

A =In(e”) —10In(e?) — ln(e—ls) = 7In(e) — 10In(e) — In(e™3)
=7Xx1-10x14+3%x1 =0
B = 24In(Ve) — 6In(eVe) — ln(%)

= 241n(e7) - 6ln(e) - 6In(e?) — In(e?)
=12-6-3-3 =0
Exercice 04
I) Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions suivantes

D) =22 5 1) f(x) =V2—Inx
II)Résoudre dans R I’équation et I'inéquation suivantes :
(E)): In2(x)+In(x)—2=0 ; (I;): In?(x)—3In(x)+2<0

Solution :

xInx

2)f(x) =V2 —Inx

XEDf=x >0et2—-Inx=0
= x >0et Inx <2
& x >0et x <e?

Hf =

)(X) 1 —-Inx

xEDf<=>x >0etl—Inx+#0
Sx >0etlnx+#1
=x >0etlnx#1Ine

Sx >0et x+e
D;=10;e[U]e; +oo |

Donc Dy = |—oo; e?]1n]0;+oo [

Donc: Donc Dy =10; €% ]
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Exercice 05

(E)): In?(x) +In(x) —2=0

xXEDp=x>0

Donc: Dp =10;+o0 |

In(x) +In(x)—-2=0< (Inx)?+In(x)—2=0

On pose X = In(x) ,donc:

(Es) ©X2+X—-2=0 AvecX = In(x)
A=1%>—-4x1x(-2)=9

-1++/9 -1-+9
X=1 ou X=-2
In(x) =1 ou In(x)=-2
X=e ou x=e?
Donc: S={e;e?}

(I): In?(x)-3In(x) +2<0

xXED,&x>0

Donc: D; =10;+0o0 |

> Résoudrons I'équation In?(x) — 3In(x) +2 =0

On pose X = In(x) ,donc:

In?(x) - 3In(x)+2=0 ©X?-3X+2=0 ;avecX = In(x)
A=3%2-4x1x2=1

1) Déterminer les variations de la fonction f définie sur |0 ; +oo[
par f(x) =3 —x+2Inx

2) Etudier la convexité de la fonction f.

Solution :

1) Sur |0 ; +oo[ fest dérivable et,ona:

2—x

2
'x)=-14+-—-=
f'o0 -
Comme x > 0, f'(x) est du signe de 2 — x.
La fonction f est donc strictement croissante sur |0 ; 2] et

strictement décroissante sur [2; +oo.
On dresse le tableau de variations :

X

X 0 2 400
Fe [T . 0 -
1+2In2
£(x) H \

3-+1 3+41
X = > ou X-= >
X=1 ou X=2
In(x) =1 ou In(x) =2
X =e ou x = e?
> Tableau de signe de In?(x) — 3In(x) + 2 = (Inx — 1)(Inx — 2)
X 0 e e? +00
In*(x) —3In(x) + 2 || + 0 - 0 +

> Donc les solution de I'inéquation In?(x) — 3In(x) +2 < 0
est S =]e;e?|

» f(2)=3-2+2In2=1+21In2
> lil}l f(x) = li§rn3—x+21nx
X—+00 X—+ 00

3 Inx
= limX(——l‘l'ZT):—OO

X—+00 X
> limf(x) =lim3 —-—x+2lnx=—»
x-07% x-0t

2) Sur |0; +[, on a f' est dérivable de plus :
., -1xx—-(2—-x)x1
f'x) =

On en déduit que la fonction fest concave sur |0 ; +oo|.
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Exemple :
Dériver la fonction g définie sur ]0 ; 2[ par g(x) = In(2x — x2).

Exercice 06

et de la droite d’équation y = x.
Solution :

On considére la fonction g définie sur |0 ; +oo[ par:g(x) = x — Inx.

g est dérivable sur |0; +o[ etona: g'(x) =1— i = %
Comme x > 0, g'(x) est du signe de x — 1.
X 0 1 +o0
g x|l - 0 +
es ‘ ‘ \ /
g(1)=1

On en déduit que pour tout x de |0 ; +[, on a 1 est une valeur
minimale de g sur |0 ; +oo[

Donc g(x) =x—Inx>1>0 doncg(x)>0donc x> Inx.
La fonction logarithme est située en dessous de la droite
d’équation y = x.

6) Cas de la fonction composée Inu avec la fonction u = 0

Si u une fonction dérivable sur I alors In(u) est dérivable surl ,et:

u'(x)

u(x)

(vx € D: (In(Ju(x)]))" =

Démonstration: Cas01:u> 0
» lafonction u: x — u(x) est dérivable sur I
etona (Vx € I); u(x) > 0; donc f(I) c]0,+oo|

> v:x +— Inx estdérivable sur |0, +oo[ et v'(x) = (Inx)’ = i

> Donc la fonction x — In(u(x)) est dérivable sur I

Etona: (Inu(x)) = (v(u(x))) = v'(u(x)) x u'(x), selon la dérivée

d’une fonction composée

' 1 ' '(x)
Donc (Inu(x))’ = o xu'(x) = 1;(;)

Etudier la position relative de la courbe de la fonction logarithme

Onpose:u(x) =2x—x* - u'(x)=2-2x
(vx € 10;2]: g'(x) = ‘;(") _2-2x

~ 2x — x?

Exercice 05
Soit la fonction f définie sur -2 ;1[ par f(x) =In (:l_i)
1)a) Montrer que Dy = |-2; 1]

b) Calculer li1121+f (x) et lirlq f(x) puis interpréter les deux

X—— X—

résultats géométriquement
2)a) Montrer que f est dérivable sur |-2 ;1|

b) Déterminer le sens de variation de la fonction f
3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o
dans |-1,0]
4) Tracer la courbe représentative de f.

Solution :

1 eED s Xtz >0

Ja)  x f 1—x

X —00 -2 1 —00
x+2 - + +
1—x + + g -
X+ 2 - q + R
1—x

D = 1-2;1]

b) Par composition de limites, on a:

lim 2122 0+ donc 1i -

Jim, 375707 done lim, f() = —o0

x>-2 x>-2

i x+2 _ d I _

lim 1= +oo donc lim f(x) =4

x<1 x<1
La courbe de fonction f admet deux asymptotes verticales

d’équations: x = —2etx = 1.
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2)a) lafonction u: x — g est dérivable sur |—2 ; 1] car c’est une Exercice 08
1) Monter que: Vx € [0;+] : 0 <In(1+x) <x

fonction rationnelle elle toujours dérivable sur tout intervalle )
inclus dans son domaine de définition qui est ]—oo;1[U ]1;+00 [ | 2)Soit la suite (U,),-1) définit par Vn € IN_y ;; U, = In (1 + E)
Donc la fonction f est dérivable sur |—2 ;1]

2
a) Montrerque: Vn€IN_g . 0<U, <—
b) Soit: ]-2;1[ o1 "ot

b) Calculer la limite de (U,,),,>1

oo IxA-x)-(x+2)x(-1) 1-x+x+2 3 -

u'(x) = 1= %2 BT A olution :
1) Monter que: Vx € [0;+o[ : 0 <In(1+x) <X
Donc 'f, (x) = ux) a-xz Considérons f définie sur I = [0; +oo[ par f(x) =In(1+x) — x
' ulx) ulx) La fonction f est dérivable sur ]0; +o[ etona:
i iti 3 ' : (X)) =L _1="X
u est strictement positive sur | -2 ; 1] etm > 0.donc f'(x) > 0. |vVx € ]0;+oo[: f'(x) = o 1=<0
Et donc la fonction f est strictement croissante sur |—2 ; 1]. Donc la fonction f est strictement décroissante sur I
X -2 1 Doncx €[0;+o[ =x=>0
') + = fx)=fO0)=fx)=<0

0 ==In(1+x)—x <0
fo | | —" (140 <x
> 3)La fonction f est continue sur |—2 ; 1] en particulier [—1, 0] Donc: Vx € [0; +oo[ : 0 <In(1+x) <X

> La fonction f est strictement croissante sur|—1; 0[ 2) Soit la suite (U,),~, définitparvn € IN_q4;; U, =1In (1 + ﬁ)
> Etona f(—1)=-In2 et f(0) =In2 doncf(—1) x f(0) <0
Donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans |—1, 0|

a) Montrerque: Vne€lIN_g 4, 0<U,< ﬁ
2

x=-2 : : : : : : : : = 7 Onan€elIN_ ppn =>n=22==>n-1>0= >0
oo SR e S 3 ! 01} n-1
a) Atlelld 1%2) Etona : Vx € [0;+»]: 0 <In(1+Xx) <X
1 ' Donc on pose x = ﬁ , pour tout n € IN_g.13
2 2
: On trouve Vn € IN_;(4;: 0 < In (1 + ;) <—
L2 1.8 -1.6 —51.4 —'31.2 “ 1 12 Donc : Vne IN—{O;l} 1 0< Un < ﬁ
_2 b) Calculer la limite de (U,),>1
1 I i 2 i 2
-3 : Ona: VnEIN_{O;l} O<UH<E et nll)l-gle:O
=4 Donc d’apreés théoréme de gendarme on a: liIP Uu,=0
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Résultat : X +x+4 .
U (x) c) f(x) = Q1 I=R
Les primitives de la fonction x — sur I sont les fonctions: x — X+
U(x) B +x+4 x+1
In(flUx)])+c ; c€IR X3+ 12 1 Y+ x—2
Exemple : 0 +x2—x+4
) \ ) o 2 / 2 - 2x 2 Donc:
Dapreslexempleprecedantf:x—>ln(2x—x)etf:x—>2x P X" +x Brx+a=(x+1)x2+x-2)+6
22 0-2x+4 B+x+4 (x+1DEE+x-2) 6
Donc les primitives de x — sur |0 ; 2[ sont les fonctions : 92y —2 —
2 2x — x+1 x+1 x+1
x - In(|]2x — x*|) + ¢ ;cEIR 0+6
Exercice 09 +x+4 )
Déterminer les primitives des fonctions suivantes Donc: f(x) = — 11 X tx-Z+_—
. x;l— , X+
_ ST = : — . 7=10- X
a)f(x)—1+x6 A= b)f(x)—xln(x) » 1=10:1] Donc: F(x)=?+?—2x+6ln(x+1)+6; avec C € R,
X+x+4 5x+1
) =g TR Df@ =y =l gy = T - S
Solution : +x—-—2 (x—1)(x+2)
x5 1 x5 u Donc il existe deuxréelsaetb tel que: f(x) = — .t E
a)f(x)_1+ 6 6><1+x6detype; Cherchonsaetb:
avecu(x):1+x —)u’(x)=6x5 a b ax+2a+bx—b (a+b)x+2a-b>b
! [ = I 2™ D+ | G-Dx+2
Une primitive de — est de la forme In(|ul) x x . 1(" )(x +2) (x—-1)(x+2)
X+
. — l 6 . Et : = —
Donc : F(x)—6ln(1+x)+C ; avecC € R, ona: f(x) P RT—
= u . a+b=5
b) f(x) = de type — Done:: {Za —-b=1
xln(x) In ( ) Donc: (30=9 i 2Li-1L,
avecu(x) =In(x) -u'(x) = ; one: {Za —-b=1
Une primitive de '~ est de la forme In(|u|) Donc : { b=3 Donc {b -3
p ” 2a-3=1 a=2
Donc: F(x)=In(|In(x)]) +C . avecC € R, _ 2 3
Ona: x€]0;1] donclIlnx <0 donc|In(x)| =—-Inx Donc: f(x) = x — 1+x+2
Donc: F(x)=In(-Ilnx) +C . avecC€ER Donc: F(x)=2In(x—1)+3In(x+2)+C; avecCE€ER,




G Prof: fayssal | Site web : www.elboutkhili.jimdofree.com | Cours : Fonction logarithme népérien = 2BAC-Sc | page102

2) Fonction logarithme décimale

II) Fonction logarithme de base a
1)Définition du fonction logarithme de base a

Soit a un nombre réel strictement positifet a = 1

La fonction logarithme de base a, notée log,, est la fonction :

log,10; +o[ > R

In(x)
Résultat;
l In(1
¢ log,® =i ;i log,(D) ==
1 l 1
o log.(a) = lzgg =1 log,(1) = 1:52 - In(a)
o log,(x) =22 =iIn(x)

In(e)

e Lafonction log, est définit et dérivable sur I'intervalle ]0, +oo|

2)Propriétés algébrique le la fonction log,
Relation fonctionnelle

Dans le cas de a=10
La fonction logarithme de base 10 ,est appelée fonction
logarithme décimale notée log, donc :
log:10; +o[ - R
In(x)

x— log(x) = —ln(lo)

Théoreme :
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a:

log,(x X y) = log,(x)(+In(y)

Conséquences

Corollaires :
Pour tous réels x et y strictement positifs, on a:

a) log,()( = —log,(x)
b) log, = loga(x) — loga(y)

¢) logaVx = ;loga(x)
d) log,(x") = rIn(x), avec r un nombre rationnel

Résultat ;

In(x) In(10)
e log(x) = n(lxo) ;. log(10) = n(m)

In(1) In(10)
e log(1) = l"(w) 0 ; log(lor)=rl:(—10)=

Exercice 10
1)Montrer que:V a;b € |1;+x[; log,(b) =

logb(a)
2)Résoudre dans IR les équations suivantes :
(E): logs(2x)(logs(x) —1) = 0; (F):log,(x) = log,(2)
Solution :
1) Soit a;b € ]1; +oo[

ln(b) 1 1
loga(b) =

In(a) @ " log,(a)
In(b)

2) On note par Dy I'ensemble de définition de I'équation

Donc: Dg =]0;+oo
log;(x)(logs(x) —1) =0 < logs;(x) =0 oulogs(x) —1=0

& log;(x) = log;(1) ou logs(x) = logs(5)
Sx=1oux=5
Donc: S =1{1;5}




GDProf: fayssal || Site web : www.elboutkhili.jimdofree.com Série 6 : Fonction logarithme népérien pagel103

Exercice 01 4) Etudier la convexité de la fonction f.
Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions suivantes 5) Tracer (D) et(Cf) dans un repére orthonormé (0;71;7)
Dfx)=InR-x)+Inx+3) ; 2) f(x) = In(x* —5x+ 6) Exercice 08
3) f(x) = LLLIN 4 flx) = x+3 ;5 f(x) = V2 —Inx A) Soitg une fonction définit sur ]0; +oo[ par g(x) = x — In(x)

Sl X Inx 1) Déterminer lim g(x) et lim g(x)
Exercice 02 x-0 X—>+00

Résoudre dans R les équations suivantes

(Ey):In(x—1)=0 ; (E3):3—-Inx=0
(E3):In(x®+x+1)=0 ; (E): x+2)In(x—3)=0
(Es): In2(x) +In(x)—2=0 ; (Eg): In(x—3)+1In(9—x) =0

Exercice 03 2) Calculer liJrrn f(x)et étudier la branche infinie de(Cf)au
X—+00

voisinage de +oo

2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des variations de g
3) Montrer que : Vx € |0; +oo[; g(x) >0

B) f une fonction définit sur ]0; +oo[par f(x) = In(x) + i 4+ &

X

1) Déterminer lirg;r f(x) et Interpréter le résultat géométrique
X—

Résoudre dans R les inéquations suivantes
(I;): In(x) —1 >0 ; (I,):In(3—x)—In(x+1)<0

I): m(1-2)>0 ; (1) X -3ImE) +2<0
Exercice 04
Résoudre dans R? les systémes suivants :
(S): {31nx +7lny =4 (S,): {lnx. Iny = —-10
"(2Inx+ 5lny =3 '’ 2" Inx + Iny = 3
Exercice 05
Calculer les limites suivantes :

3)a) Montrer que Vx € |0, +oo[ : f'(x) = %

b) Dresser le tableau de variation de f

c)Déterminer I'équation de la tangente (T) au point A(1; 1)
4) Montrer que f admet une fct réciproque f~1,définie sur] que
I'on précisera
5) Montrer que I'’équation f(x) = 0 admet une unique solution o
dans E 1[; (On prend f(%) =-0,2)
6) Tracer (T) et(Cf) et (Cf 1)dans un repére orthonormé (0;71;J)
a) lim x—Inx ; i ; i Exercice 09

X—+00
d) lim 1 oiInx . e) lim 1 : f) lim In(x? +1) — x Soit la fonction f définie sur |-2 ; 1[ par f(x) = In (ﬁ)
x—0+ x2 ! x—0+ xln(%/i) ’ X—+00 1
1)a) Montrer que D¢ = |-2 ;1]
k) lim x(Inx)3 b) Calculer lin21+f (x) et lil}l f(x) puis interpréter les deux
x—0t X—— x—>1"

In2(x)

j) lim xIn(x+2) ; h) lim

X—+ 00 X

résultats géométriquement

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par f(x) =1—x+Inx 2)a) M(’)ntrer_ que fest derlvabl.e sur 1-2;1] .
b) Déterminer le sens de variation de la fonction f

1) l;ltudier les branches infinies de (Cf) 3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a
2) Etudier la position relative de (Cf)etla droite:y = —x dans |1, 0]

3) Déterminer les variations de la fonction f 4) Tracer la courbe représentative de f.

Exercice 06
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Exercice 10
A) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) =1+ x + Inx
1) Calculer lil(}}_ g(x) et lil}l g(x).

2)a)Montrer que g est strictement croissante sur |0; +oo
b)Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a

dans ]0; +oo[ et quei <a< % ( Ondonneg (%) =—-0,4)

3) Déduire le signe de g(x) pour tout x € ]0; +oo[

4 x Ilnx
f(x) = oL xX> 0

f(0)=0

Et(C f) sa courbe dans un repére orthonormé (0; z; j).(unité 2cm)

B) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: {

1)a) Montrer que f est continue a droite en 0.

lim 22 = o , puis
xX—+oc0 X

b) Montrer que li1+n f(x) = 4+ et que
X—>+00

interpréter graphiquement le résultat.

Exercice 11
A) Soit g une fonction définit sur |0 ; + o[ par

) =1 (1+1) !
gix) == X x+1

1)Déterminer lim g(x) et Calculer lim g(x)
x-0t x—+00

2)Montrer que g'(x) = sur ]0; +oof;

x(x+1)?
3) Dresser son tableau de variation sur ]0; +oo;
4) Montrer que : Vx € [0;+[; g(x)>0

B) Soit f une fonction définit sur [0;+oo[ par:

f(x)=xln<1+;>; si >0 et f(0)=0

1) Montrer que f est continue a droite de 0
2) Montrer que lim f(x) = 1, puis interpréter le résultat
X—+00

3) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite puis interpréter le

2)a)Montrer que lilg;r % = +oo, puis interpréter le résultat géomé géométriquement
X—
b) Montrer que pour tout x € ]0;+oo[: f'(x) = (‘:‘J’r(l"))z

c) Déduire que f est strictement croissante sur l'intervalle
[a; +oo[ et strictement décroissante sur I'intervalle [0; a]
d)Montrer que f(a) = —4a et dresser le tableau de variations de f
4(1-x2-2xInx)
x(x+1)3
b) Etudier le signe de 1 — x? et —2xInx sur |0; +oo[ et en déduire

3)a) Montrer que pour tout x € ]0; +oo[: f"(x) =

que le point d’abscisse 1 est 'unique point d’inflexion de (C f).
c)Donner I’équation de la tangente (T) a (C f) au point d’abscissel
4) Tracer (T) et (Cf) dans le repére (0;7;j).(on donne a =~ 0.25)

C) Soit h la restriction de f sur l'intervalle [a; +oo].

1) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie J

2) Montrer que h™! est dérivable en 0 puis Calculer (h~1)'(0).

résultat gé¢ométriquement
4)a) Montrer que f est dérivable sur € |0, +oo[ et que
Vx €]0,+oo[ : f'(x) = g(x)
c) Dresser le tableau de variation de f sur 0 ; +oo[
5) Etudier la convexité de la courbe (Cf)

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0 ;7;j) (unité 2 cm)

C) Soit (U,,) tel que : Ug == et Uyyq = f(Uy)

1) Montrerque: VnelIN 0<U, < i
2) Montrer que la suite (U,,) estcroissante

3) Déduire que (U,) estconvergente et calculer la limite de (U,)
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5 f(x) =v2 —Inx

xEDf@x >0et2—-Inx>0

Exercice 01
Déterminer I'’ensemble de définition des fonctions suivantes

Dfx)=InR2-x)+In(x+3) ; 2) fx)=Inx*-5x+6
DIW =10 i M f@=1"5 5@ =v2-Inx
Solution :

1)f(x) = In(2—-x) +In(x+ 3)

XEDf=>2—-x>0 etx+3>0
=x<2 etx>-3

Donc: Df=]-0;2[Nn]-3;+0 [=]-3;2]

2) f(x) = In(x* —5x+5)
X€ED; = x*—5x+6>0

On résoudre I'équation x> — 5x + 6

A=1>0 donc x=2 oux=3

On dresse le tableau de signe de x> — 5x + 6

)

X —00 2 3 +00
x2-5x+6 + 0o - 0 +
Donc: Dy =]-00;2[U]3; 4|
xInx
3) f(x) =
) £(x) 1—-Inx

xeDf<=)x >0etl—Inx#0

=x >0etlnx#1

= x >0etlnx#1Ine

Sx >0etx+e
D;=10;e[U]e; +oo |

4) x€eDf=x >0etxlnx+0

Sx >0et(x #0oulnx #0)

= x >0etlnx #1In1

Sx >0etx =1
D;=10;1[U]1;+00|

Donc:

Donc:

&x >0et Inx <2

& x >0et x <e?
Donc Dy = |—c0; €2 | N ]0; +o0 [ = ]0; €2 ]

Exercice 02

Résoudre dans R les équations suivantes
(Ef):In(x—1)=0 ; (E;):3—Inx=0
(E3):In(x2+x+1)=0 ; (Ey): x+2)In(x—3)=0
(Es): In?(x) +In(x)—2=0 ; (Eq):
Solution :
(E1):In(x—1)=0
On note par D; I'ensemble de définition de I'équation

XEDp=Sx—-1>0
=x>1
Donc: Dp=]11;4+00 |
Inx-1)=0=In(x—1)=In1
=>x—-1=1
Sx=2
On note par S I'’ensemble des solutions de I'équation
Donc: s =1{2}
(E;):3—Inx=0
XEDp=Sx>0
Dp =]0;+o
3—In(x)=0=In(x) =3

Donc:

s x=e3

Donc S = {e3}

In(x—3)+In(9—x)=0
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(E3):In(x® +x+1) =10

On note par D; I'ensemble de définition de I'équation

XEDp o x2+x+1>0

Donc: D =1IR ;

car (Vx€IR):x*+x+1>0 ;A=-3<0)

Inx*+x+1)=0=In(x*+x+1)=1In1
sx*+x+l1=1=x*+x=0
sSx(x+1)=1ox=1oux=-1

Donc: s={1,—-1}

(E4): x+2)In(x—-3)=0

On note par D; I'ensemble de définition de I'équation

XEDp=x—-3>0

=x>3

Donc: Dp =13;+0 |

x+2)In(x—3)=0 x+2=00uln(x—3)=0

Sx=-2o0ux—-3=1<x=-2 &¢Dgoux=4%

Donc: S ={4}

(Es): In?(x) +In(x) —2=0

XEDp=Sx>0

Donc: Dg =10;40o0 |

In?(x)+Inx)—2=0< (Inx)?+In(x) —2=0

On pose X = In(x) ,donc:

(Es) ©X2+X—-2=0 AvecX = In(x)

A=12-4x1x(-2)=9

-1++/9 -1-+9
:T ou X:T
X =1 ou X=-2
Inx) =1 ou In(x) = -2

X =e ou x=e?

Donc: S={e;e?}

(Eg): In(x—3)+In(9—x) =0
Ensemble de définition :
x—3>0et9—x>0 donc x>3etx<9
L’équation est définie sur I'intervalle |3 ; 9].
Donc: D, =]3;9].
Inx—3)+In(9—-x)=0= In[(x—3)(9—x)] =0
SIn[(x—3)9—-—x)]=In1
=x-3)9—-x)=1
& —x?+12x-27=1
& —x2+12x-28=0
A=12%2 —4 x (—1) x (-28) = 32
_ —12++/32 —12 — V32
= —2
Les solutions sont donc 6 — 2v/2 et 6 + 22 car elles
appartiennent bien a I'’ensemble de définition |3 ; 9].
Donc: S ={6-2V2;6+2v2}
Exercice 03
Résoudre dans R les inéquations suivantes

X

(I)): In(x)—1=0 . (I,):In(3—x) —In(x+1)<0
I): m(1-3)>0 ;1) WX -3mE+2<0
Solution :

(I)): In(x)—1>0
On note par D; I'ensemble de définition de I'inéquation
xXED, &x>0
Donc: D; =1]0; + [
Inx)-1=>0<=In(x) >1

< In(x) = In(e)

Sx>e

S XE[e;+o]
Donc: S=le;+0[N]O;+oo[ = [e;+].

=6—2\/E ou x=—=6+2\/§
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(I,):In(3—-x)—In(x+1) <0
L’'inéquation est définiesi:3 —x > 0etx+1>0
Donc x < 3etx > -1
L’'inéquation est définie sur |—1; 3[.
On restreint donc la recherche des solutions a cet intervalle.
InB—-x)-Inx+1)<0= InB3—x) <In(x+1)
3—-x<x+1
=2 < 2x
=1<x
L'ensemble solution estdonc |—1;3[ N [1; +oo[
Donc S =[1;3].

I): m(1-2)>0

(I): In?(x)—3In(x) +2<0
xeED, x>0
Donc: D; =10;+oo0 |
> Résoudrons I'équation In?(x) — 3In(x) +2 =0
On pose X = In(x) ,donc:
In2(x) —-3In(x)+2=0 ©X2-3X+2=0 ;avecX = In(x)
A=32-4x1x2=1
3++V1
X=—
ou X=2
ou In(x) =2
ou x =e?
> Tableau de signe de In?(x) — 3In(x) + 2 = (Inx — 1)(Inx — 2)

2

X 0 e e +00

In?(x) — 3In(x) + 2 + 0 - 0 +

L'inéquation est définiesi 1 — % >0 ; Donc % >0
X —00 0 2 —00
X - 0 +
x—2 - . - 0 +
xX—2 + ‘ - 0 +
X

Donc: D; =]—0;0[U]2;+oo[
2 2
ln(l——)>0<=)ln(1——)>ln(1)
x x

2
=1-——>1
X

2
S ——>0
X

2
S -—-<0
X

Sx<0
L'ensemble solution est donc]—oo ;0[N (J—o0;0[ U ]2 ; +o0[)
Donc § = |—o0; 0.

> Donc les solution de I'inéquation In?(x) — 3In(x) +2 < 0
est S=]e;e?[

Exercice 04
Résoudre dans R? les systémes suivants :

(S,): (3Inx + 7lny = 4 (s )_{lnx. Iny = -10
Y 2Inx + 5lny =3’ 2Inx +Iny = 3
Solution :
(3Ilnx + 7Ilny = 4 Lo
(S1): 2Inx + 5lny = 3 (S1) estdéfinitsix>0ety >0

1¢re méthode :

3

{31nx + 7lny = 4
2Inx + 5Ilny = 3

4 — 7 Iny
Inx = ——
2Inx + 5lny = 3
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4 — 7 Iny Inx. Iny = -10 e el
. Inx = — (S,): { Inx + Iny = 3 ; (Sy) estdéfinitsix>0ety >0
4 — 7 Iny 1¢re méthode :
2———+5lny=3
3 On pose X = In(x) etY = In(y) donc
4—"7In S _
Inx = y {lnx. Iny = —-10 - {X xY=-10
PN 3 Inx + Iny = 3 X+Y=3
8 —14Iny + 15Iny Rappel :
34 71 Pour déterminer deux réels x et y tels que
- lnx=—ny x+y=S etxXxXy=P avecSetP donnés
Iny + 8 i 9 On résoudre I'équation t* — St + P = 0
4 —71ny 47 Donc on résoudre I'équation t> — 3t — 10 = 0
@{lnx=T=}{lnX=T A= (-3% -4 x1x(-10) = 49
Iny=1 ny=1 3 —v49 3 ++v49
_ T X="—"" e Y="1_""
{lnx =-1 - {x =e 2 2
Iny=1 y=e X =-2 et Y=5
Donc: S={(e!;e)} Inx = —2 et Iny=>5
2¢me méthode : X = e~ 2 et y = ed
On pose X = In(x) etY = In(y) donc Donc: S ={(e%;e%); (e’;e2)}
{31nx + 7lny = 4 {BX +7Y=4 2¢me méthode :
2Ilnx + 5lny = 3 2X+5Y=3 Inx.Iny = —10 Inx.Iny = —10
Par la méthode de determinanton a: { Inx + Iny = 3 { Inx = 3 — Iny
:|2 Z|:15_14:1 {31ny In2y+ 10 = Oﬁ{lnzy—3lny—10=0
4 7 Inx = 3 — Iny Inx = 3 —Iny
Dy = |3 5| =20-21=-1 {( ny+2)(lny—5) =0 @{lnyz —2 ou Iny=5
3 4 Inx = 3 — Iny Inx = 3 — Iny
py=|5 |=9-81=1 2 5
2 3 N {y =e “ou y=e
D D =3 —
DoncX = - = -1 et Y=—2=1 Inx = 3 — Iny
D D y = e_z y = e5
Donc In(x) = -1 et In(y) =1 = {lnx =3 —Iny ou {lnx =3 —Iny
Donc x=e1! et y=e _ a2 - _ a2 -
y=e {y—e {Y—e {'y—e
_ = = ou
Donc: S={(e';e)} {lnx=5 " linx = —2 x=e® x=e?

Donc: S={(e?%;e%); (e%e?)}
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Exercice 05 Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ | — | ".
Calculer les limites suivantes : , . 1 N . 1+xInx 1, o
In2(x Inx im —+Inx = lim ———= =

a) lim x—Inx ; b) lim X( ) ; ©) lim —— x>0 x2 =0t x? o

* R _ XZ Car limx?=0" et lim1+x*lnx=1+0=1
d) lim —2 +Inx ; e) lim—== ; f) limIn(x*+1)—x x->0* x—>0*

x—-0t X x—>0+ Xln( \/_) X—+00 1

1 In?(x e) lim ——— = lim
j) lim xIn(x +-) ; h) lim ) ; k) lim x(Inx)3 x-0" x In 3{/— =0" +1n x§
X—>+00 X x—>+00 X x—-07F

Solution : ) 3 = lim -
Rappel (F.I): ° ; — 5 0xo 5 too— (+) =07 =X Inx
a) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ — | ". Car limxlnx=0" ; 0<x<1 ©Inx)<0

. , . . x—0
Levons l'indétermination :

In x f) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ | — | ".
limx —Inx = limx(l ——)

s o+ x In(x*+1
e x_oo Inx llm In(x? +1)—x—llmx(—)—1l
= lim x (1 — —) +oo x>t | x
X—+00 - 1
.1 1
Etcomme lim — =0 et: lim1—-->-=1, _ In (xz(l + x_z)
x—+00 X X—>+00 x = lim x -1
Donc: lim x — Inx = +oo. X+ X
X—+00
. ] — + = 2 — 1
b)Ona: ;me— 0" et }Lrg;rln X = +o0 ln(x2)+ln(1+x—2)
InZx  "+oo" = li&n x . -1
X—>400
Donc llm — = = 400
x—->0t Xx ot
) as .. N 2ln(x) In(1+
c) Il s'agit d'une forme indéterminée de type " —". = lim x () ( ) 1
] x—>+00 X X
Levons l'indétermination :
Inx Inx = —0
lim "%~ im %= lim -~ 2in(x)
1T e T M L1 Car lim x =4 et lim =0 et
" — ; x—+00 xX—+oo X
. Inx . 1 . » 1
Comme lim —=0et lim 1 —- =1, on a, comme limite d'un . ln(1+—2)
x—>+00 X x—+00 X llm —_ X~/
Inx X—+00 X
x 0 Inx
quotient: lim 5 = =1= 0 ;donc : lim —=0

x—>+00 1— x—+oox—1
X
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k) lim x(Inx)? = lim (Vx)? (In(3/x)3)3
= lim %?* BIn D)’
= lim 33

j) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "+ .0 ".
OnposeX=l donc x =2 ;
X X

or x > +oo = X - 0t
li 1 1+1 = li 1l 1+X
x—l>l-Poox n( x) B XLI(I)I*‘X Il( )

. In(1+X)
= lim— =1
X-0% X

Car lim 1_ 0et lim In(+X) _ 1

x>+ X X-0 X

2 2
h) lim (In %" = lim w

X—+00 X X—+ 00 \/}

2
_(2In Vx )
lim 5

X—+ 00 \/}
2
) <Zln \/§>
= lim
X—+ 00 \/}

Onpose X = Vx donc x = X? ;
or x >+ & X - 4o

2
~ (In x)? . (2Invx
lim " = lim
X—+00 X—>+00
NE

~ 2ln X\?
= 11m< )

X—+00 X

=0

2In X
Car lim

X—+00

x—07T

Onpose X = 3/x donc x=X3 ;
or x>0t X - 0"

lim x(Inx)? = lim 3XInX)3=0
x—-0% X-0*

;(car lim XInX = 0)
X-0*
Exercice 06

Soit la fonction f définie sur |0 ; +oo[ par f(x) =1 —-x+Inx
1) Etudier les branches infinies de (Cf)
2) Etudier la position relative de (Cf)etla droite : (A):y = —x
3) Déterminer les variations de la fonction f
4) Etudier la convexité de la fonction f.
5) Tracer (D) et(Cf) dans un repére orthonormé (0;1;J)
Solution :
1) Etudier les branches infinies de (Cf)

,}L‘glf(x) = ,}L‘(‘{l 1—-x+Inx

= —00
Car:lim1—-x=1 et limlnx=-w
x-0% x-0%

Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I’axe des abscisses est
asymptotes verticale a (Cf)
lim f(x) = lim1—-—x+1Inx

X—+00 X—>+00
. 1 In x
= llmx(—— 1+—)
x—+00  \X X
= —O00

. . Inx . 1
Car limx=+4+o et lim —=0 et lim -=0
x—+00 x>+ X xX—>+o00 X
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. fx) . 1—x+Inx
lim — = lim ———
x—->+o0 X X—+00 X

1 Inx
x(-—1+—
— lim (x x)
X—+00 X
o1 Inx
= lim - —1+—
x—>+00 X X
=-1

lim f(x) —(—x) = lim1—-—x+1In(x) + x
x—+o00 X—+

= lim 1 + In(x)

X—+00
= 4o
Donc la courbe (Cf) admet une branche parabolique suivant la
droite (A) d’équation y = —x au voisinage de +oo

2) Etudier la position relative de (Cf)etla droite : (A):y = —x
fxX)—(—x)=1—-x+In(x) +x
=1+ In(x)
Cherchons le signe de 2 + 2 In(x) sur ]0; +oo[

1+2In(x)=0<=In(x) = -1
1

S x=e
1
S x=—
e
X 0 % + o0
f(x)+x [ - 0 +
1 1
Ccf t A(=; —- cf t
Posion (Cf) est en (e e) ) esten
relative dessous Point dessus
de (A) d’intersection \ de (A)
3) Sur |0 ; +oof fest dérivable et,ona:
1 1—x
ff(x)=-14+—-=
X X

Comme x > 0, f'(x) estdusignede 1 — x

.La fonction f est donc strictement croissante sur |0 ; 1] et
strictement décroissante sur [1; +oo.

On dresse le tableau de variations :

0 1 400

X
o) | 1] + 0 -
0
£ H / T
—C0 —00
> fQ)=1—-1+In1=0
4)Sur |0 ; +o[,ona f' est dérivable de plus :
1) = 1xx )Ezl x)x1

o —x-1+x -1
T2 R

<0

On en déduit que (Cf) la courbe de fest concave sur |0 ; +oo.
5) Tracer (D) et(Cf) dans un repére orthonormé (0;1;))

L (1,0)

0 \_\74 M, 2 t|1

(B):y ==
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Exercice 08

"xX)=1—-=
A) Soitg une fonction définit sur ]0; +oo[ par g(x) = x — In(x) 9’ = x x
1) Déterminer lim g(x) et lim g(x) Comme x > 0, g'(x) est du signe de x — 1.
x=07 x>t Ona g(1)=1-In1=1
2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des variations de g 0 1 n
X o0

3) Montrer que : Vx € |0; +oo[; gx)>0
B) f une fonction définit sur ]0; +oo[par f(x) = In(x) + ——

1+ln(x) g, (x)

+ o0
1) Déterminer lilg}_ f(x) et Interpréter le résultat geometrlque g(x) \ /
X—
1

3) Montrer que : Vx € ]0; +oo[; g(x) >0

2) Calculer lim f(x)et étudier la branche infinie de(Cf)au

X—+00

voisinage de +oo

3)a) M 0, £ g(x) On en déduit que pour tout x de ]0 ; +oo[,

P gre i E G Seal 9176 = on a 1 est une valeur minimale de g sur |0 ; +oo[
b) Dresser le tableau de variation de f Donc g(x) =x—Inx>1> 0
c)Déterminer I'équation de la tangente (T) au point A(1;1) donc g(x) > 0

4) Montrer que f admet une fct réciproque f~1,définie sur] que
I'on précisera
5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a

B) f une fonction définit sur ]0; +oo[ ; par f(x) = In(x) + - + ln(x)

1) Déterminer 111(}1 f(x) et Interpréter le résultat geometrlque
X—

dans E 1[: (On prend f (%) =-0,2) lim f(x) = lim In(x) + 1 + In(x)
6) Tracer (T) et(Cf) et (Cf~1)dans un repére orthonormé (0;1;7) v X_j x In(x) j_ 1+ In(x)
Solution : = m X

B) Soitg une fonction définit sur ]0; +oo[ par g(x) = x — In(x) = —0

In(x)

X

1) Déterminer lim g(x) et lim g(x) Car: lim xIn(x) = 0 et lim
x—>0. x—>+?o Y xo0t x—0+
11m g(x) = 11m X —In(x) = +oo Donc la droite d’équation x = 0 c-a-dire I’axe des abscisses est

Car lugl x=0 et lllgl In(x) = —o0 asymptotes verticale a (Cf)
X—
In x 2) Calculer lim f(x)et étudier la branche infinie de(Cf)au
lim g(x) = lim x (1 — —) = 4o . . X
X—+00 x—+00 x voisinage de +oo
In x
i = — = In(x
Car xl_}ﬂ}ox too et XE-P;IO x =0 lim f(x) = llm In(x) + + ) =+

X—+00

2) Calculer g’ (x) ;puis dresser le tableau des variations de g In()
Car lim In(x) = 4+ et llm -=0et lim—=0

g est dérivable sur |0 ; +o[ etona: Moo 2ot oo X 1ot X
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1 In(x)
f(x In(x) +-+—
lim —( ) = lim X X
X—-+00 X X—+ 00 X
In(x 1 In(x
= lim ( )+—+ (%)
x>+ X x2 x2
=0
o In(x) 1 . In(x)
Car: lim =0 et llm—2=0 et lim 5 =0
X—+00 X X—+o00 X x—>+o0 X

Donc la courbe (Cf) admet une branche parabolique suivant I’axe
des abscisses au voisinage de +oo

3)a) Montrer que Vx € ]0, +oo[ : f'(x) = &%

<2
La fonction f est dérivable sur |0, + o[ comme somme des fonctions

dérivable sur ]0, + o[

R o ),_1_<1)’_ 1 (u)’_u’v—uv’
avpe: nx_x'x_xz'v_ V2
, 1 1 ixx—ln(x)xl

F=3-% X2
. x 1 1-In(x)

Fo=G-e2t =

x—1+1-In(x)
x — In(x)
=—0
_8(x)

T ox2

b) Dresser le tableau de variation de f

g(x)

Ona: Vx€]0,+oo[ : f'(x) = —;
X

et Vx€]0,+oo[ : g(x) >0

Donc la fonction f est strictement croissante sur |0, +oo]

On dresse le tableau de variations de f

X 0 400
ool +

+ oo
f(x) ‘ /

c)Déterminer I'équation de la tangente (T) au point A(1;1)
(M:y=fDx—-1)+f(1)
y=1xx-1)+1
(Ty:y=x
4) Montrer que f admet une fct réciproque f~1,définie sur] que
I'on précisera
> festdérivable sur |0, +o[ donc elle est continue sur |0, +oo[
> La fonction f est strictement croissante sur |0, +oo[
Donc f admet une fct réciproque f~1,définie sur J = £(]0, +oo[)
J = £(]0, +o0[)
= Jlim 100 Jim )|
= ]—00, +0[
5) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a
1 1
dans ]E’ 1[; (On prend f (E) -0,2)

» La fonction f est continue sur |0, +o[ en particulier E 1]

> La fonction f est strictement croissante sur |0, +oo[ on
- 1
particulier sur ]E’ 1[

> Etona f(1)=1et f(%):—O,Z donc f(1) x f(%)<0

Donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans E 1[

6) Tracer (T) et (Cf) et (Cf~1)dans un repére orthonormé (0;1;J)
(Cf) et (Cf~1) sont symétrique par rapport a la droite (T):y = x
La droite d’équation x = 0 est asymptotes verticale a (Cf) La
droite d’équation y = 0 est asymptotes horizontale a (Cf™1)
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la courbe (Cf) admet une branche parabolique suivant I'axe des Solution :
abscisses au voisinage de +oo ; donc a) x€eDfe= g > 0 ; Ondresse le tableau de signe de :L_ch
la courbe (Cf~!) admet une branche parabolique suivant I'axe des - . 5 1 -
ordonnées au voisinage de +oo x4+ 2 _ d + +
1—x + + aq. -
x+2 - da + -
1—x
Dy =1-2;1[
b) Par composition de limites, on a:
lim ~2~ 0+ donc I -
Jim, 7= 70" done lim f(x) =~
x>—2 x>-2
L xX+2 d li _
lim — = +oo donc lim f(x) =400

x<1 x<1
La courbe de fonction f admet deux asymptotes verticales

d’équations: x = -2 etx = 1.

) 2 - ,
2)a) lafonction u: x — % est dérivable sur |2 ; 1] car c’est une

fonction rationnelle elle toujours dérivable sur tout intervalle
inclus dans son domaine de définition qui est |—co;1[ U |1; 4+ |
Donc la fonction f est dérivable sur |—2 ;1]

Exercice 09 b) Soit: |-2;1]

Soit la fonction f définie sur ]-2 ; 1[ par f(x) = 1n(>;+_2) W (x) = I1xA-x)-(x+2)x(-1) 1-x+x+2 3
o - — x)2 - 2 (1—x)2
1)a) Montrer que Dy = |-2; 1] .l xz (1-x) (1-x)
b) Calculer lim f(x) et limf(x) puis interpréter les deux Donc :f' (x) = v _ a-n?
X—>—2 x—1 . () wx)

résultats géométriquement 3
2)a) Montrer que f est dérivable sur |2 ; 1] (1-x)?

b) Déterminer le sens de variation de la fonction f Et donc la fonction f est strictement croissante sur |—2 ; 1].
3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a X -2 1
dans |-1,0] f'(x) +

4) Tracer la courbe représentative de f. f(x) /H_OO
—0

u est strictement positive sur | -2 ; 1] et > 0. donc f'(x) > 0.
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3) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a Exercice 10
dans |-1,0[ A) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) =1+ x + Inx
> La fonction f est continue sur |—2 ; 1] en particulier [—1, 0] 1) Calculer lilg}_ g(x) et liIP g(x).

x— x—+oo

> La fonction f est strictement croissante sur|—2 ; 1[ on
particulier sur |1, 0[

> Etona f(—1)=-In2 et f(0) =In2 doncf(—1) x f(0) <0

Donc I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans |—1, 0|

2)a)Montrer que g est strictement croissante sur |0; +oo[
b)Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a

dans ]|0; +oo[ et que% <a< % ( Ondonne g(%) =—-0,4)

BT e L T T B B e L e

interpréter graphiquement le résultat.

4) Tracer sa courbe représentative de f. 3) Déduire le signe de g(x) pour tout x € ]0; +oof el
| _ o o B) Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: { fo) = :+:x; x>0
X=2 s f(©) =0
Et (C;) sa courbe dans un repére orthonormé (0; 7; ).(unité 2cm)
__________________________ 114 1)a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Montrer que xllirgo f(x) = + et que xllﬂo L;) = 0 , puis

) 2)a)Montrer que ,}L‘gl % = 400, puis interpréter le résultat géom
b) Montrer que pour toutx € |0;+oo[: f'(x) = (z(l’;)z
“““““““““““““““““““““““““““ L c) Déduire que f est strictement croissante sur l'intervalle
[a; +o[ et strictement décroissante sur I'intervalle [0; a]
a— — d)Montrer quef(a) = —4a et dresser le tableau de variations de f
2 <18 16 14 -12 06 <04 -02 ., 4(1-x2=2xlnx)
o ol 3)a) Montrer que pour tout x € |0; +oo[: f''(x) = PTETE
R A R T 1 : b) Etudier le signe de 1 — x? et —2xInx sur |0; +oo[ et en déduire
__________________________ -2 que le point d’abscisse 1 est 'unique point d’'inflexion de (Cf).
oo o | | | c)Donner I’équation de la tangente (T) a (C f)au point d’abscissel
s || 4) Tracer (T) et (C;) dans le repére (0; 7;J).( on donne a ~ 0.25)
e C) Soit h la restriction de f sur 'intervalle [a; + .
b M| | 1) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie J i
. o déterminer

2) Montrer que h™! est dérivable en 0 puis Calculer (h~1)'(0).
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B) Soit g la fonction définie sur ]0; +oo par g(x) =1+ x + Inx
1) Calculer lirg!r g(x) et ligrn g(x).

limg(x)= lim1+x+Inx=—x
x-0t x-0%
Car: lim1+x=0 et limlnx=—oo

lim g(x) = llm 1+x+lnx— +o00

xX—+ 00

Car Ilim1+x=4c et lim Inx =+

X—+0o X—+00

2)a)Montrer que g est strictement croissante sur |0; +oo[
g est dérivable sur ]0; +co[ comme somme de deux fonctions
dérivables sur ]0; + o[ eton a;

1
g’(x)=1+;>0

g est strictement croissante sur |0; +oo[
b)Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a

~0,4)

On a g est dérivable sur ]0; +oo[ donc elle est continue sur |0; +oo[
Et on a g est strictement croissante sur |0; +oo|

dans ]0; +oo[ et que% <a< % ( Ondonne g(%) =

]—00; +oo]

De plus g(]0; +x[) = ]lim g(x); lim g(x)[ =
x-07t x—>+00

Donc 0 € g(]0; +)

D’ou I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a € ]0; +oo|

Vérifions que % <a< %

On a g est continue sur E ﬂ

. . 1 1
Et g est strictement croissante sur [g, E]

ET (1)— 0,4 et (1)—1+1+l 1—1() 12+1>0
.gs—,egz— 2nz—nen2

1 1
Donc : g(g)x g<5)<0

1 1
- <a<z

D :
onc 5 2

3) Déduire le signe de g(x) pour tout x € |0; + o[

On distingue deuxcas; x € |0;a] et x € [a;+oo]

Soit: x €]0; af

x€]0;al > x < a et g est str croissante sur]0; af
= g(x) < g(a)
= gx)<0

Soit: x € [a;+oo[

X € la;+o[ = a < x et g eststrcroissante sur[a;+o[
= g(a) <g)

= 0<g(x)
On dresse le tableau de signe de g sur ]0; +oo[
X 0 a —00
gx) || - 0 z l
B) Soit f la fonction définie sur [0; + o[ par : { f&) = x>0
f(0) = 0

Et(C ;) sa courbe dans un repére orthonormé (0; 7; j).(unité 2cm)

1)a) Montrer que f est continue a droite en 0.

4 x Inx
llmf(x) 1"5& Ttz - 0
limxInx =0 et
x-07%

Done lim f(x) = £(0)

Car: liml+x =1
x—0%t

Donc f est continue a droite de 0.

+oo et que lim fx)

X—+oco X

b) Montrer que li{rn f(x) = = 0 , puis
X—>+0o0

interpréter graphiquement le résultat.

1 0 = 1i 4 x Inx
x—ljl-lgofx x—l>lIcl>0 1+x
4 x lnx . 4 Inx
= lim ——— = lim 5 = 4+
""+°°x( +1) "‘)+°°;+1
Car: lim Inx = +oc0 = lim — =0

xX—+00 x—+o0o X
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f( ) 4 x Inx
X

lim — = lim —**
x—->+o00 X X—+00 X

~ lim 4 x Inx
T ot x(1 + %)
4 Inx

= lim
x-+0 1+ x

4 Inx
= lim

xX—+00 x(— +1)
4 Inx 1

= lim X 1 =0
xX—>+0o0 X __|_1
X

. Inx 1
lim —=0 et lim—-—=0
x—>+oo X x—+o0o X

Interprétation géométrique :
lim f(x) =+ et lim f

x—+00 x—+00 X
Donc la courbe (Cf) admet une branche parabolique suivant I'axe
des abscisses au voisinage de +o
f( )

Car :

Ona : =0

2)a) Montrer que llm = +o0, puis interpréter le résultat géom

( ) 4xlnx
X
lim fx) = lim 1=
x—-0t Xx x-0t x
. 4 Inx
= lim
-0t 1+ x
= —00
Car : lilg;rlnx= —oo et lim 1+x=1
X—
f( ) f(x) —£(0)
Donc llm——l — = —00
-0t X x—>0+ x—0

Donc f n’est pas derlvable a droitede 0

Interprétation géométrique :

la courbe (Cf) admet une demis tangente verticale au point
A(0;0) dirigée vers le bas

I _ 4g(x)
f1x) = (x+1)2

On la fonction f est dérivable sur |0; + [ comme quotient de deux

fonctions dérivable sur ]0; +oo[
(u)’ u'v—uv

b) Montrer que pour tout x € ]0; +oo| :

Rappel : - ; (wv) =uv+ur ; (Inx) =

Soit x €]0; +oof
(4lnx+4x>< )(x+1)— (4xlnx x 1)

f(x)= a1 1)
o (4nx+4)(x+1)—4xinx
f(x)= 1 1)
. _4xlnx+4lnx+4x+4—4xlnx
fex) = (x + 1)2
. B 4inx+4x + 4
f'(x) = a1 1)
, B 4(Inx+x+1)
f® ==
, 49 (x)
e = (x + 1)2
D’ou pourtout x € ]|0;+oo[: f'(x) = (ii(lx))z

c) Déduire que f est strictement croissante sur l'intervalle
[a; +o[ et strictement décroissante sur l'intervalle [0; a]

f'(x) = 4‘9(") et (x+1)2>0

Donc le signe de f' estle signe de g sur ]0, +00[
Et on a d’apres la partie A) le signe de g sur ]0; +oo[

On a: pour tout x € ]|0; +oo[ :

X 0 a —00
g | . 0 +
Donc f est strictement croissante sur l'intervalle [a; + [ et

strictement décroissante sur l'intervalle [0; a]




G Prof: fayssal || Site web : www.elboutkhili.jimdofree.com | Série corrigée 6 : Fonction logarithme 2BAC-BIOF | page118

d) Montrons que f(a) = —4a
4 alna
fla) = 1+a
Et d’apres la partie A) le a est solution de I'équation g(x) =0
Donc g(a) =0 donc 1+ a+ In(a)=0donc1+ a=—In(a)
4alna 4alna

Ona:

Donc : f(a) = ita ~ —in@ = 4«
On dresse le tableau de variations de f
b'¢ 0 a +o0
ool - 0 +
0 + 00
0 \ /
—4a

—x2_
3)a) Montrer que pour tout x € ]0; +oo[: f"(x) = 4(1-x*-2xinx)

x(x+1)3
. E’=u’v—uv'_ N — ot -1 . 1=1
Rappel : (v) —Vz (™) =nu' u ;o (Inx) "
. 4(Inx+x+1)
Ona: f'(x)= ot 12
4(3+1)(x+ 12 —4nx+x+1)x2x1x (x + 1)
Donc: f"'(x) = TEEIL
4(§+1)(x+1)2—8(lnx+x+1)(x+1)
Donc: f'"(x) = TEEIL
4(§+1)(x+1)—8(lnx+x+1)
Donc: f"'(x) = CEENE
4(1+x)? 2xInx+2x%+2x
ey x A —)
Donc: f'"(x)= CEENE
. 4 x2+2x+1—- 2 xInx+ 2 x% + 2x)]
Donc: f'"(x) = X1 1)

A[ x> +2x+1-2xInx—2x*—2x)]

Donc: f'"(x) = xx F 1)
4(1 — x* — 2xl

b) Etudier le signe de 1 — x% et —2x Inx sur ]0; +oo[ et en déduire
que le point d’abscisse 1 est I'unique point d’'inflexion de (C f).

Il est clair que le signe de f"’ dépond de signe de 1 — x* — 2xInx
1¢re méthode

Ona:1-x*=0=x*=1=x=1

Etona: 2xlnx=0 =>nx=0=x=1

on dresse le tableau de signe de 1 — x? et —2x Inx sur ]0; +oo[

X 0 1 + 00
1-x? + 0 —
—2x Inx + 0 —

Soit x € ]0;1]

Donc1 —x? — 2xlnx >0

Donc f""(x) = 0

Soit x € [1; 40|

Donc1—x%? —2xIlnx <0

Donc f"(x) <0

D’ou la fonction f"' s’annule et change de signe en 1
Donc le point d’abscisse 1 est 'unique point d’'inflexion de (C f).
2¢me méthode

x€]0;1]=x*<1=1-x%2>0

x€]0;1] = —2x <0etln(x) <0 = —2xInx >0
Doncvx €]0;1]: 1 —x? —2xInx >0
xXE[L,+o[=x?>21=>1-x*<0

Xx€[1;40][ = -2x <0etln(x) 0= —2xlnx <0
DoncVx € [1;+oo[: 1 —x% —2xlnx < 0

D’ou la fonction f” s’annule et change de signe en 1
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c)Donner I'’équation de la tangente (T) C) Soit h la restriction de f sur l'intervalle [a; +oo|.
a (Cy)au point d’abscissel Donc V x € [a; +oo[ : h(x) = f(x)
(M:y=fD)x—-1)+ f(1)
y=2x(x-1)+0 , 1) Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie J a
Donc (T):y=2x-2 déterminer

4) Tracer (T) et (C;) dans le repére (0; i;J).( on donne a ~ 0.25) > festdérivable sur ]0, +oo[ donc elle est continue sur ]0, +oo]

On particulier sur [a; +o[ donc h est continue sur [a; +].

Ona a = 0.25 donc f(a) = —4a = —1
> La fonction f est strictement croissante sur |a, +oo|

Donc la fonction h est str croissante sur |a, +oo|
(¢r.
' Donc f admet une fct réciproque f~1,définie sur ] = h([a; +0|)
5 /
J = h([a; +oo) = [R(a); lim h(x)|
X—+00
= |-4a, +o[
2) Montrer que h™! est dérivable en 0 puis Calculer (h1)’(0).
(T Ona: h(1) =0 donc h°1(0) =1
La fonction h est dérivableen 1 etona:h'(1) =2 # 0
5
Donc la fonction h~! est dérivableen 0 etona:
1
h_l ! 0) = = —




Prof fayssa Site web WWW. elboutkhllljlmdofree com Serle corrigée 6 : Fonction logarlthme 2BAC- BIOF pagelZO

Exercice 09
lim g(x) = limIn(1 +
A) Soit g une fonction définit sur |0 ; +oo[ par xX—+00 X—+00 Tx+1
1 1 1 1
g(x) = In (1 N ;) - Car xl_l)l}loo In (1 + x) ln(l) =0 et x‘li“oo — =0
1)Déterminer lim g(x) et Calculer lim g(x) A)2) Rappels :
xX—>+00 u’ 1\’ 1 1\ u’

! -1 . . [—— _ — — — —_— e
2)Montrer que g'(x) = o Sur 10; +oo[; [In(w)]" = ” et <x) =~ et (u) =z
3) Dresser son tableau de variation sur |0; +o(; Soit x € ]0; +oo [
4) Montrer que : Vx € [0;+o[; g(x)>0 lz _1
B) Soit f une fonction définit sur [0 ;+o[ par: g'x)=- 1x 17 x4 1)

1
f(x)=xln(1+;); si x+0 et f(0)=0 1 * L
2
1) Montrer que f est continue en 0 a droite = xJ—Ci—l X+ 1)2
2) Montrer que li{rn f(x) = 1, puis interpréter le résultat x
X—+ 00
géométriquement _x + 1
3) Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite puis interpréter le x+1 (x+1)>
résultat géométriquement _ 1 4 1
4)a) Montrer que f est dérivable sur € |0, +o[ et que x(x+1) (x+1)°
vx €10, +oo[ 1 f'(x) = g(x) __&+D X
c) Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; +oo[ x(x+1)?  x(x+1)?
5) Etudier la convexité de la courbe (Cf) __*~ 1+x
> "y 2

6) Tracer (Cf) dans un repére orthonormé (0 ;7;j) (unité 2 cm) x(x +1) B
C) Soit (U,) tel que : Uy =+ et Up,y = fU Doncvx €]0, +eol : g'(x) = 255
1) Montrerque: VnelIN 0<U, < : 3)Onavx €0, +oo[ : g'(x) = (x_+1)2 <0
2) Montrer que la suite (U,) estcroissante Donc la fonction g est strictement décroissante sur ]0, +oo[
3) Déduire que (U,,) est convergente et calculer la limite de (U,) 0 +oo | X
Solution : - 19 &)

1

i = li l —_—— = 400
A) 1) lim g(@) = lim tn(1+7) - 25 = +oo , TT—— "l

Car lim ln(l +1) =400 et limiz 1
x-07T X

x—0t x+1




G2 Prof: fayssal || Site web : www.elboutkhili.jimdofree.com || Série corrigée 6 : Fonction logarithme 2BAC-BIOF | page121

4)0na g(]0;+oo[) = ] lim g(x) ; lim g(x)[ fx) — f(0) xIn (1 + %)
x—>+oo x-0 3)  lim——"" = lim ———*
=]0;+oo| -0t x—0 x
Donc pour tout x € ]0,+oo[ ona: g(x) € ]0,+oo[ = lim In(1 _|_1)
DoncVx € [0;+o[; g(x)>0 x-07 x

= 400
Donc f n’est pas dérivable a droite de 0
1 Interprétation géométrique :
J!Ll(};r f(x) = J}nggr xln (1 + ;) (Cf) la courbe de la fonction f admet une demi-tangente verticale
(x + 1) en 0 dirigée vers le haut

B) 1) Montrerons que f est continue en 0 a droite

= limxIn
x-07T

= )!ng;r xInx+ 1) —xIn(x) » Lafonctionx — 1 + i est dérivable sur |0 ; +o] car c’est une

4)a) Montrons que f est dérivable sur |0 ; +oo[

=0 fonction rationnelle elle toujours dérivable sur tout
Car lilg!, xln(x+1)=0xIn(1) =0 et lilg;r xIn(x) =0 intervalle inclus dans son domaine de définition qui est
x- X

Donc lim f(x) = f(0) ]=e0;0[U]0; +oo [

. 1 L
Dol f est continue 3 droite de 0 Donc La fonction x — In(1 + ;) est dérivable sur |0 ; +oo[

La fonction x — x est dérivable sur |0 ; +oo[ ; (Polynome )
Donc la fonction f est dérivable sur ]0; +oo|

X—+00

1
2) lim f(x) = xliinwx In (1 + ;)

On pose X = donc x=%;orx—>+00<:>X—>0+ Ra ,
!
1
1 1 ( ) ) ) I u
. N = lim — wv) =vuv+uv et [In(w)] =— et (— =
xllirlwxln(l +x) )}Lrggrx In(1+X) u x
In(1+X) _ Soit x € ]0; +oo |

X-0t X 1
In(1+X) -1 f’(x)zlxln(1+;>—xx
X

- 1
Car lim %= 0 et i =
ar Jim © = et lim 1+
Donc lim f(x) =1 1
X

X—+00

1
Interprétation géométrique : =lIn (1 + —> ~ X1
X

La droite (D) d’équation y = 1 est asymptote horizontale ala x

courbe (Cf) au voisinage de + = In (1 + 1) — -|1— ;
X

Donc Vx € ]0,+[ : f'(x) = g(x)
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c)JOna: Vx€]0,+o[ : gx) >0
Donc Vx € ]0, +oo[ ; f'(x) > 0
Donc la fonction f est strictement croissante sur |0, +oo[

X

f'(x)

f(x)

5)Onavx €]0,+oo[ : f'(x) = gx)

Donc Vx € ]0,+oo[ : f"(x) = g'(x)

" _ -1
DoncVx €]0,+[ : f"(x) = Y <0
Donc la courbe (Cf) est concave sur |0, +o[

6) Tracer (Cf) dans (0;7;))

2

|
C) 1) Démontrer par récurrence que Yn € IN 0 < U, < e_%

> Pourn=0ona 1< uo=—<e—1

Donc la proposition est vraie pourn =0

Soitn € N

1 1
» Supposonsque 0 <U, < -—; et montrons que 0<U,1 =< o

. . ) 1
f est strictement croissante sur l'intervalle [0 ; ;]

0% Uy S == = f(0) < fn) S o) = 0= Upuy S -

1
e—1

1
> Car;f(;)—;ln<1+?>—;ln(1+e—1)—

e—1

s N . 1
D'apreés le principe de récurrence,ona: (VvneN): 0 < U, < Py

2)uy1 —u, = unln(1+u—1n)—un =un(ln(1+i)—1)

1 1 1
o<y,<—=—2e-1=>—+12e=mn—+1)=>1
e—1 Uy Uy Un

1 1
=>ln(—+1)—120=>un(ln(1+—)—1)20
un un

= U1 — U, = 0 = la suite (u,) estcroissante
3) Déduire que (U,) estconvergente et calculer la limite de (U,)

. < 1
(un) estcroissante et majorée par — donc convergente.
.

f est continue sur l'intervalle [0 ; e—%] car elle est dérivable sur I

(05D = @] = o5 < o5
Uy = - E 0; e—1]
Alors la llmlte de (u,) estL lasolution de I’équation f(x) = x

f(x)=x<:>xln(1+%)—x=0 @x(ln(1+£)—1)=0

1
< x =0o0u ln(1+;)—1:0 = x=0 ou ln(1+x

1 1
Sx=0o0u 1+—=e=x=0o0u x=——
X e—1

1
Et on a la suite (un) est croissante donc la limite est vy
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I) Etude algébrique des nombres complexes : Solution
1) Introduction:
Résoudre dans Q chaque équation (E;):x*-2=0

2
1) (x+43) +3=x+2xixx+i+i=x+x+1
2 4 2 4 4

1\2 3 1\2 3
L’équation x? = 2 n’a pas de solution dans Q, ses solutions vVZ et |2) (E) & (x + ;) +t.;=0= (x + E) =-3
_ . . 2 2
ﬁsont irrationnelles. ’ | - (x + 1) _32 iz -1
Résoudre dans R chaque équation (E,):x*+2 =0 z 4
), ] ) , ] 1| _ .V3 1_.V3 1_ .V3
L’équation x* = —2 n’a pas de solution dans R, SPx+ =15 Sx+ =10 oux+-o=—-1-+
2) L’ensemble des nombres complexes C : 1, i3 1 i3
& .. 7 N = Qx___+_ oux_____
Définition et théoréme (Admis) 2 2 2 2
Remarques :

Il existe un ensemble, appelé I'’ensemble des nombres complexes,

, Soient a et b deux nombres réels :
noté C tel que:

(a + ib)? = a® — b? + 2abi

(a —ib)? = a?> — b? — 2iba
e (Cest muni d’'une addition, d’'une multiplication (et donc d’'une (a + ib)(a — ib) = a® + b?

e C contientl’ensemble R des nombres réels ;

soustraction et d’'une division) qui possédent les mémes regles ||3) Ecriture Algébrique d’'un nombre complexe :

de calcul que dans I'’ensemble des nombres réels ; Définition :
Soitz € Ctelque:z = a + ib a etb étant réels

e L’écriture a + ib ,a etb étant réels, s’appelle la forme
algébrique du nombre complexe z tel que z = a + ib

Il existe dans C, un nombre itel que i = —1;

Tout nombre complexe z s’écrit de facon unique sous la forme
zZ = a + ib, ou a et b sont des nombres réels.

Exemples:

e Lesnombres-5,3/7,3+5i; ... Sont des nombres complexes.

e (VyeR); iyeC ;
3+4i

e Le nombre réel a s’appelle partie réelle du nombre complexe
zeton écrita = Re(z).

e Le nombre réel b s’appelle partie imaginaire du nombre
complexe z et on écrit b = Im(2).

* 3% €C ¢ Quand a est nul, le nombre complexe z s’écrit z = ib et on dit
e Tout nombre réel est un nombre complexe. que z est un imaginaire pur

Exercice 1 e L’ensemble des imaginaires purs noté: ilRetona:
On considére I'équation (E) : x? +x+1 =0 (x € C) iIR = {ib /b € IR}.

2 L]
1) Montrer que 2 +x+1= (x + 1) + 3 (vx € C) EXemples : .
o 2=3—4i o Im(z) = —4 et Re(z) = 3

2) Résoudre I'équation (E) en utilisant le nombre i z=5i<Im(z)=5etRe=0; z=3 Im(z)=0etRe(z) =3
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4) Opérations sur les nombres complexes :
Les opérations sur les nombres complexes prolongent
naturellement celles que I'on effectue sur les nombres réels.
Propriété 1
V(Z;Z') € CxC, Z=7 < Im(Z) =Im(Z') et Re(Z)
Z=0Im(Z)=0et Re(Z)=0
Propriété 2
Soit Z un nombre complexe
» Caractérisation d’'un nombreréel:z € IR ©Im(z) =0
» Caractérisation d’'un imaginaire pur:z € ilR © Re(z) =0.
Propriété 3
z et z’ deux nombres complexes avec: z =a +ibetz' = a’ +ib’
On définit la somme des deux nombres complexes z et z’ par :
Zz+z' =a+ib+a +ib ' =(@+a)+i(b+Db)
On définit le produit des deux nombres complexes z et z’ par :
zxz' = (a+ib)(@’ +ib’) = aa’ +iab’ +ia’b — bb’
= (aa’ — bb’) +i(ab’ + ba’)
1 (a—ib) a—ib a b
atib  (atib)@a—ib) _ a?+bZ _ aZ+b?  aZtb2 '

Exercice 2

= Re(Z")

. 1
Siz#0ona - =

Simplifier les écritures en exprimant le résultat sous la forme

algébrique.
z;,=3-5i—3i—-4); z, = (3-2)(-1+5i) ; z3=(2-3i?2
z, = 2D 25:4—12i ; z6:;i;
Solution
z;,=3—-5i—(3i—-4)=3-5i—-3i+4
=7 —8i

7z, = (3 — 21)(=1 + 5i) = —3 + 15i + 2i — 10i2
= -3 +15i+2i+10
=7+17i

73 = (2 —31)? =4 —12i + 9i?
=-5-12i

74 = (20)13 = 213{13
— 8192i

=4 —-12i—
= 8192 x (i%)°® x i

4 + 2i 4 + 2i

4 + 2i

4 + 2i

16 — 4i2

“@-20@+21)

C@A+DE+D)  2+i+2i-1

2—-i -D2+D) 0 4-i?
C1+3i 1+3i

441 5

1+3

53!

Exercice 3

1) Onposeiz—%+?i.Cal(:lulerj2
2) Montrer que: j2+j+1=0

3) Déduire que j2 = 1

j2923 sous forme algébrique

Solution

4) Mettre le nombre j

1 3
=yt
2) Prj+1=—1-2i-148i41=0

3) +j+1=0<ij(j*+j+1)=0
s P+jit+j=0 o j3 =
1 V3. 1 3,

@i3=5+71+2 2

s P=1
4) 2023 = j2022+1 — (3)337 x j = (1)337 x j = j

i

———1i

16 +4

20
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II)Représentation géométrique d'un nombre complexe :

Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé
direct(0,4, V)
1) Affixe d’'un point-Affixe d’'un vecteur :
Z dans C tel que z = x + iy avec (x; y) € IR? et M(x; y) un point dans
la plan (P)
On consideére f une application dans C vers (P) définie par:

f:C - (P)

Z=x+iy- f(Z) = M(x;y)
On a f est bijective de C vers (P)
(VM(x;y) € (P))(3!Z € O):£(Z) = M(x;y)

Définition :

e Tout nombre complexe z = a + ib avec (a,b) € IR? on associe le
point M de coordonnées (a,b); dans ce repeére. On dit que M est
le point image de z et que OM est la vectrice image de z.

e 1z estappelé I'affixe du point M, et aussi I'affixe du vecteur
OM ; On écrit et aff(aﬁ) =Zouz, =z et Zy;=z

e Le plan (P) rapporté au repére orthonormé direct (0, u, V) est
appelé plan complexe

e L’axe des abscisses est appelé axe des réels, et 'axe des
ordonnées est appelé I'axe des imaginaires purs

¥
x
]
L]
L]
]

B o

Exemple :

Le point M(3 ; 2) a pour affixe le nombre complexe z = 3 + 2i.
De méme, le vecteur w a pour affixe z = 3 + 2i.

*Axe des imaginaires

3

Axe des reels
56

Exercice 4
Le plan étant muni d’'un repére orthonormé direct (0 ; u; V)
placer les points ; A, B, C, D ; E etF d’affixes respectives :
A(1+ 2i); B(3); C(—i); D(—3 — i) .E(3i) etF(—2 — 3i)
Solution

F(-2+3i) 3 | E(30)
Ead *

A(L+2i
2| % ( i)

0 . _B(3)

K
Ci(-i)




G2 Prof: fayssal || Lycée ABD EL MOUMENE OUJDA 2BAC-SM Cours : Nombres complexes (I) Page 126

2) Propriétés
Proposition 01 :

M(zy) et N(zy) sont deux points du plan. ™
u(z) et v(z') sont deux vecteurs du plan.

a) Le vecteur MN a pour affixe zy — zy.
b) Le vecteur U + V a pour affixe z + z'.

c¢) Le vecteur ki, k réel, a pour affixe kz. ot

d) Le milieu I du segment [MN] a pour affixe z; = Zm+ZN

Démonstrations :

a) On pose : M(Xy ; ym) et N(Xy ; Yn)-

Le vecteur MN a pour coordonnées (Xy — Xy ; ¥y — Ym) donc son
affixe est égal a :

(xn — xy) +i(yn — ym) = Xy +iyy — Xy + iym) = Zy — Zy-

b) c) et d) : Démonstrations analogues en passant par les
coordonnées des vecteurs.

Proposition 02 :

Soient A, B, C trois points distincts deux a deux d’affixes
respectivesz, ,zg ,z. Alors:

ZB7%A ¢ IR

A, B, C sont alignées si et seulement si p—
Démonstration :
Supposons que A et B et C sont alignés :
A etBetCsontalignés < 3k € IR telque: AB = kAC
& Ik €IR telque : zg — 2z, = k(z; — z4)
Exercice 5
On consideére les points A(2i) ; B(1+i) et C(3-i)
Montrer que A,B et C sont des points alignées

Solution

zpmza _ 4i-2i _ 1-i 11 _ 1 p
zc-z4  3-i-2i 3-3i 3(1-i) 3

Proposition 03 :
Soient A, B, C et D quatre points distincts deux a deux d’affixes

, |respectives z, ,zp ,zc etz telsque: A # BetC # D Alors:

Z7% IR

ZB—1ZA

(AB)//(DC) si et seulement si

Proposition 04 :
Soient (4 ; a) et (B ; B) deux points ponderes de plan (P) tel que
a+ f +0.0npose aff(A)=Z7,et aff(B)=2;

Soit G(z;) estle barycentrede (A;a) et (B;f).Ona:Z; = I;Z’ZI%ZA
Exercice 6
On considére les points A(—2 + 3i), B(2 + 4i), C(5 + 3i), D(1 + 2i)

et E(—7).
1) D(émtzntrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
Calculer I'affixe de son centre.
2) Les points D, C et E sont-ils alignés ?

Solution
1) - On va démontrer que les vecteurs AB et DC sont égaux.
Affixede AB:z;5 =25 — 2, =2 +4i— (-2 +3i) =4 +1i
Affixede DC:zpz =2 —2p =5+3i— (1 +2) =4+
Donc AB = DC et donc ABCD estun parallélogramme.

Le centre du parallélogramme est le milieu I du segment [AC].
zatze _ —243i+5+30 _ 3460 _ 3 +3i
2 2 2 2
2) Affixede DC:zpp = 4 + i
Affixedeﬁ:zﬁ =zp—2zp=-7—(1+2i)=-8-2i.
Donc: z5z = —2 zz et donc DE = -2 DC.
Les vecteurs DC et DE sont colinéaires et donc les points D, C et E
sont alignés.

Son affixe est: z; =

Remarque : On peut montrer par exemple que % € IR
o
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3)Conjugué d’'un nombre complexe :

Soit z € C de forme algébrique : a + ib tel que: a etb étant réels
On appelle conjugué du nombre complexe z,

le nombre complexe a — ib .

On le note Z et on lit < z barre >
z=a+ib(a,beIR)=>Z=a—ib

Exemples:

» z=54+6i=>zZ=5-6i

> z=—1-i=>zZz=-1+i

» z=i>Z=—-i

» VzeEIR: Z=1z

» Vz€ilR: Z= -z

Interprétation géométrique

Soit M(x ;y) 'image de nombre complexe Z = x + iy dans le plan
complexe (P).on pose aff(M) = Zona: M (x;-y)

"Axe des imaginaires
3
b M{(a + ib)
2“— ———————— 1.
[
1] [
7 A :
0 _ 1a Axe des réels
0 w1 2 13 4 5 6
[
_l_ i
[
5 [
T D - — —— — — 4
-b M'(a — ib)

Les images M et M’ de z et Z sont symétriques par rapport a I'axe
des réels.

Exercice 7
1) Résoudre dans CI'équation suivante: (E;):z =2z +4i— 1
2) Résoudre dans CI'équation: (E,):3iz—Z = 8i
Solution
1)z=3Z+4i—-1©z2=2Z+41-1 ©z=22—-4i—1
oz=1+4i
Donc S = {1 + 4i}
2) zun élément de C, on pose z = x + iy, (x,y) € IR?
3iz—z=8io 3ix+iy) —x+1iy = 8i
©3ix—3y—x+iy—8i=0
©-3y—-x+3x+y—-8)i=0
© -3y—x=0et(3x+y—8)=0
& x=-3yet3X-3y+y—-8=0
©x=-3y et(—8y—8)=0
& x=-3yety=-1
ox=3ety=-1
©z=3-i
Donc S = {3 — i}

Propriété 1 ; Soit z un complexe tel que z = x + iy et (x;y) € IR?
Soit Z dans Con a: zZ = (Re(Z)))? + (Im(Z))*=x?* + y?

Exercice 8
Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
Z_1+i Z_2+i _Z_1
17 147i ’ 27 2 4i * O3 T (1+i)2
Solution
1+i  (1+i)(1-7i) 1-7i+i+7 8-6i 8 6 .
Z1 = - = > m2 = = = ———1
1+7i 1247 1+49 50 50 50
7. = 2+i _ (2+i)(2+40) _ 4+8i+2i—-4 _ 8i+2i _ 10i _ 1,
27 24i " a+16 20 20 0 20 2
7o = i1 1 1i
37 +)?2 T 1+2i-1 20 2
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Propriété 2:

Pour tout nombre complexe z,on a:
1)z=1z

2) Z+ z = 2Re(2z)

3) z—z = 2iIlm(z)
4)z€lRsz=12Z
5)z€ilRozZ=-z

Propriété 3:

Soit z et Z’ deux nombre complexe non nuls et n un entier naturel.

z+z =z2+7 (f)zg (z' #0)
1. zx 2z =7z X 7'; zZ"=(2)" ; (z+0) kz' = kz
Exemples:

> A-0)A+)?=Q+(20)=2-2i

5-21 5+2i
- (5 =15
1+ 1-i

> (2 + 405 = (2 —4i0)°

Exercice 9
1) Déterminer I'ensemble des nombres complexe z pour lesquels
3z—-5iz+4i—1€ilR
2)Déduire I’ensemble des points M(z) pour lesquels
3z—-5iz+4i—1¢€ilR
Solution
1)On pose z = x +iy, (x,y) € IR?
3z—-5iz+44i—1=3(x+iy) —5i(x—iy) +4i—1
=3x+3yi —5xi—5y +4i—-1
=3x—-5y—1+ 3y —5x+4)i
3z-5iz+44i—1€ilR©3x-5y-1=0 x =2
L’ensemble des nombres complexes z qui vérifie

3z —5iz+ 4i— 1 €ilR estl’ensemble D = {Sy;l +iy\y € IR}

2)Donc l'’ensemble des points M(z) pour lesquels
3z — 5iz + 4i — 1 € iIR est la droite d’équation 3x -5y —1 =0
Exercice 10

1) Déterminer I'ensemble des points M(z) pour lesquels E € IR

2) Déterminer I'ensemble des points M(z) pour lesquels E € IR

Solution
Onpose z =x+iy, (xy) € IR? tel que z + —1
z—i_x+iy—i_x+i(y—1)_[x+i(y—1)][x—i(y+1)]
z+1 x+iy+1 x+i(y+1) x2 + (y + 1)?
X —ixy+D+ixy-1D+ -1y +1)
B x2 + (y + 1)?
X —ix(y+ Dy -D+@-D(y+1)
x2+ (y+1)?
x4y —1—ix(y*-1)
B x2 + (y + 1)2
X2 +yr-1 x(y2-1)
TRty +1)? 2+ (y+1)2

ZleilRox®+y2—1=0etz + -1
z+1

Donc:
Sxlt+yt=1et z+ -1
Donc I'’ensemble des points M(z) c’est le cercle (C) de centre O et
de rayon 1 privé du point A d’affixe -1

z—i
g 2_1) = _
Z+1EIR<=>x(y 1)=0etz+ -1

Sx(y—-1)y+1)=0etz+ -1
Sx(y-1)y+1)=0etz+ -1
x=0ouy=1ouy=-1letz+1

Donc I'’ensemble des points M(z) ,est la réunion des droites
(D1); (D1) ; (D3) d’équations(Dy):x = 0; (D3):y =1;(D3):y = -1
privé du point A d’affixe -1
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III) Module et argument d’'un nombre complexe Propriétés 02:
1) Module d’'un nombre complexe z et z’ deux nombres complexes non nuls
Définition : et n entier naturel non nul.

Soit un nombre complexe z = a + ib. Produit |zz'| = |z||2’|
On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z|, égal a Puissance |z"| = [z|"
2 T 52 1 1
a’® + b2 Inverse |—| =—
M est un point d'affixe z. Axe des imaginaires zl |zl

3| Z |z|
Alors le module de z est Quotient |_,| = —
M(a + ib) Z |z'|

égal a la distance OM
OM = |z| = /a® + b2 Inégalités triangulaire

K |2 = Va2 + b2 ' Démonstrations

Propriétés 01 : e . i Axedesréels IModule d’une puissance |z"| = |z|™:

2 3 4 5 6
Soit z un nombre On procede par récurrence.

lz+z' I1<lz|+]Z'|

complexe. e L'initialisation pour n = 1 est triviale.

a) |z|* = zz b) |z| = |z| c) |—z| = |z] e Soitn>1

Démonstrations Supposons que |z"| = |z|"et démontrons que |z""!| = |z|**1,
a)zz = (a +ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a? — i’b? = a® + b* = |z|? |z = |z"z|

b) |z| = m =+aZz + b? = |z| = |z"||z|, d’apres la propriété du produit.

|-zl = JCaZ + b = VaZ ¥ b? = |z =_ Ilzzll’;IJrzll, par hypothése de récurrence.

Exercice 11 ]
e Conclusion:

Calculer: a) [3-2il; b)[-31 ; |[V2+i| ; d) _3 > D'apres le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier
(V2+i) naturel n, soit : |z"| = |z|™.
Solution Remarque :
a) |3 —2i| =/32+ (-2)2=V13 ; > (Vx€C) zz=lzI*> ; (Vx€C); |lzl=|-z|=|Z]|
b) [-3t| = |-3i| = |-3]lil=3x1=3 > |zl=0=2z=0
5 > Re(z) <|z| etlm(z) <|z|
QV2+i|=v2 +12 =43 Propriété 03:
d) 3 5| = el o= LN Considérons les deux points : A(z,)et B(zg)alors : AB =| zg — z, |
W2+’ |02+ Vz+iff VE A ’ B
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Exercice 12 Exercice 13
Soient A(a) ;B(b)et C(c) etD(d) des points d’affixes : M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter

a=2—-i:b=1-2i;:c=-3ietd=+v2-vZ+iV2+2 1) L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.
1) Calculer les distances BC et OD 2) L’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1.
3) L’ensemble des points M tels que |z — 3 + i| = |z — 5|.

|z—i|

2) Montrer que E = 2 et déduire que les points A ; B et C sont

= 2.

alignés puis déduire que AC = 2AB 4) L’ensemble des points M tels que

Solution Solution

1) BC=|c—b|=|-3i—-1+2i|=|-1-i] = \/(_1)2 +(-1)2=+2 1) Soit A le point d’affixe 2i
alors |z — 2i| =3

0D=|d—0|=|\/2—\/f+i\/2+\/§|=\/< /2—\/§>Z+< /2+\/§>2 s'écrit AM = 3.

En effet: |z — 2i| = AM.

|z|

=\/2—\/§+2+\/§=\/Z:2 L’ensemble des points M
3 — 2+ 22 2(—1—i est le cercle de
2) c-a_ ! ! _ ' ( D =2 centre A(2i) et de rayon 3.
b-a 1-2i—-2+4+i —-1-i —1—-i
c—a c—a
b—a Z2e |b _ a| = 12| 2¢me méthode : (méthode algébrique)
lc—a| _ Soit encore: |z — 2i|* =9
|b—al On pose z = x + iy, alors 'équation s’écrit :
AC i 2il2 —
=28 5 |x + iy — 2i] 9
AB Ix+ily—2)*=9
| & AC = 2AB x>+ (y—-2)?%=9
Propriete 04: L’ensemble des points M est le cercle de centre A(2i)et de rayon3.
Soient A(z,)et B(zg) deux points dans le plan complexe et r un 2) liz — 3| = |i(z + 30| = |i| X |z + 3i| 17
nombre réel positif strictement. = |z — (=3i) o
L’ensemble des points M(z) tel que (z € C) Doncliz—3|=1|z—(-3i)|=1 -1 o 1 2
1- | z— 1z, |=r = Cercle de centre A et de rayonr Soit A le point d’affixe —3i ]
2- |z—1z, | T = Disque fermée de centre A et de rayonr alors |iz - 3| =1 S ecrit AM = 1.
En effet: |z — (—3i)| = AM. A

3- |z—1z, I<r = Disque ouvert de centre A et de rayonr L’ensemble des points M est

4- | z — z, |=| z — zg |= Droite la médiatrice de segment [AB] le cercle de centre A(—3i) etde rayon 1
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3)|z—3+l| =|1z-3+1=|z2-3—i|
=|z-3-il=[z- 3+ 1|

Donc|z—-3 +i| = |z - 5] 2

Equivauta |z— (3 +1i)| = |z - 5|

Soit A le point d’affixe 3 + i et B le point

d’affixe 5alors |z — 3 + i| = |z — 5]

s’écrit AM = BM.

L’ensemble des points M est la '
médiatrice du segment [AB].

2¢me méthode : (méthode algébrique
z—3+i|l=|z-5|<=|z—- 3 +1i)| =|z-5|
Soitencore |z— (3 +1i)|? = |z—5]|?

On pose z = x + iy, alors I'’équation s’écrit :

lx +iy— 3 +D]* =[x+ iy — 5|?
x—3+i(y—1D|*=|x—-5+iy|?
(x 32+ (y—-1)2%=(x-5)?2+y?

x> —6x+9+y*—2y+1=x%*—10y + 25 + y?
6x—8y+15=0

L’ensemble des points M est la droite d’équation 6x — 8y + 15 =10
4) = 2. 1

|z—i|

|z]

Soit |z — i| = 2|z|, en notant que z # 0.
Donc |z — i|? = 4|z|?

On pose z = x + iy, alors I'’équation s’écrit

N

x2+y2 -2y +1=4x> + 4y*
3x2+3y2+2y=1

|x + iy —i|? = 4|x + iy|? 0 1
x +i(y — 1| = 4|x + iy|? A
x>+ (y—1)% = 4(x* + y?)

x+y+ y—E

2+( +12 1
rr\YT3) 79
) 1\* 4
x+(y+§)

9

L’ensemble des points M est le cercle de centre A (0 ;- %) etde

2
rayon -

Exercice 14
Soit u un nombre complexe tel que : u € IR
Montrer que (Vz € C): [1+uz| =|1+1uz| =z € IR
Solution
11 +uz| =|1+uz| = |1+uz|? =]|1+1uz|?
= (1+uz)(1+uz) = (1+uz)(1+uz)
= (1+uz)(1+uz)=1+uz)(1+uz)
= 1+uz+uz+uuzz=1+uz+uz+uuzz
= uzZtuz=uz-+uz
S u—wz+u—-—uwWz=0
S u—-w(z—-2) =0
Etonaué¢lIR doncu# u ,donq,u— u+0
Donc z—zZ=0
Donc z = z

Donc z € IR
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[II)Forme Trigonométrique d’un nombre complexe non nul :

1)Argument d'un nombre complexe non nul :

Définition : 2 i | ' M( =),
Soit un point M d'affixe z non nulle. i i 1 i
On appelle argument de z, noté ‘-‘l‘n ______ i_]_z] i fL _____ EL__
- w i 1 i
arg(z) une mesure, en radians, . ?_r:g @ | % |
de I'angle (i ; OM). o @1 12 13 la

Remarques::

[
de la forme arg(z) + 2km, Kk € Z.
On notera arg(z) modulo 21 ou arg(z) [2T]

Un nombre complexe non nul possede une infinité d'arguments

e 0n'apasd'argument car dans ce cas l'angle (ﬁ ;O_M)) n'est pas

défini.
Cas particuliers :
z € IR}, © arg(z) = 0[2n]
z € IR} © arg(z) = n[27]
e z€ilR, © arg(z) = E[Zn]

e z€IR: & arg(z) = —g [2m]
Exemples:

arg(3i) = X [2m];

arg(l + \/§) = 0[2m]
arg(v/3 —V/5) = n[2n]

<

° arg(—=z)

raraen M( Z)

arg(z)

arg(—i) = —E[Zn]
Propriété2 :

Z un nombre complexe non nul.:
arg(z) = —arg(z) = 0[2m]

arg(z) T

. ars(oz)— arg(z) + me 02w gy

Cours : Nombres complexes (I)

Exercice 15
1) Déterminer un argument
de chaque affixe
des points A, B et C.
définit sur le cercle ci-contre

Page 132

2) Placer les points D et E
d’affixes respectives z; et z
telles que :

|zp| = 2 etarg(zy) = —2?”[211'].

3

|zg| = 3 etarg(zg) = " [2m].
Solution

1) arg(z,) = 7 [2] arg(zg) = — 3 [2]

arg(zc) = m[2m]

d
S

2) Le point D appartient au cercle
de rayon 2 car |z, | = 2.
Le point E appartient au cercle de

rayon 3 car |zg;| = 3.
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2)Opérations dur I'argument

z et z' deux nombres complexes non nuls et n entier naturel non n

Produit arg(zz')) = arg(z) + arg(z')[2m]

Puissance arg(z™)) = narg(z)[2n|

1
Inverse arg (;)) = —arg(z)[2m]

Quotient

arg (3) =arg(z) — arg(z')[2n]

Démonstration :
Voir la partie ; opérations sur la forme trigonométrique

Remarque z, , z,, z3, ... et z, des nombres complexes non nuls

k=n k=n
arg| = argcen
k=1 k=1

Exercice 16
Soit z, ,z, , Zztrois nombre complexes non nuls tels que

arg(z,) = 5[211] ;arg(zy) = E[Zn]
1) Déterminer 'argument de z,z, et :_Q}‘
2) Déterminer I'argument de z; dans les deux cas suivants :
Z3 _ 2 _—
a) il et b) Z3 X Zy = 4724
Solution
1)a) arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,) = E + E [2m] = %" [2m]

b) arg (%) = arg(z,) — arg(z})[2m]

i i T
= arg(z,) — 4arg(z,) = 3~ 4 X 2 -3 [2m]
2)a) —z =z = arg(Z—z) = arg(z?)[2n]

= arg(z;) —arg(z,;) = 2arg(z, )[2n]

= ar g(z3) = Zarg(z1 ) + —arg(z,;)[2n]

= ar g(z;) =2 XE+ —E[Zn] = ar g(z3) = —“[211]

2 4 4

b) z; Xz, =4z, = arg(z3 X Z;) = arg(4z,)[2m]
= ar g(z3) — ar g(z,) = arg(4) + arg(z; )[2m]
= ar g(z3) = —ar g(z;) + arg(4) + arg(z, )[27]
=>ar g(z3) = —;+ 0 +g[2n]
o

=>ar g(z3) = i 2m|

3)Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

. a .b
z=a+ib= |z|(m+lm)

En effet, en considérant le triangle rectangle, on a :

a
cosf = — b= |2 S5728 b g L0
|z| :
1=
sinf = — 73
|z| 8 H
z=a+ib = |z|(cosO + isin ) @ a = || cos

Propriété :

Z = a + ib un nombre complexe non nul. On pose: 8 = arg(z)
Onaalors:a = |z|cosO et b = |z|sin®.

Définition :

On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z non
nul I'écriture z = |z|(cos 0 + isin )

avec @ = arg(z)

Notation simplifiée:z = [| z |, 0]

Exercice 17
1) Ecrire les nombres complexes suivants sous forme
trigonométrique: a)z, =V3 +i; b)z,=-5i ;c)z;=1—1i

2)Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
- - — n - - n
a)z, =2023(cosmt+isinm) ; b) z5 =2 (cos (— Z) + isin (— Z))
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Solution 4)Opérations sur la forme trigonométrique
e On commence par calculer le modulede z; = /3 +i : Propriété
5 Soit z et z’deux nombres complexes non nuls tel que :
= 2 — 3 + =2 — . — r 1 ! . = n _ I o/
|24 V3 +1 V z = |z|(cos0O + isin@) = [r,0] et z' = |z'|(cosO' + isinB") = [r',0']

On a les relations suivantes :

. , V31,
* Enfactorisant z, par |z, on trouve z, = V3+i= 2(7 + El) 1) zz' = |z||Z'|(cos(@ + ') + isin(@ + 0")) = [rr',0 + 6']

¢ On cherche un argument 0 de z, tel que cos 0 = \/2_§ et sinf = %

1 1 1 .. 1
- - V3 T 1 2) ; o |z|(cosB+isin®) o m (COS(_B) + lSln(_e)) o [;' - 9]
0= o convient, en effet : cosz =5 et sinz =3 ; 12l(cosO+isind) . ,
3) 7 = T2l costrriamen = m(cos(e —0')+isin(@—0')) = [7, 0-6 ]

—oB il T isin®)=[2"
3 Donc.zl—2(7+El)—2(cos6+lsm6)—[2,6]. i N . .
‘ 4) Pourtoutne Z:z" = (IzI(cosB + lSlnB)) = [r", n0]

b) z,=—4i ona; |z,|=|-4il=4 Démonstration
Géométriquement on peut affirmer que : arg(z,) = — g [27]. 1) zz' = |z|(cos 8 + isin0)|z'|(cos 8’ + isinB’)
Donc:z, =4 (cos (— g) + isin (— g)) = [4,— g]. = |z| Iz’I((cos OcosB@’ —sinBsinb’) + i(sin B cos B8’ + cos O sin 9’))
. = |z||Zz'|(cos(0 + @') + isin(6 + 0"))
€)zz3=-1+1 sona;  zzl = (-D*+17 =2 Oubien zz' = [r1",0 + 6]
1 1
Z3=—1+i=V2(——=+—=i) Donc le module de zz’' est |z||z'| et 'argument de zz' est 6 + 6’
vz vz 1) ar (1)—ar (Z)—ar (lxi)—ar (in)
On cherche un argument 0 de z; tel que cos 0 = —% et sin@ = % 9 9 221 9z AT
- . = arg (—2) +arg(z) =0—arg(z) = —arg(z) = -0
Donc 6 = m — - ==— convient |z|
4~ 4 1 1
Etdonc: z; =\/f(cosg—"+isin3—") = [\/7,3—”]. |E| _m
4 4 4 1 1 1 . 1
2)a) z,=2023(cosm + isinm) =2023(—1+ i x 0) = —2023. Donc ;= s = iz (€05(=0) + isin(=0)) = [;, - 9]
z 1 1 1
by s — 2 (cos (=) + tsin (=) = z<@+ ix (_ﬁ)> _vaovu | a9(5)=arg(Fxz)=arg(2x7) = arg@) +arg ()
4 4 2 2 z N Z |z| ,
3) arg (;) = arg(z) —arg(z') o= m,e— 0]

Propriété

Soient t z et z' deux nombres complexes non nuls

Donc le module de 3 est % et un argument de 5 est 6 — 6’

4)Par récurrence sur n ,on montre que z" = [r", nf
z=2z o arg(z) =arg(z')2n] et |z |=|2' | ) ’ 1 [ ]
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Exercice 18 Solution

Soient z; et z, deux nombres complexes non nuls tels que : 1) Ondéjavuque:a=1+iV3 = [z; g] et b=1+i= [\/E; E]
7, = 3(cos£+isin3) = [B;E] et z,=1-iV3
4 4 4 a 2 ] 2 m m ] \/_( N T )

—= - —— COS = + isin —
Déterminer la forme trigonométrique de z = z,z, et z' =2 b 2, 4 2’372 12 12 12
Solution
Commencons par déterminer la forme trigonométrique de 2 a 1+ iv3 _(a+ iv3)(1 + i) 140+ iv3 -3
7z, =1—-iV3 ; on a; |z2|=\/(1)2+(—\/§)2=2 b 1+i 12 +12 2

a 1-v3 (1++3)
1 3 D .4 ;
2, =1-1V3 = 2~ 1) ome; y=—2 tT ¢
On cherche un argument 0 de z, tel que cos 0 = I et sin@=- Ona : =2 (COS e 1s1n—) V2 COS 12 + iV2 Sm 12
> b 12
__T ; n 1-+3 n (1++3
Donc 6 5 convient Done : \/_cosﬁ - et VZsi in = ( s )
T PR | &
Et donc ZZZﬁ(COS?+lSln?)= : o T 1-+3 t - (1+\/§)
ou : cos—— = et sin— =
12 12
. z:z1z2:|z1||z2|(cos( +——)+lsm( +——)) [6 —-— 22 2\/5
2022 T 2022 2022, 2022,
P (R )] [ , ] [3 5 3) a?022 = [2, 5] [2 :2022 x —] [22022; 6747]
zy 23]’ 23

Exercice 19

= [22022; 0] = 22922(cos 0 + i sin0 ) = 22022 € IR
Onpose: a=1+iV/3 et b=1+i

1) Ecrire sous forme trigonométrique a et b et en déduire la forme [2; E] [ﬁ ]
trigonométrique de = QU+ =G T GHED ([1 ])48 + ([1 ])48
g que de; 2 T2 Tzl Tzl 3

2) Ecrire 2 sous la forme algébrique puis en déduire les valeurs oL
b = (148,48 x §] +[14%;48 % Z] = [1;16m] + [1; 127]

exactes de Sil'll et COSl
12 12 =[1;0] +[1;0]=1+1=2

3) Montrer que a’%?2 € IR et (%)43 + (\/%)48 =2
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VI) Applications des nombres complexes a la géométrie
On munit le plan d'un repére orthonormé direct (0 ; u, v).
1) Interprétation géométrique d’argument

Propriété 01

Soient A(z,) et ,B’(zg), deux points dans le plan complexe

(u, ﬁ) = arg(zg — Z,)[2T7]

telque A +#Bona:
Démonstration :
Soient A(z,) et ,B’(zp), deux points dans le plan complexe

Donc 3!M € (P):OM = AB (i, AB) = (4, 0M))[27]
—z, et (U, OM) = arg(zy)[2T]

Donc: (u,AB) = arg(zg — z,)[2T]

Propriété 02

Soient A(z,) ,B(zg),C (zc)et D(zp) quatre points du plan complexe
telsqueA=#BetC#DOna:

,donc:

etona zy =1z =17

—— ZC — ZA

(AB,AC) = arg( )[2™m]
Zg — Zp

—— ZC — ZD

(AB,DC) = arg( )[2™m]
Zg — Zp

Démonstration
(U, AB) = arg(zg — z,)[27] et (4, DC) = arg(z¢ — zp)[2T]
(AB,DC) = (AB, ) + (1, DC) = ~ar g(zz — 2,) + arg(zc — zp)[2m]

iy
— iz

Ona:

L
= ar
S -

Propriété 03 :
Soient A(z,) ,B(zg),C (zc)et D(zp) quatre points du plan complexe
telsque A #BetC+Djetu et \7’ deux vecteurs non nuls

1) (AB)//(CD) ssi arg(*=2) = 0[n]

2) (AB) 1 (CD) ssi arg( ) = g[n]

3)Les vecteurs U et V sont colinéaires ssi arg ( )

4) Les vecteurs u etvsont orthogonaux ssi arg (5)

5) Les points A,B,C et D sont cocycliques ( appartenant au méme
cercle) si et seulementsi:
(ZD —Zp %

Zg — Z

C)EIR

Zg —Zp Ip —Zc

Démonstration de 5:
A,B,C et D sont cocycliques donc (ﬁ ﬁ) + (CD,CB) = m[27]
B—ZC — Zp—1ZA ZB—1ZC —
?) = T[[ZT[] donc arg (ﬁ X H) = 1'[[21'[]
(zD —Z, Zp—Z
X

C)elR
Zg —Zp ZIp —Zc

Exercice 20
Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que
a=2;b=-1+1i et c=3+3i

Vérifier que E = —i puis en déduire la nature du triangle ABC
Solution
c—a 3+3i—-2 1+4+3i (1+3)(-3-1)
b-a -1+i—-2 -3+i  (-3)2+12
~—3—-i—-9i+3+3i -10i |
B 10 “ 10 "
c—a c—a
=—i= | | = |—i| etarg( —) = arg(—1i)[2m]
b—a
|c — a 1 et (c—a) 5
=3 = E——
b al etarg - [2T]

:>—AC 1 et (ABAC —|2
= = _
AB © ( )= 2[ m

= AC=AB et (AB AC) = —E[Zn]

= le triagne ABC est isocele et réctangle en A
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Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que
a=V3—i; b=—a et c=+V3+3i

oy c—a

1)Vérifier que —
. 1 V3, . .

2) Ecrire le nombre 5~ 1 sous forme trigonométrique

3)En déduire la nature du triangle ABC

1

2)

Solution
c—a V3+3i-V3+i 4 2 2i(W3+1)
b—a —V3+i—v3+i -2V3+2i —V3+i (—V3)%+ (D2
_2i3-2_-1 V3
4 2 2
1 V3, -1 V3
273 =\/(7)2+(7)2=1

On cherche un argument 0 de z; tel que cos 8 = _71 et sin@ = ‘f

T -
Donc 6 = -3 convient

[ . = v 4 _ —_Tl.'
Etdonc: z; = \/f(cos?+ lsm?) =1, 3]

| Lycée ABD EL MOUMENE OUJDA I

Exercice 21

1 43,

~——1i

2 2

3) La nature du triangle ABC

c_a:__1+i§=> c_‘?'|:‘_—1+i— etarg(g)farg(_—l-”ﬁ)[z“]
b—a 2 2 lb-a 2 2 b—a 2 2
|c — al c—ay W
a1 etars(g—y) =3

A€ et ABAG = -T2

— —_ ¥
= AC=AB et (AB,AC) = —[2m]

= le triagne ABC est équilatérale

Cours : Nombres complexes - partie (I) 2BAC-Sc

Exercice 22
Déterminer et représenter :
1) L’ensemble des points M tels que arg(z) = g [rr].

2) L’ensemble des points M tels que arg(z — 2 + i) = % [27].

Solution

1) L’ensemble des points M
est la 1¢re bissectrice de I'axe
des abscisses et de I’'axe des

ordonnées privée de I'origine
car 0 n’as pas d’argument

2)arg(z — 2 + i) = arg(z— (2 — ).
Soit A le point d’affixe 2 — i
alorsarg(z—2 +1i) = g [2m]

s'écrit (U;AM) = % [27]

En effet,

arg(z— (2 -1) = (d;AM).
L’ensemble des points M est la demi-droite d’origine A privée de
A et passant par le point le point B(3).

Exercice 23
Montrer que les points O; E(1 +1i);F(1 —i) et H(2) sont

-L

cocycliques

Solution

Zp—Z9 Zp—Zxy 1+i0i 1-i—-2 1+i -1-i
= X = X

Zp—Z9 Zg—Zy 1—-1 1+i1i-2 1-i1 -1+i

C1+i -+ A+D* 1+2i-1

X = = =-1
1-i —-1-i) @(@A-i)? 1-2i—-1
Zp — Z Zp — Z
(E O H)=—1€IR
Zg —Zo Zg — 1y

D’ou les points O; E(1 +1i);F(1—1i) et H(2) sont cocycliques
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Exercice 01 Exercice 08
Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique : 1) Déterminer un argument

1 = 1+1i | de chaque affixe des points A, B et C.
4 —2i ' “* " 2 —i | définit sur le cercle ci-contre
Exercice 02 2) Placer les points D et E
d’affixes respectives zj, et z

telles que :

Série d’exercices : Nombres complexes-partie (I

7z, =2-3i)?; z,=3-D(-1+1i) ; z3=

1) On pose j = —%+ \/Z—ii . Calcluler j?

2) Montrer que : j2 +j + 1 = 0 puis en déduire que j> = 1

4) Mettre le nombre j2°23 sous forme algébrique
Exercice 03

Soient les points A(—2 + 3i), B(2 + 4i), C(5 + 3i), D(1 + 2i); E(—7)
1) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
2) Calculer I'affixe de son centre O.
3) Montrer que les points D, C et E sont alignées

Exercice 04

Soient A(a) ;B(b)et C(c) etD(d) des points d’affixes :

a=2-i;b=1-2i;c=-3ietd=v2-V2+iV2+V2

1) Calculer les distances AB ; OA; OB et OD

2) En déduire la nature de triangle OAB

3) Montrer A ; B et C sont alignés puis en déduire que AC = 2AB
4) Montrer que O; E(1+1i);F(1 —1i) et H(2) sont cocyclic
Exercice 05

3) Résoudre dans C I'équation suivante: (E;):Z=2Z+4i—1
4) Résoudre dans CI'équation: (E,):3iz —z = 8i
Exercice 06

M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter |Déterminer la forme trigonométrique de z, ; z,z, et @
1) L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.

2) L’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1.

3) L’ensemble des points M tels que |z — 3 + i| = |z — 5]|.
Exercice 07

|zp| = 2 etarg(zp) = —2?”[211].

|25 = 3 etarg(zp) = 7 [27]
Exercice 09

Z, ,Z, des complexes tels que arg(z,) = g [2n] etarg(z,) = E[Zn]
1) Déterminer un argumentde z = z,z, ; Z' Z—l ; 2= (z,)*
2
2) Déterminer un argument de z; dans les deux cas suivants :
a) z—3=zf et b) z3XZ; = 4z,

Exercice 10
Ecrire les complexes suivants sous forme trigonométrique :
z, =V3+i ; Z,=—4i ; z3=2-2i i zZy=1
V3
2

z5=-2 ; z4=-3-3i ; z;=- +i

Exercice 11
Soient z; et z, deux nombres complexes non nuls tels que :

z,=3(cosT+isin2 ) =[3;5] et z,=1-iV3

4

Exercice 12
Onpose: a=1+iv3 et b=1+i
1) Ecrire % sous forme trigonométrique

1) Déterminer 'ensemble des points M(z) pour lesquels 2) Ecrire % sous la forme algébrique puis déduire sin 1"—2 et cos %

t b
2) Déterminer I'ensemble des points M(z) pour lesquels j 3) Montrer que a***?> € IR et (5)48 + (@ =2




G2DProf : Fayssal | Site web : www.elboutkhili.jimdofree.com | Série d’exercices : Nombres complexes-partie (I

Exercice 13 Exercice 18
Onpose b= (1 — \/§) +i(1++V3)eta=(1+1i)b On considére dans le plan complexe les points A(a) ; B(b) ; C(c)tel
1) Montrer que a = —2+/3 + 2i . puis calculer |a| quea=+v3+i;b=v3-1+(V3+1)i et c=-1+iV3
2) Ecrire a puis b sous la forme trigonométrique 1) Déterminer la forme trigonométrique de 1 + i etde a
2)Montrer que b = (1 + i)a puis détermienr la fomre
trigonométrique de b

, . . I n
3) En déduire les valeurs exactes de sin L, etcos—

Exercice 14

Onpose a=+2+V2+iv2—+2

1) Ecrire a? sous la forme algébrique

2) Ecrire a sous forme trigonométrique
3) Déduire a sous forme trigonométrique

A 7n
4) Calculer sin—-; cos—

3) Calculer cos i—’;

4)Vérifier que ¢ = ia puis en déduire la nature du triangle OAC
5)Montrer que le quadrilatere OABC est un carré
Exercice 19

On considére dans le plan complexe les points A(a) ; B(b) ; C(c)tel
quea=1+4+2i;b=3+3i et c=4+5i

1) Déterminer d I'affixe de D tel que ABCD un parallélogramme
Onpose a=2++v3+i 2) Vérifier que ¢ — a = 3i(b — d) puis en déduire que les droites
1) Montrer que a = (\/2—§ + %i)ﬁ puis calculer |a| (AC) et (BD) sont perpendiculaire

2) Ecrire a sous la forme trigonométrique 3) Montrer que le quadrilatere ABCD est losange

3) En déduire les valeurs exactes de sin— et cos— 4) Déterminer e I'affixe de E le symétrique de B par rappota A

1
6 12 12 5) En déduire le centre et le rayon de (C) le cercle circonscrit au
4) Montrer que a® = i(Z 2+ \/§) triangle EBD

Exercice 16 Exercice 20
Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que On considére le point M d’affixe le nombre complexe z
a=2; b=-1+i et c=3+3i et M’ le point d’affixe z’' = %(z+§)
Vérifier que g = —i puis en déduire la nature du triangle ABC

Exercice 15

1) Déterminer le nombre complexe z pour que les points M et M’
soient confondues
2) On suppose que M différent des points A et B d’affixes

Exercice 17
Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que

/ 2
a=Vv3—-i; b=-a et c=vV3+3i respectifs 1 et -1; Montrer que % = (S)
1) Vérifier que E = % — ?i 3) Soit la doite (A) le médiatrice du segment [AB]

Montrer que si M appartient a (A) alors M’ apppartienta (A)
4) Soit (C) le cercle de diamétre [AB] ;Montrer que si M appartent
au (C) alors les points A ;B et M’ Sont alignés

. 1 3, . L
2) Ecrire le nombre 5~ 1 sous forme trigonométrique

3) En déduire la nature du triangle ABC
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Exercice 01

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
1+1

z,=2-31)%; z,=CB-i)(-1+1i) ;

Solution

7z, =(2-31)2 =4—-12i+9i® =4-12i—-9
z, = (3 —2i)(—1 + 5i) = =3 + 15i + 2i — 10i?

=—-3+15i+2i+10

=7+17i

= —5—12i

1 4 + 2i B
4-2i (4-20)@4+20)

4+2i
16 — 4i2

4+2i  4+2i
16 +4 20

Z3:

@+ DE+1)
2—-i (2-D2+1i)
14+3i 1+3i
“24+1 5
1 3

_§+§l

24i+2i-1
N 4 —j2

Exercice 02

1) On pose j = —% + \/Z—gi . Calcluler j?

2) Montrer que : j2 +j + 1 = 0 puis en déduire que j3> =

:2023

4) Mettre le nombre j sous forme algébrique

Solution
T SETE D S WEN P
Donc ]2=—5—‘/Z—§i

j +]+1=0<:>j(j2+]+1)=0

©P+iP+j=0 o j°=—j—j

1 V3 1 V3,
—2 2 2l
s jpP=1
3) 2023 = j2022+1 — (j3)337 % j = (1)337 x j = j

Exercice 03

SBk

Soient les points A(—2 + 3i), B(2 + 4i), C(5 + 3i), D(1 + 2i);
E(=7)
1) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
2) Calculer I'affixe de son centre O.
3) Montrer que les points D, C et E sont alignées

Solution

1) - On va démontrer que les vecteurs AB et DC sont égaux.
Affixede AB:z5 =25 — 2, =2 +4i— (-2 +3i) =4 +1i
Affixede DC:zpp =2 —2zp=5+3i— (1 +20) =4 +i

Donc AB = DC et donc ABCD estun parallélogramme.

Le centre du parallélogramme est le milieu I du segment [AC].

Son affixe est :

Zp+ze —2+3i+5+3i 3+6i 3 _
z = = = == +3i
2 2 2 2

2) L’ affixe de DC est zps = 4 + i
= —7—(1+2i) = -8 2i.
~2 z5z et donc DE = —2 DC.

Les vecteurs DC et DE sont colinéaires et donc les points D, C et E
sont alignés.

L’affixe de DE est Zpp = Zp — Z)p

Donc: zg; =

Remarque : On peut montrer par exemple que % € IR
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Exercice 04 4)Montrons que les points O; E(1 +1i);F(1 —1i) et H(2) sont
Soient A(a) ;B(b)et C(c) etD(d) des points d’affixes : cocycliques
: : : . e—o f—-h 1+i—-0 1-i-2
a=2—i;b=1-2i;c=-3ietd=v2-vV2+iV2+2 x =T
5) Calculer les distances AB ; OA ; OB et OD f-o e-h 1-i-0 1+i-2
6) En déduire la nature de triangle OAB _ 1+ l % —1- l
7) Montrer A ; B et C sont alignés puis en déduire que AC = 2AB 1-1 —-1+i
8) Montrer que O; E(1+1i);F(1 —1i) et H(2) sont cocycliques -1+ i)?
Solution T (-2
3)AB=|b—a|=|1-2i—2+i|=|-1-i _1+2i-1
=D+ (-D? =2 1ot
=la-ol=12—il =22+ (-1)?=V5 = 3

OB =|b—o|=|1-2i =/(1)2+(-2)2=+5 =-1€eR
2 2 Donc les points O; E(1+1i);F(1 —1i) et H(2) sont cocycliques
0D =|d—-o| = ‘Jz—ﬁ+iJz+ﬁ‘ =\/< /z-ﬁ) +< /z+\/i> Exercice 05
5) Résoudre dans CI'équation suivante: (E;):z =2z +4i— 1

_ \/2 2424V =E=2 6) Résoudre dans CI'équation: (E,):3iz —Z = 8i

Solution
3)2=3zZ+4i—-1©zZ=2Z+41-1 ©z=22—4i—1

oz=1+4i

Donc S = {1 + 4i}

4) En déduire la nature de triangle OAB
Ona 0A=0B =15
d’ou le triangle OAB est isocele en O

3 c—a  -3i-2+i -2-2i 2(-1-1) ~ _ )
) b—a 1-2i—2+i —1-i —1-i =2€R 4?zu£1eler.nentfle(c,.onpose ?=x+.1y, (xy) €IR
Donc les points A ; B et C sont alignés 3iz—Z=8i e 3i(x+iy) —x+iy =8i
c—a ©3ix—3y—x+iy—8i=0
b—a |b— |_|2| ©-3y—-x+3x+y—-8)i=
lc—al _, © -3y-x=0et(3x+y—8)=0
|b — a & x=-3yet3x—-3y+y—8=0
@Ezz ©x=-3y et(—8y—8)=0
AB ©x=-3yety=-1
& AC = 24B ox=3ety=—1

z=3-—i
Donc S = {3 — i}
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Exercice 06 3)|z-3+il=12—-3+1]
M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter

=|z—-3—i
1) L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3. ]
2) L’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1. =lz-3-1 !
3) L’ensemble des points M tels que |z — 3 + i| = [z — 5]|. =|z— (3 +1)|
Solution Donc |z -3 +i| = |z - 5] A

1) Soit A le point d’affixe 2i
alors |z — 2i| = 3
s’écrit AM = 3.

Equivauta [z— (3 +1i)| = |z — 5] I
Soit A le point d’affixe 3 + i et B

En effet: |z — 2i| = AM. le point d’affixe 5 0 B
L’ensemble des points M alors |Z—3 +i| = |z — 5| : Il ‘I_! 13 ;1 E /
estle cercle de

s’écrit AM = BM.

centre A(2i) et de rayon 3.

Donc I'’ensemble des points M est la droite (D)

2¢me meéthode : (méthode algébrique) le médiatrice du segment [AB].
Soitencore: |z — 2i|> =9
On pose z = x + iy, alors I'’équation s’écrit :

lx+iy—2i2=9 2¢me méthode : (méthode algébrique)
lx+ily-2)?=9 Z—3+i|l=|z-5|<|z—B+1i)|=|z-5|

x*+(y—-2)2=9

) ] ) Soitencore |z— (3 +i)|* = |z - 5/?
L’ensemble des points M est le cercle de centre A(2i)et de rayon3.

2) liz — 3| = |i(z + 30| = |i| X |z + 3i| 1T On pose z = x + iy, alors I'’équation s’écrit :

= |z - (=30)| o | . Ix+iy— 3 +DI* =|x+iy -5/
Doncliz=3| =1z - (=301 =1 —1 jo 1 2 i 3. iy—DP=|x—5+iy?
Soit A le point d’affixe —3i -1
alors |iz — 3| = 1 s’écrit AM = 1. (x=32+(-1D*=(x-5)7%+y%)
En effet: |z — (—3i)| = AM. x> —6x+9+y*—2y+1=x*-10y + 25 + y?
L’ensemble des points M est _3 4

6x—8y+15=0
le cercle de centre A(—3i)

etderayon 1
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Exercice 07 Exercice 08

3) Déterminer 'ensemble des points M(z) pour lesquels ;;; € iR |/1) Déterminer un argument

) _ ) 7—i de chaque affixe des points A, B et C.

4) Déterminer I'ensemble des points M(z) pour lesquels — € R L .
z+1 définit sur le cercle ci-contre

Solution 2) Placer les points D et E
Onpose z=x+1iy, (x,y) € IR telque z # —1 d’affixes respectives z;, et z,
z—i=x+iy—i=x+i(y—1) telles que :
z+1 x+l_y+1 x+l(.y+1) |zD|=2etarg(zD)=—2?n[2n'].

_x+ily-Dllx—i(y + 1] 3

X —ix(y+D+ix(y-D+ @ -D@+1) Solution

- X2+ (y +1)? 1) arg(z,) = 7 [2] arg(zg) = — 3 [2n] arg(z) = m[2m]

X -ix(+ Dy -D+ @ -Dy+1)

x2+ (y+1)?

2+ yr—1—ix(y*—1)
B x2 + (y + 1)2 c/

X2 +yr-1 x(y?-1) |
TR (y+1? 2+ (y+ 1)

1) Donc:: ZZT_iEiIR@x2+y2—1=Oetz¢—1

sxt+y’=1et z+ -1
Donc I’ensemble des points M(z) c’est le cercle (C) de centre O et
de rayon 1 privé du point A d’affixe -1

2) Le point D appartient au cercle
7z —i de rayon 2 car |z,| = 2.
2) Z+—1E1R¢>X(y2—1):06tz7‘:—1

Sxiy-1Dy+1)=0etz+ -1 Le point E appartient au cercle de

Sxly-1Dy+1)=0etz* -1 rayon 3 car |zg| = 3.
Sx=0ouy=1ouy=-1letz+1
Donc l’ensemble des points M(z) ,est la réunion des droites
(D1); (D1) ; (D3) d’équations(D,):x = 0; (D3):y =1;(D3):y = —1
privé du point A d’affixe -1
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Exercice 09

7, ,Z, des complexes tels que arg(z,) = - [211] etarg(z,) = n Z27]

=2 ’ = (z 2)4

3) Déterminer un argumentde z = z,z, ; 7'
Z2

4) Déterminer un argument de z; dans les deux cas suivants :

a) =2=z? et

b) Z3 X Z = 4‘Z1
7z

Solution
1) arg(z4z,) = arg(zy) + arg(z;) [27]

EE+Z[2T[]

=— [21t]

myC)—amﬁo—am@ﬂBﬂ

[4)

arg((z,)*) = 4arg(z,)[2n]
=4 x E (27
= m[2m]
2)a) 2—2 =z = arg(Z—z) = arg(z3)[2n]
= arg(z3) — arg(z;) = 2arg(z, )[27]
= ar g(z;) = 2arg(z, ) + —arg(z,)[2w]

T 1 3t
= ar g(z3) =2 X 5 + —Z[Zn] = ar g(z3) = T[Zn]

b) z3XZ, =4z, > arg(z;3 X Z;) = arg(4z,)[2x]
= ar g(z3) — ar g(z;) = arg(4) + arg(z, )[27]
= ar g(z3) = —ar g(z;) + arg(4) + arg(z, )[2]

T T
=>ar g(z3) = _Z+O+E[2n]

> ar g(z;) = 7 [2n]

Exercice 10
Ecrire les complexes suivants sous forme trigonométrique :

z;=V3+i ; Z, = —4i ; Z3=2-—2i ;o Zy =1

zg = —2 ;i Zg=—3—3i ; z7=—%+i§
Solution

z, = 2V3 +2i

e On commence par calculer le modulede z;, = /3 +i :

2
|z1|=./\/§ +12=yV3+1=2

. , 3 1,
e En factorisant z, par |z,|,ontrouve z; = V3 +i = 2(% +3 i)

¢ On cherche un argument 0 de z, tel que cos 0 = \/?g et sinf = %

T . T 3 .o 1
0= o convient, en effet : cos— = — et sin_ = -

— 2341 = T isin®) =27
J Donc.zl—Z(z+21)—2(cos6+lsm6)—[2,6].
zZ, = —4i ona; |z,|=|-4il=4

Géométriquement on peut affirmer que : arg(z,) = — g [2m].

Donc:z, = 4 (cos (— g) + isin (— g)) = [4, —g].
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23 =2 - Zi
e On commence par calculer le module de z; = 2 — 2i:

1z,| =22+ (-2)2 =8 = 2V2

e En factorisant z; par |z3|, on trouve
1 1

23 =2-2i=2V2(—=——=i
e On cherche un argument 0 de z; tel que
(7] ! t sinf !
cosf@ = — et sinf = ——
2 2
Donc 0 = —%,convient,
/4 1 . m, 1
eneffet.cos(—z)—ﬁ et s1n(—z)— ﬁ7
e Donc
1 1
z =2—2i=2\/§(———i)
’ V2 V2
T T T
= 2v2 ——)+isin(——) ) =[2V2,—=].
\/_(cos( 4)+lsm( 4)) [\/_4]
zZ, =1 ona; |z,|=]il=1

Géométriquement on peut affirmer que : arg(z,) = g [2m].

T

Donc:z, = cos (g) + isin (g) = [1,;].

zs=-2 .ona; |zz|=1|-2]=2

Géométriquement on peut affirmer que : arg(zs;) = w[2m].

Donc: z; = 2(cos(m) + isin(w)) = [Z,Z].

Z6=_3_3i

Ona; |zgl=+(=3)%2+(-3)2 =18 =32
1 1

zg=-3—-3i= 3\/2(—\/—7—ﬁi
On cherche un argument 0 de z, tel que
cos 0 = —i et sin@ = —i
V2 V2
Donc : 6 =m+ r_ 5_11' convient
4 4
Et donc:
Zg = 3V2 (cossiTn + isin?Tn) = [B\E%T]
1 3
zZy = —§+ 17

Ona; Iz7|=J(—%>2+(?>2= /%+%=«/T=1

On cherche un argument 0 de z, tel que

1 V3
cosBz—E et sinf@ = —
T 2
Donc : 6 =m——=—  convient
3 3
Et donc:
_ 27'l'+_ . Zn_[l Zn]
Z7 = COS 3 isin 3 - |13
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Exercice 11
Soient z; et z, deux nombres complexes non nuls tels que :

Z, = 3(cosg+ising) = [3;5] et z,=1-iV/3

Déterminer la forme trigonométrique de z, ; z;z, et

A
(z2)3

Solution
Commencons par déterminer la forme trigonométrique de

ona; |[z]|= \/(1)2 +(—V3)2=2

7z, =1 —1iV3

z2=1—i\/_=2(%—§i)

On cherche un argument 0 de z, tel que cos 0 = % et sin@ = — 5

Donc 0 = —g convient
Etdonc z, = \/f(cos_?" + isin_?") = [2,_?"].
Z =172, = |21||Z;] (cos (g+ —g) + isin(g+ —g)) [6 —ln—z
il _ 3dl _ [

[2, _:] [23;—7&: " [8 -

R RHE R,

3 |

Exerc1ce 12
Onpose: a=1+iV/3 et b=1+i

1) Ecrire sous forme trigonométrique a et b et en déduire la forme

= 7 - a
trigonométrique de .
- a ’7 - - 7 -
2) Ecrire - sous la forme algébrique puis en déduire les valeurs

. T n
exactes de sin— etcos—
12 12

3) Montrer que a%?%22 € IR et (g)48 + (%)48 =2

Solution

2) Ondéjavuque:a=1+iv3=[22] et b=1+i=[VZ]]

& ]
a 2 M T 1|
B_ 7T \/_E_Z 2] \/_(cosE+1smE)
’4
5 a_ 1+iV3 (1+iV3)A+i) 1+i+iV3-+3
) b 1+i 12 4+ 12 B 2
a 1-vV3 (1++3),
Donc ; B > + > i
Ona:i—\/_(cosl+1sm—) \/_cos—+l\/_sm—
b 12
n 1-+3 m_ (1++3)
Donc : \/_cosﬁ 2 et V2 si nE 2
D’ n 1-+3 . 1 (1+\/§)
ou : cos—= et sin— =
12 2.2 12 22

2022

3) a20%22 = [2,-;] - [22022 2022 x—] [22022, 6741]

= [22022; 0] = 22022(¢os 0 + i sin0 ) = 22922 ¢ IR
Gy 4 (e = il D23
V2 o [V2; 0]

- [148; 48 x §] + [143; 48 x ;] = [1; 16m] + [1; 127]

= (L) + (ugh®

=[1;0]+[1;0]=1+1=2
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4(cos?+lsm ) 4 5T T 5T T
=gz (os(G—3) risn(T-3)

Exercice 13
—(1_ — : Doncb = =
Onpose b=(1-+v3)+i(1++V3)eta=(1+1i)b 2 (cos— N lsm—) V2

1) Montrer que a = —2+/3 + 2i . puis calculer |a|
2) Ecrire a puis b sous la forme trigonométrique Donc: b = 2v2 ( cos (7”) +isin (7"))
12 12

, . 7 7T
3)En déduire les valeurs exactes de sin 5, etcos—

, c A n
3) En déduire les valeurs exactes de sin L, etcos—

Solution 7 4
) . : = 2v2( cos + isin
Onpose b=(1-+v3)+i(1++V3)eta=(1+1i)b na: b=2 12 12
3) Montrer que a = —2+/3 + 2i . puis calculer |a] . b =2v2cos (7 ) +i2vZsin <7n>
12 12

a=1+iDb=1+1D(1-V3)+i1+V3)
=(1-v3)+i(1+v3) +i(1-+v3) - (1 ++3)
=1-V3+i+iV3+i—-iV3-1-+3

i b= (1- \/_)+i(1+\/§)
Zx/fcos( ) (1-+3) et Zﬁsin(i—:)=1+\/§

= —23 + 2i 7my 1-+V3 7m\ 1++3
\/ 5 cos(lz) et sm(lz)
= [-2Vv3 +2i| = [(—2V3 22
lal | V3 + 1| ( \/_) + Exercice 14
=V16 = 4 .
4) Ecrire a puis b sous la forme trigonométrique Onpose a = V242412 -
a=—2V3 4+ 2i 1) Ecrire a® sous la forme algébrique
V31 2) Ecrire a? sous forme trigonométrique
=4(——+ )i 3) Déduire a sous forme trigonométrique
2 2 7T 7Tt
3 1//4) Calculer sin— ; cos —
On cherche un argument 0 de a tel que cos@ = ——— et sinf = - _ 8 8
2 2| Solution
. m 5m . 2
Donc : B:n—g:? convient 1) a2:<\/2+\/i+i\/2—\/§>
Etd ra=4 il ’
tdonc:a= (cos?+lsm—) [ :<\[2+\/§+i\/2—\/§>
Ona: a=(1+i)b donc: b—1+l :2+\/§+2i\/2+\/§x\/2—\/§—(2—\/§)
1 1 1[4 T 2
De pl 2 1+i=V2(=+—<i) = V2 —+ isin— — i / 2 _ —
eplusona +1 \/_(\/f-l_\/fl) \/_(cos4+ls1n4) _2+\/§+21 2 \/f 2_|_\/§

= 2V2 + 2iV2
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2) |a%| =|2v2+2iV2| = J(Z\/E)Z +(2v2)°

8+8=+16 =14
a? =2v2 +2iV2 = 4(ﬂ il)
_4(£ £l)

| 4
=4 (cos(z) +i sm(z))

3) Ona: arg(a?) = %[Zn] et on a: |a%| =4

Donc: 2arg(a) = %[211] et |al’=4

Donc: arg(a) = g[Zn] et |a|=V4=2

7 A [ 5

Donc: a=2 (cos(g) + lsm(g))

4) Calculons sin%1T ;cos%1I
T . T

Ona: a=2 (cos(g) + lsm(g))

Donc : a=2cos (g) +i2sin (g)

Etona: b= 2+\/§+i\/2—\/§

Donc : 2c05(§)=—/2+\/§ et Zsin(g): 2 -2

Donc :  cos (g) = @E et sin (g) _ 2%‘/7

= eos(ng)=eos()= -5

D H _—= P—— —
onc COS 8 COS | Tt 8 8 2

Et: sin'%IT = sin (n—g) = sin (g) = 2+\/E

Exercice 15
Onpose a=2++/3+i

3,1, .
4) Montrer que a = (‘/2—_ + El)a puis calculer |a|
5) Ecrire a sous la forme trigonométrique
6) En déduire les valeurs exactes de sin 1"—2 et cos 1"—2

6
7) Montrer que a® = i(2 2+ \/§)

Solution
Onpose a=2++3+i

1) Montrer que a = (E + 1i)ﬁ puis calculer |a|

(?+%l>a—<\/z—§+—l>(2+\/_—l)

=<E+%i>(2+\/§—i)

2
.3 V3, V3, 1
—\/§+l+5+71—71+5

=2+V3+i
=a

|a|=|2+\/§+i|=\/(2+\/§)2+(1)2
=\/4+4\/§+3+1

= /8+4\/§
= /4(z+x/§)
=2 /2+\/§
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2) Ecrire a sous la forme trigonométrique

V3 1. _

Ona: a—(7+§l)a

3 1
Donc : arg(a) = arg [(g + Ei)ﬁ] [27]

3 1
Donc : arg(a) = arg (g + §i> + arga [27]
Donc : arg(a) = arg (cosE + isin E) —arga[2m]

6 6
Donc : arg(a) + arg(a) E% [27]
Donc : 2 aarg(a) E% [2T]
T

Donc : arg(a) = 12 [27]

Dou: a=2 2+\/§(cos%+isin 1—”2)

e = . s g1
3) En déduire les valeurs exactes de sin L etcos—

T T

na: a:2/2+\/§(cosﬁ+lsmﬁ)
f (4 / (1
Donc ca=2 2+\/§COSE+21 2+\/§smﬁ

Etona; a=2+V3+i

/ (4 / (4
Donc : 2 2+\/§cosE=2+\/§et2 2+\/§sinE:1

2V2+V3 1
Donc : C"S(Tnz)zﬁ ° Sm(%)zz 2+3

4)Montrer que a® = i(2 2++3

3)
6
26 = [2 ’2 +\/§(cosl—n2+isin 1—n2)]
6
ab = (2 /2+\/§ (cos (6><%)+isin (6><%))

6

[ .3 T
a (2 2++V3 (cosE+isinE)

6

a6=<2 2+v3) (0+i)

6

ab = i<2 / 2+ \/§>
Exercice 16

Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que
a=2; b=-1+i et c=3+3i
Vérifier que g = —1i puis en déduire la nature du triangle ABC

Solution
c—a 3+3i-2 1+3i (1+3i)(-3-1i)

b-a -1+i—-2 -3+i  (-3)2+12
_—3-i—-9i+3+3i -10i _

10 10 °

c_a——i:> |c—a| = |—i| etar (2)=ar (—D[2m]
b—a b—al Blp—a/ =8
:>|c—a|_1 ¢ (c—a)_ 1t2
b—al ~ S *E\p—a/= 2 12m]

= —AC 1 et (AB,AC T 2
= = —
AB et (AB,AC) 2[ m

P —— TT
= AC=AB et (AB,AC)=—[2m

= le triagne ABC est isocele et réctangle en A
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Exercice 17 Exercice 18
Soient les points A(a) ; B(b) et C(c) tel que On considére dans le plan complexe les points A(a) ; B(b) ; C(c)tel
a=V3—-i; b=—-a et ¢c=+3+3i quea=vV3+i;b=v3-1+(V3+1)i et c=-1+iV3
1) Vérifier que cca_1_ V3 - 1) Déterminer la forme trigonométrique de 1 + i etde a
b-a 12 \/Zg 2)Montrer que b = (1 + i)a puis détermienr la fomre
2) Ecrire le nombre - ——-i sous forme trigonométrique trigonométrique de b
Solution 3) Calculer cos =
= - = - - - 12
1) c—a_ V3+3i—V3+i _ 41 _ 2i _ 2i(v3 +1) 4)Vérifier que ¢ = ia puis en déduire la nature du triangle 0OAC
b-a —/3+i—+v3+i -2v3+2i —/3+i (—V3)%+ (D%]5)Montrer que le quadrilatére OABC est un carré
2iV3-2 -1 3 Solution
= 4 ~ 2 + =y 1) Déterminer la forme trigonométrique de 1 + i et de a
T
1 V3 V3 1+i=\/—(—+l—)—\/§ cos— +isin— V2;—
2 L-il= |G r=1 i) < E oy iing) = [
2 2 2 V3 1
- a=V3+i=2|—+i=|=2 cos— isin— 2;—
On cherche un argument 0 de z; tel que cos 0 = 71 et sinf = ? ( 2 2) ( 6 ) [ ]

2)Montrer que b = (1 + i)a puis détermienr la fomre
trigonométrique de b

Etdonc: zg = VZ (cos " +isin ) = [1,7] A+Da=1+D(V3+i)=v3—-1+(3+1)i=b
3) La nature du triangle ABC

T -
Donc 6 = -3 convient

c—-a -1 3 c—-a |[|-1 V3 c—a -1 3 — AP 0. | — L. . .5m
b-a 2 ‘2 b—a|=‘7+‘7etarg(m)farg(7+l7)[2“] b=(1+0a [\/E,HZ] [zﬁ’4+6] [Zﬁ’u

:>|c—a|_1 ¢ (c—a)_ 112
b—al ~ S ¥E\p_a/= 3 12m]

5wt Y14
=22 (cosE + lsmﬁ)

AC S — T 3) Déduire la valeur de cosi—:
=>-—=1 et (ABAC) = —=[27]

AB 3 On a: b=2\/f(coss—"+isin5—n)
—_— TT 12 12
=AC=AB et (AB,AC) = —[27] et b=+v3-1+(V3+1)i
= le triagne ABC est équilatérale Donc: 2\/_6035_” =3 -1
12
5t V3-

Donc: cos— =
12 22
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4)Vérifier que ¢ = ia puis en déduire la nature du triangle OAC

ia=i(V3+i)=-1+iV3=c

Donc;: c=ia

. c . c—o

c=ia=>—=1i =
a

cC—oO0
| = |-il etarg(_—) = arg(i)[2n]

a—o0
=>|c—0| 1 et (c
= etar
Ib— o] &

LS9 t (0A,0C) =—[2
[ —— T
= 0C=0A et (OA,OC)EE[ZR]

T

= le triagne OAC est isocele et réctangle en O
5)Montrer que le quadrilatere OABC est un carré
* Montrons que le quadrilatére OABC est un paralléllogramme

Donc montrons que AB = OC
zzs=b—a=v3-1+(3+1)i —V3—i
=V3-1+iV3+i —V3—i
=-1+iV3
Donc: AB =0C
Donc OABC est un paralléllogramme
Etona (O—A), 66) = g [2mt] donc OABC est un réctangle

Deplusona: OC = 0A donc le quadrilatére OABC est un carré
Exercice 19

On consideére dans le plan complexe les points A(a) ; B(b) ; C(c)tel

quea=1+4+2i;b=3+3i et c=4+5i

1) Déterminer d I'affixe de D tel que ABCD un parallélogramme

2) Vérifier que ¢ — a = 3i(b — d) puis en déduire que les droites
(AC) et (BD) sont perpendiculaire

3) Montrer que le quadrilatére ABCD est losange

4) Déterminer e I'affixe de E le symétrique de B par rappota A
5) En déduire le centre et le rayon de (C) le cercle circonscrit au

triangle EBD
Solution
1) Déterminer d I'affixe de D tel que ABCD un parallélogramme

ABCD un parallélogramme = AD = BC
=>ZE=Z§2:
>d—-—a=c—D>b
=>d=c—b+a
=>d=4+5i—-3-3i+1+2i
=>d=2+4i

2) Vérifierque c —a = 3i(b—d)

Ona: c—a=4+5i—1-2i=3+3i

Etona: 3i(b—d)=3i(3+3i—2—4i)=3i(1—-1i)=3+3i

Donc: c—a=3i(b—-d)

Ona: c—a=3i(b—4d)
D _ c—a_3_
onc: —g=3i
c—a )
Donc : arg(b_d) = arg( 3i)[2m]

je—— ¥
Donc: (DB,AC) = 3 [21]

Donc les droites (AC) et (BD) sont perpondiculaire

3) Montrer que le quadrilatere ABCD est losange

On a le quadrilatére ABCD est un parallélogramme

Et on a les diagonales de ABCD les droites (AC) et (BD) sont
perpondiculaire

Donc le quadrilatére ABCD est losange
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4) Déterminer e I'affixe de E le symétrique de B par rappota A

) M=M<z=7 <=>z——(z+—)

B A E
— -0 1
o oz=- o22=1
, - E—d _ =g Z
E le symétrique de B = AE = BA o7 =-1ouz=—1
>e—a=a-—-b>b 1 1 1
>e=2a-b 2) z’+1ZE(Z"'E)‘Flzz"';+2=22+1+Zz=(z+1)2
Se=2(1+2i)—3—3i 2-1 “(z+)-1 z+--2 2+1-2z \z-1
=e=-1+1i 3) M appartienta (A) = AM = BM
5) En déduire le centre et le rayon de (C) le cercle circenscrit au BM
triangle EBD T 1 ;car M+ A
Ona: Ele symétrique de B donc AE = AB |z +1| 7z — 1\?2 _
Et on a ABCD un losange donc AB = AD Iz —1| (z + 1) =1
D'ou AE = AB = AD z +1 Z+1  (z+1\2
Donc les points B ; E et D appartient au méme cercle (C) de centre = o1 1; car 7 —1 (z — 1)
Aetderayon R=AB=|b—a|=|3+3i—1-2i|=|2+i|=+/5 :>|z’+1_1 |z+1|
Exercice 20 z —1| | 1z —1|
On considere le point M d’affixe le nombre complexe z BM' ) ,
_ _ L4 =>—=1=BM =AM
et M' le point d’affixe z’' == (z +-) AM
, . 2 z _ , =M’ appartient a (A)
1) Déterminer le nombre complexe z pour que les points M et M ] —
soient confondues 4) M appartient au cercle (C)= (AM; BM) = 5 [2m]
2) On suppose que M différent des points A et B d’affixes respectifs z+1 m
) ppose q ‘ < p p > arg(_—) = 5 [2n]
1 et-1; Montrer que —J_rl = (i—l) 741
3) Soit la doite (A) le médiatrice du segment [AB] =z Zarg(z = 1) = m|2m]
Montrer que si M appartient a (A) alors M’ apppartienta (A) R (z + 1)2 — (2]
4) Soit (C) le cercle de diamétre [AB] ;Montrer que si M appartent arg z—1) ~ T
au (C) alors les points A ;B et M’ Sont alignés zZ +1 zZ +1 z 4+ 1\?
Solution > arg(—Z, — 1) =m(2n] ; car o —1- (z — 1)

= (AM'; BM") = t[2n]
= les points A; B et M'sont alignés




