Les mathénatiques
sont une langue
universelle

< ANAS EL MOUJIBI
M Matheux Club Community

¢

MATH WITH ANAS

Algebre et Géométrie

2¢ année du baccalauréat sciences
mathématiques A et B

5
—
==
=
—
s
P
Z.
>
0 p]

A Im(z) , e
e = cos@ + isin 6

Ay z=a+ib
0 y z| = va® + b?
“Re(z
\‘/ =) arg(z) =6 (mod2m)

SLI}PUWI0D) 13 JIGIBTY

-E.:

¢0Z /920

£

<>

A.S. 2026/2027



Matheux Club Community
MATH WITH ANAS
Polycopie du cours

Thémes : Algébre et Géométrie

2¢ année du baccalauréat sciences
mathématiques A et B

A. El Moujibi : étudiant en FSSM
A.S. 2026,/2027



Préface

Ce document introduit le programme d’algebre de la 2éme année Bac-
calauréat Sciences Mathématiques, soulignant le passage vers l'abstraction
mathématique supérieure a travers trois piliers :

— Les Nombres Complexes : L’utilisation du nombre imaginaire ¢ pour
résoudre de nouvelles équations et lier algébriquement les transforma-
tions géométriques.

— L’Arithmétique dans Z : L’étude exigeante des entiers relatifs, de la
divisibilité et des nombres premiers, formant & la rigueur de la dé-
monstration logique.

— Les Structures Algébriques : L’analyse abstraite des lois de composi-
tion (groupes, anneaux, corps) pour comprendre I’architecture com-
mune aux différents objets mathématiques.

L’ensemble encourage les futurs scientifiques & cultiver patience et téna-
cité pour maitriser ces concepts fondamentaux et préparer sereinement leurs
études supérieures.

Malgré toute ma vigilance et celle de mes relecteurs, il est possible que
quelques erreurs subsistent dans ce article. J’accueillerai donc volontiers les
commentaires, corrections ou critiques qui pourront m’étre directement adres-
sés & mon adresse email :elmoujibianas@gmail.com

J’ai eu beaucoup de plaisir & écrire ce document. J’espére qu’il pourra rendre
service a ses lecteurs en leur donnant envie de continuer & s’investir dans les
mathématiques. Je leur souhaite en tous cas beaucoup de courage, de persé-
vérance et tous mes voeux de réussite.

J’ai décidé de laisser ce document a la disposition de tous plutét que de
le vendre, espérant qu’Allah 'acceptera de ma part et qu’il profitera a qui-
conque le lira; je vous demande de prier pour moi et pour mes parents.
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Chapitre 1

LES NOMBRES COMPLEXES

1.1 Introduction

1.1.1 Présentation de C

C est un ensemble contenant R dont les éléments sont appelés nombres
complexes.

C est muni de deux opérations + et x prolongeant les opérations existant
sur R et conservant leurs propriétés.

C ne peut pas étre muni d’une relation d’ordre « intéressante »mais en
revanche, sur C 1'équation 2?2 = —1 posséde deux solutions opposées notées
1 et —i.

Par construction de C, on a

Vz € C,3(a,b) €eR?* 2 =a+i.b

Définition 1.1.1. L’écriture z = a + i.b est appelée forme algébrique du
compleze z. Les réels a et b sont respectivement appelés parties réelle et ima-
ginaire de z. On note a = Re(z) et b= Im(z).

Remarque 1.1.1. La partie imaginaire d’un complexe est un nombre réel!

Proposition 1.1.1. Vz, 2 € C, Re(z + 2') = Re(z) + Re(2') et Im(z + 2')
Im(z)+Im(z'). Vz, 2" € C, Re(z2') = Re(z)Re(2') — Im(z)Im(z") et Im(zz")
Re(z)Im(2") + Re(z")Im(z).

Démonstration On peut écrire z = a+ibet 2/ = a/+ib avec a,b,d’, b’ € R.
Onaalors z+ 2 = (a+d)+i(b+ V) avec a+a',b+V € R. On en déduit
Re(z + 2') = Re(z) + Re(?') et Im(z + 2’) = Im(z) + Im(2’). On a aussi
zz' = (aa’ — bb') + i(ab + a'b) avec aa’ — bb',ab + a’b € R. On en déduit
Re(zz') = Re(z)Re(2") —Im(z)Im(2’) et Im(z2") = Re(z)Im(2")+Re(z")Im(z).



1.2. LE PLAN COMPLEXE

1.2 Le plan complexe

Soit P un plan géométrique rapporté a un repére orthonormé direct R =
(051, 7).
Définition 1.2.1. On appelle point d’affixe z € C le point M de coordonnées
(a,b) avec a = Re(z) et b = Im(z). On note M(z) pour signifier que M est
le point d’affize z.

Remarque 1.2.1. Par la notion d’affize, a tout nombre complexe correspond
un point du plan et a tout point correspond un nombre compleze. Cela permet
de visualiser C tel un plan :

1R
C

b ez=a-+1b

0 a R
Définition 1.2.2. On appelle vecteur d’affixe z le vecteur i de composantes

(a,b) avec a = Re(z) et b = Im(z). On note u(z) pour signifier que U est le
vecteur d’affize z.

b u(2)

J

= a
0 i

Proposition 1.2.1. Si @ est d’affize z et ¥ d’affize 2’ alors i+ U est d’affize
2+ 2. Siu est daffivze z et X un réel alors A\.i est d’affive \z. Si M est
d’affize est z alors OM est d’affixe z et inversement. St M est d’affixe z et

—
M'" d’affize 2" alors MM’ est d’affixe 2z’ — z.

Démonstration C’est immédiat en raisonnant via les composantes.

Proposition 1.2.2. Si M est d’affixe z alors le point M' d’affixe —z est le
symétrique de M par rapport a O.



1.3. CONJUGAISON D’'UN NOMBRE COMPLEXE

i —> —
Démonstration Par les affixes, OM' = —OM.

Proposition 1.2.3. Si M est d’affize z et a € C alors le point M’ est I'image
de M par la translation de vecteur u d’affize a.

Démonstration Par les affixes, OM’' = OM + 4.

Proposition 1.2.4. Si M est d’affize z et X\ € R alors le point M’ d’affize
Az est l'image de M par ’homothétie de centre O et de rapport X.

) —
Démonstration Par les affixes, OM' = A\OM.

1.3 Conjugaison d’un nombre complexe

Définition 1.3.1. On appelle conjugué de z = a+1b € C (avec a,b € R ) le
complexe Z = a — i.b.

Proposition 1.3.1. Si M est d’affixe z alors le point M' d’affize Z est le
symétrique de M par rapport a l'aze (Ox).

Démonstration Le point M a pour coordonnées (a,b) et le point M’ a
pour coordonnées (a, —b).

D
Q o M(2)
J4
o — PR
—b - M'(z)

Proposition 1.3.2. Vz € C,Z = z.

Démonstration On peut écrire z = a + ib avec a,b € R. On a alors
Z=a—ib=a+i(—b) avec a,—b € R et donc z = a + ib = z.

Proposition 1.3.3. V2,2 € C,z + 2/ = 2+2/, 22/ = %2 et, siz # 0, (i) = %



1.4. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Démonstration On peut écrire z = a+ibet 2’ = a’+il’ avec a,b,a’, V' € R.
Onacz+z2 =(a+d)+i(b+0)aveca+a € Ret b+ € R, donc z + 2/ =
(a+a')—i(b+¥) =Z+2.Ona 2z = (ad’ —bV')+i(a'b+ab) avec aa’ —bb' € R
et ab/ +a’b € R, donc 22’ = (aa’ — bb') —i(a'b+ab') = (a —ib)(a’ —iV') = 22/,

Enfin, puisque z x % =1,onazx (%) =1=1donc (%) = %

Proposition 1.3.4. Vz € C,

Re(z) = %(z +3) et Im(z) = 212,(2 s

Démonstration Si z = a + ib avec a,b € R alors Z = a — ib et donc
z+ZzZ=2aet z—2Z=2b.

Remarque 1.3.1. Pour montrer qu’un complexe z est réel, on peut mon-
trer que Z = z. Pour montrer qu’un complexe z est imaginaire pur, on peut
montrer que z = —z.

1.4 Module d’un nombre complexe

Définition 1.4.1. On appelle module d’un complexe z = a+1ib (avec a,b € R

) le réel positif
|z| = Va? + b?

Remarque 1.4.1. Si M est d’affixe z alors le module de z correspond a la
longueur OM.|z| = OM

P b M(z)

J
0

Remarque 1.4.2. La notion de module d’un complexe prolonge celle de va-
leur absolue d’un réel, il n’y a donc pas de conflit dans les notations.

Proposition 1.4.1. V2 € C,|2| =0 & 2z = 0.



1.4. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

Démonstration On peut écrire z = a + ib avec a,b € R et on a alors
zZl=0e Va2+R=0d+=0a=b=0&2=0
Proposition 1.4.2. Vz,2' € C,|z|? = 2z = 2%, |22/| = |2||7]| et, si 2z #
0[] =7

|2|*

Démonstration On peut écrire z = a + ib avec a,b € R. On a alors

2z = (a+ ib)(a —ib) = a®> +b* = |z]? et aussi 22 = zz = [z|%. Ainsi
2|2 = 27 = |Z|%. Par suite |22/]? = 2222 = 2722/2 = |2]*|#|?. Cette égalité
de carrés engageant des quantités positives, on en déduit |z2/| = |z||7|. De
plus, si z #£ 0, z X % = 1 donne |z| x }ﬂ =1 et donc E} = ﬁ

Remarque 1.4.3. Par une récurrence immeédiate,
Vz € C,Vn € N, |2"| = |2|"
Par passage a [tnverse,
Vz e C'\Vn € Z,|2"| = |2|"
Proposition 1.4.3. ( Inégalité triangulaire)
Vz,2' € C,|lz+ 2| < |2 + ||

De plus, il y a égalité si, et seulement si, les points d’affize z et 2’ figurent
sur une méme demi-droite d’origine O.

Démonstration Commencons par établir la propriété particuliére : Vu €
C, |1+ u| < 1+ |u] avec égalité si, et seulement si, u € Rt Soit u € C. On
peut écrire u = a + b avec a,b € R. On a alors

1+u=04+a)?+b*=1+2a+a*+b=142a+ |uf

Puisque a = Re(u) < |Re(u)| < |u|, on obtient |1 4+ u|? < 1+ 2Ju| + |u|? =
(1 + Jul)?. Cette comparaison de carrés engageant des quantités positives,
on en déduit |1 + u| < 1+ |u|. De plus il y a égalité si, et seulement si,
Re(u) = |[Re(u)| et |[Re(u)| = |u| c’est-a-dire u € RT. Démontrons maintenant
la, propriété de fagon générale. Soient z,2’ € C. Cas z =0:On a |z + 2| =
12| = |z| + |Z|. L’inégalité est donc vraie. De plus c’est une égalité et les
points d’affixes z et 2’ figurent sur une méme demi-droite d’origine O. Cas
z # 0 : En introduisant v = 2'/z, on a

/

z
|2+ 2 = [zl |1+ —| = [2][L+ul S [f(L A+ Ju]) = [2] + |2

10



1.4. MODULE D’UN NOMBRE COMPLEXE

De plus, il y a égalité si, et seulement si, u € RT i.e. 2//z € RT. Ceci signifie
que le point d’affixe 2z’ figure sur la demi-droite d’origine O passant par le
point d’affixe z.

P M"(z + 2)

Corollaire 1.4.1.

Vz,2 € C,||2| — [#|| < |z = 7|

Démonstration. Par I'inégalité triangulaire,
2| = |z — 2 + 2| < |z = 2|+ |/
donc |z| — |2| < |z — Z/|. De fagon symétrique, |2/'| — |z| < |2/ —z| = |z — 2/|.

Définition 1.4.2. On appelle distance entre deux complexes z et 2’ le réel
positif d(z,2") = |2/ — z|.

Remarque 1.4.4. Si M et M’ sont les points d’affizes z et 2’ alors la dis-
tance entre z et 2’ est égale a la longueur MM’ .

A

P M(2)

Proposition 1.4.4. Soient z,2', 2" € C. d(z,2') =0 < z = 2’ [séparation].
d(z',2) = |z = 2| = | — z| =d(2,2') [symétrie].
d(z,2') < d(z,2")+d(2",2") [inégalité triangulaire].

11



1.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE

Démonstration. d(z,7) =0 [z -2 | =0& 2—-2 =0& 2z = 2.
dz',2)=|z=2 =2 —z| =d(z,2). d(z,2") = |2/ —z| = |/ = 2"+ 2" — 2| <
|2/ = 2"+ |2 — 2| =d(2",2) + d(z, 2").

Définition 1.4.3. On appelle valeur approchée d’un complexe zy a € € RT
pres tout complexe z vérifiant |z — zp| < €.

Remarque 1.4.5. Si z = 2y a € pres alors le point d’affixe z appartient au
disque de centre le point Q) d’affize zy et de rayon ¢.

1R
C

1.5 Argument d’'un nombre complexe

1.5.1 Exponentielle imaginaire

Définition 1.5.1. On appelle exponentielle imaginaire d’angle @ € R le com-
pleze : € = cosf + i.sin 6.

Remarque 1.5.1. Le point M d’affize € est le point du cercle trigonomé-
trique déterminé par (Z, OM) =60 |[27].

P J
A .
sin 6 M (e?)
o ) .
O| «cosf 7
Exemple 1.5.1. ¢ = 1,¢"™/2 =, '™ = —1,e%"/2 = —j et ¥™ = 1.

Proposition 1.5.1. VO € R, |e?| =1 et Ly = 7 = ¢/,

12



1.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE

Démonstration.
| = cos? 0 +sin® 0 = 1
et -
1 eie —_— . .
— = — =¢if =cosf —isinh = e ¥
619 |ez€|2

Proposition 1.5.2. V0,0 € R,e? = ¢ < 0 =0" [27]

Démonstration.

0 eiel(:){cosQ:cos@ s0=0 [

sinf = sin &’

Proposition 1.5.3. V6,6 € R, e ¢ = £i0+0)

Démonstration.
e e = (cosf +isinf)(cos @ +isind’)
En développant
e e = (cosfcosf — sinBsind) +i(cosfsin @ + sin f cos §')

puis - |
e = cos(0 +0') +isin(f + ') = @)

Proposition 1.5.4. (Formule de Moivre) Vn € Z,Y0 € R, ()" = e™? i.e.
(cosf + i.sin )" = cosnb + i.sinnf

Démonstration. Par récurrence, montrons que pour n € N, e/ = (eie)n.

Pour n =0,e? =1= (ew)o. Supposons la propriété établie au rang n > 0.

(eié)”+1 _ (eie)n ol — pindgif _ ,i(n+1)8

Récurrence établie. Pour n € Z=,n = —p avec p € N.
) e 1 1 ) )
AN 0\~ P . __—ipf __ _inf
(e ) = (e ) = (e T et = =e
67;9-"-677;9
- , cost) = —F—
Proposition 1.5.5. (Formule d’Fuler) V0 € R : { g e
sinf = “5—

Remarque 1.5.2. (Attention!) Cette formule n’est valable que pour n entier

-1 = eiﬂ — (62i7r)1/2 — \/I — 1'

13



1.5. ARGUMENT D’UN NOMBRE COMPLEXE

1.5.2 Complexe de module 1

Définition 1.5.2. On note U l’ensemble des complexes de module 1. Ainsi
U={z€C/|z| =1}

Remarque 1.5.3. L’ensemble des point d’affixe dans U correspond géomé-
triqguement au cercle trigonométrique du plan.

Exemple 1.5.2. V0 c R, e € U.
Exemple 1.5.3. Si z € U alors 1/z = Z. En effet 2z = |z]*> = 1.

Théoréme 1.5.1. Pour tout z € U, il existe un unique réel 0 unique a 27w

prés tel que z = .

0 0’

Démonstration. Unicité a 27 prés : Si z = € et 2z = ¢ alors e = ¢
et donc §# = 0" [27]. Existence : Soit z € U. On peut écrire z = a + i.b avec
a,b € R. Puisque |z|> = a?>+ V> = 1,0onaa* <1 et donc a € [-1,1]. Par
suite, il existe & € R tel que a = cosa. Puisque »*> = 1 — a® = sin? @ donc
b=sinaou b= —sina. Si b=sina alors z = e avec # = . Si b= —sina
alors z = € avec § = —q.

1.5.3 Argument d’un nombre complexe non nul

Théoréme 1.5.2. Pour tout z € C*, il existe un réel 8 unique a 2w pres tel
que ‘
z = |z]e?

Cette écriture est appelée forme trigonométrique du complexe z.

Démonstration. Unicité a 27 prés : Si z = |z|e? et z = |z]e?? alors
e = e car |z| # 0 et donc § = ¢ [27]. Existence : Puisque z/|z| € U, il
existe 6 € R tel que z/|z| = ¢ et donc z = |z]e.

Définition 1.5.3. Tout réel 0 tel que z = |z|e? est appelé argument du
compleze z non nul. On note arg(z) =0 [27].

Remarque 1.5.4. Si M est le point d’affize z # 0 alors arg(z) = (i, O—]\>/[) [27].
. M (z)

P
! > N(eie>

07;
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1.6. EXPONENTIELLE COMPLEXE

Exemple 1.5.4. Déterminons un argument de z = 1 +1i. |z| = /2 donc

) — | = im/4
1+ \/_<\/_+Z\/_> \/ﬁ(cos4+zsm ) V2e
On en déduit

arg(l+1) = [27]

T
4
Exemple 1.5.5. Pour z € C*,
zeR™ s arg(z) =0 [2n] etze R* s arg(z)=m [27]
Par suite
z € R* & arg(z) =0 [7]

Proposition 1.5.6. Soient z,2' € C*. arg(z) = —arg(z) [27], arg(z2’) =

arg(z)+arg(z’) [27], arg(—z) = arg(z)+7m [2 _] g(1/z) = —arg(z) [27]
et VYn € Z,arg(z") = narg(z) [27]

Démonstration. Soient § = arg(z) et ¢ = arg(z’) [27] de sorte que
z=zle? et 2 = |2, Z = |z]e? = |z]e? = |Z|e"" donc arg(Z) = —0 [27].
22" = |2||#|e?e? = |22'|e"?+?) donc arg(z2') = 9+9’ [27T] —z=—|z|e? =

|2]e0T™) = | —2]e®*™) donc arg(—z) = 6+ [27]. L |i| =4 = || e~ donc

arg(1/z) = —0 [2m]. 2" = [2|* (e?)" = |z"]e™ donc arg(z") =nf [27]

Exemple 1.5.6. Déterminons module et argument du complexe z = e + 1.

, , . 0
5= 619 +1= (619/2 + 6719/2) i0/2 __ — 2¢c08 — 619/2
[Factorisation de ’exponentielle équilibrée/ On en déduit

6

|z| =2 cos—‘

2

Si cos0/2 > 0 alors arg(z) = 0/2 [2x]. Si cosf/2 < 0 alors arg(z) =
6/2+m [27].

1.6 Exponentielle complexe

Définition 1.6.1. On appelle exponentielle complexe de z = a + i.b € C
(avec a,b € R) le nombre compleze

a _ib

exp(z) = e®.e” = e*(cosb + i.sin b)
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1.7. APPLICATIONS TRIGONOMETRIQUES DES NOMBRES
COMPLEXES

Remarque 1.6.1. Si z = a € R alors exp(z) = e%.e® = e L’exponen-
tielle complexe prolonge ’exponentielle réelle connue. St z = i.b € i.R alors
exp(z) = €.e?® = €. L’exponentielle complexe prolonge aussi ’exponenticelle

imaginaire. On note souvent € au lieu de exp(z).

Théoréme 1.6.1. Soient z, 2’ € C. exp(z) = exp(Z), exp(z+2') = exp(z) exp(2’),
exp(z) # 0 et 1/ exp(z) = exp(—=z).

Démonstration. On peut écrire z = a+ib et 2’ = a' + b avec a,b,d’, V' €
R. exp(z) = e.e? = e%e™® = exp(Z). exp(z +2') = exp((a+a') +i(b+V)) =
et 0HY) — eaeibed o — e2e* On en déduit 1 = exp(0) = exp(z) exp(—2z)
et donc exp(z) # 0 avec 1/ exp(z) = exp(—=z).

Théoréme 1.6.2. Soient z,2' € C.

exp(z) = exp(z) & Ik € Z,z = 2’ + 2ikn

Démonstration. (<) Siz = 2/+2ikm avec k € Z alors exp(z) = exp(2’) exp(2ikm) =
exp(z’) car exp(2ikm) = 1. (=) Supposons exp(z) = exp(z’). On peut écrire
z=a+ibet 2 =d + il avec a,b,d’,b € R. On a alors e%® = ¢¥¢.

En passant cette relation au module, on obtient e* = e* et donc a = o’

car ’exponentielle réelle prend des valeurs deux a deux distinctes. Sachant

e? = e¥ # 0, la relation e%e® = e” ¢ donne e = ¢ et donc b = b [27].

Ainsi, il existe k € Z tel que b = b’ + 2kw et donc z = 2/ + 2ikm.

1.7 Applications trigonometriques des nombres
complexes

La formule du binéme de Newton, la formule de Moivre et les formules
d’Euler permettent de transformer certaines expressions trigonométriques.

= **Développement de cos(nfd) et sin(nf) ** Soit n € N* et § € R. On
a : cos(nf) +isin(nf) = (cosf +isind)" = > _p_ C¥ cos™*(0)i* sin* ()

En séparant les parties réelles et imaginaires, on en déduit les expressions
de cos(nf) et sin(nf) en fonction de cosf et sinf. Voici quelques exemples
pratiques : * On a : cos(26) + isin(20) = (cos@ + isinf)? = cos? § — sin® § +
2isin 0. cos 6, dont on déduit :

cos(20) = cos® —sin®§ = 2cos? §—1 = 1-2sin®6 et sin(26) = 2sin . cos .
*On a: cos(30) + isin(30) = (cosf + isin )3, donc :

cos(30) + isin(30) = cos® @ + 3i cos® 0. sin @ — 3 cos 6. sin? § — i sin® 0

16



1.7. APPLICATIONS TRIGONOMETRIQUES DES NOMBRES
COMPLEXES

On en déduit :

cos(36) = cos®§ — 3cos . sin” § = cos® 6 — 3cosf.(1 — cos? ) = 4cos® 6 — 3cosf
sin(30) = 3 cos?f.sinf — sin® 6 = 3(1 — sin® ). sin @ — sin® § = —4sin® 6 + 3sin 6

On peut démontrer la formule plus générale suivante : (a titre d’exercice)
Pour tout n € N* :

cos(nf) = ZE%)(—l)chp cos™ 2P (#). sin*(0)
sin(nd) = 3,2 " )(—l)pC’ELPH cos™ 2P~1(0). sin? 1 (0)

(E <g> étant la partie entiére de g)

= **Linéarisation de cos™ @, sin™ § et cos™ f.sin™ § pour (m;n) € N2 **
Linéariser une expression du genre cos™ @, sin" 6 et cos™f.sin" @, c’est la
transformer en somme algébrique de termes du genre acos(pf) + bsin(qgd)
avec (a;b) € R? et (p;q) € N2

Pour linéariser ces expressions, on utilise les formules d’Euler pour en
déduire :

cos™ @ (619 + e*la)m et sin™ 0 = (20” (629 o 6729)71

T om

On développe les expressions obtenues grace au bindme de Newton, puis
on fait réapparaitre les fonctions cosinus et sinus. Voici quelques exemples
pratiques :

— Linéarisation de cos* z :

v L 1 . . . . . . . .
00541; _ <€ ‘|‘2€ ) _ 1_6 ((6”)4 + 4(6w)36—m + 6(6117)2(6—11*)2 + 46155(6—w)3 + (6—11)4)

1, . . . A 1
Donc : cos*z = 1 (€™ 4+ e +4(e™* + ) 4+ 6) = E@ cos(4x)+8 cos(2x)+6)

1
Par suite : cos’x = g(cos(élx) + 4 cos(2x) + 3)

— Linéarisation de sin® z :

= % ((eiz)5 _ 5(eix)4€—im + 10(6im)3(€—im)2 _ 10(eir>2(6—i;p)3 i 5(eix)(€—z‘a:)4 _ (e_i‘”)5)
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1.8. RACINES n®m D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

1 . 4 4 . 4 .
— 97 (ezE)a: _ 5ez3z + 10e™® — 10e ™= + 5671330 _ €7Z5$)
1 . , . ) ) 4
— 97 ((61533 _ 67151) _ 5(613:1: _ 67131) + 1[)(61:2 _ efzzv))

1
Par suite : sin®z = 1—6(sin(5x) — 5sin(3z) + 10sinz)

— Linéarisation de cos?(x).sin®(z) :

1x —1T 1 . ) 1 1
Ona: cos’w = <%) = 1(612$+2+6_m) = 1(2 cos(21)+2) = §(COS(21’>+1)

i ,—ix 1 ) ) ) ) 1
Et : sin®x = (%) = —5(6’3:‘—3ew+36_”—6_l3m) = —Z(Sin(3x)—3 sin x)
i i

Il s’ensuit donc :

cos® zsin® r = (%(cos(zx) + 1)) (—i(sin(?)x) - 3sina;)>

= —é(cos(Qx) sin(3z) — 3 cos(2x) sin(x) + sin(3z) — 3sin(z))

Et puisque : cos(2z) sin(3z) = 3(sin(5z)+sina) et cos(2z)sinz =
1 (sin(3z) — sin )

1
Alors : cos?(z).sin?(z) = —E(sin(fm) — sin(3x) — 2sinx)

1.8 RACINES n°™® D’UN NOMBRE COMPLEXE
NON NUL

1.8.1 RACINES n®m DE L’UNITE

Définition 1.8.1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On appelle
racine n®™¢ de l'unité tout nombre complexe u tel que u™ = 1. L’ensemble
des racines n®™¢ de l'unité est noté U,. On a donc : U, = {z € C/z" =1}

Remarque 1.8.1. Les racines n®™ de l'unité sont les solutions dans C de
l’équation 2™ = 1.
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1.8. RACINES n®m D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Exemple 1.8.1. 1) Cas n = 2 : Les racines carrées de ['unité sont les
solutions dans C de l’équation z*> = 1. Ces solutions sont 1 et —1. Ainsi :
U, ={-1;1}

2) Casn = 3 : Les racines cubiques de ['unité sont les solutions dans C de
Iéquation z3 = 1. Remarquons que si 2> = 1 alors |23| = |z|® = 1 et par suite
que |z| = 1. Cela montre que les solutions de ’équation 2 = 1 s’écrivent
sous la forme € avec €3 = 1, c’est-a-dire 30 = 0 [27]. Par conséquent,

27,27 .
0 = k% avec k € Z. En posant wy, = €3 = (wy)¥, on obtient :
— Wo = 1.
—wy=¢3 =—1+ Z\/Tg. On note souvent ce nombre par j : j =e's =
1., V3
-3 +Z§.
b 1 /3 A R
— wy=e's = —5 — %, Remarquons que 1wy = j° = j

— w3 =1 et wys = wy et ws = wy et ainsi de suite.
Par suite, les racines cubiques de ['unité sont 1,7 et 52 : Us = {1;7; 7}

Remarque 1.8.2. — Ona:l+j+52=0et2—1= (z2—1)(2—j)(2—35?)
pour tout z € C.
— Pourn € {2;3;4}, le produit de deux éléments de U,, est aussi élément
de U,,. En fait, ce résultat est valable pour tout entier n > 2.
— Pourn € {2;3;4}, Uinverse et le conjugué de tout élément de U,, sont
aussi des €éléments de U,. En fait, ce résultat est valable pour tout
entier n > 2. On a donc pour tout z € C :

1
zelU,zel,< -€0U,
z

— Soit Ay, Ay et Ay les points du plan d’affizes respectives 1,75 et j2.
Alors, AgA1 Ay est un triangle équilatéral inscrit dans le cercle trigo-
nométrique.

— Soit Ay, Ay, As et Az les points du plan d’affizes respectives 1,4, —1 et
—1. Alors, AgA1A3As est un carré inscrit dans le cercle trigonomé-
trique.
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1.8. RACINES n®m D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

A1) - A0
/ Ap(1) Ap(1)
\ 0 Ay(—1) 0
N
As(57) Ag(—i)
Interpretaion des racines Interpretaion des racines
cubiques de l’unité. quatriémes de l’unité.

Proposition 1.8.1. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Les ra-

. > iy . L. j 2k N
cines n°"¢ de 'unité sont les nombres qui s’écrivent sous la forme €= ou
ke {0;1;2;...;n—1}. On a donc :

2

Un:{ei ﬁﬂ/k:e{();l;...;n—l}} et card U, =n

Démonstration. Soit z une racine n°™¢ de 1. On a donc 2" = 1. En passant
au module, on obtient |2"| = 1, d’ou |z|" = 1. Puisque |z| est positif, on déduit
que |z| = 1. Ainsi, 2 est de la forme 2z = ¢?. On a alors :

Sted—1e @0 pde (i-0 [Z])

n
Le réel 6 est donc de la forme %Tﬂ avec k € Z. On obtient finalement z = ¢#n".
Or, on constate que :

j2nm i2(n+1)7r 27 Z.2(n+2)7'r A
en =1 ; e~ n =¢en ; e =en ;...

Autrement dit, si k£ et k' sont deux entiers relatifs tels que k — k' est un

’
le}Tf

multiple de n, alors, = = ¢e'"» . On peut donc se contenter de faire varier

k dans I’ensemble des entiers compris entre 0 et n — 1. Réciproquement, si

2k 2kr \ T . R
z=¢"n avec k € {0;1;2;...;n — 1}, alors 2" = (e’T> = 2 = 1, d’on

z est bien une racine n®™¢ de 'unité.

Proposition 1.8.2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour
tousu etv deU, : uxwvel, et %EUn et uwelU, (E:%)
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1.8. RACINES n®m D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Démonstration. Soit u et v deux éléments de U,,, c’est-a-dire que u™ =1
et v = 1. Donc :
— (uxv)"=u"xv"=1x1=1, et doncu xv € U,.
— (l)n:%:%zl,e’cdonclEUn.
u _un 1 u
— (@)"=u"=1=1, et donc uw € U,.
Ce qui achéve la démonstration.

Exemple 1.8. 2 1) Les racines 6°™ de l'unité sont les nombres complexes
2k7‘r

wk:e =l aveck € {0;1;...;5}. Il s’ensuit donc : wo=1 ; w3 =
e's :%—F‘/Tgi ; wzze’%:—%—k\/?gi:j wszei%zemz
-1 w4:ei%ﬁ:w_2——%—*/7§i : wg,:ei%w:w_l—%—‘/?gi

2) Les racines 8°™¢ de l'unité sont les nombres complezes wy = €' s S
&'t avec k € {0;1;...;7}. Il s’ensuit donc : wy = 1 ; w = €'i =
%+2% : (.UQIGTW:Z : wgzei%:—‘/?§+i\/7§ wy = e =
—1;w52651:—£—i\/7§;W6:€i%=—i;w7=€i%=
‘/75—2"/75 Remarquer bien qu'on a : ws =Ws ; Wg=UwWs ; Wr=uw]

Proposition 1.8.3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Posons,
pour tout k € {0;1;...:n — 1} : wy = e . Alors : 1) Pour tout k €
{1;...;n— 1} : Wp = Wpk. 2) Pour tout k € {0;1;...;n — 1} : wp = Wb,
3) La somme des n racines n®"¢ de l'unité est nulle. 4) Les racines n®™ de
['unité sont représentées dans le plan complexe par les sommets d’un polygone
réqulier a n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique, et dont l'un des
sommets est le point d’affize 1. Ce polygone est symétrique par rapport a
l’aze des abscisses.
" i2km 2k7 j2n=k)m

Démonstration. 1) On a wy = e'n = e ' n et w, p = € = =

o — 2km ; _j2km _j2km < 192 A .
e(” n>:e’2”><e’n = e "n , d’ou I'égalité annoncée.

2)Ona:w,=en = (eQrf)k:w’f.

3) D’aprés 2), on peut écrire : wy +wy + -+ Wy = 1+ wp +w? +wf +
--+w?! Nous reconnaissons la somme des termes de la suite géométrique de
premier terme 1 et de raison wy # 1 (car n > 2), d’ou : wo+wy + -+ +w,_1 =
11:21: = 11__6;2: = 11_:31 = 0. Ainsi, la somme des n racines n°™° de I'unité est

nulle.
4) Les racines n®™® de I'unité sont au nombre de n, toutes de module
1, donc, situées sur le cercle trigonométrique. Elles sont représentées par les

sommets d'un polygone a n cotés inscrit dans ce cercle. D’autre part : Pour
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1.8. RACINES n®m D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

tout k € {0;1;...;n—2}:

arg(wgr1) — arg(wy) = 2(k j; DL — in [27] arg(wg) — arg(w,—1) =0 — w [27]
27 et 27
= [27] = [27]

On passe donc d’un sommet du polygone au suivant en effectuant une rotation
de centre O et d’angle %’r On peut donc dire que les racines n®° de I'unité
sont représentées par les sommets d'un polygone régulier & n cotés inscrit
dans le cercle trigonométrique. Enfin, la propriété 1) montre la symétrie par
rapport a 'axe (Ox).

1.8.2 RACINES n*™¢ D’UN NOMBRE COMPLEXE NON
NUL

Définition 1.8.2. Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel
supérieur ou égal a 2 Une racine n®™¢ de Z est un nombre compleze z tel que
2= 7.

Proposition 1.8.4. Soit n € N* — {1} et Z un nombre complexe non nul
d’argument ¢ : 7 = |Z|.€"¥ Le nombre Z admet exactement n racines n®™¢
données par :

2 = n ’Z’el<¢+ylf27r>

avec ke€{0;1;...;n—1}

Démonstration. Soit n € N* — {1}. On cherche les racines n®™ de Z sous
la forme z = re® avec r > 0.
L’égalité 2" = Z se traduit par " = |Z] et nf = ¢ [27], donc par :

r=73/|Zlet0=2 [2].

. +k2m
En posant z, = ¢ \Z\ez(w n ), Iégalité zp = z;, se traduit par :

o+2km [27_[_]

n
c’est-a~dire k' =k  [n].
Les racines n“™ de Z sont donc les n nombres complexes deux & deux
distincts :

2k’
n

<p+k27r)

zk:"|Z|ei( " avec k€ {0;1;...;n—1}

Remarque 1.8.3. — Les racines n®™¢ de Z s’obtiennent & partir de
l'une d’entre elles en multipliant celle-ci par chacune des racines n®m
de l'unité. En effet, si zg est l'une des racines n®"¢ de Z, on a :

z":Z<:>z”:zg<:><Zi> =1l [(Fwel,) z=uwsz)
0
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1.9. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

Par suite, ’ensemble des racines n®"¢ de Z est : {zw/w € U, }.
Ainsi, pour trouver les racines n®™ de Z, il suffit donc d’en exhiber
une et de la multiplier par toutes les racines n°™ de 'unité.
— Une bonne connaissance des racines n®™¢ de ['unité est donc capitale
pour résoudre ce type de probléme.

Exemple 1.8.3. 1) Déterminons les racines cubiques du nombre complezxe :

Z = 4V2(—1+1)

\/§ \/§ ;37 iT\3
5 5 — 8¢l = (26 )

On al|Z| = 4\/5’—1+2'| =8, donc : Z =8 <__ 422 -

. . . ;T
Par suite, les racines cubiques de Z sont les nombres : zy = 2¢e'4 et
2 = jzg et = j’x

IS

us

ISH

. ;2m . jdn ;
Et comme j =€'s et j2=¢€"3, alors : z; = 2¢i(

On peut aussi déterminer les écritures algébriques de ces racines cubiques
a partir de celles de z,j et j2.

2) Déterminons les racines quatriémes (ou d’ordre 4) de nombre —1,
c’est-a-dire les solutions de z* = —1.

Ona:z4:—1(:)z4:e”<:)z4:(614)

et Par suite, les racines quatriémes 4 de nombre — 1 sont :

3m ST

T .

. ,
0=¢€1 Zl:@l(

9

1.9 EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS
C

1.9.1 RACINES CARREES D’UN NOMBRE COMPLEXE

On sait que tout nombre complexe non nul Z admet exactement deux
racines carrées opposées. Ce sont les solutions dans C de I’équation 22 = Z.

L’utilisation des formes trigonométrique ou exponentielle donne facile-
ment les expressions des racines carrées d’'un nombre complexe non nul quel-
conque mais on a parfois besoin d’exprimer une racine sous forme algébrique.
Dans la pratique, on rencontre deux cas :

23

= e‘ ; 29 = @i(gJﬁT) = —¢'s - 23 = el(ngT) —e'1



1.9. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

1°" cas : Si Z = |Z|e' alors, d’aprés la proposition précédente, les racines
carrées du nombre Z sont :

VIZIe5 et +/]Z]ei(5t)

28 cas 1 Si Z = X +4Y avec (X;Y) € R2—{(0;0)}. On pose z = x + iy
avec (z;y) € R%. On a :

ZQZZ(:)XqLiY:(x—i—iy)Q(:){x AN

On peut ajouter a ce dernier systéme d’équations celle obtenue en consi-
dérant les modules :

P24yt = o = |2] = VTRV

vt -yt =X 2? =3 (X +VXT+Y?)
Ainsi,onobtient: 22 = Z & ¢ 2 + 2 = VX2 + V2 eyt =1 (-X +V/X2+7V?)
2zy =Y 2zy =Y
Puisque (X;Y) # (0;0), les deux premiéres équations du dernier systéme
fournissent chacune deux solutions. La troisiéme équation 2xy = Y permet
de sélectionner les deux uniques couples solutions x + 7y en raisonnant sur le
signe.

Remarque 1.9.1. [l n’est pas indispensable d’apprendre par ceeur les ré-
sultats énoncés ci-dessus. Il faut plutét savoir la démarche a suivre pour la
détermination des racines carrées d’un nombre complexe selon le contexte.

Exemple 1.9.1. 1) Les racines carrées du nombre Z = —5 sont : \/5i et
—/5i.
2) Les racines carrées du nombre Z = 6i sont : v/3(1+1) et —/3(1+1).

1.9.2 RESOLUTION ALGEBRIQUE D’UNE EQUA-
TION DU SECOND DEGRE DANS C

Soit (a;b;¢) € C* x C x C. On considére I'équation az? + bz + ¢ = 0,
d’inconnue z € C.
Pour résoudre cette équation, on utilise la forme canonique du trindéme :

b 2+ c N\|_ b R
& 2a a 4a? I\ 2a 4a?

En désignant par A = b — 4ac le discriminant du trindéme, on a :

az’+bz+c=a

24



1.9. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

— Si A # 0, I’équation admet deux solutions distinctes z; et zo données

par :
—-b—9 —b+9
et 29 =
2a 2a

ou § est une racine carrée de A (obtenue, par exemple, par une des
méthodes exposées dans 8.1).
De plus : (VzeC) az>+bz+c=a(z—2)(z — 2)
Enfin, les solutions z; et zy vérifient les relations suivantes, connues
sous le nom de formules de Viéte :
—b—éx—b~|—(5 VP —-A dac

—b— 5+ —b+06 —=2b / y
= = — et Xz = = —
2a 2a 2a a 1 2a 2a 42 42

21 =

Z1t29 =
En notant s = z1 + 25 et p = 21 X 25, on obtient I'égalité suivante :
az’ + bz +c=a(z* — sz +p)

— Si A = 0, 'équation a une seule solution, dite double, donnée par :
—b
2a "

De plus : (Vz € C) az2+bz+c:a(2+%)2

z =

Proposition 1.9.1. Soit (a;b;c) € C*xCxC ainsi que ’équation d’inconnue
2€C: az’+bz+c=0
On note A = b? — 4ac son discriminant.
— St A # 0, Uéquation admet deux solutions distinctes z1 et zo données
par :
_ —b-9 —b+9

2 = et z9 =
2a a

0w § est tel que 6* = A.

De plus, on a la factorisation : (V2 € C) az? +bz+c=a(z —

21)(z — 22)
— 51 A = 0, l'équation a une seule solution, dite double, donnée par :
z= 3L
De plus, on a la factorisation : (Vz € C) az? + bz +c =
a (z + %)2

Remarque 1.9.2. Afin de simplifier les calculs, on peut multiplier les membres
de Uéquation par le conjugué du coefficient de z%. Par exemple, l’équation
(1414)2% = (1+7i)2+14+21i = 0 est équivalente & : 2> — (4+3i)z2+13—i =0
et qui a pour discriminant —45 + 28i = (2 + 71)2.

Corollaire 1.9.1. Soit a, b et ¢ trois réels, a étant non nul, ainsi que l’équa-
tion dans C :  (E) az’+bz+c =0 On note A = b*—4ac son discriminant.
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1.9. EQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS C

— Si A > 0, alors l’équation (E) a deux racines réelles distinctes z; et
2o domnées par :

_ —b—VA . b+ VA

7= —— el 2
2a 2a

— 51 A =0, l’équation a une racine double réelle donnée par : z = 5—:
— Si A < 0, alors Uéquation (E) a deux racines complezes distinctes
conjuguées zy et zo données par :

 —b—iV/=A _ —b+iV/—A

z] = B T et zg = %
Exemple 1.9.2. Etant donné un réel 0, résolvons l'équation : (E) 2> —
2zcosf +1 = 0 Le discriminant de cette équation est : A = 4cos®f — 4 =
—4sin®§ = (2isin)?
— Si0 =0 [n], alors A =0 et l’équation (E) admet une racine double :
z=1 si 0=0 [2r] ; z=-1 s O=m [27]
— Si 60 # 0 [n], alors A < 0 et l’équation (E) admet deuz racines
distinctes conjuguées : zy = cosf +i|sinf| et zy = cosf — i|sinb)
En fait, dans ce cas, l’ensemble solution de (E) peut aussi s’écrire :

S = {cosf +isinf;cosf —isinf} = {e?; e}

Proposition 1.9.2. Soit a,b et ¢ trois nombres complexes, avec a # 0.

Les nombres complexes z; et zo (éventuellement égauzx) vérifient : zy+zo =
—g el 21 X zp =7

si, et seulement si, zy et zy sont les deux racines (éventuellement confon-
dues) de ’équation :

az?+bz+c=0

Remarque 1.9.3. On utilise la proposition précédente sous plusieurs formes :

— Si l'on sait que zy et zy sont les racines de l'équation az*+bz+c = 0,

alors on peut simplifier toute expression symétrique en z; et zo, et

I’évaluer en fonction de z1 4+ zo et z1 X z9, et donc de a,b et ¢, sans

avoir a expliciter z et zo. Dans la pratique, on rencontre souvent les
ETPTesSSIons Symétriques :

1 1 n n
242y 2txzy o, —4— (i) —|—(Q) (avec n € {1;2;3;4})

20 2y 2 z1

— Si 21 et 29 sont les racines de l'équation az®> + bz +c =0, et si l'on
connait une de ces racines, alors on peut facilement en déduire ’autre.
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1.10. TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

— i l'on connait deux complexes s et p, et si l’'on cherche z; et zy tels
que 21 + 20 = s et z129 = p, alors une facon élégante et efficace de
faire est de dire que zy et zo sont les racines de [’équation :

2 —sz4+p=0

Exemple 1.9.3. Soit z, et z3 les deux solutions (ou racines) de [’équation
22— z2+4+4=0.

Ezxprimer z% + z% — z129 en fonction de z1 + zo et z129, et en déduire sa
valeur.

Réponse :
Ona: z% + z% — 2129 = z% + z% + 22120 — 22120 — 2129 = (21 + 22)2 — 321 29.
Onazi+z=1etz120=4,dot: 2}4+22—2120=(21+2)° 32120 =

12—-3x4=-11

1.10 TRANSFORMATIONS USUELLES DU
PLAN

Si F' est une application du plan P dans lui-méme, on peut lui associer
une unique application f de C dans C telle que pour tous points M(z) et
M'(2") on ait M’ = F(M) si, et seulement si, 2/ = f(z). Réciproquement, la
donnée de f caractérise 'application F'. On dit alors que f est représentée
par F' dans le plan complexe P.

1.10.1 LA TRANSLATION

Définition 1.10.1. Soit @ un vecteur du plan. La translation de vecteur i
est lapplication du plan dans lui-méme qui, a tout point M, associe ['unique

g
point M’ tel que : MM = i

Proposition 1.10.1. Soit @ un vecteur du plan et a son affize. La translation
de vecteur U est représentée dans le plan complexe P par application :

C—-C
22 =z4a

La relation 2/ = z + a s’appelle *écriture (ou la formule)* compleze de la
translation T de vecteur u(a).
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1.10. TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

1.10.2 L’HOMOTHETIE

Définition 1.10.2. Soit Q un point du plan et A\ € R*. L’homothétie de
centre ) et de rapport \ est Uapplication du plan dans lui-méme qui, a tout

point M, associe l'unique point M’ tel que : QM = \QM

Proposition 1.10.2. L’homothétie de centre ), d’affive w, et de rapport A
est représentée dans le plan complexe P par 'application :

C—-C
22 =w+ ANz —w)

La relation 2’ = w+ Az — w) s’appelle *écriture (ou la formule)* complexe
de l’homothétie H de centre Q(w) et de rapport \.

Exemple 1.10.1. Soit f lapplication du plan P dans lui-méme qui, a tout
point M (z), associe le point M'(2") telle que :

2 =—224+3—3i

Déterminons les points invariants par Uapplication f : f(M) = M & z =
—224+3—3it < z =1—1 Par conséquent, f admet un point invariant qui
est Q1 —1i). On a donc : 2/ — (1 —i) = —=2(z — (1 —4)) Par suite, f est
I’homothétie de centre (1 — i) et de rapport —2.

1.10.3 LA ROTATION

Définition 1.10.3. Soit 2 un point du plan et & € R La rotation de centre
Q et d’angle 0 est lapplication du plan dans lui-méme qui transforme £ en
Q, et tout point M # 2 en l'unique point M’ tel que :

—
OM' = QM et (Q—J\?;QM’>59 [27]

Proposition 1.10.3. La rotation de centre 2, d’affixe w, et d’angle 0 est
représentée dans le plan complexe P par 'application :

C—-C
22 =w+ ez —w)

La relation 2’ = w+ e (z —w) s’appelle *écriture (ou la formule)* complexe
de la rotation R de centre Q(w) et d’angle 6.
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1.10. TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

Exemple 1.10.2. 1) Déterminons [’écriture complexe de la rotation R de
centre Q(1 + 1) et d’angle 2 :

On a : et = \/75(—1 + i). L’écriture complexe de la rotation R est :
Y= (1410) + €% (2= (1+1)).

c’est-a-dire : 2 = g(—l +i)z4+V2+ 1414

2) Soit Ry la rotation de centre Q(i) et qui transforme O (I’origine du
- 23+z .

On sait que l’écriture complexe de la rotation Ry s’écrit sous la forme :
2z = ez —1i) +i.

repére) en le point O

—VB+i_,;
2

Et puisque R,(0) = Oy, alors ¢ = —2—— = 1
alors que : 0 = —%  [27]

— z@ On en déduit

1.10.4 COMPOSITION DE QUELQUES TRANSFOR-
MATIONS DU PLAN

Dans ce paragraphe, nous allons examiner plusieurs compositions a partir
des exemples :

I) Composée de deux rotations :

On considére le point A(7). Soit Ry la rotation de centre O (origine du
repere) et d’angle ¢, et soit R; la rotation de centre A et d’angle 3. Déter-
minons R; o Ry :

Pour tout point M d’affixe z, on pose M’ = Ro(M) et M" = Ry(M").

Soit 2’ I'affixe de M’ et 2” Vaffixe de M".

Onaz =eszet 2 —2zy = e'5(2' —2z4) ol z4 est Iaffixe de A (autrement
dit, ZA = Z)

Il s’ensuit donc : 2 — i = €'5 (2’ — i), et alors : 2" =i + €'5(2' —4).

= els = 1,

jus

P T G . i T T

On en déduit alors : 2" = e'3-¢"s z+1 (1 — 613). Comme e'3 -€'s
alors : 2" =iz + \/73 + 1i.

On sait que la composée de deux rotations est une rotation. On va main-

tenant déterminer le centre de la rotation ;o0 Ry, et qui n’est rien d’autre que

le point invariant (w) par la transformation R;o Ry. On a w = iw+ \/75 + %i,

ce qui donne w = % + i%. Et comme i = €'z, alors Ry o Ry est la
rotation de centre ((w) et d’angle 7.

IT) Composée d’une rotation et d’une translation :

Soit ABC' un triangle isocéle et rectangle en A tel que (@,ﬁ) =
T o]

Soit R la rotation de centre A et qui transforme B en C, et soit T la
translation de vecteur 1@ :
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1.10. TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

Déterminons F} = RoT et Fo, =T o R :

On munit le plan du repére orthonormé (A; 1@ , 1@)

L’angle de la rotation R est <zﬁ ; z@) ; ainsi R est la rotation de centre
A et d’angle 7.

L’écriture complexe de la rotation R est 2/ = e'2z, cest-a-dire, 2/ = iz.
L’écriture complexe de la translation 1" est 2” = z + 1. Pour tout M d’affixe
z,on pose : My = Fi(M), et on note z l'affixe de My ; My = Fy(M), et
on note 2z, 'affixe de Ms.

Ona:z =i(z+1)et 29 =iz+1. Et puisque : z =i(z2+1) & (1 —i)z =
1E 2= % alors €y (%) est I'unique point invariant par I'application
Fl.

L’écriture complexe de I'application Fy s’écrit : 21 = €22 + wy (1 — eig)
oll w; = _2“.

F est donc la rotation de centre €24 ( ) et d’angle 7.

De plus, €2 (%) est I'unique point invariant par 'application F5.

F5 est donc la rotation de centre €2, (%) et d’angle 7 ; ceci car zo =
€% 2 + wy (1 — ei%) ol Wy = %

De l'égalité 2o — 2y = 1 — ¢ on tire MMy = C@, ce qui montre que
CBM; M, est un parallélogramme.

IIT) Composée d’une homothétie et d’une translation :

Soit k € R* — {1}, et H I’homothétie de centre un point (w) donné et
de rapport k. Soit b un nombre complexe donné et () le vecteur image de
b, et T la translation de vecteur .

Onpose: F=HoTetG=ToH.

L’écriture complexe de 'homothétie H est : 2y = kz+w(1— k). L’écriture
complexe de la translation 7" est : zo = 2+b. Déterminons ’écriture complexe
des transformations F' et G : Pour tout M(z), on pose F(M) = M’ et
G(M) = M". On note 2’ I'affixe de M’ et 2" I'affixe de M".

— On a M'" = H(M,) ou My = T(M), donc : 2’ = kzg +w(l — k) =

k(z4+b) +w(l—k)

Par suite, 2’ = kz 4+ kb + (1 — k)w est I'écriture complexe de la transfor-
mation F'. Il est facile de montrer que I'application F' admet A (ﬁb + w)
comme unique point invariant, et que F' est I'homothétie de centre A et de
rapport k.

— Ona M"=T(M,) ou My =H(M), donc : 2" = z; +b.

Par suite, 2" = kz+b+ (1 — k)w est 'écriture complexe de la transformation
G.
Il est facile de montrer que ’application G admet B (ﬁ +w) comme

unique point invariant, et que GG est ’homothétie de centre A et de rapport
k.

—1+¢
2
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1.10. TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

IV) Composée d’une rotation et d’une homothétie :

Soit A le point d’affixe 2, et soit ¢ l'application du plan P dans lui-
méme qui, & chaque point M (z), associe le point My(2y) tel que : 2z =
34+iv3, 4 1=iv3

4 2

Soit h I’homothétie de centre A et de rapport \% et on pose f = poh.

— On pose z4 = 2. On a : %gz,q + %g = 24, donc p(A) = A. Cela
signifie donc que A est invariant par ¢.
— L’écriture complexe de 'homothétie h est : z; = \%(z —-2)+2
— Pour tout point M (z), on pose M’ = f(M) et on note 2’ affixe de
M.
Ona: 2 =
%(21 — 2)

3+Z\/§Zl + 1_;\/37 qu’on peut écrire encore : 2/ — 2 =

Comme z; — 2 = \%(z—?) alors 2/ — 2 = % X 2(z—2), et

V3
donc : 2/ — 2 = @(z—Q).

Et puisque @ =¢'5 alors : 2/ —2=¢"6(z — 2).

ce qui montre bien que f est la rotation de centre A et d’angle %.

Et puisque f = poh, alors foh™ = (poh)oh™ = po(hoh™) =
¢ (car hoh™ = Idp). D’ou :

© = foh~!l. Ainsi, Papplication ¢ est la composée de la rotation
de centre A et d’angle ,

et de ’homothétie de centre A et de rapport ‘/75
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Chapitre 2

L’Arithmétique dans Z

2.1 Divisibilité dans Z

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1. Soit (a,b) € Z*. On dit que a divise b, et on note a | b,
sl existe k € 7Z tel que :
b=a-k

Remarque 2.1.1. a |b < Jk€Z, b=k a

Exemple 2.1.1. — 3|6 car6=2x%x3
— 7|0car0=0x7
— 0|0 car0=0x0
— VYn€Z,n est pair < Ik €L, n=2k < 2|n

2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1.1. Soit (a,b,c,d) € Z* :
l.ala,a|—a,allaletlal|a.

a | ab.

alb < al—b.

(a|betb|c) = a|c (Transitivité).

(a|betb|a) <= |a| =10

(a|betc|d = ac|bd.

(a|betalc) = a|(b+c)etal(b—c).

V(ia,B) € 7% (a | beta | ¢) = a | (ab+ Bc) (Combinaison
linéaire).

o R T e e
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2.1. DIVISIBILITE DANS Z

Démonstrations (Preuves)

1. Onaa=1 X a, donc a | a. De méme —a = (—1) X a, donc a | —a.
Sia >0, |a] =a,doncallal. Sia<0,|al =—a,donca| —a, dou
al lal.

2. On a ab = b x a, donc a | ab.

3. ( = ) Supposons a | b. Il existe k € Z tel que b = k - a. Donc
—b=(—k)-a. Comme —k € Z, on a a | —b.
( <= ) Supposons a | —b. 1l existe k € Z tel que —b = k - a, donc
b= (—k)-a,doualb.

4. Supposons a | bet b | c. Il existe (k, k') € Z? tels que b = ka et ¢ = K'b.
Alors ¢ = K'(ka) = (K'k)a. Comme k'k € Z,on a a | c.

5. (= ) Supposons a | b et b | a. 1l existe (k, k') € Z?* tels que b = ka
et a = k'b.
Donc b = k(k'b) = b(kk' — 1) = 0.
Sib=0,alorsa=k x0=0,dou |a] = |b] =0.
Si b # 0, alors kk’ = 1, ce qui impose k € {—1,1}, donc |k| = 1.
Comme |b| = |k| - |a|, on en déduit |a| = |b].
( <) Supposons que |a| = |b] :

donc a = b ou a = —b. si a = b, alors a|b et bla. si a = —b, alors
al| — b et —bla.
donc, a = (—1)-betb=(—1)-a.
d’ott alb et bla.

6. Supposons que alb et c|d :
donc il existe (k, k') € Z*, b =k-a et d = k' c. alors, bd = (kk')ac.
D’ou aclbd (car (k- k') € Z).
7. Supposons que alb et alc :
b+c=(k+K
donc il existe (k, k') € Z?,b = k-a et ¢ = k'-a. donc Fo=(k+ka
b—c=(k—FK)a
/
Alors alb+ ¢ (car (k+ k') € Z)
alb—c (car (k — k') € Z)
8. Supposons que a|b et alc :
Soit a, B € Z. donc il existe (k,k') € Z*, b =k-aet c =k -a.
d'ott ab = ak - a et fc = Pk’ - a. Alors, ab + Sc = (ak + Sk')a. Do,
alab + pe (car, ak + Bk’ € 7).

Proposition 2.1.2. Soit (a,b) € Z* avec b # 0. Si a | b, alors |a] < |b].
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Démonstration : Supposons que a | b

Donc il existe k € Z, tel que b = k - a. Par passage a la valeur absolue, on
a:|b| = |k|-|a|. Comme b # 0, alors k # 0 (car si k = 0, alors b = 0). Puisque
k est un entier non nul (k € Z*), on en déduit que |k| > 1. En multipliant par
la| (qui est positif), on obtient : |a| - |k| > |a|. D’ou |b] > |al, ce qui revient
a écrire |a| < |b].

Exercices d’application

les deux questions son indépendants
1. Soit (d,n) € Z?* tels que d | n? + 3 et d | 2n — 1. Montrer que d | 13.
2. Déterminer les ensembles suivants :

— E={neZ|n|(n+38)}

— F={meZ|(m—-4)| Bm+24)}

— G={neN|3c7}

n+1

2.2 Division Euclidienne

2.2.1 Division euclidienne dans N

Théoréme 2.2.1. Soit (a,b) € N? avec b # 0. Il existe un unique couple

(q,7) € Nx N tel que :
a=b-qg+r
0<r<b

Exemple 2.2.1. — Poura=5etb=2:5=2x241, doncq=2 et
r=1.
— Poura=17etb=2 :17=2x8+1, doncq=8 et r = 1.

Démonstration Soit (a,b) € N x N*

1. L’existence Onaa=0bg+7ret0<r<b
donc § =qg+get0<37<1
¢+ E(f)
et comme % € [0,1[, donc E (§) =
D’ou l'existence de ¢ = F (% est vérifiée.
Comme r = a — bq, alors a = bg + r
Comme%—1<E(%) S%avecq:E(%)
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donc —a < —bE (¢) <b—a avec ¢ = E (
Alors0<a—b-E (%) <bavecq=FE (¢
Dou0<r<b

Ainsi Pexistence de r vérifiant 0 < r < b est établie.
D’ou il existe (q,7) € N? tel que a =bg +7 et 0 <r < b.

2. L’unicité Supposons qu'il existe (¢, r,¢',7") € N* tel que :

— b —bg + 1
o w2 wwnswn

0<r<b 0<7<b

donc bg+7r =bq' + 1’
Alors b(q—¢')=71"—r

Or,ona —-b< —r<0,donc —b<7r —r<b
Alors —b< (¢—¢)b<b
donc —1<qg—¢ <1

Alors nécessairement ¢ — ¢’ =0
Doa r =1" et ¢ = ¢’ (Absurde)

Ainsi le couple (g, ), sl existe, est unique.

2.2.2 Division euclidienne dans 7Z

Théoréme 2.2.2. Soit (a,b) € Z* avec b # 0.
Il existe un unique couple (q,r) € Z X N tel que :

a=bq+r
0<r<|b
Exemple 2.2.2. — Poura=5etb=-3:

D=—-3x2+1

doncq=2etr=1.
— Poura=7etb=-1":

T=(-1)x(=7)+0
donc q=—T etr=0.

Démonstration : Soit (a,b) € Z x Z*
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1. L’existence Onaa=0bg+7ret0<r<|b

donc%:q+%et0§ﬁ<l

Alors E(%) :E(q+ﬁ> :q+E<|%>
et comme 7 € [0, 1], donc E (ﬁ) =0
D’ou l'existence de ¢ = F (%) est vérifice.

Comme r = a — bq, alors a = bg + r
Comme%—1<E(%) §%avecq:E(%)
donc —a < —bF (%) <b—aavecq=F (%)
AlorsOSa—b-E(%) <bavecq:E(%)
Doul0<r<b

Ainsi l'existence de r vérifiant 0 < r < |b| est établie.
D’ou il existe (q,7) € Z x N tel que a = bg + 7 et 0 < r < |b|.

2. L’unicité Supposons qu'il existe (q,7,¢,7") € Z x N x Z x N tel que :

=b = by + 1’
{“ T { THT et (qor) # ()

0<r<lb 0 <7 <|b
donc bg+1r =bq' + 1’
Alors b(q—¢')=71"—r
Or, on a —b < —r <0, donc —[b| <1’ —r < |b|
Alors —|b| < (¢ —¢')b < |b]
en tout cas ona: —1<qg—¢ <1
Alors nécessairement ¢ — ¢’ = 0
D'our =1" et ¢ = ¢ (Absurde)
Ainsi le couple (g, ), sl existe, est unique.

Proposition 2.2.1. Soit (a,b) € Z x Z*, Alors on a :
b | a siet seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Preuve : (=) Supposons que b | a :
donc il existe k € Z tel que : a = bk
a=0bk+0
0<0<|b
d’ou le reste de la division euclidienne de a par b est nulle. ( <= ) Récipro-
quement supposons que le reste de la division euclidienne de a par b est 0
donc il existe ¢ € Z tel que : a = bq + 0
alorsa=b-q
d'ou b | a (car q € Z)

alors :
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Exercices d’application

1. Soit n € N\ {0,1}.
Déterminer le reste et le quotient de la division euclidienne de a =
2n? +nparb=n+ 1.

2. Soit n € N.
Déterminer le reste et le quotient de la division euclidienne de a =
(2n + 1)? par 8.

2.3 Nombres Premiers

2.3.1 Définition d’'un nombre premier :

Définition 2.3.1. Soit a € Z \ {—1;0;1}.
On dit que a est un nombre premier si et seulement si les seuls diviseurs de
a sont : —1,1,a et —a.

Exemple 2.3.1. 13 est un nombre premier, 13 # —1 et 13 # 1
et D13 ={—13;—1;1;13}

Remarque : (a est premier) <= (card(D,) = 4)

2.3.2 Propriétés :

Proposition 2.3.1. Soit p € Z\ {—1,0,1}.
(p est premier) <= (—p est premier).

Proposition 2.3.2. Soit a € Z.
St a n’est pas premier et a £ 0, a # 1, a # —1, alors le plus petit diviseur de
a différent de 1 et —1 est un nombre premier.

Preuve : Soit @ un nombre non premier, et soit p son plus petit diviseur
positif tel que p # 1;a; —a, .1

Supposons par ’absurde que p est non premier. Alors il existe un diviseur
p1 de p tel que p; # 1, —1 et py # p, —p.

On a pi|p = |p1]| divise |p|, alors |p1| < |p|.
Dot |pi| < p.
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2.3. NOMBRES PREMIERS

Comme p|p et pla, par transitivité p;|a. On trouve alors un diviseur [p |
de a qui est plus petit que p, ce qui est absurde puisque p est défini comme
le plus petit diviseur de a (différent de 1 et -1).

Par conséquent, p est premier.

Proposition 2.3.3. Soient p et p’ deux nombres premiers de 7.
Siplp = pl =P/l

Preuve : On sait que 'ensemble des diviseurs de p’ dans Z est :
Dp' = {_17 17]7,, _p/}

Onaplp = peD,.
Clest-a-dire :p=1loup=—loup=p oup=—p.
Or, comme p est un nombre premier par hypothése, alors p # 1 et p # —1.
Il ne reste donc que les possibilités :

/

p=p ou p=-p
Ce qui implique directement :
pl = ']

Remarque 2.3.1. Si (p,p) € N2, alors plp) = p=7'.

Proposition 2.3.4. Soit a € N*\ {1}, tel que a est non premier.
Alors il existe un nombre premier p tel que :

pla et p*<a

Preuve : On a a est un nombre non premier, alors son plus petit diviseur
p est premier.

Ainsi 3k € N* tel que a = kp et k # 1.

D’ou k est un diviseur de a, alors k > p.

Dou kp>pxp = a > p°

Proposition 2.3.5 (Application contraposée de la propriété 4).

pta
ou = (a est premier)

p?>a
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2.4. DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS D’UN ENTIER
RELATIF - APPLICATIONS

Exemple 2.3.2. Vérifions que a = 173 est premier.

On a V173 ~ 13,15, alors les nombres premiers inférieurs a /173 sont
2,3,5,7,11,13.

¥24173 *34173 *54173 74173 * 114173 * 134173

D’ot a = 173 est un nombre premuer.

Proposition 2.3.6. L’ensemble des nombres premiers est infini.

Preuve : Voir Al MOUFID en Math (Tome 1) page : 302

Remarque 2.3.2. Le plus grand nombre premier trouvé jusqu’a maintenant
est 2136219841 1 " [] g été découvert le 12 octobre 2024.

Exercice d’application

Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

1) Soit n un élément de Z. On pose : a,, = n* —n? + 16.

a) Montrer que les entiers n? — 3n +4 et n* + 3n + 4 sont pairs.

b) En déduire que le nombre a;, n’est pas premier.

2) Soit m € N* tel que 2™ + 1 soit premier. Montrer que m = 2% avec
keN

2.4 Décomposition en facteurs premiers d’un
entier relatif - Applications

2.4.1 Propriété

Proposition 2.4.1. Soit a € Z tel que |a|] > 2.
Le nombre entier a s’écrit sous une forme unique :

(03]

a=¢eXpyt X py* XX pon

telle que e = 1 et (a1, ag, ..., a,) € N et les p1,pa, . .., pn Sont des nombres
premiers.

Cette écriture s’appelle la décomposition en facteurs premiers du
nombre entier a.

Preuve : voir AL MOUFID page : 303
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2.4. DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS D’UN ENTIER
RELATIF - APPLICATIONS

2.4.2 Diviseurs d’un entier relatif non nul et différent
de-letl

Proposition 2.4.2. Soit a € Z\{—1,0, 1} dont la décomposition en facteurs
premaiers est :

a=¢-pi’

X py® X e Xt
Alors les diviseurs de a sont les nombres d de la forme :

d=¢exp

X po7 X e X pt
avec € € {—1,1} et pour tout i € {1,...,n}, 0 < B < «.

Exemple 2.4.1. (Détermination de diviseurs de 72) On a : 72 = 23 x 32
Les diviseurs positifs de 72 sont de la forme :

d=2"%x3% avec {0§a§3
0<p<2
— Sta=0:
— [f=0=d=1
— pB=1=d=3
— [f=2=d=9
— Sta=1:
— pB=0=d=2
— pB=1=d=6
— [f=2=d=18
— Sta=2:
— pf=0=d=14
— pf=1=d=12
— pB=2=d=36
— Sta=3:
— [=0=d=28
— f=1=d=24
— pB=2=d="72

Proposition 2.4.3. Le nombre de diviseurs positifs d’un entier relatif a tel
que a = c - p‘lll . ng ..... pgn; est :

i=n

[(ei +1) = (1 + (a2 + (s + 1) ... (an + 1)

i=1
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2.4. DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS D’UN ENTIER
RELATIF - APPLICATIONS

Preuve : Si d est un diviseur de a alors d s’écrit sous la forme : d =
pflp%...pf’“ avec 0 < f; < ay et i€ {1;2;...;k}.

Par conséquent, le nombre de diviseurs positifs de a est le nombre des
entiers d lorsque (; varie sur l'ensemble {0;1;...;q;}. Dans ce cas, il y a
1 + «; choix pour la valeur de ;. Enfin, et d’aprés le principe fondamental
de dénombrement, le nombre total des diviseurs de a vaut :

I+a)(l4+az)...(1+ap)
Signalons au passage que le nombre de diviseurs de a dans 7Z est :

20+ o)1+ ag)... (1 +ay)

2.4.3 Multiples d’un entier non nul et non 1 et -1

Proposition 2.4.4. Soit a € Z/a ¢ {—1,0,1} et la décomposition de a en
facteurs premiers est :

a/:g.p?l pSQ pz‘n
Alors les multiples de a sont :
M zg(p’fl ~p§2...p§”) K

avecYi € {1,....,n} ; Bi >«
tel que K est le produit des mombres premiers autres que les p; avec i €
{1,2,...,n}.

Exemple 2.4.2. On a a =75 et m = 1500.
m est le multiple de a car m = 1500

m = 15 x 100
=3 x5x5%x 2
=22x3x5 et on a5 =>5%x%3
=5 x3x22x5=axkx5

ou k = 22.
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2.4. DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS D’UN ENTIER
RELATIF - APPLICATIONS

2.4.4 PGCD de deux entiers naturels non {0 et 1}
Soit (a,b) € (N* — {1})%

On considére les deux décompositions de a et b suivantes :
a=npyt-py? - pst.ipat et b:p/f1 ~p§2 -p§3...pg”

avec a; = 0 si p; n’appartient pas a la décomposition de a,
et §; = 0 si p; n’appartient pas a la décomposition de b.
Tous les diviseurs de a et b sont :

d=pl"-py?-pP...pl", tel que Vi € {1,...,n}
0 < <inf(ay, 5i)
Et par suite le plus grand diviseur de a et b soit :

aAb— lnf (a1,81) p;nf(OQﬂQ) pglf(an,ﬁn)

i=n
| | nf(a;,Bi)

Et tous les multiples de a et b sont :
M =pl* - p3? - p .. pir Xk, tel que g; > sup(ay, 5;)
eti€{1;2;3;...;n}

Alors le plus petit multiple commun de a et b est :

aVvhb= SUP(Oélﬁl) . pZUp(OQ,BQ) pflup(an,ﬁn)

_ Hpsup (evi,B4)

Exemple 2.4.3. Déterminer a ANb et aV b avec a = 488 et b = 198.
La décomposition en facteurs premiers des deuxr mombres a et b est :
— a=2x61=2%x%x3"x11% x 61!
— b=2x3*x11 =2 x 32 x 11! x 61°

alNb= 2inf(3;1) % 31nf(0;2) % 1linf(0;1) % 61inf(1;0)
=2'x3"x 11" x 61 =2

aVvhb= 25up(3;1) > 35up(0;2) > 118up(0;1) % 6lsup(1;0)
= 2% x 3% x 11 x 61 = 48312
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2.5. PGCD-ALGORITHME D’EUCLIDE-PPCM

2.5 PGCD-Algorithme d’Euclide-PPCM

2.5.1 Plus Grand Commun Diviseur (PGCD)

Définition 2.5.1. Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Le plus grand commun diviseur de a et b, noté a AN'b ou PGCD(a,b) ou
A(a;b), est le plus grand des diviseurs strictement positifs communs a a et
b.

Exemple 2.5.1. 1. Les diviseurs positifs du nombre —30 sont :1; 2; 3;5; 6; 10; 15; 30.
Les diviseurs positifs du nombre 12 sont : 1 ; 2 ; 3; 4; 6; 12.
Par conséquent : 12 N30 =6
2. Les diviseurs positifs du nombre —19 sont : 1 ; 19.
Les diviseurs positifs du nombre 15 sont : 1 ; 3 ; 5; 15. Par suite :

(—19)A15=1
Remarque 2.5.1. — On convient que pour tout a € Z : a A0 = |al.
— La définition précédente peut étre encore formulée par l’équivalence
suvante :
Ola et d|b
5—anbe 0lactd
(Vde D,NDy):d< 9

— Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. St 6 = a A b alors :
— 0>1etd|aetd|b;
— Pour tout d € Z* : (d|a et d|b) = d|).

Proposition 2.5.1. Soit a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls et n un entier
naturel non nul. Alors :

1.anNb=la|Ab] ; 2)aNb=bAa ; 3)aha=aAN0=la|l ; 4)

aNl=1
2. (anb)Nec=aN(bANc); 6)absanb=lal ; 7)a"Na=]|a
Preuve

— Les résultats 1), 2), 3), 4) et 7) sont des conséquences immédiates de
la définition précédente.

— Le résultat 5) découle de fait que : (D, N Dy) N D, = D, N (D,ND,).

— Pour le résultat 6) : On suppose que alb, donc : (3k € Z);b = ak. Par
conséquent :

D,NDy=D,NDy, =D, (car D, C Dka)

Il s’ensuit donc que : alb = a A b= |al.
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2.5. PGCD-ALGORITHME D’EUCLIDE-PPCM

Réciproquement, si a A b = |a| alors |a|/b, c’est-a-dire que : a/b.
Dou:alb< anb=|al

Pour tout (z;y) € N? :
rly & D, C D,

Proposition 2.5.2. Soit a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Alors :
1. (claetec|b) < claNnd
2. (ca) A (cb) = |c|(a A D)

cla o _
el = @ -u

Preuve : Soit a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls et n un entier naturel.
1. Sic|laAbalorsc|aetc|bcaraAb|aetaNb|b. Par conséquent :
clanb = (claetc]|b).
La réciproque se découle immédiatement de la définition du plus
grand commun diviseur.
2. Pour la relation (ca) A (¢b) = |c[(a Ab), il suffit d’utiliser les décom-
positions des entiers a et b en produit de facteurs premiers.
3. Supposons que : ¢ € D, N Dy. 1l existe donc (a/;0') € Z* tel que :
a=-cda etb=ch.
Il en résulte donc que : a Ab = (ca’) A (cb') = |c|(a’ A V) ; don :
(2) A () = 22
c c) T el

2.5.2 Calcul Pratique du P.G.C.D : ’ALGORITHME
D’EUCLIDE

Proposition 2.5.3. Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Sia=bg+ret0<r<b, alors :aANb=0bAr. En d’autres termes :
Lorsque b ne divise pas a, le plus grand commun diviseur des entiers a et b
est égal au dernier reste non nul obtenu grace a l’algorithme d’Euclide.

Explication de I’algorithme d’Euclide :

On considére deux entiers a € Z* et b € N*.

* On effectue la division euclidienne de a par b : a = bg; + r; avec
0<r < b.
o Sir; =0, on arréte 'algorithme en déduisant que : a Ab=1b
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2.5. PGCD-ALGORITHME D’EUCLIDE-PPCM

o Sir; # 0, on continue.
* On effectue la division euclidienne de b par r; : b = rigs + ry avec
0<ry <ry.
o Siry =0, on arréte 'algorithme en déduisant que : a A b =1y
o Siry # 0, on continue.
* Etc.

Notons que le processus engagé va s’arréter, car sinon, on construirait
une suite d’entiers naturels strictement décroissante, ce qui est impossible. Il
existe donc un entier p € N tel que r, # 0 et r,41 = 0.

Par conséquent : aAb=r,

Exemple 2.5.2. Calculons 6468 A\1547 en appliquant l’algorithme d’Euclide :

6468 = 1547 x 4 4- 280

1547 = 280 x 5 + 147
280 = 147 x 1+ 133
147=133 x 1+ 14

133 =14 x 9+[7]
14=7x2+0

Le dernier reste non nul dans [’algorithme est 7, ce qui permet de conclure
que : 6468 N\ 1547 = 7.

2.5.3  Plus Petit Commun Multiple (PPCM) :

Définition 2.5.2. Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
Le plus petit commun multiple de a et b, noté avb ou PPC M (a,b) ou M (a;b),
est le plus petit des multiples strictement positifs communs a a et b.

Exemple 2.5.3. 1. Les multiples positifs du nombre —9 sont :0; 9; 18 ; 27; 36; 45; 54 ; 6
Les multiples positifs du nombre 15 sont : 0; 15; 30; 45; 60; 75; ...
Par conséquent : 15V (=9) = 45

2. On montre de méme que : 5V 15=15; (=7)V 16 = 112 ; (—12) Vv

(—30) = 60
Remarque 2.5.2. — On convient que pour tout a € Z : aV 0 = 0.
— En notant aZ l’ensemble des multiples de a, alors : aZ = {. . .; —3a; —2a; —a; 0; a; 2a; 3a; . . .

Le plus petit élément de l'ensemble (aZ NbZ) N N* est donc a V b.
— Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. Si m = aV b alors :

— m>1leta|lmeth|m;

— Pourtoutce€Z:(a|cetb|c)=m|ec.
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Proposition 2.5.4. Soit a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Alors :
1. aVb=la|lV|b|

2.aVb=bVa

3. aVa=lal

4. aV1=]ld

5. (avb)Ve=aV(bVec)

6. a|b < aVb=]|}

7. aVb|ab

Preuve :
— Les résultats 1), 2), 3) et 4) sont des conséquences de la définition et
la remarque précédentes.
— Le résultat 5) découle de fait que : (aZ NbZ) N cZ = aZ N (bZ N cZ).
— Pour le résultat 6) : On sait que: a | b <= bZ C aZ <= aZNOZ =

bZ
On en déduit donc que : (aZ NbOZ) NN* =bZNN*. Ainsi : a | b <=
aVb=1lb|

— Pour le résultat 7) : On a le produit ab est un multiple commun de a
et b; et par définition de a V b, on en déduit que ab est un multiple de
a Vb, c’est-a-dire que : a \V b | ab.

Proposition 2.5.5. Soit a,b et ¢ des entiers relatifs non nuls. Alors :

1. (ca) V (cb) =|c|(a Vv b)

9 cla :><g>v(l_)):a\/b
c|b c c |c|

3. (aAD)-(aVb)=lab|

Preuve : Fait comme exercice !

Exercice d’Application

1. Montrer que pour tout entiers relatifs a ,ona: a A (a+1) =1

2. Soit n € N, On considére les deux nombres A =n? +3 et B=n+2

a) Montrer que ANB = (n+2)AT7

b) Determiner l'entier naturel n tel que 75:23 eN

3. Soitn € N,Onaa = (25"—1)(36"—1) et b= (5" —1)(6"—1). Calculer
aVb
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2.6. CONGRUENCE MODULO n

2.6 Congruence modulo n

Dans cette section , n est un entier naturel non nul

2.6.1 Définition et Exemples :

Définition 2.6.1. Soit (a,b) € Z*
On dit que a est congru a b modulo n, et on note a = b[n], si et seulement si
n divise a — b.

a=bn] < n|(a—0>)
< dke€Z/a—-b=kn
< Jke€eZ/a=kn+b

Exemple 2.6.1. — 7=2]5] <= 5|7-2
— Sia=bg+r = a=rlb], sibe N*
— 1= -3[4]

Exemple 2.6.2. Déterminer ’ensemble des entiers relatifs n vérifiant n =
3[5] :
n=3[5 <= 5|n—3
<= dkeZ; n—3=>5k
< dkeZ; n=>5k+3

D’ou l’ensemble A est : A={bk+3 | k € Z}.

2.6.2 Propriétés :
Proposition 2.6.1. Soit n € N*.
i) Ya € Z:a=aln|
i) Y(a,b) € Z* : a = b[n] <= b= aln]
iii) Y(a,b,c) € Z : {Zif[[:]]

w) V(a,b,c,d) € Z* et Vp € N :
—a=bn] = a+c=b+cn] = a-c=0b-cn|

— a = ¢[n]
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- {Ziﬁﬁ — a+c=0b+dn]
— Zizm = ac = bd[n]

— a=bn] = a” =0n]

v)Va€Z:n|a < a=0[n]

vi) Ya € Z : Sir est le reste de la division euclidienne de a par n,
alors a = r[n].

Remarque 2.6.1. Tout entier relatif est congru a son reste de la division
euclidienne de a par n modulo n.

Exercices d’application :

1. Déterminer le plus petit entier naturel qui est congru a 2025 modulo 4.

2. Montrer que Vn € N: 7 (3% —2).

3. Déterminer tous les entiers relatifs a tel que 7 divise a® — a + 2

2.7 L’Ensemble Z/nZ

2.7.1 Classes d’Equivalence

Définition 2.7.1. Soit a un entier relatif.
La classe de a modulo n, est [’ensemble noté a, qui contient tous les entiers
relatifs congrus a a modulo n.
a={r€Z|r=a (modn)}
={x=kn+al|keZ}

Exemple 2.7.1. n=nZ ={kn | k € Z}
La classe de 3 modulo 4 est :

3={z€Z|x=3 (mod4)}
(0=4k+3|ke7Z)

Proposition 2.7.1. Va,b € Z :
— a=0b (mod n)
— a# b (mod n)

I

— :_13
<~ anb=10

Ql
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2.7. L’ENSEMBLE Z/nZ

2.7.2 L’ensemble Z/nZ

Définition 2.7.2.
Z/nZ ={a|a€Z}

Preuve :

*Détermination de Z/nZ : Soit a € Z, Ir € N tel que a = r (mod n)
etonareN; 0<r<n.

=ref{0,1,2,....,n—1}

Etonaa=r (modn) < 7=a.

Douae€ {0,1,2,...,n—1}.
Z/nZ={alacZ}={r|re{0,1,2,...,n—1}}.

Do Z/nZ = {0,1,2,...,n — 1}.

* Montrons que Card(Z/nZ) =n : C’est-a-dire montrons que les classes
sont deux a deux distinctes.

On suppose 3(r, ") € {0,1,2,...,n—1}* tel que r # 1’ et 7 =17,

On a:

F=r <= r=7" (modn)
< n|(r—1")
— r—r' =kn
<~ |r—1'|=|kln

et 0<r<net0<r <n

donc —n<r—r'<n

donc |[r —7'| <n

donc |k|-n <n

donc |k| < 1

doun k=0 = r =1/, ce qui est absurde!

Proposition 2.7.2. L’ensemble Z/nZ contient exactement n classes d’équi-
valence :
Z/nZ ={0,1,2,...,n — 1}

Exemple 2.7.2.

7/57 = {0,1,2,3,4}
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2.7.3 Operations dans I’ensemble Z/nZ

Définition 2.7.3. On définit les opérations somme "+ " et multiplication
"x " dans Z/nZ par : Nz, € L/nZ :

—rt+y=x+y

— IXY=ax Xy

La somme dans Z/nZ

1. Commutative : x+y=y+ 72
2. Associative : 7+ (y+2)=(z+y)+z=x+y+=z
3. Admet un élément neutre 0 :

CarVi € Z/nZ ; T+0=12

4. Tout élément admet un opposé noté —z :

tel que z+ (—z) =0,oun—x = —=x

Preuve de 'opposé :

I+ (-)=z+n—-z=x+n—xr=n=0

La multiplication dans Z/nZ
est commutative, associative et admet un élément neutre 1.

Exemple 2.7.3. ( La somme et la multiplication dans Z/AZ :) On a :
7,47 = {0,1,2,3}

Table de l’addition (+) Table de la multiplication (x)
+10[1/2]3 x|0]1|2]3
0(0[1|2]3 0(0[0|0]0
1/1{2(3]0 1/0(1(2]3
2121301 210/12]0|2
3(3/0|1]2 310(3(2]1
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2.8. NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Exercices d’pplication

1. Résoudre dans Z/4Z :

2. Résoudre dans (Z/47Z)? :

2.8 Nombres premiers entre eux

2.8.1 Définitions

Définition 2.8.1. Soient a,b € Z*.
On dit que les nombres a et b sont premiers entre eux, si et seulement si :

anNb=1

Exemple 2.8.1. les nombres 4 et 5 sont premiers entre eux.

2.8.2 Propriétés

Proposition 2.8.1. Pour tout a,b € Z* :
aNb=1 = aVb=|ad|

Preuve Soient a,b € Z*. On a (aVb)(a Ab) = |ab|.
Et comme a A b =1, alors a V b = |ab|.

Théoréme 2.8.1. (Théoréme de Bézout) Va,b € Z* :
aANb=1 <<= Ju,v € Z,au+bv =1

Démonstration Soient a,b € Z*.

(=) On suppose que aAb = 1. c’est a dire 1 divise a et 1 divise b, il existe
u,v € 7 tels que au + bv = 1.

(<) Réciproquement, si au + bv = 1, tout diviseur commun de a et b
divise aussi 1, donc a A b = 1.

Lemme 2.8.1. ( de Bézout) Va,b€ Z, sid=aNb :
da, B € Z, d=aa+ b
Proposition 2.8.2. Va,b € Z,d=aANb = §A s =1.
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2.8. NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Démonstration On suppose que d =a A b. Donc Ja, f € Z,aa + b5 = d.

i —a )
Smtu—detv—d.

Alors d(ua +vf) =d = ua+vf = 1.
Ainsi 2 A5 =1

Théoréme 2.8.2. (de Gauss) Va,b,c € Z* :

(albc et aNe=1) = alb

Démonstration Soient a,b,c € Z.

On a albc = 3k € Z,bc = ka.

EtaANc=1 = Ju,v € Z,au+ cv = 1.

En multipliant par b : b(au + cv) = b = abu + bcv = b.
Donc a(bu + kv) =b = alb.

Corollaire 2.8.1. ( Gauss et congruence) i)Va,b € Z* :
(ab=0[n] etbAn=1) = a=0]n]

ii)Va,b € Z* : (aNc=1etaANb=1) < aNbc=1.
iii)Va,b € Z* aNb=1 <= a"Nb=1

Proposition 2.8.3. Seient a,b,c € 7Z :

(ale,blc etanb=1) = ablc

Démonstration (Par deux Méthodes )
Méthode 1 alc = c¢=ak et bjlc = c = bk’
aANb=1 = Ju,v € Z,au+ bv = 1.

Alors c(au + bv) = ¢ = acu + bev = c.

Donc ab(k'u + kv) = ¢ = abc.

Meéthode 2 : laisser en exercice

Proposition 2.8.4. Va,b,c € Z,VYn € N* :

(ac=bcn| etnANec=1) = a=b]n]

Preuve : ac=bc[n] = nl|(ac—bc) = n|c(a —b).
Comme n A ¢ = 1, d’aprés le théoréme de Gauss : n|(a —b) = a =0 [n].

Proposition 2.8.5. Va,b,c € Z,Vn € N. sin Ac=d alors :

ac=bcn] = a=0b [2]
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2.9. L’EQUATION DIOPHANTIENNE ax + by = ¢ DANS 7?2

Exercice d’application
1. Montrer que V(a,b) € N*?,¥n € N* :
a" ANO" = (a ND)"
2. En déduire que :
Y(a,b,n) € N*3

a|lb < a" | D"

2.9 L’équation diophantienne ax + by = ¢ dans
ZQ

2.9.1 Activité Preuve :

Enoncé : Soient a,b,c € Z tels que a # 0 et b # 0.
On considére I'équation (E) : ax + by = c ou x,y € Z.
Soit S ’ensemble des solutions de (E).

1. Montrer que S # 0 <= (aAb)|c.

2. On suppose que (a A b) | ¢ et soit (xg,yo) une solution de (£).
Montrer que (E) <= d/(x — z9) =V (yo — y), tel que :
/ a / b

a:a/\b et b:a/\b

3. En déduire 'ensemble des solutions de (E) en fonction de (xg, yo).

Réponse :

1. Condition d’existence des solutions (S # ()

e Sens (<) : On suppose que (a A b) | ¢. Montrons que S # ().
Comme (a A D) | ¢, il existe k € Z tel que ¢ = k(a A b).
D’aprés le lemme de Bezout, il existe o, 5 € Z tels que aa+ b = aAb.
En multipliant par &, on obtient :

c=k(aNb) = c=(ka)a+ (kB)b

D’ou (ka, kfB) € S, alors S # ().
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2.9. L’EQUATION DIOPHANTIENNE ax + by = ¢ DANS 7?2

e Sens (=) : On suppose S # (). Montrons que (a A b) | c.
S #0 = Iz, y0) € Z* tel que axy + by = c.
On a aNbla . aNb|axg — aAb| (axo+ byy) =
anb|b aNb| by
alb|ec
Dou (aAD) |c <= S #0.

2. Transformation de I’équation (FE)

Soit (xo, yo) une solution particuliére de (E) <= azg + byo = c.
Pour tout (z,y) € Z* :

(F) <= ax + by = axy + by
<~ a(r —x9) = b(yo — v)

On pose a = d'(a Ab) et b = b'(a A D) avec a’ ANV = 1. L’équation
devient :
a(aNb)(x — ) =b(aNb)(yo — y)

En simplifiant par a A b, on obtient :

a'(x —x0) =0 (yo — y)

3. Ensemble des solutions

On a d'(x —x) = b (yo — y).
— V| d(x—xp). Or o’ ANV = 1, donc d’apres le théoréme de Gauss :
V| (r—xy) = Jke€Ztelquex —xg=kll = z=ux9+kV.
En remplacant dans I’équation :

d(kt)=Vb(yo—y) = dk=yo—y = y=1yo— kd
Réciproquement : Si (x,y) = (zg + kb, yo — ka’), on vérifie bien
que d'(x — xg) = d'kb/ et V/(yo —y) = b'(kad’). Les deux membres sont

égaux.
L’ensemble des solutions est :

S ={(xo+kb,yo—kd') | k € Z}
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2.10. PGCD ET PPCM DE PLUSIEURS ENTIERES RELATIFS

2.9.2 Propriétés

Proposition 2.9.1. Soient a,b,c € Z avec a # 0 et b # 0, et (E) [’équation
définie par :
(E):ax+by=c , (v,y)€Z?

et S Uensemble des solutions de (F).

i) Sia ANb ne divise pas ¢, alors S = ).

i1) Si a Ab divise ¢, alors S = {(:L‘o + k% D Yo — ﬁk) Jk € Z} tel que
(%0, Yo) est une solution particuliére de (E).

Preuve : Voir activité

Exercices d’application :
Exercice (1) On considére I'équation (E) : 3z +4y=1 , (z,y) € Z°

1. Déterminer (z; yo) une solution particuliére de (E), si elle existe.

2. En déduire I'ensemble des solutions de (F).

Exercice (2) On considére I'équation (£) : 21z — 18y = 9.
1. Montrer que S, I’ensemble des solutions, est non vide.

2. En utilisant 1’algorithme d’Euclide, déterminer une solution particu-
liere (zo;y0) de (F).

3. Déterminer S, ’ensemble des solutions de (F).

2.10 PGCD et PPCM de plusieurs entiéres re-
latifs

2.10.1 Définitions

Définition 2.10.1. Soit n € N* et n > 3.
Soient aq, as, . .., a, des entiers relatifs.
— Le plus grand diviseur commun des entiers ay,as,...,a, est l'entier

naturel noté /\ a;, tel que :
i=1

z/:\nai = sup (ﬁ Dj{)
i=1 i=1
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2.10. PGCD ET PPCM DE PLUSIEURS ENTIERES RELATIFS

— Le plus petit multiple commun des entiers ay,as,...,a, est l’entier

naturel noté \/ a;, tel que :
i=1

Z\:/nai = inf (ﬁl _/\/lj:r>
i=1 i=1

2.10.2 Propriétés

Proposition 2.10.1. Les opérations de détermination du PGCD et PPCM
sont associatives et commutatives.

Exemple 2.10.1. Déterminons 32 N14 AN63 A 18. On a :

BR2ANT4N63N18=(14N63)AN(B2AN18) =TA2=1

Proposition 2.10.2. (Coefficient de Bezout) ¥(ay, aq, . .., a,) € (Z*)"*, Iy, ag, . . .

7" tel que : N
/\ a; = Z ,;a;
=1 =1

Proposition 2.10.3. (Théoréme de Bezout) Y(ay,aq,...,a,) € (Z*)", tel
que :

/\ai:1 o E|<a17a27"'7an)€Zn/ Z&iaizl
=1 =1

Remarque 2.10.1. S% /\ai = 1, alors on dit que tous les nombres sont
i=1
premiers entre eux (¢a ne veut pas dire qu’ils sont deux a deux premiers
entre euz).
Par exemple : car 32 N14 A63 AN 18 =1 mais 18 A 32 # 1.

Proposition 2.10.4. Y(ay,as,...,a,) € (Z*)" et d € Z*

d| /\ai <~ d|a;; Vied{l,2,...,n}

i=1
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2.11. COMPLEMENT SUR LES NOMBRES PREMIERS

Attention! :

La propriété (’/< ai> X (V ai) =

i=1 i=1
plusieurs entiers relatifs.

i=n

[

=1

n’est pas toujours vraie pour

Exemple 2.10.2. On considére les nombres : a =4, b=8 et c=T.
— aANbANc=(aAND)Nc=(ANENT=4NT=1
—aVbVe=(aVb)Ve=(4V8)VT=8VT7=56
— Or(anbAc)-(aVbVc)=56 mais |a x b X c| =224

Alors (a NbDNe)-(aVbVe)#laxbxc.

2.11 Complément sur les nombres premiers

2.11.1 Nombres premiers et divisibilité
Proposition 2.11.1. Soient a,b € Z :

( s1 a est premier

et a ne divisepasb) — anb=1

Preuve: Ona D, ={—a,—1,1,a}
Onaatb = {a,—a} ¢ Dy
D’out a A b =sup(D, N D,) =sup({-1,1}) =1

Proposition 2.11.2. i) Si a et b sont deuxr nombres premiers de 7,
alors on a :
aNb=1 < |a| # |b]

ii) Sia etb sont deux entiers naturels premiers, alors :
a|lb < a=10
iit) Soit p un nombre premier dans Z :
Va,b€Z :p|laxb = plaoup|b

Preuve : i) et ii) Sont des connaissance immédiat trés simple a démontrer.
(iii) Soit p un nombre premier, et soit (a,b) € Z2.

— Sipla=plaxb=plaoup|b D
— Sipta=pAa=1letplab
= p | b (’aprés Gauss) @)

De(Det @,siplaxb=plaoup]|b.
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(Généralisation :

Soit n € N*\ {1} et soit p un nombre premier et soient
(ay,aq,...,a,) € Z".

p|Hai:>E|z'€{1,2,...,n} tel que p | a;
i=1

Corollaire 2.11.1. Soit p un nombre premier et soit n € N*
i)Ya€Z; pla”=p|a
i) Y(a,b) €Z* ; a-b=01[p|=a=0 [p] oub=0 [p|
iii) Sil<n<|p|=nAp=1

Proposition 2.11.3. (Petit Théoréme de FERMAT) Soit p un nombre pre-
mier

iNa€Z; a’ =a p)

wNa€Z; anp=1=a""t=1 [p

Exercices d’application

Exercice 1 : Déterminer les entiers relatifs n tel que :

n3 —3

cZ
n—3

Exercice 2 : Soit p un nombre premier positif.

1. Montrer que Vk € {1,....,p— 1} : p/| (i)

tel que b :p—!
k kl(p —k)!

2. En déduire que Va € N: (a 4+ 1)? =a” + 1 (mod p)
3. (a) Montrer que Vn € N:n? =n (mod p)

(b) En déduire quesin Ap=1 = n?~! =1 (mod p)
4. Montrer que Va € Z :

(a) a? =a (mod p)

(b) SiaAp=1alors a» ! =1 (mod p)
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2.12. SYSTEME DE NUMERATION

2.12 Systéme de Numeération

2.12.1 Définition des systémes de Numération

Définition 2.12.1. On appelle systeme de numération l’ensemble des sym-
boles et des chiffres dans lesquels on peut exprimer les nombres entiers natu-
rels.

Exemple 2.12.1. 1. Le systeme de numération décimale :
C’est le systéme le plus fréquent et le nombre de ses chiffres est 10 :

0-1-2-3-4-5-6-7—-8-9

Le nombre 10 s’appelle la base du systeme de numération.

2. Le systéme de numération binaire :
1l est souvent utilisé au domaine informatique.
Sa base est 2 et ses chiffres sont 0 et 1.

3. Le systéme duodécimal :
C’est un systéme a base 12.
Le nombre de ses chiffres est 12 :

0-1-2-3-4-5-6—-7—-8-9—-A-B

Remarque 2.12.1. Le systéme de numérotation binaire est le plus existent

2.12.2 Représentation d’un entier naturel dans un sys-
téme de numération connus

Proposition 2.12.1. Soit b € N tel que b > 2.
Pour tout entier naturel N, il existe un unique entier n tel que :

N = a,b" + ap_ 10"+ -+ axb® + arb' + agh’

ouVie{0,....,n}, 0<a;<bh.
On écrit N = @,Qp—1Gn_2 - - Gy et on dit que N est représenté dans la
base b.

Exemple 2.12.2. On considére le nombre N = 181234 dans la base déci-
male.

N = 100000 + 80000 + 1000 4 200 + 30 + 4
—1x10°4+8x10*+1x10°+2x 102+ 3 x 10" +4 x 10°
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2.12. SYSTEME DE NUMERATION

Normalement, il faut écrire N comme suit :

N = 181234,

Exemple 2.12.3. N =8 - la base binaire. On a 8 =23 = 8§ =1x 23+
0x22+0x2'4+0x2" Do N =1000)

2.12.3 Techniques de représentation d’un entier dans
une base de numération

Exemple 2.12.4. Représentations N = 1826 dans la base de numération 5

1826 )
—15 365 )
32 | =35 73 5
-30 15 =10 1415
26| —15 41 -1012|5
—25 0 3 4120
1

d’on 24301(5)

2.12.4 section D’une base de numération a une autre

d’une base de numération vers la base décimale

Il suffit de développer le nombre représenté dans la base donnée.

Exemple 2.12.5. Représenter dans la base décimale, N tel que :

N = T101001101001 5

N=1x2"40x2'4+0x224+1x24+0x224+1x224+1x204+0x2"4+0x 2%+
1x224+0x209+1x2M4+1x22

d’ot N =1+ 8+ 32+ 64 + 512 + 2048 + 4096 = 676110
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Entre deux bases de numération autre que la base décimale

On représente le nombre dans la base décimale, aprés on le représente
dans la base demandée.

Exemple 2.12.6. Représenter N = 43025y dans la base 8.
Ona :
N=2x5"+0x5"+3x5 +4x5

=2+75+500 =577

2.12.5 Addition et multiplication des nombres représen-
tés dans une base

Exemple 2.12.7. On pose A =212 et B = 113.
Calculons A+ B et A x B.

Méthode 1 : Conversion en base 10

A=2-3"+1-3'+2.32=2+3+ 18 = 2339
B=1-3"41-3"=1+3 =4,
27 8
019 |3
— A+ B=2740 = | 03]3 = A+ B=1000,
01/3
10

92| 8

230 [3
010/ 3 E—
fAXB:92(10):>7 13/3 :AXB:10102(3)
01/3

1 0

Méthode 2 : Développement polynomial
Addition :

A+B=(2-3"+1-3"+2-3) +(1-3%+1-3"
=3.3042.3'42.3?
=34+2-3+2.32
=3.34+42-32=34+2.-32=3.32 =33
=1-3"+0-32+0-3"+0-3°=1000,

61



2.12. SYSTEME DE NUMERATION

Multiplication :

AxB=(2-34+1-3"+2-3) x (1-3°+1-3"
=2-3°4+2.3"+1-3" +1-324+2-324+2.33
=2-3°+3.3"4+3-32+2-3°
=2-34+324+334+2.32=2.3"+324+3.33
=1-3"+0-3*+1-3+0-3" +2-3° = 10102,

Méthode 3 : Position verticale

(1)(1) 212
212 x 11
+ 11 212
1000 en base (3) +2120

10102 en base (3)

2.12.6 Comparaison de deux nombres dans un systémes
de numération

Proposition 2.12.2. Soient A = a,G,,—1Gn_2 . .. ao(p) €t B=0b,b,_1by_o ... bo(b)
deux entiers naturels représentés dans le méme systeme de numérotation a
base b.

i) Sim#n

— m>n = B> A
— m<n = A>DB

ii) Sim=n
a,>b, — A>DB
Sia,="b,eta, 1 =0b,1¢et...etap#b,aveckec{0,1,....,n—1}:

— Siap,>b, = A>B
— Siap,<b, = B>A
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2.12.7 Critére de divisibilité dans la base décimal

Dans tout ce qui vient N est un entier naturel représenté dans le systéme
décimal par :

N =0,0,_1G,_2 . .- Qo(19) AveC ay #0

=y - 10" 4+ ap_y - 10" 4o 4 ag - 10°

= i akl()k
k=0

a) Divisibilité par 3 et 9
Ona1l0=1 (mod 3)

Alors, Vk € {0,1,...,n}, 10 =1* =1 (mod 3)
— = a;10F = a3, (mod 3)

— = Zaklok = Zak (HlOd 3)
k=0

k=0

— = NEZak (mod 3)
k=0

Alors 3| N <= 3| > 7,

De méme, on montre que :

9]N<:>9\Zak avec 10=1 (mod 9)
k=0

Proposition 2.12.3. i) Le nombre N est divisible par 3, si et seulement
st, la somme de ses chiffres est divisible par 3.

it) Le nombre N est divisible par 9, si et seulement si, la somme de ses
chiffres est divisible par 9.

b) Divisibilité par 2 et par 5

On a 10 = 0[2] et 10° = 1[2]
— = Vke{1,2,...,n}:10* = 0[2] et 10° = 1[2]
— = a;10F = 0[2] et 10%ag = ao[2]
— = ZaklOk = 0[2] et ag = ag[2]
k=1

— = Zaklok = qp[2]
k=0
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— = N =q[2]
Alors 2| N < 2|ag /ag €{0,2,4,6,8}
De méme on a 10 = 0[5] et 10 = 1[5]

Ainsi N = ag[5]

Dou5|N <= 5|ay /ap€{0,5}

Proposition 2.12.4. (i) Le nombre N est divisible par 2, si et seulement
st son chiffre d’unité est 0,2,4,6 ou 8.
(ii) Le nombre N est divisible par 5, si et seulement si son chiffre d’unité
est 0 ou 5.

c) Divisibilité par 4, par 25 et 50

On a 10° = 1[4] et 10 = 2[4] et 10* = 0[4].
= Vke{2,....n};10" = 0[4] et 10° = 1[4] et 10" = 10[4]
— Alors a;10* = 0[4] et ag10° = ag[4] et a;10' = 10a, [4]

— d'ott Y a;10" = 0[4] et ag + 10 x a1 = ag + 10a; [4]
k=2

— d'o Y ax10" = ag + a1 x 10[4]
k=0
— d’ott N = ayag()[4]

Alors 4/N <= 4/a1ag )
T € {0,4,8,12,16,20,24,28,32, ..., 96}
— On a 10 =10[25] = 10* = 0[25]
— alors Vk € {2,...,n}; 10" = 0[25]
— alors a;10% = 0[25]

— donc Z ;10" = 0[25]

k=2
n

— Alors E:OLklO"C +10 x a3 + 10° x ap = @10 (10) [25]
k=2
— D’ou N = a1a(10)[25]
Alors 25/N <~ 25/%(10)
aragi0) € 10,25,50,75}
— 10% = 0[50], alors Vk € {2,...,n}; 10* = 0[50]
— alors a;10% = 0[50]

— Alnsi Y a,10* = 0[50]

k=2
— D’ou N = a1a(10)[50]
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Alors 50/N <= 50/@1ao )
ardo() € {0,50}

Proposition 2.12.5. 1. N est dwisible par 4, si aiag(igy est un multiple
de 4.

2. N est divisible par 25, si ayag(igy est un multiple de 25.
3. N est dwvisible par 50, si arag(igy est un multiple de 50.

D) Divisibilité par 11
On a 10° = 1[11] et 10 = —1[11].
10? = 1[11] et 10° = —1[11].
10F=1[11]sik=2p/peN
10F = —1[11]sik=2p+1/peN

N=ay-10°+a;-10' + -+ -+ ap_1 - 10" +a, - 10" (mod 11)
=ay—a;+ay—az+---+e-a, (mod11)

}nggn

e=1 si n pair
tel que o )
€ =—1 sin impair

donc N = Z(—l)kak (mod 11)
k=0
dou 11/N < 11/ _o(—1)*ax

Exemple 2.12.8. 121(39) = 1 x 10° + 2 x 10" 4+ 1 x 10?
11/@(10) <~ 11/2220(—1)k(1k

<~ 11/(—1)()@0 + (—1)1CL1 + (-1)26L2

— 11/1-2+1

<~ 11/0
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Chapitre 3

LOIS DE COMPOSITION INTERNE
(L.C.T)

3.1 Introduction

« Pour bien comprendre le contenu de ce chapitre, en général, on se pro-
pose pour revues du except et des rappels concernant les opérations usuels
dans quelques ensembles fondamentales et particuliere. »

1) L’ensemble des classes modulo n (Z/nZ)

OnaZ/nZ={0,1,...,n— 1}
Pour tout (z,y) € (Z/nZ)?* :

{

2) L’ensemble des polynémes de degré < n (R,[X])
V(P,Q) € R,[X]*,Vx € R, on a:

K

r+y
T Xy

|
I

+
X

8l
N
I

{(P +Q)(x) = P(x) +Q(x)
(P x Q)(z) = P(z) x Q(x)

3) L’ensemble des fonctions de [ vers R (F(I,R))
Ona F(UI,LR)={f|f:I—=>Raxw— f(x)}
V(f,9) € F(I,LR)>Vz €I, ona:

{(f +9)(x) = f(z) +
(f x g)(@) = f(z) x



3.2. DEFINITION D’UNE LOI DE COMPOSITION INTERNE

4) L’ensemble des parties d’un ensemble £ (P(E))
XCFE < XeP(E)

Pour tout (X,Y) € P(E)*:

)rzeXNY <= zeXetzxeY

i) e XUY <= ze€XouzxeY

i) r€X < r€Fetax¢g X

iv) 2€e X\Y <= zeXetax ¢V

v) XAY = (X\Y)UY\X)=(XUY)\(XNY)

111

5) L’ensemble des transformations du plan (7)

Toute application bijective de P vers P s’appelle une transformation du
plan.

Les transformations usuelles sont : les translations, I’homothétie, la rota-
tion.

(VR,h € T?)(VM € P), on a :

(Roh)(M) = R(h(M))

3.2 Définition d’une loi de composition interne

Définition 3.2.1. Soit £ un ensemble non wvide. Une loi de composition
(opération ou loi) sur E est la donnée d’une application de E x E dans E.
On note souvent une loi de composition par x, T, +, etc. Pour un couple
(x,y) de E x E on note x xy, x Ty, x +y son image. Enfin on écrit (E, )
pour dire que x est une lot de composition sur E.

Exemple 3.2.1. 1. Les lois usuelles +, x sur N, Z,Q,R, C.

2. Les lois N,U, A sur P(E).

3. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi x et soit X un ensemble. On
munit l'ensemble F(X, F) des applications de X dans E, d’une loi, notée
ausst x, comme Suit :

Vfg € F(X,E), Ve e X (fxg)(x) = f(x) * g(x)
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Définition 3.2.2. Soit (E,x) et soit F' une partie de E. On dit que F est
stable par la loi x si :
Ve,ye F,xxy € F

La restriction de la loi sur F X F définit une loi de composition sur F dite
la lov induite par x sur F.

Exemple 3.2.2. 1. Pour la lot usuelle + sur Z, la partie 57Z des multiples
de b5, est une partie stable.

2. Pour la loi usuelle x sur R, la partie RY est une partie stable tandis que
la partie R~ ne [’est pas.

Définition 3.2.3. Soit E un ensemble muni d’une loi x. Un élément e de F
s’appelle un élément neutre pour la loi si :

Vee Fixxe=exx ==z
On dit ausst que la loi posséde un élément neutre e.

Proposition 3.2.1. Si une loi posséde un élément neutre, il est unique.

Preuve Soient e et ¢’ deux éléments neutres pour une loi *.
Comme e est un élément neutre il vient e x e/ =€’ x e = €.

Et comme ¢’ est un élément neutre on a ex e’ =€ x e = e.
Dot e=r¢.

Notation 3.2.1. Souvent on note + une loi commutative et O son élément
neutre. L’élément neutre d’une loi X, notée multiplicativement, est noté 1.

Exemple 3.2.3. Dans P(FE) l'ensemble E est l’élément neutre pour l'inter-
section. Pour la réunion, ’élément neutre est l’ensemble vide.

Définition 3.2.4. Soit E un ensemble muni d’une loi *.
1. La loi x est dite associative si : Vx,y,z € E, (xxy) * 2z =z * (y*2).

2. La loi est dite commutative si : Vr,y € E,xxy =1y * .

Définition 3.2.5. Soit E un ensemble non vide muni d’une loi de composi-
tion qui admet un élément neutre e.

Un élément x de E est dit symétrisable ou inversible s’il existe un élément
2 de E tel quex xx' = 2" xx =e.

L’élément x' s’appelle un symétrique de x.

Remarque 3.2.1. Si la loi est associative, le symétrique d’un élément, lors-
qu il existe, est unique.
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3.3. MORPHISMES

Notation 3.2.2. 1. Pour une loi notée additivement +, le symétrique
(ou opposé) d’un élément x de E est noté —z.

2. Pour une loi notée multiplicativement X, le symétrique (ou inverse)

d’un élément x de E est noté = ou %

3. Les expressions y+(—x) et yr~' se simplifient respectivement en y—x
et L.

Remarque 3.2.2. 1. Onae ' =e.

2. Si x ety sont inversibles pour la loi, alors x xy est inversible et on a
(x*xy) t=y txat

3. Pour la multiplication, le nombre 3 est inversible dans R mais ne [’est
pas dans 7.

Exemple 3.2.4. 1. Dans (N, +), le seul élément qui admet un opposé
est 0.

2. Dans (Z, x), les seuls éléments inversibles sont —1 et 1.

Définition 3.2.6. Soit E un ensemble muni d’une loi. Un élément x de E
est dit :
— simplifiable (ou régulier) a gauche siVy,z € E,xxy=x%z =y = 2.
— simplifiable (ou régulier) a droite siVy,z € E,y*xx =zx1 =y = 2.
— simplifiable (ou régulier) s’il est simplifiable & gauche et a droite.

Remarque 3.2.3. Pour une loi commutative, la régularité a gauche est équi-
valente a la régularité a droite.

Exemple 3.2.5. 1. Dans un ensemble non vide E muni d’une loi de
composition associative, tout élément inversible est simplifiable.

2. Un élément simplifiable n’est pas nécessairement inversible. Dans (Z, X),
tout élément non nul est simplifiable mais seuls —1 et 1 sont inver-
sibles.

3.3 Morphismes

Définition 3.3.1. Soit (E,*) et (F,T) deux ensembles munis de lois de
composition interne et soit f : B — F une application.

On dit que f est un morphisme (homomorphisme) de (E,*) dans (F,T),
lorsque :

(Vo,y e B);  flzxy)= f(x)Tf(y)
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Définition 3.3.2. — Un endomorphisme de (E,*) est un morphisme de

E — E (dans lui-méme).

— Un 1somorphisme est un morphisme bijectif.
— Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Exemple 3.3.1. 1. On considére l’application :

f(Z,+) = (Z", x)
T+ 5

On a pour tout (x,y) € Z* : f(x +y) = 5" =57 x 5¥ = f(x) x f(y)
Par conséquent, f est un morphisme de (Z,+) dans (Z*, X).

On consideére Uapplication :
g:]0,400[— R

z+— Inx

On a pour tout (z,y) € (]0,+00[)? : g(xy) = In(zry) = Inz + Iny =

9(x) +9(y)
Par conséquent, g est un morphisme de |0, +oo[ dans R.

On considere Uapplication :
h:C—-R

z 2|

On a pour tout (21,22) € C? : h(z1 X 29) = |21 X 29| = |21| X |22| =
h(Zl) X h(22>
Par conséquent, h est un morphisme de (C, x) dans (R, x).

Proposition 3.3.1. Soit f un morphisme de (E,*) dans (F, T).

1.
2.

f(E) est une partie stable de (F, T).

Si la loi % est associative dans (E, %), alors la loi T est associative
dans (f(E), T).

Si la loi x est commutative dans (E, %), alors la loi T est commutative
dans (f(E), T).

Si la loi * admet un élément neutre e dans (E,*), alors f(e) est un
élément neutre dans (f(E), T).

Si la loi * admet un élément neutre e dans (E,x), et un élément x
admet un symétrique x’' dans (E,x*), alors f(x) admet un symétrique

dans (f(E), T) qui est f(z').
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Démonstration

1. Soit y; et yy deux éléments de f(F). Il existe donc (z1;15) € E? tel

que : y; = f(x1) et yo = f(x2).
Puisque f un morphisme de (E;x) dans (F;T), alors : y; Tys =

f@) T f(a2) = flan* x2).

Comme * est une loi de composition interne sur E, alors 1 x x5 € F,

et donc f(x1 xx9) € f(E).

Par suite, y1 Ty, € f(F). Ainsi, f(F) est une partie stable de (F;T).
2. Soit (u;v;w) € (f(F))?. Il existe donc (x;y; 2) € E3 tel que : u = f(x)

et v = f(y) et w= f(2).
Puisque f un morphisme de (F;x*) dans (F;T), alors :

(uTo)Tw = (f()Tf(W)Tf(2) = flzxy)Tf(2) = fllwxy) 2]

Si la loi * est associative dans (F;*), alors :

(uTo)Tw = flox(y*2)] = f(2) T flyxz) = (@) TfW)Tf(2)] =uT(wTw)

Par suite, la loi T est associative dans (f(E); T).

3. Supposons que la loi * est commutative dans (£ *). En conservant les
notations de 1), on obtient :

YiTya = f(21) T f(x2) = f(z1%32) = f(w23%21) = f(202) T f(201) = %2 Twn

ce qui montre bien que la loi T est commutative dans (f(E); T).

4. Soit u € f(F). 1l existe alors © € E tel que u = f(x). On suppose
que la loi * admet un élément neutre e dans (E;*). Il s’ensuit donc :
uTf(e) = f(x)Tf(e) = f(xxe) = f(x) = u. On montre de méme que
f(e)Tu = u, ce qui entraine immédiatement que f(e) est I'élément
neutre dans (f(E); T).

5. Soit &’ le symétrique de x dans (E;%). De x x 2’ = e et 2’ xx = e,
ajouté au fait que f un morphisme de (FE;x*) dans (F; T), on déduit :
f@)Tf(a') = flexa’) = fle) et f(a)Tf(x) = f(a"*x) = fle).
Comme f(e) est un élément neutre dans (f(E); T), alors f(x) admet
un symétrique dans (f(EF); T) qui est f(2).

Corollaire 3.3.1. Si f un isomorphisme de (E;x) dans (F; T) (c’est-a-dire
morphisme bijectif ), alors f transfére les propriétés de la loi x dans (F; %)
vers la loi T de (F;T), et va ainsi conserver toutes les propriétés liées a
cette loi. On exprime ce résultat en disant que (E; %) et (F;T) ont la méme
structure.
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Démonstration c’est un morphisme bijectif. Par conséquent, pour tout
élément y € F, il existe un unique z € E tel que y = f(z).
— Associativité : Soient u,v,w € F. Comme f est surjective, il existe
x,y,z € E tels que u = f(x), v = f(y) et w= f(2).
(uTv)Tw = (f(@)Tf(y)Tf(2) = flexy)Tf(z) = f((mxy) *2)

Si * est associative, (zxy)* z = x x (y x z), d’ou :

(uTo)Tw = fzx(y*z)) = f(2)Tf(y*z) = f(@)T(f ) Tf(2) = uT(vTw)

— Elément neutre : Supposons que e soit I’élément neutre de (£ *).
Pour tout u € F, soit € E tel que u = f(z) :

uTfle) = f(x)Tf(e) = f(zxe) = f(z) = u
De méme, f(e)Tu = wu. Ainsi, f(e) est 'unique élément neutre de
(F;T).
— Elément symétrique : Soit u € F et 2 son antécédent (u = f(x)).
Si x posséde un symétrique =’ dans F, alors :

uTf(@') = f(@)Tf(") = f(zxa") = f(e)
Puisque f(e) est le neutre de F, f(a') est le symétrique de u dans
(F;T).
— Commutativité : Si % est commutative, pour tous u,v € F (avec
u=f(z),v=f(y)) :
uTo=f(x)Tf(y) = flexy) = flyxz) = fy)Tf(z) =vTu
L’isomorphisme f crée donc une copie conforme de la structure de E sur
I’ensemble F'.

Exercices d’applications
(Al moufid en maths)

EXO :1

1. Pour tout x et y dans R — {%} on pose x xy = = + y — 2xy. Montrer
que * est une loi de composition interne sur R — {%}

2. Sur l'intervalle I =] — 1,1 on définit la relation L par :
r+y
1+ a2y

La relation L est-elle une loi de composition interne sur I 7 Justifier.

V(z,y)€eI?:x Ly=
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EXO :2

1.

Etudier la commutativité et I’associativité de la loi de composition
interne définie sur R par

(V(z,y) € R?Y) zxy=2"

. Etudier la commutativité et I’associativité de la loi de composition

interne définie sur £ = 7Z X Z par
(a,b) * (z,y) = (az, ay + bz)

Etudier la commutativité et Passociativité de la loi de composition
interne définie sur C par :

(V(2,2) €C?) zx2 =iz +22+(1+i)2 +2
On munit un ensemble E d’une loi de composition interne * telle que
(V(z,y) € E?) tax(vxy) = (y*2)xx=y

Montrer que la loi est commutative.

EXO :3

On munit R d’une loi de composition interne définie par :

Ll

1
(V(x,y)ERz):x*y:x+y+§xy

Montrer que la loi * est associative.
Montrer que * admet un élément neutre que I’on déterminera.
Déterminer les éléments symétrisables pour la loi *.

Montrer que le symétrique de —1 est 2 et que le symétrique de 6 est
3

3-

EXO :4

On considére 'ensemble A = {a +ib | (a,b) € Z}, on considére Iapplica-

tion

p:A—=7Z, z=a+ib— Va>+?
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. Montrer que I'application ¢ est un morphisme de (A4, -) dans (Z, -).

. Soit z € A, montrer que z admet un symétrique par la loi x (multi-
plication dans A) si et seulement si ¢(z) = 1.

. On note B le sous-ensemble de A admettant un symétrique dans (A, ).
Déterminer en extension B.
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Chapitre 4

(zénéralités sur les Matrices carrés

4.1 Matrice carrée d’ordre 2

Définition 4.1.1. 1) Une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients réels est un
tableau de quatre nombres (Il n’y a pas de séparation verticale ou horizontale,

contrairement auz tableauz)
2) Uensemble des matrices carrées d’ordre 2

On le note :

My(R) = {(z 2) J(a:b:e:d) € R4}

Définition 4.1.2. La somme et la multiplication et [’égalité de deux matrices
A et B dans M3(R) sont définies par :

a b n a v\ fa+d b+V
c d d d)] \e+cd d+d

a b o a U\  [ad +bcd ab +bd
c d d d)]  \cd +dd cb+dd

a=ad
a b a v b=10
(c d)z(c’ d’) = P
d=d

Remarque 4.1.1. La somme et le produit de deux matrices sont des lois de
compositions internes dans My(R)

on écrit : (Ma(R); +) ; (Ma(R); x)

Proposition 4.1.1 (Déterminant). Pour une matrice carrée d’ordre 2 de la

forme :
a b
()
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Le **déterminant** se calcule avec la formule suivante :

det(A) = (a x d) — (b x c)

En gros, vous multipliez les éléments de la **diagonale principale** et
vous soustrayez le produit des éléments de [’autre diagonale.

v

det(M) = (5 x4) — (2% 3)
det(M) = 20 — 6
det(M) = 14

Exemple 4.1.1.

**Calcul :**

Proposition 4.1.2 (inverse). Si le déterminant est différent de zéro, l'in-
verse A™! est donné par :

1 d —b
At =
ad — be <—C a )

Remarque 4.1.2. 1) la matrice : Iy =

Etona:AxIp=A VA€ MyR)

(1) (1) s’appelle la matrice unitaire
0 0\ |, .
008 appelle la matrice nulle
FEtona:A+0Oy=A VA€ MyR)

2) la matrice : Oy =

4.2 Matrice carrée d’ordre 3

Définition 4.2.1. 1) Une matrice carrée d’ordre 3 a coefficients réels est un
tableau de 9 nombres

2) Uensemble des matrices carrées d’ordre 3
On le note :M3(R),tel que :

M;3(R) = /@ b ¢ d;ef; gy hi) € R

(SIS

d
e
f

< >
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Définition 4.2.2. La somme et la multiplication de deux matrices A et B
dans M3(R) sont définies par :

a d g a d g a+d d+d g+4¢
b e h|+ |V €& W]|=1b+V e+e h+H
c f i d fri c+dcd f+f i+
a d g a/ d/ g/ a// d// g//
b e h]l x|V € hW|l=1[b € hn
c f Z C/ f/ Z’/ C// f// Z’//
Avec : a”" = ad + db’ + g

d" = ad +de + gf'
b" = ba’ + eb' + hd
e =bd +ee + hf’
" =cd + fv/ +id
f// _ cd’—l—fe’—{—if’
¢" = ag +dh' + gi'
h'" =bg + eh’ + hi’
" =cqg + fN + it

Proposition 4.2.1 (Déterminant). Le déterminant d’une matrice carrée
d’ordre 3 peut se calculer de deux manieres principales :

a b ¢
1. Larégle de Sarrus (la plus simple) :  Pour une matricc A= | d e f],
g h 1

on additionne les produits des diagonales descendantes et on soustrait ceux
des diagonales montantes :

det(A) = (aei 4+ bfg + cdh) — (ceg + afh + bdi)

2. Le développement par rapport a une ligne ou colonne : On
choisit une ligne (sowvent la premiére) et on multiplie chaque élément par
son **mineur®** (le déterminant 2 X 2 restant en supprimant sa ligne et sa
colonne), en alternant les signes (+,—,+) :

e f d e
h 1 g g h

Ce qui donne : det(A) = a(ei — fh) —b(di — fg) + c(dh — eg).

det(A) =a

I
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Remarque 4.2.1. Si la matrice contient des zéros, développez toujours par
rapport a la ligne ou la colonne qui en posséde le plus pour simplifier les
calculs.

Proposition 4.2.2 (Inverse). on peut trouver l'inverse dune matrice carrée
d’ordre 3 dans le programme du bac la méthode des puissance : Si on trouve
que :

A" =13 (Vn e N¥)
Alors que :
Ax AVt =1,
Dot : A7t = A"t

o = O

1 0
Remarque 4.2.2. 1) la matrice : I3 = | 0 0| s’appelle la matrice
0 1

unitaire et on a : AX I3 = A VA€ M3(R)

2) la matrice : O3 = s’appelle la matrice

o O O
o O O
o O O

nulle et on a : A+ 03 =A VA e M;R)

Exercices d’applications

(Al moufid en maths)

EXO :1

On considére 'ensemble

Montrer que G est une partie stable de (M3(R), x).

EXO :2

On considére ’ensemble :



4.2. MATRICE CARREE D’ORDRE 3

1. Montrer que la multiplication matricielle (x) est une loi de composi-
tion interne sur A.

2. Est-ce que (A, x) admet un élément neutre ? Justifier.

EXO :3

3 1
-2 0

NG e R L
A" = (2_2n+1 2_2n)

2. Montrer que Vn € N : A™ est inversible dans (M (R), x) et déterminer
son Inverse.

1. On considére la matrice A = ( ) Montrer que Vn € N :

EXO :4

On considere ’ensemble
2n 0 2"
H={[0 1 0]|nez
2n 0 27
Montrer que H # ().
Montrer que H est stable dans (M3(R), x).

Déterminer 1'élément neutre de (H, x).

=W

La loi x est-elle commutative dans H ?

20 2
5. Onpose A= |0 1 0]. Calculer A?'7,
2 0 2
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Chapitre 5

Groupes, Anneaux et Corps

5.1 Groupes

5.1.1 Définitions et premiers exemples

Définition 5.1.1. Soit G un ensemble muni d’une loi *. On dit que (G, *)
est un groupe Si :

i) La loi est associative et posséde un élément neutre ((G,*) est un mo-

noide).

it) Tout élément de G posséde un symétrique pour la loi *.
On note e l’élément neutre d’un groupe G et on le note simplement e s’il
n’y a pas de confusion. Si la loi est commutative, on dit que le groupe (G, %)
est un groupe commutatif (ou abélien).

Exemple 5.1.1. 1. Les ensembles (Z,+),(Q,+), (R, +), (C, +) sont des
groupes commutatifs.

2. Soit E un ensemble fini de cardinal supérieur ou égal a 3. L’ensemble
des bijections de & dans E muni de la lot de composition est un groupe
non abélien.

3. Soit P C R? un polygone réqulier a n cotés. L’ensemble des isométries
du plan préservant P est un groupe, muni de la loi de composition. Ce
groupe s’appelle le groupe diédral et se note D,,.

4. L’ensemble R™, muni de ['addition vectorielle est un groupe :
v(xlv EEES) xn), (yb a3 yn) S Rn? (‘xl’ EES) $n)+(y1, [E3) yn) = (ZL’1—|—y1, [ES) xn+yn>

Remarque 5.1.1. Tout élément d’un groupe est réqulier.

Exemple 5.1.2. Soit n € NT fizé. Soit Z/nZ = {0,1,....,n — 1} ’ensemble
des classes d’équivalence pour la relation de congruence modulo n. On munit
cet ensemble d’une structure de groupe additif en définissant une loi de la
facon suivante :

a+b=a+b
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Cette définition ne dépend pas des représentants choisis. En effet :

at+b=a+kn+b+kn=a+b+(k+k)n=a+b

Définition 5.1.2. Soient (G, *) et (G', T) deux groupes d’éléments neutres e
et /. On appelle groupe produit de G et G', que I'on note G x G', I’ensemble
G x G' muni de la loi produit 1 définie par :

V(a,b),(d',b') € G x G', (a,b) L (a',V) = (axd,bTH)

On montre facilement que la loi est associative d’élément neutre (e,e’). Si
(a,b) est un élément de G x G' alors l'inverse de (a,b) est (a™',b71).

Soit (G, *) un groupe, on définit le groupe G* comme étant le groupe
produit G x G et pour un entier n > 3 on définit le groupe G comme étant
le groupe produit G x G (ou G x G"1).

5.1.2 Sous-groupes

Définition 5.1.3. Une partie H d’un groupe (G, *) est dite un sous-groupe
de G si :

i) H est non vide.

ii) (H,*) est un groupe.

Exemple 5.1.3. 1. Soit (G, %) un groupe d’élément neutre e. Alors {e} et
G sont des sous-groupes de G

2. Pour n un entier naturel, l’ensemble nZ des multiples de n est un
sous-groupe de Z,

3. L’ensemble R des réels strictement positifs est un sous-groupe du
groupe multiplicatif (R*, x)

Proposition 5.1.1. Soit (G, *) un groupe et soit H une partie de G. Alors
H est un sous-groupe de G si et seulement si

i) H#D

it) Yr,y € Hyxxy € H (H est stable pour x)

i) Yo € Hyx™' € H (H est stable par passage a linverse).

Proposition 5.1.2. Soit (G,*) un groupe et soit H une partie de G. Alors
H est un sous-groupe de G si et seulement si :

i) H #10.

i) Yo,y € Hyxxy ' e H.
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Démonstration L’implication directe découle de la définition de H en
tant que groupe. Montrons la réciproque. Comme H est non vide, il existe
rg € H. Par le deuxiéme point, on a e = z( * xal € H. Soit maintenant
x € H, alors par hypothése, on obtient 7! = ex 2~ € H. Enfin considérons
deux éléments x et y de H. On applique encore le deuxiéme point au couple
(z,y Hetonazxy=mxx*(y ')t € H. Ceci termine la preuve.

Exemple 5.1.4. 1. (Q, x) est un sous-groupe de (R*, X).

2. L’ensemble des nombres complexes de module 1 est un sous-groupe de
(C*, x).

3. Pour un entier naturel non nul n, l'ensemble U, = {z € C,z" = 1}
des racines n-émes de l'unité est un sous-groupe de (C*, x).

Proposition 5.1.3. Les sous-groupes de (Z,+) sont de la forme nZ, avec
n € N.

Démonstration Soit H un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0} alors H =
0Z. Supposons que H # {0} et soit n le plus petit élément de la partie
H N N*. On va montrer que H = nZ. Considérons m € H alors il existe
(q,7) € (Z x N) tel que m = gn+r avec 0 < r < n. Il est clair que r € H et
par minimalité de n, on a nécessairement » = 0. D’ou H = nZ.

Proposition 5.1.4. L’intersection d’une famille quelconque de sous-groupes
d’un groupe G est un sous-groupe de G.

Remarque 5.1.2. La réunion de deux sous-groupes d’un groupe n’est pas
en général un sous-groupe. On montre que si H et K sont deur sous-groupes
d’un groupe G, alors HUK est un sous-groupe de G si et seulement si H C K
ou K C H.

5.1.3 Homomorphismes de groupes

Définition 5.1.4. Soient (G, *) et (G', T) deuz groupes. Un homomorphisme
(ou morphisme) de (G,*) dans (G',T) est une application f de G dans G’
telle que :

Vo,ye G, flzxy) = f(x)Tf(y)

St G = G, on parle d’endomorphisme de G. Si f est bijectif, on dit que
c’est un isomorphisme de groupes et que G et G' sont isomorphes.

Exemple 5.1.5. 1. Soit n € N. L’application Z — nZ définie par m
nm est un homomorphisme de groupes de 7. dans nZ.
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2. L’exponentielle exp : R — R™ est un homomorphisme du groupe
additif (R, +) dans le groupe multiplicatif (RT*, x).

Proposition 5.1.5. Soit f : (G, %) — (G', T) un isomorphisme de groupes.
Alors f=1 est aussi un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Soit 2/, € G'. On a :
FUEE) 1) = FUT@NTH ) = 2Ty

Ceci montre que f~1(2'Ty') = f~42') * f~1(y') et donc f~! est un homo-
morphisme. D’otl f~! est un isomorphisme de groupes.

Dans la suite, on dit que deux groupes G et GG’ sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme de G dans G'.

Exemple 5.1.6. 1. Le groupe additif R est isomorphe au groupe multi-

plicatif R™ wvia Uapplication exponentielle.
2ikm

2. Les groupes Z/nZ et U, = {e"» ,0 < k < n — 1} sont isomorphes.
Lapplication k — e*%" est un isomorphisme de groupes de Z/nZ dans
U,.

Notation 5.1.1. Soit (G,*) un groupe d’élément neutre e et soit g € G. On
note :

— ¢' =e.

— Vn €N, g = gx*g".

— VneN,g"=(¢g")"

Remarque 5.1.3. Soit g un élément d’un groupe (G, %), alors on a :
— Vn,m € Z,g"* g" = g"tm.
— VYn,m € Z,(g")™ = g"™.

Proposition 5.1.6. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
1. f(e(;) = eqg’-
2. Pour tout g dans G, on a f(g7') = (f(g9))~*.
3. Pour tout n € Z et tout g € G, on a f(g") = (f(g))".

Démonstration.

1. Soit g € G.Ona f(g9) = fleqg) = flec)f(g) donc f(eq) = f(g)f(g)~!

(el

2. Soit g€ G. Ona f(g9)f(g7') = flgg™") = f(ea) = eer. Dot f(g™") =
(f(9) "
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3. Le cas n = 0 correspond au premier point. Pour n > 0, on raisonne
par récurrence et pour n < 0 on utilise le deuxiéme point.

Proposition 5.1.7. Soit f : (G,*) — (G, T) un homomorphisme de groupes.
1. Si H est un sous-groupe de (G, %) alors f(H) est un sous-groupe de
(G',T).
2. Si H' est un sous-groupe de (G',T) alors f~Y(H') est un sous-groupe
de (G, ).

Démonstration.
1. On a eg € H, donc par la proposition précédente eqr = f(eg) € f(H)
et f(H) # 0. Soit y,y € f(H), il existe z,2’ tels que y = f(z) et
y' = f(@'). Alors yTy™' = f(2)Tf(a")"' = fa)Tf(@™") = f(z*
7Y e f(H) car zx 2~ € H. D’ou f(H) est un sous-groupe de G'.
2. Comme f(eq) = eq € H' il vient eq € f~'(H'). Soit x, 2’ € f~1(H'),
alors f(z) € H et f(z') € H'. Or H' est un sous-groupe de G’, donc
f@)Tf(2)™" € H'. Mais f(2)T f(z')~" = f(2) T f(2'7") = flaxa"),

etonaxxr'~! € f~1(H'). Ceci montre que f~'(H’) est un sous-groupe
de G.

5.2 Anneaux

5.2.1 Distributivité

Définition 5.2.1. Soit E' un ensemble muni de deuz lois x et T. On dit que :

1. La loi * est distributive a gauche par rapport a la loi T si: ¥V x,y,z €
E, xx(yTz)=(x*xy)T(x*2z).

2. La loi x est distributive a droite par rapport a la loi T si @ ¥V x,y,z €
E, (zTy)sxz=(zx2)T(yx*z2).

3. La loi x est distributive par rapport a la lov T si elle est distributive a
gauche et a droite.

Exemple 5.2.1. 1. Dans C, la multiplication est distributive par rapport
a l’addition.

2. Dans P(E), les deux lois N et U sont distributives l'une par rapport
a lautre.
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5.2.2 Structure d’Anneaux

Définition 5.2.2. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition
mnterne @ et ®.
On dit que (A; ®;®) est un anneau lorsque :

1. (A;®) est un groupe commutatif.
2. La lot ® est associative et distributive par rapport a la loi .

On dit que Uanneau (A;®; ®) est commutatif si la loi ® est commutative.
On dit que Uanneau (A; ®;®) est unitaire si la loi ® posséde un élément
neutre pour la loi ®.

Notation 5.2.1. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note les lois @ et
® respectivement + (notation additive) et x (notation multiplicative).
Dans le cas habituel :
v On note 0 (ou 04), appelé le zéro de l'anneau A, I’élément neutre
pour +, et
On note 1 (ou 1,4), appelé l'élément unité de l'anneau A, ’élément
neutre pour X si A est unitaire.
On note couramment x.y ou méme xy a la place de x X y.
Le symétrique de x € A pour l'addition (opposé de ) est noté —ux.
Le symétrique de x € A pour la multiplication (inverse de x), s’il
existe, est noté 1.
— Soit (A;+; X) un anneau unitaire. Soient x € A et n € Z. On peut

définir le symbole nx dans A par :

SRR

ne=g+x+---+z sin>1 ; nr=(—z)+(—z)+ -+ (—z) sin< -1

. J
g -~

n fois —n fois

on donne : 0x = 0y
De méme, on peut définir le symbole x™ dans A par :

t=rxrX-oxzr sin>1 ;o at=x'x---xal siz est inversible et n < —1
N TV - N TV -
n fois —n fois

on donne : 20 =14
Ces notations sont trés utiles dans les calculs numériques (réels et com-
plexes) et matriciels.

5.2.3 Reégles de calcul dans un Anneaux

Proposition 5.2.1. Soit (A;+;-) un anneau unitaire. On a les propriétés
swivantes :
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1. Pourtoutx € A:04-2=x-04 =04.

2. Pour toutx € A: (=1a) -z =x-(—1y) = —x.

3. Pour tout (z;y) € A% : (—z) - y=x-(—-y)=—(z-y).
4. Pour tout (z;y) € A%: (—x) - (—y) ==z -y.

Démonstration il est évident

Remarque 5.2.1. Soit ay, . .., a,, une famille finie d’éléments de A. On pose
ak—l—---—l—am:Zai et ag X - -+ xam:Hai
i=k i=k

Lorsque k > m, on pose > ;" a; =0 et [[]~, a; = 1. Nous avons les égalités
susvantes :

1. (hors programme)

m q m q m. g
(S0 () -2 (0] - 3o
i=k Jj=p i=k Jj=p i=k j=p
2. Si a et b commutent, on a la formule du binéme de Newton :

Va,b€ A, Vn €N: (a+b)" =) Cra*v"*
k=0
o

K n!
Cn = kl(n —k)!

3. St a et b commutent, on a :

n—1
Va,be A, Yn e N* : a" — 0" = (a — b) (Z anlkbk>

k=0

5.2.4 Diviseurs de zéro dans un Anneaux-Anneaux in-
tégre

Définition 5.2.3. Soit A un anneau. Un élément non nul a de A est dit

un diviseur de zéro s’il existe un élément non nul b de A tel que ab = 0 ou
ba = 0.
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Remarque 5.2.2. 1. Un diwiseur de zéro n’est pas inversible. Il s’ensuit
qu’un élément inversible de A n’est pas un diviseur de zéro.

2. Dans lanneau (Z, 4+, x), l’élément 3 n’est ni inversible ni un diviseur
de zéro.

Définition 5.2.4. Un anneau commutatif sans diviseur de zéro s’appelle un
anneau commutatif intégre. Autrement dit, un anneau commutatif intégre est
un anneau commutatif A dans lequel :

Vabe A ab=0=a=0o0ub=0

Exemple 5.2.2. 1. Les anneauz (Z,+, xX), (Q, +, X), (R, 4+, x) et (C, +, x)
sont des anneaux intégres.
2. L’anneau (A x A, 4+, X) n’est pas un anneau intégre.

Définition 5.2.5. Soit A un anneau commutatif et soient a,b € A. On dit
que a divise b ou que b est un multiple de a s’il existe ¢ dans A tel que b = ac.

Définition 5.2.6. Soit A un anneau commutatif.

1. Un élément non nul a de A est dit 1rréductible si a est non inversible
et si.a = be, avec b,c € A, alors b ou c est inversible.

2. Un élément non nul a de A est dit premzier si a est non inversible et
si a divise be, avec b,c € A, alors a divise b ou a divise c.

5.3 Corps

les regles de calcul et réflexes acquis dans les anneaux R et C y sont
valables encore dans les Corps

Définition 5.3.1. On appelle corps tout anneau unitaire (K;+;-) non réduit
a {0k} tel que tout élément autre que O est inversible pour la loi -.
Un corps est dit commutatif si sa multiplication - est commutative.

Exemple 5.3.1. 1. (Q;+; x), (R;+; x) et (C; +; x) sont des corps com-
mutatifs, mais (Z;+; xX) n'est pas un corps car ’élément 2 n'a pas
d’tnverse pour la loi X dans 7Z.

2. Sip est un nombre premier, alors (Z/pZ;+; x) est un corps commu-
tatif. C’est une conséquence du théoréeme du cours d’arithmétique et
du fait que (Z/pZ;+; x) est un anneau commutatif.

3. (My(R); +; x) n’est pas un corps car la matrice <(1) 8) n’a pas d’in-

verse pour la loi X dans Ma(R).
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4. (Z)6Z;+; x) n'est pas un corps.
Proposition 5.3.1. Soit (K;+;-) un ensemble muni de deuz lois de compo-
sition interne + et -.
Pour que (K;+;-) soit un corps, il faut et il suffit que les trois axiomes sui-
vants sotent veérifiés :
1. (K;+) est un groupe commutatif.
2. (K —{0x};-) est un groupe.
3. La loi - est distributive par rapport a la lot +.
Proposition 5.3.2. Soit (K;+;-) un corps. On a alors les propriétés sui-
vantes :
1. Tout élément a de K — {0k} est régulier pour l'opération - :
Pour tout (z;y) e K* :a-v=a-y = x=y e v-a=y-a =
=y
2. (K;+;-) est un anneau intégre :
(V(x;y) € K?)[z-y=0x = (2 =0g ouy=0g)]
3. Pour tousa € K —{0g} etbe K, on a :

a-r=b<= x=a'b e xa=b<—= xr=>b-a!

Exercices d’applications

(Al moufid en maths)

EXO:1

On munit R d’une loi de composition interne * comme suit :
(V(z;y) €R?) wxy=av1y2+14+yVa2+1

et on considére I'application s définie de R dans R par :

1. Montrer que s est un isomorphisme de (R;+) dans (R; *).

2. En déduire la structure de (R;*) en déterminant son élément neutre
et le symétrique de tout élément dans (R; ).

3. Pour tout x € R et pour tout entier n > 2, on pose :

A
—_—
n fois

Calculer z(™.

88



5.3. CORPS

EXO : 2

On considére I'ensemble : Z[i] = {a +ib | (a;b) € Z*}
1. Montrer que Z[i] est une partie stable de (C;+) et de (C; x).
2. Montrer que (Z[i]; +; X) est un anneau commutatif unitaire.

3. Soit U I'ensemble des éléments inversibles dans (Z[i]; x). On pose :
(V2€C) N(z)=zxz=|z]?

(a) Soit x € Z[i]. Montrer que : z € U <= N(z) =1
(b) En déduire que : U = {1;—1;4; —i}

EXO : 3

On considére 'ensemble :

E= {M(x;y)z (_xy xify) | (2;9) €R2}

1. Montrer que E est une partie stable pour I’addition et la multiplication
dans M (R).

2. Montrer que (F;+; X) est un anneau commutatif.
L’anneau (F;+; x) est-il intégre 7 Justifier.

3. Montrer que (F;+; X) est un corps commutatif.
4. Résoudre dans E Iéquation : —X? +4X — 31 =0
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Chapitre 6

Espaces Vectoriel Réels (K = R)

Dans tout la suite K désigne un corps commutatif (K = R)

6.1 Esppace vectoriel réel

6.1.1 Loi de composition externe (L.C.E)

Définition 6.1.1. Soit E un ensemble. Une loi de composition interne dans
E est une application de E X E dans E.
Une loi de composition externe est une application de K x E dans E.

Exemple 6.1.1. Soit £ = R2%. L’application notée +, définie de R?* x R?
vers R? par :

(2,9) + (5,8) = (x+ 2y +1) V(w,p), (1) € R?

+ est une loi de composition interne dans R2.
L’application notée . définie de R x R? vers R? par :

a.(z,y) = (ax,ay) V(z,y) € R* Va e R

. est une loi de composition externe sur R2.

6.1.2 Définition et propriétés d’un espace vectoriel

Définition 6.1.2. On appelle espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel),
un ensemble non vide E muni de deux lois :

1. Une loi de composition interne, notée +, telle que :
i) + est associative : Yu,v,w € E  (u+v)+w=u+ (v+ w)
it) E posséde un élément neutre O pour + :Yv € E v+ 0p =
Og4+v=w
iii) Tout élément de E admet un symétrique : Vv € E Jw € E tel que
v+w=w+v=0g
i) + est commutative : Yu,v € E u+v=v+u
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2. Une lot de composition externe notée -, telle que :
i) Vo, eKVYue E (a+8) - u=a-u+p u;
ii) Vo e KVu,v € B a-(u+v)=a-u+a-v;
i) Vo, e KVYu e E a-(f-u)=(af) - u;
w)YueE 1-u=u.

L’espace vectoriel muni de ces deux lois est noté (E,+, ).

Les éléments de E sont appelés des vecteurs de E et ceuxr de K s’appellent
des scalaires.

Og est appelé le vecteur nul de l’espace vectoriel E.

Exemple 6.1.2. 1. L’ensemble des fonctions de R dans R, F(R,R)
est un R-espace vectoriel pour les deux lois :
la loi interne définie par : (f + g)(x) = f(z) + g(x) Vf,g €

F(R,R).
la loi externe définie par : (a - f)(z) = af(z) Va € RetVf €
F(R,R).
2. Soit n € N*, ['ensemble K" est un K-espace vectoriel pour les deux
lois

La loi interne définie par :

x n T1+ U
= :
La loi externe définie par :
I AT
Q- = :
Tn QL
Notation 6.1.1. — En Dabsence d’informations sur la nature des élé-

ments de E, un élément de E sera noté généralement .

— On utilise l’écriture o au lieu de oo - & ot € R et ¥ € E.

— L’élément neutre de (E,+) sera noté 0. C’est le vecteur nul de ’es-
pace vectoriel E.

— Sia € R* et ¥ € E, on peut « dwiser & par « » : cela revient a
multiplier le vecteur T par le scalaire o', Ainsi éf se note aussi g

— Si U et U sont deux vecteurs de E, le vecteur i + (—0) s’écrit @ — .
Le vecteur u — v s’appelle la différence des vecteurs u et v dans cet
ordre.
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— FEn pratique, les opérations « + » et « - » sont le plus souvent utilisées
sans ambiguité. En conséquence, l’espace vectoriel réel (E,+,-) sera
plus simplement noté E, et on dira que E est un R-espace vectoriel.

Définition 6.1.3. (E,+,-) est un espace vectoriel réel (ou R-espace vec-
toriel) lorsque :

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. V(a,B8) eREVT € B, (a+ p)f=af+ BT

3. Ya € RV(Z,9) € E?, o(T+Y)=al+ay.

4. Y(a,B) eREVE e B, (af)T = a(BT).

5. VieE, 1r==%2.
Proposition 6.1.1 (Régles de calcul dans un espace vectoriel réel). Les
propriétés suivantes se déduisent de la définition d’un K-espace vectoriel E :

1. Pour tout vecteur v de E/, on a 0-v = 0.

2. Pour tout scalaire o de K, on a a- 0 = 0p.

3 VaeK YweFE (a-v=0 <= a=0k ouv=_0g)

4. Va,p € K Yo € E (a—f)-v=a«a-v—[-v. En particulier

(—=1)-v=—o.
5. VaeK YoweFE a-(v-—w)=a-v—a-w.

6.2 Sous-espace vectoriel

Définition 6.2.1. Etant donné un espace vectoriel réel (E,+,-), une partie
I de E est un sous-espace vectoriel de E lorsque :

1. F#0.
2. F est stable pour Uaddition : (V(Z,y) € F?) T+ y€F.
3. F est stable pour le produit externe : (V(a,7) e Rx F) a-7 € F.

4. (F,+,-) est un espace vectoriel réel.

Exemple 6.2.1. 1. L’ensemble P,, (n € N*) : ensemble des polyndmes
de degré inférieur ou égal a n est un sous-espace vectoriel de F(R;R).

2. Dans ’espace vectoriel (F(R; R); +, -), Uensemble F' des solutions d’une
équation différentielle linéaire de la forme ay’ + by + cy = 0 (avec
(a;b;c) € R3) est un sous-espace vectoriel de (F(R;R);+,-).

En effet, F n’est pas vide car il contient au moins la fonction nulle. Si
deux fonctions f1 et fo sont solutions de [’équation différentielle, il en est de
meéme de la fonction somme fi + fo. Enfin, si fi est une solution et a € R,
alors la fonction af, est solution.
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Corollaire 6.2.1. Une partie F' de E est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement st :

1. F' est non vide,
2.Vaoe K Yov,weF a-v+wekVF.

Exemple 6.2.2. 1. Le singleton {Og} et E sont des sous-espaces vecto-
riels de E.

2. L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-espace
vectoriel de F(R,R).

3. L’ensemble des polynomes de K[X| de degré inférieur ou égal & un
entier n est un sous-espace vectoriel de K[X]. On le note K, [X].

Remarque 6.2.1. — Dans un contexte de sous-espaces vectoriels, on
étudie Uappartenance de 0 a F :
— 0 € F donne F # 0,
— 6@? F', alors F' n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

— Lorsqu’on souhaite montrer qu’un ensemble F' est un sous-vectoriel
d’un espace vectoriel E, on aura le choix, ou bien d’utiliser la défini-
tion ou bien de se ramener a la proposition 3.

— Dans la pratique, pour montrer qu’un ensemble F' est un espace vec-
toriel réel, il peut étre beaucoup plus facile de démontrer que c’est un
sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel réel connu. C’est pour cette
raison qu’il faut connaitre quelques espaces vectoriels réels les plus fa-
miliers, a savoir :

(R7+7 X) ) (Cv+7') ) (Rn7+7 ) ; (MQ(R)7+7') ) <M3(R>7+7 ) ) (‘F(RaR)v—h') )

Remarque 6.2.2. La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en
général un sous-espace vectoriel.

6.3 Familles libres- Familles génératrice- Bases

6.3.1 Combinaisons linéaires

Définition 6.3.1. Soit n € N* ainsi que T1,Ts,...,Z, des vecteurs d’un
espace vectoriel réel (E, 4+, ).

On appelle combinaison linéaire des vecteurs 1, Ts,...,T,, OU encore
combinaison linéaire de la famille (¥1, T, ..., T,), tout vecteur de la forme :

n
alfl—l—a2f2+-~+anfnzg a;T; avec ai,as,...,a, € R
i=1
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Les réels ay,as, . ..,a, sont appelés les coefficients de la combinaison
linéaire Y . | a;T;.

Exemple 6.3.1. 1. Les combinaisons linéaires de la famille a un seul
élément () sont les vecteurs at ot a € R, celles de la famille & deux
éléments (1, 7) sont les vecteurs ai + B0 ot (a, 8) € R

2. Dans lespace vectoriel (My(R), +, ), on considére les matrices : My =

01 11 . 2 5 .
(1 0) et My = (0 4). La matrice M = (3 8) est une combinai-
son linéaire de M, et My car :

01 11
3M1+2M2—3(1 0)+2<O 4>—M

3. Dans l'espace vectoriel (Ps, +, ), on considére les polynomes : Py(x) =
L, P(x) = z,Py(x) = 2%, Ps(x) = 23. Tout élément P € P3 s’écrit
P(z) = az® + bx? 4+ cx + d, soit P = aPy+ bPy + cPy + dP.

4. Dans lespace vectoriel réel (C,+, %), tout z € C est combinaison

linéaire de 1 et i : (Vz € C)(3(a,b) € R?) z = a(l) + b(i).

6.3.2 Familles Libres-Familles liées

Définition 6.3.2. Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et (Z1,Ts,...,T,)
une famille de vecteurs de E.

— On dit que la famille (21,25, ...,%,) est une famille libre de E, si :

n
(V(ay,az, ... a,) GR”):Z@@:(T — ag=ay=-=a,=0

i=1

On dit encore dans ce cas-la que les vecteurs T1,Zo, ..., T, sont li-
néairement indépendants.

— On dit que la famille (Z1, %o, . .., Z,) est une famille liée de E, si elle
n’est pas libre. Cela signifie donc qu’il existe une famille (a1, as, . .., a,)
de réels non tous nuls vérifiant S0, a;7; =0 :

On dit encore dans ce cas-la que les vecteurs ¥, T, ..., T, sont

linéairement dépendants.

Exemple 6.3.2. 1. La famille (Og) est liée. Plus généralement, toute
famille contenant Og est une famille liée.

2. Soient v1 = (1,2,0), vo = (1,1,1) et vg = (2,1,—1).
Sotent aq, g, a3 € R tels que ayv + aovg + agvy = 0. Cette relation
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nous conduit a la résolution du systéme linéaire suivant :

041+Oé2+2043:0
2(11+CY2+O{3:O

Oég—OngO

qui admet 'unique solution (0,0,0). Donc les vecteurs vy, ve et vz sont
linéairement indépendants dans R3.

3. Soient f1, fa et f3 trois fonctions de R dans R définies comme suit :
Vo € R: fi(x) = cos®(z), folz) =sin(2z), f3(z) =1

La relation cos(2x) = 2 cos 2(z) — 1 implique que la famille (f1, fo, f3)
est une famille lie dans le R-espace vectoriel F(R,R).

Remarque 6.3.1. Dans la pratique, lorsqu’on s’intéresse a la liberté éven-
tuelle d’une famille (Z1, s, ...,%,), on considére (ay,as,...,a,) € R" tel
que :

a19?1+a2f2—|—-~-—|—anfn:6
Si cette égalité nous conduit forcément vers a; = as = -+ = a, = 0, alors la
famille (¥1,%5,...,%,) est libre. Dans le cas contraire, elle est liée.

Proposition 6.3.1. Soit E un espace vectoriel réel.

1. Une famille (Z) constituée d’un seul vecteur est libre si, et seulement
si, ¥ # 0.
2. Les éléments d’une famille libre sont deuz a deuz distincts.

3. St une famille B = (Z1,%s,...,%,) est libre, alors toute famille conte-
nue dans B est aussi libre.

4. St une famille B = (Z1,%s,...,Z,) est lice, alors toute famille conte-
nant B est aussi lice.

5. Une famille B = (¥1,%s,...,%,) est liée si, et seulement si, ['un des
vecteurs de B est une combinaison linéaire des n — 1 autres.

Démonstration
1. Supposons que la famille (Z) est libre. Si & était nul, on aurait 1-7 = 0
ce qui entrainerait () liée.
Réciproquement, si & # 0, I'égalité aX = 0 entraine o = 0, ce qui
prouve la liberté de (7).

95



6.3. FAMILLES LIBRES- FAMILLES GENERATRICE- BASES

2. Supposons que la famille B = (¥, 2, ...,Z,) contient deux vecteurs
égaux. Supposons par exemple que ¥} = Zy. Alors : ¥'1 — ¥y + 073 +
«++ 4+ 0x, = 0, ce qui est en contradiction avec le fait que la famille

B = (4,4, ...,%,) est libre. D’ou le résultat.
3. Supposons que la famille B = (¥, %, ...,Z,) est libre. Considérons
une sous-famille, par exemple (7, 7, . . ., Z,) et supposons que a; 7 +

QoTy + -+ + 0Ty = 0. On peut encore écrire cette égalité :
1Ty + QoTy + -+ iy + 041 + 0Zpig + -+ 07, =0

ce qui entraine la nullité des «;.

4. Supposons que la famille B = (&, 2, . .., @) est lice. Soit (41, ¥a, - . ., Yp) €

EP. Si la famille de vecteurs (%1, Zs, ..., Zn, U1, 2, - - -, Yp) €tait libre,
sa sous-famille (71, Zs, ..., Z,) serait aussi libre d’aprés 3), ce qui est
faux.

5. Supposons que la famille (71, %s,...,%,) est liée. Par définition, il

existe (a1, az,...,0a,) € R"\ {(0,0,...,0)} tel que a;7 + ao®s +
oo+ a,Z, = 0. L'un des q; est non nul. Supposons qu’il s’agit de «;.

On peut donc écrire :
n

T =— E — Ty
an
k=2
ce qui montre que I'un des vecteurs peut s’écrire comme combinaison
linéaire des autres.

Réciproquement, supposons que l'un des vecteurs peut s’écrire
comme combinaison linéaire des n — 1 autres. On a, par exemple
Tyo= Y, By, dou Ty — Y, Bk = 0. Nous avons donc une
combinaison linéaire nulle des vecteurs ¥y, Zs,...,Z, avec au moins
un coefficient non nul (1 # 0), donc la famille est liée.

6.3.3 Familles génératrice

Définition 6.3.3. Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et (Z1,Zs,...,T,)
une famille de vecteurs de E.
— On dit qu’un vecteur ¥ est engendré par la famille (¥1,Zs, ..., T,) il

peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de cette famille.
Autrement dit :

n
(3(@1,042,...,0571) eRn) f:ZC(Z,fz
=1
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— On dit que la famille (21,5, ..., %,) est une famille génératrice de
E, si:

(Vi€ E) ar,az,...,0) ER") F=) a7
=1

On dit encore dans ce cas-la que la famille (Z1,7s,...,%,) engendre
l’espace vectoriel E.

Exemple 6.3.3. 1. La famille (1;1) est une famille génératrice de l’es-
pace vectoriel réel (C;+;-) car tout nombre complexe z peut s’écrire
sous la forme z = a + ib avec (a,b) € R2.

2. Sin € N*, alors la famille des vecteurs (€1;€s; ... ;€,) définie par :

e =(1;0;...;0) 5 € =(0;1;0;...;0) 5 €= (0;0;1;0;...;0) ;

est une famille génératrice de l’espace vectoriel réel (R™; +; ), puisque,
pour tout vecteur ¥ = (x1,x2,...,2,) € R", on a :

n
T = E LL’le_; :I151+$2€2+"'+$n€n
=1

6.3.4 Bases d’un espace vectoriel réel

Définition 6.3.4. Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et B = (¥1; Za;...; )
une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille B est une base de E si c’est une famille libre et
génératrice de E, ce qui revient a écrire :

(er E) (EI!(al;aQ;...;an) GRn) f:Zalfl
i=1

Dans ces conditions, les nombres aq;as;...;a, S’appellent les compo-
santes (ou coordonnées) du vecteur T dans la base B, et on écrit Z(aq; . .. ; an)(p)
ou tout simplement Z(aq;...;ay).

Le réel ay s’appelle la k*™ composante (ou coordonnée) de T dans la
base B.

Exemple 6.3.4. 1) Posons E = 2, oun € N*. Considérons les polynomes
sutvants :

Po:x—1 ; Pi:ixw—ax ; Poixe—at ; Poixe—ad ..., P,izxe—a"
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Montrons que la famille B = (Py, Py,...,P,) est une base de l’espace
vectoriel réel 2P, :

On sait que tout polynéme P : x + a,x™+- - -+ a1x+ag est par définition
une combinaison linéaire des polynomes Py, ..., P,. La famille B est donc
génératrice de &,. Par ailleurs, si a,x™ + -+ + a1x + a9 = 0, alors, par
définition d’un polyndéme nul, tous les coefficients a; sont nuls, ce qui montre
que B est libre.

Cette famille de polynomes est donc une base, appelée base canonique
de l’espace vectoriel Z,,.

. 10 01 0 0 0 0
2) LafamzlleB-{(O O)’(O 0),(1 0),(0 1>}estune base de

Uespace vectoriel (Ma(R), +,-).

Remarque 6.3.2. — Plagons-nous dans l’espace vectoriel réel (R™, +, -).
On a déja vu que la famille de vecteurs B = (€, €s,...,€,) définie
par :

e =(1,0,...,0) ; é&=(0,1,0,...,0) ; ;...; €& =1(0,...,0,1)
est une famille génératrice de l’espace vectoriel réel. Par ailleurs, si
a1€] + gy + - + €, = 0, alors (ay,aq,...,0p,) = (0,0,...,0),
dotay =ag =--- =, =0, ce qui montre que la famille B est libre.

C’est donc une base, appelée base canonique de [’espace vectoriel
réel (R™,+,-). C’est la base la plus naturelle et la plus simple de R™.

— Une fois choisie une base B = (¥1,Ts,...,T,) de E, il arrive souvent
que l’on identifie chaque vecteur ¥ € E avec le n-uplet de ses com-
posantes. C’est pourquoi, une base doit étre une famille (ordonnée) et
non un ensemble. Par exemple, si B = (€], €5, €3) est une base de E,
alors le vecteur de composantes (1,2,3) dans la base B est &,+2,+3¢3
et non pas €y + 2€| + 3és.

Proposition 6.3.2. Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et B = (T1; ;... ;Z0)
une base de E. Soit & et i deux vecteurs de E tels que : Z(ou;...;0n)(p) et

G(Bus - -5 Bn)(m)- Alors :
T4yl + By ;an + By et AZ(Aag;...; o)) (ot A € R)

6.3.5 Dimension d’un espace vectoriel

Proposition 6.3.3. Soit E un espace vectoriel réel, n € N* et B = (Z1; ;... %)
une base de E. Alors, toutes les bases de E ont le méme cardinal. Ce cardinal
est appelé la dimension de E et noté dim E, et on écrit dim ' = n.
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Exemple 6.3.5. 1) Pour tout n € N*: dimR" = n. En particulier :
— L’espace vectoriel R est de dimension 1. Il admet pour base (1) et plus
généralement toute famille formée d’un unique élément non nul.
— L’espace vectoriel R? est de dimension 2. Il admet pour base B =
((1;0);(0;1)).
— L’espace vectoriel R® est de dimension 3. Il admet pour base B =
((1;0;0); (0; 1, 0); (0; 0; 1)).
Ainsi :dimR =1 ; dimR?=2 ; dimR?=3.
2) L’espace vectoriel réel (C;+; x) est de dimension 2 : dimC = 2.

3) L’espace vectoriel réel (Ma(R); +; ) est de dimension 4 : dim My(R) =
4. 1l admet pour base B = (Ay; Ag; As; Ay) avec :

10 00 0 1 00
welon) e Ga) e lo) e (0)

Proposition 6.3.4. 1) Soit E un espace vectoriel réel de dimension 2 et
B = (,7) une base de E.

Soit B' = (u; V) une famille de vecteurs de E tels que i(a;b) et v(a’; V') dans
la base B. Alors :

(B’ est une base de E) < (B’ est génératrice de E) < (B’ est libre dans E) <

2) Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3 et B = (1, 7, /;) une base
de E.
Soit B' = (u; U; W) une famille de vecteurs de E tels que ii(a; b; c) et v(a’;V'; )
et W(a";0"; ") dans la base B. Alors :

a
b

a

(B’ est une base de E) < (B’ est génératrice de E) < (B’ est libre dans E) < |b

Exercices d’applications

(Al moufid en maths)

EXO:1

On considére 'ensemble :

E:{(x;y;z)E]R3|:v+y+z:O}
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1. Montrer que pour tous (x;y; z) et (z';y'; ') de E et pour tout o € R :
(my;2) + (25y52) €E et a-(zy;2) €E

2. Montrer que (E;+;-) est un espace vectoriel réel.

3. Montrer qu’il existe deux vecteurs u; et i, de R3 tels que la famille
(t1; Us) engendre l'espace E.

EXO :2

Soit (U;+;-) Pespace vectoriel des suites réelles, les ensembles ci-aprés
sont-ils des sous-espaces vectoriels de U 7

L’ensemble U; des suites croissantes.
L’ensemble U, des suites décroissantes.
L’ensemble Us des suites convergentes.

L’ensemble Uy des suites réelles (u,,) vérifiant lim w, = +oc.
n—-4oo

AR

L’ensemble Us des suites réelles (u,, ) vérifiant la relation de récurrence :

(Vn € N) tpy0 = 2Upi1 — Uy

EXO :3

Soit & I'ensemble des fonctions polynomiales :
1
f x> az® +bx + c telles que : / 2" f(x)dx =0
0

ou n € N* et (a;b;c) € R3,
1. On considére les deux fonctions polynomiales u et v définies par :

n+1 s n+1
— 7 t — 2 _
u(z) ==z iy © v(r) == m—

(a) Montrer que la famille (u;v) est libre dans I'espace vectoriel réel
(F (R, R);+; ).
(b) Montrer que :

(Vf € &)3(e: B) €R?) f = au + Bu

(c) Montrer que (& +;+) est un espace vectoriel réel de dimension 2.
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EXO : 4

Soit n € N* et a € R*. On désigne par &, 'ensemble des polynomes de
degré inférieur ou égal a n.
On pose pour tout z € R :

Puz) =2F et Qu(z)=(z—a)" avecke {0;1;...;:n}

1. Montrer que (Z,;+;-) est un espace vectoriel réel.

2. Montrer que la famille (Py; Py; .. .; P,) est une base de l'espace vecto-
riel réel (P; +;-).

3. (a) Montrer que pour tout k € {0;1;...;n} :

k
b, = Z Cra*™Q;
i=0
(b) En déduire que la famille B’ = (Qo; @1;- - .; Q) est une base de

I'espace vectoriel réel (Z,; +;-).

4. Pour tout k£ € {0;1;...;n}, on considére la fonction numérique Gy
définie sur R par :

1 2x
Gp(x) = ;/ Py(t)dt sixzeR*

Gr(0) =0
(a) Montrer que pour tout k € {0;1;...;n}: Gy € £,.
(b) Pour tout k € {0;1;...;n}, déterminer les coordonnées de Gy, dans
la base B’.
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