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Avant-propos

4+ Ce manuel est congu dont:
= la simplicité d'utilisation favorise le travail en autonomie de I'éleve.
= J’accessibilité tient compte des attentes diverses des éleves.

= la variété des situations et des exercices permet de développer les
notions.

+ Chaque chapitre se décompose de la fagon suivante :

= un résumé du cours écrit dans un langage simple, suivi d'un exemple
et / ou d’'une méthode pour mettre en pratique la notion.

* Des exercices dans quatre rubriques :

@ QCM : permet de vérifier I'acquisition des savoirs et la maitrise
des savoir- faire.

¢ Appliquer : I'éléve dispose ainsi en vis a- vis d’outils favorisant
I'acquisition des savoirs et des savoir- faire.

¢ S’entrainer et se perfectionner: offrent des exercices dans
lesquels sont mis en ceuvre les diverses notions du chapitre dans
une démarche plus approfondie ou en les associant a d’autres
notions abordés précédemment. Leur nombre et leur variété
permettent de répondre aux différents besoins des éleves.

Les auteurs







—B, Chapitre N°1

Continuité et Iimites

I) Résumé du cours

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. Soit X,un réel de I.

On dit que f est continue en X, si limf =f(x,)

e Toute fonction polynéme est continue en tout réel.
e Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble de définition.
e Les fonctions x — cosx et x b sinx sont continues en tout réel.

®_

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert L. Soit X,un réel de I et k un réel.

@ Sifetgsont continues en X,alors les fonctions f + g, fg, et kf sont continues en X;.

@ Si f est continue en X,et si f(x, )= 0alors la fonction % est continue en X;,.

i . . oo il :
@ Sifet g sont continues en X, etsi g(x,)=0alors lafonction — est continue en X,.

8

@~ Si de plus f est positive sur | et si f est continue en X,, alors la fonction Jf est continue

en X,.

A) Limite d’'une somme

Si f a pour limite / Vi b | g0 | w5 S
Si g a pour limite £' | 400 | 0 | 400 | —o0 —o0
Alors f +g apourlimite | +¢' | 400 | 0 | +o0 | —oo | Forme indéterminée
B) Limite d’un produit
Si f a pour limite ! 120 400 OU —o0 0
Si g a pour limite 2 +00 QU —0 +00 OU —oo +00 OU —co
i +oo OU —o0 +oo OU —o0
Alors fxga pourlimite| ¢x ¢ . ) ) ¥ Forme indéterminée
Suivant les signes | Suivant les signes
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C) Limite d'un inverse

@_

0 0
: - +o0 OU
Si g a pour limite | £'#0 Par valeurs Par valeurs
£ . 7 —00
supérieures inférieures
1
Alors — a pour 1
1% ? —+c0o —00 0
limite
D) Limite d’un quotient
Si f a pour +co 0uU
A1 £ I >0 0 +00 OU —o0 +00 OU —o0
limite —00
0 par valeurs 0 par valeurs
P +o0 | supérieures supérieures
g- p '#0 | ou ou 0 ou £'#0 +o0 OU —oo
limite
—oo | 0 parvaleurs 0 par valeurs
inférieures inférieures
400 oU
¥ 400 0U —o0 400 0U —00
Alors —a ! 1 Forme ) —c0 Forme
g = 0 Suivantles | , ., o Suivant les ] " e -
e A B indéterminée i — Suivant les | indéterminée
pour limite g g signes

E) Regles opératoires
= La limite en +o ou en —oo d'une fonction polyndme est égale a la limite de son terme de
plus haut degré.
= Lalimite en +o0 ou en —oo d'une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient de ses
termes de plus haut degré.
= Si lim f(x) =L alors la droite d’équation y = L est asymptote horizontale ala courbe Cf

X—+ w

entoo.

= Si limf(x) = o alorsla droite d’équation x = a est asymptote verticale a la courbe Cf .

x—a

= Si lim f(x) - (ax+b)=0 alors la droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique 2 la

courbe Cf en+ .

= Si lim f(x)= oo et lim S +o alors C ¢ admet une branche paraboliqgue de

Xx—t+ o X

Xt oo

direction (Qy). (type x2).
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* Si lim f(x)= to0 et lim I3 o 0 alors C radmet une branche parabolique de direction

x—t x—>+ o0 X

(0x). (type\/x).

Si lim f(x):ioo et lim S a#=0 alors deux cas peuvent se présenter selon

| X—dtw x—>t w® X

lim f(x)-ax

x>t

* Si lim f(x)-ax=halorsladroite d’équationy = a x + b est asymptote oblique a C en + oo,

XxX—* o

* Si lim f(x)-ax =00 alors C radmet une branche parabolique de direction la droite

x—t oo

* d’équation y = ax en *o.
Théoréme :
@ Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel « et g une fonction
définie sur un intervalle ouvert ] contenant le réel f(q).
Si f estcontinue en aet gest continue en f(a), alors go f estcontinue en a.
Conséquence :

f est continue sur [
Si < gest continue surJ alors go f est continue sur I.

f(hcJ
Théoréme :
@ Soit /' et g deux fonctions. Soit 4,5 et ¢ finis ou infinis.

Si lim f(x)=b et limg(x)=c alors limgo f(x)=c.

x—ra x—b
Théoréme :
@ Soit /', g et h trois fonctions définies sur un intervalle [ sauf peut étre en un réel a de I.

Soit deux réels ¢ et ¢'.
= Si f(x)<g(x)pourtout xe etsilimf=¢et limg=1¢',alors £<¢'.
" SiA(x)< f(x)<g(x)pourtout xe/etsilimh=limg=2~¢,alors limf=2¢.
= Si f(x)2g(x)pourtout xe7etsilimg =+w,alors lim f = +w.

= Si f(x)<g(x)pourtout xe/etsilimg=-oo,alors lim f =—ow.

Ces résultats restent aussi valables lorsqu’on remplace « par zco oupar ¢” ou a”.
Théoréme :

L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires :

@ Soit /' une fonction définie et continue sur un intervalle I.

Soientae’ et bel.
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Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre azetb
tel que f(c)=k

On peut aussi I'exprimer sous la forme: L'équation f(x)=k a au moins une solution c

comprise entre a etb.
En particulier, si f(a)x f(b) <0alors I'équation f(x)=0admet au moins une solution dans

]a,b[ .

Side plus f est strictement monotone sur I, alors c est unique.

et

k -

Fla)H
f est f n'sst pas
stricternent strictemeant
monotone rmonotone

Conséquence :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I.

Si f ne s’annule en aucun point de [ alors elle garde un signe constant sur I.
Théoréme :
Si f est continue sur [a,b] alors 7 ([a,5])=[m,M]
Ol m est le minimum de f sur [a,b] et M est le maximum de f sur [a,].
F) Cas des fonctions monotones :
Théoréeme :
* Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a,b[ ( b fini ou infini ).
= Si f estcroissante et majorée alors f posséde une limite finie en b.
= Si f estcroissante et non majorée alors f tend vers +w enb.
* Si f estdécroissante et minorée alors f posséde une limite finieen b .

= Si f estdécroissante et non minorée alors f tend vers —o en b.

Théoréme :
@ L'image d'un intervalle I par une fonction continue et monotone sur I est un intervalle de
méme nature.,
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Exemples :

Intervallel | 7 eststrictement croissantesurl | f eststrictement décroissante sur I
1=[a] f()=[/ @,/ ®) ) =[/®).1@)]
1=[a] S =] f@tim f| f)= Jim . /@]
I=[atee] fO=[ f@tim s (= Jimf. /@)
1=1a,5] £ = Jim £, tim £| £ = im 7. 1im f|

II) Exercices
W o-cu L TR
La figure ci-contre est la représentation graphique |
d’une fonction f définie et continue sur IR. e L e i
On note que (&) admet au voisinage de - © une |

asymptote horizontale d’équation y = 0, et au
voisinage de + oo une branche parabolique de

direction celle de I'axe des ordonnées.
Pour chaque question indiquer la ou les réponses
exactes :
1) Soit h une fonction définie sur IR, de méme
signe que f et telle que pour tout réel x, on a:
f(x) <h(x). On a alors :

a) limh=-o SO TCH S A R

—C

b) limh=0

c) limh=+o0

2) Soit g = % Onaalors:
a) gestdéfinie sur IR*; b) g est définie sur IR\{2}; c¢) limg=—o0 ; d) limg =—0

d) (&g) admet une asymptote verticale.

1414 %%

3) Soit k la fonction définie sur IR* par: k(x) = ————. On aalors::
%

a) limfok=-3; b) limkof=1; c) limfok=-3; d) limfok=+4w ; €) limfok=-
40 oo —0 0 0-
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W Q-C-M

Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé(O,i,j). Cr est la représentation graphique d’une
fonction f:

o a4
Pal
CE
1
i
ot
]
2 2 3 2 ] 1 > s 2 3
1
F1 AT 1 a4+
F3
<21
2 2T
1 sl
Al 3
F4 |3t 2 c, 2t
e
b e
J ! 2 2 3 5
1 |
t (s +
-2 1 | 3
1
-1
2T Fr
C
f 2
1‘F Cf
g
J
B 3 2 3 g
9 1
F7 E % : 3
21
at
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W APPLIQUER |

Dans le graphique ci-contre, on a

représenté la courbe (Cf) d'une fonction f ———— o

au voisinage de + o, la droite y = 1 est une |
asymptote a (Cf) au voisinage de - « et Pt
I'axe des ordonnées est une asymptote a

définie sur IR*, LG DR . 3 8 (. 16 O S 1 N D
La droite A : y = x est une asymptote a (Cf) L } -

(Cf) a droite et a gauche en 0. -g

Utiliser le graphique pour répondre.

1. Déterminerlimf, lim f(x)-x, lim flx) , lim - et limf(x)sin 2.3 .
+o0 X—y+o0 x-m x—>-1f ( X) x—0 t ( x)
2. Déterminer f(]- oo, - 1]), f([-1, O[) et f(]O, 1]).
3. Montrer que la fonction g définie par g(x) = % est continue sur IR*\ {-1}.
\f %

4. La fonction g admet elle un prolongement par continuité en 0 ?

W APPLIQUER

Dans chacun des cas suivants, déterminer par lecture graphique 'ensemble f(I) image par f de

I'intervalle I.
1)
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M

2)

I=]1, + .

i

3)

1=10, 3.
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W S’ENTRAINER

1) Soit f : x > x* sin[l]+1, YzeIR%
X

a) Montrer que: Vxe IR, 1-x" < f(x)<1+x%,

b) Chercherlign 7
c) Chercher lim f etlim f .

x+sinx

2) Soit g: x> ,VxelR.

2 —sinx

Va1 XT_ISg(x)Sx-i—l
a) Montrer que:

Vx < -1, x—ng(x)éx?H

b) Chercher limg et limg

W S’ENTRAINER
La fonction 7 a pour tableau de variation :
x —o0 =] 0 +00
0 +
f(x) AL 8 L
—c0 —c0 —o0

Donner en utilisant ce tableau les limites suivantes :

1 1 1 = D=y
1imf(J§) ; lim f(—1+—] : lim f(—1+—] ; 1imf(~—] ; limf(z—J ot e
X4 x—+o x X—y— X x50 X T—3+m P | X0 Vil x
lim f(x “).
x>0 Zx_l

W S’ENTRAINER

En appliquant le théoréme sur la continuité d’une fonction composée, justifier la continuité de
chacune des fonctions suivantes tout en précisant son domaine de continuité.

1) f(x)= tan[%(x—%n
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2) f(x) :cos[x_!-;J

x._

3) f(x)= cos(\/x"- —1)

4) f(x)= cotg[ir(2x—%n
S’ENTRAINER

Dans le repére (0,1}), ci — dessous, est tracée les courbes représentatives ( C ) et ( C')

respectives des fonctions fet g.

La fonction f est définie sur] - oo, - 1] et
la fonction g est définie sur ]2, 4].

1) Donner graphiquement :
f(-1),f(-2), g (4),g(3), li_1;nf et li;:ng.

2) En déduire go f([-2, -1]) et lim gof(x).

3) Etudier le sens de variation de g o f sur ]-oo, -1].
4) Prouver que I'équation
g o f (x) = %2 admet une solution unique a dans -2, -1[.
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; SE PERFECTIONNER

’ -
NI+t -1 st
X

Soit f 1a fonction définie sur IR* par f(x) = { | [,T]
x’sin| —

X .
six>0

[ 1+x?
1) a) Montrer que, pour toutx > 0, | f(x) | < x°.
b) En déduire la limite de f a droite en 0.
c) f est elle prolongeable par continuité en 0 ?
2) a) Justifier la continuité de f sur ]0, + oo|.
1+ x2

.4 - » ” - " r:
b) Montrer que I'équation : sm[—J = admet au moins une solution dans l'intervalle

X x°

[1, 2].
3) Calculer limf et montrer que limf= 7. Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
— + o0

@ SE PERFECTIONNER ,
Sin x
-2+

sixe ]m, O[
X
Soit f la fonction définie sur R par: r(y)={2x’ —3x* 1 sixe[0,2]

Ix =l w1 Sixe]2,+oo[

1) a) Montrer que pour tout réel x de l’intervalle]—oo,O[, ona: — 2+l <f(x)< - 2—1.
X X

b) En déduire la limite en — « de f.
2) Calculer lim f(x) et lim f(x) — x .

3) Montrer que f est continue en chacun des réels 0 et 2.
4) a) Calculer f ' (x) pour toutréel x de l’intervalle[O,Z].

b) Dresser le tableau de variations de f sur cet intervalle.
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o

w

ma
'-h-..‘_m__h_‘_-_

L]

| 2

c) Montrer que I'équation f(x)=0admet une seule solutiona e [0,2] . Vérifier quel.6<a <1.7.
5) On donne ci - dessous (Cf) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du

plan.
Répondre aux questions suivantes, en utilisant le graphique :
a) Donner le signe de # suivant les valeurs de x.

b) Déterminer les limites éventuelles suivantes :
2x 1 1

lim £(+/x); lim ; lim ; lim f| = |.
x—>+m'f( ) x—)wf(zx_3) x—-a-+x|f[x2+lj x—> 0 f[x]

c) Determiner les images de chacun des intervalles suivants : [0,2] et ]2, +oo].
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Corrigé M

Réponses

Commentaires

1. Soithune
fonction définie sur
IR, de méme signe
que f et telle que
pour tout réel x, on
as

f(x) <h(x).Ona
alors :

limh=0
lim#A =+

Vxel-o2],ona: f(x)<h(x) <
0

limf =0 = |limA =0

Vxe[2+w,ona: 0<f(x) <
h(x)

limf =400 = [limA = 4o

4o

<o

2. Soitg=—.0na
f

alors :
g est définie sur

IR\{2}

limg = -

(€e) admet une
asymptote verticale

1
f(x)=0<x=2doncg=— est
f

définie sur IR \{2}
limf=0 =

1 1
limg=lim—=|—]=-x
= * f (i

1 1
limg=lm—=|—|]=-
2" T f o

1 1
limg =lim—={|—|]=+w»
5t 7 g o

—La droite d’équation x = 2 est
une asymptote verticale a (&g)

3. Soitkla
fonction définie sur
IR* par: k(x) =

T4+ 1 422

X
On a alors:

Imfok=-3

-z

Iimkoef=1

imf ok = +oo

1+N1+x2
limk = im————

- P x

| 1
| =+ f—+1
57 x2

=iy
g £

limf = f(1) = 3= |limfok =3
1 v

limf =+ € limk =1

4o <

=|limkof =1

1iI_le=+oo et limf = 4+

) o

= Iimek = +c0

0

B F;: of n'est pas définieen 1

[f n'est pas continue en 1

=< f n'est pas continue a gaucheen 1

|
L

f n'est pas continue a droite en 1

(17—

olimf(x)=limf(x)=2= linllf(x] =
x—1" X1 X,

M F;:ef estbien définieen 1 etf(1)= [I1
e limf(x)=-1=f(1)<>f est continue a droite en 1.
x=1"
e limf(x)=1#f(1)<fn'est pas continue a gauche en 1.
x—1"
=fn’est pas continue en 1.
B F3 : of n'est pas définieen 1
f n'est pas continue en 1
=< f n'est pas continue a gaucheen 1
f n'est pas continue a droiteen 1

e lim f(x) =+
1"
donc liﬂll f(x)=—

o lim f(x) =

x—1"

B F,:efestbien définieen1 etf(1)=2

ef n'est pas continue en 1

e lim f(x) =2 = f(1) <f est continue a droite en 1.
x—1*

M F5: of est bien définieenl etf(1)=1

e lim f(x) =2 # f(1)<>f n’est pas continue a droite en 1.
x—1"

e lim f(x)=—1#f(1) &f n'est pas continue a gauche en 1.
x—1

=f n’est pas continue en 1.

M Fq: of estbien définieen1 etf(1)= [
° lirlq f(x)=-1=f(1)<f est continue a droite en 1.

e :1‘1_)1}1 f(x)=—-1=f(1)<f est continue a gauche en 1.
=f est pas continue en 1.
M F7: of n’est pas définie en 1
f n'est pas continue en 1
=>4 f n'est pas continue a gaucheen 1
f n'est pas continue a droite en 1

e limf(x)=—0

217

elimf(x)=-o

-1

B Fg:ef estbien définieen1 etf(1)=1

e lim f(x)=1=f(1) <f est continue a gauche en 1.
¥>1

e lim f(x) = +o0 <f n’est pas continue a droite en 1.

x—1"

=f n’est pas continue en 1.
B Fq : of n'est pas définieen 1

f n'est pas continue en 1
=< f n'est pas continue a gauche en 1

f n'est pas continue a droite en 1
elimf(x)=1

x—1
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W APPLIQUER

x —3x + 2x c'est une forme indéterminée

Xy
—=

3
lim+/x* =3x +2x = lim [x [1——]+2x

X=p—0 =

= lim || 2 ¢ 2ol
X0 b 1L

=5 o

x x=—xm

e lim+/x° ~—3x+x F ind
\—’_J

X=b=t0
0 T3

) 2 L XE=3x—x
IimvVx —3x +x=lim———e———
S Tl —3x—x
! +3% ) 3 3
= lim = lim =
X3 3 x—bom 3 2
FE == T—=—k1
x x
1
¥ 2— [1+—
x2
C 2x—-Nx' +1 b
[ lim—————————— =1im =
R 3x+5 s
¥ 3+—
X
W
limxsin| — | : Find
. X%M-:K‘ x
v
__.,_".a

lim x sin = lim
X—=4x0 x x—+40

=

. mInX
lim

X—0"
Q=0 X
Onpose X=—

x

=1

¥

V APPLIQUER

1 hmf— + w0, limf(x) x=0,

lmi[x—]=[ij—0, limi—[LJ:ﬂo et

X——0 Y —00

lxi_l%lf[x)sin[TiJ = 1imf =1

x—0
f(x)
—_

o
2. f(0-,-1]) =10, 1[ f([-1,0) =
= [2, +eol.

glx)= f EXIStE, si et seulement si x € IR* et

f(x]¢0<:>xe IR* i)

1 . o
— est continue et positive sur IR*\ {-1} = gest

[0, + oo et £(]0, 1])

continue sur IR* \ {-1}.
4. hmg- lim = =0 => gadmet un
x—0 f[X)
e

prolongement par continuité en 0.

V APPLIQUER

1. f([0,3]) =[-1, 2]
2. f(J1,+0[) =]0, + oo
3. f(]0,3[)=]-, 1]

W S’ENTRAINER

a) VxelR, —1<sinx<1
=>VxelR, x—-1<x+sinx<x+1

1
=1

1
VxelR, 1<2-sinx<3=VxelR, —<
3 2-sinx

V x>1, 0<x—-1<x+sinx<x+1 et

I

& & =N x

1 %-—1
=k —— fe) S xl
3 2-sinx 3

V x<-1, x—-1<x4+sinx<x+1<0 et

1
o =6 221 wode fae X -

1
—<
3 2-sinx

x—1
b) Vx>1, —< f(x)<x+letjnXl_ .
3 v 3
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x+1 Cox+1
et lim

3 X—-m 3

= —ow alors

(lm Az = 1
lim+/x =40 s m i el
b= el s KRV

(lim f == limf = £(-1)=0
(=11
1 lim—1 L i 1
]jmf(_l-;_—):[) 3 o= "'x’(_) :>limf(—l+—)={) ;
' % lim f = f(~1)=0 .
=1y
& 1 " -1 o
im — = —00 1 . | Hm =
A= X j““?f(_) = gl =
limf=—o L lim f = -0
— o

Bk s 2+x
limf/=0
x4 e
Jﬂ,gx,l_ :>11mf( ]:—oo
e 2x—1
lim f = -0

3
festdéfinie sur IR \ {-— +2k, ke Z}
2

= o 1 3
(xl—>—(x——)) est continue sur]R\{*+2k, k EZ}
2 2 2

T
< tan est continue sur IR \ {— +km, ke Z}
2

3 T
u([R\{-+2k, k EZ})C IR\ {—+kﬂ', k EZ}
L 2 2

3
= f=tan o u est continue sur IR \ {— +2k, ke Z}
2

+1

2. Flx)= cos[x ) ; fest définie sur IR \ {1}

x—1

“ x+1 _
x> est continue sur IR\{1}
x—1

cos est continue sur IR

u(IR\{1}) c R

L

= f=cos o u est continue sur IR \ {1}
3. fx)= cos(\/xz = 1) ; fest définie sur

oo, ~1] W [1,+50]
(x|i> xz—l) est continue sur ]—w,wl]u[l,m[

cos est continue sur IR

u(Joo,—1]U[l, 4] ) c IR

— f=cos o u est continue sur ]—oo, —1] U [l, +ao[

3
4. f(x)=cotg (E(Zx —)j ; f est définie sur
4

3 Kk
IR\ {—+—, keZ}
8 2

i » 3 3 -k
x> 7| 2x—— || estcontinue surIR\{—+—, ke Z
4 8 2

J cot g est continue sur IR \ {kfr, kel}

3k
u(IR\{—+—, keZ})c]R\ {kr, k e Z}
| A

3k
= f=cotg o u est continue sur IR \ {—+—, ke Z}

B2
S’ENTRAINER

1. f(-1)=4;f(-2)=3;g(4)=0;:g(3)=1et

limg =+o0
p
2. gof([-2,-1]) = g(f([-2,11)) = g([3.4]) = [0,1] et
limf(x)=2"
lim g o f(x) =+ oo car

S limg =+

3. feststrictement croissante sur ]-oo, -1] et g est
strictement décroissante sur ]2,4]
= g o fest strictement décroissante sur |-, -1]

f est continue sur ]—oo, —l]
4, < g estcontinue sur |2,4]

£ (o0, -1]) = ]2.4]

= g o fest continue sur |-, 1]

en particulier sur [-2, -1]

@_
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1
gef(-)=0<—< gof(-2)=1
2

g o fest strictement décroissante sur [-2, -1]
= l'équation g o f (x) = ¥ admet une solution
unique a dans ]-2, -1[.

1+x% -1
—— six<0
f(x) = i
(%)
X sm|—
— X/ six>0
1+ x2
' x =
1. a)vx=>0,|f(x)| = sin| — || <X
1+ x? x 1+ x2
o
b) Vx>0,[f(x)|< x’ et limx’ =0 =
x—0°
lim f(x) =0
x—0"
Lz =1
&) hmF=limo
0 =0 X
X2 { x
= lim=——=—=0

oy x(Viez2 +1) o 1422 41

limf= limf =0 = f est prolongeable par
0 o'

continuité en O etona:

Nl+x2—1

six <0
x
WS T
x sin| —
glx) = X six >0
1+ x2
0 six =0

est le prolongement par continuité de fen 0

3

stin(
2. Vx>0 fx)=———,
1+ x?
3

3. onpose u(x)= sin(z) etv(x) =
x L+ x®

v est une fonction rationnelle continue sur son
domaine de définition IR en particulier sur 0, + o[

T
(x — —) est continue sur IR*, en particulier sur

X
10, + =]
© (x ‘
= | x+>sin| — || est continue sur |0, + oo
x

f=u+ v est continue sur ]0, + [

D

o (zr)
X smn\|—
i 1+ %2 o
b) sm(—)= e =l&fx)=1
X x 1+ x?
f est continue sur ]0, + o[, en particulier sur [1, 2]
f(1) = 0 et f(2) : 0<1 i
=le = = Al < =
5 5

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 1 admet au moins une solution

dans [1, 2]
/ 1
X[— 1+*—2' —1}
; N1+ x2 -1
g Tl = gt ey =
-« == X x——m X

o
d) =lim—,Jl+—-1=-2
X—3— @ xz

= la droite d’équation y = - 2 est une asymptote
horizontale a (Cf) au voisinage de - «©

s . [ . T
x sin| — 3 sin| —
x x X

limf= lim = i X =4
o X—rt o0 1+x2 ot w ] 4 x2 1
Tt ==
" X
—
N

= la droite d’équation y =  est une asymptote
horizontale a (Cr) au voisinage de + «©

W SE PERFECTIONNER

-2+ e sixe ]—ooD[
X
Flx)=42x —3x -1 sixe[0,2]
2x=Nzx =z-1 sixe]2,+co[

L
1. Calcul de la limite en - o de f: les régles de

calculs de limites sont inapplicables ici puisque la
fonction sinus n’a pas de limite en - co donc a recourt
aux encadrements.

a) VxelR ona:-1<sinx<1=Vx<0,

1 sinz 1 1 sin x 1
£ oy = Jafeag )4 B
X X X X ' X

X
1 1
=2 Vx<0,-2+— £ f(x) - 2——
X e
1 1
b) Vx<0,-2+— < f(x)€ - 2-—
X

X

1 ’ 1
Iim-2+—=-2 lim-2-—=-2
Xmb—iD x Xp-x X
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= Iim f =12

2. lim f(x)= lim2x-vVzx —x-1

I+ P

=40

1
x2
Tl

“0

A -

Im f(x) —x=limx—+/x*—x-1=

i Fw >t

-4

1

NB: lim f(x)=+wet lim f(x) - x=— =La
X + ™ I=4 +m 2

droite d’équationy = x + 5 est une asymptote

oblique a (Cs) au voisinage de + co.
3. Continuité de fenOeten?2:

. , sin x
e limf=lim-2+——=-1= f(0)= fest
0 x—=0 X
1
continue a gauche en 0.
lim f = lim 2x’ -3x" —1=-1=/(0)= festcontinue a

x-0"
droite en 0.
Ainsi fest continue en 0.
e limf=1lim2x -3x' -1=3=f(2)= fest
.

x—2

continue a gauche en 2.

lizl}lfzzij?aﬂf— fx’—x—l =3 = f(2)= fest
4 1

continue a droite en 2.

Ainsi fest continue en 2.

4, a)Vxel0,2],

f(x) =25 =3x" =1 = f'(x) = 6x*—6x = 6x(x—1)
x 0 1 2

x| o s +

e v o

c) Equation f{x) = 0dans [0, 2] :

e A0, 1) = [A1), f0)] = [2, -1] (image d'un
intervalle par une fonction continue strictement
décroissante)

0 ¢ [-2, -1] donc I'équation f{x) = 0 n’a pas de
solutions dans [0, 1]

e fest continue et strictement croissante sur [1, 2]
donc fréalise une bijection de [1, 2] sur [-2, 3]

= l'équation f{x) = 0 admet une solution unique «
dans [1, 2]

o f{1.6)=-0488<0etf{1.7)=0.156>0

= L6 <p=1¥

5. Lecture graphigue :

x |—oo

f(x)

[
b A
-+

b) Limite d'une fonction composée :
lim \/_ = 400
e T :Hmf(\/;):ﬂo

lim f = +00 s

i

1m = 2

g mdp—3 lim f( - )z-z
lim f = ) =2 = N3
1

1
lim =i 1
s =mgia] limf( ):-1

lim f = f{)=—1] """ 3*
r
1
lim— = - 1
e EHUX ]_[mf(—):—z
i AT )

¢) Image d'un intervalle par une fonction continue :
» f[0, 2]) = [min f, max f] = [-2, 3]
o (2 4e[) =3, 4o
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Suites réelles

I) Résumé du cours
1) Suites arithmétiques

a) Définition :

On dit qu'une suite U est une suite arithmétique de raison r ol r est un nombre réel si
pour tout entiern,on a: Un+1 =Un+r,(reR)
b) Terme général :

Pour tous entiers naturels quelconques n et k, si la suite (u) est arithmétique de raison r
alors on a: up = uk + (n - k).r. En particulier, on a: un = up + n.r
Réciproguement : Si a et b sont deux nombres réels et si la suite U est définie par:
Un = an + b, alors cette suite est arithmétique de raison r = a et de premier terme up = b
¢) Somme des termes d'une suite arithmétique

Pour une suite (u) arithmétique de raison r, soit Sn = up + Un-1 + v + U1 + Up .

5 = (n+1)(uy +u,)
2
Relation que I'on peut mémoriser sous la forme :

i nombre de termes de la somme x (premiérterme +dernierterme)
= 2
d) Limite d’une suite arithmétique :
Pour une suite U arithmétique de raison r, on a, pour tout n entier narturel,u, = up + n.r.
Donc, on en déduit que :

e la suite (u) diverge vers +oo0 sir est >0

e la suite (u) diverge vers —oo sirest<0
e la suite (u) est constante sir = 0
2) Suites géométriques
a) Définition :
On dit que la suite U est une suite géométrique de raison g, ol q est un nombre réel, si
pour tout entier naturel n, on a: Up:1 = . Un

b) Terme général :
Si (u) est une suite géométrique de raison g, alors pour tout n et tout k entiers naturels, on a:

En particulier, on a: ua = gq™.u,.

Réciproquement: Pour a et b réels, la suite (u) définie par: Pour tout n entier naturel, u, =
a.b "est la suite géométrique de raison q=b et de premier terme ug = a.

¢) Somme de termes d’une suite géométrigue

Si g est un nombre réel et si n est un entier naturel alors:
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1_ n+l
el+gq+q?+..+qn= i si q est différentde 1
=
el+q+qg®+..+q"=(n+1) sig=1.

Si la suite (u) est géométrique de raison q différente de 1,

i 1_qn+l
alors la somme des (n+1) termes de cette suite : S, =Zu,{ :est Sn=1up 1
k=0 -4

Relation que I'on peut mémoriser sous la forme:

S 1 er terme x [ 1 - raison nbre de termes)
& 1 - raison

d) Limite d'une suite géométrique
Si q est un nombre réel, alors on a:
Théoréme

eSi —-1<g<+1 alors lim(q")=0
eSi g>1 alors lim(q”):+oo
eSi g=1 alors Iim(q”):l

eSi g <-1 alors la suite (q”) n’a pas de limite.

%4 con vergence et limite d'une suite
1) Sens de variation d’une suite

(u,) étant une suite numérique, on pose les définitions suivantes:

a) Définition d'une suite croissante

On dit que la suite est croissante si pour tout n entier naturel, on a : Un <Uns1

Onadonc, up <ui< uz<uz....
b) Définition d'une suite décroissante :
On dit que la suite est décroissante si pour tout entier naturel n, on a :
Onadoncup+1 <Up € Upi <. Uz € U1 € Up
¢) Définition d'une suite constante
On dit que la suite est constante si pour tout n entier naturel, on a : un
Onadonc,up =u;= uz=us....
d) Définition d'une suite monotone
On dit que la suite est monotone si elle est croissante ou décroissante.
e) Méthodes a suivre :
Pour déterminer la monotonie d’'une suite (u,), On peut calculer :

Up+1<Up

= Un+1
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e U -U

n+H n?

si le résultat est positif ou nul, la suite est croissante, par contre si le

résultat est négatif ou nul, la suite est décroissante, enfin si le résultat est indépendant
de n, alors la suite est arithmétique

u = r £ L3 z A .
o ™ siun,> 0, et dans ce cas si le résultat est supérieur ou égal a 1, la suite est

u?l
croissante, par contre si le résultat est inférieur ou égal a 1, la suite est décroissante,
enfin, si le résultat est indépendant de n, la suite est géométrique.
2) Majorant, Minorant

a) Définition d'une suite majorée

On dit que la suite (#,) est majorée s'il existe un réel M tel que pour tout n entier naturel,

ona: Un <M. On dit que M est un majorant de la suite.

b) Définition d'une suite minorée

On dit que la suite (#,) est minorée s'il existe un réel m tel que pour tout n entier naturel,

ona:m < u,On dit que m est un minorant de la suite.

¢) _Définition d'une suite bornée

Sila suite (u,) admet un majorant et un minorant, on dit qu'elle est bornée.

Il existe donc M et m réels tel que pour tout n entier naturel, on a: m < u, < M. On remarque
que la suite est bornée si et seulement si il existe un réel A tel que pour tout n entier naturel,
ona:|us| <A

Remarque

- Une suite croissante est minorée.(Car pour tout n, on a: Up < ).

- Une suite décroissante est majorée.(Car pour tout n, on a :up >u,)

3) Convergence et limite d’une suite

U est une suite numérique et L. un nombre réel.

a) Définition de la convergence

On dit que la suite U converge vers L ou admet L pour limite si: Pour tout r> 0, il existe un
entier N tel que sin> N alors |uy-L | <r
Ceci signifie que la valeur L sera approchée d'aussi prés que 1'on veut par la suite U 4 partir du
moment ou n est choisi assez grand. On écrit alors:
lim #, = L On dit que la suite est convergente.

n—>+o0
UI].
L+ ~
e T e
* .
Lu ____________ :. ___________ ... Py e E
__________ rlisalin S B B ok S i
LT O
: :
QO D 1

Remargque : si une suite a une limite, sa limite est unique.
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. . y
% Suites divergentes :
La suite U est dite divergente lorsqu’elle admet une limite infinie ou bien lorsqu’elle
n’admet pas de limite.

Exemples:
1) un =nZ + 1, est une suite divergente car lim (U, ) = +

Un -------------------- *
ol
i i
8 e i Wi e
L] 1 :
: bt
0 iz 19

2) La suite U définie par:U, = (tl)n est divergente car elle n’a pas de limite
U
n

= [t-11"

) . . .

] -

b) Propriétés concernant les limites
Propriété 1

Si la suite U est croissante et admet un majorant M alors cette suite est convergente et sa
limite L est inférieure ou égale a M.

Attention : on a L <M et non nécessairement L. = M.

Par exemple, la suite définie par " up = 1 - " est croissante et majorée par 2, mais sa

n+l
limite est L= 1.
Propriété 2

Sila suite U est décroissante et admet un minorant m alors cette suite est convergente et sa
limite L est supérieure ou égale a m.

Propriété 3

Toute suite monotone et bornée est convergente.

De plus, si on a: m <un< M, pour tout n entier naturel, alors sa limite L vérifie m <L <M.
Propriété 4 : Théoréme dit "des gendarmes”

Soient trois suites numériques (u) , (v) et (w) telles qu'il existe un entier N tel que, pour
tout entier naturel n > N: v, <un <wn. Si les suites (v) et (w) convergent vers L alors la suite (u)
converge aussi vers L.
sin(n)

Exemple : Soit u, = 1
n+

On sait que la fonction sinus est comprise entre -1 et 1. Donc, pour tout n entier naturel, on a:
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1 <sin(n]< 1

n+1 n+1 n+1

1 . :
commeona: |im —4—7: 0 On obtient que la suite (Un) converge vers 0
niseo 11+

Propriété 5 :
Si une suite (u,) est croissante et non majorée, alors lim u, =+

n—>+00

Si une suite (un) est décroissante et non minorée, alors lim u, = —o.

n—r+co

Remarque :
Une suite non majorée n’a pas nécessairement pour limite +co. Une telle suite a des

termes aussi grands que l'on veut puisqu’elle n’est pas majorée, mais elle n'a pas
nécessairement ses termes aussi grands que l'on veut a partir d’un certain rang. On peut citer

comme exemple la suite u, = [(— 1" +1]><n ;
4) Suites définies par : un+1= f(un)
Généralités

Pour une fonction f définie sur une partie I de IR, et pour une valeur a de |, on peut définir
la suite récurrente (u) suivante : up = a et pour tout n entier naturel, si u, appartienta I, alors

Un+1 = f(un). Si f est croissante sur I et si f(I)c1, alors, la suite (U_ ) est monotone. Si de plus
n P

I'équation f(X) =X admet une solution dans I, alors cette solution est la limite de la suite (U,)

Exemple:
On a tracé la courbe de f et la droite d’équation ¥ =X . Ces deux courbes se coupent en un

point d’abscisse inférieure a 4. Si on prend #, sur (Ox), le point d’abscisse #, de C,a comme
ordonnéeu, = f(u,). On projette alors ce point sur la droite d’équation ¥ =X puis sur (0x).
On a donc maintenant #; sur (0x). On réitére le processus et on visualise ainsi #,,u;,%, . On
peut avoir l'intuition que la suite converge vers le réel solution de I'équation f(X) =X.

Attention, on voit I'importance du premier terme. Si #, est supérieur a 4, il est clair que la

suite tend vers l'infini.

N T P L

L

/ = =
Ug Uy e Ty
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%% Suites adjacentes

1) Définition :

On dit que les suites (U,) et (¥,) sont adjacentes lorsque l'une est croissante, 'autre est

décroissante, et lim (V,-U,)=0.

n—-+x

2) Propriétés

Si les suites (U, ) et (¥, ) définies sur Nsont adjacentes, (U, ) étant la suite croissante et
(7, )la suite décroissante, alors :

1- VneN, U £V, ;

2- (U,) et (¥,) sont convergentes et ont la méme limite L ;

3- VneN, U <LV .

II) Exercices

V Q-C-M; FAUX OU VRAI

=] 1 5
Le tableau de variation d’une fonction f est le suivant : y
Soit (u, ) la suite définie par uy =1 et u,, = f(u,). F(x) /
Répondre par vrai ou faux en justifiant : s 5

A-Pourtout n deIN,ona: 1<u, <5

B- Pourtout n deIN,ona: u, <u,;.

C- Pour uy =5, la suite (u,, ) est croissante.

5

n
D- Si, Pour tout n deIN, |u, —=|< [é—] alors lim (u,)=0.

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

Pour chacune des affirmations suivantes répondre par Vrai ou Faux

- dans le cas ou la proposition vous parait fausse : donner un contre-exemple.

- dans le cas ou la proposition vous parait exacte : donner une démonstration.

(A) : Soit (un) et (vn) deux suites a valeurs strictement positives. Si, pour tout entiern, v, >« et

2

. T v
Si lim u, =+ alors lim —*=+o0,
H—>+0 H—00 un

(B) : Toute suite bornée est convergente.
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(C) : Pour toutes suites (un) et (vn) & valeurs strictement positives qui tendent vers -+, la

= ’ re u
suite de terme général = converge vers 1.
R%

n

(D) : Toute suite croissante non majorée tend vers +o.

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

On considére une suite (un), définie sur N dont aucun terme n'est nul.

On définit alors la suite (vn) sur N par v, =—.
u

g4

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration
pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration consistera a
fournir un contre exemple.

1. Si (un) est convergente, alors (v,) est convergente.

2. Si (un) est minorée par 2, alors (v,) est minorée par -1.

3. Si (un) est décroissante, alors (v,) est croissante.

4. Si (un) est divergente, alors (vn) converge vers zéro.

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

4V, 4, +~2v,

On considére les suites u et v définies pour neN par: y, =1,v, =+/2,4,,, =22,y , = i e
12

Répondre par vrai ou faux en justifiant :

: o : . g . 3
a. la suite w définie pour ne N par: w, =v, —u, est une suite géométrique de raison 51 V2.

b. Quel que soit neN, u, <v,.
c. La suite v est décroissante.
d. Les deux suites u et v convergent et ont la méme limite.

V Q-C-M; FAUX OU VRAI

Répondre par Vrai ou Faux aux propositions suivantes.
Si vous répondez Faux , on demande une justification.

1. Si une suite n'est pas majorée, alors elle tend vers +co.
2. Si une suite est croissante. Alors elle tend vers + co,

3. Si une suite tend vers +oo, alors elle n'est pas majorée.
4. Si une suite tend vers +oo, alors elle est croissante.

5. Une suite croissante a toujours une limite.

6. Une suite géométrique a toujours une limite.
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W Q-C-M; FAUX OU VRAI

Partie A : question de cours
On suppose connus les résultats suivants:
(1) deux suites (U,) et (Va) sont adjacentes lorsque: l'une est croissante, l'autre est

décroissante et u, —v,_ tend vers 0 quand n tend vers +oo.

(2) si (Un) et (Vo) sont deux suites adjacentes telles que (Un) est croissante et (V,) est
décroissante, alors pour tout n appartenantaINona u <v_;

(3) toute suite croissante et majorée est convergente : toute suite décroissante et minorée est
convergente. Démontrer alors la proposition suivante :

« Deux suites adjacentes sont convergentes et elles ont la méme limite ».

Partie B

On considére une suite (Un) définie sur IN, dont aucun terme n'est nul. On définit alors la suite

(Vo) sur IN, par v_ ::%.
u

n

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration
pour la réponse indiquée. Dans le cas d'une proposition fausse, la démonstration consistera a
fournir un contre exemple.

1. Si (Un) est convergente alors (V,) est convergente.

2. Si (Un) est minorée par 2 alors (Vy) est minorée par -1.

3. Si (Un) est décroissante alors (Vy) est croissante.

4. Si (Un) est divergente alors (Vi) converge vers zéro.

W APPLIQUER

i ; ol u, =0
On considére la suite (u, ) définie par :

e, .
u,, =+/4+3u, ,pourtoutn € N
1. a) Montrer que pour toutnde IN, 0<u_ <4,

b) Montrer que (, ) est strictement croissante

c) En déduire que (u) converge et déterminer sa limite.
. 1
2.a) Montrer que pour tout entier natureln,ona: 4—-u_, < 5(4 ~u,).

b) Retrouver le résultat de 1. c).

APPLIQUER

A) Etant donnés deux points distincts Aq et Bo d’'une droite, on définit les points : A1 milieu
du segment [AoBo] et By barycentre de {(4o, 1) ; (Bo, 2)}.
Puis, pour tout entier naturel n, A,+1 milieu du segment [A,Bx] et By.1 barycentre de
{(4r, 1) ; (Bn, 2)}.
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1. Placer les points A1 , By, Az et Bz pour AoBo= 12 cm.
Quelle conjecture peut-on faire sur les points Anet Bnquand n devient trés grand ?

2. On munit la droite (AoBo) du repére (A0 ;?') avec ?‘_%AOBO :

Soit un et vy les abscisses respectives des points Anet By, Justifier que pour tout entier naturel n
strictement positif, on a

= u, +2v
Upi1 =u" = et Vel = = 3 .
- by o A i +
B) On considére les suites (un) et (va) définies par uo= 0 ; vo= 12 ; Un1 :unzvn BL
i +2v
Vorl = = 3 =,

1. Démontrer que la suite (us) définie par wy = v» - un est une suite géométrique convergente
et que tous ses termes sont positifs.
2. Montrer que la suite (u») est croissante puis que la suite (v,) est décroissante.
3. Déduire des deux questions précédentes que les suites (u,) et (vn) sont convergentes et ont
la méme limite.
4. On considere la suite (#,) définie par t, = 2u, + 3v,. Montrer qu’elle est constante.

C) A partir des résultats obtenus dans les parties A et B, préciser la position limite des
points Anet B, quand n tend vers +o,

W APPLIQUER

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; 2] par f(x)= S

x+1°
1. Etudier les variations de fsur I'intervalle [0 ; 2]. Montrer que si xe[1;2] alors f(x)€[1;2].

2. (un) et (vx) sont deux suites définies sur N par :
uo=1 et pour tout entier naturel n, u,,, =f(u,),
Vo= 2 et pour tout entier naturel n, v,,, =f(v,).
a. Le graphique donné ci dessous représente la fonction fsur I'intervalle [0 ; 2]. Construire
sur 'axe des abscisses les trois premiers termes de chacune des suites (un) et (va) en
laissant apparents tous les traits de construction.
A partir de ce graphique, que peut-on conjecturer concernant le sens de variation et la
convergence des suites (un) et (vy) ?
b. Montrer a I'aide d’'un raisonnement par récurrence que :
Pour tout entier naturel n, 1<v, <2.

Pour tout entier naturel n, v,,, <v,.

On admettra que I'on peut démontrer de la méme fagon que:
Pour tout entier natureln, 1<y, <2.

Pour tout entier naturel n, u, <y

n+l *
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: Y, =
c. Montrer que pour tout entier naturel n, v, —u,,,

n

T EO ]

ITLE : 1
En déduire que pour tout entier naturel n, v, —u, >0 et v,,; —u,,, SZ( v, —, ).

d. Montrer que pour tout entier naturel n, v, —u, < (%J .

e. Montrer que les suites (un) et (vn) convergent vers un méme réel a . Déterminer la valeur

exacte de «.
is
05 -
0 T T T v
o o5 1 15 2
W S’ENTRAINER
u, =1
On considére la suite U définie sur N par : : 1
un+1 =
1+ u

1. Montrer que pour toutnde N, u, >1 et u_#+/2.

2. Montrer que pour toutn de N, % —V2 = 1-+2

un-\/E I+u, .
J2-1

3. On pose k:T.

Montrer que pour tout n de N, |un+] —\/5’51(|un —ﬁ|. En déduire que la suite U converge

VETrS \/5 5

4. Montrer que pour toutn de N, 0 < 222 ~V2

u, -2

En déduire que la suite (u,,) est croissante et que la suite (u,,,, ) est décroissante.

& 1.




— [ Chapitre N°2 — (32)
5. Application : calculer les premiers termes de la suite U et établir les encadrements suivants

1
de \/5: 1<1<ﬂ< 2<?_9_<l<i_
5 29 70 12 2

W S’ENTRAINER

. n s s ' . .
Pour tout entier naturel n, on pose u, =—. On définit ainsi une suite (u, ),y -
2

1. Prouver, pour tout entier naturel n non nul, I'équivalence suivante :

10
u,., <0,95u, sietseulement si (1+l) =1,9;
n

10
2. On considere la fonction fdéfinie sur [1 ;+o par f(x)= (1+lj :
x
a. Etudier le sens de variation et la limite en 4+ de la fonction f.

b. Montrer qu’il existe dans I'intervalle [1;+o[ un unique nombre réel « tel que f(a)=1,9.

c. Déterminer 'entier naturel #, tel que n, —1<a<n,.

10
d. Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égala 16, ona: [14»1) <L9 .
n

3. a. Déterminer le sens de variation de la suite (u,) a partir du rang 16.

b. Que peut-on en déduire pour la suite ?
4. En utilisant un raisonnement par récurrence, prouver, pour tout entier naturel n supérieur

ou égal 2 16, 'encadrement : 0<u, <0,95" %, . En déduire la limite de la suite (24 Dpeny -

V S’ENTRAINER
On considére les suites (U_) et (V) définies par:
u, =2 et pour tout n€lN, v_ _2 ety = u, sz Vi
u

n

1) Calculer v,,u,,v, , U, et v,. Donner les résultats sous form de fraction irréductibles.
2) ATaide de la calculatrice, donner un tableau de valeurs décimales approchées de u, etv_,

pour n variant de 1 a 4.
3) Démontrer que les suites (U, ) et(V.)sont majorées par 2 et minorées par 1.

4) Montrer que pour toutn€ IN; u__. —-v__. = M (1)
& n+1 n+1 z[un +VnJ

5) Montrer que pour toutn€ IN u_=2v_.

6) Montrer que (U_ ) estdécroissante et (V) croissante.

7) Montrer que pour toutn € IN u_ —v, <leten déduire que (u, —v, )?<u, —v,.(2)
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8) Montrer que pour toutn€ IN; u_ -v, < %[un —v_) (on pourra utiliser les relations (1)

et (2)) En déduire que pour toutn € INu_ -v, < 41n !

9) Montrer que les suites (U, ) et (V) sont adjacentes et donner leur limite commune I Une

suite convergente de nombres rationnels a-t-elle forcément pour limite un nombre rationnel?

@ SE PERFECTIONNER

1. Montrer que pour tout réel x positif ou nul et pour tout entier n positif ou nul, on a
(1+x)" 21+nx,

2. Soit la suite u_ _ D' Calculer les valeurs de un pour n=1, 2, 3, 10, 100 .Que remarquez

nl'l

vous ?

3. En utilisant le 1., montrer que pour tout n>0, on a % >2. En déduire le sens de variation

un+1
de u et que u_< =
4. Quelle est la limite de un quand n tend vers +o,
@ SE PERFECTIONNER

On considere les suites u et u définies par :

'ue = Vo= \/E

) u +v_pourtoutnelIN et u .p.ﬁv pour toutn € IN

R e

. 2 1 +\/§

1) On définit la suite (W, )ouy par: W, =V, —U,.
Montrer que la suite (wy) est géométrique de raison o 2,

2) Montrer que pour toutn € IN, up>vy .
3) Montrer que la suite v est décroissante et que la suite u est croissante.
4) En déduire que u et v sont convergente et ont méme limite.

5 SE PERFECTIONNER
I) La suite (un) est définie par:

u,=1pourtoutn € IN, u_, =%1/1+ui .
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1) Prouver par récurrence que, pour tout n dans IN, 0<u_<1.

2) Prouver par récurrence que, pour toutn dansIN, u_, <u_.

3) Prouver que la suite (u,) est convergente. On note L la limite.

V3

4) Prouver que L= 3
II) La suite (vn) vérifie les deux propriété suivantes :
(P1) : Pour toutndans IN. 0<v_<1.

(P2) : Pour toutndansIN, v, <v__,.

Prouver que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.

@ SE PERFECTIONNER

Pour n2>1, on considére le polyndme P, (X)=X" +X"™" +..+X 1.

1) Démontrer que P, posséde une seule racine dans IR*, que I’on note ux.
2) Démontrer que la suite (un) est décroissante, et en déduire qu’elle converge.

3) Démontrer que, pour tout n21, u_> %

4) Démontrer que (u,) converge vers %.

5 SE PERFECTIONNER

Soit f la fonction définie sur IR, parf(x) = : L

+ x?

On considére la suite (u,) définie sur IN par u, = 1ot pour toutn € IN, u,,, =f(u,).
2

1. On admet que le tableau de variations de f est le suivant :
x 0 | +00

f'(x) o+ 0
1
f(x) / \
0 0
a) Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,}:,}) du plan.

(=14 em)

b) Placer sur I'axe des abscisses les trois premiers termes de la suite (u,).
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c) Que peut on conjecturer concernant la monotonie et la convergence de (u, ) ?

2. a) Montrer que pour toutnde IN,ona: %g 2 <1,

b) Etudier la monotonie de la suite (u,), en déduire qu’elle est convergente et calculer sa
limite.

3. a) Montrer que pour toutnde IN,ona: 0<1-u,, < %(l—un) :

b) En déduire que pour toutndeIN,ona: g<1—y4 gl[gJ ; puis retrouver la limite de (u)
=205

4. Pour tout n de IN* on pose: §, = Zuk et v, :ﬁ.
k=1 1

a) Montrer que pour tout nde IN*,ona: , _l[l _(ET] <8 <n-

3 3

b) Déterminer alors lim v, .

n—3+00

V SUR LE CHEMIN DUBAC

On considere les deux suites (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n, par :

uy =3 o vy =4

u, +v, WY,

el = 5 Vel = 5

i

1. Calculer "i-Y1-%2-%3

2. Soit la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par w, =v, —u, .
a. Montrer que la suite (w,) est une suite géométrique de raison %

b. Exprimer w, en fonction de n et préciser la limite de la suite (w,).
3. Apres avoir étudié le sens de variation des suites (u,) et (v,), démontrer que ces deux suites

sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
u, +2v

7l

4. On considére a présent la suite (z,) définie, pour tout entier naturel n, par ¢, = ”T

a. Démontrer que la suite (z,) est constante.

b. En déduire la limite des suites (%) et ("),

W SUR LE CHEMIN DUBAC

On considere les suites (ua) et (va) définies sur N par up = 3 et les relations :

4th g, T
n

n

U1 =
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1. Calculer vy, ug, vi, uz, vz, uz et va. Donner l'approximation de us et v lue sur la calculatrice.
2. Justifier par récurrence que pour tout n de IN, us> 0 et vy> 0.

3. a. Démontrer que quel que soitn de IN, (u,+v, ) —28=(u, -, L

ﬁ(un—vn )2.

n+1

b. En déduire que u,,,-v,,; =

c. Conclure que quel que soitn ona u,-v, 20.

4. En s’aidant de la question 3. c,, prouver que la suite (u,) est décroissante et que la suite (vn)

est croissante.

3 4 21
5.a. Démontrer que quel que soit n de IN¥, #«, 2§.

Ul Fd e 4 o, I
b. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que u,,, —v,,, Sﬁ( i )

c. En déduire, a 'aide d'un raisonnement par récurrence que u, - v, < I
102

d. Déterminer la limite de u, - v, lorsque n tend vers +o.
6. Conclure que les suites (un) et (vs) sont adjacentes et déterminer leur limite commune.
7. Justifier que uzest une approximation de /7 2 10-7 prés.
8. Proposez une méthode générale pour trouver une valeur approchée de va ol a est un réel
quelconque positif.
Cette méthode est celle utilisée par le mathématicien grec Héron (1 siécle) pour déterminer
une approximation des racines carrées.

W SUR LE CHEMIN DUBAC

On considére deux réels a et b tels que 0O< a< b, et les deux suites (un )et (vs) définies par
2 u +v
= R ) G S| . Saii6 B
uo 0 n+l 1 1 n+1 2
_+_
u v

n n

(rappel: us+1 estla moyenne harmonique de u, et v, ; v,_, estla moyenne arithmétique de u_

etv, )

Le but du probleme est de montrer que les deux suites sont adjacentes, de trouver leur limite
commune et d'en déduire des approximations de réels par des rationnels.

a) Montrer que, pour tout entier naturel n. u_ et v_ sont strictement positifs.

b) Montrer que, pour tout entier natureln, u_ <v_.
X—y

<1 .En déduire que
2x+y)

c) Montrer que, pour tous réels x et y telsque 0<x<y.on a

i
Vn+1 __un+1 < E{Vn 53 Li11) 2
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i . 1y
e) Montrer par récurrence que, pour tout entier natureln>0 ona v_ —u_< (—] (v, —1.]:
2

f) En déduire la limitede v_ —u_.

g) Montrer que les suites (us )et (va), sont adjacentes.
h) Montrer que pour toute entier naturel n. le produit u .v,est constant En déduire la limite

des suites suites (un )et (va).

i) Donner alors un encadrement de J6 par deux rationnels au cent milliéeme pres.
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V Q-C-M; VRAI OUFAUX
A- Notons P, laproposition:« 1< u <5 ».

1) u; =1 et 1<1<5 donc P, estvraie.

2) supposons P, vraie pour un entier p=0 :
alors 1<u, <5.

Comme f est croissante sur [1;5] ,ona:
f(1)<f(u,)<f(5) soit

2<u . <4 etdonc 1< u,

g <5.Alors P, est

] = p+l
vraie.
3) conclusion : pourtout n de N, 1< u_ <5.

B- Notons P, la proposition: « u,,,
1) uy=1et v, =f(u,)=f(1)=2 donc u, = u,

et P, estvraie.

Zu, »

2) supposons P, vraie pour un entier p>0 :

alors u_, > u

p+l p’

Comme f est croissante sur [1;5],0ona:
f(upﬂ)zf(up) soit
u,, = u,, etdonc B, estvraie.

3) conclusion: pourtout nde N, u,, > u, .
La suite (u, ) est

donc croissante.

C- Si u,=5 alors u, =f(u,)=f(5)=4, soit
u, < u,.Donc la suite (u,)

n'est pas croissante. On montre,
comme ci-dessus, que (u, ) est

décroissante.

N~3+a0

D- 0< % <1 donc lim (1) =0. Donc si, pour tout

5

2 [1] alors lim (un )==
3 2

N—+o0

n del,

5
u P—
2

W Q-C-M; VRAI OUFAUX

2
" Vv
(A)Vrai: v, >u =>vi>vu =>-2>v >u_.
u]’l
2
) W
Donc comme limu, =+o,ona lim—2=+w,
n—-+00 N=y-+-00 un
. 3 . —_— n N
(B) Faux : Exemple classique : u_=(-1)" qui est
bornée par -1 et 1 et qui ne converge pas.
(C) Faux : Exemple: u_=n’ etv_=n.

(D) Vrai : Reprendre la propriété 5

®_

W Q-C-M; VRAI OUFAUX

-2
(un) non nulle, v, =—.
u

1. Si (un) est convergente, alors (v,) est
convergente :

Faux : n'importe quelle suite convergente vers 0 ne
marche pas, prendre par exemple 1/n.

2. Si (un) est minorée par 2, alors (v,) est minorée

par-1:
Vrai :
1 1 1
2<u, 21273_75m7:}_357£:}_15%
2 1 2 u 2 u

n n n

3. Si (un) est décroissante, alors (v,) est croissante :

A L ar
wal 2 *'_2: [un unﬂ) ;

u u uu

n+l n n - n+l

Faux; v si (un)

est décroissante, u ,<u =0<u -u le

nl?
numérateur est négatif, si le dénominateur est
positif, soit lorsque la suite (u,) n'a que des termes
positifs, (v,) est décroissante. .
4. Si (un) est divergente, alors (v,) converge vers
zéro.

Faux: une suite peut étre divergente sans tendre
vers l'infini, par exemple u, =(-1)" diverge, de

méme évidemment que v, .

W Q-C-M;FAUX OUFAUX

u +v, o Mt 2v,
2 7 Y n+l 1 4 ‘\/E "
a. Vrai : le calcul n’est pas trés marrant...

uﬂ :l’vﬂ =‘\/E’ un+1 £

u, +v2v,  u, +v,

W, =V ,—U,=
n+l n+l n-+1 1+\/§ 2

2u, +22v, —(1+42)u, —(1+2)v,

b 2[13+/2)

(-2, (21,  2-1

- 2014+/2) _2(1+J§)(V“_u“)

C(W2-n2-1) . 3-22 _[E_ }
*2(1+\/§J(\/§71)Wn_2[2ﬁnw“_ 3 N/ W, .

b.Vrai:On a wn—woq“:(ﬁ—l)[%—ﬁ] ; la

raison est positive (v2~1,414) de méme que le
premier terme, donc w, >0=u, <v,.

c. Vrai: Au pif, on peut penser que les deux suites
sont adjacentes puisque w, tend évidemment vers

0 ; il faut donc que la suite v soit décroissante.
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L
n+l n 1+‘\/§ n
o, N2V, =V ~\/£vn
b a2
_un_vn_ Wn
D 1T 1+J§<0

d. Vrai : les deux suites u et v convergent vers une
méme limite

Q-C-M; VRAI OUFAUX

1. Si une suite n'est pas majorée, alors elle tend vers
+o0, FAUX

La suite (U,) définie par u,=(-2)" n’est pas
majorée et n’as pas de limite (cours de premiére).

2. Si uie suite est croissante. Alors elle tend vers +
2, FAUX

; oo 1 !
La suite définie par u, =—— est croissante et
n

converge vers 0.

3. Si une suite tend vers +oo , alors elle n'est pas
majorée. VRAI (résultat de la définition)

4. Si une suite tend vers +co, alors elle est
croissante. FAUX

La suite définie par u, =n+2(-1)" tend vers +co

(puisque u, 2n-2) et n'est pas croissante (elle

décroit d’rang pair a un rang impair) . u,=2;
B =4 n =10 -0,

5. Une suite croissante a toujours une limite. VRAI
C'esy une limite finie si la suite est majorée et c’est
+00 si la suite n’est pas majoré.

6. Une suite géométrique a toujours une limite.
FAUX

La suite d éfinie par u, =(-2)" est géométrique et
n'a pas de limite (cours de premiere).

V Q-C-M; VRAI OU FAUX

Partie A: question de cours

Soit u et v deux suites adjacentes avec u croissante
et v décroissante.

Dapres le résultat (2). on a pour tout entier naturel
B S, X K S S Sy ST

En conséquence et d'aprés le résultat (3):

- La suite u est croissante et majorée par v, donc
converge vers le réel £,

- La suite v est décroissante et minorée par ug,

donc converge vers le réel £

39

Pour tour entier naturel n.ona: u, =(u, —v,)+v,
D'apres le résultat (1), limu, —v, =0 ; un passage
n—>+o0

a la limite dan l'inégalité précédente donne alors:

=4,

On a démontré que deux suites adjacentes sont

convergentes et ont la méme limite.

Partie B

Pour arriver a faire cet exercice. il faut déja une idée

de laréponse!!!

1. FAUX.

En effet, considérons la suite u pour tout n par :
1

n+1

Alors aucun terme de u, n'est nul, et u converse

vers 0,

un=

2
Mais v, =——=-2(n+1), donc v diverge vers -oo,
ul’l

2. VRAI

Si (u,) est minorée par 2. alors pour tout entier n. on
a:xi=u,

Comme la fonction inverse est décroissante sur

[2;+00] , il vient: et

un
En multipliantpar-2: -1<v_.
Ainsi (vn) est minorée par -1.
3. FAUX.

Soit u la suite définie par: u, =
n+1

Cette suite est décroissante (avec aucun terme nul)

et la suite v définie par v, :—j——Z(n+1] est
décroissante non constante, donc on ne peut pas
dire qu’elle soit croissante.

4. FAUX.

Rappelons qu’une suite est divergente si elle n'est
pas convergente.

Donc soit elle tend vers #oo . soit elle n'a pas de
limite.

Pour construire un contre-exemple, il suffit de
trouver une suite (u,) qui diverge mais sans tendre
vers l'infini.

Par exemple: u, =-2(-1)"donc v_ =(-1)".

Comme la suite de tenue général (-1)» diverge alors
u et v divergent.

Preuve de la divergence de la suite de terme général
1)

Raisonnons par l'absurde et supposons que cette
suite converge vers un réel £.

Alors tout intervalle ouvert centré en 1 contient
tous les tennes (-1)" a partir d'un certain rang.
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Ainsi il existe un rang N a partir duquel on aura:
Cirele-tued e loapaesd

20 2 2 2

& (-1 —% & e % 0

=S —[%(1]‘1 - %) >0> —(% - [—1)“]

1 1
S ——<l<(-1)" +=
(-1) S (-1) 5

Mais si n pair. (-1)» =1, donc I'encadrement donne

u, =0
u . =+/4+3u ,pourtoutn € N

Ilustration graphigue de la suite :

=2/ —— errl i 1

e (RS ..

T

e
-

LESLES

Conjecture : La suite (u,) est croissante, majorée par

o i e P

[ et ot

S e
2u

:

— M“-...--.u.-.-q:—-—--...w i ., S . SRS

4 et elle converge vers 4.

Réponses :
1. a) Montrons par récurrence que pour tout n de

IN, 0<u, <4.

e Pourn=0,0<u,=0<4

e Pour n > 0, supposons que O<u <4 et
montrons que 0<u_, <4

Eneffet: 0<u, <4=0<3u <12=4<4+3u, <16

=5 4S,/4-¢—3un <\/ﬁ

:>052£ul1+1 <4
AinsiVnelN, 0<u, <4.

b) ul,, —u’ =4+3u, —u’ =(1+u,)(4-u,)>0
>0 caru, 20 =0 caru, <4
=5 B S >u, (u, >O)

= (u, )est strictement croissante

c) (u, ) est croissante et majorée par 4 donc (u, ) est

convergente. Soit / la limite de (u,)

(u,) converge vers £ €[0,4]

U, = f(un ) = \}4‘!‘ 3\.1"
avec f(x) = V4+3x x e [—%,-}-ooJ:

4
f est continue sur [—§,+oo|: doncen /

=>f(e)=¢
= V4+3(=/,avec {<[0,4]
<1 -30-4=0

& f=—1 ouf=4= i=4
\'_‘_V_"J

arejeter
2. Autre procédé de convergence :
a) 4-u,, =4-,/4+3u,
_12-3u,  3(4-u,)

T4+ 4430, 4+ fat3u,

Oru, 20=,/4+3u, 22

=4+,/4+3u_ 26:>;sl
4+./4+3u, 6

3(4-u,)
4+.,/4+3u,

<=(4-u,)=2(4-v,)

= 4-u

n+l

b)
4—u,, é%(tl——uk ), pour tout k de IN

Pourk =0, 0<4 -y, S%(d:—uo)
Pourk =1, 0<4-u, S%(ttful)

Pourk=2,0<4-u, S%(é}—uz)

Pourk=n-1,0<4-u, 35(4—11“71]
On fait le produit terme 2 terme et
on simplifie on aura

0<4-u, 56] (4—~u0)=4x[%]n

0<4—u <4x[%]
—_
0
= (u, ) converge et limu, =4
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36
v APPLIQUER tn=2un+3vn=36—>21+3l=51=36:l=?.
A) Apq milieu du segment [A,By] et B,.1 barycentre W APPLIOUER
de {(An 1) (B 20} -
1. ;s s . 2x+1
Soit f définie sur I'intervalle [0 ; 2] par f(x)= s
X+
1 .
i L. #{a)= >>0 donc f est croissante;
A0 Al 4o BI B0 (x+1)
3
HU=E>1
Méme quand n n'est pas tres grand, les suites de
points convergent vers un point qui semble étre a c )
peu prés au milieu de [42B;]. et f(2)= = <2 doncsi xe[1;2], f(x)e[1;2].
2. On a dans ce repere les abscisses suivantes:
u, =0 et v, =12, v
Si u, et v, sont les abscisses des points A, et By, on a &
u_ +v s
u,, =——2= car Au.1 est le milieu de [4,, B,] et
lu +2v, u +2v, :
Wz £ = car Bpa est le
1+2 3
barycentre de {(4, 1) ; (Bn, 2)}.
B} 1. Wn =Vn _un = Wn+1 :Vnﬂ _un+1 i
M2V, w kv,
3 2
2w pdvBu -3, VU, ! ;

6 6 o 05 H i5 2
donc w, est une suite géométrique de raison 1/6, 2. a.Visiblement la suite u, est croissante, et
donc convergente vers 0. Tous ses termes sont converge vers le point d’intersection entre la courbe

o 1 17 de fet la droite (y = x), soit environ 1,6 ; de méme v,
positifs car w, =w,—=—. Uk A
5 6" 6" semble décroissante et converger vers le méme
u,+v,—-2u, v,-u 1 point.
2.4, -, = = T3 " 0 donc b.Pour n=0, on a v,=2 qui est bien dans
(u,) est croissante ; lintervalle [1;2]; par ailleurs si 1<v, <2 alors
u +2v. —3v 1 ) comme fest croissante
v,-v,=—"—>+—ft=—"w_<0 donc la suite ;
as1 ~ Vn 3 3 HA)st(v, ) <t2y=1xv, <2 ;
[v.) est décroissante. la propriété est toujours vraie.
3. Comme w_>0, on a u <v, donc u, est . 5 A ;
} A sl s De méme on a v, =f(2)==<v, ; par ailleurs si
croissante majorée, v, décroissante minorée, les 3
suites (u,) et (v.) sont convergentes et sont Vi SV, (v, )iV, )= v, Sv, 4 ete
adjacentes car limw_ =0 ; elles ont donc la méme ! 5 . :
s Remarquez que c’est v, =f(2)=—=<v, qui entraine
limite. 3
u +v U +2v tous les autres termes derriére avec la complicité de
L =20 F 3V =2——F43—= : la croissance de f. Pour u_ c'est ti
n n+ n+ 2 3 ; - pratiguement
= poesg e . 3
B, Wy R 2V =20, 43V, =ty pareil, sauf que u;, =f(u,)==>u, etdong, etc.
=..=t;,=2u, +3v, =36 B naeh 1 %
| c. On n’échappe pas au calcul :
. C) Comme u, et v, tendent vers la méme limite I, S
en remplacant dans t,ona:
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ol _2vy,+1 2u, +1

n+1 n+l

v, +1 u +1

2u,v, +2v, +u, +1-2u v -v_-2u -1
B (v, +1)(u, +1)
Vn _un
(Ve +1)(u, +1)
estdusignede v, —u_;

vn+1 -2 u]‘l+1

comme v,-u,=2-1>0, par récurrence on a

1
<—et

v,=u. 20 ;ona v, >l=v +1>2=> T
v, +

pareil pour u, donc

11 il
o) (O < E'E(Vn —u, ) = Z(Vn —u, ) i

d. Encore une récurrence :
1 0
Wy =, =2_1:1S(ZJ =1; griace a la relation

précédente on a évidemment

1 101 n 1 n+l
Vn+1 __urﬁl SZ(VH _un)SZ(Z] :(1] %

e. Les suites u, et v, sont adjacentes car

=0<lim(v, —u,)<0

n—yo
:>¥1i_1£(v11 ~u,)=0

elles convergent bien vers une méme limite a telle

2o0+1

que a =f(a)= oa’+a=2a+1

sSal-a-1=0

1++/5

= ~1,618
=y 2
1—
L= 2\/§z—0,618

La limite est donc la premiére racine, soit

1+J§

3 2 .
vw S’ENTRAINER
u, =1
1
u, =1+
1+u,

Hlustration graphique de la suite :

o BT e s

oo

e 1 g o 0 e [ o o e e A
£
i
t
£
§
1
1
]
+

i
i
_________________ : o T R S N M P i < el (W T o v
] ]
| | ]
| i
I [
1 g
| i
i | I
4
Ug | Uz Yy
- e :
: 1 2 3
Y2
Conjecture :

o La suite (u,, ) est croissante et majorée par /2

e La suite (uzm)est décroissante et minorée par
V2

e La suite (u, ) converge vers +/2

Réponses :

1. Montrons par récurrence que pour tout n de IN,
onal u =1 et uniﬁ.

ePourn=0,u, =121 et y, :I;t\E.

e Pour n > 0, supposons que u, 21 et u, =2 et

montrons que u_ >1 et u_ #+/2.

b B

Eneffet:un21:>1+un>0=> >0

1+u

n

=1+ el=1,. =1

144,

u, ;tﬁ:>1+un £1++/2
= 1 # L = b ;éﬁ—l
1+u, 1+42 14y,

R IR 5
1+u,

AinsiVnelIN, u >1etu #+2.

=1+

2 un+1_‘\/£_1_\/5')

u, —\/E N 1+u, L
(umx/i)[1+un)—(1+1+1un —ﬁ)(1+un)w(1—\/§)(1+uﬂ)
(1B -(1-vB1E) (1), )

*
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_V2-1

2
2] |1-2] 421

Mg =
—\/,’E‘_|1+u11 _1+un

Orlrg =2

2
e 5

:ﬁu1<ﬁ_1:>ﬁ_1<k

1+u, 2 1+u,

—\E}Sklu" —\rZi

=u

*\/_’q(’u -
,m-ﬁp

Pourp=1, ’uz —x/i' <

o]
w7

Pourp=n-1,

u, —\/Elsk|un —\E’

On fait le produit terme a terme
et on simplifie, on obtient :

lu —\f‘*(k”u — |<k“
\'ﬂ_"
V21
lim k" =0 cark e]-1,1] = (u, ) converge vers 2

030

U, 7\/—2_ = 1_\/5
un+1 _-\/E 1+un+l
um—l _\/E ), liﬁ
un—\/i 1+l.ln

On fait le produit terme a terme et on simplifie, on

obtient:

)

_\/5 >0

T(1+u,,)(1+y,)

>0

0< b

u, -2

= = £1
carl+u, 22 et 1+u, 422 4 4

* Montrons par récurrence que pour tout n de IN,
u,, <+2

Pourn=0, u,=1<+/2

Pour n = 0, supposons que u, <+Z et montrons

que u,,,, < \/E

En effet :

Uy =V2
o]
=3 —\/_<0::> (Tl Lo <\/E
AinsiVn € IN, u,, <2
e Montrons que la suite (u,, ) est croissante :
u,, —2

—\ﬁd}
:'\’uzm—z_\/E>u;!n“\/E

=1

ey, = —2<0

u2n+2 ¥

<letu,,

Zn+2 > u2n

On montre de méme que u,_ , >+2 et que la suite

2n+1

(u,,., ) est décroissante.

1
5. uﬂzl,u1=1+—:§,u2=1+3—1-=z,
2 3 B...5
2
u3:1+71 _E,
Vo A2
5
1 41 1 99
=l =1+ —=—
17, 29 4,70
12 29

Puisque : u, <u, <u, <v2 <ug <u, <u,

::>1<7<ﬂ «/5 §<£<E
29 A0S [0
WS’ENTRAEVER
un=
2]1

1.0n remplace, on simplifie et on a ce qui est
demandé :

u,., <0,95u,
10 10 n

L) S 95 PR L s Y
2n+ n 21]

10
@(“”) 51,9©(1+1J <1,9
n n
10
2.4 f{x)=[1+1] ;
X
r 9 9
f‘(x]=10[1+lj [1+1] =10(_%J[1+1] "
X X X X

donc fest décroissante ;

10
lim [1+1j =1%=1.
X—+x X
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b. f(1)=2" et f décroissante donc f est bijective de
[1;+ vers J1;2°]; comme 1,9 est dans cet
intervalle, il existe bien un unique réel « tel que
f(a)=1,9.

c.On a f(15)~1,9067 et f(16)~1,8335 d'oi
16-1=155a<16.

d. Lorsque x>a, comme f est décroissante, on a:
f(x)<f(a)=1,9, donc pour tous les n tels que

10
n=162a,ona (ljrlJ =f(n)<f(16)<f(a)=1,9.
n

3.a.D'apres ce que nous venons de dire, la suite
(u,) esttelle que u,,, <0,95u_ a partir du rang 16;

comme tous les termes sont évidemment positifs, la
suite (u,) estdécroissante a partir de ce rang.

b. Décroissante et minorée par 0 donc convergente.
4. 0<u, £0,95""°u,, : on vérifie facilement au rang

16 car 0<u,<u,; quand on passe au rang

suivant, on a
u,.;<0,95y, <0,950,95"°y =095y
CQFD.

Comme 0,95<1, 0,95 tend vers 0 a l'infini ainsi
que u,_ grace a nos amis les gendarmes.

@ S’ENTRAINER

_un+vn_2+1__?1

=" 9
v0=£:—2—=1
u, 2
3. 4
uz_ul+v1 2 —3':17‘
2 2 12
2 8 8
Rirgs d
2
Vbl
o A% g
12
2)
Uy Vn

1.500000000 | 1.333333333
1416666667 | 1.411764706
1.414215686 | 1414211438
1414213562 | 1.414213562

BW N ==

3) Démontrons, par récurence que, pour tout entier
natureln,ona 1<u <2et1<v_<2.

(42)
®

Initialisation (ou amorce) la propriété 1<u <2
et 1<v, <Zest vraie pour n=0 puisque u,=2 et
vo=1onabien 1<u <2et1<v <2.

Hérédité : soit n un entier naturel quelquenque
mais fixe.

Si 1<u, <2 et 1<v <2, alors %S

2<u, +v_ <4

Uy +V, 5

2= =1 et 1

<2

I=n ;=2 etl=y =
Conclusion: La propriété1<u <2 et 1<v, <2 est
vraie pour n = O et héréditaire a partir de n = 0.
D'aprés te principe de récurrence, elle est vraie

pour tout entier naturel n.

urHl i Vrnl = 2

u +v 4
4) Pour toutneIN =——%—=2—
2 M ey

_(u, +v,)*-8
2(n, +v,)

; Z
Puisque v, =—.2=u,_.v,
u

2 2
s S e

Uiy =V = 2u, +v, )
w4+ 2u v, +v, P—4x2
- 2(u, +v,)
_u2+2uv, +v, 2—4u v,
Vs 2(u, +v,)
_ul+2u v, +v,? (u,-v,)?
B T e ) - 2, )

5) Démontrons, par récurrence que pour tout entier
natureln,ona u_2v,_.

Initialisaition (ou amorce) : La propriété u_  >v_est
vraie pour n=0 puisque u,=2et v,=10n a bien:
2V,

Hérédité : Soit n un entier naturel quelconque mais
fixé

2
+
Si u, 2v, alors (—U"—V—"]z 0
2(n, +v,_)

u Vg =20 . B,

n+l T Yol ml =

Conclusion : La propriété u, > v, estvraie pour n=0
et héréditaire a partir de n=0; D'apreés le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel
n.
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6) Pour tout n € IN
u +v v,—u e
bl == St g o0 d'aprés la
2 2
guestion précédente,
n..-u =0, w,.sSu.. la.osate (U )est
décroissante.

2 2 2(u_—u
PourtoutneINv v =——— =_—( n = Uit )
u u u

n+l nn n+l
comme u,,, —-u, <0, u_+u,, 20,

VooV, 2 0, Vn+1 =
7) La suite (U,) et decrmssante donc pour tout
entier naturel n. u, <u, c'est-a-dire u, <2.

A

. »1a suite (V,,) est croissante.

La suite (Vi)  estcroissante donc pour tout entier
maturel n, v, 2v,v,21 dou -v_<-1; En
additionnant membre 3 membre: u, —v,  <1.

On sait déja que u, —v_=0. Il ne reste plus qu'a
multiplier les deux membres de linegalité
précédente par u, —v, : (u, —v, )*<u_-v_

o 0 50

= or
"2 )

8) Daprés la relation (1).u_,, —v

u 2letv,21douu, +v, 22

2u +v, )24 et ~1—£1
2u, +v,) 4
On multiplie les deux membres par (u, —v, )* qui
v, =%)* 2
st positif : ——~< (u -v,)* eten utilisant la
2u, +v,) 4
2
relation (2): (u (v, )" ( vn]zﬁl(un—v“J
2( +v ] 4 4

cest-a-direu ,-v , 2 [u =% ]

Démontrons parrecurrence, que pour tout n €IN

—V <i
B 4;1

Initialisation : La propriété u —v_ £4—n est vraie
. e L A
pour n=0 puisque u,—-v, =1 et 4—0:1 . On a bien. :

-V, £—
0 Q== =
40
"1“1"&[]11:8 Soit n un entier naturel quelconque mais

n

- 1 1
S u —v, <— , alors _(u =t et comme
a n n n n n+l
4 4
R V.. = (u -v,) a fortiori
3 1
= ] Vn+1 4n+1

! e 1 !
Conclusion : La propriété u, —v, <—est vraie
4!1

pour n =0 et héréditaire a partir de n =0;
D'apreés le principe de récurrence, elle est vraie pour
tout entier naturel n.

9) On sait que la suite (Uy) est décroissante et que la
suite (Vn) est croissante .

L ik 3
La propriété précédente O0<u -v, SZ et le
théoréme des gendarmes donne lim(u, -v, )=0.
n—+00

les suites (U,) et(V.) sont donc adjacentes.Elles
convergent donc vers le méme réel £.
Comme u,v, =2, la limite donne /x/=2 d'ou

£=2.

Les suites (U,) et(V,) ont tous leurs termes
rationnels car les quotients et sommes de nombres
rationnels sont des rationnels. Leur limite commune

J2 estirrationnelle.

W SE PERFECTIONNER

1. Par récurrence : pour n = 0,
(1+x)2140x=1>1 ;0k

On suppose que (1+x)" 21+nx et on multiplie tout
par 1+x :
(1+x)" 2(1+x)(1+nx)=1+x+nx+nx’
=1+(n+1)x+nx’>1+(n+1)x
La suite semble décroitre et tendre vers 0.
; u, _ ol (n+1)n+1 ’ ol (n+1)n+1

‘u,, n" (n+1)! (n+1)xn! "

(el

On applique linégalité du 1. avec x=

; 2
(1+1} >1+nl=2.CQFD.
n n

Tous les termes de la suite sont positifs évidemment

u u il { )
donc L>2s ”+1<2<1 la suite est bien

u n+l1 un
décroissante.

1 'q i
Par récurrence on a u y =1€—5===1,; puis

A

1 1
u, < 171 et hS—‘wumgl u, <= 11=i.
2" u 2 2 2 gr= v

1
4. Comme o tend vers 0 lorsque n tend vers

l'infini, etqueuu, >0,0ona limu, =0.

=30
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W SE PERFECTIONNER

u, +v
Vi—Albg M=t B

On a: s
2

u, =1,

o _ueE,
n+1 1+‘\/‘

1) Pour toutn, on pose w,_ =v, —U_.
un+x/§vn u, +v,
tivE g
2u, +22v, —(1+V2)u, +(1+2)v,

pour tout n.

Pour tout n, Wy =Vyg Wy =

2(1++2)
(1-V2)u, +(v2-1)v,
; 2(1++/2)
[\/_ v, -u,) J2-1

n'

2(1++/2)
o L ey
nl 2(1-}-\/5] n
On en deduit que la suite (w,) est géométrique de
J2 21 1(«f1)232«f3f
21++2) 2 2-1 2

et de premier terme W, =V, —U; = \/E -1.

2) Montrons par récurence que, pour tout n:
v, =, 20 (H,).

vy —U,=v2-1>0 donc Ihypothése (H,) est vraie
pour n=0.

Supposons gie H;, soit vraie pour un entier n donc
que v, —u, =0,

2(1+f)

raison 4=

J2-1
214+2)

Alors: Vo — U,y =W, =

V2-1
2(1+J_

3
récurrence, V, —U, 20et q=§—\/5>0.

!.’l

-u,)>0  car Thypothése de

Par conséquent pour toutn, u_ <v,_ .
3) Montrons que la suite v est décroissante :

_y, +2v,
- ETE IS ¥
=% —\/EV 0=y
142 1+J_

Pour toutn, v, -

En effet: =u -v <0 daprés la question
précédente. Par conséquent, la suite v est
décroissante.

Montrons de méme que la suite u est croissante :

u +v V. —u
Pour tout n, u 6 —u =—" ==L = >0
2 2
d’apres la question précédente. On en déduit que la
suite u est décroissante.

4) Montrons que lim(v —u, )=0.

w =an=W ﬁ
n (4] 0 2(1+ﬁ

\/_ 1 —— — <1 donc hm[ \E 2 } =0.Par

TN} ol 21442

conséquent lim(v, —u, )=0.
N=—+a0
U est croissante, v est décroissante, et

lim(v,—u,)=0: u et v sont adjacentes, donc
n—+x

convergentes et elles ont méme limite.

W SE PERFECTIONNER

I) 1) Notons P(n) la propriété « 0<u <1. » et

démontrons par récurrence que la propréité P(n)
est vraie pour toutn € IN.
Puisque u, =1, on a bien 0<u, <1. Ce qui achéve

la phase Initialisation.

Supposons mainrtenant que pour un entier

k e IN fixé. La propriété P(k) soit vraie c'est-a-dire
02y, =1

On écrit successivement :

0<u, <1, puis par croissance de la fonction carré
sur [0,+0[, 0<uf<1 donc 1<1+uj<2puis par

croissance de la fonction racine sur [D +oo[

V1<.J1+u? <+/2 donc 1<—,}1+u Slx/_

c'est-a-dire %Sui —J_ 2 .Puisque 0 <% et ! =222,

on conclut donc que 0<u, , <1, ce qui acheve la

phase d’héridité et 1a démonstration par récurrence.
La propriété P(n) est donc vraie pour toutn € IN.
2) Notons P(n) la proprieté «u 6 <u, » et

démontrons par récurrence que la propriété P(n)
est vraie pour toutn € IN.

—;\/1+u§ =

u, <u,.Ce qui acheve la phase Initialisation.

2 ,
On calcul u, , pour s’assuer que
2

Supposons maintenant que pour un entier k € IN
fixé. La propriété P(k) soit vraie c'est-a-dire
U, U,

On écrit successivement :
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u., <u,, puis par croissance de la fonction carré

sur [0,+00[, uj,, <uf donc 1+ul, <1+uf puis par

croissance de la fonction racine sur [0,+c[,

%\/1+ufHl S%\/l+ui

J1+u?, <\1+u? donc
Eest-a-dire u,, <u,.

1
Puisque 0<% et E-\ESZ, on conclut donc que

0<u,, <1n ce qui achéve la phase d’héridité et la
démonstration par récurrence.

La propriété P(n) est donc vraie pour tout n € IN.

3) Puisque la suite (u,) est décroissante (question
2) et minorée par 0 (questionl) , elle est
convergente.

Notons L sa limite.

%) Puisque pour tout n e IN, u,, =f(u,), avec

T 3 2

S E\/l fox® puisque f est continue sur IR, comme

composée des fonctions carrée, affine t—>1+t,
: T 1 . .

racine et linéaire u+—>§u, et puisque la suite (un)

est convergente, sa limite L doit vérifier L=f(L).
Fuisque pour toutn € IN ona u, >0, on doit avoir
L>0.

Four L>0, on a les équivalence suivantes:

L=f(L)<:>L=§\/1+L2

:—4L2=1+L2<:>L2=%.

3 3

i) Puisque la suite (v,) est croissante (propriété
(P:1)) est majorée par 1 (propriété (P;)), elle est
donc convergente.

Puisque pour tout neIN , v, =f(v,), ou la
fonction f est celle de la question 1)4), la limite A de
v=) est également positive et vérifie également

V3

A=f(A)e> A=

L2 suite (un) est décroissante, la suite (vn) est
croissante, Puisque les limites des suites (u,) et (vy)
sont fines, on peut écrire
im(v, —u )=limv —limu,
== n—s+m n—+w
By L33 B,

3 '3
Les deux suites (un) et (va) vérifient donc les trois
Bypotheéses nous permettant d’affirmer qu’elles sont
adjacentes.

W SE PERFECTIONNER

1) Pn, qui est évidement continue, est également
strictement croissante sur IR. comme somme de
fonction strictement croissante sur [R.. De plus ,
P,(0)<0 et ligan =+00, P, réalise donc une bijection

de [0,+co[ sur [P(0),+[ et comme 0 est élément de
[P(0),+0[ , il existe un unique u, €[0,+o[ tel que
P(u,)=0.
2)Ona
P (1, )=P,(u }+ui" 20=F,, (u,,)
Puisque P, est croissante, on en déduit que
un = ur|+1 z
3) Remarquons que, x E]O,l[, ona:

x_xn-:-l 72Xﬁ1—Xn+1

P[x)= -1
(%) 1-x 1-x

En particulier, on a Pn(%)ﬁﬂ, et donc, puisque P,

est croissante, on déduit u_ > % pour tout n.

4) Soit pe]1/2,1[, alors pour tout n assez grand,
d’aprés I'écriture précédente de P, P (p)>0
puisque le numérateur converge vers 2p—1>0.
Ainsi, toujours par croissnce de (P,) , il existe un ng

1
e IN tel que pour tout nznu,ona:ESuu <p

Ceci prouve exactement que (u, ) converge vers1/2.

W SE PERFECTIONNER

o
o uy g

[

i

L

t

f f
i |
i

I

|

1

!

I

i

I

i
{
|
i 1

c) (u,) estcroissante et elle converge vers 1.

2. a) Montrons par récurrence que, pour tout n de

IN,ona: %Sun<1.
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° Pourn=0,35u0=1<1
2 2
e Pourn > 0, supposons que %Sun <1 et

<1

n+1

1
montrons que 3 <u

1 ) .
En effet: = <u, <1 etfeststrictement croissante

sur [0,1] = f[%] <f(u,)<f(1)

i o i,
é55§£u+1<1,am51VneIN,—Su"<1.
2u u =g ®oan (1 =8y
b) u,-u=—"L--y =-"--—2=" =~ >0
) Uaa M, 1+u,? " 1+u? 1+u,?

= (u, ) est croissante
De plus ona (u, ) estmajorée par 1 donc elle est

convergente

Soit {=limu_ , —=</<1

n—+x

B | =

u,,, =f(u,) etfestcontinue sur IR donc en ¢
=>f(é)=1¢
= {=0o0ut/ :1,or%5£51

=>/=1
3. a) Montrons que, pour tout n de IN,

0<1- um_S(l u)

u? -2u, +1 (1_Un)2 _1-u

l-u  =—" e = —x(1-u
e 1+u? 1+w 1402 (1-u,)
Or—1—<u 21l =0<1l-u, <1 et1< L i
2 2 2 1+u 5
G
= 0< L £E
1+u? 5
1-u

= 0<l-u,, ~2x(1-u,)s2(1-u,)

T

b) vkelN, 0<1- ukﬂ_-sz—(l—uk)

<(1-u,)

Pourk=1,0<1-u, Sg(l*‘h)

Pourk=0, 0<1-u,

Pourk=n-1, 0<1-u, 5%(1“"“1)

©

On fait le produit membre a membre et on simplifie,

onobtient: 0<1-u, <(2J (1 u, )
=0 l—n ilx[gj
Z a5

limlx[g) =0 = limu, =1.

n—-+an

k k
4 i<l uk_l 2 :>1—1[E <
25 2\5

b) 1—— -[ J —<1 ¥ n e IN*
0 \xﬂ

c) = limv, =1

n—+0

W SE PERFECTIONNER

u, =3 v, =4
u, +v, et u,, +v,
nl Vn+1:
2 2
u, +v, —Zv W+ 15
5 e TR 4’
112=u1+v1 :§’V2=u2+v1:52
2 8 2 16
Z2.a
By FNy . UtV
Wi = Ve —Upn = n+12 i 2
u, +v,
_ Uy —4, 2 Ris: _u +Vn—2u n_Un -—-1\
2 2 4 o 4
1
b. w,=v,-u,=4-3=1 donc =5 ; sa

limite est évidemment 0.




—PBy Corrigé M

et

3.0n a vu que L=w_,>0 donc u, est

croissante; par ailleurs w, =v_-u,>0 donc

1

1
u >v, ;enfinv ,-v =—u_,+=-v, -V,
i Z

n+1 2 n

1 +v

1
e e

donc v, est decrmssante.

ik
~W J== 0~V J<0
“
Il reste a montrer que lim(u,-v )=0 or c'est
n—-om

justement la limite de w . Les suites (u,) et (v,)

convergent donc vers la méme limite (inconnue
pour l'instant...).

4 a. tn+1 = un+1 Jrz"’yml :1 un *V 2 n+1 +V
3 3 2 2
1(u +v + i
<l n +Lln N +vn =—(Un+2Vn):tn'
3 P 2 3
1 7
On a donc tn=§[uﬂ+vu]=§.

0. Les suites (u,) et (v,) ont méme limite / donc &

Uinfini, en remplagant dans t, %"%[l +2)=1= g

W SE PERFECTIONNER

3+7
:__ v :—:z Wi o == D+V0 =~—~E=E:E s
< sl 2 2 R

Ly _3' 8 _64+63_127

_ARF’ 2 48 48
il
IR T
48
127 336
u,+v, a8 ‘127 32257

o= = = ~2,64575 ;
L 2 2 12192

7 7 85344
v, = B 32257 32257 ~2,64575.
12192
semble que les suites tendent vers 2,64575... et
ue la convergence soit trés rapide.
9 tup>0etvy>0.
:up=3>0etvo=7/3>0:Pgest vérifiée.

'UIJ(‘I 11.

u +v ,
= -0 5 L >0 puisque u; et

vn sont positifs, et bien shr il en résulte que

Supposons P, vraie: u,,,

Vo= ! >00n a bien, quel que soitnde N, u,> 0

n~+

un+1
etvy>0.
3.a. (u, +v) —28=(u, -v )
& (u,+v,) —(u,-v,) =28

S 22uv. )=28cuv. =7y, =—

4u " u,,,
R (u,+v,) i
un+1 4
1 7
zu—(unﬂz L 7) =U,, _U— =Wy — Vi

n+l n+l
3.c. De l'égalité précédente, on conclut que uu:1—
Vn-1€st strictement positif quel que soit n, c'est-a-
dire en remplagant n+1 par n, on a u, - v, positif
pourn=>1. Il faut vérifier que I'inégalité est aussi

7
vraiepourn=0: u —v0~3—§ §>D On a bien u,

- vp> 0 ou encore u,> vy,

u +v =un+vn—2unuv -u

carvp-u,<0;
i 7 _i= T, -, ;)
n+l n
un+1 un un+1u
0 et uy,> 0 quel que soit n. La suite (u,) est bien
décroissante et la suite (v,) est croissante.
5. a. On sait que uy> vy or la suite v, est croissante,

Z1.
doncvy,>vy, onadonc: u, >v, >v, =§_

>0 car Up+1 — Up<

5. b. Par équivalence :

1
U = Via SE(un =Vy )2

(u,-v, )2 5%(% -v, )2

<
4'un.*l
! £i<:>4un+1 =10 e, 25
4u 10 2

n+l
; PR e e
Or on sait que u_ > 5 > 3 d'ol le résultat.

5.c. On veut montrer par récurrence la propriété Py:
1

1671

u —-v_ <

n n
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2 1

Vérifions Po: u, v, = 3 <W =1, ok.
10%-

Démontrons Py :

2
1
t,, —% 5—1 (u,-v )Zél -
n+l n+1 10 n n 10 102 =

L., r 1. 1 .
§ (102"'1)z 10" 10@-12

1 1

T 10x10% %107 107
5 d On a D=y, —¥ =

o et on sait que

lim L =0, donc 11m [u -v,)=0 (gendarmes).
N—=400 10

6. Les suites (u,) et (vn) sont adjacentes, elles sont
donc convergentes vers la méme limite A, Celle-ci

/ @1:—?@12=7 :

vérifie la relation limv, =
N>+ limu,

orl>0
donc l=\/’7.
i il i e
7.0, -V, S———=—-=10"" : la rapidité de la
10%1 10

convergence est impressionnante puisqu’a chaque

itération on gagne un facteur environ 107" . En fait
on double le nombre de décimales & chaque coup...
On se trouve en présence d'une convergence dite
quadratique.

8. Pour trouver \/5 , il suffit de faire la méme chose

u, +v, a . :
WEC U =y et v, =— puisque si (u,) et
u

(va) sont adjacentes, elles ont méme limite 1 telle
a 1 : gr 8
que 1=T < 1” =a. Les démonstrations précédentes

peuvent se faire de maniére identique, ¢ca marche
bien.

W SUR LE CHEMIN DUBAC

a) Soit (Py )la propriété : u, et v, , sont strictement
positifs; (Pp) vraie ; supposons ( P,) vraie et
montrons que (Pn.1) est vraie : ue>0 et v,>0, donc

2 u +v
Uy P >0 et v, = "2 ~>0: donc pour
._+_
u v

n n

tout entier n on a u, et v, sont trictement positifs.

. _W v, 2uw,
Vi ~Upy = 2

u, +v,
_ (v Pdugy O -, )
S 2w, +v,)  2u,+v,)
etdonc v, <u,, ;etdou, Vn, u <v,_.

¢) On a 2x>0; dott O<y—x<y+x d'ou b

X+y
o ) &
2x+y) 2
Ainsi v, —u_, = (v, ~1,)(v, ~1, ) <--1u(vn =) .
2(u, +v,) 2

Soit (Pu)la propriété: v, -u, <( J (Ve —u,); (P1)

vraie : supposons (Pn) vraie et montrons que (Pn.1)
est vraie : |

n N ‘
1 1(1 iy
<50, <3 H o -u)=(1] tm-u)
donc (Py) vraie pour tout entiern n=1 . f) Comme
0<1/2<1,o0n a lim (}—J =0.Dongc, par le théoréme

n-to| 2
des gendarmes, on obtient nlLrlr;o (v,—u,)=0.
g) La suite (u,) est croissante :

v, —nJu,
u, +v,

g — Wy = >0 et la suite (v,) est

u—v
“W=>0; et comme

décroissante: v . —v =

n+l n

lim(v,-u,)=0, donc ces deux suites sont
n—+o0

adjacentes.

2uv. u,+v,
h) u,,-v —r =u,v, =u,v,=ab,

+1 n-n
n. 4w, 2
donc le produit est constant, Comme les suites sont

adjacentes. Elles convegent vers la méme limite £ et
ona limu, v, =/*=ab etdonc ¢{=+/ab

N—>+c0
i) On pose a = 2 et t' = 3 les suites (un)et(v, )
convergent vers \/g ; on calcule donc les premiers
termes de la suite et des que la différence (v, —u,)

o . = 5
est inférieur 3 10° on a u1=15—2 & =t

120 49 11760 4801
u,=—— et v,= Hy— et v,=——
49 20" 9602 1960
y 11760 4801
v.-u, <107 donc
g 801 <6< 1960
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Dérivabilite

I) Résumé du cours
A) Dérivée d’une fonction composée
* Siu estune fonction dérivable en X, et f une fonction dérivable en u( X;)), alors la fonction
' fouestdérivable en x, et: (fou)'(x))=f"(u(x))xu'(x,)
= Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I et f une fonction dérivable sur u(I), alors

la fonction fo u est dérivable sur I etona: (fou)'(x) = f'(u (x)) xu'(x) , pour tout réel x de L

B) Théoréme des accroissements finis
* Théoreme 1 : (théoréme de Rolle)
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] et vérifiant : f(a) = f(b)
Si f est dérivable sur]a, b[ alors il existe au moins un élément x, de ]a, b[ tel que f'(x,) = 0
* Théoréme 2 : (théoréme des accroissements finis)
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b]
Si f est dérivable sur]a, b[ alors il existe au moins un élément x, de ]a, b[ tel que
()= - @
b-a
= Théoréme 3:
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b], dérivable sur]a, b[
On suppose qu'il existe deux réels m et M tels que : m < f'(x) <M pour x € ]a, b[, on a alors
m < k) -1a) <M
b-a
* Théoréme 4 :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I . On suppose qu'il existe un réel k strictement
positif tel que | f' (x) | <k pour x € ], on a alors [f(b)- f(a) | < k|b - a| pour tous réelsa et b de I
C) Point d’inflexion :
Soit f une fonction définie sur un domaine D et (Cf) sa courbe représentative dans un repére
cartésien (O,Z}') du plan
On dit qu’un point I(a, f(a)) est un point d'inflexion de (Cf) si et seulement si : (Cf) traverse sa
tangente au point |
Dans le cas d'une fonction deux fois dérivable en a, I(a, f(a)) est un point d’inflexion de (Cf) si
et seulementsi: f" (x) s’annule en a et change de signe

Exemple :
Soit f(x) = x* —6x>+9
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I(2,-7) e (Cf) et (T) : y=-12 x + 17 estla tangente A (Cf) en I
f(x) - (- 12x + 17) = X’ —6x2+12x -8 = (x - 2)°
(Cf) est au dessous de (T) sur ]- «, 2] et (Cf) est au dessus de (T) sur [2, + o[
= I(2, - 7) est un point d’inflexion de (Cf)
D) Dérivée et sens de variation
* Du sens de variation au signe de la dérivée

-,
(Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. (continue sur I , et dérivable sur
: l'intérieur de I suffit ...)

e Sif estcroissante sur], alors pour toutxdel,f’(x) >0

o Sif estdécroissante sur], alors pourtoutxdel,f’(x)<0

: o Sif estconstante sur I, alors pour toutxdel,f’(x)=0

% Du signe de la dérivée au sens de variation

~ ' ™~
f Soit f une fonction dérivable sur un intervalle . % Si la dérivée f ' est strictement
(continue sur I, et dérivable sur l'intérieur de I ¢§ positive sur [, sauf peut-étre en un
suffit) nombre fini de réels ou elle
; ® Si pour tout x de I, f'(x) > 0, alors f est s'annule, alors f est strictement
: croissante sur I. croissante sur I.
e Si pour tout x de [, f'(x) < 0, alors f est Si la dérivée f est strictement
décroissante sur . négative sur I, sauf peut-étre en un
o Sipourtoutxdel, f’(x) =0, alors f est {nombre fini de réels ou elle
i constante sur L. s'annule, alors f est strictement

4 décroissante sur I.

1) Exercices

WQ-C-M

Soit f une fonction définie et dérivable sur ]- 5, + o[ dont le tableau de variation est le
suivant :

o "3\_5/ : s
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On désigne par (C) la courbe représentative de f
1) Sur l'intervalle]-5, + o[, I'équation f{x) = - 2 admet :
a) Une seule solution
b) Exactement deux solutions
c) Quatre solutions
2) Sachant que f' (2) = 0 I'équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 2 est :
a)y=4
b) y=4(x-2)
c) x=4

1
3) sur l'intervalle [-1, 0], la fonction g définie par g(x) =—— est:

f(x)
a) strictement croissante

b) strictement décroissante
c) n’est pas monotone

W VRAI- FAUX (session principale 2012)

T Le plan est muni d'un repére orthonormé.
Soit f une fonction définie et dérivable sur

&

Telle que sa courbe représentative (C) passe

— par les points A(1, 0) et B(3, 1). Dans la
5 o figure ci contre on a représenté la courbe

(C") deladérivée f' de la fonction f

Répondre par Vrai ou Faux en justifiant la

réponse

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur - 1

2) L’aire de la partie hachurée est égale a 1 (Question a traiter plus tard dans le chapitre
« calcul intégral »)

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur ;

4) Pourtousaetbde([l,3],ona ]f(b]—f(a]\ <|b-al
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V APPLIQUER

Dans le graphique ci-dessous cg est la courbe représentative, dans un repére orthonormé

(0,i,j), d’une fonction g dérivable sur IR.
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L’axe des abscisses est au dessus de cg sur[—4 ;+oo[ et son asymptote au voisinage de +c.

1) Déterminer par une lecture graphique :
Jim g, lim (g(x)+3x), g=g(0), (g°g)'(0) et gog([ -2, +[).

2) Soit f la fonction dérivable sur IR qui s’annule en (-4) et dont la fonction dérivée f' est la
fonction g.
La courbe cf représentative de f posséde une branche parabolique de direction celle de
I'axe des abscisses au voisinage de +w et une branche parabolique de direction celle
de I'axe des ordonnées au voisinage de —o.

a) Dresser le tableau de variation de f sur IR et donner [im |*) et lim 1),

X—+wm X X—>—w X

b) Justifier que cf posséde un unique point d’inflexion I qu’on précisera I'abscisse.

W APPLIQUER

La fonction fest définie sur [1, + o[ par f(x)=
x

2.3

Py . ; : 1
Verifier que la fonction fest la composée d’'une part des fonctions x -5 x2, x — oy et d’autre
x+

1
part des fonctions x> — et x> x2+3.
X
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Calculer la fonction dérivée de f en utilisant le théoréme de dérivation des fonctions
composées en utilisant les deux décompositions.

V APPLIQUER

Les fonctions fog et gof sont dérivables sur un intervalle I. préciser I et calculer leur
dérivée sur cet intervalle.
1) fix>2x+let g:x—> x2—6x+4

x+1

x+2

3) f:xr—)x/; et g:x> x2—1

2) fix—>3x2+6etgix—>

4) f:x3x° et g:le
X

W APPLIQUER

Soit g une fonction dérivable sur |-1,+c[ qui s’annule en 1 telle que pour tout x>-1,
1 = il = d 2
g'(x) =? (la fonction dérivée de g), h(my g(x)=-oet lim g(x)=+.
X x—=(-1 x—+m

1) Dresser le tableau de variation de g et en déduire le signe de g (x)
2) Dans la figure ci-dessous, on a représenté, dans un repére orthonormé (0,i, /), la courbe

@ d'une fonction /' dérivable sur R ainsi que ses tangentes aux points d’abscisses 0 et 1,
et ses asymptotes D et A. & est strictement au dessus de ses asymptotes.

v W

3 /

AW

Déterminer g of (0), (g of )'(0), limgof , gof (R_)
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W S’ENTRAINER

; -1 + xsi
Soit f la fonction définie sur ]0, ] par f(x) = i

1) a) Montrer que f est dérivable sur ]0, «] et calculer f' (x)

b) Dresser le tableau de variation de f’. En déduire |'existence d'un unique réel x, de ]0, x]
telquef’ (x,)=0

c) Donner alors le signe de ' (x) sur |0, ©]

2) a) Calculer f[gj et f' [g] En déduire la position du réel x, par rapport a % ainsi que le
signede f (x,)

b) Montrer alors que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions p et q sur |0, «]

S’ENTRAINER

On définit la fonction f sur I'intervalle [0, n*] par: f(x) = cos«/;

Jx

1) a) Vérifier que pour tout réel x € [0, n?], f(x) - 1 = —2sin’ (7}

b) Démontrer que f est dérivable en zéro et donner f' (0)
2) a) Justifier que f est dérivable sur [0, ©?] et calculer f’ (x).

b) Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.
3) a) Résoudre dans [0, n*] I'équation : f(x) = 0.

b) Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentant f au point d’abscisse
73'2

i
W S’ENTRAINER

1
On considére une fonction / définie sur R *, telle que: (1) =0 et /'(x)=—
X

On pose F(x):h(x+\/1+x2).

1) Montrer que F est définie, dérivable sur R et calculer F '(x) :

2) Montrer que F est une fonction impaire.
3) Montrer que pour tout x de R, ; F(x)<x.
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W S’ENTRAINER

1
Soit la suite («, ) définie par: uy =letpourtoutndeIN, u . =u +—|2-u 2).
s 0 n+l n 4 n

1
1. Soitla fonction définie sur [1,2] par f(x) = x + 1(z—xz) .

1
a) Montrer que f est dérivable sur [1,2] et que pour toutx € [1, 2],on a:|f'(x)|< =

|
b) En déduire que pour tout x de [1,2], |ﬂx) - \/5' < i—|x - ﬁ| .

2. a) Montrer par récurrence que pour toutnde IN, 1<u, <2.

-]

b) Montrer que pour tout n de IN,

U, - \/5| < l
2

u, - \E‘ < [%J . Conclure.

c¢) En déduire que pour tout n de IN,

T

x—1
V1+x? -

On désigne par ¢ la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,Z}').

On définit dans R la fonction fpar: f(x)=1+

Soit (u, ) 1a suite définie par la donnée de u, > 1 etpar u,,, = f(u,),neN.,
1) Démontrer que pour tout nde N, u, >1.
2) Démontrer que la suite (un ) est décroissante, en déduire qu’elle est convergente et trouver

sa limite.
2
3) a) Démontrer que pour x de [L+w[ : 0< f'(x) ST. (on pourra étudier les variations de
£ sur [1,+o0]).

b) Déduire pour nde N,ona: -1+u,,

< 72(_1 +u, ). Retrouver lim (,).
E? SE PERFECTIONNER

NxP—l+zmx+cosmx+1 six>1

Soit la fonction f: x> :
X —x+7 Sl
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1) Etudier la continuité de f en 1.

®

2) a) Montrer que: Vx >1,ona: f(x)2vx’ —1+7zx.
b) Déduire lim f(x).
X—>+00
3) a) Justifier la dérivabilité de f sur Jl;+oof .

b) Prouver que: Vx >1,0na: f'(x) > 0.

4) Montrer que lim J=7il =

x-1* X — l

+00,

Interpréter géométriquement le résultat obtenu.
5) Dresser le tableau de variation de f.

6) L’équation f(x) =0 posséde - t- elle des solutions dans IR.
7) Soitla fonction 4:[0,7] > IR ; x - h(x) = f(3 +sinx).
a) Justifier la dérivabilité de h sur [0,7] et calculer h'(x).

b) Dresser le tableau de variation de h.
V4 —x?

X

six €]0,2]
Soit f'la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x)=
x—— six€]2,+oq

X

On note (&) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,E, }') du plan.
1) a) Calculer }Egl f(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b) Calculer xlier f(x) et }g}}m f(x)—x. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
1) a) Montrer que f est continue en 2.
b) Etudier la dérivabilité en 2,
, —4
3) a) Montrer que pour tout x €]0,2[ , f'(x) = m ,

b) Calculer 7'(x) pour x €]2,+oo[.
c) Dresser le tableau de variation de £ sur ]0,+oo[ .
d) Tracer (¢) (On précisera les demi tangentes au point d’abscisse 2 )

5 SE PERFECTIONNER

S
Soit f la fonction définie sur]- 1, 1[ par f(x) = 1 - . On désigne par ( Cf) la courbe
] [p (x) ﬁ gne par ( Cr)

représentative de f dans un repeére orthonormé (0,1}') du plan. (on prendra 2 cm comme

unité graphique).
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1) Calculer hm fx)et hm f(x) . Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

= (D

2) Montrer que pour toutréelxde | -1,1[,f’(x) =

; puis dresser le tableau de

(l—xz)\/l—x2
variation de f.
3) a) Ecrire une équation de la tangente A a ( Cr) au point d’abscisse 0.

b) Tracer ( C¢) et A dans le repére (0,?,}').
4) a) Montrer que I'équation f(x) = x admet dans ] - 1, 1 [ une solution unique a. Vérifier que
o€ }0,i|: :
2

b) Montrer que pour tout réel x de |:

8\/_

Nl*-—-

:| ona:|f' x)|<
8\/5

c) En déduire que pour tout x de [ :|, ona: [fix)-a|< T]x—a|.
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1. b)
2. a)
3. a)

W VRAI OU FAUX

Vrai - Faux :

"

q
[
j
T

1) e [%,5},f’(x)>0:>f’(x)¢—l

= ( C ) n'admet aucune tangente de coefficient
directeur - 1 (Faux)

2) A= [ f'(x)dx=F(3)-F(1)=1-0=1
(Vrai)

1
3) Ladroite d’équationy = y coupe
(C") en un point donc il existe un réel c e {%5} tel
que f' (c) = —;— = ( C ) admet une tangente de

coefficient directeur % (Vrai)

f est continue sur [1,3]

=> il existe au
f est dérivable sur ]1,3[

Autrement: {

moins un réel ¢ € 11, 3] tel que
£ (g B _1

= (C) admet une tangente
S > (€ g

de coefficient directeur %
f est dérivable sur [1,3] Théoréme des accroissements finies
=
vxe[1,3], [f'x)|<1

pour tousréelsaetbde[1,3],ona:

|f (b) - £ ()| <[b - a| (Vrai)

ks

1°) lim g(x)=[0], lim (g(x)+3x)=[-15],
gog(0)=g(-1)=[-2|

e

lim ﬂﬁ:@et lim @=
X-= ¥

x>+m ¥
(g08) (0)=g'(0)xg'(g(0)) = g (0)xg' (1) ==x2=[1]

2
et gog([-2+[) =g([-3.0[) = [[-3.-1]

2) a)
X —c0 -4 +an
f'(x)=g(x) + o £
o
f(x) / \
3)
b)
% i -2 a0
£(0)=g'(x) LR -
W APPLIQUER
__Ll xe[l,+o[
/&) x2+3

cf possede un unique point d’inflexion I "
Considérons les fonctions: x—x*; xb— :

d’abscisse -2. x+3
h l g
x->— et xrox2+3
X

= f(x)=vou(x)=hog(x)

S =(veu)'(x) =u'(x)=xv'(u(x))

o ] 2x
(e+3) ) (2+3)

F')=(hog)'(x)=g'(x)xh'(g(x))

= f'(r)=2x><[

= A bl - 1 A 2%
F= [ (x2+3)2} ("+3)

1. f:x—>2x+let g:x>x*—6x+4
f og estdérivablesurIRetona:
(fog)(x)=g'(x)x f(g(x))

= (fog)'(x)=(2x—6)x(-2)=—4x+12
go f estdérivablesurIRetona:
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(gof)(x) = f'(xX)xg'(f(x)
= (go f)'(x)=-2[2(-2x+1)—6]=8x+8

2. f:x>3x*+6et g5y x+1
x+2

f og estdérivablesur IR\ {-2} etona:

ol il x+1)_ 6(x+1)
(fo8) ) (x+2)2X6(x+2] (x+2)

go f estdérivablesurIRetona:

P 6x
(et (3x2+8)°

3. fixb>x et gix>x2-1

f og estdérivablesur]-oo,-1[U]1,+ o[ etona:

X

: 1 :
o 'x =2xx —

S i e

go f estdérivable sur IR, etona:

(8 /)@ =5-x2x =1

4, fkaaxBEtg:xkgl
X

f o g estdérivable sur IR*etona:

(fog)'<x)=—21x3[1] ==
X X

‘ %
go f estdérivablesurIR"etona:

(gof)'cx)=3x2x(‘—§]—f’
X X

W APPLIQUER
1)

X -1 +o0

g (%) +

|

g(x)

Si-1l<x<lalorsg(x)<g(l)=>g(x)<0
Six>1lalorsg(x)>g(1l)=gx)>0
Six=1alorsg(x)=0

yy 8°f(0)=g()=0;
(gof)'(0)=f"(0)xg'(£(0)) =2xg'(1)=2><%: 1
(limf =(-1)*

e :jﬁggof:_w

ihmg:—w
(=)

-1 + xsi
1) a)Vxe]0,n),onaf(x)= —omX _
X
= 4+ sinx
X

9
(x - —J est dérivable sur IR* en particulier sur ]0,

X
7]
(x - sinx) est dérivable sur IR en particulier sur ]0,
n]

= fest dérivable sur ]0, =] comme étant la somme
de deux fonctions dérivables

Etonaf’ (x) = iz + COSX
X

b)f”(x]=:£3-sinx£0
X

X 0 i
(%) -
F) \‘12-1
s

f'(]o,n]):[%a,m[

0e [iz-l,+oo[:>il existe x, € ]0, ] tel que
s

f'(x,) =0, or f' est strictement décroissante sur |0,
7] = X, estunique

<)

f'(x) + 0o -

2) a) f[E}- 25 B f'[EJ= 5
2 b1 2 2

f’(£j=i2>0 :>%<x0
b1

0<g<x0 etl’' X} =0N¥x2ell, x| =>fest

strictement croissante sur 0, x,]
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:f(3]<f(xn]:>-3+1 <f (x,)=f (x,)>0
2 T

b)
X 0 Xq T

f'(x) + A

Ix,)

f(x) - / %

£J0, x,1) =]- o0, f
(x,)]etf (x,)>0=0¢€]-oof (x,)] =il existep
€ 10, x,] tel que f(p) = 0 or f est strictement

croissante sur ]0, x,] = p est unique
f([x,,n]) = ['—l—,f (x,)]etf (x,)>0=0¢ {-l,f (
2 bl

X,)] = il existe q € [ x,, 7] tel que f(q) = 0 or f est
strictement décroissante sur [ x,, 1] = q est unique

Ainsi I'équation f(x) = 0 admet exactement deux
solutions distinctes p et q dans ]0, «t]

S’ENTRAINER

f(x) = cos/x, ¥ x e [0, n?].
1. a) Pour tout réel x e [0, %] , f(x) = cos/x =

cos(Z%} = 1-2sin? (—\ZEJ =f(x)-1

= 2sin® [-\/—;J J
2

Cos2a = cos?a - sina = 2cos?a - 1 = 1 - 2sin’a

- =
b) lim L = lim = \/;
=l x x-20 x
sin ===
1 2 1
=lim-—x—— " 4

| 2 [ﬁJ 2

= festdérivable a droiteen O eton f' (0)= _L.

2. a) f est la composée des fonctions cosinus et
racine carrée.

Soit U(x) = +/x , Vx e [0, n?].

U est dérivable sur |0, n?] ; U(]0, 72]) =10, 7]

Cosinus est dérivable sur IR en particulier sur ]0, 7]
= f=cos o Uest dérivable sur |0, ?] etona:

£' () =U" (x) x [ sin (UR))] =

1 sin\/;
——(-sinx) ==, v x € 10, 2]
2\/;( S x) 2’\/; (=
Ainsi V x € [0, 7?],
sin\/;
f'(x) = 2\/;

1
- six=0

2
b) Six € 10, %] alors 0 < \/; Sn:>sin\/; >0
=f' (x) <0 Vxe]o, 7%
0

X

sixe ]O, 752]

2

£i(x) |—

1
£(x) \

1
3. a)f(x)=0¢ cosvVx=0et /x €[0,1] = /x

2

T
ER e —
2 4

b) Soit (T) la tangente a la courbe de f au point
2

d’abscisse —
<

=ty s ey
y=f'"[—)][x- — —
¢ 4 4 4

1 o 1 T
S| B | S —
b4 i T 4

Remarque : La courbe de f est donnée ci - dessous
n’est pas demandée mais peut nous donner une idée
sur le travail qu’on a fait.

W S’ENTRAINER

hest une fonction définie sur R*_ telle que:
h(1)=0 et p(x)=L
X

(C'est une fonction qu'on va I'étudier plus tard
appelée fonction logarithme népérien)

On pose F(x)=h(x+v1+x2)-

1. Domaine de définitionde F :
VxelR 1+x*>x*>0

= V1+22 >V s le @ >x>—x= x+/l+ 2 >0

Puisque h est définie sur R *,
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F(x)= h(x+\/1 e’ ) est définie sur IR.

maine de dérivabilité de F :

U
(xi—)1+x1) est dérivable et strictement positive

IR = /U estdérivable sur IR
= (x B x+1+ xz) est dérivable sur IR

! b
¥

‘xex+\fl+x2) est dérivable sur IR

B est dérivable sur IR’ > =

V(IR)c IR

5 =h o Vestdérivable sur IR.
zlcul de dérivée de F :
F'(x)=V'(x)xh'(V(x)

=1

» D ]x 1 3 1
2\/l+x2 x+\/1+x2 \/1+x2,
¥ xe IR

2 ParitédeF:

SoitH(x)=F(x) +F(-x),Vx e IR

= est dérivable sur IR (n'oublier pas de traiter F( -
x) comme composée de deux fonctions dérivables
sur [R)

H'(x)=F(x)-F'(-x)=0carF’ estpaire.

= H est une constante

Or H(0) = 2F(0) =2h(1) =0

= H(x)=F(x)+F(-x)=0,VxelR
=F(-x)=-Fx),VxelR

— F est une fonction impaire.

3. Soitxe R,.

F est dérivable sur [0, x]

Db 1 ol |FGx) — F)] < 4]
sr|0,x], X)) =—=oso%

AN 1+x2
(D’aprés le théoréme des accroissements finis)
= |Fx)|<x,Vxe R,.

—-x<Fx)<x,Vvxe R,.

Autrement :

On aurait pu démontrer l'inégalité précédente par
une étude de fonction.

Onpose G(x) =F(x)-x,xe R,

G est dérivable surIRetona:G' (x)=F' (x)-1

= - -1<0

A1+ x?

= G est strictement décroissante sur IR
= Six20alorsG(x) <G(0) =>GX)<0=F(x) <x.

S’ENTRAINER

1. a) f est une fonction polyndme dérivable sur IR
en particulier sur [1, 2] etona:

f'(x)) =f'(x]5% Vxell2]

1
fixl=1-=-x% =

(x) 5
fest dérivable sur [1,2]

b)

f'(x]|$% vxe[l,2] = V¥ x € [12], on a:
\/E 6[1,2]

‘f(x}f(\@)‘ S%lx—ﬁl

2. a)Pourn=0, 1£u0 =1=2

pour n = 0, supposons que 1 <up = 2 et montrons

que 1£un+1£2

En effet: 1< up < 2 et f est strictement croissante
sur [1,2] = f(1) < f(up ) <f(2)

= 1<£Su]1+1 S§<2
4 2

Ainsi pour toutndelN, 1su, <2.

1
00 -2|<3}x- 2
u, 2|

b) Pour tout x de [1,2],

et 1<uy <2 = |f(un)—f(\/§)‘£%
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.. ~\/i|s:1£ u, ~\/§|

c) Montrons par récurrence que pour tout n de IN,

H, - \/5|S(%]n

Pourn=0, ‘uo —\/E‘=|1—\/§|$[%T=1

=%

Pour n = 0, supposons que

("

<3, 2] et fu, -2]s(3]
-ﬁ;s%x(%] 2

ﬁ[s@]
() =

= (un) converge et limun =2

< i

f{x)= 1+m

Soit (u, ) la suite définie par la donnée de u, >1 et

u, - \/i| < [%}“ et

montrons que |u

,XxeR

par u,,, =f(u,)neN.

L'objectif est d'étudier la convergence de suite.
Essayons tout d’abord de faire une étude graphique
pour prendre une idée sur la convergence de la
suite.

1. Montrons par récurrence que pour tout n de IN,
u.>1

e Pourn=0, u, >1 (donnée)

® Pour n > 0, supposons que u, >1 et montrons

que 1 1
=1
Eneffet: u,, :f(un)=1+—u“—
1+u’
>0
=i
=u,, 1= T =0=rn_, =1
J1+u?
\_v_/
>0

Ainsi:VnelN, u, >1.

@

u—l

f 2 n
1,
:(‘—~—’un_ [ 1+u? J

= (u, ) est décroissante.

7

(u, ) est décroissante et minorée par 1 donc elle est
convergente.
Soit £=limu_ ,ona £ = 1.

+0
u,,, =f(u, ), avec f continue sur IR en particulier en
L =fL)=1¢

£-1 -1

={ =
V1+/
:>(£—1)( L —1]—0::>Ezloux/1+£2=1

— UL =/{-1

250

+

3=
[3%]

3. Autre procédé de convergence :

e x=1
a) (x) + —14.;;2

Vi3 —(x— )=

2

2x
_ f!(x) 1+X \l'l‘l’x

] x®=x%px 1+x
= >0

- (1+x*)V1+%* _ (1+x*)V1+%°

Yx=>1

ax (1+x2)g—%x2x(1+x2)%(14

fx)=——5={"&)= 3
(1+x2)2 (1+x7)

(243 -3x(14%)] _ax_3xe1

(1+x2) (1+x2)2

f'[x)=0¢—-2%*-3x+1=0

SJ“J_?,

A=17=x

4
~0280ux=3tV17_ 3H17 .
4
= ex 4*3,0na:f"[x)<0

= f' est décroissante sur [1, + o]

IS

= Vx21l,ona f'(x)<f'(1)=f'(x)< 5
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b)

f est dérivable sur [1,-+oo|

P

Fix) = £ (x) < V2
F(x)|=f'(x)< s
2 [1,+00]

V2

= [f(u,)-f(1)| S—Zz-fun -1
' D'apres le théoréme des accroissements finis)

NG

m,, -1=u,, —1S7(uII —1)

z

0<uk+1—1S7(uk—1)
Pourk=0,0<u1—1£§(ua—1)

N

Pourk=1,0<u2—157(u1—1)

Pourk=n-1,0<u, -1<—(u, -1)

On fait le produit terme a terme

2

V2 V2

2_ | converge et elle tend vers 1.

S’ENTRAINER
| Vx' —l+azx+cosmx+1  six>1
F x>
X —x+m six €1

et on simplifie on obtient: 0<u_ —1< [7} (u,—1)

Puisque  lim [7J (uy—1)=0car e Hi]=s

L lmf =lim x2—1+;rx+cosrfrx+1=7r=f(l)

x—1
= [ est continue a droite en 1
B =limx —x+7x=nm= F(
' — [ est continue a gauche en 1
=nsi fest continue en 1.
& a) V x € IR, on a:
goszx+120

Coszx = = 1

f—

= Yx>1,ona: f(x)2Nx"-1+zx.

b) limvVx —1+7zx=+0 = lim f(x)=+w

Tsdm x—34@

3. a) (x VX 71) est dérivable sur ]- o, - 1[ U ]1,

+ oo en particulier sur ]1, + o[
(x+> mx+coszx+1) est dérivable sur IR en
particulier sur |1, + oo

= fest dérivable sur |1, + «o[ comme étant la somme
de deux fonctions dérivables

b) Vx>1,ona:
S'(x) =

+7—msin(zx) >0,
B e ——

20

o Rn —
|
f—

. JE= x2=1 gmx—-m cos(zx)+1
4. lim = lim +
=1 x—1 = x—1 x—1 x=11
, x2=1 x+1
Or lim =lim = +o0
x=1 X — 1 x=1 x2 — 1
. BX—7 . cos(zx)+1 .
lim =7 et im———————=—zsinz =0
ot ] x=l’ o]
x)—-f(
s R
a1 x_l

= fn'est pas dérivable a droite en 1

La courbe de f admet une demi-tangente verticale
dirigée vers le haut a droite en 1.

5. Vx<l,ona:f'(x)=2x-1

1
x +-o0 = 1 o0
=
e &6 e T
00 -+
i \ /'
1
e
4

1
6. 7 -Z est un minimum absolu de f sur IR

1
:>f(x)2:rﬁz,\?’xelR

1
OrE—1>0:>f(x)>0,VXEIR

= l'équation f(x) =0 n’admet pas des solutions
dans IR.

7. h(x)=f@+sinx), Vxe[0,7]
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(xl—) 3+sin x) est dérivable sur [0, 7]

a) J £ est dérivable sur [1, +ao[

u ([O, Ji.']) = [3, 4] c [l, +oo[

= h =fou est dérivable sur [0, 71'] etona:

h'(x) =u'(x)x [ '(u(x)) = cosxx f'(u(x))
\_.\,_I
b) Lesigne de h’ (x) est celui de cos x sur [0, n]

% 0 E T
h'(x) + 0 n.
/(4)
h(x) / \
£(3) f(3)

W SE PERFECTIONNER

2

—x>
— s1x €]0,2]
f(x)= ’;
x—— six €]2,+o0]
X
1) a) lim f(x) = lim Sl =(i) HE
x0 10 x 0

= la droite d’équation x = 0 est une asymptote
verticalea (&)

b) lim f(x)=limx—

] X

= +oo

L% | 4

4
lim f(x)—x=lim——=0
I—+m X340 x
= la droite d’équation y = x est une asymptote
oblique a (£’) au voisinage de + .

x2

2) a) lim £ = lim f(x) = lim =0

X

4
lim f = lim f(x) = limx—— =0
: ,

x—2 =2 %
lim f =lim /" = f(2) = fest continue en 2.
2 2"
b)
4 — x?
=19
- limf(x) A ):lim x

x2 ) s | oyl

{66 -
Va-x* 4.—x*

=lim = lim
= x(x—2) o x(x—2)V4=x2
(2-x)2+x) . 2+x

=1

el B Rl
‘:Tx(x—Z)vft—x’ “r::'l x\4—x?

)~

= fn’est pas dérivable a gauche en 2.
4

X——

—f(2 24
> limf(x) f@ . T g 8
2" x—2 x=2 x(x = 2)
L (x=-2)(x+2) . x+2
= lim =lim
=2 X(X* 2) =2 x
= fest dérivable a droiteen2 et f,(2)=2.
Ainsi fn’est pas dérivable en 2.

V4-x?

X

=%
x -v4-x*
(21}4352] —x* =44+ x?

)= s

b x4 —x?
et
x4 -2

b) V x €]2,+o0[, f(x) =x—i
X

=2 x— 2

=2

3) a)V x€]0,2], f(x)=

s

4
= Fl)j=s1+—
x2

c) Tableau de variation de f:
% 0 2 +00

['(x)

- +
@) *\ / e
0

d) Tracage:
Les demi-tangentes au point d’abscisse 2 :

* (&) admet une demi-tangente verticale dirigée
vers le haut a gauche en 2 ayant pour équation :

{x =2

y2f(2)=0

@ () admet une demi-tangente a droite en 2
y=2(x-2)

ayant pour équation :
x=2
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1—x*

1) lim fix)= lim 1 -

= (1) P 2 g l_xz

Bm f(x) = lim1- = —00

X
= 1 - ’ 1 oy x2
= Les droites d’équations respectives x = -1 et
=1 sont deux asymptotes verticales & ( Cr).

—-2x
Ixa/l—x% —xx
21— x2

2) £i(x)=—

I—=x*
SRR T, A
(1-x?)V1-x
X -1 I

f{x) —

——_

3) a)A:y=f"(0)x+f(0)=-x+1

Sotit fla fonction définie sur ]-1,1[ parf(x)=1- _* __

b)

4) a) Onposeo(x) =f(x) -x, x €]-1, 1]

¢ est dérivable sur |-1, 1[etonao’' (x)=f' (x) -1
<0, pour toutx £]-1, 1]

¢ est continue et strictement décroissante sur ]-1, 1]
donc ¢ réalise une bijection de |-1, 1] sur

@(]-1, 1) =]- o0, + 0]

0 € ]- o, + o[ donc I'équation @(x) = 0 admet une
solution unique « dans -1, 1J.

9(0)=£(0)=1>0

LT =R~ =~ (058 (o

s

1 1 1
b) Soitxe|:0,—:|, f'(x)lz =
2 (l—.?c:z)‘\,a'l—x2 (l—xz)i
I 1 3
Or0<x<—o 02— —<1-x*<1
2 4 4
33 ; 8
@—5(1—.\:2): Ll 1 = ST
(l_xz); 33
= |f'(x)|: = ﬁﬁﬁ, Vxe|:ﬂ,l:|
(If):zz ? 2
c)

I
f est dérivable sur [0,—:'
2
83 1
[f'eo|<s—, vxe [:0,—]
9 2

]

Tirtos b semsenme s () — £ (@)| < %h’—fﬂ

1 83
Vxe[o,—i|,|f(x)-a|s |x—a|
= 2 9
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Fonctions réciproques

I) Résumé du cours
A) Fonctions composées :

f 8
X ——f(x)—>g(f(x))
b S
gaof

Thé : si f est dérivable sur I alors g o f est dérivable sur I
+

g est dérivable sur f(I) Vxel
B) Fonction bijective :

Définition :

G T . A ’
I g est bijective si et seulement si Vy e B il existe un seul réel x € A tel que f (x) =y
X
Remarque:
: o 1 ol : 4 B4
Si f est bijective alors son application réciproque f-1 existe: " :
VX
On a alors:
- Vxe Aona f7(f(x)) =x
= vy € B ona f(f_l(y)):_y
. x € A etf(x) =y) < y e B et
“ f
x=fy) x==2y
Théoreme :
Soit f une fonction strictement monotone sur I on a alors :
E f est bijective de | surf(I) :
" fetf-1 ontle méme sens de variation.
= Cf et Cf -1 sont symétrique par rapporta A :y=x.
. Side plus f est continue sur I alors f1 est continue sur f(I) ,

M(x,y)—2>M'(y, x)
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C) Dérivabilité de f-1
e Sleogud=¥B |
Théoréme1: Soit f: bijection
0 XD
Si festdeérivable enxo | alors f-1 est dérivable en yo = f(xo) etona:

Bl ] A->B
Théoréme 2:  Soit f: bijection
Xy

Si f estdérivable surl

et lors 1 est dérivable sur f(I)etona: Wy e f{I)

f" (x) # Opourtoutx el
oi x =f"(y)

D) Fonction racine niéme ;

Théoréme et définition :

n étant un entier naturel (n>2); /:R, >R ;x —x" f est une bijection de R, sur R,.

Lz fonction réciproque de f estappelé la fonction racine ni¢me ; /™ :R R ;x— x .

Propriétés des radiaux :

1) La fonction racine ni*me est définie, continue et strictement croissante sur R . . Elle réalise
+

une bijection R, sur R, .

Z) Pourtoutxde R, ,ona ?/xT:x.

3) Soit p un entier naturel non nul et n un entier, #>2 ;ona: %’,/x—=({/;)p.
4) Pour x€ R, n et p entiers vérifiant: n>2 et p>2,0na: {/T:"{’/;.

5) Pour xe R, n et p entiers vérifiant: n>2 et p>1,0na: ”f/x_f’={’/;.

6)Pour neN, n>2, xeR_et yeR_,ona: {/E=§’/J_6{/;

7)P0ur nelN, n=d JCE]R+ etyeR:,ona: {/E=\/;

y iy
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Equation x" = a: (Soit n entier naturel tel que 7>2 et a un réel non nul)

Xt=a n pair n impair
a>0 S={—%,%} S={{/E}
a<0 S=¢ S={—</:E}

Remargque : si a est nul, pour tout entier naturel nnon nul, ona: §= {0}

E) Exposants Rationnels :

Soient x réel strictement positif, r un rationnel et P \nreprésentant de r; (peZ;geN*).0n

q
&
appelle puissance 3 exposant r du réel x, le réel noté x définie par: x" =x = UxP .
Propriétés : Pour (x,y) eR, xR’ et (r,7")eQxQ,ona:
; ; R n o AT x i x) X
X xl = (x') =" (xy) =% . ol —
X ¥ 4

Dérivée de la fonction racine ni¢me ;

1
Pour tout entier n>2 ; la fonctionx — 1[x = x», définie sur R, est dérivable sur ]0,+00[ et sa

. - | =2
fonction dérivée est: x > —x" .
n

II) Exercices

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

Soit # une fonction continue dérivable sur ]-»,3]On donne f(0)=4, f(2)=0 et f'(0)=2

x  —of 3
f'(x) * 0
@ s

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse :
1) fréalise une bijection de ]-,3] sur ]-o,5]

2) f_l est strictement décroissante sur ]—oo, 5]

3) /™ est continue sur ]-,5]
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£) ' est dérivable en 4 et (f“ ) '(4) = %
5) /' estdérivable 3 gauche en 5

5) /' estdérivable sur ]-co, 5[
7)a) L'équation f(x)= E(n € N*) admet une unique solution &, sur |-, 3]
n

b) (a,) est décroissante
c) (a,) est convergente

d) lima, =0

H—>+0

W Q-C-M; FAUX OU VRAI
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct((),_f, }) :

®epondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1] Soit f un fonction bijective de I sur I et tel que la fonction réciproque de fest f.
On a la droite D : y = x est un axe de symétrie de Cf.

Z) Soit fune fonction bijective de [-5,5] sur [-5,5]

- s o —1 = s
Sifestimpaire alors f~ estimpaire.
3) Soit f une fonction continue et strictement croissante sur [2, +oo[.

Si fn’est pas dérivable a droite en 2 alors £ ™ n’est pas dérivable a droite en f (2)"

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

Le graphique ci-contre représente la courbe C;de la S
fonction dérivée f' def. S N Sl
Sepondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. / \ Cer
1) fréalise une bijection de [-2, 2] sur £([-2, 2]). 3
2) fadmet un minimum local en 1. / 2

3) La courbe de f admet deux points d'inflexions. / \
1

WAPPLIQUER \

On considere les fonction f et g définie sur IR par:

fx)= x*-6x>+20x et g(x) =x3-3x+5

1) Dresser le tableau de variation de g.

Z) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution ae ]-3, - 2[.
3) Déterminer le signe de g(x).
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®

4) Donner un encadrement de o a 0.1 prés
5) Dresser le tableau de variation de f

6) Montrer que f(&)= 30’ +15a

V APPLIQUER

On définit les deux fonctions: g:10, z[ = IR h:]0, z[—IR
X — cotanx - 2x X —> XCOSs%x
1) a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
b) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet dans ]0, 7 [ une unique solution a et que le réel

a el %, % [. Donner le signe de g (x) sur ]0, 7 [.
2)

b) Montrer que pour toutx € ]0, 7[ ona:h'(x) = sinx cosx g (x)
c) Dresser le tableau de variation de h.

f:]-1,1[ - IR x— tan (£x).

1) Montrer que f réalise une bijection de ]-1, 1[ sur un intervalle J.

2) Etudier la parité de f 1.

3) Soit C la courbe de fet C ' la courbe de gavec g(x) =f-1 (x),x € IR
Montrer que C' =r (C) avec r est une rotation que I'on précisera.

7 e s

Soit la fonction f définie sur [0, 7] par f(x) = cosx.
a) Montrer que f réalise une bijection de [0, 7] sur un intervalle | que I'on précisera.
b) Montrer que Vxe ] ona:f-1(-x) = 7 - f-1(x).

APPLIQUER

Soit 1a fonction f définie sur IR par f(x) =x -2 + Vx> +1 .
1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Tracer Cf dans un repere orthonormé R(O,}:, }) .

3) Montrer que fadmet une fonction réciproque [ ~ que 'on précisera.
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W APPLIQUER

Soit la fonction définie par f(x) =1 + .,
Vxt &1

1) Etudier f et construire sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
2) Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution « dans R. Interpréter
graphiquement le résultat.
3) Déterminer une valeur approchée de  a 0,1 preés.
3

W APPLIQUER
X

Soit la fonction f définie sur IR par f(x)=—; o
X

1) Montrer que pour toutz € IN , I'équation f(x) = n posséde une unique solution notée x, sur

IR,
2) Montrer que la suite (x, ) est croissante.

3) Montrer que Vn21Ln<x, <n+let En déduire lim x et lim ..,

H—r 00 h—>+ n

W S’ENTRAINER

Soit la fonction f, définie sur IR par f,(x)=x"+1-nx neIN*

1) Montrer que pour toutz>2 , I'équation f,(x) =0posséde dans [0,1]une unique solution x,, .

2) Montrer que Vn > 2, 2 <x = E,En déduire lim x, .
bl n n—>+c0

3) Etudier le signe de f, ,,(x) - £, (x).En déduire le signe de f, ,(x, ).

4) En déduire la monotonie de la suite (x, ).

v S’ENTRAINER

Soit n un entier naturel non nul. Soit la fonction f, définie sur [0,+oc[ par f,(x) = x" +9n° —4.

1) Montrer que I'équation f, (x) =0admet une unique solution strictement positive notée x, .
2
2) Montrer que Vz e N* ona: 0<x, oy

3) Etudier le signede f ,(x)—f ,(x

nHl\""n

.;)et en déduire la monotonie de(x, ).
4) Montrer que la suite (x,) est convergente, On note / sa limite.

5) Calculer limx et en déduire?.

X=r+0
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V S’ENTRAINER

On donne la fonction f définie sur R par: £,(x)=x"+2(n+1)x+2 (nelN)

1) Montrer que I'équation f,(x) =0 posséde une unique solution @, est que sur &, € |-1,0]

2) Prouver que la suite ( an) est croissante et quelle est convergente.

3) Vérifier que «, = en déduire lim ¢, .

a’+2(n+1) x40
V S’ENTRAINER

Soitf:[1, 4o - IR , x— x-1+2x.

1) Etablir la dérivabilité de f a droite en en 1.

2) Montrer que fréalise une bijection de [1, +co [ sur un intervalle ] que I'on précisera.
3) Etudier la dérivabilité de f-1 en 5 et a droite en en 2 et (Indication calculer f(2) ).

4) Expliciter f-1(x).

W S’ENTRAINER

Soitf: [0, Z[—>IR ,x— - !

cos® x

1) Montrer que f réalise une bijection de I = [0, Z [ sur un intervalle ] que I'on précisera.
2) Montrer que f -1 est dérivable sur |-o,1 et que Vxe J-,1]
1

(Y0
W S’ENTRAINER

Soit la fonction f définie sur ]- %,—725[ par f(x)=tanx

1) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie un intervalle ] que I'on précisera.
1

14"

2) Montrer que g est dérivable sur ] et que pour tout x€J,g'(x) =

3) Montrer que g est impaire.
3

4) Montrer que pour tout xe [0,+w[ona 0<x —g(x) < %

5) En déduire limm‘gﬂtﬁ

x—0 x2
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5 SE PERFECTIONNER

f: [0, E[—)lR , X — +/tanx

1) Montrer que f est dérivable sur 0, Z [ puis étudier la dérivabilité de f a droite en 0.

2) Dresser le tableau de variations de f et tracer Crdans un R.O.N (o, i, }].

3) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle | que l'on
précisera.

4) Tracer Cg dans un repére R(O, i, 3‘).

2%

5) Montrer que g est dérivable sur [0, +oo [ et que pour tout x € [0, o[, g'(x) = worgir i

6) Montrer que pour tout xe]0,+[ona:g(x)+g (%) = %

. . fps s * O - 1 %
7) Soit la suite U définie sur IN* par: U, = e ;g(mk) ;

a) Montrer que pour tout n € IN et pourtout k€ {0,1, 2, ...,n} ona:
g(n) <g(n+Kk) < g(2n).

b) En déduire que V,e IN* ona: g (n) < Un< g(2n) puis déduire que U converge et
calculer sa limite.

@ SE PERFECTIONNER

Soit la fonction f définie sur :!—}2—,%[ par f(x) =tg(7x)

1) Montrer que fadmet une fonction réciproque f ' définie sur un intervalle ] que I'on

précisera.
1

2) Montrer que f~' est dérivable sur ] et que pour toutx eJona: (/) (x) =ﬁ
z(l+x

3) Soit la fonction g définie par:

@
%

4) | g(x) = six>0

g(0) =

5)
a) Montrer que g est continue a droite en 0.
b) En utilisant les inégalités des accroissements finis montrer que pour tout réel x positif :

X - x
7(1+x?) </ )= T

X
7
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¢) En déduire la dérivabilité de g a droite en 0

©),

6) Soit la fonction h définie sur ]0,+ o[ par h(x)= f (l]
X

a) Calculer h’(x) en déduire que pour toutx >0, A(x)=—f"(x) +%

b) Montrer que Ch se déduit de Cf par une isométrie que I'on précisera.

. k
7) Soit la suite U définie sur IN* par U, = Zf‘l( )

P n

k
a) Montrer que pour tout entier ke {1,2,...,n} : = 2 £ f (i) <
z(n*+1) n2y . n?
+1 -
b) En déduire que : —W ) - P e ; pour tout ne IN®
27z(1+n?) 2zn

c) Etudier la convergence de la suite U.

@ SE PERFECTIONNER

Le plan est mini d’un repére orthonormé (O,E, })
1
+/sin x

1)a) Etudier les variations de f sur ]O,% |

Soit la fonction f définie sur |0, | f(x)=
2

b) Montrer que f est une bijection de }0, g} sur un intervalle | que I'on précisera.

c)Montrer que I'équation f(x)=xadmet une seul solution xoe}o,%} et vérifier que

T
X, € |—,—
}4 3[

d) Etudier la position relative de Cf est la droite A: y = x

e)Tracer C f et Cf ™' dans la méme repére R

f) f~ est elle dérivable a droite en 1 ?

-2

xvxt -1

2) a)Montrer que I'équation f(x) = n (neN *) admet une solution unique ¢, sur}(), %}

g) Montrer que ' est dérivable sur [, +eo[ et que (f'l)‘(x) =

b) Calculer lim ¢,

X—>+0
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@ SE PERFECTIONNER

Soit la fonction h définie sur }—E, 0} par: h(x)= bl
4 1+ tan(x)

1) a) Montrer que h est une bijection de }—%,0} sur [1, +00[

-1
b) Montrer 4™ est dérivable sur [1,+oof et que Vx>1, (4")(x)=————
) [L#ooetq =
p(x)=h" (x_—l] six=<0
2) Soit ¢ la fonction définie sur ]—oo, O] par: i3
©=-=
e T
a) Montrer que ¢ est continue en 0.
b) Montrer ¢ est dérivable sur |-o,0] et calculer ¢'(x) pour tout x<0
r
W(x)'f‘z =

c) Montrer que V x € ]~oo, 0[ il existe unréelc e ]x, 0[ tel que

% . (e-1f#l
En déduire ¢ est dérivable a gauche en 0 et déterminer @', (0)

3) Soit la fonction g, définie sur }—%,O{ par g (x) = h(x)+ 2 pour tout entier naturel n non nul
X

a) Montrer que I'équation : g,(x)=0 admet une unique solution «, et que tanea, = - —
n

b) Etudier le signe de g,,,(2,) - g,.,(2,.,) En déduire que la suite (g, ) est décroissante

c) Montrer que la suite &, converge vers un réel qu'on précisera.

W SUR LE CHEMIN DU BAC

2
I) Soit la fonction f définie sur [0,+oo[ par f(x)=lix . On désigne par (C ) sa courbe
X

représentative dans le plan muni d’'un repére orthonormé direct (O,?, }) L

1) Etudier f et construire sa courbe (C).

2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle ] que I'on
précisera.

b) Construire la courbe (C') de g dans le méme repére R(O,f, }) :
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3) Montrer que : Vx €[0,2[;g(x) = J .

1) Soit la fonction h définie sur [0, 7] par h(x) g(1—cosx).

1) Montrer que pour tout x de [0, ir[, ona: h(x)=tan [%}

2) Montrer que h réalise une bijection de [0,7([ sur [0,+oo[.

3) Montrer que 4™ est dérivable sur [0,+o0] etque (™) (x) = 1+2 .

4) Soit la fonction ¢ définie sur [0,+00[ par [@(x)=h" [i] sixe ]0,+oo[
x

p(0) =7
a) Montrer que @ est continue a droite en 0.

b) Etudier la dérivabilité de ¢ sur ]0, +oo[ et calculerp'(x) .

c) Montrer que pour tout x e |0,+od[ il existe un réel c € |0, x| tel que go(xi_ﬁ = J:iz
d) Montrer que ¢ est dérivable a droite en 0.
5) Soit la suite (U, ) définie sur IN par U, = Zl+k2
a) En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis montrer que pour
tout pelNon aﬁsh_l(p+l)—k'l(p)g 1+2

b) En déduire que pour toutneIN on a %h'l(n) + 21 1 == ;k"(n) +1
n®+

c) Montrer que la suite (Un) est convergente est donner un encadrement de sa limite.

6) a)Montrer que pour toutx>0 ona @(x)=7z—h"'(x)
b) En déduire que Ce est 'image de CA™' par une isométrie que I'on caractérisera puis

tracer C¢ dansle méme repere R.

v SUR LE CHEMINDUBAC

Soit la fonction g définie sur ]—3,1[ par g(x)=

et Cg sa courbe représentative

1
\ﬁxz—2x+3

dans un repere orthonormé R (O,_f,}‘)

A)
1) Dresser le tableau de variation de g et tracer Cg dans le repere R
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2) Monter que g réalise une bijection de [—1,1[ sur un intervalle ] qu’on précisera.

3) On désigne par h la fonction réciproque de la restrictionde g a [—l, 1[

Vax® -1

X

Tracer Ch et montrer que pour toutx eJona A(x)=—-1+

4) On considere la fonction w définie sur O,E par w(x) = h( : J
2 2cosx

a) Montrer que pour tout x e [0,%{ ona y(x)=2sinx—1

b) Montrer que I'équation w(x)= % admet une unique solution « € [O,g[
c) Etudier la dérivabilité de ™' et déterminer sa fonction dérivée.
B) Soit fla fonction définie dérivable sur ]—3, 1[ et tel que f’(x) = g(x) et f(0) =0
1) Soit ¢ la fonction définie sur }—%,%{ par ¢(x)= f(2sinx—1)
a) Etudier la dérivabilité de ¢ et calculer ¢'(x)
b) Calculer ¢ Z |. En déduire que Vx e —E,ZE ; p(x) = s
6 22 6
1

n+l

2) Soit U la suite définie par: U, = f(l)—f( ] Vnz=2
n

a) Montrer que Vn=>2, i [ IJSUnSg(l] 1
n+

n(n+1)g n)n(n+1)
b) Calculer lim U, et lim n°U,

3) On donnelasuite S,=> U, (n22).Montrer que la suite (S,) converge vers af~%
k=2

-

W SUR LE CHEMINDUBAC
x+3—-4/x*+1 si x<0

Soitla fonction f définie sur IR par: f(x)= 1+ x

1+
V142

dont la représentation graphique dans un repére orthonormé est ¢

st x20

1) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
b) Etudier les variations de f et tracer ¢

Z) a) Montrer que f réalise une bijection de ]—00, 0] sur un intervalle ] qu’on précisera
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b) Expliciter /' (x) pour xeJ
3) a) Montrer que pour tout x de [O, 1] ona |f'(x)l |

b) Montrer que 'équation: f(x)=3x admet une unique solution & € ]0,1[

U —
4) Soit U la suite réelle définie sur IN par { °

u Ni*‘

fU,) pour nelIN

a) Montrer que pour tout nelN : U, € ]0,1[

b) Montrer que pour tout n€IN|U,, —a|< -;»]Un ~a| et que |U,-a|< (%} calculer alors

lim U,
n—+4w
5) Soit S la suite définie sur IN" par: § = ZkU
n* 3
n+1
a) Montrer que pour tout entier naturel nonnulona: S, a2— = _Zk(U —a)
G
Montrer que pour tout entier naturel non nul on a: 3">2n , en déduire que

lf% R

1 a
5 <— , montrer alors que la suite S converge vers E
n

2n
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:17 Q-C-M; FAUX OU VRAI

1) Vrai, f est continue et strictement croissante sur
]-»,3]alors f réalise une bijection de J-»,3] sur
F(1=.3]) = :|h'mf(r},f(3):| = J-=,5]

2) Faux, On a f est strictement croissante sur
J-,3] alors f™ est strictement sur ]-c0,5] car f

et f' ontle méme sens de variation
3) Vrai

On fest continue sur ]-«,3]alors f' est
continue sur f (]-o0,3]) = -, 5]
4)vraiOna: f(0)=
Ona:f estdérivableen 0
Fr0)=2%0
: L fla 3
alors /™ est dérivableen4 et (f)'(4)=——=—
o 2

5) Faux, On a f est dérivable 4 gauche en 3 et
7', (3)=0alors Cf admet au point A(3,5)une
demi tangente 2 gauche horizontale alors Cf ™'
admet au point 4'(5,3)une demi tangente verticale

dirigée vers le bas alors /™' ,n’est pas dérivable a

5y B -1 5
gaucheen5 et limf(r)—f() =
xs x—5

6) Vrai, Lafonction f estdérivable sur ]—00,3[

vxe]-w,3[,f'(x)#0alorsf” est dérivable sur

1 (J0,3[) = }-0,5]

7) a) On a f réalise une bijection de ]-,3]sur

J-,5]

. ;
On a VaneN,— e ]—0,5] alors I'équation
n

5
f(x) =— admet une unique solution ¢, sur
n

J-.3]

b)Ona: f(a,)= —etf(am) o

Ona <l:>f(a"+1)<f(an)
n+l n

Or f estcroissante sur
]—00 3] a, e ]—ao 3] eta, e]foc,3]

alors @,,, <@, alors (a, ) est décroissante

n+l

c) Vrai
Ona:

x | —00 2 3
f0) | ; 9 +
Ona:

5 ’
f(aﬂ):—,neN alorsf(a")z()alors a, e[2,+oo[

n

Alors (a'n)est minorée par 2 or (a’n)est

décroissante alors ( a, ) converge vers un réel ¢
d) Faux

ona: f(an)=£:>aﬂ — i (EJ

n n
Ona:lim—=0
Hﬁﬂn
Iimf_L(x):Z

20"

5
alors lim [-—] =2 alors lim o, = 2
N =30 n M=k

W Q-C-M; FAUX OU VRAI

1) Vrai
En effet: Soit M un

M':SA(M) AP =%

Montronsque M e Cf < M'e Cf

Ona M eCf < S, (M)es, (¢f)

& M'eCf' < M'eCf alors la droite D: y = x

est un axe de symétrie de Cf.
2) Vrai

On a: f~'est définie sur [-5,5] alors sixe Df ™',
ona € Df”
Montrons que Vy e [—5
ona: (7 ()=~
f(=r"»)=-7(r" (y)) =-
alorsf(f_l (~;V)) = f(—f1 (J’))

alors [~ (=y)=-7"()
3) Faux
Contre exemple: f:[2,+o0] -

point du plan et

5L ===

[0, +o[
X—— R
f n'est Dpas
f@-1(2) _
x=2

dérivable a droite en 2

car lirn
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Sa fonction réciproque £ :[0,+0[ - [2,+00[ est

dérivable & droiteen [ (2) =0

x—3x 42

W Q-C-M; FAUX OU VRAI
1) a) Vrai
Ona Vxe[-2,2], f'(x)20
On a f est continue et strictement croissante sur
[-2,2] alors f réalise une bijection de [-2,2]sur
r([-2.2])
2) Faux f est

[-2,2] alors f n’admet pas un minimum local en 1
3)

strictcement croissante sur

3) *La fonction g est continue et ne s’annule pas
sur |-w, a[ , alors elle garde un signe

constant sur |-, e[

or -3e]-w,a| et g(-3)<0alors pour tout
xXe ]—m,a[onag(x) <0

*La fonction g est continue et ne s’annule pas
sur]a’,+00[, alors elle garde un signe constant
sur]a,+oo[

Or —2&]0:,+oo[ et g(—2) > 0alors pour tout

Xe ]a:,-l—oo[;on ag(x)>0

-2 -1 1 2
S(x) / 4\0 /4
00 § b L (#1 +

On a f"(x)s’annule et change de signe en —1 et 1
alors f"admet deux points d'inflexion

W APPLIQUER

1) g est dérivable sur IR , pour tout x € Ron a
g'(x)=3x"-3=3(x"-1)

! X | —00 o 400
Conclusion -
g - P+
4)
x 3 | 29| 28|27 26| 25| 24,23 |22 |»2,1 =)
g | -3 312( 16 |02 |09 3
sigeg(x)| - - - - |+ i

hie & continue sur [-2,3 ; -2.2]
g(—2, 3) g(_zs 2) <0

D'apres le théoréme des valeurs intermédiaire

l'équation g(x)=0admet au moins une solution

dans IR or @ est l'unique solution dans IR alors
-23<a<-2,2

5) a) On a pour tout réel x,

SLl(x)=4x" =12+20 =4(x’ -3x+5) = 4g(x)

x [ @ =l 1 625 Le signe de f'(x) est celui de g(x)
g(x) T I R i .
() b /) =TT :

s /L’/J \ 3 / f(x) +00 /V'H‘Q
2 [T

*sur [—I, +oo[ on a 3 est un minimum absolue de
g(x) d'ot I'équation g(x) = 0 n'admet pas des
solutions sur [—I,-I—OO[

* On a g est continue et strictement croissante sur
|-, ~1] et g(]~»,-1])= ]-,7]

Comme 0 € ]—00,7] alors I'équation g(x)= 0

admet une unique solution o sur ]—00,7]

Conclusion : I'équation g(x)= 0 admet une unique
solution & surlR.

g est continue sur [-3,-2]
g(-3) g(2)=(-13)x3=-39 ¢ € ]-3,2]

=>Alors d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires

b)Ona f(a)=-3¢" +15a?
Ona: f(a)=a'-6a’+20a

Org@)=0e a -3a+5=0<|a’ =3a-5
D'ou: f(a)=a &' -6a*+20a

=a(3a-5)-6a’ +20a

=3a' -Sa-6a’ +20a
=-3a’ +15¢
APPLIQUER
Ona:g:]ﬁ,z[alﬁ k:]O,Jr[-—)R

x —> cot gx —2x x > xcos’x
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1)

a) vxelo,z[ g'(x)=——=—-2<0
o Bt B
X 0 04 b
g'(x) -
2(x) [po i

Iim g(x )= lim cotgx —2x =+
r 0" x—0"

b) g est continue et strictement décroissante sur
10, 7] alors elle réalise une bijection de Jo,z[ sur

g(]O.fr[) = J-o0, +o0[ -
Comme 0 appartient |00, +00[ alors I'équation

2(x)=0 admet une seule solution ¢ sur ]0,;;[ :
g[ﬂ]:(;gtgz_fz 3._£>0
6 6 3 3

g[£]=cotg£—£_l—ﬁ<0
4 4 2 2

gestcontinuesur | Z 7 |et o[ % | o[ % | g
6 4 6 4
D'apres le théoréme des valeurs intermédiaire :
7 T
e ——
6 4
*La fonction g est continue et ne s’annule pas
sur0,e[, alors elle garde un signe constant

surlo, o[

On a: fe]g,a[ et g(&)>0 alors pour tout
6 6

xe]O,a’[;onag(x))»O
* La fonction g est continue et ne s’annule pas
surle, z{» alors elle garde un signe constant

sur]a,;r[()r on a: %E]a,:r[ et g(§)<oalors pour

tout x e Jor, 7[;on a g(x) <0

X

J 0 a T
] ]
a) Vx €0,z ; h'(x) =cos® x+2xcosx(—sinx)

; CoS X
:smxcosx[ —2x}

sin x
= sin x cos x (cot gx —2x)

= 512) x.cosx.g(x)

@_

b)
¥ (U o L V4
2
cosx + £ =
g(x) SITEL | -
Aty (0 —v il O
h(x) hia) T
A W

APPLIQUER

fiFL >R x—)tan[%x]

1) vxe]-L1[ .f'(x)=%(1+ta1:a2 [ZxDm
[ est continue et strictement croissante -L1[

alors [ réalise une bijection de -1, sur

¥ (]—1,1[)=:| linil}* f(x),}l'j}} f(x)[:]—m,—km[

x—(~

2) /L[> R

X =2y
Montrons que VyeRon a ; —yeR et
A=)

[ (=y)=a|ef(f(-)=1(2)
o-y=f(a)eoy=—f(a)

< y=f(-a)car f est impaire
e f(y)=-a
ela=-"(»)
dott /' (=y )=—=f () douf " estimpaire.

car f_' est

3) g(x)=/"(=x)=~/"(%)

impaire

Of =25 K >C(+f‘1) avec Ay =x
SS(O’})OSA(C):C'

Or (0,i)na={o} alors S(O;]USA =4 =r J

0.2(U,.)) [O,_g




Vxel0,7z]; f'(x)=—sinx <0

X 0 T
fimlo = o
J(x) |1

\‘ L}

[ est continue strictement décroissante sur [0, 73']
alors / réalise une bijection de [O,ir] sur
f([o,z])=[-1,1]=v

b) Vxed= i (~x)=xz-f"(x)?

11 suffit de montrer que : —x = f(iz —f (x))

Ona: f(:r—f'l(x)):cos(zr—f"(x))

= —cos(f" (x))
=—f (@)

Dawse— fR)=F (%)

APPLIQUER

f est définie sur IR par f(x) =x- 2 + v/x*+1
1) festdérivable surlIR,

R
e Ry PRl oy
XE ; X)) = =
2x +1 % +1
e —
=0
%&J
D, 7

*si x 20 ona: f(x)=1+ >0

[353

x +1
*si x <0 ona:

=0

———— =0

L _\!x2+l+;c_ 1
\/x2+l \/x2+l \./x2+1(\/x1+1—x)

_——

=0

2¢me méthode pour déterminer le signe de f(x):

Ona:VvxeR; f'(x)>0,
e
Ona f'(x):O@\/::fx

¥ #1290
o donc x E]—oo.{)]

Flx)=l >0

Conditions d'existence il faux que{
—x=0

{84)
Pour x e |-w,0]

Vx'+l=-x & x’+1=x" Impossible
f '(x) est continue sur R et ne s’annule pas sur
IR alors f '(x ) garde un signe constant sur IR or
f0)=1>0 alors VxeR= f'(x)>0

X —0 +00

S(x) *
S(x) +20
9 /
*lim f(x) = limx—2+x +1

X0 >

. , 1
=limvx +1l+x-2=lm ——
x——x X—p—m )x2 +1 —x

lim f(x)=-2 alors la droite d’équation y = -2 est

Xy

asymptote horizontale a Cf au voisinage de —o0
*lim f(x) = +oo

X—r+n

e m=Pwala wl
lim = lim

x40 x =0 X

[ : 1J
X 1——+J1+—,

X x
= lim

T X

) 2 |
=lim|1-——+ /l+—; =l+l=2=a
X340 X o

lim f(x)—ax = lim f(x)-2x

—2=-2

=limvVx +1-x-2

H=p 0

. 1
=lim———
N E L
D:y=2x-2est asymptote oblique a Cf au
voisinagede +x ; D:y=2x-2

N

-2=-2=b
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3) [ estcontinue et strictement croissante sur
R alors f réalise une bijection de R sur
f(R)=]-2,+o[, dou f admet une fonction
réciproque /' définie sur J = -2, +o0]

fiR— |-2,+m]
P> X

F=xy-2+y"+1=x (1)

Sy ¥l=x-p4+2 (2)

(On a:x—y+2> 0 car si non la relation (2) est
impossible est par la suite f n’est pas bijective)
<:>y2+l=(:'c—y—&-2)2
Y 4l=x"+y" +4-2xy-4y+4x
2xp+4y=x"+3+4x
=(2x+4)y=x +4x+3

B 20
x +4x+3 _,

car x e |-2, +oof :>y=T:f (x)
X+

W APPLIQUER
X

1) Ona: f(x)=1+
V' +1

Df =R [ estdérivablesur R ; vxe R ,

1><\/x2+1—(\/x2+1) x

fi(x)=0+ 2
x +1
Pourtout x e R
ona:
A 1_L
1) = g 24x +1
| e
3 x Ll-x 0 1 -
\/x2+1(x2+1) \/x2+1(x2+1)
X —o0 +00

/(%) +

S 0/ 2

@—

lim f(x)=lim1+

= I x+1
x
=liml+——/—m—
= 1
fx‘,1+ -
e
! 1
=liml- =1-1=0
X——m ]
=
JE

=Imil+—r—==2
x—>4o 1
I+—
X

lim f(x) = 0alors la droite d’équation y= 0 est une

I——x

asymptote horizontal 3 Cf au voisinage —oo

lim f(x) =2alors la droite d’équation y= 2 est une

asymptote horizontal a Cf au voisinage -+

&S e

2) f(x)=x admet une unique solution?
Ona f(x)=x< f(X)—x=0<> g(x)=0
ol g(x) = f(x)—x

gestdérivablesur R Vxe IR,

1
El= ) Sls| ——m—— |15
o ’ (x3+1)\1x1+1
—_ e

=1
-

<1

g est continue et strictement décroissante sur IR
alors g réalise une bijection de R sur

¢(R) = [lim g(a); lim g(of =], 4]

30 95—
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lim g(x) = lim f(x)—x=2—(4%) = -»
lim g(x) = lim f(x)—x=0~-(~) = +o0

comme 0 € |-oo,+o0[ alors I'équation g(x)=0

admet une unique solution & € R
interprétation graphique: Cf coupe la droite

A:y =Xx estununique point M d’abscisse & .

2) D’aprés le graphique, on remarque ¢ < [1, 2]
2(1,8) = 0,07 etg(l,9) =—0,01

On a g est continue sur [1,8 ;1,9] et
g(1,8)x g(1,9) <0 d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaireson 1,8 < < 1,9

W APPLIQUER

1) festdéfinie dérivable sur IR,
3x" (2 +1) = 2x(x)
(" +1)

Vxe IR, f'(x) =

4 2
x +3x
e Toad

(x: +1)2

on a f est continue et strictement croissante sur [R
alors fréalise une bijection de IR

sur f(R]=]Iim £(x), lim f(x)[ = ] o0, +o0[

Comme ne |-w,+o[ alors I'équation f(x)=n
posséde une unique solution x, .

2) On a f(x)=n et f(x )=n+lalors
fz )< fx, +1)

Or f est croissante sur IR alors x <x _ alors (x,)
est croissante.

3) Pour montrer que Vn21, n<x <n+1il suffit
de montrer queva > 1, f(n) < f(x ) < f(n+1).

3

*Ona:f(n)—f(x")= ’n —-n

n +1

ni—n(n2+1) n
g = —— <0 f(W < f(x,)
1

n +1 n +

(n+1)
*anas frdD—Jilg )=——7"——n
(n+1)* +1
_(+1) —n[(n+1) +1]= wentl

(n+1)+1

(n+1)* +1

alors Vn21, f(n+1)= f(x,)

Conclusion: Vr 21, f(n)< f(x)< f(n+1)etfest
croissante sur[Ralors n<x, <n+1

Ona limn =+ = lim x =+

Ao n—

* 1 1
On avVn21, 1£—=<1+— et liml+—=1 alors
n n X+ n

X
lim =1

F=rto g

W S’ENTRAINER

1)Soitn 22,6 Vne [0,1]

L@ =m""=n =n(n"" -1)<0
On a f est continue et strictement décroissante
sur[0,1] alors £, réalise une bijection de[0,1] sur
£ o] =L@ =[2-n1].
On a n>2=2-n<0alors0e[2-n,1]alors
I'équation / (x) =0 admet sur[O,l] une unique

solution X, .
1 1y Iy
2l ona L= |=l—={Fl—1=~=| =20
n 7 n
2 2\ i e
()t
n H i n
2 1
Ona f (x,)=0 :>f(—)§f(x)$f[—j
n 7]
On a f” est strictement croissante sur[O,l]
2

1 = . -2
alors—<x <—ona lim—=0ef lim —=0
n n H—+100 1 h—=+0 1

alors lim x, =0
n—»+0C
3)

Vne IN*xe[0,1]

Fu@ = £, =[ 2" +1=(n+1)x ] -[x" +1-nx]
=x" —x"—x=x"(x-1)-x<0

Ona:x e[0,1]= £, (x)-f(x)<0

= f£.(x)-050=f (x)=0

4)Ona f,,, (xn)50:>fn+;(xn)g.ﬁ+1 (xn+1)

Or Jouq @8t

sur[0,1] alorsx, > x,, alors (x ) estdécroissante.

strictement décroissante
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;137 S’ENTRAINER

1) fest
f'(x)=nx""+18x>0

On a fn est continue et strictement croissante

dérivable sur[0,o0[,Vx 20,

sur [O,oo[ alors bijection

de
10,00[sur £ ([0, +ec[) = [—4, +OO[

comme 0 [-4, +0 [alors l'equation f (x) = 0 admet une seule

[, réalise une

solution x,, € [0,+o0[ .

Ona: 0"+9x0° -4=-4+ 0 alors 0 n’est pas solution
alors x, € ]0, +oof .

2) Ona £ (0)=-4

G650
=== +9|=| -4=|=| +4-4
3, A3 3 3 )
)
=l —=1>0
3
2 2
Ona f, est continue sur[:O,—:| et fn(O)xf”(~]<O
3 3

Alors daprées le théoréme des valeurs

intermédiaires ona 0 < x, < 5

3) Ona

)L )=f (x)-0=x""+9x —4

oronaf (x)=0=x'+9x —4=0=9x —4=—x"

D'odt f,,(x)= 1, (x.)=x"" ~x =x'(x ~1)<0
D e

>0 <0
car 0<x <—
"3

On a .fn+l (xn) o f;wl (xnﬂ) esr’frﬁ] S est

strictement croissante sur ]0, +oo[ = 78 0

alors (xn ) est une suite croissante

2
4) On a (x ) est croissante majorée par; alors (x, )

converge vers une limite 7.

2 2N
5) On a VneN*,O<x"<—:»0<(,rn)"<[—] on a
3

3
i
m(—j =0= limx" =0
3

—ssx v

@_

Ona f,(x,)=0=>x"+9x’ —4=0

= limx" +9x’ -4=0

n—+o

=049 ~4=0 (car daprés 4) lim x, = f)

a4+

, 4 2 2
= =—t=—onl=——
9 3 3

2

Or 0= < ——lsd—— 1 ——

3 3 3

1) * La fonction f, est dérivable sur IR
VxelR,f '(x)=3x"+2(n+1)>0
Ona f, estcontinue et strictement croissante sur

[Ralors f, réalise une bijection de IR
sur f(IR) =IR
Comme 0 € /R alors I'équation £, (x) =0 admet

une unique solution ¢, sur IR
o f(-1)=-1-2(n+1)+2=1-2(n+1)<0
f(0)=1>0 Ona f estcontinue sur [—1, 0] ;

—alors daprés le théoréeme des valeurs
intermédiaire

f(-1)7(0)<0 @, est dans ]—1,0[
vre |-L0[, £ '(x)=3x" +2(n+1)>0
D'ol f', est strictement croissante sur [—l, 0] d'olt

o, estunique.

fuil@)=1(a,)=0~(a] +2(n+2)a, +2)
‘ =—(a} +2(n+1)a, +2)-2a,
=-/.(a,)-2e,
=0-2a, >0
Dou £, (a,,)> f.()

= s
Or f,., estcroissante alors ¢, , > &, d'ol (O:H)

est croissante.
*Ona (a’,,) est croissante et majorée par 0 alors

( a, ) converge vers une limite /.

3)ona: f (& )=0
Alors a:+2(n+1)an+2=0
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Alors o (a:+2(n+l))=—2:a-" = =

a +2(n+1)

-2 =2
On a: —1i
i ! nHEﬂa +2(n+1) P +(+oo)

V S’ENTRAINER

Ona:f(x)=vx —1+2x ; Df =[I,+[
1) hmf(x) f(l) ]m\JX—l-l-Zx—z

x=1t X — x—1F Ti—]

L e )
=¥ _
x1 x—-l xl" (x_l) x_.l

1
= lim +2=
x51 x— 1 0+

-+ 2

Alors / n’estpas dérivable a droite en 1.
2) La fonction x —»x —1 est dérivable et

strictement supérieur a 0 sur ]l, +oo[ d’ou la
fonction f x——>+/x—1 est dérivable sur
]1, +OO[ .D’oti fest dérivable sur ]l, +oo[ ;

Vx>1; f(x)= +250
24/x—1
X 1 +00
&) i
f(x) +00
g

3) f est continue et strictement croissante sur
[I,—!—cx)[ alors f réalise une bijection de [1,+oo[

vers | ([1,+oo[) = [2,+oo[ =J

4) Rappel :
f:I—J bijection

xu—>ya

Si f est dérivable en xg et f'(x0)¢0 alors

f estdérivableeny, et(f” )'(yu) . XY
r'G)

* f:[1,40] = [2,+[ bijection
2—>5
On a f est dérivable en 2 et f'(2)=3=0 alors

f 7" estdérivable en 5.

il 1
o N
(7)) e

*Ona f',(1)=0 alors Cf admet a droite au point
A(1,2) une demi- verticale de direction et de sens de

—_—

j alors Cf " admetau point 4'(2,1) a droite une

demi-tangente horizontale
Alors f ' est dérivable a droite 2 et ( ) (2)

Ou bien: f :[1,+o[ — [2,+[ bijection
152

XNV

. -0 ¥ et
im = lim—
2 = [0SO

(car x > 1" équivaut y —2").

1 1
=lim———=—=

= f() ) +e0

x—=1
Dot f ' estdérivable a droite en 2.
5)
f :[1,+00[ = [2,+o0[ bijection |f()=x< =%
¥ 3%

Ona: f(y)=x4Jy-1+2y=x

@J;I:x—Zy
( necessairement x — 2y > 0 car si non fn'est pas bijective
<:>y—‘1=(:rc-",’ly)2

o y-l=x*—4xy+4y’ & 4y" —y(l+4x)+1+x° =0
A=b—4ac=(1+4x) —4x4x(1+x*)

=16x" +1+8x—16x" —16

=85 1550 car x =2

1+4x—+8x—15 g 1+4x++8x—15

y'= g e
8 8

Or f(2)=5 dousi x=50nay=2.
Vérification dans y” ona:

1+2x5+;/m=§¢2 d'odt y # y"
ooaiiy ke ;jg——f"()

V S’ENTRAINER

(x)#ﬁcos % xe]:() 2{

1) vx E{O,z[
2
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—(c:(;-s2 x) = sint = 1% ear t E}O,E[
Fiy =0 ———= 2-x 2
cos x )
2t sl o 2 x)
[—Z(F—smx)cosx]_ 2sin x cos x = d'ou ( (x)- Tl
cos' x cos'x>0 1/
x 0 %
f‘l(x) 0 - 2\jl—x(2—x)
2| =1
(L v@ S’ENTRAINER
—0
. : 1 = tan
lim f(x)= lm 2-————=- Fix) (x)
i i e Z B COS Xx T 1 X 2
= [2} _’[zj L 1) Vxe} 2,2[f(x) l+tan’ x>0
f est continue et strictement décroissante donc f est continue et strictement croissante sur
11 cali bijecti d z
L e S ° [05[ S _£,£|: donc f réalise une bijection de }_E,E[
Z 2 2 2
o) -
2 St fu——, D lim f(x) lim f(x) = J-oo, +o0]
2) 22
Rappel : Bl D’ou f admet une fonctmn réciproque g définie un
f :I > J bijection intervalle J=IR
F—%x 2)
si f° est dérivable sur I et f'(t)=0,Vtel =f"" 7 -}_E E]ﬁ—)R
estdérivable sur £ (1)=J 2
( ]) ( ) 1 t—>x
Vel )(x)= - T T
J'@) [ estdérivable sur |——,—
2°2
On a f estdérivablesur /= |0 =
' "2 vt e}—z,g[;f'(t) =1+tan*¢t#( alors g est une
s } ﬁfi: £ 2sintcosz¢0
c o - = s rol T T
2 it dérivablesur r| |-Z —f =R
22
T
alors f ' est dérivable sur f[:|0,—!:) = ]—oo, 1[ VxeR (g)'(x) L 1 = 1
2 ’ F(t) 1+tan®¢
1 —cos' t P
Ona: Vxe ]I ; (7)(x)= r or f(f)=x<>tant=x dou )=
] [ ( )( ) f'(tr) 2sinfcost i I+x7
3) On a g est définie sue IR. Montrons que pour tout
Orf@)=xe2-——=x réelxona g(-x)=-g(x)
- On pose : h(x) = g (~x)+g(x)
1 5 1 | ) ,
N VXER:h(x):(—])xg(—x)+g(x)
cos 2—x 1 1
; . 2 =ale s ety
Ona:cos f+sin" =1 I+(=x)" 1+x°
. 2 . 1 1—: 1 ;
&sin“t=1-cos t=1- 5 :2 t>0 =_l+x3+1+.r3=0
( a x) - D’ol1 h est une fonction constante sur IR
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Orona: A(0)=g(-0)+g(0)=2g(0)=2x0=0
D'ou VxeR, h(x)=0

D'ouVvVxeR g(—x)=-g(x)

D’ou g est paire.

3
4) Vxe[O,w[,OSx—g(x)s%?

* On pose ; gp(x) =x—g(x)

xE

U ¥ ]'
vee[o s 0 =1-g =11 5=

x 20 , gest croissante sur [[},+m[ alors
P(x)2p0)= p(x)20=>x—g(x) 20

3
*Onpose: T(x) = x? —x+g(x)

Vx e [0,+oo[ ;

1 x =141 x*
Py=x" -1+ = = >0
*) lax® o 1T L

x 2 0= T est croissante sur[0, +o[

3 3

:>T(x)2T(0):>x?—-x+g(x)20:>x—g(x)££§~

3
Conclusion : Vx €[0,+0[ ,0< x—g(x) < x?

5) lim M

x—0 x
3
¥yix e ]0,+oo[, ona: 0<x—g(x)££3—

3
::>i5g(x)—.1:50:>—£<g(x)2 =y
3 3 X
Or lim X =0= im X% _g
x>0t 3 0" X
*lim —g(”)z_x ?
=0 X

Onposet =—x si x>0 ©t—>0"

g()-(1)

On a lim g(x);x = lim

x—0" X t—0" (_t)

= ]1m£_@_+t car g est impaire

t—0" t
: ﬁln(— &tl_—t]: ~0=0

1—0" T:
Conclusion :
lim 8P "% g ey iy EEI=X ~0= lim8&) %
x>0 x x-0" x =0 X

W SE PERFECTIONNER

f:[ﬂ,%[—»lR , x— Jtan x

=20

=0

@_‘

8) * La fonction x— tanx est dérivable et
strictement positif sur ]0,2213{ alors f est dérivable

0,Z
sur | z [

e f(x)-f(O) - tan x

=lim —— ranx im —x1—+oo
n—0* ,\/_ N n-»n \/_
D’oli f n’estpas derlvable a droite de 0
9) Pourtoutx € ]0,% [ona

(tan x)'
2+/tan x

X 0 2z
2

_1+tan2x

>0
2\/tanx

S'(x)=

S|+

|
lim f(x)= lim +tanx =+o0

T i
X = x— —
2 2

alors la droite d’équation x =%est une asymptote
2

verticale a Cf

:> ; z
7 i2
Cg
1 i 2 :k 4 5
10) f est continue et strictement croissante sur

T
[0, % [ alors f réalise une bijection de [0, E [ sur

£(0, ZD=
réciproque g définie sur J.
4) Cg=S,(CflouA:y=x

[0,+[ =] d’olt fadmet une fonction
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i
5) £ [0, E[ —> [0, +[ bijection
L =——x
f est dérivable sur 0, —72; [

— alors g est dérivable sur f []o,% [)= ]0,+o0[

Vte]D,%[ f'(6) 20

vx e |0, +0 _ _ 2tant
) [ [se= f(t) 1+ tan’t

Or f(t) =x <> /tant = x < tant = x°
dot Vxe ]0, +oo[ g'(x) =

x4+1

Etudions la dérivabilité de gen 0 :
lim 2= _ __ alors Cf admet au poin O une

x—=07 X—
demi-tangente verticale dirigée vers le haut d’ou Cg
admet au point O =S5,(0) une demi-tangente

horizontale a droite
D’oli g est dérivable a droiteen O et g',(0) =0

Conclusion: g est dérivable sur [0, +o0[ et que

pourtout x € [0, 40 [, g'(x)= 2x_.
s 2!

6) Montrons que pour tout x€ ]0, +© [ on a:

g +g(1)=Z 2

|
On pose k(x) = () + 8(~) Vax < ]0, +ao|
X

e Onagestdérivable sur]0, +o [

e On a la fonction h: x ,l est dérivable et
X

strictement positif sur [ =]0, 4+ [ d’ou
D’ol g est dérivable sur h(1)=]0, + [

D’ou la fonction x — g(l) est dérivable sur ]0,
X

+w |
D’ou la fonction k est dérivable sur ]0, +OO[

. 1 1
Ona vxe]o,+f, &k (x)= g'(X)*“(;)' g' (;)

e 2
= 2x —1 x 2x l x
4+ i S e
1+x 14( ) 1+x x x +1
x4
- 2x 3 2x —0
lgie® Juba

D'ou kestune fonction constante sur 0, +oo[

Or f(z) — /tan(f) - 1 alors g(1) :%

Dot k(1) =g(1)+g(~ )_E ik
L e

Conclusion pour tout x € ]0, +oo [on a: k(x) z%
dot g +g(1)=%

7)Uy= +I Z g(n + k) pourtoutn € IN*

a) On a pour tout n € IN* et pour tout k € {0,

,n} , n<n+k<2n dou deplus gest

croissante sur [0, +cc[ alors g(n) Sgh+k) < g
(2n).

b) Vn € IN* ,g (n) < Uy< g(2n)?

On a pour tout n € IN* et pour tout k € {0, 1, 2,
v}, g(m) £ gm+k) < g(2n).

alors Z g(n) < ig(n +k) < ig(Zn)
alors (4 1)g(n) < Z gn+k)<(n+1)g(2n)

alors g(n)sﬁzg(n+k)5g(2n)

k=0

alorsjg (n) £ U, < g(2n).
On a g est continue et strictement croissante et

réalise une bijection de [0, +oo[ sur [0, ZZE [

alors lim g(x) =—

X—>+0

D'ou |im g(n)=£ et hm g(2n)—

I—+xo

3 . 71' :
Conclusion: Iim U =-—et la suite U converge

X—=r+0

T
vers —

2
2éme méthode pour calculer lim g(x)

X+

. . 1 T T
Ona lim g(x)= hm——g[—]=——g(0)=—
X—+X0 I—l-rf-cz x 2 2

W SE PERFECTIONNER

1 1
Soit la fonction f définie sur 7 = :I—,—l:
2 2

par f (x) =tg(7x)




—y Corrigé
1) f estdérivable sur Ipourtout xe/,
f(x)=n (1 +tan’ (;'rx)) >0

f est continue et strictement croissante sur [ alors f
réalise une bijection de I sur f(J) = |-, +oo[ alors f
admet une fonction réciproque f ' définie sur |
=IR.

f:I——>IR .
2) est un bijection

=
f est dérivable sur I
VYyel, fi(y)= 7:(] +tan2(y)) #0

alors /' est dérivable sur J=f(I)=IR
Pourtoutx €Jona:

()@=

Ona

L 1
() z(1+tan’ (zy))
Or £(y)=x< tan(zy)=
D’ol toutx €], (f-l).(x) s

i
:rr(1+x2)

3) gdéfinie par: g(x) = f_“(_x) six>0

o
g(0)=1
T
a)llmg(x)__hmf (x) st L 3= m)
i = LS x0° x=0

1
= (f_' ) '(0) =— (car fest dérivable & droite en 0)
n

D’ot lim g(x)=g(0) d’ou g est continue a droite
x—0"

en 0.
b) Soit x € |0, +oo]

on a f est continue sur [O, x]
on festdérivable sur ]U, x[
Soit te]O,x[ ona
1<1+¢ <1+x°
:>zr$;r(1+zz)£yr(l+x!)
1 1 1
.?r(1+xl) z :r(l+t2) v
1 1
o e b L

ir(l+x2) f

Alors d’apres le théoréme des accroissements finis
ona

=

L (x—o)gf"’(x)—f**(())g;Ir-(x—o)

7:(1+x2)

d'ol (1+x )<f1(x)<

*Pourx=0ona 0
;'r(1+02)

Conclusion : Pour tout , < [0’+m[ ,

<<
T

(1+x )<f (x)<—

a) Pour tout x>0,

b) r e,
7r(1+x2)<f i )< 7r(l+x3) x =
2
1
< S i < -—=<0
T Lk i e e
A
< -g(0)<0
= S8W-20)
= _g(x)-g(0)
z(1+x?) b
im —— =0:>11111M 0 alors g est
x—=0" ;r;;(] + x2) x—0" x

dérivable a droiteenOet g',(0) =
4) h définie sur ]0,+00 [ par h(x) = ¢~ [i)
X

a) Calculer h’(x) en déduire h(x) en fonction de

f7®

1 1

P L (—J ona h=f"oU
X X

La fonction U est dérivable sur lo, ...oo[ la fonction

/7' est dérivable sur IR en particulier  sur
U(]0,+oo[) alors h=f"'eU est dérivable sur

]0, +oo[ .

wesonw=(r(4]) (2] ()

-1 1 -1

B R

o

Dol A(x)=-f"(x)+k (k appartient IR)

o (Bn(5)-ro-
1

On a: h(l):;f“(1)+kalors _:__l_+k alors
4 4

k=L Dol k) == @)+

8]
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b)Montrer que Ch se déduit de Cf par une isométrie
que 'on précisera.

On a pour tout x>0, h(,\c)sz”(:’C)wLl
2

Cf —5 s5af %en (-f‘i)—>%} Ch
ot A:y=x Ona: Ch—[t 0850 ](Cf)

2
5) Soit la suite U définie sur IN* par

4
k=1 n?
a) Soit neIN*, ke {1,2,...,71} d’aprés 5)a)

pour X =—-on obtient
n

K &
- 2 iQ <n’
% 7
(2]
alors "— < 1 (_)<_ﬁ
(n +i2 ) 7’
alors n*(n* +1 2 k k
( = ) - Sf—!(_z)s :
(n +k ) (n -H) zn
1=
alors k <f—i[_ff_)£ k
z(n*+1) n>) >

s n(n+1) <U < n+l

2z(0+n?) " 27mn
n(n+1) <U Sn+1
27(1+n%) " 27n

I

1+=
ona yi, n(n+1) = fim ( n) :L
Seraa(lb] H‘_ﬂ:}lﬁ(flvﬂ) -

4]

¢) pourtout n e IN",

L
e 2zn = 2 2nw
alors  lim U, _ 1 lors 1a suite (U, ) converge
A—>+a0 7[
vers ——.
2

W SE PERFECTIONNER

f0)= @xe}o,ﬂ

1)a) La fonction x—»sin x est dérivable et

strictement  positive  sur ]0 5} alors 1la
2

fonction x — +/sin x est dérivable sur }o, E} de
2

plus fonction X <> +/sinx ne s'annule pas

2 2

- ( sinx)'

VXE:IO,_],fI(x)—gT

2 ( sinx)
(sinx)‘

/si cos x
ey 2+/sin x L N, <0
sin x 2 sin x+/sin x

T 7
sur :|O, —:| alors f est dérivable sur:|0, —:|

= SHIE

f'(x) -

L | \

b) On a f est continue et strictement décroissante

1

T T
sur }O, —J alors f réalise une bijection de }0,—j| sur
2 2

(b))

c) On pose g(x)=f(x)-x
v e} } g'x)=f(x)~1<0
2

<0
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On a g est continue et strictement décroissante

b3 T
sur:lo,—} alors g relise une bijection de ]0, :| dur
2 2

o o5 (5 e = [ 15

T
Comme Oe[l——,m[ I'équation g(x)= 0 admet
2

T
une unique solution x, € :|O,—}
2

Ona:

)5

4 4) 4 4

ONCERCES
2] 3 3 3

T
On a g est continue sur |:,

4
Vs T
4 3

D’apreés le théoréme des valeurs intermédiaire on a :

X e
4 3

d) La position relative Cf parrapportda A: y=x est

T

w |y
]

donnée par le signe de g(x)= f(x) —x

T
X 0 xo 5
g(X) \
Alors
x |0 X5 %

g(x) + (L -
Sur ]0, xu] on a Cfest au dessus de A

T
Sur [xﬁ,ij' ona Cfestau dessous de A

ejgf =8, (cf) oA p=x

f) f " est elle dérivable & droite en 1 ?
r
Ona Cf™' admet au point M, '[l, E] une demi

tangente verticale dirigée vers le bas alors Cf

n’est pas dérivable a droite en 1.
g)

f:}@,ﬂ—)[l, oo

i
n a f est dérivable sur :IO T [

Pour tout y, E]O,—;i[,f‘(y) 20

Alors ' est dérivable sur fU{)}ED =1, +09
2

et que
Et on a pour tout

xE]I,+oo[,(f")'(x)= = Sm(y)\/sg
f'(y) cos ¥
1

1
Oor f(y)=x= =x=>siny=—
+/sin y x

Ona cos” y+sin’ y =1

4

5 o L = =1

= eos y=l-sin y=l-—=—r1
x x

e

xZ

Or cosy>0=cosy=

Pour tout x € [1,+oo[,

Il
_Zsin(y),fsiny = 2?; =2

e D

5

X

(F7) )=
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2) a) On a f réalise une bijection de}o E} sur
2

[1,+oo[

Ona ne [1,+00[ alors I'équation f(x) = n admet

une solution unique o, sur:|0, E] ;
pA

b)Ona f(a)=n=|a,=/"(n)

Or f~' réalise une bijection de[1,+00[ sur

T
}0,—:| et f “lest continue est strictement
2

décroissante sur [1, +oo|
alors £~ ([1,+%[) = J lim oL (1)]
i nro]-b

Alors jim f£-1(x) =0 alors lim f~'(n)=0

x—4wo

alors jim a,=0

X—+0

W SE PERFECTIONNER
La fonction h définie sur :|—§,O:fpar:

1
Ax)=1 + tan(x)

1) a) La fonction x — 1+ tan x est dérivable et

ne s’annule pas sur I= ]_E,o]

4
alors la fonction h est dérivable sur L.
2
Vxe]—z,()},h'(x) sy LT
4 (1+tanx)

On a h est continue et strictement décroissante sur
.3 0:[ alors h réalise une bijection de

1 4

T .
}Z’O} sur h[]—%,OD = h(O)’HlEE:T h(x)| = [1,+oo[
Car lim h(x)= km - :%zm

'H[TJ _t_{—_z)*lﬂanx 0
4

5 b |- 2.0] 1

Vi——r%

h est dérivable sur :|—£, 0]
4

T
vy e ]——,Oj|,h'(y) #0
4
alors b est dérivable sur & (:|—£, O:D = [I, -S-ao[
4

L (1+tany)2
h'(y) 1+tan’ y

vazl(h')@)=

1

or Aly) =x= =x&o l+tany=—
l+tany x
g 1y
D'olt [—]
Vel (g ——E = xS
1+(l—l} x+(1—x) 2x —2x+1
X
2) Soit @la fonction définie sur ]-0,0]
-1 = o
@(x)=h [—] six<0
par: x
m
P(0)=-—
4
a) z
0)=—-=—
#l0)=—7
8 B |
lim——=—=+w .
e B p alors 1imh‘(—x ):f
" -1 S x 4
limA™ (x)=-——

Alors lim ¢(x) = ¢(0) alors @est continue a gauche

x—=0

en0

En effet:

On a h réalise une bijection de ]_%’0} st i alors
h™' réalise une bijection de [1, +oo[ SUT

T 5 T
——,0|alors A~ ([1,4%0| ) = |-—,0
D’autre part, h est continue et strictement

décroissante sur }_E O}alors h~'est continue et
49

strictement décroissante sur [1, +00[ ;

= k™ ([1,+e] ) = ] lim B (x), A (1)]

D'otl lim A7 (x) = %

X—400
P
X X

p=h"oU
* On a U est dérivable sur [ = ]-o,0[
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*Ona: Vx<O,U(x):x—_1=l—l>l
x X

alors U(x) >1 alors U(]—oo, 0[) =1, +od
D’ott 4" est dérivable sur ¢ (]_m, 0[)

D’ou @ est dérivable sur |-, 0

Vi< 0,0'(x) = (“7_1] (n ) [i;—l]

M=) =2 =)

| -1

x‘—2x+2_(x-1)"+1

c) Soit x e |00, 0]

ona: @estcontinue sur [x,0]

@est dérivable sur 0, x[

Alors d’apres le théoréme des accroissements finis il

existe un réel ¢ € ]x,0[ tel que 2H =2 _ )
x—0
réelce ]Q5 x[ tel que

D'ou il  existe un

T
o(x) +Z =

£ (e—1)

Ona: x<c<0 si x>0 alorsc —> 0~

B e
D'ot @est dérivable a gauche en 0 et
0',(0)=——

2

3) g, définie sur]_ﬁ 0[ par g (x)= h(x)+£ pour
4’ : X
tout entier naturel n non nul
a) Ona g, estdérivable sur }_Eyo[
4
Pour tout xe]—%,O[On a g, '(x)= hl(x)_“f{ <0

On a g, est continue et strictement décroissante sur

}—%,O[ alors g réalise une bijection de]_ﬁ 9[ sur

4 >
T .
g" (j|__, 0[) - lim g"! llm s
) sl

— Jso, 0]

Ona Oe ]—oo,+oo[ alors I'équation: g, (x)=0

é s T
admet une unique solution a, sur}—z, O[

Ona g (a,)=0 <:::>h(an)+—n—:0

ar!
1 i (74
=4 —z—*@1+tan(a’n)=——°
14+ tan(a_) a n
aﬂ
Stang =-——-1
n
b) Pour tout entier naturel n non nul

+1
gn+1 (an)i grr+} (an+1 ) = gnﬂ (aﬂ ) _0 = k(arx) +Ha—

n

(24 a

n n n

—[h(a,,)+i]+—l—:g”(a")+l—0+i<0
a, ) a

n

Ona: oy (a" ) < Ent (aﬂ+1)

g,. estdécroissante sur }%,0[ a,>a,.,

T Fo
a, e:|—u,0|: et o e]—,O[
4 4

—Alors la suite (a” ) est décroissante

a) Ona lasuite o est décroissante et minorée par

~Z alors (&, ) est convergente vers une limite Z.

z
Ona ——<0:n<0:x>—£$650
4 4

Ona lima, =¢

n—+o

et la fonction tan est continue en ¢

= lim tan (e, ) = tan(£)

: : el .
D’autre par-t,,lﬂtan(%):"lf&— . -1=0~1=-1

D'ol tan(/)=~1 or ge[_zyoil:gz__z
4 4

. b4
Conclusion: ( &, ) converge vers ——.
4

W SUR LE CHEMIN DUBAC

I:
a) f est une fonction rationnelle donc elle est

continue dérivable sur [0+ . VX € [0,+0[, on a
4 ><(1 +x2)—2x(2x2) oy
(I-HCZ)2 —(14-:52)2

f'x)=




T 0 +oo
fiee) |0 -+
f(x) 2
0’/'
lim f(x)= =)

3w X—3+m x“
alors la droite D: y = 2 est une asymptote
horizontale a (C) au voisinage de +90.

{|x=2

i y=2

Z cf

1

a) f est continue et strictement croissante sur
0, +OO[ donc f réalise une bijection de [0,+d sur
7([0,+0[)=[0,2[. Dot f admet une fonction
réciproque g définie sur J =[0,2[

8) (C') est le symétrie de (C) par rapport a
D:y=x

2) a)

o [0, +oo[——>[0, 2[ bijection

Y2
f@)=ys f(»)=x

yzz :Jr~'::>~2y3 =.x(1+y2)
I+y

f=x&

2 - =xy(2-x)=

X %
= y=
2-x 2—x

2
=y =

ou,__ , Or ye[0,+00[

2—x

donc y= | —— = /() = 23

I1.1)

l1—cosx
h(x):g(l—cosx)—,f
2—-1+cosx
1—0052[£J sin’ [—J
l-cosx _ 2
1+cosx 1+0052[XJ [x]
2
tg (i) ) car xe[O ;z[
2
5
2)vxe[0,z[,ona: h'(x)*;[lﬂg (ZJJH)

h est continue et strictement croissante sur [0, 7:[

donc h réalise un bijection de [0,71'[ sur
A ([0, 2]) = [0, o[ .
3)h :[O,ff[ L [0,+00[ une bijection
{—> x
h est dérivable sur [0, 7] et vt e [0,z].

(e ()
h'(t)=—|1+tg"| — | |#0
2 2

donc h1 est dérivable sur 4 ([0, z]) = [0,+e[

Vx e [0,+[ ,ona:

5 1 1
(7)) =——=
)
2 2

{
or i) =x & tg (5) =3 dol (h_I ) %) =

2

1+#x

4) Soit la fonction ¢ définie sur [O,+OO[ par
i

p(x)=h" (—] sixe ]0,—!—00[
X

¢(0) =7
a)On ah ™' réalise une bijection de
[0, —!-00[ — [0, ;r[ alorsh™ [0, +oo[ = [0, :rr[

r *; - .
D’autre part on a h  est continue croissante sur

X340

[0, +eo[ alors h™' ([0, +00)) = [}z‘ (0), im ™' (x)l:

Dot limA (x)=7x

X—p+0

1 1
Ona lim— =+ alors limh™ (—)=ﬂ'
x

-0 x x=0
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D’ott ¢ estcontinue a droite en o

1
b/ * La fonction x—2—>—est dérivable sur

Jo. 4]

* La fonction x—> h~'(x)est dérivable sur
[0,+00[ en particulier sur U (]0, +00[) = ]0, +oo[
d'ou la fonction A" oU est dérivable sur ]O,+oo[,

d'ou @ est dérivable sur [0, +oo]

Ona

Vx>0 '(x):(l]l(h_L)(}—jz—l 8 wpgied
g X x chH(lj2 % 41

X

c) Soitx € ]0,+oo[
ona @ estcontinue sur [0,x]
@ estdérivable sur sur ]0,x|
Alors d’apreés le théoréme des accroissements finis il

existe un réel € € ]O,x[ tel que

p(x)—p0) | o o o A% |- D
——— = ¢@'(c) c'est-a-dire — :
x=0 x 1+&
d)Ona
g p(x)-p0) = ex)-z -2
im———— =lim =lim >
x=0 X—- O =0 xX 0" ]_ +c

(Rg cn'est pas constante elle dépend de x)

= -2 (caronaO<c<xdoncsi x — 0" on

= lim -
ot e
ac—>0%)

D'olt @ estdérivable adroiteenOet ¢',(0)=-2.
2éme méthode :

Ona im 2R =20 . 95 -7

=07 5 0 x=0" o

Or il existe un réel CE]O,JC[ tel que
p(x)-n =2

x 14e

Onal<c<x=0<c' <x ' =1l<l+c’ <l+x’

1 1 -2 -21
= s =] =g = =
1+x° 1+¢ 1+ 1+x
Y xX)—m -2
D’oul _2<go( ) < -
x 1+x
= x)— (0
Comme lim — === 1imq)—(’—)—-f£-l=—2
=0 |4 x =0 x—0

(98)
D’ou @ est dérivable a droite en 0 et

@', (0)=-

5) (U ) définie sur IN par U = Z T

a) SoitpeINona
* ™! est continue sur [ p, p+1]

*}~" est dérivable sur |p, p+1[
* px<ptl = p2<X2<(p+1)2

= 1+p <l+x’<1+(p+1)’

1 1 1
2 < 2 = 2
1+ ( p+ 1) I+x° 1+p
D’apres le théoréeme des inégalités des

accroissements finison a: |

. 5}
[(p+D)-plsh'(p+)-h'(p)s——[(p+D)-p]

1+(1+p)’ l+p
! 2

=———— s (pe)=F (p)= :

I+(1+p) 1+ p
Conclusion  pour tout p € IN on

2 -] -1

a~——-—2£h (p+D)—h (p) £ :

I+(1+ p) l+p

b) Soit p e IN ,neIN*

2 1 -1
s —<h(p+ D)~k (p)
1+(1+p)

n=1 =] n—1

Z p+1)- Zh (»)

“1+(1+ ) e

a—1 1 n—1
:>224~— W' (p+D-2 k' (p)
S0 E) i -

=2(U, -1)<n’ (n)—h"(O)

=>U, S%h‘l(n)ﬂ car A7'(0)=0

1. -1 2
Y+ -h" ()= -

l+p

n=1 n=1
:>Zh‘](p+1)-2h“

7 -1
=h"(n)—-h"(0) <
=h"'(n)-h"(0)<2 ( J

1+#°

L.
=—h"(n)+ <U,

2 1+n°

|
|
|
|
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Pourn=0

l R (0) +

2 0" +1
i .

Uinégalité est vraie

Conclusion d'ou pour tout

1 1

—h i n e —=h

:h (n}+n2+1 <U, < 2h (n)+1

c)*OnaVanelN

= 2aii B | LR | 1
U, -U,=> -> = =>0

Sipt S+ 14n

(e
<U, <—h"(0)+1
-2

alors (U,,) est croissante.
i 1
*Ona VnelN, U <—h'(n)+1s—x+1 (car
2 2

¥x20,0<h(x)<7)

Alors (Un) est croissante et majorée par

i
— 7 +1 alors converge vers une limite £
=

Jn pour tout n€IN 1h"(n)+ U Slfr+1 et
2 "2

n +1

r—-x

L 1 1 1
im| —h (n)+— =—x4+0=—x
2 n +1 2 2

.%IOI‘S ££g££+1
2 2

V SUR LE CHEMIN DUBAC

|
B o o]
V=x"—2x+3

A1) gestdérivable sur ]_3, 1

||

[/

¥x e:[u?:,l[,g'(x) =— :
=" =2%+3

—2x-2
T Inf—x" =P+ 3
(—x2 —2x+3)
ns 2x+2
2(—x" —2x+3)V-x" -2x+3
B

>0

Le signe de g'(x) est celui de 2x + 2

nelN on a

X -3 -1 1
g'(x) =z L |
glwl it v

e
2

Cq

o s s en s ey e S ,,-.,L.,.‘r.u e ke

2)

g est continue et strictement croissante sur [—1, 1[

alors g réalise une bijection de [—l,l[ sur

1
g([ql,l[)z[a,w[=J
3) C, =SA(F) avec A:y =x et I’ lapartiede
Cg relative a [—1, 1[.
B[] {%,Jroo[

Yy =X
1

g(y)=xe - =%
A=y =213

<.t:>~y2—2y+3:i

xl
2_
& yi+2y ¢1=4—i2<:>(y +l)“=4x 120
x ¥
| Nax?~1
Sy +l= ow Y +l=r——-
x 2x
Vax?-1 +dx* =1
<:>y=_"1+_'— OUy :—I——<0
X X

Impossible car y d'écrit l'intervalle [—1, l[ :




— B Corrigé g

D'ott , _ 14 4x"—1:h(x):_l+ s olfen)
X X
4) ona: W(l’):h( ! ]; XE[O,E[
2cosx 2

a) VXE{O,E[;h( 1 ]——1+ cos’ x
2 2¢0s X 1

1—cos’ x
V cos” x
1
2cosx

’sinzx
7
L.IS'EZ_1+

2cosx
=—1+4+2sinx=2sinx—1

b) Vx e [0,%{ s ¥z |=2sinx —1

=—1+

sinx

=—1+ 2C08 X

CosSXx

T
la fonction W est dérivable sur [0,—[;
2.

T
vx 6[0;2—|: ; ‘P'(x)chosx >0

W est continue et strictement croissante sur
T

[g,f{ alors W réalise une bijection de |:0,E*|:
2

(o) from(z] o

Comme %e[—l,l[ alors 1'équation ‘I‘(x)z

b | =

7
posséde une unique solution & € [0,—[
2

c) Ona: ¥ est continue et strictement croissante

sur [O,E[ alors ¥ réalise une bijection de [0,—;{
2

s s{[o2])-

\P:[O,E[ —[-L1]

2
%

T
Ona: ¥ estdérivable sur {0,51:

@'
=

T i) ~ Dcost

N

alors W' est dérivable sur W[[O,

vt E[O,%[,‘P'(l‘) =2cost#0

Vxe[—l,l[;(‘l"l)‘(x)

x 41
2

Or on a: ‘i‘(t)zx < 2sint —1=x < sint =
Or cos” ¢ +sin’ # =1=>cos’ (¢)

(1+x)  4-(142x+4") 2?2243

4 4 <
H 2
Or te}O,%[scost>0:>cost=~x—22xﬁ

Conclusion: (Q_l)'(x)=m=g(x)-
B. {f '(*)=g(x).x ]3]
f(0)=0

1) p(x)=f (2sinx -1),x E]_%’g[
a) x —¥ y2sinx —]_f—)f (2Sinx _1)
¢ =fo¥

* La fonction ¥ estdérivable sur ; :}E 3
272

* Lafonction f* est dérivable sur ]-3,1[ =¥(7)
D'olt ¢ = fo¥ estdérivable surl.
Vxelp'(x)="P"(x) /' (¥(x))=2cosx g(¥(x))
=2Cc08% g(Zsinx—l)

B 2cosx
\/—4sin2x +4sinx —1—4sinx +2+3
2cosx 2cosx  2co8x

CVa—asi®x 21-sin’x |6y

>0

or @(%J=O alors %+k =0 alors & =_%

fot ¥ } s ;'r|: ( ) T
ou Vxe |-——,—| ;plx)=x——
29 #

6
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:JU,=f(i]—f[ I:}nzz
n n+l
22,n(nlJri)g(ﬂll)Sf(%)_f(ni])Sg(_rl:)n(nl-;-l) ‘

Soitn = 2

Jna:* f estcontinuesur| 1 1
n+l'n

= | .
= ¥n

* f estdérivable sur} 1 1|:

n+1’;
% :I 1
Vx € |——
n+l

1 1

Aionas()=g(x)

=+1 n

2 est croissante sur [71,1[

b 1= [—l,l[
55[—1,1[

slors g(ﬂilj <g(x)< g[i)

Daprées le théoréme des
zccroissements finis.
Ona:

e e o B e 1

n(n1+l) (nil)<U"<g(%)n(;rl+l)

1

inégalités  des

lim =0
o 1 41 ( 1
:]mlg

_L

b) ona:

~+3m

uml:o ,
B s
Iimg(x) :i e J_
0" ,\/g

* ona: lim

1 1 by
M*“n(n-i—l) [n—kl) @
et lim 1 g(ljz()

o nal)

Alors lim U,=0

n—>+m
1 5 n 1
g snl = gl —

n+l n+1 n+1 n

* O

Vae N \{1}:

Ona: lim

et lim
n—vim gy L ]

1
Alors lim n’U, =—=

n—>+4o 3

3) S, ZU
-Zf[ J

n ( 1 ] 1 1
g = I
et S | n+1 3 \/5

N—3t0

= limf[ : J=0
n+1

. . T 1 b b/
D'ou IimS§ = hm[a———f(—)) =qg———(O0=a——
mebien n-rien 6 n+1 6 6

W SUR LE CHEMIN DUBAC

Soit la fonction f définie sur IR par:
x+3-vx2+1 5t x<0)
fO)=1  l4x gy e
1+ si x20
W1+ x?
représentation graphique dans wun repére
orthonormé est £
1
1/ *f(O):1+;=2
e Pl B e A== ()
1m X)=1am =il F =L =
=0 x—0" f]+x2
hm f(x)=lmx+3-+x"+1=3-1=2= £(0)
x> x50
Alors f estcontinue en 0
= f(0 3zt +1 -2
v 5 JO-SO | x+3-vx
x—0 x—O =0 X

s
=lim———

x>0 X




—B, Corrigé .
il (x+1)’ —(;rc2 +1)

o x(x+l+\lx"’ +1)

) 2
= lim

=0 1+ x +1

*

=1=£.(0)

-1

1+ x
. JE-J0)
m =

li lim Llas
30 X — O =0 X

; 1+ x -1+ i 2
= lm = l1m

TR eV (1+x+\}1+x2)
=1
D'ott f estdérivableadroiteenOet f',(0)=1
On a f est dérivable a droite et & gauche en 0 et
FaO)=f0)=1
Alors f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.
b) f est dérivable sur’]—O0,0[ alors Vx<0 ,

2%

X
=1- >0
24/ %" +1 Vx2+1

f estdérivable sur ]0,+w[, Vx>0,

(1+x)'Vi+x —V1+x '(1+x)

i (1+x")

Vitx' -

f)=1-

2(l-i-;vc)
291 +x

T
_(1+x3)—(1+x)x_ [
2(I+Jc2)'\)1+x2 b (1+x2)\:'l+x2

Lesignede f'(x) estceluide 1 —x

¥ —60 ) § 400

')

+ D =
e M J_\
-0 / 2

e lim f(x)=limx+3-vx +1=—x

Xmp—i0 E—p—

1+x

o lim f(x)=liml+—F—
X—3+0 X400 1+x2

=lim1+
x—b 1
x| —+1
2
X
=,
: x 1
=lim1+ =l+-=2
T4 1 1
ol
2
X

Alors la droite d'équation y =2 est une
horizontale 3 Cf au voisinage de +

X x4 3=z +1 3 1
. limf()zlim =liml+—+,(/1+—
e e X Eey—on x roa—m x x

. 1imf(x)—2xz1imx+3—\/x1 +1-2x

= 1im3—(\/x1 41 +x)

F4—=

|
=lim3————=3=b
== Al +1-x

Dot D:y=2x+3 est une asymptote oblique a
Cf au voisinage de —©

[l

. v»-»w--; e ‘....i..-.-um.ur" m.....;....

Py - 3 #/f B =% 1
2/ a) f est continue et strictement croissante sur
]-,0] alors f réalise une bijection de ], 0]sur

f (Jr,0]) = J-=,2] = J

b) f:]-,0] > ]-w,2]
yP=rx

On a Vye J-0,0[ f(n=y+3-1/y +1 et f(0) = 2

alors Vye]—oo,O] fly)=p+3— ¥ +1
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;f(J/)=x Y434y +l=x

|} € ]—oo,O] XE ]—00,2]

A {y+3—x=\/y2+1® ((y+3)—x)2=\/yz+12
X € ]uoo,Z] xe ]—oo, 2]

(Nécessairement y+3-x =0 <car si non

v+3-x=4/y"+1 est impossible et donc f n'est
—_— —

<0 =0

pas bijective)

(y#3) —2x(y+3)+x" =37 +1

Q{xe]m,z]
P H+6y+9-2xp—6x+x" =y +1
Voo

y ~x" +6x—8

{y(6—2x)=—xg+6x—8 =

< < 6-2x D

xe]ﬁoo,2] xe]foo,2]

. g —x +6x-8 x -6x+8

ou f (x)= — ,xe]—oo,Z]
6—2x 2x -6

Remarque :

*0n a Wyelw0 f()=y+3-4/y +1
—x" +6x-8
6-2x
*Ona: £(0)=2 < 7 (2)=0

et x € |~o0,2[

v i ~6x+8
) fx)=——m 51xe]—ao,2[
Conclusion : 2%x—6
fH(@)=0

Cest-a-dire  pour  tout  xe]-w,2] on

. Y .
a:f )=————
6—2x

3Ja)onasi 0<x<1=-1<-xc0=0<1-x<1
:»|1—x]£1
D’oli pour tout x de [0,1] ona
f) = s < 1 <1
(I+Jr2)\,/l+.7c2 (1+xg)\;‘1+x:
b) On pose g(x) = f(x)-3x
g est définie dérivable sur ]0,1[, vx < Jo,1],

@_

g'(x)=f'(x)—3<0g est continue et strictement
—
=1

décroissante sur ]O,l[ alors g réalise une bijection
de  Joa[sur  g(JoaD)=Jew.e@[ - N2-2, ]
comme 0 € ]\/;f 2,2|:

Alors I'équation g(x)=0 admet une unique solution
a sur [0,1]
4) Soit U la suite réelle définie sur IN par

1
Uﬂ=-2—

3U,,=fU, pour nelN

a) Montrons par récurrence que pour tout
nelNona U, 5]0,1[

1
*ona:UozzéUDe]O,l[
* Soit peN, supposons que 0<U, <let

montrons que 0<U <17?
On a: 0<U, <1 et fest croissante sur [0,1]
alors f(0) < f(Up)< f(m
Alors 2 < f,) < I+\6
Alors 2<3U < 1+4/2

1+\/5

3

2
Alors — <l <

Alors 0<U , <1

D’apres le principe de raisonnement par récurrence
la propriété est vraie Vn e N

b)m ona f estdérivable sur ]:[0,1]
vx € [0,1],]f (x) < 1|alors d’aprés le corollaire de
Théoréme des inégalités
U, e [0,1] accroissements finis,ona: @ € [0, 1]
7 (U)-£@)| <1, o] = pU,., ~3a| 10, -a

= U, —a[

U,..—o|< z
3

m Montrons par récurrence P

"Vn EN,IU" fal < (%J I

1 o
*ona: lUU—a|<(—) 2
3
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1
Ona IUn—a|= ——a|=1
2
1 1
car0l<a<l=>-l<—-a<0=——<——a<—
2 2 2
1 1
= |——gl<— <1
2 2

Alors P estvraie pour n =0

1 n
* Soit neN, supposons que \Uﬂ—af|s[§]

1 n+l
Montrons que |UM —a| = (E]

1 (1](1j" (ljnH
n-+l -—a\ 5_’Ull _al S = oy g |
3 33 3

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence
)

\3

mOnaVn EN,‘U" —-cx|$ [%) et llrg(%) =0

car —1<%<1 alors limU, =«

Nn=¥+00

Ona:

5/S la suite définie sur IN" par: S, ——ZkU

n k=1
c) YkelIN*,
—Zk(U a)——-ZkU ——Zka
n* n* o n? i
= —aZk S~Lan(n+l) S = Lisnal )
k=1 2 2n
+1
Sn—an—=-—2k(U —a)
2n n? T

d) * Vne IN *,3" 22n ? Soit n € IN * d'aprés la
formule de bindme on a
3" =(142) =C1I'2" +C,1"2 +..4C,2" =1+ 2n ..+ 2
n " n \ >l
=0

alors Vne IN *,3" 2 2n

*YnelN*,
[ gt Zk(U —a) <—Zk|U —a
2n n* n?

Or VkeIN*

kU, —a|sl:>ik[Uk —a|£zn:l
—-ZklU —a'|<—

=>Zk|U —cx| <n—

k=1

n+l 1
=85 ~« —
2n 2n
*Ona Vn e IN *,
n+l1 | 1 n+l 1
il L—p——RS —& =
2n 2n 2n 2n 2n
n+l1 1 n+l 1
=Sg————58,~50 e
2n  2n 2n  2n

n=y+® 2n 2n  nm

£t i e = T E[1+l]+-1—=%

n—+0  2p 2n  n-ove

: n+1 1 LY il 1
lim & ——=lim—|1+— —-_4=E

alors que la suite S converge vers —




