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AVANT-PROPOS

Cette nouvelle édition, entiérement refondue, est conforme au programme de mathématiques des classes
terminales C et E paru dans le B.O. du 11 septembre 1986.

C'est ainsi qu’un certain nombre de modifications ont été apportées, concernant les contenus, le vocabulaire
utilis¢ ou la fagon d’aborder et de développer telle ou telle notion.

L’¢tude de I'espace vectoriel R”, les séries statistiques a deux variables, la géométrie descriptive, I'étude
systématique des applications affines ont disparu. En revanche, les notions d’événement et de probabilité d’un
evénement font maintenant I'objet d’un chapitre entier, comme le produit vectoriel retiré du programme de
Premiére et intégré a celui de Terminale.

Conformément au programme, nous n’avons pas introduit la notion d’angle de droites. Les conditions
d’alignement ou de cocyclicité de points, de parallélisme ou d’orthogonalité de droites sont exprimées sous forme
d’égalité de mesures d’angles de vecteurs modulo . Les inconvénients d’écriture qui en résultent sont largement
compensés par la simplification apportée 4 I'exposé.

Les ¢léves des classes terminales doivent savoir utiliser une calculatrice scientifique programmable. Afin de
faciliter cet apprentissage, nous avons donné, tant en analyse qu'en algébre ou géométrie, de nombreux exemples
resolus de programmation. Pour cela nous avons choisi quatre calculatrices dans la gamme des principaux
constructeurs présents sur le marché : HP-11C (Hewlett-Packard), FX-180P (Casio), TI-62 Galaxy (Texas-
Instruments), EL-5050 (Sharp).

Pour décrire la suite des instructions constituant un programme, nous avons adopté les régles suivantes :
 Chaque instruction nécessitant I’action sur une seule touche est représentée dans un cadre plein :

» Chaque instruction nécessitant I'action sur deux touches est représentée dans un cadre tireté :
i O ey

£ s
L2} o [F]

« Chaque chiffre, nombre ou lettre, entré est représenté sans cadre, quelle que soit sa signification (numéro de
mémoire, label de programme, constante réelle, ...) :

-12 [x] 3 [=], -12 3 [x], [BIA, .

Les éléments de géométrie analytique dans le plan de I'espace, abordés dans le cours de Premiére, sont précisés et
développés avec un double souci :

— habituer I€léve a choisir un repére et un mode de représentation (équation(s) cartésienne(s) ou systéme
d’équations paramétriques) bien adaptés aux données et aux calculs a effectuer:

— ne pas privilegier les méthodes de démonstration par le calcul par rapport a d’autres méthodes plus
«géométriques » et tout aussi efficaces, comme le calcul barycentrique ou I'utilisation des angles de vecteurs, des
nombres complexes, des transformations ponctuelles, ...

Prolongement naturel du manuel de Géométrie de Premiére scientifique publié dans la méme collection, cet
ouvrage est congu avec le méme souci de provoquer la participation active de 1’éléve.

C’est ainsi que nous avons continué d’insérer, dans le texte méme du cours, de nombreuses activités qui doivent
étre 'occasion, pour le lecteur, d’un travail personnel : révision, prise de contact avec de nouvelles notions et
assimilation.

Comme dans le livre de Premicére, et toujours pour favoriser le travail individuel, en classe et/ou a la maison, une
rubrique de travaux pratiques a ¢été introduite dans chaque chapitre.

Enfin, pour offrir aux éléves un bon outil de préparation aux épreuves du baccalauréat, nous avons rassemblé a la
fin de chaque paragraphe et de chaque chapitre, de nombreux exercices et problémes, extraits pour la plupart des
sujets des toutes derniéres années.

Cest avec beaucoup d’intérét que nous accueillerons les critiques et suggestions que voudront bien nous faire
parvenir nos collégues et tous les utilisateurs de cet ouvrage. Par avance, nous les en remercions.
Les Auteurs
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DENOMBREMENT

Dans ce chapitre, nous supposerons connus l'ensemble N des entiers naturels, les
propriétés des opérations dans N : addition et multiplication, ainsi que les propriétés de
la relation d’ordre <. Pour tout entier naturel non nul n, nous noterons N, 'ensemble
formé des entiers 1, 2, .., n:

N,={ieN/1<i<gn}.

| — ENSEMBLES FINIS

Pour compter les éléves d’une classe, on fait successivement correspondre a chacun des
entiers 1, 2, 3, ..., un et un seul éléve, chaque éléve n’étant compté qu’une seule fois. Le
dernier entier utilisé est le nombre cherché. Cet exemple illustre le sens courant de la
notion d’ensemble fini : ensemble dont on peut compter les éléments.

Plus précisément :

DEFINITION 1

On dit qu’un ensemble E est fini s’il est vide ou s’il existe un entier naturel non nul 7 et
une bijection f de N, sur E.

Un ensemble non fini est dit infini, c’est le cas de N, de 7, de Q, de R.

CARDINAL D'UN ENSEMBLE FINI

Soit E un ensemble fini.

1° Si E n’est pas vide, il existe un entier naturel non nul n et une bijection f de N, sur E.
On démontre, et nous 'admettrons, que cet entier n est unique. On I'appelle le cardinal de
E et on le note Card E.

Card E n’est autre que le nombre d’éléments de E.

2° Si E est vide, son cardinal est, par définition, 'entier 0 : Card @ = 0.
Dénombrer un ensemble fini E, c’est calculer son cardinal.

A noter que tout ensemble E, fini, non vide, de cardinal n, peut s’écrire sous la forme
{xy, X3, .., X, }. En effet, comme il existe une bijection f de N, sur E, les éléments de E
sont f(1), f(2), ... f(n). Si, pour tout i de N,, on note x; = f(i), on obtient :

E={x1, %5, «s X3 }:

A noter également que I'ensemble vide est le seul ensemble de cardinal égal a 0.




1/ Dénombrement

PROPRIETES DES ENSEMBLES FINIS

1. §il existe une bijection g d’'un ensemble E sur un ensemble F, I'application réciproque
de g, notée g ', est une bijection de F sur E. On dit alors que E et F sont équipotents.

Considérons un ensemble E, fini, non vide, de cardinal

n, et un ensemble F équipotent & E. Il existe une E
bijection f de N, sur E et une bijection g de E sur F / g
(figure 1).

N, e ]

L’application composée g o f est alors une bijection
de N, sur F. Il en résulte que F est fini et que
Card F = n. Figure 1

gof

PROPRIETE 1

Tout ensemble F équipotent 4 un ensemble fini £ est fini et de méme cardinal que E.

2. On démontre, et nous admettrons, les résultats suivants, intuitivement évidents

PROPRIETE 2

PROPRIETE 3

Toute partie d’an ensemble fini est finie.

La réunion de deux ensembles finis E et F disjoints, c’est-a-dire d’intersection vide, est un
ensemble fini dont le cardinal est la somme des cardinaux de E et F.

3. Précisons la propriété 2. Soit E un ensemble fini
et F une partiec de E. Rappelons qu’on appelle
complémentaire de F dans E I'ensemble, noté [zF

ou F, formé des ¢léments de E qui ne sont pas
¢léments de F (figure 2).

Ona: E=FuUF et an:@,

d’ou (propriété 3) : Card E = Card F + Card F.
1l en résulte : Card F < Card E. Figure 2

De plus, si Card F = Card E, alors Card F = 0, donc F = i, c’est-a-dire F = E.
Par suite :

|

PROPRIETE 4

Pour toute partie F d’un ensemble fini E, on a Card F < Card E. De plus, si
Card F = Card E, alors F = E.

4, Soit E et F deux ensemble finis.

On appelle différence E moins F, et on note E\F
I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas
¢éléments de F (figure 3). (Lorsque F < E, EN\F
n’est autre que le complémentaire de F dans E.)

Ona:
E=(ENF)UENnF)et(ENF)Nn(EnF)=(,
d’ou (propriété 3) :
Card E = Card (E\F) + Card (ENn F), Figure 3
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soit :

Card (ENF) =Card E — Card (En F)

Conséquence :
Ona: EUF=(ENF)UF et (ENF)nF=(,
d’ou (propriété 3) :
Card EUF = Card (E\NF) + Card F = Card E + Card F — Card E F,

soit : Card E + Card F = Card (EUF) + Card (En F)

En particulier, si E et F sont disjoints, on retrouve la propriété 3 :
Card (EU F) = Card E + Card F.
Considérons maintenant trois ensembles finis E,, E 2, E3, deux a deux disjoints. On a :
E,UE,VE; =(E,UE;)UE; et (E,UE)NE;= (EynE})U(E,nEy) = (.
Il en résulte que E, U E, U E; est un ensemble fini et que :
Card (E, U E, U E;3) = Card (E, U E,) + Card E; = Card E, + Card E, + Card E,.

Ce résultat se généralise par récurrence :

PROPRIETE 5 La réunion de n ensembles finis E,, E,, .., E,, deux a deux disjoints, est finie et :
Card (E, VE,u..VE,) = Card E, + Card E, + ... + Card E,

1. Différence symétrique

Soit E un ensemble fini. Pour toute partie F de E on note F le complémentaire de F dans E.

I° Soit A et B deux parties de E.

a) Démontrer que ANB=AUB et que AUB =ANB.

b) On appelle différence symétrique de A et B I'ensemble, noté 4 A B, défini par :
AAB =(AN\B)U(B\ A).

(A A B est I'ensemble formé des éléments qui appartiennent 4 un et a un seul des deux
ensembles A4 et B.)
Démontrer que : Card (AA B) = Card A + Card B — 2 Card (4 n B).

2° Application : E est un ensemble de 100 piéces fabriquées par une machine d qui I'on fait
subir deux controles C et C’.

A est 'ensemble des piéces acceptées par C et B I'ensemble des piéces acceptées par C'.
On suppose que 72 pieces sont acceptées par C, que 76 piéces sont acceptées par C’ et que
22 piéces sont refusées a la fois par C et par C'.

Calculer :

a) Le nombre de piéces acceptées par au moins un controle.

b) Le nombre de piéces acceptées par un et un seul des deux controles.

2. Dénombrement de 2(£)

Soit E un ensemble fini de cardinal n. On note P(E) ’ensemble de toutes les parties de E
(D et E sont éléments de P(E)).

I° Dénombrer 2(E) dans les cas suivants :n=0,n=1,n=2,n=3.
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2° Les résultats de la question 1° conduisent a présumer que si Card E =n alors
Card 2(E) = 2". Vérifions cette conjecture par récurrence.

o La propriété est vraie pour n = 0.

o En supposant qu’elle soit vraie pour tout ensemble de cardinal n, démontrons qu'elle est
vraie pour tout ensemble de cardinal n + 1.

Soit E’ un ensemble de cardinaln + 1. Comme Card E’ > 1, E’ posséde au moins un élément.
Le choix d’un élément a de E' permet d’opérer sur’les parties de E’ la classification
suivante : celles qui contiennent a, celles qui ne contiennent pas a.

a) En utilisant Uhypothése de récurrence (si Card E =n, alors Card 2(E) = 2"),

dénombrer I'ensemble des parties de E’ contenant a et l'ensemble des parties de E’ ne
contenant pas a.

b) En déduire Card Z(E’) et conclure.
Nous retiendrons :

THEOREME 1

Pour tout ensemble fini E de cardinal n, ’ensemble 2 (E) des parties de E est fini et de
cardinal 2".

3° Application : Soit E un ensemble fini de cardinal n et A une partie de E de cardinal p.
Dénombrer Uensemble 2’ des parties de E contenant A et I'ensemble 2" des parties de E

disjointes de A. Formuler la défiition de I'ensemble 2 P" et calculer son cardinal.

4° Soit E un ensemble fini de cardinal n,n > 2, et soit aet b deux éléments de E. Dénombrer
les parties de E contenant un et un seul des deux éléments a, b et celles contenant au moins un
de ces deux éléments.

5° Soit E un ensemble fini de cardinal n et soit A et B des parties de E de cardinaux
respectifs p et q.

a) A quelle condition, nécessaire et suffisante, I'équation Av X = B a-t-elle au moins une
solution X appartenant a ?(E)? Cette condition étant satisfaite, dénombrer les solutions de
Iéquation.

b) Reprendre la question a) pour I'équation An X = B.

3. Soit E et F deux ensembles finis de méme cardinal n, et f une application de E dans F.
On rappelle :

o que f est dite injective si tout élément y de F posséde au plus un antécédent par f;
o que f est dite surjective si tout élément y de F posseéde au moins un antécédent par f.

1° On suppose, dans cette question, que f est injective.
Calculer Card f { E ) et en déduire que f est surjective. (f{ E ) est I'ensemble des images
par f des éléments de E.)

2° On suppose, dans cette question, que f est surjective. On note F sous la forme

{V1s V2s s Y} A tout élément y; de F on associe I'ensemble E; de ses antécédents par [ :
E;={xeE/flx) =y}

a) Démontrer que Card E; > 1 = i

b) Démontrer que les ensembles E, E,, ..., E, sont non vides, deux a deux disjoints, et que

leur réunion est I’ensemble E (On dit que E,, E,, .., E, forment une partition de E.) En

deduire que.; Card E, + Card E, + ... + Card E, =n.

¢) Démontrer que s’il existait un entier i de N, tel que Card E; > 1, on aurait Card E > n.
En déduire que f est injective.

On peut conclure cette étude par I'énonce :

E et F étant deux ensembles finis de méme cardinal, une application f de E dans F est
injective si, et seulement si, elle est surjective.
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Exercices d‘application

“71. On considére deux ensembles finis A et
B et on note: Card A =qa, Card B=b,
Card (4 \ B) = c. Calculer, en fonction de a, b,
¢, les cardinaux des ensembles A "B, AU B,
A A B. (On rappelle que :

AAB=ANBUBNA)

2. Lecardinal de la réunion de deux ensembles
finis A et B est donné par la formule :

Card (4 U B)
= Card A 4 Card B — Card(4 n B).

Etablir une formule donnant le cardinal de la
réunion de trois ensembles finis 4, B, C.

3. Une ville de n habitants compte 48 %
d’hommes et 52 % de femmes. On sait que 5 %
des hommes et 3% des femmes sont atteints
d’une maladie M. Calculer :

a) La proportion des habitants de la ville
atteints de la maladie M.

b) La proportion de femmes parmi les habitants
atteints de la maladie M.

4. Soit E un ensemble fini et soit 4 et B deux
parties de E. On note :
Card E=n, Card A =a,
Card B=b, Card AuB=c.

Calculer : Card (Z N B), Card (A B),

Card (AN B), Card (AUB), Card (AU B),
Card (4 u B), en fonction de a, b, ¢ et n.

5. On considére, dans le plan 2, n droites 9,
Dy, s D, deux a deux sécantes et trois a trois
non concourantes. On note a, le nombre de
régions délimitées par ces n droites.

I° Calculer a4, a,, a,.

2° Les droites 2, 25, .., Z,_ délimitent a, _,
régions. Combien d’entre elles sont-elles traver-
sées, et donc partagées en deux, par la
droite 2,7 (On déduira cet entier du nombre
de points d’intersection de %, avec
Dy, Dy vy Dy—1.)

En déduire que g, = a,_ + n.

3° Démontrer par récurrence que :

nn+1)
_—
En déduire I'expression de a, en fonction de n.

142+3+..+n=

6. Soit n un entier naturel donné.
1° Dénombrer I'ensemble des couples (x, y)
d’entiers naturels solutions de I’équation :

X+ y=n

2° Méme question pour I'équation :
X+2y=n.

(On distinguera les cas n pair et n impair.)

Il — ARRANGEMENTS ET PERMUTATIONS

CARDINAL D'UN PRODUIT CARTESIEN

1° Soit E et F deux ensembles finis de cardinaux respectifs n et p.

Le produit cartésien E x F est 'ensemble des couples (x, y), ou x est élément de E et y

¢lément de F.

Si I'on note E = {x,, X,, .., X, }, E x F peut étre considéré comme la réunion de
I'ensemble C, des couples dont le premier coefficient est x,, de 'ensemble C, des couples
dont le premier coefficient est x,, .., de I'ensemble C, des couples dont le premier

coefficient est x,, :

EXF=C;vCyu..uC,.

Or, quel que soit i, Card C;=Card F = p, et quels que soienti et distincts,
C;nC;= . 1l en résulte que E x F est fini et que (propriété 5) :

Card E x F = Card C, + Card C, + ... + Card C, = np,

soit :

Card (E x F) = (Card E) . (Card F)

Cas particulier :

Lorsque E =F, le produit cartésien
Card (E?) = (Card E)~

E x E, noté E?, est fini et tel que
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2° Considérons maintenant n ensembles finis E,, E,, .., E,. Leur produit cartésien est
'ensemble, noté E; x E, x .. x E,, des n-uplets (x,, x,, .., x,) ou, quel que soit entier i
de N, le coefficient x; est élément de E,.

Lorsque n = 3, en observant que les ensembles (E; x E,) x E; et E; x E, x E; sont
équipotents, on a :

Card (E, x E; x E;) = Card ((E, x E,) x E;)=(Card (E, x E,)) . (Card E,)
= (Card E,) . (Card E,) . (Card E;).

Cette formule se généralise par récurrence :

THEOREME 2

Le produit cartésien £, x E, X .. x E, de n ensembles finis E,, E,, ..., E, est fini et :
Card (E, x E;, X .. x E,) =(Card E,) . (Card E,) . ... . (Card E).

Cas particulier :

Lorsque E, =E,=..=E,=E, ou E est un ensemble fini, le produit cartésien
E x E x .. x E, noté E", est fini et tel que :

Card (E") = (Card E)"

Les éléments de E", c’est-a-dire les n-uplets (x,, x,, ..., x,) ou tous les coefficients x;
appartiennent a E, sont aussi appelés n-listes d’é¢léments de ’ensemble E.

ARRANGEMENTS

1. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal » et soit p un entier naturel non nul.

DEFINITION 2

On appelle p-arrangement d’éléments de ensemble E toute p-liste d’éléments de E deux
a deux distincts.

Autrement dit un p-arrangement d’éléments de E est un p-uplet (x,, x,, .., x,) dont les
coefficients x; sont des éléments de E deux a deux distincts.

Par exemple les triplets (2, 1, 3), (3, 1, 2), (4, 2, 3) sont des 3-arrangements d’éléments de
'ensemble N,; par contre les triplets (2, 2, 2), (1, 4, 1) n’en sont pas.

2. Dénombrement des p-arrangements

Désignons par &/ ,(E) 'ensemble des p-arrangements d’éléments de E. L’ensemble .o/ o(E)
est fini puisque c’est une partie de I'ensemble fini E?; déterminons son cardinal.

a) Si p > n, il est évident que &/ ,(E) est vide; dans ce cas Card .« ,(E) = 0.

b) Supposons maintenant p < n. Pour construire un p-arrangement d’éléments de E, on
choisit successivement :

e un ¢lément x, de E comme 1°* coefficient;

o un élément x, de E\{x,; } comme 2° coefficient;

o un élément x; de E\ {x,, x, } comme 3° coefficient;

e un élément x, de E\{x;, X3, ..., X,_, } comme p-iéme coefficient.
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Le choix de x; peut se faire de n fagons, celui de x, de n — 1 fagons, celui de x5 de
n — 2 fagons, ..., et enfin celui de x,den — (p — 1) fagons. On peut donc construire ainsi
nn—1)(n —2) ... (n — p + 1) p-arrangements d’éléments de E.

Les p-arrangements ainsi construits sont deux a deux distincts puisqu’ils différent par le
1" coefficient, ou par le 2¢, ..., ou par le p-iéme. De plus on les obtient tous puisqu'un
arrangement quelconque (yy, y,, .., ¥,) correspond aux choix successifs Xt =V
X2 = Y3y ey Xp = Ypu

Finalement le cardinal de ./ ,(E) est le produit n(n — 1) ... (n — p + 1) que I'on note
habituellement A%,

THEOREME 3

E étant un ensemble fini non vide de cardinal n et p un entier naturel nor nul, le
nombre A} des p-arrangements d’éléments de E est tel que :

Al =0, si p>n;
Al=nn—1).(n—p+1), si p<n. fi

REMARQUE : 1l est important de bien comprendre pourquoi on obtient A? en effectuant le
produit des entiers n,n — 1, .., n — p + 1, et non pas leur somme. Il suffit pour cela de reprendre les
étapes du calcul de A? : n fagons de choisir le 1 coefficient; ce choix étant fait, (n — 1) fagons de
choisir le 2°¢ et donc n(n — 1) fagons de choisir les deux premiers coefficients; et ainsi de suite.

PERMUTATIONS

DEFINITION 3

On appelle permutation d’un ensemble fini non vide E de cardinal n tout
n-arrangement d’éléments de E, c’est-a-dire tout n-uplet (x,, x,, .., x,) dont les
n coefficients sont les n éléments de E.

Par cxemple les triplets (1,2, 3), (3,2, 1), (2,1,3) sont des permutations de
'ensemble Nj; par contre les triplets (1, 1, 1), (1, 1, 2) n’en sont pas.

Le nombre des permutations de E est égal a A, c’est-d-dire au produit :

nxm—1)x..x2x1,

que I'on convient de noter n! (lire «factorielle n »).

THEOREME 4

Le nombre des permutations d’un ensemble fini E de cardinal n est égal a n!

Convention : 0'= 1

Soit n et p deux entiers tels que 1 < p < n. On peut écrire : ,
nx(m—1D)Xuwx@m—p+D)xnm—pn—p—1)x..x2x1
T, m—pxmh—p—1)x..x2x1

n!

AP

!
Pour p = n,laformule(1)s’écrit : 4% = % Or A}, = n!.Ilest donc naturel de poser 0! = 1,

puisque, avec cette convention, la formule (1) est valable quels que soient les entiers n et P
telsque 1 < p < n
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1. Nombre d’applications de 4 dans £

Soit A et E deux ensembles finis non vides de cardinaux respectifs p et n.
Notons A = {a,, a,, ..., a, } et désignons par F 1'ensemble des applications de A dans E.

1° Démontrer que 'application ® de & dans EP qui, d toute application f de A dans E,
associe la p-liste (f(a,), f(as), ... f(a,)) est bijective. En déduire le nombre des applications
de A dans E.

2° a) Démontrer qu'une application f de A dans E est injective si et seulement si la p-liste
(f(ay), f(ay), ... fla,)) est un p-arrangement d’éléments de E. (On rappelle que f est
injective si tout élément de E posséde au plus un antécédent par f)

b) En déduire le nombre des injections de A dans E.

3° a) Démontrer que si les ensembles A et E n’ont pas le méme cardinal (p # n), il n’existe -
pas de bijection de A sur E.

b) On suppose maintenant que p = n. Démontrer qu’une application f de A dans E est
bijective si et seulement si elle est injective.

En déduire le nombre des bijections de A sur E.

On peut conclure cette étude par le théoréme :

THEOREME 5

Soit 4 et E deux ensembles finis non vides de cardinaux respectifs p et n.
1. Le nombre des applications de 4 dans E est n”.

2. Le nombre des injections de 4 dans E est 47,

3. Si p = n, le nombre de bijections de A sur E est n!.

2. 1° Programmer le calcul de n! sur une calculatrice. (Cet exercice ne présente qu’un
intérét pédagogique dans la mesure ou les calculatrices de référence possédent toutes la
fonction factorielle.)

Réponse (CASIO FX-180P)

0 [KAC] met en mode programme et vide les mémoires
4 (o i[xin] 1 initialise le contenu x de la mémoire K1: x =n(=4)
1 [Kkin] 2 initialise le contenu y de la mémoire K2: y =1
programme de calcul de n!
1 [in | [x] 2 remplace y par le produit yx dans K2
1 =11 x>0 remplace x par x — 1 dans K1
1ix>0] test : si x > 0 recommence, si x < 0 arréte
x<0
2 j ' affiche y = n!
=] exécution : calcul de 12!
12 [p, | affiche le résultat : 479 001 600

2° Programmez le calcul de AP sur une calculatrice :
a) sans utiliser la fonction factorielle de la machine;
b) en utilisant cette fonction.
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Réponse (CASIO FX-180P)

0 [kacl met en mode programme et vide les mémoires
programme de saisic de n et p

[ent] 5 [in] 1 entre n (n = 5) dans la mémoire K1

[er] 2 2 entre p (p = 2) dans la mémoire K2

[P programme de calcul de A?

o] 1 [20] [=] [ [Rewt] 1 [=] [ew] 2 [0 ] {57} [=]

wooe] [ ]
[r] 10 [er] 6 [ewr] ]

affiche le résultat :

exécution : calcul de A,

151200

3° Soit E un ensemble fini de cardinal n
(n = 3) et soit a un élément donné de E.
a) On classe les p-arrangements d’'élé-
ments de E (1 < p < n) selon le critére
suivant :

e ceux dont un des coefficients est a;
o ceux dont aucun coefficient n’est a.

En déduire que Al =pAP-!+ AP_,.
Vérifier cette formule en utilisant les
expressions de A%, AP_1, AP .

b) En déduire une méthode de calcul des
entiers AL en remplissant le tableau ci-
contre (jusqu’d la ligne 7).

¢) Verifier les résultats obtenus avec le
programme établi a la question 2°.

Exercices d'application

7. Soit E un ensemble fini non vide de
cardinal n. Dénombrer les applications non
surjectives de E dans E.

8. On range n dossiers numérotés 1, 2, .., n
dans n tiroirs numérotés 1, 2, ..., nen plagant un
dossier par tiroir.

I° Dénombrer les
possibles.

2° Dénombrer les rangements suivants :

a) le dossier numéroté i est dans le tiroir
numéroté i (1 <i < n);

b) les dossiers i et j sont respectivement dans les
tiroirsietj(l <i<j<n);

¢) les dossiers iy, iy, .., iy sont
ment dans les tiroirs
(I<ij<i<..<ip<n).

differents rangements

respective-
ils iZa seey ik
9. Soit n un entier naturel donné. Déterminer

les couples (p, q) d’entiers naturels tels que
AR = AL

10. Soit E un ensemble fini de cardinal n. On
appelle diagonale du produit cartésien E2
I'ensemble 4 des couples (x, x) dont les deux
coefficients sont égaux.

1° Dénombrer I'ensemble des parties de E2.
2° Dénombrer les parties de E* contenant A.
3° Dénombrer les parties G de E? telles que :

si(x, y)eG, alors (y, x)eG.

11.  On considére I'entier
n=2%x 3" x 5 x 74

ou a, b, ¢, d, sont des entiers naturels non nuls.
1° Démontrer %ue tout entier de la forme
2% x 3% x 57 x 7°, ol o, B, 7, & sont des entiers
tels que 0<a<a 0<f<h 0<y<e
0<d<d,est un dxvxseur de n. (On admettra
que tous les diviseurs de n sont de cette forme.)
En déduire le nombre des diviseurs de n.

2° Quel est le nombre des diviseurs de Pentier
169 047 648?
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Il — SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE FINI

COMBINAISONS

Soit E un ensemble fini et p un entier naturel.

DEFINITION 4

On appelle p-combinaison d’éléments de E toute partie de E de cardinal p.

Désignons par Z,(E) I'ensemble des parties de E de cardinal p. Cet ensemble est fini
puisqu’il est inclus dans I'ensemble, fini, de toutes les parties de E. Dénombrons-le.

1° Si I'entier p est strictement supérieur au cardinal n de E, 'ensemble 2,(E) est vide et
donc de cardinal nul.

2° Supposons maintenant p < n et examinons quelques cas particuliers.

e Si p =0, Z,(E) ne contient que la partie vide de E; donc : Card Z,(E) = 1.

e Sip=1, 2,(E) est 'ensemble des parties de cardinal 1, ou singletons, de E; donc :
Card 2,(E) = n.

e Si p = n, la seule partie de E de cardinal n est E, donc : Card Z,(E) = 1.

e Dans le cas d’un entier p tel que 0 < p <n, considérons une p-combinaison
{Xy, X3, s X, }, €t associons lui les différentes permutations de Iensemble
{ X4, X3, ., X, }. On obtient ainsi des p-arrangements d’¢léments de E en nombre égal
apl '

Si on répéte cette opération pour toutes les p-combinaisons d’¢léments de E, le nombre
des p-arrangements obtenus est, x désignant le cardinal de Z,(E), x x pl.

Ces p-arrangements sont deux a deux distincts : s’ils proviennent de la-méme
p-combinaison, ils sont formés avec les mémes éléments de E mais ordonnés de fagon
différente, et ’ils proviennent de deux p-combinaisons distinctes de E, ils différent par les
¢léments qui les constituent. B

De plus on les obtient tous; en effet un p-arrangement quelconque (xi, x5, ..., X})
proviendra de la p-combinaison { x}, x5, ..., X, }.

Il en résulte que le nombre des p-arrangements d’¢léments de E est égal a x x pl.

]
On a donc : xxp!:L,
(n—p)!
n!
d’ou : X=—".
p'(n—p)!

A noter que cette formule, établie pour un entier p tel que 0 < p < n, s’applique aussi,
compte tenu de la convention 0! = 1, pour p = 0. En effet dans ce cas on a, d’'une part
n!

x = 1, et d’autre part m =

Nous retiendrons :

THEOREME 6

Le nombre des parties de cardinal donné, p, d’un ensemble fini E de cardinal #, est nul si
1

p>netestégala ————si0<p<n

p!(n—p)
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COEFFICIENTS BINOMIAUX

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tel que 0 < p < n, on appelle coefficient binomial
. n s .
d’indices net p, et on note C? ou ,le nombre des parties de cardinal p d’un ensemble
4

a n ¢léments. Lorsque 'entier p est tel que p > n, on convient de poser C? = 0.

si p>n, CP=0

Ainsi : !
si 0<p<m C=——
pl(n—p)!

Tout coefficient binomial est un entier naturel; par exemple :
EY=1, Ci=1, Ci=21, C3 = 35, g 38

REMARQUE : L’appellation «coefficient binomial» trouvera sa justification au paragraphe
«Formule du bindme » (page 14).

Propriétés des coefficients binomiaux

1. Soit E un ensemble fini de cardinal n. L’ensemble 2(E) des parties de E est la réunion
des ensembles de parties de E contenant respectivement 0, 1, 2, ..., n éléments :

P(E) = Py(E)U 2(E)U ... U Z,(E).
De plus, si i et j sont deux entiers naturels distincts, toute partie de E de cardinal i est
distincte de toute partie de E de cardinal j. D’ou : 2,(E) n P(E) = .

n

11 en résulte : Card Z(E) = ) Card Z,(E).
' i=0
Or: Card Z(E)=2" et Card Z,(E)=C..
Par suite : 2raey, CL
i=0

2. Atoutepartie A de E de cardinal p associons sa partie complémentaire A4 relativement
a E. On définit ainsi une application ¢ de %,(E) dans 2, _ o(E). Tout élément B de
?,-,(E) possede un antécédent unique par ¢, d savoir 4 = B. Il en résulte que
Papplication ¢ est bijective, et donc que les ensembles Z,(E) et #,_,(E) ont méme
cardinal.

PROPRIETE 6

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tel que 0 < p <m,ona:
Cr'=CL7.

A noter qu’on peut vérifier aisément cette égalité en utilisant la formule de définition d’un
coefficient binomial.

3. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n, et soit p un entier tel que 0 < p < n. Un
¢lément ade E étant choisi, on peut classer les parties de E de cardinal p suivant le critére
suivant :

¢ celles ne contenant pas a;
e celles contenant a.
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Les premiéres sont les parties de cardinal p de EN{a}; leur nombre est C?_,.

Les secondes s’obtiennent en ajoutant @ aux parties de cardinal p — 1 de EN\{a}; leur
nombre est CZ_1.

On peut donc considérer 2,(E) comme la réunion de deux sous-ensembles disjoints, I'un
de cardinal C?_}, l'autre de cardinal C?_,. Par conséquent :

PROPRIETE 7

Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels tels que 0 <p <m,ona:
C=C_1+C_;.

La encore, il est facile de vérifier cette égalité en utilisant la formule de définition d’un
coefficient binomial.

4. Triangle de Pascal

De la formule C2= C?-} + C?_, découle un algorithme de calcul des coefficients
binomiaux connu sous le nom de triangle de Pascal.

Le triangle de Pascal est un tableau croisé dans lequel la valeur de chaque coefficient
binomial C?,inscrite a l'intersection de la n-iéme ligne et de la p-iéme colonne, est obtenue
de la fagon suivante :

e Dans la colonne d’indice 0, tous les coefficients sont égaux a 1, puisque CJ = 1.

e La ligne d’indice O contient le coefficient CJ égal & 1.

o La ligne d’indice 1 contient les coefficients C? et C; égaux a 1.

o Dans la ligne d’indice 2, C} s’obtient a partir de I'égalité C3 = C? + C}; quant au
coefficient C3, il est égal 4 1.

o Supposons que le tableau soit rempli jusqu’a la ligne d’indice n — 1. La ligne d’indice n
est ainsi construite : pour tout entier p tel que 0 < p < n — 1, on calcule C¥ en ajoutant
CP-1 et CP_,; quant & CJ, il est égal a 1.

AN\ 0 1 2 3 4 5 6 T
0 1
1 1 1

4 1 4 6 4 1
5 1 S 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
=1 | G-y |Gy | Coei [ Chui | Gad i | CRui CiZ1 | Ci-y
n G ct G 2 Cs (65, G (074
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1° Programmer le calcul de CE en utilisant la fonction factorielle de la machine.
Réponse (CASIO FX-180P)

0 [Kacl met en mode programme et vide les mémoires
programme de saisie de n et p

[ent] 7 [in] 1 entre n (n = 7) dans la mémoire K1

[enr] 3 [&in | 2 entre p (p = 3) dans la mémoire K2

P programme de calcul de C¥

13t =] 2 [xf [=]

(=] [0 o] 1 =] ] 2 (O] {51} [=]

=] exécution : calcul de C§,

19 [enr]| 8 [ent] ("] affiche 75581.99999; résultat : 75 582

Réponse (CASIO FX-180P)

2° a) Programmer a nouveau le calcul de CE, mais sans utiliser la fonction factorielle.
b) Remplir le triangle de Pascal jusqu'a la ligne 10, et vérifier les résultats a aide du
programme de la question 2° a.

3° a) Programmer le calcul de u, = In(n!) sans utiliser la fonction factorielle.

0 [xaci met en mode programme et vide les mémoires
4 7 i[kn]1 0 [kin] 2 saisie de n(n=4)dans K1 et mise 4 zéro du contenu y de K2
programme de calcul de u, = ¥, Ink
k=0
1 [ ] appel du contenu x de K1 et calcul de In x
[kin | 2 - ajoute In x & y dans K2
X

1 [kin | [=] 1 retranche 1 & x dans K1

| x > 0 recommence
[ Kout | 1 = test
[Rst] %3200 x<0 s x < 0 arréte
2 affiche le résultat
] exécution : calcul de In (6!)
6 [P | affiche le résultat : 6,579 251212

b) Quel est le plus grand entier n pour lequel la machine affiche une valeur de n!, par
utilisation de la fonction factorielle?

Peut-on calculer C3l, a l'aide de cette fonction?

Utiliser le programme précédent pour afficher une valeur de C3},.

Quel est le nombre de chiffres de l'entier C3],?

©® Exercices d'application

12. Soit E un ensemble fini de cardinal n > 2 | On classe les parties de E 4 p éléments de la
et a et b deux éléments distincts de E. Soit pun | fagon suivante :

entier tel que 2 < p < n.

o celles ne contenant ni a ni b;
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e celles contenant un, et un seul, des deux

éléments a, b;

e celles contenant a et b.

En déduire la relation : .
Ct=CP_,+2CPZ) 4 CBZ2,

13. I° Démontrer que I'égalité C? = C4%, ou n,
p, g sont des entiers naturels tels que p < n et
g <n, implique:p=qoup+gq=n.
2° Résoudre, dans N, I'équation :
Ciot, = Ci53:"

14. Résoudre, dans R, I’équation :

x2 —xC? + CPZiCE_, =0,
ol n et p sont deux entiers tels que 0 < p < n.

15. Démontrer les relations :

@ Clyy =Cl+CZi+C23+ ..+ CO_,,
oul0<g<p;

b) Cil=Co+Ciy +Cluy+ .. + C2,
on0<p<n;

Q) Coy + B3+ C] +..+CL,+1=C,
oul0<p<n

16. Pour tout couple (n, p) d’entiers naturels

tels que 0<p<n-—1, démontrer que

Ch > Ch_,. Dans quels cas y-a-t-il égalité?

17. Soit E et F deux ensembles finis de
cardinaux respectifs net n — 1 (n > 2).

I° Soit f une application surjective de E sur F.
Montrer qu’il existe un élément a’ de F ayant
deux antécédents, a et b, par ¢ et que tous les
autres éléments de F ont un seul antécédent,
différent de a et de b.

FORMULE DU BINOME

2° En déduire une méthode de construction
d’une surjection de E sur F. Dénombrer I'en-
semble de ces surjections.

18. Soit E et F deux ensembles finis de
cardinaux respectifs net p (n > 2 et p = 2).
Dénombrer les applications f de E dans F telles
que Card f{ E) = 2. (On rappelle que f{E)
est I'ensemble des images par f des éléments
de E))

19. On considére un polygone convexe a
n cotés (n = 4).

1° Combien a-t-il de diagonales?

2° Combien les diagonales ont-elles, au plus de
points d’intersection a I'intérieur du polygone?
(On constatera que I'on peut associer & chaque
point d’intersection de deux diagonales, quatre
sommets du polygone.)

20. Résoudre, dans N*2, I'équation :

C,)v'_l = ;yc~1-
21. On lance une piéce de monnaie n fois de
suite et on note le résultat de cette suite de
lancers sous la forme d’une n-liste dont les
coefficients sont P (pile) ou F (face).
1° Dénombrer les résultats possibles.
2° Dans combien de résultats trouve-t-on
exactement k fois (0 < k < n) le coeflicient P?
3° En déduire la formule :

n

Y ki

k=0

Soit a calculer (a + b)", ou a et b sont des réels et n un entier naturel.

Lorsque n = 0, on convient que (a + b)° = 1.

Lorsque I'entier n n’est pas nul, (a + b)" est le produit IT de n facteurs égaux a a + b :
I1=(a+b)a+b)..(a+b)

De la distributivité de la multiplication par rapport a I'addition, il ressort que IT est la
somme de tous les produits obtenus en choisissant, dans chaque facteur, un des deux
réels a, b, puis en multipliant les n réels choisis.

Si b est retenu dans i facteurs (i€ { 0, 1, 2, .., n}), al'est dans les n — i autres et le produit
correspondant est a"~'b', compte tenu de 'associativité et de la commutativité de la
multiplication dans R.

Pour obtenir un terme a"~‘b’, il convient donc, parmi les n facteurs de I7, d’en choisir i
dans lesquels on retient b et de retenir a dans les autres. Or, il y a C:, fagons de choisir i
facteurs parmi n. Il y a donc C}, termes égaux a a" 'b".

\

Finalement, IT est la somme de C? produits égaux a a"h°, de C} produits égaux a
a"~'b, .., de Ci produits égaux a a"'b’, ... et de C" produits égaux a a°b".

Autrement dit : (@a+b)"= ) Ca b (1)
i=0




15

1/ Dénombrement

Cette formule est connue sous le nom de formule du bindme de Newton.

Pour I’établir, on a uniquement utilisé les propriétés d’associativité et de commutativité
de l'addition et de la multiplication dans R, et la propriété de distributivité de la
multiplication par rapport a I'addition. I en résulte que la formule du binéme s’applique
dans le corps C des nombres complexes.

Conséquence

Pour a = b = 1, la formule du binéme donne :

r=3C b)

On retrouve ainsi un résultat établi a la page 11 a partir de la propriété :
si Card E=n, alors Card 2(E)=2"

A noter que la formule (2) permet aussi d’effectuer le dénombrement de Z(E). En effet
pour tout ensemble E de cardinal n, 'ensemble des parties de E est la réunion des
ensembles de parties de cardinaux 0, 1, PR B

P(E) = Zo(E)u 2, (E) L ... U Z,(E).

De plus, quels que soient les entiers naturels distincts i et j (i < n et J < n), les ensembles
Z,(E) et Z,(E) sont disjoints. Donc :

Card 2(E) = Card #,(E) + Card 2, (E) + ... + Card Z,(E) = Y, €L
i=0
Finalement : Card 2(E) = 2".

1. 1° Soit n un entier naturel non nul et soit f 'application de R dans R définie par

) =@ + x).

Démontrer que f(x) = Y, Cix'.
i=0

2° a) Calculer f(1) et f(— 1). En déduire que :
P 1=+ Cl+ .+ C¥+..=CL+C+..+CH 4

b) Application : Soit E un ensemble non vide de cardinal n. Démontrer que le nombre des
parties de E de cardinal pair est égal aunombre des parties de E de cardinal impair. Quel est
ce nombre?

3° Calculer la dérivée f’(x) de deux fagons différentes. En déduire que :

n2"'=C!+2C?+3C +..+nC".
Trouver une expression simple de CJ + 2C} + 3C? + ... + (n + 1)C".
2. Soit E et F deux ensembles finis, disjoints, de méme cardinal n.

1° En évaluant de deux fagons différentes le nombre des parties de cardinal n de E U F ;
démontrer que :

(C)? +(C)* + (C) + ... + (CP)* = C3,.

(En choisissant k éléments de E et n — k éléments de F, on obtient une partie a n éléments
de EUF et cela quel que soit k =0, 1, 2, ..., n).
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2° Retrouver cette formule en utilisant I'égalité (1 + x)*" = (1 + x)"(1 + x)" et la formule

du bindéme.

3° En déduire que (C})* + 2(C?)? + ... + n(C")? =

2 2n

Exercices d'application

22. I° Pour tout réel x strictement positif et
pour tout entier n supérieur 4 2, démontrer que
(14 x)">1+ nx.

2° En déduire la limite de la suite (u,), ., définie
par u, = a", ou a est un réel tel que g > 1.

23. Utiliser I'identité :
(x+ 1) Plx+ 1) =(x+ 1)’"% ot p etq sont
deux entiers naturels, pour démontrer que :

P*‘q Z Cl CI’ '

24.  I° Pour tout couple (a, b) d’entiers natu-
rels, démontrer que (a + b)® — a® — b3 est un
entier naturel divisible par 5.

2° Généraliser ce résultat en montrant, par
récurrence, que si ai, a,, .., a, sont des entiers
naturels :

(@ +a,+..+a) —(al+a3+..+a)

est un entier naturel divisible par 5.
3° En déduire que, pour tout entier naturel n,
n® — n est divisible par 3.

25. En développant (1 + x + x)" de deux

fagons différentes, démontrer que :

2°CE =CiCE + CLced
+CiCiz3+..+CEC2_,
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TRAVAUX PRATIQUES

STATISTIQUE — RAPPELS

Population — Echantillon

Toute étude statistique porte sur une population E d’objets, de personnes, d’animaux, de pays, etc.
Chaque élément de E est un individu de la population.

Lorsque le nombre d’individus de E est trés élevé, ou lorsqu’on ne peut contacter tous les individus,
ou encore lorsque le relevé 4 effectuer est cotiteux ou qu'il occasionne la destruction des individus,
on ne fait porter I'¢tude que sur un échantillon de la population E.

Un échantillon n’a évidemment d’intérét que s'il est représentatif de la population de fagon que des
conclusions relatives a cet échantillon puissent étre généralisées a la population toute entiére.

Caractére

Pour chaque individu d’une population, ou d’un échantillon de population, on reléve la valeur d’un
ou de plusieurs caractéres. Par exemple :

e pour les éléves d’une classe, I'dge, la taille et le poids;

e pour les salariés d’une entreprise, le salaire mensuel brut;

- e pour les pays de la C.E.E. ou du Comecon, la production annuelle d’acier;

o pour les habitants d’un département, le sexe et le groupe sanguin;

o pour la population active d’un pays, la catégorie socioprofessionnelle.

Certains de ces caractéres sont qualitatifs : sexe, groupe sanguin, catégorie socioprofessionnelle.

Les autres sont quantitatifs et s'expriment par des nombres réels : dge, taille, poids, salaire
production d’acier.

]

! Un caractere quantitatif X d’une population E est aussi appelé variable statistique numérique. D’un
point de vue mathématique, X est une application de E dans R : celle qui 4 tout individu e de E
associe la valeur X (e) du caractére X pour lindividu e.

L On dit que les réels X (e) sont les modalités du caractére X. L’ensemble des modalités de X est
noté X { E).

Série statistigue simple

Considérons un caractére numérique X relatif 4 une population, ou a un échantillon de
population E.

1° Lorsque le cardinal p de 'ensemble X ¢ E ) des modalités de X est faible, on classe les modalités
par ordre croissant : x; < X, < .. < X,, et,  chaque modalité x;, on associe I'effectif n;de x;, cest-
a-dire le nombre des individus de E pour lesquels le caractére X prend la valeur x e

L’ensemble des couples (x;, n iewn, est la série statistique simple associée au caractére X.

Une série statistique simple est aussi appelée statistique simple. Le qualificatif «simple » souligne
qu'elle est définie a partir d’'un seul caractére de la population. Une telle série est présentée sous
forme d’un tableau :

Modalites X3 X, 5%

Effectifs ny n, n; n

2° Lorsque le cardinal de I'ensemble X < E ) des modalités de X est élevé, on recouvre cet ensemble
par des intervalles, ou classes : ¢, = [aq, a,[,¢, = [a,, a5[, ..., ¢, = [a,_,, a,[,ayant en général la
méme amplitude, et, a chaque classe c¢;, on associe l'effectif de c;, c’est-a-dire le nombre n; des
individus de E pour lesquels le caractére X prend une valeur appartenant & la classe ¢ 5

L’ensemble des couples (c;, n;);.n, est une série statistique simple exprimée en classes.
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Les tailles (en cm) de 50 éléves de Seconde sont indiquées dans le relevé statistique ci-dessous :

166 158 175 165 181 177 169 169 157 160

165 165 160 168 163 168 154 164 158 185

164 164 170 169 172 166 173 168 151 164

160 166 175 181 169 157 165 160 163 154

158 164 169 173 160 164 166 170 161 151

I° Classer, dans un tableau, les différentes tailles par valeurs croissantes x, < x, < ..., et, pour chaque
valeur x;, indiquer :

a) le nombre n; d’éléves dont la taille est X;.

b) Le nombre N; d’éléves dont la taille est inférieure ou égale X;.

2° Dans un repére orthogonal, on porte en abscisses les tailles x  (graduer a partir de 150 en prenant
0,5 cm pour 1 cm de taille), et, a chaque valeur x j» associer :

a) Le segment ayant pour extrémités les points de coordonnées (x;, 0) et (x;, n;) (prendre en ordonnées
0,5 cm pour 1 éléve).

b) Le point Aj(x;, N).

L’ensemble des segments du a) est le diagramme en bétons.

La ligne brisée A; A, ... est le polygone des effectifs cumulés.

3° Calculer la taille moyenne d’un éléve en utilisant

a) Le relevé initial.

b) Le tableau du I°.

Interpréter cette taille moyenne comme le barycentre des points Xy, X, X3, ... affectés de coefficients
que l'on précisera.

4° On recouvre l'ensemble des tailles par les intervalles, ou classes, c¢, = [150, 154,
¢, = [154, 158[, ... de méme amplitude 4 cm. Classer, dans un tableau, les différents intervalles ¢, c,,
C3, ..., €L, a chaque intervalle c,, associer :

a) Le nombre my, d’éléves dont la taille appartient a Cy-

b) Le nombre My =m; + m, + ... + m, que l'on interprétera.

5° Dans un repére orthogonal, porter en abscisses les bornes ag, @y, y, as, .. des intervalles
€15 €2, C3, ... €L construire, sur chaque intervalle ¢, pris comme base, un rectangle dont !'aire est
proportionnelle a I'effectif m, de c,.

L’ensemble de ces rectangles est I'histogramme.

Joindre les points de coordonnées (ay, 0), (a,, M,), (ay, My), ...
La ligne brisée obtenue est le polygone des effectifs cumulés.

6° A partir des seules données du tableau du 4°, évaluer la taille moyenne d'un éléve. (On supposera
toutes les tailles de ¢, égales a 152, toutes celles de ¢, égales d 156, ...) Expliquer la différence avec la
valeur trouvée au 3°.

Fréquence et pourcentage

Soit (x;, n)jen,» Ou (cj, n j)jen,» Une série statistique simple relative 4 une population d’effectif
total n.

On appelle fréquence de la modalité X;, ou de la classe c;, le réel f, defini par f; = -':T" Toute

P
fréquence f; est un réel de I'intervalle [0, 17; de plus, Z fi=1
j=1

En pratique, on préfére souvent utiliser les pourcemagé-p ; obtenus en multipliant les fréquences S
par 100 : p; = 100f;.

La série (x;, n);.ny, peut aussi étre présentée sous la forme (x5 fi)jen,» ou (x;, Pijeni,:
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Valeur moyenne et écart type
L’étude des séries statistiques simples a été développée dans le cours de Premiére. Rappelons deux
définitions importantes.

Soit X un caractére d’une population d’effectif total n et (X, 1))jen, la série statistique associée a X.
On appelle valeur moyenne et écart type du caractére X, ou de la série associée, les réels

respectivement notés X et o (X) et définis par :

- 12
X =;]§1 nx; (1)
o= [ % nx,— By @

Le réel X, barycentre du systéme (xj, Nj)jen,s TEprésente la valeur moyenne des modalités de X :
C’est un paramétre de position.

Quant 4 Iécart type o(X), il exprime le plus ou moins grand éparpillement des modalités de X
autour de leur valeur moyenne X : c’est un paramétre de dispersion. Le carré de I'écart type est
appelé variance de X et noté V(X).

Si on peut calculer ¢(X) a partir de la formule (2) de définition, on préfére généralement utiliser la
formule suivante qui découle de (2) :

6(X) = i(ji njxf> -Xx? (3)

=]

Quelle que soit la formule choisie, le calcul de o(X) implique celui de X.

Pour calculer la valeur moyenne et I'écart type d’une série statistique exprimée en classes, on se
rameéne au cas précédent en convenant de concentrer I'effectif de chaque classe c; en son centre x;.

Exemple :

A partir d’un relevé des prix, exprimés en francs, de 400 robes en vente dans un grand magasin, on a
établi le tableau statistique suivant :

Classes [300, 400[ | [400,500[ | [500,600[ | [600,700[ | [700, 800[

Effectifs 25 90 145 90 50

Pour calculer la valeur moyenne et P’écart type de cette série statistique exprimée en classes, qn se
ramene 4 la série statistique suivante :

Modalités 350 450 550 650 750
Effectifs 25 90 145 90 50
1: = I =2
On en déduit : 200 ,-; n;x; = 562,5; 200 ,-;1 n;x} = 328250; et par suite :
X

= 562,5; V(X) = 11843,75; o(X) ~ 108,83.

Parmi les calculatrices présentées dans cet ouvrage, la CASIO FX-180 P, la SHARP EL-5050 et la
P

TI-62 effectuent les calculs de n = Y on s X et a(X) sur simple entrée des données X;, ;.
j=1
On trouvera dans le tableau suivant, pour chacune d’elles, la séquence d’un tel calcul (les données

sont celles de I'exemple ci-dessus). <
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450 [ x| 90
550 [ x | 145
650 [x | 90
750 [x | 50

CASIO FX-180 P SHARP EL-5050 TI-62 Commentaires
3 ismat} {1 Var] mise en mode
statistique
[KAC | [CA ] mise 4 zéro des
mémoires
30 [x] 25 30 [X] 25 3650 [}

25

450 [x | 90 450 [Fq i 90

550 [x | 145 550 [ | 90 [T+ ]
55
20
50

entrée des données

650 [x] 90 550 [Tl

n
—

(%]
(%]
bt |

ion ]

750 [x] 50 650 | fm ]
750 [ Frq | B+
affiche n affiche n affiche n =400
F [Mean | affiche X = 562,50
iox | ion | affiche o(X) ~ 108,83

A noter que si leffectif n; est tel que n; > 100, la TI-62 n'enregistre que l'effectif 100 — n;; cest

J

pourquoi Ientrée des 145 robes a 550 F s'est faite en deux fois : 550 | Frq | 90 et 550 i Fq 1 55.

La HP-11 Ceffectue aussi ces calculs mais il convient, pour chaque modalité x;, de répéter n; fois la

séquence x; 4

i£71,350 répétée 25 fois, 450 répétée 90 fois, ..., 750 répétée 50 fois.

mm s VR AR AV L

Lorsque les effectifs n; sont importants, comme cest le cas dans I'exemple considéré,

— 1
il est plus rapide d’effectuer les calculs directement, 4 l'aide des formules X = "

1 P et
a(X)=<— Y mxt—X
n <

r
Py n;x;,

J
1

o

On peut aussi utiliser le programme suivant :

p————

u
(=T

@
o
0 © ® o
E H
2| |4
N - |~
- ~
. 2
)
O
b—d

met en mode programme

efface la mémoire programme

choix du label du programme

entre n; dans le registre R et x; dans R,
ajoute n; au contenu de R,

effectue le produit n;x;

ajoute n;x; au contenu de R,

[x] effectue le produit n;x?

ajoute n;x7 au contenu de R,

fin du programme




1/ Dénombrement

iPR] retour en mode calcul

[ B} initialise les registres statistiques Ry, Ry, R,, R3, Ry, Rs
350 26 [ A7)

450 90 ["A]

550 145 [ A1 entrée des données

_____

650 [enter] 90 [ A 1
750 50 [ A}

0 affiche n = 400

E ] affiche X = 562,50
27} {51 affiche (X) ~ 108,83
Applications

1. Procéder a 200 jets de deux dés et, pour chaque jet, noter le plus grand, X, des points amenés et la
valeur absolue, Y, de la différence des points amenés. On définit ainsi deux séries statistiques simples.
Pour chacune d’elles :

1° Calculer la valeur moyenne et I'écart type.

2° Déterminer le pourcentage des jets pour lesquels :
a) Xe[é’ —0(X), X + a(X)].
b) Ye[Y —a(Y), Y + o(Y)].

2. Le service comptable d'une banque donne la statistique suivante portant sur les sommes X déposées
a la banque par ses clients :

Somme
déposée 1000 3000 5000 | 10000 [ 50000 | 100000
Pourcentage
de clients 12 18 25 20 15 10

Calculer la valeur moyenne et l'écart type de X.

3. Onconsidére la série statistique suivante, relative d la répartition de la population active d'un pays,
par age, en centaines de milliers de personnes.

[20, 25[ | [25, 30[ | [30, 35[ | [35, 40[ | [40, 45[ | [45, 50[ | [50, 55[ | [55, 60[ | [60, 65[

10 30 40 35 25 24 18 12 6

1° Déterminer la valeur moyenne m et I'écart type o de cette série.

2° Déterminer le pourcentage de personnes dont I'dge appartient a Uintervalle [m — o, m + aJ.
H

4. On.considére un échantillon de 1000 assurés pris parmi ceux qui n’ont eu aucun accident pendant
l'année 1980. Le tableau ci-aprés indique la distribution de ces assurés suivant les tranches d’age :

Tranches d’age
(en années) [18, 25[ [ [25, 35[ | [35, 45[ | [45, 55[ | [55, 65[ | [65, 75[

Effectifs 29 270 490 195 14 2
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1° Calculer la moyenne m et ’écart type o.

2° Déterminer le pourcentage des assurés dont 1'dge appartient d l'intervalle [m — o, m + o].

5. Les résultats d'un test de durée de vie de 400 tubes Durée de vie Nombre

fluorescents sont consignés dans le tableau ci-contre. (en heures) de tubes

1° Préciser la série statistique ainsi définie et calculer

sa moyenne m et son écart type o. [300, 400[ 15

2° Estimer le pourcentage des tubes dont la durée de [400, 500[ 46

vie : ;

a) n’excéde pas 600 heures; 500. 600 54

b) est supérieure ou égale a 800 heures; (500, [

c) est comprise entre 500 et 1000 heures; 600. 700 78

d) est comprise entre 680 et 920 heures. (600, L

[700, 800[ 70

6. Soit E une population et X un caractére numérique.

Démontrer que 'écart type de X est nul si, et seulement [800, 900[ 64

si, X est constant.

[900, 1000[ 45

7. On consideére le tableau statistique suivant relatif [1000, 1100[ 20

aux notes obtenues a l'épreuve d’analyse par les

candidats au concours d'entrée de 1985 d I'Ecole [1100, 1200 8
nationale des mines d’Alés.

Notes sur 20 01051 |1,5[2 (25| 3 |35|4(45|5(55|6 |65
Nombre de notes 2315113663 |54 (6681|7976 |136|133|91 (160|124
Notes sur 20 7175 8 [85] 9 |95]10 [10,5( 11 [11,5] 12 |12,5| 13 (13,5
Nombre de notes 11696 |117 115|117 | 87 |103| 66 | 72 | 66 | 67 | 54 | 42 | 25
Notes sur 20 14 [14,5| 15 |15,5| 16 |16,5] 17 |17,5]| 18 |18,5| 19 [19,5] 20
Nombre de notes 421191914179 (13| 1 |83 (4 |1]1

I° Caleuler leffectif, la valeur moyenne X et I’écart type o(X) de cette série statistique.

2° Calculer le pourcentage des candidats dont la note X est telle que :

a) Xe [X —a(X), X + o(X)];

b) Xe[X — 20(X), X + 20(X)].

3° Déterminer la note médiane u. (u est telle que : la moitié au moins des candidats ont une note < g,
et la moitié au moins des candidats ont une note > u.)

COMBINAISONS AVEC REPETITION

Soit E un ensemble non vide de cardinal n. On appelle p-combinaison avec répétition (p-c.a.r.)
d’éléments de E tout objet mathématique formé de p éléments de E pris dans un ordre quelconque,

chaque élément pouvant étre répété jusqu’a p fois.

Exemple : [aaabbc), [aaaabb], [aaaaaa] sont des 6-c.ar. d’éléments de Pensemble {4, b, c}.

Deux c.a.r. sont égales si elles sont formées des mémes éléments, chaque élément étant répété le
méme nombre de fois : [aababc] et [chabaa] sont des 6-c.a.r. égales.

On désigne par I'® le nombre des p-c.a.r. d’éléments de E (Card E =n).
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1° Caleuler I', I'3, I'3, I'3 et, pour n >3, I'}, I'2, I3,
2° On suppose écrites toutes les p-c.a.r. d'éléments de E (Card E = n). Démontrer qu'un élément
donné, a, de E est écrit P I’} fois.

n
3% On considére l'ensemble des p-c.a.r. (p = 2) contenant a au moins une fois. Si dans chacune de ces
p-combinaisons on retire un des termes a, qu’obtient-on?

=
Endéduire: 2rr=re-1 4 P oot puis.
n n

n+p—1
p

re= e, (1)
4° Démontrer que T’} est égal a un coefficient binomial dont on précisera les indices.
(Ecrire I'égalité (1) puis, au- -dessous, les égalités obtenues en remplagant successivement pparp — 1,

P — 2, .., 3, 2; faire le produit des premiers membres, puis des seconds, de ces égalités; simplifier et
conclure)

5° Applications :

a) On répartit p boules dans n tiroirs numérotés 1, 2, ..., n et on note la répartition obtenue sous la
Jorme d’une n-liste (xy, x,, ..., X,), ot X; est le nombre de boules placées dans le tiroir i (0 < x; < p).
Dénombrer les différentes n- lzstes d’entiers qu’on peut ainsi obtenir. (A chaque répartition des boules
dans les tiroirs, on associera la c.a.r. obtenue en répétant chaque numéro de tiroir non vide autant
de fois qu’il y a de boules dans le tiroir.)

b) Dénombrer les n-listes d’entiers naturels (xy, x,, ..., x,) telles que :

X+ X+ ..+ x,=p,

ou p est un entier naturel donné.

p-LISTES CROISSANTES DE N,

Une p-liste (x,, X,, ..., x,) d¢léments de N, est dite
e strictement croissante si x; < x, < .. < x,;

e croissante si x; < X, < .. < X,,.
1° Démontrer que le nombre de p-listes strictement croissantes d'éléments de N, est CI. (A chaque
p-liste strictement croissante (x;, x5, .., X,) on associera la partie { x,, x5, .. x,} de N,

2° Soit (Xq, X3, ..., X,) une p-liste croissante d’éléments de N,. Associons-lui la p-liste (yy, v, ey )
telle que, quel que soit 'entier k de N, y, = x; + k — 1.

a) Démontrer que (yy, ¥,, ..., ¥,) est une p-liste strictement croissante d’éléments de N, , e

b) Démontrer réciproquement que toute p-liste strictement croissante d’éléments N, . p—1 €S associée
a une, el d une seule, p-liste croissante d’éléments de N,.

¢) En déduire le nombre des p-listes croissantes d'éléments de N,

d) Retrouver ce résultat en associant d toute p-liste croissante (X4, X, ... x,) d’éléments de N, la
p-c.ar. [x;x,...x,] d'éléments de N,. (Voir 'étude précédente des combinaisons avec répétition.)

3° On se propose de dénombrer les 4-listes (x, y, z, t) d'entiers naturels tels que :
x+y+z+t=10. (1)

a) A toute 4-liste (x, y, z, t) répondant a la question associons la 3-liste (14 x, 1+ x + y,
I+ x+y+z). Démontrer que (1+x, 14+x+y, 1+ x+y+2z) est une 3-liste croissante
d’éléments de N ;.

b) Démontrer réciproquement que toute 3-liste croissante (a, b, ¢) d’éléments de N, est associée a
une, et a une seule, 4-liste (x, y, z, t) d’entiers naturels vérifiant [’égalité (1).

¢) En déduire le nombre cherché.

4° Utiliser la méthode de la question 3° pour dénombrer les n-listes (x,, x,, ..., x,) d entiers naturels

tels que x; + x, + ... + X, = p, ot p est un entier naturel donné. (On se contentera de préciser les
différentes étapes du raisonnement, sans faire les démonstrations, et on donnera le nombre cherché.)
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1731

EXERCICES ET PROBLEMES

ENSEMBLES FINIS

26. Soit E un ensemble fini et A et B deux sous-
ensembles de E. Calculer, en fonction de Card 4 = q,
Card B=b et Card (AnB)=1i, les cardinaux des
ensembles suivants (on commencera par simplifier
I’écriture de chaque ensemble) :

a X=An{(AnB)nB}.

b) Y =AU[{Bn(AUB)}n{AU(AnB)}].

) Z=An[{BNn(AnB)}u{An(AUB)}]

27. Soit E I'ensemble des diviseurs de 60 et F I'ensemble
des diviseurs de 38. Calculer Card (E n F), Card (EUF)
et Card (EAF).

28. Soit E I'ensemble des multiples de 2, F I'ensemble
des multiples de 3 et G I'ensemble des diviseurs de 546.
Calculer Card [(En G)u (Fn G)].

29. Parmi quarante secrétaires, huit connaissent le
russe, quinze I'anglais et neuf 'allemand. D’autre part,
quatre parlent anglais et allemand, cinq anglais et russe,
deux allemand et russe, et deux les trois langues.
Combien de secrétaires ne connaissent aucune de ces
trois langues?

30.  Un certain appareil, fabriqué en grande série, peut
étre défectueux a cause de deux défauts désignés par A et
B. Sur cent appareils, on a en moyenne :

o dix appareils présentant le défaut 4 (et peut &tre aussi
le défaut B);

o huit appareils présentant le défaut B (et peut-&tre aussi
le défaut A);

o quatre appareils présentant les deux défauts.

Combien d’appareils, en moyenne, sur cent, ne
présentent aucun défaut?

DENOMBREMENT

On considére les cing lettres a, b, ¢, d et e. Combien
& peut-on former de mots, avec ces cing lettres, dans
lesquels les voyelles a et e ne sont pas voisines?

32. On trace, dans un plan, n droites de directions
différentes et dont trois quelconques ne sont pas
concourantes. Combien forme-t-on ainsi de triangles?

,33. De combien de maniéres peut-on former un comité

" de trois femmes et de quatre hommes dans une société de

huit femmes et de sept hommes, si 'on suppose que

Mlle X... refuse d’étre désignée en méme temps que
M. Y..?

34. De combien de maniéres peut-on extraire un
ensemble de cinq cartes dans un jeu de trente-deux
cartes?

Méme question si I'on suppose que cet ensemble de cing
cartes contient trois rois, et trois seulement.

1 35. Combien y a-t-il de nombres de trois chiffres dans
/" lesquels un chiffre est répété deux fois (numération
décimale)?

/
/

7~
¥

" 36. Combien y a-t-il de nombres de quatre chiffres
différents qui contiennent les chiffres 5 et 7 (numération
décimale)?

37.  De combien de maniéres distinctes peut-on placer
six convives autour d’une table ronde? Méme question
en supposant qu’on alterne les dames et les messieurs (il y
a trois dames et trois messieurs).

38. Un rectangle est constitué par six cases carrées
égales, numérotées 1, 2, 3, 4, 5, 6 comme I'indique la
figure. On dispose de six plaquettes :carrées, égales a
chacune des cases et numérotées de 1 a 6.

6 15| 4
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1° On place les plaquettes sur les cases a raison de une
par case. Combien y a-t-il de positions possibles se
distinguant :

a) Uniquement par la place des plaquettes?

b) A la fois par leur place et leur orientation?

2° Chaque plaquette coincidant avec la case de méme
numéro, on colorie en rouge le périmétre du rectangle
qu’elles constituent, puis on les disperse. De combien de
fagons peut-on former le rectangle de telle sorte que le
contour rouge soit reconstitué?

39. FEtant donné n éléments ay, a,, ..., a,, combien y a-
t-il darrangements qui contiennent a la fois les
éléments a, et a,.

40. Etantdonné néléments ay, as, ..., a,, combien y a-t-
il de permutations ou I'objet a; occupe la premiére
place? Ou les éléments a; et a, occupent les deux
premiéres places?

41.  Dans un jeu de trente-deux cartes, combien peut-on
faire de jeux de cing cartes contenant trois piques?

42.  Une classe de trente-cinq éléves comprend quinze
filles (toutes externes) et vingt gargons (tous internes). On
veut former un comité comprenant un président
(interne), une secrétaire (fille) et trois autres membres.
Combien y a-t-il de comités possibles?

43. On dispose de lettres accentuées permettant de
distinguer E; E et E. Combien y a-t-il de permutations
possibles  pour I'ensemble des lettres du mot
THEOREME?

On supprime les accents. Combien
permutations distinctes?

reste-t-il  de

/‘ 44. Par combien de zéros se termine le nombre 100!

écrit dans le systéme décimal? Méme question pour le
nombre 10 000! 3

45.  Onmarque, dans un plan, cinq points tels que trois
quelconques d’entre eux ne soient pas alignés. Combien
ces points déterminent-ils de pentagones? Généraliser.

46.  On garde tous les ceurs et tous les tréfles d’un jeu de
trente-deux cartes. Combien y a-t-il de permutations de
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ces seize cartes dans lesquelles deux cartes consécutives
guelconques sont de couleurs différentes?

<7. Dansun bureau de vingt-sept personnes, combien y
=-1-il de fagons de choisir un président, un vice-président,
un secrétaire général et un trésorier?

<% Onaunjeu de trente-deux cartes. On en prend huit,
= qui constitue une «main ». Dénombrer les mains qui
contiennent :
&) exactement un as;
= exactement deux as;
£} aucun as;
| 2u moins un as;

deux ceeurs et trois piques;

deux ceeurs, trois piques et un tréfle;
: deux ceeurs et un as;
= deux ceeurs et deux dames;

un carré (quatre cartes de méme valeur).

- N A

<% On jette trois dés différenciés 4, B et C ayant
chacun six faces. Les faces sont numérotées de 1 a 6. On
sinteresse aux résultats possibles.

7% Dénombrer tous ces résultats. Le probléme revient a
Zenombrer les applications d’un ensemble dans un autre
cmsemble. Préciser ces ensembles. '
= Dénombrer les résultats ot les trois faces amenées
sont identiques.

=* Deénombrer ceux ou les trois faces sont différentes.
< Denombrer les résultats ne comportant aucun as (on
pourra procéder comme au /9).

=* Dénombrer les résultats comportant au moins un as.
“* Deénombrer les résultats comportant exactement un

as

B

-

Dénombrer les résultats comportant exactement
deux as.
** Indiquer le lien entre les questions 4°, 5°, 6° ¢t 7° et une
2utre question, concernant les as, qui n’a pas été posée.

S0, On dispose d’un alphabet a deux symboles a et e.
Combien de mots distincts de longueur k peut-on former
= Taide de cet alphabet, une lettre pouvant étre répétée
jusqua kfois? (On prendra k=1, k=2, puis
&« quelconque.)

=1. Une grenouille monte un escalier de treize marches.
Elle peut progresser en sautant d’une marche a la
suivante, ou en sautant par dessus une marche (de la
marche n a la marche n+ 2). Combien de fagons
distinctes a -t-elle d’arriver au sommet de I'escalier?

)

=2 Un tournoi sportif compte sept équipes engagées.
Chague eéquipe doit rencontrer une fois, et une seule,
toutes les autres équipes. Combien doit-on organiser de
matchs?

Pour jouer au loto, on désigne 6 numéros, parmi
2. On gagne au 1° rang si les six numéros choisis
sortent, au 3° si cing numéros sur six sortent, au 4° si
guatre numéros sur six sortent. Combien y a-t-il de
grilles gagnantes au 1*, 3¢ et au 4° rang?

54, Une ligne de chemin de fer comporte 25 stations.
Chague station délivre des titres de transports en
premiére et deuxiéme classe pour chacune des autres
stations (on distingue le billet A — B du billet B — A).
Lz ligne est prolongeée de trois stations. Combien doit-on
imprimer de nouveaux types de billets?

APPLICATIONS ENTRE
ENSEMBLES FINIS

55. Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. On
se propose de dénombrer I'ensemble des applications f
de E dans E telles que f o [ = f.

1° Soit f une application de E dans E. On note f ( E
I'ensemble des images par f de tous les éléments de E.
Démontrer que 'application f esttelleque f o f = fsi,
et seulement si, tout élément de f ( E) est invariant
par f.

2° Soit A une partie non vide de E, de cardinal p.
Dénombrer les applicarions /' de E dans E telles que
Jof=fetf{E)=A

3° Dénombrer les applications f de E dans E telles que

fof=j.

56. Applications croissantes de N, dans N,

Soit n et p deux entiers naturels non nuls.

I° Une application de f de N, dans N, est une injection
croissante si 1 < f(1) < f(2) < .. < f(p) < n.
Démontrer que le nombre d’injections croissantes de N,
dans N, est CJ. (A chaque injection croissante f de N 2
dans N,, on associera la partie { f(1), f(2),.., f(p)} de
N,.)

2° Soit f une application croissante de N, dans N, :
1< f(1)< f(2) <. < f(p) < n A f on associe lappli-
cation g qui a tout entier k de N, associe I'entier g(k) tel

que gty = fk) + k—1.

Démontrer que g est une injection croissante de N pdans
N,;,-1. En déduire que le nombre d’applications
croissantes de N, dans N, est C%, ,_,.

57. Dénombrement des surjections de A sur B

Soit 4 et B deux ensembles finis non vides de cardinaux
respectifs n et p. On se propose de dénombrer les
applications surjectives de A sur B. On note S7 le cardinal
cherché.

1° Calculer les entiers S}, S* et S? pour p > n.

Dans tout ce qui suit, on suppose p < n.

2° Soit a un élement de A. Les surjections [ de 4 sur B
sont de deux sortes :

e celles pour lesquelles la restriction a AN\ {a} est une
surjection de AN\ {a} sur B: il existe b # a tel que
fla)= f(b);

o celles pour lesquelles la restriction a AN\ {a} est une
surjection de A\ {a} sur 'ensemble B privé d’un de ses
¢léments : quel que soit b # a, f(a) # f(b).

Déduire de ce constat que :  S? = p(SP-} 4+ §7_)).

3° Calculer S; pour 1 <n < 6etl<p <6, et noter les
résultats dans le tableau ci-dessous.

Bl 1 2 3 4 5 6
n

N | B W N

_——
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4° Application : combien y a-t-il de fagons de distribuer
32 cartes a quatre joueurs, les joueurs n’étant pas censés
recevoir nécessairement le méme nombre de cartes,
chaque joueur en recevant au moins une?

58. Dénombrement des involutions d'un ensemble fini
I — Soit A un ensemble fini non vide de cardinal pair :
Card A = 2p, pe N*,

On note IT I'ensemble des partitions de E formées
de paires d’éléments de E.

Par exemple, si A={a b ,c,d e f}, la partition
{a, b}, {c, e}, {d, f} est un élément de II.

On se propose de déterminer le cardinal de I7, que I'on

note u,,.

1° Démontrer que u,, = (2p — Duy, .
o _ (2p)!

2° En déduire que u,, = 2yl

IT — Soit f une application involutive d’un ensemble E
dans lui-méme : fo f = Id,.

Pour tout élément a de E, on note a 'ensemble { a, f(a) }.
(Si f(a)=a, Card @ = 1 et si f(a) # a, Card @ = 2.)

1° Soit a et b deux éléments distincts de E. Démontrer
que : N

a) sib= f(a),a=b;

b) sib# fla),anb= .

2° En déduire que tous les ensembles a distincts forment
une partition de E (faite de parties 4 un ou deux
¢éléments).

3° Montrer, réciproquement, que la donnée d’une
partition de E, faites de parties 4 un ou deux éléments,
définit une involution de E.

4° On suppose, dans cette question, que E est fini et de
cardinal pair : Card E = 2n, ne N*,

a) Dénombrer les involutions de E sans élément
invariant.

b) Dénombrer les involutions de E possédant deux
éléments invariants.

¢) Dénombrer les involutions de
2k ¢éléments invariants (1 < k < n).

d) Dénombrer toutes les involutions de E.

5° On suppose, dans cette question, que E est fini et de
cardinal impair : Card E = 2n + 1, neN.

a) Démontrer que E posséde un nombre impair
d’éléments invariants.

b) Dénombrer les involutions de E.

E possédant

59. Transformations de E sans point fixe

Soit E un ensemble fini non vide de cardinal n. Une
transformation de E est une bijection de E sur E. On
considere I'ensemble 7~ des transformations f de E sans
point fixe: pour tout x de E, f(x)## x. On note
u, = Card 7.

1° On choisit un élément a de E. Les éléments [ de .7
sont de deux sortes :

o ceux pour lesquels I'image b de a et 'antécédent ¢ de a
sont égaux;
e ceux pour lesquels b et ¢ sont distincts.

a) Montrer que si f est du premier type, la restriction
de fa AN\ {a, b} est une transformation sans point fixe
de AN{a, b}.

b) Montrer que si f est du second type, I'application g
qui a ¢ associe b, et a x # ¢ associe f(x) est une
transformation sans point fixe de AN\ {a}.

¢) En déduire que : u, = (n — 1)(u, _, + u,_,).

2° On pose «, = u, — nu, ;. Montrer par récurrence
que o, = (— 1)". En déduire que

1 1 1 (- 1y
,=n!<1—]~!+§—!~3—!+...+ = )

3° Programmer le calcul de u,.




CHAPITRE

CALCUL
DES PROBABILITES

| — NOTION D'EVENEMENT

EXPERIENCE ALEATOIRE

Quand, dans un sac contenant six jetons numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, on tire deux jetons au
hasard, simultanément, on peut obtenir différents résultats.

Une telle opération dont le résultat est imprévisible est une expérience aléatoire.
C’est a partir de cet exemple que nous introduirons le vocabulaire des événements.

Univers des possibles

Il est naturel de représenter le résultat d’un tirage par la paire formée des nombres inscrits
sur les deux jetons tirés, parexemple { 2, 5}, { 3, 5}, ... L’ensemble des résultats possibles,
ou univers des possibles, est donc I'ensemble des parties a deux éléments de ’'ensemble
{1,2,3,4,5,6}. On le note Q. Son cardinal est C2 = 15.

EVENEMENT

Le résultat {2, 5} réalise I'événement «la somme des points est 7 ».

Deux autres résultats : { 1, 6 } et { 3, 4} réalisent également cet événement que I'on peut

représenter par la partie de I'univers des possibles formée des éléments {1,6}, {2, 5},

{3,4}.

De méme, «le plus petit nombre est 3» est un événement représenté par la partie de Q :
{{3,4},{3,5},{3,6}}.

Plus généralement, on appelle événement toute partie A de 'univers des possibles. Dire

qu’un résultat possible w réalise I'événement A signifie alors que we A.

Un événement peut étre défini par une formulation comme «la somme des points est 7 »,
«le plus petit nombre est 3 », ou en extension, par la donnée des résultats qui le réalisent.
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Ainsi, la formulation «la somme des points est 7» et la partie { {1, 6}, {2,5}, {3,4}}
définissent le méme événement.

Le cardinal d’un événement est inférieur a celui de 'univers des possibles €.

Evénement impossible

La partie vide de I'univers 2 des possibles est I’événement impossible. Ainsi, « la somme
des points est 12» est-elle ’événement impossible : aucun résultat ne le réalise.

Evénement certain

La partie Q est ’événement certain. Ainsi, «la somme des points est supérieure a 2 » est
I’événement certain : il est réalisé par tous les résultats.

Evénement élémentaire
L’événement «le plus grand des nombres est 2 » est réalisé par le seul résultat { 1, 2} : on
dit que c’est un événement élémentaire.

Les événements €lémentaires sont les singletons de 'univers des possibles, ¢’est-a-dire les
parties de cardinal 1.

Pour tout élément w de I'univers des possibles Q, 'événement élémentaire réalisé par w est

{w}.

Evénement contraire d’un événement

Soit A un événement, cC’est-a-dire une partie de I'univers des possibles Q. La partie
complémentaire de A relativement & Q est aussi un événement, appelé événement

contraire de A et noté A.

Par exemple, «la somme des points est 7» a pour événement contraire «la somme des
points est différente de 7».

L’événement impossible et ’événement certain sont contraires I'un de I'autre.

A noter que, pour tout événement A4, on a : Card 4 + Card A = Card Q.

Evénements incompatibles

Un événement A et son contraire A sont tels que AN A=.0On peut aussi exprimer
cette propriété en disant qu’un méme résultat ne peut réaliser a la fois un événement A4 et
son contraire A.

Plus généralement, on dit que deux événements A et B sont incompatibles, ou disjoints, si
AN B =, c’est-a-dire §’il n’existe aucun résultat qui les réalise simultanément.

«La somme des points est 5» et «le plus petit des points est 3» sont deux événements
incompatibles.

Systéme complet d'événements

Dans I’expérience aléatoire considérée dans ce paragraphe, la somme des points sortis est
un entier compris entre 3 et 11. Pour tout entier i tel que 3 <i< 11, notons §;
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I'événement : «la somme des points est i». Il est alors immédiat de constater que les
événements §; sont non impossibles, deux 4 deux incompatibles, et que leur réunion est
I'univers Q.

On exprime ces propriétés en disant que les événements S;, 3 <i < 11, forment un
systéme complet d’événements.

A noter que cette notion de systéme complet d’événements n’est autre, exprimée en
langage des événements, que la notion de partition : un systéme complet d’événements est
une partition de I'univers des possibles Q. (Rappelons que des parties A 1> 43, ., Ayd’un
ensemble E forment une partition de E si elles sont vides, deux a deux disjointes, et si leur

réunion est E.)

REMARQUES :

1. Un événement 4, non impossible et non certain, et son contraire A forment un systéme complet

d’événements.

2. Les événements élémentaires forment un systéme complet d’événements.

Réunion et intersection de deux événements

Soit 4 et B deux événements, c'est-a-dire deux parties de l'univers des possibles.
La partie A U B, réunion de 4 et B, est appelée événement « 4 ou B».
La partie 4 N B, intersection de A4 et B, est appelée événement « A et By.

Exemple

Si A et B sont respectivement les événements « la somme des points est 7» et « le plus petit

nombre est 3 », alors :
e «A ou B» est I'événement {{1, 6}, {2,
o «A et B» est I'événement {{3,4}}.

Exercices d'application

1. Dans un sac contenant six boules numéro-
tées 1, 2, 3, 4, 5, 6, on tire une premiére boule,
puis, sans remettre cette premiére dans le sac,
une seconde boule.

1° Définir un univers des possibles Q tenant
compte de l'ordre de sortie des deux nombres
obtenus.

2° Quel est le cardinal de Q7

3° «La somme des nombres est 3» est-il un
événement élémentaire?

4° Ecrire en extension et préciser le cardinal des
événements suivants :

A : les deux nombres sortis sont consécutifs;
B :le premier nombre sorti est inférieur au
second;

C : la somme des nombres sortis est impaire;
D : le second nombre sorti est 6.

J° Méme question pour les événements Z, E, E,
D,AetB,AetC, Aet C,Bet D, BouD.
2. Reprendre I'exercice précédent en suppo-

sant que la premiére boule tirée soit remise dans
le sac avant le second tirage.

51 {3,4}%{3,5}{3,6}};

3. On place n boules numérotées 1, 2, ..., n
dans p tiroirs numérotés 1, 2, ..., p,chaque tiroir
pouvant recevoir un nombre k de boules
compris entre Oet n: 0 < k < n.

A chaque répartition des boules dans les tiroirs
on associe I'application de N, dans N, qui 4 tout
entier i de N, associe le numéro du tiroir dans
lequel est placé la boule numérotée i.

1° Quel est [I'univers des possibles 2
Dénombrer Q.

2° On note X le nombre de boules placées dans
le tiroir numéro 1, et, pour tout entier k tel que
0<k<n, (X =k) I'événement : «le premier
tiroir contient k boules ».

a) Montrer que les événements (X = k),
k=0,1,2,..,n forment un systéme complet
d’événements.

b) Calculer Card (X = k).

¢) En déduire que :

P=3 Cion—kp.
k=0
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Il — NOTION DE PROBABILITE
CAS PARTICULIER

Dans I'expérience aléatoire considérée au paragraphe 1, les 15 tirages possibles se font au
hasard et un résultat donné n’est obtenu que par un seul tirage : par exemple le résultat
{3, 5} est obtenu en tirant les boules numérotées 3 et 5. Tl est alors legitime de penser que
les résultats possibles ont tous la méme chance de sortir : une sur quinze.

Cette hypothése peut recevoir une justification expérimentale : si on effectue des séries de
150 tirages, on constate que la fréquence de sortie d’un résultat donné, c’est-a-dire le
quotient du nombre de sorties du résultat par le nombre de tirages, est généralement

1 5 3 5 s 1
proche de 5 Certes des séries ou cette fréquence différe notablement de 15 peuvent
intervenir, mais elles sont rares.
On exprime ce fait en disant que les résultats possibles sont équiprobables et on convient

d’affecter a chacun d’eux la probabilité %

Il est alors naturel d’affecter a un événement A de cardinal p, c’est-a-dire réalisé par
résultats, la probabilité p x — égale 4 <219 4
ultats, r é — € —_—

£ b T e T

La encore I'expérience justifie cette démarche : dans des séries d’un grand nombre de

tirages (100, 150, 200, 1 000), la fréquence de réalisation de 4 ne s’¢loigne sensiblement de

115 que dans quelques cas rares.

Dans une expérience aléatoire, lorsque les résultats possibles sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le réel, noté P(A), défini par :

Card A4
Card Q’

DEFINITION 1

P(A) = ou £2 est Punivers des possibles.

Il résulte de cette définition que les événements élémentaires ont tous la méme

probabilité :

Carld Q (toujours dans I'hypothése d’équiprobabilité des résultats

possibles).

1. Soit Q un univers des possibles associé a une expérience aléatoire dont les résultats
possibles sont équiprobables.

1° Quelle est la probabilité de I'événement impossible et celle de I'événement certain?
2° Démontrer que la probabilité P(A) d'un événement quelconque A est un réel tel que
0<PA) <.
3° Pour tout événement A d’événement contraire Z, démontrer que :
P(4) + P(4) = 1.

On utilise cette formule pour déterminer P(A4) lorsque le calcul de P(A4) est plus simple que
celui de P(A). Par exemple :
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On tire quatre cartes au hasard d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’obtenir au
moins un as?

L’univers des possibles © est I'ensemble des parties a 4 éléments de I'ensemble des
32 cartes. Donc : Card @ = C3%,. De plus les résultats possibles sont équiprobables.

L’événement 4 dont on demande la probabilité est I'ensemble des parties 4 4 éléments
contenant au moins un as. Son contraire A4 est 'ensemble des parties a 4 éléments ne

contenant pas d’as; A est donc 'ensemble des parties a 4 ¢léments des 28 cartes qui ne
sont pas des as.

_ — s
D’ou : Card 4 = C%g. Il en résulte : P(A) = EZ—B et, par suite :
32
_ Cc*
P(A)=1—PA) =1-— C—§8 ~ 0,43
32

4° Soit A et B deux événements.
On dit que A4 entraine B si A < B, c’est-a-dire si tout résultat qui réalise A réalise B.
Démontrer que si A entraine B, alors P(4) < P(B).

5° Soit A et B deux événements. Démontrer que :
P(Au B) + P(An B) = P(A) + P(B).
Que devient cette formule lorsque A et B sont incompatibles?
6° Soit Ay, A,, .., A, un systéme complet d'événements. Démontrer que :
P(4y) + P(4;) + .. + P(4,) = 1.

2. Un sac contient n boules : 2 blanches et (n — 2) noires (n>2).

On tire les n boules, une par une, au hasard, sans remettre les boules tirées dans le sac. Le
résultat d'une telle opération est la n-liste dont le k-iéme coefficient est B( resp. N ), si la
k-iéme boule tirée est blanche (resp. noire).

1° Quel est l'univers des possibles Q? Dénombrer Q.

2° On note X le rang de la premiére boule blanche tirée. Quel est I'ensemble E des valeurs
possibles de X ?

3° Pour tout entier k élément de E, on note (X = k) I'événement : «la premiéere boule
blanche est obtenue au k-iéme tirage ».

a) Montrer que les événements (X = k), .p forment un systéme complet d'événements.
b) Calculer P(X = k).

¢) En déduire une expression de la somme des n premiers entiers naturels non nuls.

4° On suppose dans cette question que n = 2p, ot p est un entier > 2, et on note (X <p)
I'événement : « la premiére boule blanche est obtenue avant le p-iéme tirage ».

p
a) Démontrer que P(X <p)= ) P(X = k).

k=1
b) Programmer le calcul de P(X < p) en fonction de p.

Réponse (HP-11C)

i PR | met en mode programme
iPRGM] efface la mémoire programme
[BL] [_A_] choix du label du programme
] place p dans le registre R,

0 [s0] 1 initialise le contenu k du registre R, : k = 0
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(L] 0 début d’une boucle

1 [so] [£]1
[Aec] 0 2 [ ] [Rer] 1 [=

ajoute 1 au contenu de R,

calcule 2p — k
02[x]1[=] 0 [x]  calcule p(2p—1)

2p —k
=] effectue le quotient o P(X =k)
p2p—1)
2 ajoute P(X = k) au contenu du registre R,
1 0 appelle k dans R, puis p dans R,
—— . retourne & {18L1 O sip>k
et d] comipare p &k { sort de la boucle  sip <k
0 fin de la boucle
2 affiche le contenu de R, : P(X < p)
DRI ] fin du programme
PR retour en mode calcul
0 2 vide le registre R,
100 A"} affiche 0,751 3 =~ P(X < 100)
Calculer P(X < p) pour p = 10, p = 20, p = 50, p = 100.
¢) Démontrer en utilisant le résultat de la question 3° ¢ que :
3p—1
PX<p)=—"—.
( p) 30p = 1)
En déduire la limite quand p tend vers + oo de P(X < p).

o Exercices d'application

Dans tous ces exercices on demande de calculer
la probabilité d’'un événement A relatif a une
expérience aléatoire. On commencera par
définir un univers des possibles dont les
éléments (résultats possibles) sont équiproba-

Card A

bles et on utilisera la formule : P(4) = Card O

4. Un saccontient 5 jetons numérotés 1, 2, 3,4,
5. On les tire au hasard, un par un, en les plagant
les uns a coté des autres, de gauche a droite de
maniére a former un nombre n de 5 chiffres.
Calculer la probabilité que :

1° n soit pair;

2° n soit supérieur a 23 000.

5. On marque n points sur un cercle. On en
choisit deux au hasard. Quelle est la probabilité
qu’ils soient voisins? Méme question lorsque les
points sont sur une droite.

6. Une urne contient n — 2 boules blanches et
2 boules noires. On les tire une a une, au hasard,
sans les remettre.

I° Calculer la probabilité d’obtenir la seconde
boule noire au k-iéme tirage (ke {2, 3, .. n}).

2° Calculer la probabilité d’obtenir les deux
boules noires consécutivement.

7. Onrange, au hasard, n boules numérotées 1,
2, .., n dans n tiroirs numérotés 1, 2, ..., n, en
mettant une boule par tiroir. Quelle est la
probabilité que la boule 3 soit dans le tiroir 3?
que les boules 3 et 5 soient respectivement dans
les tiroirs 3 et 57

8. Une urne contient n boules. On en tire, au
hasard, une partie 4 non vide. Quelle est la
probabilité pour que A ait un cardinal pair?

9. Une urne contient b boules blanches et n
boules noires (b > 2 et n = 2). On tire 2 boules,
au hasard, simultanément. Quelle est la
probabilité d’un tirage de deux boules blanches,
de deux boules noires, d’une boule noire et d’une
boule blanche?

10. Une urne contient n boules numérotées 1,
2,..,n (n=3). On tire 3 boules, au hasard,
simultanément.

I° Quelle est la probabilité que le plus petit des
numéros tirés soit égal a k (ke {1, 2, ., n})?
2° Méme question pour le plus grand des
numéros tires.
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11. On tire 5 cartes, au hasard, d’un jeu de 32 | simultanément. Quelle est la probabilité d’avoir
cartes. Quelle est la probabilité d’avoir : k boules blanches (ke {0, 1, 2,3})?
1° Tas de ceeur;

2° un as et un seul; 13. n personnes disposent chacune d’un jeu de

3° deux as et deux seulement; 32 cartes. Chaque personne tire une carte au

o RGeS hasard. Quelle est la probabilité pour que parmi
4° exactement trois as; Ios cirtes firkas Ln enatt Do deusidbat 5
5° les quatre as; s cartes tirées il n’y en ait pas deux identiques?

6° au moins un as? 14.  Quelle est la probabilité pour que parmi n
personnes choisies au hasard il y ait au moins
12. Une urne contient 3 boules blanches et 5 | deux personnes dont I'anniversaire ait lieu le
boules noires. On en tire 4, au hasard, | méme jour?

CAS GENERAL

Probabilités des résultats possibles

Considérons maintenant I'expérience aléatoire consistant a tirer deux jetons au hasard,
simultanément, dans un sac en contenant six : deux numérotés 1, deux numérotés 2 et
deux numeérotés 3.

Le résultat d’un tel tirage est constitué par les nombres marqués sur les deux jetons sortis.
Ces nombres ne forment pas un couple car ils ne sont pas ordonnés, ni un ensemble car le
méme numéro peut étre répété deux fois; nous les noterons sous la forme d’une 2-liste
croissante d’¢léments de N, c’est-d-dire d’un couple de Ny x N dont le premier
coefficient est inférieur ou égal au second.

L'univers des possibles est alors Q= {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3)}, et

Card Q = 6.

Si on effectue des séries de 100 tirages dans les conditions décrites ci-dessus et si, a Pissue

de chaque série, on calcule la fréquence de sortie de chaque résultat , cest-a-dire le
nombre de sorties de

uotient -
q nombre de tirages

, on constate, dans la plupart des cas, des fréquences

7 . 27
voisines de 100 pour les résultats (1, 1), (2, 2) et (3, 3), et des fréquences voisines de 100

pour les résultats (1, 2), (1, 3) et (2, 3). Les résultats possibles ne sont donc pas
équiprobables. Pourquoi?

Comme dans le tirage étudié au paragraphe I, il y a six jetons dans le sac qui, méme s'ils
portent le méme numéro, sont des jetons distincts (deux jetons de méme numéro peuvent,
par exemple, €tre de couleurs différentes : 'un blanc et 'autre noir). Le nombre de tirages
possibles de deux jetons parmi les six est donc CZ = 15, et ces tirages sont équiprobables.

Le résultat (1, 1) est obtenu par un seul tirage : celui des deux jetons numérotés 1; sa

probabilité est donc % et il en est de méme pour les résultats (2, 2) et (3, 3). Par contre le

résultat (1, 2) est obtenu par quatre tirages : les deux jetons blancs numérotés 1 et 2, les
deux jetons noirs numérotés 1 et 2, les jetons blanc et noir respectivement numérotés 1
et 2, les jetons blanc et noir respectivement numérotés 2 et 1. La probabilité du résultat

4 ¢
(1, 2) est donc T et il en est de méme pour les résultats (1, 3) et (2, 3).

Bien évidemment la somme des probabilités des résultats possibles est égale a 1 :

1,1 1. 4 4 4
B G B B TETE b

carlasommel + 1 + 1 + 4 + 4 4 4est égale au nombre, 15, de tous les tirages possibles.
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Probabilité d'un événement

La probabilit¢ d’un événement quelconque s'obtient & partir des probabilités des
résultats qui le réalisent.

Par exemple, soit A I'événement : «la somme des points est 4»; A est la partie

{(1, 3), (2, 2)} de l'univers Q, et comme il est réalisé par les résultats (1, 3) et (2, 2), et

uniquement par ces résultats, il est naturel de lui affecter une probabilité égale a 1a somme
. ; o411

des probabilités des résultats (1, 3) et (2, 2), soit : 15 + ==

On peut vérifier expérimentalement le bien-fondé de ce calcul en procédant d des séries de

100 tirages, et en constatant que la fréquence de réalisation de 4 reste, dans la plupart des

4z 1
cas, voisine de 3

D’une fagon générale :

DEFINITION 2

La probabilité d’un événement A4 est la somme des probabilités des résultats qui le
réalisent :

si Ad={0,,0;, ., 0,}, alors P(4) = P(w,) + P(w,) + .. + P(w,).

Conclusion

Pour calculer la probabilité d’un événement A relatif 4 une expérience aléatoire, il
convient d’adopter la démarche suivante :

1° Définir un univers des possibles Q.

2° Calculer les probabilités des différents résultats possibles. Ces probabilités sont
positives et leur somme doit étre égale a 1.

3° La probabilité de A est alors la somme des probabilités des résultats qui réalisent 4.

REMARQUES :

1. Lorsque les résultats possibles sont équiprobables, la formule P(A)= ) P(w) devient

weAd
Card 4
Card Q°
2. Dans le processus conduisant au calcul de la probabilité d’un événement, la premiére étape :
définition de I'univers des possibles, est essentielle. Elle consiste & choisir la nature des éléments

mathématiques qui représenteront les résultats de Pexpérience : p-listes, p-listes croissantes,
p-arrangements, p-combinaisons, ...

P(A) =

3. Il est parfois possible d’associer 4 une méme expérience aléatoire deux univers des possibles. Si,
pour I'un des deux, les résultats possibles sont équiprobables, on préférera cet univers a 'autre, ce
Card 4

qui permettra, pour tout événement A, d’appliquer la formule : P(4) = i

L’activité suivante donne un exemple d’un tel choix.

Considérons I'expérience aléatoire consistant d jeter deux dés simultanément sur une table.

1° Le résultat d’'un tel jet est constitué par les deux nombres de points situés sur la face
supérieure des dés. (Ces deux nombres ne forment pas un couple car ils ne sont pas
ordonnés, ni un ensemble car le méme nombre peut étre répété deux fois.) Définir un
univers des possibles Q, et calculer son cardinal.
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2° 1l est toujours possible de différencier les dés par un signe permettant de définir un
premier dé et un second. On peut alors considérer comme résultat le couple (i, i,) ot i, et i,
sont respectivement les nombres de points marqués par le premier et le second dé.

Quel univers des possibles Q, obtient-on ainsi et quel est son cardinal?

3° Les résultats possibles de I'univers Q, sont-ils équiprobables? Méme question pour Q,.

4° Calculer, en utilisant les deux univers, les probabilités des événements suivants : la
somme des points est 7, le plus grand des nombres de points est 5, au moins un des dés marque
l'as, un et un seul dé marque I'as, les nombres de points des deux dés sont distincts.

Quel univers préférez-vous? Pourquoi?

5° On jette trois dés simultanément. Calculer la probabilité d’obtenir :
a) trois nombres de points deux a deux distincts;

b) au moins deux nombres de points égaux;

¢) exactement deux nombres de points égaux;

d) au moins un as;

e) exactement un as;

f) une somme de points égale a 10;

g) une somme de points supérieure a 12;
h) 4,2, 1.

6° On jette quatre dés simultanément. Calculer la probabilité d’obtenir :

a) un carré (quatre fois un méme nombre de points);

b) un brelan (trois fois un méme nombre de points) ;

¢) unedouble paire (deux fois un méme nombre de points et deux fois un méme autre nombre

de points) ;

d) une disposition banale (quatre nombres de points deux a deux distincts).

Exercices d'application

" 15. Une urne contient six boules: une

numérotée 1, deux numérotées 2 et trois
numérotées 3. On tire deux boules au hasard,
simultanément.

1° Définir un univers des possibles et calculer la
probabilité de chaque résultat possible.

2° Quelle est la probabilité de tirer deux
numéros distincts? De tirer un et un seul
numeéro 3, au moins un numéro 3?

3° On note X le plus petit des numéros tirés.
a) Quelest I'ensemble E des valeurs possibles de
X?

b) Pour tout ¢lément i de E calculer la
probabilité¢ des événements (X = i), (X < i) et
(X >i).

¢) Les événements (X = i), forment-ils un
systéme complet d’événements? Méme question
pour les événements (X < i) .

4° On note Y le plus grand des numéros tirés.
Reprendre avec Y les questions du 3°.

16. Une urne contient six boules: trois
numérotées 1, deux numérotées 2 et une
numérotée 3. On tire une premiére boule au
hasard puis, sans remettre cette premiére boule
dans I'urne, une seconde boule, toujours au
hasard.

Le résultat d’un tel tirage est le couple (a, b) ot a
et b sont les nombres respectivement inscrits sur
la premiére et la seconde boule.

I° Ecrire en extension I'univers des possibles et
calculer la probabilit¢ de chaque résultat
possible.

2° Calculer la probabilité des événements
suivants :

a) les deux nombres tirés sont égaux (a = b);
b) le premier nombre tiré est inférieur au second
(a< b); ; '

c) le premier nombre tiré est strictement
supérieur au second (a > b).

Les événements définis en a), b), ¢) forment-ils un
systéme complet?

3° On note X la valeur absolue de la différence
des deux nombres tirés (X = |a — b|).

a) Quelestl’ensemble E des valeurs possibles de
X?

b) Pour tout ¢lément i de E calculer la
probabilité de I'événement (X = i).

c) Les événements (X = i),.p forment-ils un
systéme complet?

17. Reprendre I'exercice précédent en suppo-
sant que la premiére boule tirée soit remise dans
I'urne avant le tirage de la seconde boule.
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Il — PROPRIETES DES PROBABILITES

PROPRIETES FONDAMENTALES

Soit Q = { wy, w,, ..., », } un univers des possibles de cardinal n associé 4 une expérience
aléatoire.

Les résultats possibles w; possédent des probabilités respectives P(w;), positives, et dont la
n
somme est égalea 1: ) P(w)=1.
i=1
Pour tout événement A, on définit la probabilité de 4 comme la somme des probabilités
des résultats qui réalisent A :
si A={w,, w, .., w;,}, alors P(4) = P(w;,) + P(w;,) + ... + P(w;).

Il en résulte les trois propriétés suivantes, fondamentales en ce sens qu’elles permettent de
démontrer toutes les autres :

PROPRIETES 1. Pour tout événement A, P(A) = 0.
1,2, 3 2. La probabilité de ’événement certain est égale a 1: P(2) = 1.
3. Si 4 et B sont deux événements incompatibles, alors P(4 u B) = P(A) + P(B).
Les propriétés 1 et 2 sont évidentes; pour démontrer 3 posons :
A={wy, 0, ..} et B={w;, o, ..o}
Comme A N B est vide, les €léments w;,, ..., ®;, @}, ..., @;, sont deux & deux distincts.
Par suite :
AuB={w;, .., @, By ey O,
d’ou : P(Av B) = P(w;) + .. + P(w;) + P(w;,) + .. + P(w}),
soit : P(Au B) = P(A) + P(B).
CONSEQUENCES
1. Un événement quelconque A et son contraire A sont tels que :
' AUA=Q et AnA=0.
Donc (propriété 3) : P(4 U A) = P(4) + P(A), soit : P(A) + P(A) = 1.
PROPRIETE 4 Pour tout événement A, P(A4) + P(4) = 1.

On a déja vu (page 31) I'intérét de cette formule pour déterminer P(A) lorsque le calcul de
P(A) est plus simple que celui de P(A).

Lorsque 4 = Q, A = J; la formule s’écrit alors P(Q) + P() = 1. D’ou P(¥) =0:1la
probabilité de I'événement impossible est nulle.

D’autre part, comme P(Z) est un réel positif, 'égalité P(A) + P(;l_) =1 prouve que
P(A) < 1.
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PROPRIETE 5

La probabilité d’un événement quelconque est un réel appartenant au segment [0, 1].

2. Soit 4 et B deux événements quelconques; on a :
AUBNA)=AUB et An(B\A) =
B=(ANnB)U(B\A) et (AnB)n(B\A) = .

I en résulte : B+ PE~NA=PAwE)

P(B) = P(An B) + P(B\ A).
d’ou, par addition de ces deux égalités puis simplification :

P(A) + P(B) = P(4 U B) + P(A ~ B).

PROPRIETE 6

Les probabilités de deux événements quelconques A4 et B, de leur réunion et de leur
intersection sont telles que :

P(A) + P(B)=P(AuUB) + P(A N B).

A noter que la propriété 3 apparait comme un cas particulier de cette propriété 6 :
si A et B sont incompatibles, P(An B) est nul et la relation ci-dessus devient
P(A U B) = P(A) + P(B).
3. Soit 4,, 4,, 4; trois événements deux a deux incompatibles. On a :

P(Ay v Ay, U Az) = P(A, U Ay) + P(4;3) — P((A, U 4,) N 43).

Ox:: (A1VvA)NA3=(A N A))U(A:nA) =T u P =,
Ct P(AIUA2)=P(A1)+P(A2).
Il en résulte : P(A; U A, U A;) = P(4,) + P(4,) + P(4,).

Cette formule se généralise par récurrence :

PROPRIETE 7

SiA,, Ay, .., A, sont des événements deux a deux incompatibles, alors :
PA,0uA,0.m0A)=P(4) + P(4,) + .. + P(4)).

Cas particulier :

Siles événements Ay, 4,, .., A, forment un systéme complet d’événements, ils sont deux
a deux disjoints et leur réunion est I'univers Q. D’ou :

P(4,) + P(4y) + .. + P(4,) = 1,

Exercices d’application

18. A4, B et C sont trois événements d’'un |3° Calculer P(E,) et P(E,) sachant que :
univers 2 muni d’une probabilité P. On définit P(4)=06; P(B)=04; P(C)=03;
les deux événements :

E;=AnBAC et E,=An(BuUO). P(AnB)=02;
I° Comparer E, et E,. PBNnC)=PANnC)=0,1;
2° Calculer P(E, U E,) en fonction de P(A). P(An Bn C)=0,005.
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19. A, Bet Csont trois événements d’'un méme
univers. Soit les deux événements :

E,=An(BuC) et E;=AUBnO).
Calculer P(E,) et P(E,) sachant que :
P(4)=06; P(B)=04; P(C)=03;
P(AnB)=02; P(BAC)=0,l;
P(AnC)=0,1;
P(AnBAC)=0,05.

20. A, B, C sont trois événements d’un méme
univers. On donne :

P(A) =030; P(B)=025; P(C)=0,25;
P(AnB)=0,15; P(BnC)=0,15;
P(AnC)=020; P(AnBnC)=0,08.

1° Ecrire les événements suivants :

a) A et B se produisent mais non C
(événement E).

b) Deux des trois événements se produisent
mais pas trois (événement F).

2° Calculer les probabilités des événements E
et F.

21. Soit A4, B, C des événements définis sur une
méme épreuve aléatoire.
1° Connaissant les probabilités :

P(A)=p, P(B)=4q, P(AUB)=r,
calculer P(AnB), P(AAB), P(AnB),
P(A n B).

Application : p=10,6; g = 04; r = 0,8.
2° Soit les deux événements :

E,=Au(BnC) et E,=An(Bu().
Calculer P(E,) et P(E,) connaissant :
P(C)=s; PBNnC)=t;
PANC)=u; P(ANnBnNC)=u.
Application : s = 0,3;t = 0,1; u = 0,1; v = 0,05.

22. Soit A, B, C des événements définis sur une
méme épreuve aléatoire.

1° Démontrer que :
P(AuUBuUC) = P(A) + P(B) + P(C)
—P(AnB)— P(BNC)—P(Cn A)
+P(AnBNC).

2° Une urne contient 10 boules numérotées
1, 2, .., 10. On extrait au hasard trois boules,
une par une, avec remise. Soit X le produit des
nombres inscrits sur les boules extraites. Quelle
est la probabiliteé :

a) pour que X soit pair?

b) pour que X soit impair?

(On pourra considérer les événements A : «la
premicre boule extraite porte un numéro pair »,
B: «la deuxiéme boule extraite porte un
numeéro pair», etc.)

23. On considére un dé cubique dont les six
faces sont numérotées de 14 6. Le dé est pipé de
telle sorte que P(i) désignant la probabilité
d’apparition de la face portant le numéro i, P(1),
P(2), P(3), ..., P(6) soient les six premiers termes
d’une suite arithmétique de raison r.

I° On lance le dé une fois et on prend comme
univers I'ensemble @ des six numéros.
A={1,6} désigne Iévénement: «la face
supérieure porte I'un des numéros 1 ou 6». On
considére de méme les événements B = {2, 5}
et C={34}.

Montrer que les trois événements A4, B et C ont
la méme probabilité. En donner la valeur.

1
2° On donne la raison r = 0 de la progression

arithmétique.

a) Calculer P(i) pour chacune des valeurs de i.
b) Calculer la probabilit¢ de I'événement
D = {2, 4, 6} («laface supérieure porte I'un des
numéros 2, 4 ou 6»).
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TRAVAUX PRATIQUES

\

PRELEVEMENTS ALEATOIRES

1. Une urne contient n boules numérotées 1, 2, ..., n. On extrait deux boules simultanément, au hasard.
I° Définir un univers des possibles Q et calculer son cardinal. Que peut-on dire des résultats possibles?
2° Calculer la probabilité de sortir deux boules dont les numéros ne sont pas consécutifs.

3° On note X le plus grand des deux numéros sortis.

a) Quel est I'ensemble E des valeurs possibles de X ?

b) Pour tout élément i de E, on désigne par (X = i) I'événement : « le plus grand numéro sorti est i ».
Calculer P(X = i).

¢) Montrer que les événements (X = i), forment un systéme complet d’événements. En déduire une
expression simple de la somme des n — 1 premiers entiers, puis de la somme des n premiers entiers.

4° On note Y le plus petit des numéros tirés. Reprendre avec Y les questions du 3°.

5° On note S la somme des numéros sortis.

a) Quel est I'ensemble F des valeurs possibles de S.

b) Pour tout élément k de F, on désigne par (S = k) l'événement : « la somme des numéros sortis est k».
Démontrer que :

Card (S = k) = Card (N* N ,:k —n, gl:)

c) Dans le cas n = 10, calculer, pour tout élément k de F, P(S = k). Vérifier que Z P(S=k)=1.
keF
Expliquer ce résultat.

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 3. Dans une urne contenant n boules rouges, n boules noires et
n boules blanches, on fait un prélévement aléatoire de n boules. Les différents prélévements possibles
sont supposés équiprobables.

I° Défnir un univers des possibles Q et préciser son cardinal.

2° Calculer la probabilité d'un prélévement monocolore.
C5,—2
3° Démontrer que la probabilité d'un prélévement bicolore est 3 2‘”
3n

4° Calculer la probabilité P, d'un prélévement tricolore.
3° a) Calculer Py, Ps, Pyq a 1072 prés.

b) Démontrer que C5, = 3" et que g:" < @) . En déduire la limite de P,.
3n

3. 1° Une urne contient dix boules bleues, dix boules blanches, dix boules rouges et dix boules noires.
On en prend quatre au hasard. Calculer la probabilité d’amener une boule de chaque couleur.

2° Lurne contient maintenant quatre boules blanches et huit boules noires. On en préléve sept au
hasard. Calculer la probabilité d’amener trois boules blanches au moins.

4. Dans une urne contenant a boules blanches et b boules noires, on extrait n boules au hasard,
simultanément (0 <n<a+ b). On note X le nombre de boules blanches tirées, E 'ensemble des
valeurs possibles de X, et, pour tout entier k de E, (X = k) I'événement : «le nombre de boules
blanches tirées est k». On admet que les prélévements aléatoires sont équiprobables.

I° Définir un univers des possibles Q et préciser son cardinal.

2° On suppose a =4, b =6, n = 3.
a) Déterminer E.
b) Pour tout élément k de E calculer P(X = k). Calculer Z P(X = k). Expliquer ce résultat.

keE
¢) Calculer les probabilités de tirer au moins une boule blanche, au moins une boule noire, au moins une
boule blanche et au moins une boule noire.
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3° Reprendre les questions 2°a et 2°b dans les cas suivants :
a)a=4,b=6,n=5 b)a=4,b=6,n=_8.

5. Dans une urne contenant N boules numérotées 1, 2, ..., N, on tire n boules au hasard, simultanément
(1 <n< N).On admet que les prélévements aléatoires possibles sont équiprobables.

1° Définir un univers des possibles Q et préciser son cardinal.

2° Soit k un entier tel que 1 < k < N. Quelle est la probabilité que tous les numéros inscrits sur les
boules tirées soient inférieurs ou égaux a k? Pour quelles valeurs de k cette probabilité n’est-elle pas
nulle?

3° On note X le plus grand des numéros tirés.

a) Quel est I'ensemble E des valeurs possibles de X ?

b) Pour tout entier k de E on note (X = k) I’événement : « le plus grand numéro tiré est k ». Calculer
P(X = k).

¢) Montrer que les événements(X = k). forment un systéme complet d’événements. En déduire que :
N

Y, Cizi=Ch.

k=n

6. Tirages sans remise

Une urne contient a boules blanches et b boules noires (a + b = n). On tire au hasard les n boules, une
par une, sans les remettre dans l'urne. On appelle résultat du tirage la n-liste dont le i-iéme coefficient
(i=1,2,..n) est BouN selon que la i-iéme boule tirée est blanche ou noire. On admet que les
résultats possibles sont équiprobables.

I° Quel est l'univers des possibles Q et quel est son cardinal?

2° Soit A; I'événement : la i-iéme boule tirée est blanche.

a) Calculer P(A) et P(A).

b) Soit i et j deux entiers distincts de N,. Calculer : P(A;nA), Ii(A, U Ay, P(4,AA),
P(4;nA4), P(4;UA), P(A4,0A), P(A4,UA), P(A,AA), P(AAA).

3° Soit X le rang de la premiére boule blanche tirée.

a) Quel est I’ensemble E des valeurs possibles de X ?

b) Pour tout élément k de E on note (X = k) I'événement : « la premiére boule blanche tirée l'est au
k-iéme tirage ». Calculer P(X = k).

¢) Démontrer que les événements (X = k). forment un systéme complet d’événements. En déduire
une relation entre coefficients binomiaux.

d) Lorsque a = 2 (et donc b = n — 2) déduire de la relation précédente une expression de la somme
1+2+..+n—1, puis de la somme 1 + 2+ .. + n.

¢) Exploiter de méme le cas particulier a = 3.

7. Probléme du scrutin

Une urne électorale contient a bulletins de vote pour un candidat A et b bulletins pour le candidat B.
On suppose a > b. On a effectué le dépouillement en retirant les bulletins un par un, au hasard, et en
notant au fur et d mesure le score de chaque candidat.

1° Montrer que I'on peut représenter chaque dépouillement possible par une (a + b)-liste ou figurent
a coefficients A et b coefficients B. En déduire le nombre des dépouillements possibles.

2° A chaque dépouillement, on peut associer, dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, O_I: W),
le chemin aléatoire AgAy A, ... A,y ainsi défini :

° Ao =0;

e si le premier bulletin tiré est pour A (resp. B), AyA, = OI (resp. OJ);

o si le i-iéme bulletin tiré est pour A (resp. B), A;_1A; = OI (resp. OJ).

Soit C l'ensemble des chemins aléatoires possibles. Le cardinal de C est égal au nombre de
dépouillements possibles. Quelles sont les coordonnées du dernier point, A, .,, d'un chemin de C?

3° Onnote 4 la bissectrice de I’angle 107. On considére la partition{ C;, C,, C; } de C ainsi définie :

o C, est I'ensemble des chemins passant par I et ayant avec A le seul point O commun;
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e C, est I'ensemble des chemins passant par I"et ayant avec A au moins un point commun distinct
de O;

o C; est I'ensemble des chemins passant par J.

a) Démontrer que Card C, = Card C,.
b) Calculer Card C; et en déduire Card C,.

4° Quelle est la probabilité pour qu’au cours du dépouillement le candidat A soit constamment en téte?

EPREUVE DE BERNOULLI REPETEE » FOIS

On rencontre fréquemment des expériences aléatoires dont Iissue est la réalisation, ou la non-
réalisation d’un certain événement 4. Une telle expérience aléatoire est une épreuve de Bernoulli.

L’univers des possibles d’une épreuve de Bernoulli est { 4, Z}

Exemples :

e jet d’une piéce de monnaie : pile ou face;

e naissance : fille ou gargon;

e présentation a un concours : succés ou échec;

o test de diagnostic d’une maladie : positif ou négatif.

Désignons respectivement par p et g les probabilités des deux résultats possibles, A et A, d’une
épreuve de Bernoulli : p = P(A),q = P(A). Comme P(4) = 1 — P(A), pet gsonttels que p + g=1.

Les réels p et g peuvent étre égaux, et dans ce cas cas p=gq = 5 (jet d’une piéce de monnaie

parfaitement équilibrée), mais le plus souvent ils sont distincts. Par exemple, lorsque dans une urne
contenanta boules blanches et b boules noires on extrait une boule au hasard, la probabilité qu’elle

; gy a gens B T -
soit blanche (événement A) est p = , et la probabilité qu’elle soit noire (événement A) est
a

+b

qg= > : b; si a et b sont distincts, il en est de méme de p et q.
Considérons l'expérience aléatoire consistant a répéter n fois une méme épreuve de Bernoulli, dans les
mémes conditions, de telle sorte qu'a chaque épreuve la probabilité d’obtenir A (resp. ;1_) soit p
(resp. g =1 — p). B
Identifions chaque résultat possible d la n-liste dont le i-iéme coefficient (i = 1,2, ..., n) est A (resp. A),
si A (resp. Z) est apparu a la i-iéme épreuve.

1° Quel est alors l'univers des possibles Q, et quel est son cardinal?

2° Pour tout résultat possible w nous admettrons que la probabilité de w est égale au produit
ay X a, x a,, ou a; est égal a p ou q selon que le i-iéme coefficient de w est A ou A. Par exemple
sin=Tetsio=(4, A4, A, A, A, A, A), P(@)=p X qXx gxgxpxpxq=p>xqt

a) Vérifier que la somme des probabilités de tous les résultats possibles est égale a 1.

(Considérer le produit IT = (p + q)(p + q) ... (p + q) de n termes égaux a p + q.)

b) A quelle condition les résultats possibles sont-ils équiprobables?

3° Pour tout entier k tel que 0 < k < n, on note E, I'événement : « A est sorti k fois » (et donc «A est
sortin — k fois»).

a) Calculer P(E,), P(E,), P(E,).

b) Démontrer que Card E, = C¥ et en déduire P(E,).

Nous retiendrons :

Lorsqu’on répéte n fois une méme épreuve de Bernoulli dont Pissue est 4 ou 4, de maniére qu’a
chaque épreuve la probabilité d’obtenir 4 soit p, la probabilité d’obtenir exactement k fois 4
*k=0,1,2,..,n) et C-p*(1 — p)" %
¢) Lorsquen = 10 et p = 0,35, programmer le calcul de P(E,) en fonctiolr(z) de k. En déduire, pour tout
entier k tel que 0 < k < 10, une valeur approchée de P(E,). Calculer Y, P(E,).

k=0
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Réponse (HP-11C)

(PRI met en mode programme
IPRGM] efface la mémoire programme
8Ll [ Ad choix du label du programme
sto]| O place k dans le registre Ry
10 0 iCyxi calcule C%,
0.35 0 calcule 0,35
=] calcule le produit C%, x 0,35
0.65 [enten] 10 [Rer] 0 [= ] [F]  calcule (0,65)*°*
<] calcule le produit C%, x 0,35% x 0,65"7*
[ RTN } fin du programme
| PR ] retour en mode calcul
7 Al affiche 0,02120 ~ P(E,) (cas k=17)

d) Reprendre la question c) dans les cas suivants :

; 1
n =15, p=—§-; n=20,p=1—0-.

Quelle conjecture peut-on avancer? Démontrer cette présomption de deux fagons différentes :

utilisant un systéme complet d'événements, en utilisant la formule du bindme.
n

) Programmer le calcul de Y, P(E,) en fonction de n et p.
k=0

Réponse (HP-11C)

en

PR} met en mode programme

IPRGM| efface la mémoire programme

L] [ B 1 choix du label du programme

1 place p dans R,

0 place n dans Rq

-1 2 initialise le contenu k de R, : k= — 1
eLi O début d’une boucle

1 2 remplace k par k + 1 (dans R,)

[ree] O [Ree] 2 [— ] [s10] 3 calcule n — k et le place dans Ry

0 2 Gyl calcule C¥

[Rec] 1 [rer] 2 %] calcule p*

7] effectue le produit C¥ x p*

1 [Rer] 1 [=] [Rer] 3 [F]  calcule (1 — p)*~*

=] effectue le produit C* x p* x (1 — p)" % = P(E,)
4 ajoute P(E,) au contenu de R,

2 appelle k

0 appelle n
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57 compare n 4 k J retourne a {18} 0 sin>k
e, p sort de la boucle sin<k
0 fin de la boucle
4 affiche le contenu de R, : Y P(E,)
k=0
[RTN ] fin du programme
PR | retour en mode calcul
10
10 0.35 [ A affiche 1,000000000 = 3’ P(E,) (cas n = 10, p = 0,35)
k=0

n
f) Programmer le calcul de Y. kP(E) en fonction de n et p.
k=0
Vérifier, dans les cas suivants, que cette somme est voisine de np :

n=10, p=02; n=15 p=0,7.

Démontrer que ) kP(E;) = np. (Développer (px + q)" aI'aide de la formule du bindme, dériver par
0

k=
rapport a x, puis faire x = 1.)

Applications

1. On lance un dé n fois de suite.

1° Calculer la probabilité p, d’amener 6 au moins une fois. Déterminer n pour que : p, =

[ e

1
2° Calculer la probabilité p, d’amener 6 au moins deux fois. Déterminer n pour que : p, > 7
2. Est-il plus probable d’obtenir au moins une fois 6 en lancant quatre dés que d’obtenir au moins un
double 6 en langant 24 fois deux dés?

3. Un objectif attaqué par des projectiles d ‘un type déterminé a, pour chaque projectile tiré, une
probabilité constante, p, d'étre atteint. Quel est le nombre minimal n de projectiles qu'il faut lancer pour
que la probabilité d’atteindre 'objectif au moins une fois soit supérieure ou égale a 0,95?

Applications numériques : p = 0,1; p = 0,01.

4. On définit le « sex ratio » d'une espéce comme le quotient s du nombre de naissances d’individus
madles par le nombre de naissances d’individus femelles.

I° Calculer en fonction de s :
a) la probabilité d’avoir un seul individu male sur trois naissances;
b) la probabilité d’avoir un seul individu femelle sur trois naissances.

2° Applications numériques : s = 0,9; s = 1; s = 1,1.
5. Uneurne contient huit boules numérotées de 1 d 8. Toutes ces boules sont indiscernables au toucher.

Un tirage consiste d extraire simultanément deux boules de 'urne. A chaque tirage, on associe le
nombre n égal a la somme des numéros portés par les deux boules tirées.

I — Un joueur procéde a un tirage.
I° Quelle est la probabilité p pour qu'il obtienne un nombre n impair?
2° Quelle est la probabilité q pour qu’il obtienne un nombre n pair?

IT — Le joueur effectue trois tirages consécutifs avec remise ( les deux boules extraites d un tirage étant
remises dans l'urne avant de procéder au tirage suivant). A chaque tirage, le joueur obtient un nombre
n. Il gagne 1 F si n est impair (gain = 1). 1l perd 2 F si n est pair (gain= —2).

Soit G le gain du joueur a lissue des trois tirages. Déterminer les valeurs possibles de G et la probabilité
de chacune de ces valeurs.
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6. Une urne contient (n -+ 8) boules distinctes de trois couleurs :

o n boules bleues (n entier supérieur ou égal a 2);
e 5 boules rouges;
e 3 boules vertes.

1° On tire deux boules de I'urne sans remise et l’on se place dans ’hypothése de I'équiprobabilité. Une
régle du jeu a été établie de la fagon suivante :

o on gagne quand on tire deux boules de la méme couleur;
o on perd quand on tire deux boules de couleurs distinctes.

Calculer, en fonction de n, la probabilité p, de gain, puis la probabilité q, de perte.
Calculer lim p,. Ce résultat était-il prévisible?

n->+ oo
2° On effectue maintenant une série de dix tirages de deux boules comme au 1° en remettant chaque fois
les deux boules tirées dans l'urne.

Calculer, en fonction de n, la probabilité P, pour obtenir neuf fois, et neuf fois seulement, un tirage de
deux boules de la méme couleur.
Calculer lim P,. Ce résultat était-il prévisible?

n=+m

7. Onjette un dé équilibré autant de fois qu’il est nécessaire pour amener ’as. On note X le nombre de
jets nécessaires et pour tout entier k strictement positif on désigne par (X = k) I'événement : « I'as sort
pour la premiere fois au k-ieme lancer ». On note p, = P(X = k).

1° Calculer py, p,, ps et, pour tout entier k de N*, p,.
2° Soit ne N*. Calculer en fonction de n la somme S, = Y, p,. Interpréter S, comme la probabilité
k=1
d’un événement que l'on définira par une formulation du langage courant.
3° Calculer la limite de S,, quand n tend vers + oo. Pouvait-on prévoir ce résultat?
n

4° Onpose T, = Y kp,.

k=1 R 5
a) Programmer le calcul de T, en fonction de n. On remarquera que T, = 3 3 k<€>

k=1

k

Réponse (HP-11C)

PR met en mode programme
IPRGM efface la mémoire programme
Bl {A ) choix du label du programme
0 place n dans R,
0 1 initialise le contenu k de R, : k=0
i8] O début d’une boucle
1 1 remplace k par k + 1 (dans R;)
5 k
5 6 [=] [re] 1 [J*]  calcule (3)
5 k
1 appelle k et effectue le produit k x (5>
5 k
2 ajoute k x (€> au contenu de R,
1 appelle k
0 appelle n
FSH compare n & k 4 Tetourne afisl] 0 sin>k
=== B sort de la boucle sin<k
0 fin de la boucle
25 [=] appelle le contenu de R, et le divise par 5
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(BTN} fin du programme

PR retour en mode calcul

0 2 vide R,

10 [ affiche 342 ~ T, (cas n = 10)

b) Calculer, a I'aide du programme précédent, Ty, Tyo, Tyo, Tso. Quelle hypothése peut-on faire
quant ¢ lim T,?
n—+m
¢) Onpose A,= Y x* et B,= kx*, tels que |x| < 1.
=1

k=1 k

Démontrer que lim A, = i = Exprimer (1 — x) B, en fonctionde A,, n et x. En déduire lim B,

n—=+m —X n= 4o

L'hypothése du b) était-elle juste?

8. Pierre jette deux piéces de monnaie; Paul en jette trois. Celui des deux qui amene face le plus de fois
gagne. Si les deux joueurs aménent face le méme nombre de fois, on recommence | ‘opération. Calculer la
probabilité pour que Pierre gagne. Méme question pour Paul.
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EXERCICES ET PROBLEMES
24. Dans un groupe de trente-deux personnes 31. Une urne contient cent billets numérotés de 1 a 100.

comprenant quatorze femmes et dix-huit hommes, on
veut prélever par tirage au sort un comité de quatre
personnes.

Calculer la probabilité pour que ce comité soit formé de
deux femmes et de deux hommes. Donner une valeur
décimale approchée du résultat comportant trois
décimales exactes.

25. Un sac contient dix objets : n objets sont noirs

1 < n < 10; les autres sont blancs. On extrait simultané-

ment deux objets du sac. Les tirages étant équiprobables,

quelles sont les probabilités d’obtenir :

a) deux objets de couleurs différentes?

b) deux objets noirs?

¢) deux objets blancs?

Calculer n pourque cette derniére probabilité soit égale
7

a—.
15
26. On tire deux cartes (simultanément) d’un jeu de
trente-deux cartes. Calculer la probabilité pour qu'il y
ait :
@) au moins un as;
b) exactement un as;
¢) deux as.

27. Deux clubs de football, 4 et B, ont respectivement
dix-huit et quinze joueurs. Le joueur V est du club A4, le
joueur W du club B. Une équipe de football étant
constituée par onze joueurs, calculer la probabilité pour
que V joue contre W dimanche prochain.

28. On jette trois dés. Calculer la probabilité pour que
la somme des points amenés soit :

a) égale a 16;

b) supérieure & 16;

¢) égale a 20;

d) inférieure a 20.

29. I1° Une urne contient a boules vertes et b boules
jaunes. On extrait simultanément deux boules. Calculer
la probabilité pour qu’elles soient de couleurs différentes.
2° L'urne contient maintenant a boules vertes, b boules
jaunes et ¢ boules noires. On en tire trois. Calculer la
probabilité pour qu’elles soient de couleurs différentes.
3° Application : a=3,b=5¢etc=2.

30. On veut construire un tableau de mots croisés
ayant cinq lignes et cing colonnes. On noircira, au
hasard, huit des vingt-cinq cases du tableau, et on
considérera que les choix des cases sont équiprobables.
1° De combien de maniéres peut-on choisir les huit cases
noires dans le tableau?

2° Quelle est la probabilité d’obtenir un tableau ainsi
constitué : une case noire au centre du carré et une a
chacun des sommets, les trois autres cases noires étant a
une place quelconque?

3° Quelle est la probabilité d’obtenir, lors d’une épreuve,
un tableau dont une colonne est entiérement composée
de cases noires, les trois autres cases noires étant 4 une
place quelconque? On donnera, des probabilités
demandées, des valeurs décimales approchées exprimées
avec cingq décimales.

1° On extrait de I'urne un billet. Sachant que chaque
billet a la méme probabilité d’étre extrait, quelle est la
probabilité d’obtenir un billet dont le numéro est terminé
par le chiffre 2?

2° On tire deux billets de 'urne simultanément. Donner
le nombre de tirages différents possibles.

3° Ces billets sont utilisés pour une tombola. Chaque
billet dont le numéro est terminé par un chiffre 2 donne
droit & un lot. On extrait simultanément deux billets de
I'urne. Les événements élémentaires attachés a cette
expérience sont équiprobables.

Soit A I’événement : « gagner un lot et un seulement ».
Soit B I'événement : « gagner deux lots ».

Soit C I'événement : « gagner au moins 1 lot ».
Calculer la probabilité des événements 4, B, et C.

32. On partage un cercle en six parties égales. On
obtient les points 4, B, C, D, E et F qui sont les sommets
consécutifs d’un hexagone régulier. On considére
I'ensemble U constitué par ces six lettres.

1° On tire au hasard et simultanément deux lettres dans
U. Quelle est la probabilité pour que ces deux lettres
désignent deux sommets consécutifs de I'hexagone?

2° On tire maintenant, au hasard et simultanément, trois
lettres dans U. Quelle est la probabilité pour que ces trois
lettres obtenues désignent les sommets :

a) d’un triangle équilatéral (trois cotés égaux)?

b) d’un triangle isocéle non équilatéral (deux cotés
égaux)?

¢) d’un triangle rectangle (un coté du triangle doit étre
diameétre du cercle)?

33. Une cible circulaire est divisée en dix régions par
dix cercles concentriques de rayons 1, 2, 3, .., 10 cm.
Aucune balle ne pouvant sortir de la cible, on appelle
événement I'impact d’une balle dans le disque central ou
dans une des couronnes circulaires ainsi tracées. On
suppose que la probabilité pour que la balle atteigne une
région de la cible est proportionnelle 4 I'aire de cette
région. On rappelle que I'aire d’un disque de rayon R est
nR”.

1° Quelles sont les probabilités respectives d’atteindre le
disque central et chacune des couronnes?

2° On donne dix points si la balle atteint le disque
central, neuf si elle atteint la premiére couronne de
rayons 1 et 2 cm, huit si elle atteint la seconde couronne,
etc. et un point pour la derniére couronne. Calculer la
probabilité d’un score supérieur ou égal 4 8.

34. Jean posséde, dans le tiroir de son armoire, 5 paires
de chaussettes noires, 3 paires de chaussettes vertes et 2
paires de chaussettes rouges, mais ces chaussettes sont
mélangées dans le plus grand désordre et indiscernables
au toucher.

Lorsque Jean est en train de s’habiller survient une
panne de lumiére. Jean qui est pressé et qui n’a pas une
lampe de poche, prend au hasard deux chaussettes dans
le tiroir.

1° Calculer, a 0,01 prés par défaut, la probabilité pour
que Jean ait tiré deux chaussettes noires.

2° Calculer, a 0,01 prés par défaut, la probabilité pour
que Jean ait tiré deux chaussettes de méme couleur.
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3° En supposant que le nombre de chaussettes vertes et
le nombre de chausscttes rouges restent inchangés,
calculer quel devrait étre le nombre n de chaussettes
noires (neN*) contenues dans le tiroir pour que la

probabilité d’avoir deux chaussettes noires soit égale & 7

35. Soit I'équation du second degré : x* + px + ¢ = 0.
Les coefficients p et g sont I'un des entiers naturels 1, 2, 3,
4,5 et 6. Le coefficient p est déterminé par un premier jet
d’un dé parfait dont les faces sont numérotées de 1 4 6 et
ont toutes la méme probabilité d’apparition. Le
coefficient g est déterminé par un deuxiéme jet de ce
méme dé.

Déterminer les probabilités des événements suivants :
a) «I'équation x? + px +q =0 admet deux racines
réelles distinctes »;

b) «I'équation x? + px + ¢ =0 admet deux racines
réelles confondues »;

¢) «léquation x?+ px + g =0 admet deux racines
complexes conjuguées ».

36. Un sac contient deux boules blanches portant
respectivement les numéros 1 et 4 et quatre boules noires
portant respectivement les numéros 2, 3, 5 et 7. On tire
simultanément deux boules du sac. Quelle est la
probabilité :

1° Pour que les deux boules tirées portent des numéros
impairs?

2° Pour que les deux boules tirées soient de la méme
couleur?

3° Pour que les deux boules tirées portent des numéros
impairs et soient de la méme couleur?

4° Pour que les deux boules tirées portent des numéros
impairs ou soient de la méme couleur?

(Les résultats seront donnés sous forme de fractions
irréductibles.)

37. Un dé cubique a ses faces numérotées de 1 a 6. On
sait quil est pipé de telle fagon que les probabilités
P1s P2s - De d’apparition des faces numérotées 1, 2, ..., 6

. . : 1
forment une suite arithmétique de raison r=ﬁ.

Calculer les probabilités p,, p,, ..., pe.

Un joueur joue avec ce dé dans les conditions suivantes :
e il gagne 2 F s’ fait apparaitre une face portant un
nombre pair;

e il perd 3 F §'il fait apparaitre une face portant un
nombre impair.

Calculer la probabilité de I'événement : «aprés trois
lancers successifs, le joueur a gagné 1 F».

38. Un sac contient dix jetons respectivement
numérotés de 0 a 9. On tire successivement et sans les
remettre dans le sac trois jetons. On considére le nombre
formé par les trois chiffres obtenus dans I'ordre de leur
tirage (on suppose que tous les nombres ainsi obtenus
sont équiprobables).

1° Trouver un espace probabilisé fini correspondant &
cette épreuve.

2° Soit A I'événement : «le nombre obtenu commence
par 15» et BI’événement, «le nombre obtenu se termine
par 7 ». Calculer la probabilité de chacun des événements
A, B,AnBet AuB.

39.  Un sac renferme huit jetons de forme et de matiére
identiques dont trois sont blancs et cing sont noirs. On
extrait du sac, au hasard, un par un, quatre jetons que
P'on dispose, dans I'ordre ou ils sont tirés, dans quatre
cases numérotées de 1 a 4. (Le premier jeton est placé
dans la case numéro 1, le deuxiéme dans la case numéro
2, etc)

Calculer la probabilité de chacun des événementsnts :
1° «Les 4 cases sont occupées par des jetons noirs. »
2° «Les cases 1 et 3 sont occupées par des jetons blancs,
les cases 2 et 4 par des jetons noirs. »

40. (La question 3° peut étre traitée indépendamment
des deux précédentes.)

On envisage une particule = pouvant occuper deux
positions A et B et se déplagant aléatoirement de la facon
suivante :

a) La position initiale (au temps 0) de la particule 7
cst A. Au temps n, ne N*, la particule « est soit en A, soit
en B.

b) Entre deux instants successifs, net (n + 1),la particule
n saute éventuellement d’une position a lautre. Les
divers facteurs influant sur cette évolution ne varient pas
au cours du temps. L'éventualit¢ d’un saut est par
ailleurs indépendante de la position de la particule 7 au
temps n.

On ne demande pas d’expliciter d’espaces probabilisés.
Mais on peut traduire en termes mathématiques la
situation de la fagon suivante : Si neN, on note A,
Iévénement «la particule 7 est en 4 au temps n» et par
B, I'événement « la particule 7 est en B au temps n». Ainsi
A, A, est Pévénement «la particule 7 est en 4 au
temps n et aussi en A au temps (n + 1) », etc.

Soient respectivement «, et f, la probabilité des
événements A, et B,. On donne un nombre 0 dans
lintervalle 10, 1[. Nous exprimons a) et b) par les
hypothéses :

e og=10,+p,=1 (neN),
o la probabilité de A, " A4, , est o, cellede B, B, ,
est 08,.

1° Calculer, en fonction de 0 et f,, la probabilité de
I'événement B,n A, (Cest-a-dire I’événement «la
particule est en Bau temps neten A au temps (n + 1) »).
2° Montrer que, pour tout neN, a,.; = (20— 1)
o, + (1 — 6). '
3° Du résultat de la question précédente et de o = 1,

20 -1 1
déduire que, pour tout ne N*, o, = (—2)~ + 7
Quelle est la limite de la suite (e,) quand n tend vers
+ o0?

41. Soit S I'ensemble {1, 2, ..., ¢} des entiers naturels
compris entre 1 et g. On choisit au hasard une partie B de
S, de telle sorte que toutes les parties de S, y compris & et
S, aient la méme probabilité p, d’étre choisies.
1° Choisir un univers des possibles Q et préciser son
cardinal. Quelle est la valeur de p,?
2° Soit A une partie non vide de S 4 k éléments. Quelles
sont les probabilités respectives p,, p,, p; des
événements suivants :

a) la partie choisie B contient A4;
b) la partie choisie B est contenue dans A;
¢) la partie choisie B est telle que A N B # 7
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3° Soient 4, et A, deux parties non-vides, disjointes, de
S ayant respectivement k, et k, éléments. Quelles sont les
probabilités p,, ps des événements :

a) la partie choisie B est telle que 4, "B # J et
AN B #

b) la partie choisie B est telle que A, "B # J ou
A, N B # .

4° Reprendre les questions 3° a et 3°b lorsque A4, et A,
ne sont plus supposées disjointes et que Card A4, = k,,
Card A, = k,, Card Ay N Ay = ky (k3 < ky, k3 < k3).

42. Une urne contient n boules noires et n boules
blanches.

1° On extrait les boules au hasard, 'une aprés I'autre,
sans les remettre dans I'urne jusqu'a ce qu’il n’en reste
plus. On note X le rang de la derniére boule noire tirée.
a) Définir un univers des possibles dont les éléments
sont équiprobables.

b) Quelles sont les valeurs possibles de X?

¢) Pour toute valeur possible k de X calculer la
probabilité de I'événement (X = k) (la derniére boule
noire tirée I'est au rang k). e

d) En déduire que : C3, = Y Cpoi.
k=n

2° On suppose maintenant que les boules blanches sont
numérotées de 1 a n, ainsi que les boules noires. On tire
successivement n boules de I'urne, les boules tirées
n’étant pas remises.

Quelle est la probabilité d’obtenir, dans cet ordre, des
boules (noires ou blanches) numérotées 1, 2, ..., n?

43. Un rectangle est constitué par six cases carrées
égales, numérotées 1,2, 3,4, 5, 6 comme I'indique la figure
ci-dessous. On dispose de six plaquettes carrées, ¢gales a
chacune des cases et numérotées de 1 a 6.

1123

4 1516

1° On place les plaquettes sur les cases, une par case.
Combient y-a-t-il de dispositions possibles, se
distinguant :

a) uniquement par la place des plaquettes?

b) a la fois par leur place et leur orientation?

2° Chaque plaquette coincidant avec la case de méme
numéro, on marque en rouge, sur les plaquettes, le
périmétre du rectangle qu’elles constituent, puis on les
disperse. Quelle est la probabilité qu’en les replagant au
hasard sur les cases, par exemple les yeux fermés, le
contour rouge du périmétre se trouve reconstitué?

44. 1° Un sac A contient n jetons numérotés de 1 a n
(2 < n <9); on retire, I'un aprés I'autre, deux jetons du
sac, sans remise.

Exprimer en fonction de n la probabilit¢ p; que les
chiffres portés par ces deux jetons forment, dans I'ordre
de leur tirage, un nombre fixé & 'avance et composé de
deux chiffres distincts pris parmi les chiffres de 1 a n.
2° Un autre sac B contient 2m jetons numérotés de 1 a
2m; on extrait deux jetons du sac.

Exprimer en fonction de m la probabilité p, que la
somme des points portés par ces deux jetons soit égale &
2m + 1.

3° On considére le jeu suivant : un joueur tire deux
jetons du sac A; si les jetons tirés satisfont a la condition
prévue au /°, le joueur doit remettre son gain en cause, a
pile ou face.

a) S'il sort face, il est définitivement gagnant. Exprimer
en fonction de n la probabilité pj que la partie se termine
ainsi.

b) S’il sort pile, il doit extraire deux jetons du sac B, et il
gagne alors la partie si les jetons tirés remplissent la
condition prévue au 2°. Exprimer, en fonction de n et de
m, la probabilité p, que le joueur gagne la partie a I'issue
de ce dernier tirage.

¢) Sachant que le jeu cesse quel que soit le résultat de ce
dernier tirage, exprimer en fonction de n et de m, la
probabilité p, pour le joueur, de gagner la partie d'une
maniére ou d’une autre.

1
4° Le jeu a été prévu pour que p = 55 Exprimer m en
fonction de n.
5° Sachant que m et n remplissent les conditions
2<m, 2<n<9, établir a l'aide de I'expression
obtenue au 4° la double inégalité :

29 < n(n —1) < 39.

En déduire la seule valeur possible (entiére) de n, puis
celle de m (entiére).

45. I° Etudier et représenter graphiquement les
_— S SRR —b
variations de la fonction f définie par f(x) = %,

x(x —

ou g et b sont deux réels donnés, a > 0, b > 1.

2° Un sac contient 5 jetons rouges, 10 jetons blancs et 7
jetons verts. Un joueur tire au hasard un jeton du sac; si
le jeton est rouge, il gagne; si le jeton est blanc, il perd; si
le jeton est vert, il doit procéder a un second tirage, le
jeton tiré précédemment n’étant pas remis dans le sac. Si,
au cours de ce second tirage, le jeton tiré est rouge, le
joueur gagne; si le jeton est blanc ou vert, le joueur perd
et le jeu cesse.

Calculer les probabilités suivantes :

a) probabilité p; de gagner la partie a I'issue du premier
tirage;

b) probabilité p, de gagner la partie a I'issue du second
tirage;

¢) probabilité de gagner la partie.

3° Le sac contient en tout x jetons dont 5 rouges et
10 blancs, les autres étant verts. Les modalités du jeu
sont les mémes que précédemment.

Sile joueur gagne au premier tirage, il regoit 5 F; s'il perd
a ce premier tirage, il verse 3 F; s’il gagne au second
tirage, il regoit 4 F; 'l tire un jeton blanc au second
tirage, il verse 1 F; enfin si le jeton tiré dans ce second
essai est vert, le joueur ne regoit ni ne verse rien.

On désigne par X le nombre (positif, négatif ou nul)
exprimant en francs les gains ou les pertes éventuels du
joueur.

a) Quel est 'ensemble E des valeurs possibles de X.

b) Pour chaque valeur x; de E calculer la probabilité p;
que X prenne la valeur x;.

¢) On appelle gain moyen du joueur le barycentre m des
nombres x; affectés des coefficients respectifs p;. En
utilisant la question /°, dégager les valeurs de x pour
lesquelles le jeu est favorable au joueur, équitable ou
défavorable.




NOMBRES
COMPLEXES

| — APERCU HISTORIQUE

L’introduction des nombres entiers négatifs est liée a la résolution de I'équation
@+ x = b, ot a et b sont deux nombres entiers naturels quelconques.

La résolution de I"équation ax = b, ou a est un entier naturel non nul et b un entier relatif
quelconque conduit aux nombres rationnels.

La représentation des nombres réels par les points d’'une droite munie d’un repére met en
évidence des nombres non rationnels comme , /2, 7, ..., etc. Ces nombres représentent des
longueurs de lignes particuliéres : \/5 est la longueur de la diagonale d’un carré dont le
c6té a 'unité pour longueur; n est la longueur de la demi-circonférence dont le rayon a
pour longueur I'unité.

Larésolution d’équations du second degrécomme x2 + 1 = 0,x2 + x 4+ 1 = 0, conduit a
la notion de nombre complexe.

A Torigine, Cardan et les algébristes italiens du xvi° siécle n’hésitent pas & employer le
symbole / — a, avec a réel strictement positif. En appliquant les régles usuelles de
I’époque, Cardan remarque que I'équation du second degré x2 — 10x + 40 =0 a pour
racines 5+ ./ — 15 et 5 —./— 15. 1l considérait son résultat comme «aussi subtil
qu’inutile» et traitait de «sophistiquées» ces racines de nombres négatifs.

En étudiant I'équation du troisiéme degré x* + px = ¢, Cardan trouve, lorsque p est
positif, la racine réelle de cette équation sous la forme :

MOROERIOEOR

Il est ais¢ de vérifier que ce nombre est réel et qu'il est bien solution de I'équation
x? + px = g. De plus, 'étude des variations de la fonction x — x> + px — g montre que
cette fonction ne s’annule qu’une fois (lorsque p > 0).

Pour I’équation x* — 15x = 4, dont 4 est I'unique racine réelle, comme le montre I’étude
de la fonction x — x* — 15x — 4, la formule de Cardan donne :

\3/2+\/j—\3/—2+\/T21,

ce qui fait apparaitre des nombres «impossibles » ou «imaginaires ».

C’est Bombelli qui montre I'égalité 4 = \3/2 +.— 121 — \3/— 2+ /—121, en

procédant ainsi :

Q--1P=2+/-121 e (—2—-/-1P=-2+./-121,

par utilisation de régles de calcul connues dans R; ce qui le conduit 2 :

2 bf~ Bl =~ Bt Tl T g = T %5 =T =i,
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A I'aide des nombres imaginaires et de la formule de Cardan, il « trouve » la racine réelle
de x3 — 15x = 4.

Jusqu'au xvi® siécle les nombres imaginaires sont utilisés comme symboles purement
formels pour étudier des équations algébriques. C’est au xix° siécle, avec Gauss et
Cauchy, que les nombres imaginaires trouveront leur représentation a partir de « réalités
mathématiques connues ».

On doit a Gauss le premier exposé complet de la représentation des nombres imaginaires
par les points d’un plan muni d’un repére orthonormal. Comme on représentait les réels
par les points d’une droite munie d'une origine, d’une unité et d’un sens, la « réalité » des
nombres imaginaires était ainsi établie; Gauss les appela nombres complexes et il utilisa la

lettre i pour désigner cet «impossible» ./ — 1.
Cauchy remarque qu’effectuer des calculs sur les nombres complexes revient 4 appliquer
aux nombres réels et 4 un nombre imaginaire i tel que i = — 1, les régles d’opérations
dans R. Ainsi lorsque p est un entier naturel non nul i?? est remplacé par (— 1)? et i22*1
par (— 1)7i. Si I'on substitue i @ x dans I'expression polynomiale :
ag + a;x + ... + a,x",

ou ag, ay, ..., a, sont des nombres réels, en appliquant la régle précédente on obtient une
expression de la forme a + ib, ou a et b sont réels. Notons que :

(a + bi)(a’ + b’i) = aa’ + ab’i + ba'i + bb'i?

= aa’ — bb’ + (ab’ + ba’)i.

Il — DEFINITION DU CORPS DES NOMBRES COMPLEXES

Sur R? on définit les deux opérations internes suivantes :

e addition : (@b +(@,b)=(a+a,b+b);

o multiplication : (a, b)(a’, b’) = (aa’ — bb’, ab’ + ba’).

1° Vérifier les propriétés suivantes :

a) Associativité de I'addition : [(a, b) + (a’, b')] + (a”, b") = (a, b) + [(a’, b') + (a”, b")].
b) (0, 0) est élément neutre pour I'addition : (a, b) + (0, 0) = (0, 0) + (a, b) = (a, b).

¢) (—a, — b) est l'opposé de (a, b) : (a, b) + (—a, —b) = (0,0) = (—a, — b) + (a, b).
L'opposé de (a, b) est aussi noté — (a, b). On a donc — (a, b) = (— a, — b).

d) Commutativité de I'addition : (a, b) + (a’, b') = (a’, b’) + (a, b).
e) Associativité de la multiplication : [(a, b)(a’, b')1(a”, b") = (a, b)[(@, b')(a", b")].
f) Distributivité de la multiplication par rapport a 'addition :

(a, b)[(@, b) + (a”, b")] = (a, b)(a’, b") + (a, b)(a", b")
et [(a’, b") + (a", b")1(a, b) = (a’, b')(a, b) + (a”, b")(a, b).
g) (1, 0) est élément neutre pour la multiplication : (1, 0)(a, b) = (a, b)(1, 0) = (a, b).
h) Commutativité de la multiplication : (a, b)(a’, b’) = (a’, b’)(a, b).

i) Tout élément (a, b) distinct de (0, 0) admet pour inverse <#‘bi’ az_-}-—bbz) :

a —b a —b
(a, b)<a2 + bz’ az 3 b2> = <a2 S bz, a2 + bz)(as b) = (17 O).
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L’addition et la multiplication sur R? vérifiant les propriétés précédentes, on dit que R2
muni de ces deux opérations un corps. On ’appelle corps des nombres complexes et on le
note C.

2° Onposei = (0, 1). Vérifier i = — (1, 0); i? est donc I'opposé de I'élément neutre pour la
multiplication.

3° a) Démontrer que le sous-ensemble de R, noté R, formé des couples de la forme (a, 0)
contient la somme et le produit de deux quelconques de ses éléments et contient I'inverse de
chacun de ses éléments non nuls (¢'est-a-dire différent de (0, 0)). En déduire que R, muni de
l'addition et de la multiplication est un corps. On dit que R, est un sous-corps de C.
b) On considére I'application ¢ de Rdans R, : a — (a, 0).

Démontrer que ¢ est bijective, que @(1) = (1, 0) et que, quels que soient a et a’ de R :

ela+a)=o@+o@) e ¢ad)=o@o).
On dit que ¢ est un isomorphisme du corps Rsur le corps R, et que R, est isomorphe a R.

THEOREME 1
et
DEFINITION 1

L’ensemble R* muni de P’addition et de la multiplication :

@ b)+ @, b)=(a+a,b+b)

(4, b)(@', b') = (aa’ — bb’, ab’ + ba’)
est un corps commutatif, d’élément unité (1, 0), appelé corps des nombres complexes et
noté C.

Le corps C contient un sous-corps isomorphe a R; de plus Pélément (0, 1), noté i, est tel
que i = — (1, 0).

NOTATION a +ib

Soit R, I'ensemble des complexes de la forme (a, 0), ou a est un réel.

La bijection ¢ de R, sur R qui, 4 tout élément (a, 0) de R, associe le réel a permet
d’identifier les éléments de R, 4 ceux de R, c’est-a-dire de noter a I'élément (a, 0) de R, .
Pour tout couple (a, b) on a : (q, b) = (a, 0) + (0, 1)(b, 0), soit en utilisant 'identification
précédente et la notation i = 0, 1) : (a, b) = a + ib.

Tout nombre complexe s'écrit donc sous la forme a + ib, ot a et b sont des réels. Cette
écriture est évidemment unique puisque I'égalité a + ib = @’ + ib’, avec a, a’, b, b’ réels
signifie que (a, b) = (@, b’), c'est-a-dire quea=daeth=»p.

Nous retiendrons :

THEOREME 2
et
DEFINITION 2

Pour tout nombre complexe z, il existe un couple (a, b) de réels et un seul tel que
2 = a + ib. Les réels a et b sont respectivement appelés partie réelle et partie imaginaire
de 7 et sont notés Re(z) et Im(z).

A noter que le nombre complexe a + ib, avec a et b réels, est nul si, et seulement si,
a=b=0,

Les nombres complexes non nuls de la forme iy, ol y est un réel non nul, sont appelés
imaginaires purs.

L’égalité (iy)> = — y* montre que le carré d’'un nombre imaginaire pur est un réel
strictement négatif.
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REPRESENTATION GEOMETRIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

Rapportons le plan 2 a un repére orthonormal Z = (0, ¢,, ¢,). A tout nombre complexe
z on associe le point M de coordonnées (Re(z), Im (z)) dans le repére 2; on dit que M est
le point-image de z (figure 1).

Tout point M du plan de coordonnées (a, b) dans le repére 7 est évidemment I'image d’un
unique complexe, z = a + ib, appelé affixe de M.
Les nombres réels ont pour images les
points de I'axe x’Ox de repére (0, &,) appelé

axe réel.

Par exemple, I'image du réel 1 est le point
A(1, 0).

Les nombres imaginaires purs ont pour
images les points de I'axe y’Qy, privé de O,
de repére (O, ¢,), appelé axe imaginaire.
Ainsi I'image de i est le point B(0, 1).

A tout nombre complexe z, on peut aussi EERTTTIT Ly
associer le vecteur u de coordonnées :

(Re (2), Im (2))
dans la base (¢,, ¢,) du plan vectoriel ¥".
On dit que u est le vecteur-image de z.

Figure 1

Tout vecteur # de ¥~ de coordonnées (a, b) est I'image d’un unique complexe, z = a + ib,
appelé affixe de u.

REGLES DE CALCULS DANS C

Toutes les régles de calculs concernant I'addition et la multiplication de R s’appliquent &
C qui, comme R, est un corps commutatif.

En particulier :

1. La différence z — 2 de deux nombres complexes z et z’ est le nombre complexe
z + (— 2’), ou — z’ désigne 'opposé de z'.

Si z et z” sont les affixes de M et M’, z — z’ est I'affixe du vecteur MM.
2. Quels que soient les complexes z, 2, z”, on a :

2z —g) =g —gz.
3. Pour tout complexe z et pour tout entier naturel n on définit z" par :

=1 (sizestnonnul), z'=z z*>=22 ., 2"*!=7"z

Quels que soient les entiers naturels net p: z'zP =z""7 et (") = 7P
4. Quels que soient les complexes z, et z, :

(21 + 2P =23 + 22,2, + 22

(2, — 25 =28 — 22,2, + 73

(24 + 25)(zy — 2,) = 2z} — Z3.
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E rticulier :
n particulier (a + ib)® = a® — b? + 2abi

(a — ib)* = a® — b* — 2abi
(a +ib)(a — ib) = a® + b

Quel que soit I'entier naturel non nul # :
=2 =E—2) A + 2+ 22 42,272 4 Y,
En particulier : l—z'=(1-2)(1+z+2*+..+ 2"

5. Formule du binéme de Newton
Etant donnés deux nombres complexes z, et z, et un entier naturel n :
k=n
(1 +2z,)' = ), Ckzi™*z%
k=0

A n! - . P
ou Ck= Ko=) et ou I'on convient de poser z§ = 1 et z9 = 1, méme si z, et z, sont

nuls. Par exemple : (z; + z,)* = z} + 322z, + 32,23 + z3.

g , 1
6. L’inverse de tout complexe non nul est noté z~! ou —.
z

e Siz=a+ib, avec (a, b)eR* et (a, b) # (0, 0), on a :

1 _ a—ib _a—ib_ a ; b
a+ib (a+ib)a—ib) a>+b> a2 +b> 2+ b%
Nous retiendrons : (@+ib)~ ! = B :
’ T a4+ b a* + b?

e Si z; et z, sont deux nombres complexes non nuls, le produit z, z, est non nul et :
1 1 1

= — X —

2i%5 % 25

Plus généralement si z,, z,, .., z, sont des nombres complexes non nuls, le produit
Z1Zy .. Z, est non nul et :

1 1 1
——— = X — X . X —,
ZiZy wiZy 21 o Z;

En particulier, si z est un complexe non nul et n un entier naturel :
1 1\"
2 \z)°

1 A .
On note 7= z~". Avec cette convention et la convention z° =1, on a :
e pour tout complexe z non nul et pour tout couple (p, g) d’entiers relatifs :
P78 =z7P% et (zp)q = zP4;
e pour tout couple (z;, z,) de complexes non nuls et pour tout entier relatif p :

(z12;)" = 2§ 25.

7. Etant donnés deux nombres complexes aet f tels que f # 0, il existe un unique nombre
complexe z tel que o = Bz, 4 savoir z = Lo
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En effet, si le nombre complexe z, satisfait o = f8z;, on obtient en multipliant par ' les
deux membres de cette égalité : B ‘oo = B~ !(Bz,), d’ou B ta = (B~ ' P)z,, et par suite
z, = B~ o De plus, & = (B~ ' w).

Le nombre complexe ™' a est aussi noté %; on l'appelle le quotient de o par f.

Exercices résolus

1. Calculer de deux fagons (1 +1)® et en déduire une expression simple de :
Si=1—-Ci+C¢—C§+C}

et de : S,=Ci—-C3+C3—-Ci.
Ona: (L4 =[(1+i)2]* et (1+i2=2i
donc:  (1+410)f = Qi)* = 24(2)® = 2%(— 1)* = 2%
Ainsi : (1+1)®=16.

Par ailleurs (1 +i)® = 1 + Ci+ C2i* + C3i® + CEi* + C3i® + C§i® + Cii’” + C§i®.
Comptetenudei’? = — 1,i3 = —i,i* = 1,i® =1,i® = — 1,i" = —i,i® = 1, on obtient :
(1 +)® =S, +iS,.

Donc : §;=16 et §,=0.

2. Démontrer que les vecteurs ayant pour affixes 1 —iet 1 + i forment une base du plan
vectoriel ¥~ ( figure 2). Trouver les composantes du vecteur ayant pour affixe 3 — i dans

cette nouvelle base.
- . - . !
Désignons par u le vecteur d’affixe 1 — i et par v celui = 2aida Tas b

d’affixe 1 + i. Les vecteurs u et ¢ ne sont pas nuls. S’ils f
étaient colinéaires, il existerait un réel ¢ tel que v = tu. St | 1 4
Comme le vecteur tu a pour affixe ¢(1 — i), on aurait : L

1+i=t(1—1i)

soit t =1 et t = — 1, ce qui est impossible.

Les vecteurs u, v sont donc non colinéaires : ils forment stataebenls Selith o
une base de 7. ! |

Désignons par w le vecteur d’affixe 3 — i. (i, v) étant
une base de ¥, il existe un unique couple de réels (a, b)
tel que w = au + bv, C’est-d-dire 3 —i = a(l — i) + b(1 + i). Figure 2

Il sensuita+b=3etb—a=—1,dou a=2 et b=1

3. Résoudre I'équation z*> = a sur C, ou a est un réel donné.
e Sia =0, la solution est 0.

o Sia>0, zz—a=(z—\/5)(z +\/c_z); les solutions sont donc\/(;et —\/Z.
e Sia<0,z2—a=2z"—(./— a)?

=(z—i/—a)z+i/— a);
les solutions sont don¢ i./—a et —i./—a.

4. Factoriser sur C les expressions suivantes : z> + 4 et z* — 1.
Ona: 22 + 4 = (z + 2i)(z — 2i).
2 —1=Z+ D -1)=0c+)z—-z+ Diz-1).
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5. Soient les quatre points A, B, C, D, d’affixes respectives 1 +1, 1— i, —i, —1L
Trouver l'affixe g du barycentre G de (A4,1), (B,2), (C,—4), (D, 3).

Ona: 265:&'+26§—46€+355,

. . 3:,
d’ou 2g=1+i+2(1—i)+41—3, soit g=x1

2

T T R A T BT S

z=a +ib'.

Réponse (TI-62)

1° Programmer la somme, le produit et le quotient de deux nombres complexesz = a + ibet

[P ]
[an] 1
tsLi 1
Ger] 1 =] el 3 [=] [ws]
Gre] 2 (] (el 4 (=] [vs]
[} 2
Ge] 1 [x] [re] 3 [=] [Ret] 2
%] [rer] 4 [=] [os]
[rec] 1 [x] [ret 4 [+ ] [por] 2
=1 [re] 3 [=] [re]
i 3
] [re] 1 7] [rer] 3 [£] [Ret] 2

[
H
d

=] Gl & (<71 (O] (=] [ms]
] e 2 5] [re] 3 (=7 [re] 1

x [re] 4 O]
=] [ [rei] 3 (%)
1 G 4 {371 [0 (=] [8s]

efface les programmes antérieurs
mise en mode programme

label de la séquence z + 2’
calcule a + o’

calcule b + b’

label de la séquence zz’

calcule aa’ — bb’

calcule ab’ — ba’

label de la séquence i
z

calcule aa’ + bb’
divise aa’ + bb’ par a’? + b’?
calcule ba’ — ab’

divise ba’ — ab’ par a’* + b’?

Exemple d’exécution : z =2 —4i, 2/ =3 + 5i

2 o] 1 -4 [50] 2 3 [s0] 3 5 [sn]4
[ero] 1 [ms]

R/S
[ero] 2 [ws]

[ero] 3 [ms]

R/S

retour en mode calcul

entrée des données a, b, a’, b’
affichea+a =35

affiche b+ b =1

affiche aa’ — bb’" = 26

affiche ab’ + ba’ = — 2

aa’ + bb’
affiche ;177-}_—1;’—2 N — 0,412
' — ab’
affiche La_ ~ — 0,647

a’? 4 b?
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2° Utiliser ce programme pour vérifier les résultats des calculs demandés dans l'exercice
d’application 1 (ci-dessous).

3° Programmer le calcul de (a + ib)", oui a et b sont des réels et n un entier naturel.
Réponse (TI-62)
Si on pose, pour tout entier ke N, (a + ib)* = 4, +iB,,on a :

Ay =aA,_, —bB,_; et B,=aB,_; +bA,_,.
Le programme consiste 4 calculer successivement A, et B,, A, et By. Pour cela on utilise la fonction
{05z | de commande automatique de boucles qui opére de la fagon suivante :

o le contenu k de la mémoire 0 (M) est d’abord diminué d’une unité (décrémentation k « k — 1);

El
.....

Ter i efface les programmes antérieurs
mise en mode programme

0 entre n dans la mémoire M,
[380]
[(red |

début d’une boucle

1 [x] [rer] 3 [=] [Rer] 2
[x] [rer] 4 [=] [sta] 5 calcule 4, et place A, dans la mémoire M,
[Ret] 1 [x ] [mer] 4 [+ | [ReL] 2
[x ] [re] 3 [=1] [sto] 4 calcule B, et place B, dans la mémoire M
RCL] 5 3 place A, dans la mémoire M,
i Dsz] remplace k par k—1 et compare k—14 0
renvoied [BLi O sik—1%#0
3 si k — 1 =0, affiche le contenu de M,
4 [ns affiche le contenu de M,
place le pointeur en 0 pour I'exécution

Exemple d’exécution : calcul de (2 +i)'®* = 4 +iB

LRN retour en mode calcul
oM ] efface les mémoires
2 [sto] 1 1 [so] 2 1 [s0] 3 0 [so] 4 entre2 1, 1,0 dansles mémoires 1, 2, 3, 4
18 entre n= 18 et affiche 4= —922077

R/S affiche B = 1721764

Exercices d’application

1. Effectuer les calculs suivants en présentant i—4 243i 4451 1-3i
les résultats sous la forme a + ib, ot (a, b)e R? : TA8 " T4 Beq 143"
(14192 (1—-13% 2+ 30)%
@2 —3i3; (3 + 4i)(3 — 4i); i .52

3
; j=——=+4+1-~—=. Calculer :
A+ (=i G+ 20 2. On pose j 2+1 5 alculer
i—5 341 2-i
; ; 1% E4jerdd

+ 1+j 1—j
181 21 343 T

A ta+ir
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3. On consideére les deux nombres complexes : | 7. A tout point M on associe son affixe z et le
nombre complexe Z = z2. Déterminer 'ensem-

AL+ lf ! ) ble des points M tels que :
i 3+i a) ZeRy;
‘[ VA b) ZeR_:
Calculer : ¢) ZeR;

oz d) Z soit imaginaire pur.
zy + 2y, 2325, —, 234123, z}+z3.

Z, 8. Reprendre I'exercice précédent avec :
ST ; Z=17z.
4. Calculer : 1 +1i+ i + ... +i" ; ) )
9. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe
; 3,5 § 3 z tels que :

5. Déterminer 'ensemble des points M d’affixe i 1
z tels que les points d’affixes i, iz soient alignés 2=y . z— 1y
- a) Re S —i)= 0; b) Im e 0.

6. Déterminer 'ensemble des points M d'affixe 10. Déterminer Tensemble des points M
z tels que les points d’affixes 1, z, z2 soient |d'affixe z tels que :

alignés. Re (z%) = Im (23).

MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

CONJUGUE D'UN NOMBRE COMPLEXE

DEFINITION 3

Le conjugué d’un nombre complexe z = a + ib, ot a et b sont réels, est le nombre
complexe, noté Z, tel que z = a — ib.

Dans le plan muni d’un repére orthonormal, les
points-images de z et Z sont symétriques par
rapport a I'axe des abscisses parallélement a’
I'axe des ordonnées (figure 3).

M(2)

x
I° Montrer que lapplication 6 :z+— z de C =
dans C vérifie les propriétés : 58
a) Pour tous nombres complexes z et z’ :
dz+2)=0d(z) + 0(2"), d(zz') = d(2)d(2"),
3(8(2)) = z; | N()
b) & est bijective. Figure 3

¢) Pour que le nombre complexe z soit invariant par ¢ (c'est-a-dire 0(z) = z) il faut et il
suffit que z soit réel.
2° Montrer que les seules bijections f de C sur C laissant chaque réel invariant et telles que
pour tous complexes z, z' :  f(z + z') = f(z) + f(z') et f(zz') = f(2)f(z), sont J et
I’application identique de C.

1

1
3° Montrer que si z est un nombre complexe non nul 5(;) = 30"
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Nous retiendrons : Z2+% =2Re(2)
z—27 =2ilm ()
2+ =2+7
w =%
1 1
) -
7 est réel si, et seulement si, z=7%

Conséquence

Soit P(z) une expression polynomiale en z a coefficients réels :
P(z)=ay+ ayz + ... + a,z"

ou ag, dy, .., 4, sont réels et z complexe. On a :

F(;)=a0 +az+.. +a,,z”=a+5;;+... + a,z".
s — k=n N
Comme z* = z* et &, = a;, on obtient : P(z) = Y a2, d’ou P(z) = P(3).
k=0
Si zq est un nombre complexe tel que P(z,) = 0, il s’ensuit que 0 = P(z,) = P(Z,).
On retiendra :

Si un nombre complexe z, est racine d’un polynome P a coefficients réels, son conjugué 7,
est aussi racine de P.

Exemples
PO P
1. 501t.J——§+1T,alors.J ——5—17—]
1 3\? 3
Deplus:<—§+i—§)+(—%+i%)+l=0,c’est—z‘1-dire:j2+j+1=0.

2

Considérons P(z) = z® + z + 1, j est racine de P(z) et, P étant a coefficients réels,j_ est

racine de P(z).
D’ou P(z) = (z — j)(z —j) = (z — j)(z — j?), puisque le coefficient de z? est 1.
2. Considérons Q(z) = z* + z% + 1.
On constate que Q(j) = j* + j2 + 1 et que j> = jj> =jj = 1, donc :
o) =j+i*+1=0.
Par suite, j est racine de Q(z). Comme Q(— z) = Q(z) et que Q est a coefficients réels, — j,j—

et — j sont aussi racines de Q(z). Les nombres complexes j, — j,j? et — j? étant distincts et
le coefficient de z* étant 1, on obtient :

0@) =z —j)z — )z + i)z +]).

On a ainsi factorisé Q(z) dans C.

De plus : C—Dz—j)=22=(G+]j)z+1,
et : C+)z+))=22+(+j)z+ L
Donc : @)= +z+ D2 —z+ 1)

Soit x* + x2 + 1 = (x* + x + 1)(x? — x + 1). On a ainsi factorisé x* + x2 + 1 dans R.
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MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

Pour tout nombre complexe z écrit sous la forme z = ¢ + ih, ot aet bsont des réels, on a :
2z = (a + ib)(a — ib) = a* + b2

Le produit zZ est donc un réel positif.

DEFINITION 4

On appelle module d’un nombre complexe z, le nombre réel positif, noté |z|, et défini par :

2l = /22

A noter que le module de z est égal 4 la distance de lorigine O du repére a 'image M
dez: |zl=0M.

A noter aussi que si z est réel, son module n’est autre que sa valeur absolue.
Propriétés

L [Re(@)| <z et [Im (2)] < |zl.
2. |zl=0 équivauta z=0.
lzl=|—z, |zl =z

4. |zz'| = \ /2227 = [f2zz2'F = \/2—2, /2’7 = |z||Z|.

Il s’ensuit, pour tout entier naturel n: |z"| = |z|"

5. Inégalité triangulaire

Soit z et z' deux nombres complexes
d’images respectives M et M’ et soit S 4
Iimage de z + 2’ (figure 4).

L’inégalité triangulaire appliquée aux trois y
points O, M, S donne :

0S < OM + MS, Figure 4
soit OS < OM + OM’. Il en résulte : |z + 2’| < lz| + |2].
Donnons de cette inégalité une démonstration algébrique :

|z + 212 = (z + 2)(z + Z);
d’ou : |z + 2| = 22 + 2’7 + (27’ + 22). (1)
Comme zz’ = zz, on a zz’' + zz' = 2 Re (z%)).
Or: 2 Re (z2) < 22Z'| = 2|7 |Z].
Ainsi, en majorant le deuxiéme membre de I'inégalité (1), on obtient :
|z + 22 < |2 + |2'* + 22| 2], clest-a-dire |z + 2| < || + |2|.
Plus généralement : |z, + z, 4 .. + z,| < [zo] + |z5] + o + |2,
REMARQUE : On utilise souvent Iinégalité : [zl = |2']| €|z — 2], qui se démontre en
remarquant que z = (z — z') + 2’ et en utilisant I'inégalité triangulaire
lZl=1z—2)+2|<|z — 2| + |2], soit |z] —|2| < |z — z'|.

En échangeant les roles de z et 2/, on a aussi |2/| — |zl €|z — z| = |z — 2|, d’ou le résultat. Cette
inégalité exprime que la longueur d’un ¢oté d’un triangle est supérieure ou égale 4 la différence des
deux autres.
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1 1 1
6. Pour tout complexe non nul z on a: 1=|z 2= |z} x —‘, d’ou —‘ = l——l Par
z z
conséquent :
z’ y L1112
— = —_ = |z I —_=—
z z z lz|
Pour tout nombre entier relatif p et tout nombre complexe non nul z, on a :
27| = |z|”.
" , 1 1 z z .
7. Calcul de I'inverse d’'un nombre complexe non nul z : — = — x — = —. Par suite :
z z z zZ
1 z
z |z|*
1 1—i
Exemple : —— =——.
el
2 o
8. Un nombre complexe z est de module 1 si, et seulement si, z = =
C e N
En effet |z| = 1 signifie zz = 1, soit Z = —.
z
Nous retiendrons :
[Re(z)| < |z] et [Im(z)| <|z]
|zl =0 équivauta z =20
, , 7| _ Iz
|22’ = |zl 12| et |—|=-=
|2
lz + 2’| < lz| + |2']
1z
z |z
. oo 1
|zl =1 si, et seulement si, Z = >
Exercice résolu
1
Déterminer les nombres complexes z tels que z, —, z — 1 aient méme module.
z
Soit z un nombre complexe tel que |z| = [~ = |z — 1].
|
On a|z|=m,dou |z] = 1.
Ainsi |z—1|=1,s0it(z—1)(z—1)= 1.
Douzz—z—z=0.
Comme |z| = 1, 0on a zz = 1 et, par suite, z + z = 1.
y . . 1
En posant z = x + iy, avec x et y réels, on obtient x = 5
2 2 L Ly 3
De plus, x* + y* =1, dou y =7
. . 1 1 .%/3 1 /3
Finalement, si |z| = |-| = |z — 1|, alors z = = — 1 i ouz=—+I1 I
z 2 2 2 2
. - < A (-7 & . .
On vérifie que les nombres complexes 71 \/T_ et > +1 ‘—/—2— satisfont les conditions

demandées.
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Exercices d'application

11. Démontrer que, si 4 est réel, le nombre

1+ 4i
complexe =i

Etudier la réciproque.

a pour module 1.

12.  Calculer z pour que I'on ait :
z—12| 5 z—4
z—8i z—38

3

-1

i zZ—uz —
13. Démontrer que T est reel si |u| = 1.
-t

Etudier la réciproque.

14. z, 7z’ désignent des nombres complexes.
Montrer que :

|z 4 2P + |z — 2’12 = 2(|z]* + |2}?).
15. Déterminer les nombres complexes z tels

1 . "
que z, — et 1 + z aient méme module.
z

16. Déterminer z pour que z%, 1 — z, z aient
méme module.

17. 1° Etant donnés les points M, M,, M,
d’affixes z,, z,, z;, montrer que ces trois points
sont alignés si, et seulement si :

212y + 2523 + 232, = 212y + 2523 + 242,

2° Etant donnés les complexes distincts a et b de

module 1, soit 4 et B leurs images respectives.

Montrer qu’un point M d’affixe z appartient a

la droite (AB) si, et seulement si :
z+abz=a+ b.

3° Soit a, b, ¢, d des nombres complexes de
module 1 tels que a# b et ¢ #d, d’images
respectives A, B, C, D. Montrer que les droites
(AB) et (CD) sont orthogonales si, et seulement
si:

ab = —cd.

W' — ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Avant d’aborder cette partie, il est indispensable de revoir les notions d’angles de vecteurs
et d’¢galité modulo 2n développées au début du chapitre 7.

NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Soit z un nombre complexe de module 1.

Dans le plan 2 muni d’un repére orthonormal
direct (0, ey, ¢,), désignons par M I'image de z
(figure 5). Les coordonnées (a, b) du point M
s’expriment en fonction de toute mesure 0 en

radians de I'angle de vecteurs (¢,, OM) par :

a=||OM| cos 6 = cos 0,
b= ||OM]| sin 8 = sin 0.

D’ou : z =cos f) + i sin 0.

Réciproquement, pour tout réel « tel que z=cos « +1isin & ona:

cos o =cos f et

Figure 5
sin o = sin 0;

d’ot & =6 (2m), ce qui montre que o est une mesure en radians de Pangle (¢,, OM).

DEFINITION 5
et
THEOREME 3

On appelle argument d’un nombre complexe z de module 1, tout réel @ tel que :
z=cos 0 +isin 0.
L’ensemble des arguments de z est Pensemble des mesures en radians de Pangle

(e,, OM), ot M est Pimage de z dans un repére orthonormal direct (O, é,, ¢,).
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Si 0 est un argument de z, on note  arg z = @ (2n), cequi rappelle que tout argumen

de =, noté arg z, est égal a 0 modulo 2n

Propriétés

1. Nous constatons que si = et z° sont deux nombres complexes de module 1, 2" est de
|

module 1 et -~ = = est de module 1. Par suile

L’ensemble U’ des nombres complexes de module 1 contient le produit de deux, quelconques,
de ses éléments et l'inverse de chacun de ses élements.
2. Soit = et =" deux nombres complexes de module 1.
Si argz=0 (2n) et argz =0 (2n). ona:
s=coslO+isinf et =z =cosl +1smn0.

Donc : 22" = (cos 0 + 1 sin @)(cos ' + 1 sin )
cos (1 cos O — sin O sin " +1(sin O cos " ' ~as () sin 07)

cos (0 +0')+1sin(0+0)

]

Ainsi (hgure 6) : arg zz' = argz +argz (2m)

3. L'égalité (cos 0 + 1 sin O)(cos € — i sin ()) = ] s’éent :

|
———————=cos (— ) +isin (— 0)
cos 0 +1sin ¢ wosil ) )

Elle montre que pour tout complexe = de module I, ona: arg - = —arg = (2m).
4 . (-
De plus, si |z| = 1, alors Z = —. Finalement :
: 1 .
sizl =1, arg i argz= —argz (2n)

5 ; : | - .
Il en resulte que si |z] = 1, les images de = et de - sont symétriques par rapport & x'Ox

(figure 7).

Y )
P(zz’ M(z) I
n M'(Z')
@ 4 N |4
X X (0] X \
04 =1 |
5wl P
Figure 7 Y
e ———— —

—
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FORMULES DE MOIVRE

Nous avons remarque

(cos 0 + 1 sin M(cos 0 + 1 sin ) =cos(0+ )+ 1sm (0 + )

Plus géncralement, on démontre par recurrence gue

(cos O, + 1 sin 0,)(cos O, 4+ 15sin U,) ... (cos ], + 1 sin 1)
cos (0, + 0, 4 0+ s (0, + 0,4 +0,) (1)
Si, dans I'égalité (1) les réels 0,. 0, .., {1, sont égaux a 0, on obtient

(cos 0 + 1 sin )" = cos nfl + 1 sin nl

De plus, quel que soit I'entier naturel n

/ I »
(cos 0 +1smn ) " ( —_ - = (cos  —1sm 0)
cos ) +1sm 0
- (cos(— 0) +1sin (— )" = cos (— nt)) + 1sin (— nt)
1l en résulte, quel que soit 'entier relatif p

(cos 0 + i sin 0)" = cos p# + i sin p0

Cette formule est appelée formule de Moivre. Si on remplace  par {). on obtient :

(cos O — i sin 0)" = cos p) — i sin p0

Exemples

o | est le nombre complexe de module | et d’argument 0.

. . n
o i ¢st le nombre complexe de module | d’argument .

: : T
e — i cst le nombre complexe de module | d’argument — .

e — 1 est le nombre complexe de module 1 et d’argument .
o B = u3 _ ; £ "
oi =>+isins : *=cosn+isinn=—1I;
3n .. 3N . : .
i? =.cos — +isin—=—i . i*=cos2n+isin2n=1
Plus généralement : i*" = I, i*"*! =i, i**?=—1, "= i
o Sijdésigne le nombre complexe de module |
2
.t d'argument =, on a :
¢l dargume 3" a: B
J
. 2n 2n
= COS +1.5In A
] 3 3 %
A 4n 4n I* nr- >
2 = cos — +1sin —, ;
J 3 3 | (@] A
o .’.l
j* = cos 2r + 1 sin 2m, soit :
| 3 1 3
< e 2 T NIAE L} y Sy
j=—=+1 , )= 1 ; = | Y =4 it
2 2 2 2 ) Figure 8
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int2

1 | PR 2
Par suite jrt=1,)""" =] ) 1
A noter que : 1+j+j°=0

Si n est un entier naturel non nul et k un entier relatif on a

2kn 2kn \"
(L‘us - + 18N ) cos 2km + 1 sin 2kn = |

n n

REMARQUE

ARGUMENTS D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL

Pour tout nombre complexe non nul z, le quotient ® est un nombre complexe de

module 1.

DEFINITION 6

-
“
“

On appelle argument d'un nombre complexe z non nul tout argument du quotient i

n

Si 0 est un argument de z, on al =cos O +isint) dou:

L

| z=|z| (cos 0 + i sin 0) |
C'est I'écriture trigonométrique du nombre complexe non nul .
Si 6 est un argument de z, I'ensemble des arguments de = est I'ensemble des réels égaux a
# modulo 2r. On note :

M(z)

argz =160 (2n).

Interprétation géométrique

Désignons par M I'image X T s
du nombre complexe non €3 |z
nul z et par N I'image de '—f! 0

- 0 ;l

(higure 9).

Les arguments de z sont
les mesures en radian de
I'angle (¢,,ON), c'est-a-dire
les mesures de [angle

(é,, OM). Fised

Egalité de deux nombres complexes
Pour que deux nombres complexes z et ' soient égaux, il faut et il suffit que :
2l =1z1=0 ou (lz/=|z|#0 et arg z =arg ' (2m))
La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est sufsante.
En effet, si = et =* ne sont pas nuls et vérifient lzl=|z|=r et arg:z= arg 2’ (2n),
posons ¢ = arg z et " = arg z".
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On a

[zZflcos H +18n () el (cos (" 4+ 1 s B)

soil

ricos 4+ 1sin ) el ricos " + 1 s ()

De plus, il existe un entier relatifl k tel que # = 0 + 2kn; donc
cos 0 cos (0 + k2ny=cos # ¢t sin sin (0 + k2r) = sin ¢

Par suite, z' =r(cost) +1sinf), dou z=7z2

Recherche d'une forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

1° Soit z = a + b, avec (g, b)e R, un nombre complexe non nul,
r—— 2 a b
Ona |z =/a*+b*#£0; donc = - 1

- 3 3 3
<l V a® + b’ N [ s h‘?

St argz=0 (2r), ona z=|z/(cos +1isint), dou:

:l =cos 0 + 1 sin 0.

. a h
Par suite €08 = ——= et sin = ——

Ja© + b JJat+ b
La connaissance de cos 0 et sin 0 détermine les arguments 0 de =.
2° Soit z = p(cos € + i sin 0), ol p est un nombre reel :
e Sip=0, z=0.
e Sip>0, |zl=p el argz=0 (2n)
e Sip<0, z=(—p)(—cos O —1isinl)
=(— p)lcos (0 + mr) + i sin (0 + ©)).

Donc : lz2l=—=p et argz=0+n (2n)

Propriétés

1. Soit z et 2’ des nombres complexes non nuls d'arguments respectifs 0 et 0 :
2=zl (cos 0 +isin ) et z'=|z](cos O +1 sin ().

Ona:zz’ =z |2'] (cos 0 + 1 sin O)(cos 0" + 1 sin (), d'ou :

22" = |z |z) (cos (0 + 0') + i sin (0 + 0')).

Ainsi : |arg 27 =argz +arg 2’ (2n)

2. Plus généralement, si z,, z,, ..., z, sont des nombres complexes non nuls, on a
arg (zyz; . z) =arg z; +arg z; + .. +arg 2, (2n).
En particulier, si z est un nombre complexe non nul et n un entier naturel non nul :

larg " =nargz (2n)

3. Soit z un nombre complexe non nul.

Ona: zz '=largl=0 (2n); donc argzz"'=0 (2n)
Or: argzz '=argz+argz ' (2n); parsuite, argz+argz '=0 (2r),
d'ou : argz ' = —argz (2n)
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4. Soit z unnombre complexe non
nul, z son conjugué et M et N leurs
pomts-images respectifs, On a M(z)

4
(higure 10)
(¢,. ON) (€,.OM) (2n),
d'ou ; - x
arg = —argz (2n)
N(Z)
Vv Figure 10
5. Soit =z et z' deux nombres 5
complexes non nuls :
z 1 |
arg — = arg :( _,) = arg z +arg —; (2m),
d'on arg — =argz —arg:  (2n)
~
. l P -1 il » d .
Il en résulte, pour tout entier naturel n non nul :  arg — = —argz" (2m), et donc:
arg = —nargz (2n)
= =l 7 ; ;
Comme on a posé - =2 "etz' =1 on a pour tout entier relatif p -

arg " =pargz (2n)

6. Les nombres réels positifs non nuls sont les nombres complexes d’argument 0.

Les nombres réels négatifs non nuls sont les nombres complexes d'arguments n.

Les nombres complexes imaginaires purs sont les nombres complexes darguments

oA

in
ou

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE 7 -

M’

Soit z et =" deux nombres complexes distincts
d'images respectives M et M’ dans le repere \Y
orthonormal direct (0, OA, OB), ¢t soit N
I'image de = — z (figure 11), B N
Ona: ‘

ON = MM’, |/ —z| = ON. -

= ; 0 A
arg (" —z) = (0A, ON) (2n).

Fieure 11




= T ———— T — +
Nombres omplexe
Par suite
I"'nur tous nombres complexes distinets z et z d'images respectives M et M, on a, A étant
I'image du nombre 1 :
B =2=MM et arg(z -3) (OA, .\I.\i) (2r).
('un'\ulcmn.\ trois nombres complexes z, z,, z, d'images respectives M, M, M, dans un
repere orthonormal direct (0, é,, €;). On suppose z # z, et z # z,.
1° Démontrer :
£ 31, 00, 27230 (MM, MM,) (2
— = ol arg — | = (MM,, M| 2n).
z—1,| MM, “"5(; _-_,) Whalka, MMat |
2° On suppose z, =2 — 3i pr =. — i D Woses S . g
ppose zy = 2 — 31 et z, = 1. Déterminer l'ensemble des points M tels que .
(1) -;-l = 1;
b) arg (3;' =2 (m
Z =z, 3
<) : = er arg A :E (2n)
£—2 "\2—12z, 3
NOTATION e
Pour tout nombre réel # on pose :
e"’=cos0+isin0‘
1. Cette notation vérifie les régles opératoires suivantes :
o M) = e & carcos (0 + () + i sin (0 + ') = (cos 0 + 1 sin @)(cos 0" + i sin@)).
o ¢'"= 1; plus précisement, ¢ = | si, et sculement si 0 =0 (2n).
x
e c'2 =1
e "= —1
e " M=cos(—0)+isin(—0) =cost—isinf, cest-a-dire ¢ "= ¢,
Sionpose:e " =¢e""" onadonce’ =e¢ "
e ¢ =¢'" si, et seulementsi 0 =10 (2n).
2. Formules d’Euler
De e*=cosx+isinx et e "™=cosx—isinx, ilrésulte:
1 i - . 1 i i |
[cosx=_-(e"+e ™) sinyx=_— ("¢ ‘)[
2 2i
=4 4
3. La formule de Moivre s’écrit, pour tout entier relatif p : (¢')" = ¢'”,
4. Dérivée de la fonction 1 — ¢"
Une application F d'un intervalle I de R dans € s'¢erit :
F(ty= F (1) +1F,(1), ot F,(t)=Re F(1) et F,(t)=Im F(1).
J
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Par défimtion F est dénivableentsi F el 2
F, sont dérivables en 1; dans ce cas, la
380! . /\
denivée de F en t, notée F'(r) est donnee sy
. Q1) =1e \
par Fiy=Fit) +1F;5(1) \

Appliquons cette definition i la fonction =
@t ¢ =cost+18InL

Les fonctions cos et sin étant dérivables I
en chaque point de R, ¢ est donc
dénivable en tout réel t et on a:

@(t)= —sint+1cosfr

/1t 3 ’n
rcos(—+l)+lsln( +1]).
o) 2 Y7
v \~ y Figure 12

On constate que @'(1) =i e".
1 d;”‘ s |
eﬂ

Formellement on écrit : | 3 ‘
\

5. Si dans I'écriture trigonométrique de tout nombre complexe non nul z d’argument 0,
on utilise la notation ¢, on obtient : z = |z| e".
Si z=p ¢ oup et 0 sont des nombres réels, on a :

D o lorsque p =0: z=0;
e lorsque p>0: [z1l=p et argz=0 (2n);
elorsque p<0: |zl=—p et argz=0+mn (2n)

REMARQUES :
Soit f(t) = a ", ou a est un reel positif et @ un reel non nul

1. f(t)définit un mouvement circulaire uniforme sur le cercle de centre O et de rayon a, de période

-

n
, de pulsation .

o

Re (f(1)) = a cos wit définit un mouvement rectiligne vibratoire de centre O, d’amplitude a et de

5
) 2r

periode
w

2 W) =aiwe™ [(t)= —aw® e, dol: f'(t)+ &*f(t) = 0.
Si I'on pose g(t) = Re (f(1)) et hit) = Re (a(t)), g et h sont solutions de I'équation différentielle :

V4 wty=0 (1)
On deémontre, et 'on admettra, que toute solution réelle de I'équation différentielle (1) s'écrit sous la

forme 2g(t) + ph(r), ou 2 ety sont des réels quelconques. Toute solution réelle de (1) s*écrit aussi
sous la forme C cos (wr — @), ou C et @ sont des réels quelconques.

W Exercices résolus

’

1. Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes : z = 1 +i, 2/ = 1 — i
/ X = & = N
M 7,

( | 1 )

V= v \2 \":‘i '
. 4 1 p ¢ * - ‘ .. Q n M - ’t ’ i~ ?

Par suite : z = 2<-ms T + 1 8in 4) = 2,(cos (— g) + 1 sin (— ;)J

~i i =
Ona: :=\2(~—+» ) et z'=./2

—4—
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)
& Déterminer le .
tiner [¢ module et IxHL’H"h'IH des nombres “;/n{-],'-.'\ suvants

h=3=-0 23=1~-1i; z !

sz 0t
En déduire cos — ot sin
lﬁ

° 3o /1 \
az =2V i
I*Onaz, = 2( e ’) et z, = \rl( ) puisque |z,| = 2 el |z, = /2
= 3
N L Y

oty 11
D'ou argz, = e (2n) el arg :_.77: (2m).

Donc |z|=./2 "__ll n ..
l2l=y/2 et argz= St (2r), soit argz= T (2m).
Ainsi : N (O R
z=y/2{cos 5 + isin 5
2* En utilisant les régles de calcul dans le corps ©, on a :
= \_/'3 — i .| (\E_'jllf 1) L \#'3 +1 : _\,/"3 i\
1= (I =0l +1) 2 2
Ainsi z = \/'2(\’ +71 +iY : -I ) = /'2('\'6 AR e
VBT TN 4 %

On conclut de 1° et 2° que :

co S XY e Yy VT
g — =
12 4 12 4

Dans le plan muni d'un repére orthonormal
direct (0, é,, ¢,), le point-image M d'un ; M
nombre complexe z écrit sous la forme ’
algébrique x + 1y (x€ R, y € K) est défini par
ses coordonneées (x, y), dites cartésiennes, ou
rectangulaires.

Si z est exprimé sous la forme trigonome-
trique  r(cos 0 + isin 0). le point M est
déhni par le couple (r, 0) :

B T

OM =r et (¢,,0M)=0 (2n). Figure 13

On dit que r et 0 sont les coordonnées polaires du point M par rapport a I'axe (0, ¢é, ).
Les calculatrices de référence permettent de calculer les coordonnées polaires a partir des
coordonnées rectangulaires et inversement. Elles permettent donc de passer de I'une a
'autre des deux écritures x + 1y et r(cos  + 1 sin 0).

11 convient au preéalable de placer la calculatrice dans le mode correspondant a I'unité
d'angle choisie : degré, grade ou radian.
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pométrique r (cos @ + i sin ()

Passage de I'écriture algebrique x + iy @ I'écriture trigo
g e ———— e —_— m—— pm—— |
62 ’ SHARP CASIO ‘ HP-11¢€ ‘ Commentaires
‘ de |‘ EL-5050 FX-180P
. — s -

"
INV | P=R i ~P0l y X IR<P ¥y

x [x=r] y !
=
{aMche r

(=] [=_ Jng K '# ek
=t [Tre1 o ‘ XeoY '[[7;|J affiche 0
— L S . s N

0 + i sin 0) & I'écriture algébrique x + iy

entre x et )

y e x

| L

Passage de I'écriture trigonométrique r(cos i o
‘ r ety | - F
[L4L)] Pz roipeR 0 0 [ewten] 7 entre r et
r[x=r] 0 e
=) = =] i 5a] aflche x
[x=r] (o] 2 [i&-}!i afliche y |
Application :
1° Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
; ; , ~_
< L+, 1—i, 3—4i, =27+ 13i, /3—-2)
. : — 14 31./3
(V3-D+i(J3-1), ——&-.
A A 5—2i/3
5 =2y
(On exprimera les arguments en degrés, puis en radians.)
2 Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
2(cos 607 + 1 sin 60°), V/ T(cos 75 gr + i sin 75 gr),

= . 3n n
(/5 — Dicos 127° i sin 127°), 7| cos 7 4+ 1sIn 7—)

’

ft Y 2. n’ ' : =
n(cus( =% ) +1sin | — 4—7) , ¢ "“*(cos 0,7r + 1 sin 0,7x).

@ Exercices d’application
I8, Mettre sous forme (ngonometnque les| 20, Soit le nombre complexe :

nombres complexes suivants
a) z=i; 2=9i; 2=—-6; z=+8 j '+|\-1 c3s2n+||n2n
= - = COS — s
= = 9] b o
b)z=1+i/3 z=1-1/3. ‘ 2 2 3 3
Montrer que " =1, j*'' =,

19, Mettre sous forme trigonometrique les

nombres complexes suivants
) z=snl +icosf, z=1+1tan 0, *
cosO0+isin® . ; 21, Mettre sous forme trigonométrique le
: = . ou 0 est un nombre fixe nombre co e sulvant :
e —isnd complexe suivant
bl
.- N 3 =

TS T '
+ i 10 -2i,/3

Prti=jl et 1+j+ji=0.

+3
b) z = I +31./3

—



¢ module et reument des Donn n cpression simpl d

’ AL I ni
SIN AX
( 5 | A} by 3
l 4 Aw ' .
pou (m)
En deduire ¢ et sit 2
12 12 e
| Calculer C 415 en posant : :
Mettre sous forme trigonon élnque cos X
(I =1/ 3)cos x +isin x) Ensemble décrnit par l'mage M du
\ i
complexe = tel que
COS b sin x 4 |lk"\ \ sin x) n
| - 2 VYo
ol xeR a) jarg z| 4 [Pad B
b lz=-2=2;
y +1/3\° (1 3
1 1)
. Calculer b et 1 z—1 <
+ 1 (1417 +1 c) | L
| 2 4
Comment choisir I'entier naturel n pour
el '3 " -, Module et argument de z, = /3 + 1,
que '3 + 1 sott un reel positf? un imaginaire :
pur? Zy
2, = 31 21, 2y :|k:l el :*.7_
En calculant de deux maniéres différentes h
(1 + 1), deduire 1
N ~2 o , 32 Module et argument de z = g
So=1-C; +¢C} (= 1)PC3r 4 B | +1tan
Sy=0C) 34+ CE : Talhd n
1 B Al O B {(—=18Cs 4 |()rSL|UCZ‘r'-,‘ ()
En mlcuLml de deux manieres diflferentes
(3% (0435 (1 + 1" et en wtilisant la| % Module et argument de
relation | + j + % = 0, déduire { 4 co8.¢ +isin a
Y ~3 w6 - 2= R
So=14+Ci+Cr+..+C*4 . 1 —cosa—1sna
y ol | -4 -~ .
Si=mCG+C+.. 40 ¢ I 0 (2n)
: 3. : : orsque z # 2n
SH2=CL+C+Ch+..+C2y 4
. 4. Module et argument de :
28 Donner une expression simple de 2 4 alf
e® +e
kom kon | g
: - : N 4 sin 2 — 1 COS 2, TE
C= 7Y coskx et S=Y sinkn [
A o A.—ll

ou z et ff sont deux réels donnes. On donnera la
condition pour que la deuxiéme expression soit
z=e") definie.

(On pourra calculer C + 1S en posant

V — APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES
A LA TRIGONOMETRIE

CALCUL DE cos nx ET sin nx EN FONCTION DE cos x ET sin x

La méthode consiste a appliquer la formule de Moivre et la formule du bindme de
Newton, et a utiliser la relation :

cos” X +sin” x = |,

e Cas n=12
Ona: (cos x + i sin x)* = cos 2x + i sin 2x

i > ) ; ;
el: (cos x + i sin Xx)* = cos” X — sin” X + 21 ¢os x sin X,

— e T T T S S I
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d'ou | cos 2x = cos” x —sin” X |
[ cos 2x = 2 cos® x — 1
cos 2x =1 —2 sin" x

[sin 2r = 2 sin X COS X

== - |

e Cas n=3
(cos x + i sin x)* = cos 3x + i sin 3x,

Ona: ‘
) , _ g
et: (cos x + i sin x)® = cos® x + 3i cos? x sin x — 3 cos x sin” x — 1 §In" X
1 .
dou : cos 3x = cos® x — 3 cos x sin® X

. N
sin 3x = 3 cos’ sin X — sin” X.

En remplagant sin® x par | — cos? x el cos” x par I —sin® x, on obtient :

cos 3x =4 cos’ x —3cos x
sin 3x = 3sinx —4sin’ x 1

T .
St 3x# - (2n), onacos 3x #0et cos x # 0.

sin 3x 3 cos? x sin x — sin? x

Alors : tan 3Ix = ——— = —5——— T
- cos 3x  ¢cos’ X — 3 ¢os x sin” X
~ Aprés division du numérateur et du dénominateur par cos® x, on obtient :

3tan x — tan’ x
tan Jx = —48M—
1 — 3 tan“x
e Cas n=4
Ona: (cos x + i sin x)* = cos 4x + 1 sin 4x
o, L 4 -+ VK- 3 S s 2 G g
et: (cos x +1sin x)* = cos* x + 41 cos” xsin x — 6 cos* x sin® x
— 4i cos x sin® x + sin* x.
Dou : cos 4x = cos* x — 6 cos? x sin® x + sin* x

sin 4x = 4 cos® x sin x — 4 cos x sin® x.

Comme sin? x = | —cos® x, on a:
cos 4x = cos* x — 6 cos? x(1 — cos? x) + (I — cos? x)3,

cos 4x = 8 cos* x — B cos® v + 1
|sin 4x =4 cos’ xsin x — 4 cos x sin’ x = 2 sin 2x cos 2x

d’ou :

" n n
St dx# - (m) el x#- (m), onacos4dx #0etcos x #0.

o

sin 4x 4 cos? x sin x — 4 cos x sin? x
Alors : lan 4x = - = — 3 —.-:L\:lvn -
cos 4x  cos* x — 6 cos? x sin?® x + sin? x

X;

Apres division du numérateur et du dénominateur par cos* x, on obtient :

[ 4 - 3
tan 4x = $he X = 4 tan” x
I 6 tan’ x 4 tan* x

e

e ——————————————————————————————
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I* Montrer les relations suivantes
o Cos nx = cos” x — CJ cos* % x sin® x + C* cos"™* x sin* x

- Cy 08" ® x sin® x + C¥ cos" * x sin* x -
o sinnx = C, cos" ! xsin x - C? cos” ? x sin® x + C? cos" * x sin” x

- C; cos” T xsin’ x +.

ot le dernier terme de chaque expression dépend de la parité de n.
2° En déduire
a) cos nx = P, (cos x),oi P,(cos x)est une expression polynomiale en cos x de degré ndont
le coefficient de cos” x est 2" !
b) sin nx = sin xQ, _,(cos x), oit Q, -, (cos x) est une expression polynomiale en cos x de
degré n — 1 dont le coefficient de cos™ ! x est 2",

LINEARISATION DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

Il s"agit d’exprimer cos” x sin! x comme somme de termes de la forme
a, cos nx + b, sin nx.

On utilise les formules d’Euler et la formule du bindme de Newton :
cos? x = X L ) et sinfx= c"‘_:g—"‘)'
X = 5 sin? T

Exemples

ix fx\ 2
+e L., .= i |
e COs? x = (——) =—(e*+2+4+¢7'?9)= 3 (2 cos 2x + 2),

d'ou : cos2x=;(coslr+l)}
o sin® x = s e 2= —l(c”‘—7+c"=’)= —1(2C052t—2)
' 2i 4 - 4 ’ y
e g 1 ‘
dou : snn’x:i(l—cosh)‘
ix -ix\ 3
| |
o COS3 X = (c +’c ) =§(c"‘ +3e*+3e e )= 3 (2 cos 3x + 6 cos x),
ot 51
dou : cos x=z(cost+3tosx)
f ulx -ix\3
|
o sin® x = (%—) = == (e 3 e 4 Je r_ e i3y
2i 81

:
== (2 sin 3x — 6 sin x),
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[ .
d'ou sin' x = 4 (sin Ir — 3sinx)

e V=¢cos x sin* x
1A}

e 4+ c M e + e 4 | ) E
- ( - )( , ) = (e +e )" -4 +6—-de ' 4 e 4y
7 ] .

2 21 ) 2
d'ou :
y = ,‘L““ .‘cl‘.n4 (‘cu 4(.‘ xie 1A xcilu -‘C“‘hl‘ hx _ 4‘_ 13 Fe 15
b
l .
= 53 (2 cos Sx — 6 cos 3x + 4 cos x).
1
Finalement : y = 54 (cos 5x — 3 cos 3x + 2 cos x).

Dans tous ces calculs nous avons utilisé :

e’ +e "™ =2cos px el ¢P—e " =2jsIn px.

EQUATION acosx+ bsinx= ¢

1 a et b designant deux nombres reels tels que a* + h* # 0, posons r = /a* + b, |
existe alors un reel ¢, défint modulo 2r, tel que a =rcos @ et h=rsin @ : ¢ est un
argument du nombre complexe a + ih. Une valeur approchée de ¢ s'obtient i I'aide dune
table des fonctions trigonométriques, ou d’une calculatrice.

[l s'ensuit, pour tout réel x : a cos x + b sin x = r(cos Y cos ¢ + sin X sin @).
Comme cos (x — @) = cos x cos ¢ + sin X sin ¢. on obtient :

acos x +bsinx=_ a® + b? cos (x — Q).
2° Soil 4 résoudre dans R I'équation a cos x + b sin x = ¢, ot a, b, ¢ sont des réels
donnés tels que (a. b) # (0, 0).

Onaalorsa® + b* # 0 ce qui, avec les notations précédentes. nous rameéne i la résolution
de I'equation :

¢
COS (X — ) = — —,
-
Ja +b
Discussion :
@ Si [——=———/|> |, I'¥quation na pas de solution.
N .
i ¢ <1 il exi
® l ——_—— » e A - 1 -~ o » 1o .
TEp < Labexiste un réel 1, unique de l'intervalle [0, n] tel que :

e
€OS lg = ——e—

N a® + b?
On résout alors : cos (x — @) = cos I
L'ensemble des a5t - [ 5 =
des solutions est : |1, + @ + ki2rn, k,eZ) Ul =g+ g ky2m, kyeZ).

Une autre methode de résolution sera donnée page 84.
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B Exercice résoly

Rn'w'llllf(‘ dans

R 'équation cos x +

Onaa=1elh |

} d'ou Cos @ =

En choisissant

On est done ramené 4 |

Choisissons 0451 comme
approximatives de (1) est alors -

E n
1045 o
' lﬂ*}H\,Zn.l\l‘,.l )

® Exercices d'application

18 . Lincariser les expressions suivantes
cos” x sin x;  sin’ x cos® x;  cos* v sin® x:

: hs

3 cos® x sin® x — 2 cos* x sin? x

6. Lineaniser les expressions suivantes -
33m Im 2
2%m cos?™ x: (= 1)"2%™ sin®™
1

T T R T 4 .
cos 3 (=N gnimeliy

i

Ol m est un entier naturel,

7. Transformer en un produit les expres-

sions

cos (@ + b+ ¢)+ cos a+cosh + cos c:
sinfa+b—c)+smib+c—a

+Sinc+a—b) —sinfa+b+¢)

. Simplifier I'expression :
sina +sin3a+sinSa+ . +sin(2n— la

cosa+cos3a+ ..+ cos(2n— la

VI — RACINES n-iemes

RACINES n-iemes DE L'UNITE

Casn=2

= et sin o

n / n
1+ on obtient : cos x + 3 sin x = 2 L.“\( ol l

VAsinx = |8

3
N

3

a resolution de I'equation cos ( X — = ) 0.9

valeur de 1, telle que cos 1, = 09. L'ensemble des solutions

-

0451 + & + ky2m, kyeZ b

[ S

9. Ensupposanta + b + ¢ = x simphfier les
expressions
sin @ + sin b — sin «
sina+ sin b+ sin ¢’
| 4+ cosa+cosh—cosc

40.  Calculer la somme

n in b} 4 " r
. “ 4 “
S=sn*—+4smn +sin + S o
S=s 8 8 8 ]

~1. Resoudre les equations

V2 cos x b /3 sin x | =0,
2cos x+ Ssinx +2=0;
\2cm\¢\1s|n\=l.
cos x +sinx = |,

\3cos\~\13sm\' 2

On se propose de chercher les nombres complexes = tels que @ z° = 1.

Commez® — 1 =(z— 1)(z + 1), I et — |sontles racines carrées de I'unité. Remarquons

que leur somme est nulle.

Casn =13

Les nombres complexes = tels que =* = 1 ont pour module 1. 1ls sont donc de la forme ¢

et verifient ¢? = 1 = ¢, c'est-i-dire 30 =0 (2n), d'ou 0 =

W

2n
——, avec k entier relatif,

—
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kln

T . e’ 3 » L Aan
Les racines troisiemes de |'unité sont donc les complexes delaformee” 3, lorsque k décryy

A2n R

Z. Posons w, =¢ 3 = (o) :
o Wy =1,

5 V3 sénéralement noté |

v d o & > o y o - ol o :
sw=¢c3 = +1 .7 le complexe w, est genc

an l i " '
swy=e¢3 =—-—i \, : remarquons que @, =J° = J.

e wy=1, w,=w;, Ws=w,.

: 2 > » @ > o]
Plus généralement tw;, = Lws,. ) =) @Wape2 =) -(‘"_“mt ll)U( ""mhf% entier rg.l.mf_b.
I'une des formes 3p, 3p + 1 ou 3p + 2, avec p entier relatif, les racines cubiques de I'unite
sont 1, j,j% On pose Uy = {1,],1% }.

Propriétés :
L1+j+j2=0.
L2 -1=-)+z+1)=(-1)z-jEz—j*

3. Désignons par U, I'ensemble des racines cubiques de
I'unité. Le produit de deux éléments de U, I'inverse d'un 1
¢lément de U, sont aussi des €léments de U ;. —]
On le vérifie en considerant le tableau croisé ci-contre, ot ]
'on met dans chaque case le produit des nombres
complexes qui correspondent a la ligne et la colonne de la i
case.

b e o
j 2
4. Représentation géometrique des raci-
nes cubiques de 'unite.
De | +j+j* =0, il résulte : B
e e, ), M(j)
OA + OM + ON =0.

=],

De plus (figure 14) :
OA=0M=0N = 1;

| , , =
OH =2, AM=MN=NA=3 H 0/
Les points A, M, N, images respectives de

]

A(l)

1, j, j°, sont les sommets d'un triangle

.y s nre NG?)
¢quilatéral  inscrit  dans  le  cercle
trigonométrique.
Figure 14
Casn=4
Les nombres complexes = tels que z* = | ont pour module 1. Ils sont donc de la forme e

-~

et vérifient e’ = 1 = ¢, c'est-d-dire 40 = 0 (2x). d’ot 0 = I\jn.:lvccl\ ¢lement de Z. Les

klxn

racines quatriemes de I'unité sont donc les complexes de la forme ¢' 4 lorsque k décrit 7




n
5

Nombres complexes

Aln
b
Posons w, = ¢' 7 = (0 )!
o wy=1|;
.
= p'3
oW =2 =j;
.2
e (W) =1" =
) ;
o Wy=1" = ¥
e y=1 ws=i, wy=~=1 @, =—i
) snerale
Plus généralement :
= 1%r 1 |
w - = = 4Pt ¥a S
Dgp =1 L 04y =i =i, 04, =i%"m =1, @4, =i"" =i

Comme tout entier relatif a 'une des formes 4,: 4p + 1, 4p + 2, 4p + 3, avec p entier

relauf, les racines quatriémes de I'unité sont |1, I, —i.

Onpose:  Ug={li, -1, —il. b ‘ - 1] —i

On constate : wg + @, + @, + w, = 0.

Les images des . s I I "'l"
€S 1mages des quatre racines quatriemes de l'unité |

sont les sommets d'un carré inscrit dans le cercle o =

trigonometrique. l I

Le produit de deux ¢léments de U,, linverse d'un == [ ] 2R T i

¢lément de U, sont aussi des éléements de U, comme |

le montre le tableau croisé ci-contre. =301 =4l .3 i |—1

m Exercice résolu

Déterminer les solutions complexes de l'équun'ml P2 +2+z+1=0.
Pour tout nombre complexe z, ona: (z — 1)z} + 2 +z + 1) =z* — L

Les solutions de ILqudlmn sonl dom, ccllcs de z* — | = 0 privées de 1. L'ensemble des
solutions est donc {1, — I,

Cas général

Soit nun entier naturel supéricur ou égal a 2. Les nombres complexes z tels que 2" = 1 ont
pour module 1. Ils sont donc de la forme ¢" et vérifient :
0

e =1 =¢ clest-a-dire no0=0 (2n).
.. k2m )
Dot 0 = —, avec k entier relatil.
n

k2n

- : L
Posons w, = ¢ . Ona:o =(m).

Tout entier relatil k a 'une des formes np, np + 1. ..onp +r,.,np+n — 1,0l pest un
entier relatif.

Ona: Oppor = ()" = ()" (@) = (@)(@,) e of=L

Donc w,,,; = (0,) = o,, avec r entier naturel compris entre O et n — 1, au sens large
(Cest-a-dire0<r<n—1)
k2=
- \] He 1 oe .

Les racines n-iemes de I'unité sont les complexes de la forme e' » | o0 k est un entier naturel
compris entre 0 et n — 1, au sens large.

De plus, si r et r’ sont deux entiers naturels distincts tels que 0 <r<n—1 et
0O<r<n—1, on a 0<|r—r|<n il ne peut donc exister d'entier relatif p

tel que r —r' = pn.

e e e T T e T T T e S S T T e e
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X

rin r'da .l 4 ; |
Ainsi e #¢ ». car sinon il existerait un cntier [rc atif p tel que
2 r2n y

= p2r, soit r — r’ = pn, ce qui nest pas
n n
Aldm
L [ J < .I » .
THEOREME 4 Les racines n-iemes de Punité sont au nombre de n, elles s’écrivent sous la forme e » . ou k

est un nombre entier naturel tel que 0 < &k <n — L

U, désigne I'ensemble des racines n-iemes complexes de l'unite

Propriétés

1. La somme des racines n-icmes de I'unité est nulle.

Posons @, = ¢'». La somme § des racines n-iemes de I'unite est :

: 3
S=14+w +o]+.+d

De Iidentité : (1 — 2)(1 + = + 22 + ... + 2"~ ') = 1 — =", pour tout nombre complexe =. il
] —2*
o T b

résulte pour z différentde 1 : 1 + z 4+ 22 + . +2" ' = ==

1 — ()"
~ 1 vh Lo
Commew, # l.ona:l +@, + 0 + ..+ o] '= _cor(w,) = 1,dot:S=0.

| 1 1 1 l w 1
—- 1

2. Les images des racines n-iemes de I'unité sont les sommets d’un polygone régulier
convexe de n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique.

ris

Si A désigne I'image de | et M, I'image de ¢' = pour r entier naturel compris entre | et
n— 1, on a (figure 15) :

. 5 = == 5 — . — 2n
OA +OM, +..+OM,+..+0OM, ;=0 et (OM, OM,, )= (2x).
n
. l‘
3. Siz etz sont dans U,,
22 =22"=]
donc =z appartient a U,. M,
De plus, si z est ¢lement de
i ,
Usy —=2, car z cst de -
" 1
mndulclcl(» ):, = [, 2
= i 2niny A |4
| X’ O X
donc - est ¢lément de U,
Remarquons que : M
| (n ri2n l
rix ¢ ” )
L‘. " ‘iln 2
Figure 15 Vv

Le produit de deux éléments de U,, I'inverse d'un élément de U,, sont des éléments de U
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RACINES n-iémes D'UN NOMBRE COMPLEXE

Soit 7 i
It Z un nombre complexe et n un entier naturel non nul
On appelle raci /
ppelle racine n-ieme de 7 tout nombre complexe : tel que " = Z.

Si Z est nul le seul nombre complexe = tel que =" = 0 est 0
Supposons ' 7| ' [ : :

pposons Z nonnul. Z = |Z| ¢ Pour quez = |z| e’ soit racine n-ieme complexe de Z, 1l
faut et il suffit que :

‘-'IH cmu - l/[ C“’.

cest-d-dire : [zl =121 et nl=¢ (2m),
hl

ou encore : =7 e 0=2+ L2
n n

avec k entier relatf,

L'ensemble des racines n-iémes de Z est donc I'ensemble des nombres complexes de la

= ¢ k2=
ans /i Jil=r— R
forme: /17| e (n n ) lorsque k deerit 7.
C i I(cv ; lZu) o — ‘? 11_21 - |m oy
omme J/|Z| ¢'\n " w ) = /|Z| ¢'n ¢ sion pose z, = J/|Z| ¢'n, les racines n-icmes
A2n A2m

de Z s'¢ccrivent sous la forme =, ¢'7n , ol 2, est tel que zf, = Z et oli ¢’ » est une racine
n-1eme de l'unité.

On peut donc énoncer :

Tout nombre complexe non nul Z = |Z] ¢'* admel n racines n-iémes qui s’expriment sous
la forme trigonométrique :

THEOREME 5 s
2 e'(;. *h )‘

ou k est un entier naturel tel que 0 <k <an — 1.

Propriétés
1. Soit Z un nombre complexe non nul. Considérons une racine n-icme ¢ de Z.
Ona: =z (1

Pour que le nombre complexe z soit racine n-iéme de Z, il faut et il suflit que
- n -

= = Z,cest-a-dire d'aprés la relation (1) () = 1.1l fautet il suffit done que - soit racine
C (

n-iéme de l'unite.

Nous pouvons conclure :

Les racines n-iemes du nombre complexe Z s’obtiennent en multipliant 'une d’elles par les n

racines n-iemes de 'unité.

REMARQUE :Siz, et z, désignent deux nombres complexes non nuls et n un entier naturel, pour
que =} = =3, 1l faut et il suffit que ( ! ) = 1, c'est-a-dire que —- soil une racine n-ieme de Funite,
2. Les images des racines n-iémes du nombre complexe non nul Z sont les sommets d’un
polygéne régulier de n cotés inserit dans le cercle de centre O et de rayon [/ |Z].

Cette propriété résulte de la représentation geometrique des racines n-iemes de 'unité.

T ——
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’ —_e - s Cela ré o
3. Lasomme des racines n-iémes d'un nombre complexe non nul est nulle. Cela résulte de

la propniéte 1 et de la propniete vérifice par la somme des racines n-i¢émes de 'unite

m Exercices résolus

I.  Déterminer les racines cubiques du nombre complexe 1 + 1.
- A
|

On peut écrire : 1+i=,/2¢4
n kln

. \ P, L <9 doie

Les racines cubigues de 1 + i sont donc : /2 ¢'12¢"3 pour 0 <k <2, dou:

I

n’\' R o
NE cos—‘,+s|n I:

t
"
|

6/3 1T 0 oo LW
=\~ tOS—i’ + 1 s Tz— =

2. Déterminer les racines n-iemes de — 1.
L3 k2n

On peut écrire : — 1 = ¢' Les racines n-iémes de — 1 sont donc e'n x e' n  avec k entier

naturel tel que 0 <k <n — L.

3. Résoudre dans C, l'équation :

z+ 1\ [z-1)°
—— ) +{——=) =0. (1)
(: l) (: + 1
. — = z+ 1
Les solutions de (1) sont différentes de 1 et — 1. Posons Z = ———.
z—1
50 1 e
Nous sommes ramenés a résoudre : Z2 + 7= 0, c'est-a-dire Z° = — 1.
y o ’ B (: ,‘ﬂ‘)
Les solutions de cette derniére équation sont définies par Z = ¢'\& " 6 /, avec k entier
naturel tel que 0 < k < 5.
Les solutions de I'équation (1) sont donc déterminges par les ¢quations :

l E i cm..‘ (.,)

z—1

: n  kn
ou "‘=6+—1 et 0<kLS,

De la relation (2) il résulte z(¢'™ — 1) = | + ¢'™
On a donc pour chaque entier naturel k tel que 0<k <5 et 0,#0 (2n):

0

Ox L % cos —
| +e¢% ¢T(™"7 47 o . 2 _—
'—c-m* | =" [N [, d'ou 3:——;—:_|C0[ ==
ez2(e"'2 —-e'2) i gin 2t =

|S|n7

n 5Sn lln

n
CommepourO<k<5ona:-<6, < +—=
6 ({] 3 6

< 2m, les racines de (1) sont donc

I

‘n kn .
1 cot B + ,avee 0 < k < 5 et k entier naturel.

définies par : z

e ———
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RACINES CARREES D'UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL Z

Premiere meéthode - '
" d(“. Z =|Z| e'". Les racines carrées de Z sonl done, d'apres I'etude
encrale Zle'le o3 ’ .
g VIZ] €' el Vv 1Z| e'2. Elles sont opposées I'une de I'autre
Seconde méthode ; 7 = 4 4 ib, avec a et b réels
Le nombre co 2XE Z = \ 4 ' : ' /

re complexe z = x + iy, x et v étant réels, est racine carrée de Z si, et sculement

Si:(x + iy =a + ib; c'est-d-dire -

([x*~y'=a
[ 2xy = b.
Notons en outre que si z* = Z, alors |z|* = |Z|, donc x* + y* = /@’ +b7. Ainsi,
Z=X-t1y, xelyetant réels, est racine carree de Z si. et sculement si
xXX—y'=a ()
(x4 y2 = \;;: B (2)
2xy=1b ()
Les relations (1) et (2) donnent
\‘2=1(a+ a*+b) e 9 —a+/a +b) )
2 5 V et y'= 7( ¢ V@ ;

o Sib=0ceta>0, les deux racines carrées sont \/a et — /a.

o Sih=0eta<0,les deux racines carrées sont i,/ —a et —i/ —a.

o Si b #0, x et ysont déterminés par les relations (4) et sont de méme signe si b > 0
(d’aprés (3)). et de signe contraire si b < 0.

Exemple

Les racines carrées de — 7 — 24i sont de la forme x + iy, avec x et y réels et sont
déterminées par :

‘ \.: - ),2 =g
x? +y? = J49 + 576 = 25
{ 2xy = — 24,
dou : x1=9 y'=16 et xy<O.

3 —4iet — 3+ 4isont donc les racines carrees de — 7 — 241

Exercice résolu

; ;s o . : | 1
En exprimant de deux maniéres différentes les racines carrées de —= + ——. caiculer
bl

3
V= N
n I
cos — el sin —.
8 8
- 1 , FO . . ) | 1
]° — +—=cos—+1isin-., Les racines carrées de — + — sont donc
b /2 4 4 B 5
N & Ve afe
T . K ; n I
€Os — + i sin — el — Cos — — 1 8in —.
8 8 8 8
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I l 1 sculement si
‘ine carree de + §1, el scuieme
2 x4 iy, avee x el y reels, est racine Cé R =
- veE Ve
. ; |
X Vo=
-~
‘ \ .
x? + y? |
|
2x) -
=
V2
\ 3 S Bl b
3 I,l¢|‘-3,—\— ‘37“7\“C| \l'“
d()ll . X© = = ( = 1 1
2
Daprés le résultat précedent, on a donc :
2 D]
o 9 n 2 £)
n AR 2 Z v N
=N N sin — =
AR e o ) . -
Ct : = b s

< -

@ Exercices d'application

. > g ( " . Mns °
12, Calculer les racines carrées des nombres | 46.  Resoudre sur C les ¢quation

complexes suivants : =34 4iy 224+1=0;
i 1+i; 9+40i; 7—241; 4i—3; li—=iN2 o fa—=iN> . fz—~3)
5 i 15 (I ').(’ )+( ,)+|_()_
1 41 1 2 - z + Z+1
g b = s Hi Z+ 1, =+ 1 \
=i 2 2 2 1 +12\* 1+i1a : -
) - —, ou a est réel:
r43. Calculer les racines cubiques des nombres | —iz) | —1a
\ complexes suivants : =P —(z+if=0;
. —i 140 24110 4/2(—=1 +1) [ i-\" / i=\"
3 | 1 4 +(1— = ().
44, Deémontrer que : b ", ; n)
+2 | -
(L4 —=(b—qf 32 i p 47, Caleuler :
1 4 | n 4n br
. S =cos + Cos + €OS —.
ou n est un entier | 7 7 7
b
5 & € St atiidme . 2n 4n 6n
45.  Determiner les racines quatriémes de ‘ §" — sin s + sin —
fi n 7 7 /
4 En deduire co 2t CO : " ”
2 2 £5/0¢duire;con 24 008 12 (On pourra considérer § +157)

VIl = EQUATION DU SECOND DEGRE
FORME CANONIQUE D'UN TRINOME DU SECOND DEGRE

Considérons le trinome du second degré az? + bz + ¢, ol a est un nombre complexe non
nul et b et ¢ deux nombres complexes quelconques

Pour tout complexe z, on a
s , b ¢ { b\* h? c
az ",’:‘(‘_—(l(f'{ z 4 )—,,“ (:’ ) - =
1

(z+ ”)" b — dac
7" 24 4a° (1)

Le second membre de cette égalité est appelc forme canonique du trindme a2 + b= 4

Par suite : az’ + bz +c=a

RN NN SR
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RESOLUTION SUR C pg L'EQUATION a2

Dans cette equ

+bz4c¢c=10

aton, a, h. ¢
& . ¢ sont des nombres complexes donnés ¢t a n'est pas nul

i ) .
Designons par d une racine carrée complexe de h?

dac. La relation (1) s'écrit

az? 4 bz + ¢ = .4[(; 4 b ) d°
J(I -‘u"

b d b d
=gl r 4 — = : 4
((\ 2a lu,)(- 2a . Zu‘)‘

Ainsi, la résolution de az? + bz 4 ¢ = 0 se ramene a celle de :

(54280
- . =

/

Or. po i it de . : ¢
o pe Uqull un produit de nombres complexes soit nul il faut et il suffit qu'au moins un
¢s nombres complexes soit nul, donc les solutions de I'équation az? + bz + ¢ = 0'sont
-b+d —b-d _
3 et " Elles sont ¢gales si d = 0 et distinctes sinon.

-

On peut donc énoncer :

Soit a, b, ¢ des nombres complexes tels que @ # 0.
L'¢quation az’ + bz + ¢ = 0 a pour solutions :

et :: e o)

ou d désigne une racine carrée de 4 = h* — dac.
o Sib* —dac #0,alors z, # z,.

: b ”
o Sib*—4dac=0alorsz, =z, = — 2% o dit que I'équation a une racine double.
Le complexe 4 = b* — dac est appelé le discriminant de I'équation az® + bz + ¢ = 0.

REMARQUES :

1. En effectuant la somme et le produit des racines z, et z, de I'équation az* + bz + ¢ = 0. on
obtient :
~ b ¢

Zi+z5= el 2,2, =

d u

Réciproquement, si a, b, ¢ sont trois nombres complexes donnés (a # O)et st les nombres complexes

c . .
u, el uy satusfont u, + uy = ettty =, alors u, et uy sont les solutions de Fequation
- a Tooa

2

az* 4+ bz + ¢ =0.
En effet, a(z — iy )(z — u;) = 0 admet pour solutions u, et u,.

Or alz — uy)(z = uy) = a(z* = (uy + uy)z + uyuy)
=az* + bz +c.

3

2. Si. dans léquation b = 2", alors d” = 4(b"* — ac) = 4d"*, 00 d™ = b* — ac,d’ éant une racine
carrée de A = b* —ac. On a alors :
—W+d sy

= ' 2

u da

Le nombre complexe 4° = b T ge estappele le diseriminant reduit de I'équation az? + bz 4 ¢ = 0.
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RESOLUTION SUR C D'UNE EQUATION
DU SECOND DEGRE A COEFFICIENTS REELS

bres réels (@ # 0), le discriminant 4 de I'équation

Si les coeflicients a, b, ¢ sont des nom \
4 et W 1, el s'il est

0 est réel. S'il est positil, ses racines carrces sont

az* + bz +c=
fet —iy/—4

négalif, ses racines carrees sont 1y

I résulte alors de I'étude précédente
Pour toute équation az’ + bz + ¢ =0, o a est un réel non nul et b, ¢ deux réels

quelconques :
e Si 4 = b* — dac > 0, I'équation admet deux solutions réelles distinctes :
b+ 7

-
~ ot ———
2a 2a

—b .
o Si A4 =5 dac = 0, elle admet une seule solution : 5 réelle.

e Si A= b — dac < 0, elle admet deux solutions complexes conjuguées :
—b+i/-4  —b-i g~
2a ’ 2a :

Exercices résolus

1. Résoudre sur C : z* — 2z cos ¢ + 1 = 0.
Calculons le discriminant réduit : 4” = cos® ¢ — 1 = — sin® @.
Les solutions sont donc : cos ¢ + 1 sin @ et cos ¢ — i sin .

2. Résoudre sur C : 3x* +2x +2 = 0.

Calculons le discriminant réduit : 4" =1 —-6= —5=1(1 \/'5)1.
_ g [y
Les solutions sont donc : . N et —~5 N

Résolution sur © de |'équation acosx + b sinx=c¢
ou a, b, ¢ sont des réels donnés

). 4 1 -
On pose z = ¢os x + 1 sin x; on a alors - = cos x — i sin x, donc :

(=2 ]) 5 s ).

On est alors ramené a résoudre I'équation :

(o)

\

COs X =

PO =

avec la condition [z = 1, c'est-a-dire a résoudre I'equation du second degré :
(a—bi)z? —2cz+a+ib=0
1.

avec la condition |z|

2 )

On cherche alors les racines carrées de A" = ¢* — (a — ib)(a + ib) = ¢? — a® — b2
(A noter que A" est réel) On termine la résolution de I'équation du second degre. On
a+1b

remarque que le produit des racines est — = ct que ce complexe est de module 1. Ainsi
a—1 o
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si I'une des racines : ; iffé
4 un module different de 1, I'autre a avssi un module différent de 1

Exemples

eCOSX+3sinx=18p .
8. Posons : z = cos x + i sin x. On est ramené & Féquation

TBATARTN

soit : (1 =322 =36z4+14+3i=0

Calculons le discriminant -

A= (L8 — (1 = 3)(1 + 31) = (1.8)* — 10 = (2,61)

D'ou : 2= 18+26i (L8 +26i)1 +3i) —6+8i
I —3i (L=301+3) 10 °

o 1.8 -_Z.bl _ (8 =260)(1 + 31) 9.6 + 2,81

PTOUIS3 T a-3pi+3n 10

On verifie que z, et z, sont de module 1. Ceci est le cas dés que 4" < 0. Ce cas correspond a

¢
;"'a_’; bk’ < | (voir partie V, page 74).

Les solutions de I'equation sont définies par :
cosx=—06 et smx=08
ou cos x =096 et sinx =028
On les détermine, modulo 2r, & l'aide de tables trigonométriques ou d'une calculatrice :

x=x 22143 + k2r, x x~ 02838 + k2n, kel.
e €Os X + 3 sin x = 4. Posons z = cos x + 1 sin x. On est ramené a I'équation :
(1=3)z22-8+1+3i=0.
Calculons le discriminant : A" =16—(1 =31 + 3) =6

Les racines de I'equation du second degre sont :

446 @ /o +3)  @= 630

L= T 10 = 10
On remarque que : |z,| > let|z,| < 1. L'équation cos x + 3 sin x = 4n'a donc pas de solution. Ce

cas correspond a

_(,_ — ‘ > | (voir partie V, page 74).
2 hz
vV

7
‘a

Exercices d'application

48.  Soient z, ', u des nombres complexes tels T 2k e 2kn 0
que u’ = zz’. Montrer que : S T L (@a>
Iz + |2 = St B TN ] +ul. et le point M d’aflixe :
.,

s
- z=r(cos 0 +1sinf) (r>0)

rprétation géométrique. ¢
(inteeprtation 3 quey) a) Démontrer que :

9. Trouver tous les couples de complexes
‘ 2 '_' p f-a"=@cz—-az-2z) .. (z2—=2,-y)

(z, 2') tels que V"'f::'l = |~—"|. Remarquer que

2 b) De la relation trouvée pour a = 1, deduire :
cette relation cs: conservée par similitude et R NS T e
s oser |zz'] = 1. sin — sin — ... sin =n2'""
supposer |zz'] e =
50. Dans le plan mun d'un repére ortho- 5 i e T
normal direct, on considére les points | ¢t sin — sin — .. | nd) . L
A, (0 < k < n) daflixes : | 2n 2n 2 Pl
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51. Résoudre sur C: .
l—(3+21):+5+|:0;

'._a):
o) 2 -2i-13=00
n €) iz24+(1=Si)z+61—2=0

d) 128 + (41— Pz 4+1—-5=0;
o e)
5 1)
57 Résoudre sur C:
a2t +2+1=0;

c)

(l—i)::-2:—ll+3i=0.

réel.

.1 ./3
53, Soitj=— +1°5
Calculer :

(x + v+ 2)x + yj + 7 Nx + it + 2.

54, Résoudre sur C I'¢quation :
42 + 8131 -3 =0.

TRAVAUX PRATIQUES

(l+n:’-(5+il:+6+4i=0:

py 2+t +1=0;
g0k - & : -
#—2 +iad)+1—a*=0, ou a ©

Mettre sous forme trigonométrique Jo somm
deux solutions quelconques e de

| 55 Résoudre sur C I'équation -

2 42— 1022+ (25— 19i)z — ¥(| < Bijup

\
|
I .
| sachant qu'elle admet une racine ree]e.
' 56.  Reésoudre sur (

[g) =P =x+1=0;

| B) 1 4+2v4+2x7+2x 4+ .+ 20" 1 4 it

l! 57, [° Reésoudre sur € I'équation -

i (22—4z+5)+i(z+ 1) =0,

| 2 Résoudre sur € I'équation :

‘ 224z +5P+ (24 1)2 =0,

3* En deduire qu'il existe des reels A, B, C.p
quon déterminera, tels que

YxeR (x* —4x + 57 4 (x + 1)?
=(x*+ Ax + B)(x* + Cx + D)

PROGRAMMATION

Réponse (T1-62)

1° On considére un nombre complexe z = x + iy, oi X et y sont réels, et un entier naturel n,
Programmer le caleul de (x + 1y)" en utilisant les fonctions de conversion coordonnées rectangulaires-

coordonnées polaires, coordonnées polaires-coordonnées rectangulaires.

_____

w
-
[\
~
H

-
[\l
~
H
“

efface les programmes antérieurs

met en mode programme

mode de conversion ¢n coordonnées polaires
entre x et y

caleule r puis " et place r” dans la mémoire 3
calcule 0, puis ni et place nl) dans la mémoire 4
mode de conversion en coordonnées cartésicnnes
entre " et nl

calcule Re (z")

calcule Im (27)

place le pointeur en 0 pour 'exécution

-

1 [s0] 2 18 [s0] 0

$10

@@E’st

exécution : caleul de (24 i)'® = 4 +iB
entre 2, 1, 18 dans les mémoires 1. 2.0
afliche 4 = — 922077

alliche B = 1721 764
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Z Caleuler (3 +2i)'%, (=3 425, (1-i% (1-2)", B—4i)", (V2+i)'
3° Montrer que le programme du 1° s'applique lorsque l'entier n est négatif.
. 3 4\°'8 A1 1
Calculer (4 —3i)"%, (1+20)7 ' [ =242 (_\_‘__‘
) 5 i S 2 i :

4° Montrer que le programme du 1° permet de calculer une racine n-iéme de =. L'utiliser pour traiter les
exercices 42, 43, 45,

CONSTRUCTION D'UN PENTAGONE REGULIER A LA REGLE ET AU COMPAS

n
I° Onposew, = ¢'s . Déterminer I'équation du second degré qui admet 2 = o, + & et ff = o} + o}
pour solutions.
2> Considérer le pentagone régulier dont les sommets sont les images des racines cinquiémes de
'unité : A(l), M(m,), N(@}), P}, Qlw}.

Soit H le point d'intersection de x'Ox avec (MQ). Montrer que OM + 0_&= 20H.

S e —1-./5
—:\’—. Montrer que cos — = - teg

En dédui 2n
n dédui — =
eduire que cos 3 3 2

1
3° Beétant le point d'affixe i, le cercle de centre Q. d"afftxe — 5 passant par B, rencontre x'Oxenl et J.

Montrer que Ol .0J = -1 e Ol +0J = — 1.

4° En déduire une construction a la régle et au compas d'un pentagone régulier.

RESOLUTION DE L'EQUATION DU 3¢ DEGRE

1° Soit I'équation ax® + bx?* + ex 4+ d = 0, oti a, b, c. d sont des nombres complexes tels que a # 0.

On pose z = x +i.
3a

Montrer qu'on se raméne ainsi a la résolution d'une équation du type

ou p et q sont des nombres complexes.

Montrer que l'équation (1) admet au moins une racine réelle lorsque p et g sont réels.

2° z etant un nombre complexe satisfaisant (1), on pose = = u + v, avec 3uv + p = 0. Montrer que
u? et v* sont les racines y, et y, d'une équation du second degré que l'on formera. Comment faut-il
associer les racines cubiques de y, et y, pour que leur somme soit racine de (1)?

Effectuer les calculs lorsque p et q sont réels (distinguer les cas 4p* + 27¢% > 0 ¢t d4p* + 274 < 0).
Retrouver les formules de Cardan (page 49).
Résoudre sur C les équations x* —2x —12=0 et

Dapz+q=0 (1),

x}—15x—4=0.
s : ; o e s I nf3
3° a, f, y désignant les racines de (1), démontrer que z = (x + fiy + 1*)%, o j = — 5 +i-5-, ne

prend que deux valeurs z, et z, lorsque l'on permute x, f§, y de toutes les maniéres possibles.
Former l'é¢quation du second degré admettant =z, et z, pour racines. En déduire une méthode de
résolution de (1). Effectuer les calculs lorsque p et q sont réels.

4° a) Enexprimant cos 3x comme polynéme en cos a, montrer que l'équation cos 3z = a se raméne d

une équation du troisieme degré du type x* + px + q = 0, avec 4p* + 27¢* < 0, lorsque l'on suppose
lal < 1.

b) Réciproquement, étant donnés deux réels p et q tels que 4p* + 27¢* < 0, montrer qu'il existe des

; 2n S A
réels p et @ tels que (1) admette pour racines : p cos ¢, p cos | ¢ + 3 ) Peos|e K 3 . Calculer

p et cos 3 en fonction de p et q. Résoudre sur € 'équation x* —4x + | = 0.
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7 58.
nombre complexe tel qg i*=
jo Calculer | 5 + iy 3)
2 Détcrminc; les nombres réels a, b tels que -
7 11 74
(a+ i) = 7 5\.;31.
complexe -

\', 59, Dans cet exercice, Z désigne le nombre
o™ 2n

c0s 5 +isin 5
0. En deduire Ia relation -
P e 0.

Z* sous forme trigo-

Jo Vérifier que 72 =1=
14+Z+22

2 g) Exprimer z 2% 2
nométrique. —

b) Démontrer Jes egalites

n 5 5 4n
Z+Z+=2005% ot Z*+Z =208 5

tats des J° et 2° pour trouver u;c
n

30 Utiliser les résul :
?
, puis montrer que cos &

"
relation entre cos = et cos =%
0; en déduire la

est racine de l'équation axt+2x—1=
2n

valeur de cos 'L

oit n un entier strictement positil, ¢ un réel
nant a ]0, [ ; on pose:

2 9 4 cos® 0 cos 20 + - + cos” 0 cos pU
+ ... + cos" 0 cos nf),

20 + ... + cos” 0 sin pll
4 .. +cos" 0 sin no,

60. S
apparte

§, = cos

S, = cos  sin 0 + cos® 0 sin

I, =S, +iS..
est la somme des n premiers termes d’une

Montrer que X,
lexe, dont on donnera le premier

suite géométrique comp
terme et la raison.

En déduire la valeur de Z,,
et 0.

At N
(On montrera que S, = . ,gs_li‘ fo)

61, On rappelle que si 3
3 g est un nombre com
différent de 1 et n un élément de N : plexe

puis de S, en fonction den

l+q+q* + ..+

Soit t un ¢élé - z ¢
-+ élément de [0, x]; on pose pour n élément de
Cl) = L cos kt et S,(1)= ) sinke

k=1
k=1

EXERCICES E

- pROBLEMES

I° Calculer le nombre complexe C,(t) + iS,(1).

» En deduire -

=0\ C,(0)=nm
.ont (n+ 1)t
sin o cos ——2—-‘

&

si !

c(y=— 7
sin
~

&

si te]0, n],

62. Calculer :
A=+ Ca
B= (&

+ iB et poser z = €05 X +1sin x.)

- n
cos X + C . cos 2x + ... + C7 cos nx,
sin x + CZsin 2x + .. + GG sin nx

(Considércr A
uite de nombres complexes définje

— 2./2(— 1 +1) et les conditions
tier naturel n, unreprésentant de

63, Soit (Zonen las

ar la donnée de Zo

suivantes : pour touten

. - %

J'argument de z,+1 appartient d I'intervalle 5 ,[] it
Zp+1 = 2

J° Déterminer le module et

=Inr,, ou Inr, désigne le

2° On pos€ Ty =_|z,,l et v,
Jogarithme népérien de . Montrer que (v,),x €st une
suite géométrique.

un argument de z,.

IMAGE D'UN NOMBRE COMPLEXE
1
On d 7= it M Ti
64. n donne G—az-id Soit M I'image du

nombre complexe Z, dans un repére orthonormal.
Construire I'ensemble des points M tels que Z soit un

réel.
65. Le plan coTElexc P é
orthonormal (0, i, j), on considére :
o le point M daflxe z = x +ip, x ety réels;
o le point M’ d'affixe 2 =x+ 41y
o lc point A d’affixe — 7;
o lc point B d’affixe 5
1° Quelles conditions doit veérifier z
M #Aet M" # B?
Ces conditions étant remplies, on appel
contenant les points A et M et ¢’ 1a droitc conten
points B et M".
2° N],on(rer que 7 est paralléle a 9’ si,
z+

= R*.
z' — 5
En .déduirc I'ensemble €,
d:mlc's 7 et 4" soient parallél
7 Déterminer, de la méme maniére, I'e
points M tels que les droites & ¢t
perpendiculaires. Construire C,.

tant rapporté au repére

pour que I'on ait

le @ la droite
ant les

¢t seulement sl

des points M tels que les
es. Construir¢ Cy»
nsemble Ca des
¢’ soient
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66. Soit # un plan rapporté au repére orthonormal
(0, ¢,.€2) ‘

M est un point quelconque de 2, d'affixe z = x + iy.
Déterminer I'ensemble des points M de 2 tels que :

[(1 + i) — 2i| = 2.

67. Le conjugué d’un ¢lément z de C est noté =. Soit E
I'ensemble des éléments u de C tels que :

u+u+ uu=0.

Représenter I'ensemble des images des eléments de E
dans le plan complexe.

68. On considére, dans C, les complexes z, el z, de
module 1 et d‘argumcnlszrespeclil's ael f.
(zy + 22)

1° Montrer que = est un réel positil ou nul. Dans

Z122

quel cas est-il nul?

2° Soit deux points A et B d'un plan complexe d’origine
0 d’affxes respectives a et b (on supposera O, A et B non
alignés).

Calculer en fonction de a et b laffixe z du point I
barycentre de (A, |b]) et (B, |a|).2

z

3° A l'aide du 1°, montrer que o est un réel strictement
positif. )

Exprimer arg z en fonction de arg a et arg b. En déduire
que O est un vecteur directeur de la bissectrice de I'angle

—_—

AOB.

© 69. Soit # un plan orient¢é muni dun repére
orthonormal direct (0, é,, é,). A tout point P de # on
associe son allixe complexe p.

Soit 1, j, j* les racines cubiques de I'unité, ot :

'—coszn+isin21t
A 3

On se propose d*étudier la propriété (E) suivante, relative
a un triplet (4, B, C) de points de 2 :

(E) : les aflixes a, b, ¢ des points A, B, C satisfont :
a+bj+c*=0.

I° T; une translation de vecteur v définie dans 2.
Montrer que si le triplet (4, B, C) a la propriété (E), il en
est de méme de (Ty{A), TAB), TAC)).

2* Soit un triangle équilatéral dont les sommets A4, B, C
sont disposés de sorte qu'une mesure de 'angle (AB, AC)
soit %t Montrer que (A4, B, C) a la propriété (E).

3 Caractériser géométriquement la propriété (E).

70. Soit 2 un plan rapporté au repére orthonormal
(0, &,, €,). On rappelle qu'i tout point M du plan de
coordonnées (x, y) on peut associer le nombre complexe
z = x + iy appelé¢ affixe du point M.

Soit A, B, C, D quatre points du plan d’affixes respectives
2y, 23, 23, 24.

I°* Montrer que le quadrilatére (A, B, C, D) est un carré
81, el seulement si, les nombres complexes z,, 2;, 2y, Z4
vérifient les relations :

S

{:1—:,-::,—:‘

z3—2 = ti(z4 — z,).

2° Montrer, alors, que I'affixe z, du point I, intersection
de (AC) et (BD), vérifie :

(zy — 20)* = (25 — 2o)* = (23 — 2o)* = (24 — 20)*.

3° Construire le carré, dans le cas ou z,=1+1 et
2 +* 5= 0.
Déterminer les affixes z,, z;, z3, z4 dans ce cas.

71. On donne le nombre complexe u :

u=/2= fi-iS2+.2 @=-1)

1° Calculer u? et u*. Calculer le module et I'argument de
u*. En déduire le module et 'argument de u.

2° On considére un plan 2 muni d'un repére
orthonormal. A tout point M de coordonnées (x, y) dans
2, on associe son allixe z = x + iy.

Déterminer I'ensemble des points M de # pour lesquels
le module du produit uz est égal a 8.

72, ]° Quel est I'ensemble des nombres complexes z
vérifiant |z — 1| = |z + 1|? Expliquer géométriquement
le résultat trouvé, en considérant un plan orienté
rapporté a un repére orthonormal direct (O, i, v) et en
associant 4 tout point M(x, y) du plan son allixe z, c'est-
a-dire le nombre complexe défini par z = x + iy.

2° Soit neN*. Déterminer I'ensemble des nombres
complexes z vérifiant (z — 1)" = (2 + 1)

73. Soit C I'ensemble des nombres complexes et f
I'application de C dans C définie par :

{ .
VzeC, f(z)= 52 + ; z (z est le conjugué de z).

I° Préciser lapplication f o f et déterminer les
ensembles [ et N suivants :

ly={zeC[f(z)=2z}; N;={zeCjf(z)=0}.

2° Soit # le plan rapporté au repére orthonormal
(0, 1, ©). A chaque nombre complexe on associe son
pointimage dans 2. Soit F I'application de # dans # qui,
au point M image de z, associe le point M’ image de [(z).
a) Préciser F o F ¢l déterminer les ensembles 7 et 4
suivants :

@={MeZ[FM)=M); A={MeP/F(M)=0).

b) Démontrer que, pour tout point M de 2, le point
F(M) appartient & % ¢t que, pour tout point M de #
n'appartenant pas i 2, la droite (M, F(M))est paralléle a
A. En déduire la nature de F.

74.  On désigne par C le corps des nombres complexes
et par z le conjugué de z.

Soit f l'application de C dans C définic par f(z) = 2.
1° Quel est I'ensemble des nombres z tels que f(z) = 2?7
2 Dans le plan complexe rapporté 4 un repére
orthonormal (0, &, 1) on désigne par M et M les points
d'aflixes respectives z et f(z). Quel est I'ensemble des
points M tels que le triangle MOM’ soit rectangle en O?
Quel est I'ensemble des points M tels que M, O et M*
soicnt alignés?
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3" Déterminer I'ensemble des nombres complexes
images par f des nombres complexes de module |

4° Determiner et représenter dans le plan complexe les
points M, d'aflixe = telle que f(z) =1

75 Soit f lapplicaton de E=CN\/| —1) dans (
defimie par :

i r Iz

2= fl(z2) = -y
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal
(0, i, ©), on note M le point d'affixe =.
I* Determiner les coordonnées du point B dont I'aflixe
zy est telle que fizy) =1 + 2i. _
2% Soil zun élément de E. On noter le modulede z + i et
a une mesure de son argument. .
Exprimer la forme trnigonométrigue de f(z) —1 en
fonction de r et de
3* Soit A le point d'affixe — i.
a) Déterminer I'ensemble % des points M vérihant :

[f(:)—ll=\§

n
et I'ensemble & des points M tels que y soit une mesure

de I'argument de f(z) — 1.
b) Montrer que B appartient a € et 7 et construire %
et &,

RACINES n-ieme DE L'UNITF

76, ]° Determiner, sous forme tngonométrique, les
solutions de I'équation :

2 =4/2(-1+1)

dans I'ensemble des nombres complexes.

2° En utihsant les racines cubiques de I'unité, écrire les
solutions de cette équation sous forme algébrique.

3* Déduire des questions précédentes les valeurs de

lin In
cos lz‘cl sin —=-. ‘
77.1° Résoudre, dans T'ensemble des nombres
complexes, I'équation z° = — 1, ot z est Iinconnue.

2 Mettre le polynome x° 4+ 1 sous la forme d'un
produit de trois polyndmes a coeflicients réels.

7K. Soitn un entier naturel non nul, ¢ un réel distinct de
0,de | et de — 1.

On considére, dans le plan complexe, n points Ag, Ay,
A, -, d'affixes respectives zq, z,, ., 2, .

1" Demontrer que le systéme de n points pondéreés :

(A ¢')0<kgsn—1)

—

admet un barycentre G,.
2 On donne :

7; S|
+ 1 Sin
n

ay= ':))l

I, = cos

Yke{l,2, .n—1)},

a) Deéterminer I'aflixe Z, de G, 4 l'aide de getz,.
b) Calculer la partie réelle X, et la partie imaginaire Y,
de Z,.

On rappelle que :

3° a) Comment faut-il choisir n pour que Z, soit réel9
b) Déterminer hm X,. lim Y,
o P

79, [° Resoudre, dans le corps des nombres complexes,
I'équation ='? = 1. Donner les solutions sous forme
trigonomeétrique puis algebrique, -

> u désignant un nombre complexe différent de |

2 n
calculer au moyen des seuls u" "' et u

14 u4+u+..+u

3° Donner les solutions de I'équation :”'+’ *+ 1=,
par exemple en utilisant les questions precédentes,

#0. 1° Résoudre dans C I'equation z° = — |,

On précisera le module et 'argument des racines et on
representera leurs images dans le plan complexe.

2 Calculer la somme des racines et interpréter
geéométriquement ce résultat en introduisant I'isobary-
centre de leurs images.

3° Resoudre dans C I'équation :

l+iz—22=iz2+24=0.

(On se raménera & 'équation précédente, en calculan
une somme de la forme | + k + A? + k3 + &k*)

81, 1° Ecrire sous forme trigonomeétrique les racines
cubiques du nombre complexe a = 16(1 — 1),
2 Pour / nombre réel quelconque, on pose :

Z=1+i+ 2\,“2 e = x, +iy,.
a) Calculer les réels x, et y, en fonction de /.
b) Déterminer I'ensemble (C) des points M, de

coordonnées (x;, y,) quand 4 décrit [0, 2n].
3* Montrer que les solutions de I'équation :

=1 +0))P=a

sont les affixes de points de (C).

wHL I° Exprimer les racines z, dans C de I'équation

couke[0, 4]

2" Quelle est la nature du polygone dont les sommets A,
ont pour aflixe z,? Déterminer lisobarycentre des points
Ay En déduire une équation du second degre a
pl
3 i LS 2n
cocflicients entiers satisfaite par a = cos 5

s . 2kn
=" = | en fonction des nombres 0, = S

4n

5
; g ; 2n
3" Résoudre cette équation; calculer cos 5 cos

cos ~ et 2
. el cos —,
- 5

4 A tout nombre complexe u, différent de — 1. on
. u—1 .

associe z = P Calculer u en fonction de =

5 A l'aide des résultats précédents, résoudre dans ¢

'équation  (u— 1)* = (u + 1)*.

Dessiner les allixes des racines.
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g Expliquer ce dernier résultat en  déterminant
I'ensemble E des points M dont T'aMxe est telle que

‘u-l =i

n+ 1

EQUATIONS
%3. Dans le corps des complexes, résoudre I'équation :
iz?—2:42-i=0,

ol = est linconnue et = le conjugue de z.

84. Spit le polynome P(z) = =¥ — 4x + 4, o0 = désigne
un nombre complexe et ou 4 est un nombre reel.

/> Montrer que si P(z) =0 admet une solution
complexe =, alors =, est aussi solution. En deduire que
T'équation P(z) = 0 admet au moins une solution réelle,
sans chercher i resoudre I'équation.

2 Déterminer 4 pour que I'équation P(z) = 0 admette
une racine réelle de module 2. Résoudre I'équation pour
la valeur de /4 ainsi trouveée.

3 Déterminer 4 pour que l'équation P(z) = 0 admette
une racine complexe de module 2. Résoudre I'équation
pour les valeurs de £ amsi trouvées et préciser le module
et l'argument de chaque solution.

85. Le plan est rapporté au repére orthonormal direct
(0. i ©). Soit €, T'ensemble C\.| —i, i} et [ I'applica-
tion telle que :

vzeC,, J(x)=

2241
. ) 1
/¢ Resoudre I'eéquation : [(z) = .
3
2 a) Montrer que :
¥z 2)eC, x €, fl2)= f(z')e=2=2" ou 2z’ = 1.

b) Soit (2, 2)eC, x C, tel que |z <1 et JF<1;
montrer que :

[(_-’ - [(:} = r=2.
3* Déterminer l'ensemble des points M d'affixe = tels que
zeCy et f(z) soit reel
4 Dans cetle question

n=n
z = e¥, ”E[~Tt.ﬂ|'\{ = 2.2}
¢

a) Montrer que f(z) est réel, et le calculer en fonction de
cos 0

b Sout u la suite reelle telle que :
vneN, u, -1+ f(2)+ ()P + . + /)"

Pour quelles valeurs de 0 cette suite converge-t-clle?

86, On considére I'équation du second degré dans C,
22 4 2(1 - cos u)z + 2(1 —cos u) =0,
u etant un parametre reel appartenant a lintervalle

[0, x]

I* Résoudre cette équation dans C. On notera =, €12, les
solutions

Yo .
2% Determiner le module et Fargument de =, et de =,

B7. () désigne un nombre réel appartenant i [0, 2x[.
1* Resoudre dans U I'equation d'inconnue =

-d 0+ .
=2V eos Nz + 2" =0

Donner chaque solution sous forme tngonometrique
2 Le plan etant rapport¢ a un repcre orthonormal
(0. u, ©), on considere les points A et B dont les allixes
sont les solutions de I'équation précédente.

Déterminer () de maniére a ce que OAB soit un triangle
equilatéral.

X

~ B¥. Soit x un nombre réel appartenant a |-

NAR
e A
—_—

On considére 'équation d'inconnue complexe =
(E): (1 +i2°(1 —itan 2) = (1 —i2)*(! + 1 tan x).

1° Soit z une solution de (£).

a) Montrer que |1 + 1z = |1 =1z}
by En déduire que = est réel.
2° a) Exprimer k4 oana en fonction de e
| —1tan a
b) Soit z un nombre réel; on pose = lan ¢, ou
T T
=L PRz

fcrire I'équation portant sur @ tradusant (E) et la
resoudre.
¢) Déterminer les solutions =, z,. 2, de (E).

7 89, C represente le corps des nombres complexes: ( est

un nombre réel donné.
I° Reésoudre, dans C, I'équation en Z -
(E): Z2=2Zcos0+1=0.
En déduire la résolution, dans €, de I'équation en =
(E): =*=2z'cosl+1=0.
(Les racines seront presentées sous forme  trigo-
nometrique.)
2 Dans le plan complexe, on considere les images M,
M, M, et M, des quatre racines de I'équation (E7)
Pour quelle valeur de 0 (0 < 0 < m) ces quatre points
sont-ils les sommets d'un carre?
3* Décomposer cn un produit de deux facteurs du
second degre et a coeflicients reels le polynome en x
defini par :

fix) = x* - 2x* cos 0 + |

PROBLEMES
90. Soit d 'application de € dans R ainsi déhnie

Yze(C, z2=Xx+1),
d(z)=Inf [y = E(y). E(y + )= y] vety réels,

ou E(y) désigne la partic entiere de y

o Calculer d(1), d( - t(l q')
1° Calculer (Il.c(z).(~ ¥ 7

k—\
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Donner une interprétation geometnque de lap;;llli:
Zo :

tion d en utilisant dans #* le point M, d'aflixe :

droites 2, et %, d'équations respecuves y = E(y,) et

y=E(yo+ I}

2* On pourra résoudre cette q ! ‘ .

soit par une méthode géométrique utilisant I'interpreta-

tion précédente cf, suvanl les cas, une symetrie

orthogonale ou une translation convenablement choisie.

Comparer :

a) pour tout nombre complexe =, d(— z)etd(z).

b) pour tout nombre complexe = et pour lout nombre

entier ¢, d(= +1g) et d(z); _ N

¢) pour tout couple de nombres récls xet y.d(x +1y)et
oy )

d(x + iy) lorsque ' = 2E(y) —y + L. ,
Déterminer l'ensemble des valeurs d(z) lorsque = decnit C
3° Soit & 'application de # dans R qui & tout point M
d'afMixe z = x + iy associe le nombre réel (M) = d(z).
Définir et représenter graphiquement dans .7 I'ensemble
des points M tels que (M) = 0.

On deéfinit de méme une application ¢ de C dans R par :

vzeC, z=x+1y

¢(z) = Inf [x — E(x), E(x + 1) — x], x et y reels,

question, soit par le calcul,

et I'application correspondante y, de # dans R, qui a
tout point M d'affixe z = x + 1y associe le nombre reel
P (M) = c(z).

Définir et représenter graphiquement dans 2 I'ensemble
des points M de 7 tels que :

y 1 1
M) = 3 et y(M) =2.
4° Soit T I'application qui, & tout point M de 2 d"allixe z,
associe le point M" de 2 d’allixe ' telle que :

' = x +id(z), avec x partie réelle de z.

-

Soit M, d'aflixe 1, M, d'affixe | + 1 et My le milieu du
segment [M,, M,]; déterminer leurs images par T

T est-elle une apphcation affine de #?

5° Onnote I, ,I'ensemble des points de .2 dont les alTixes
z=x+1y vérifient a < y < b, a et b ¢tant deux réels

donnes.
a) Démontrer que la restrictionde Ta 1, ,. ', ouneZ,

est une translation.
b) Demontrer que la restriction de T a 1,,.;,,..,, ou

neZ, est une réflexion.
6° On considére la fonction :

(T
x+ Jx*+ 1
jl R —d R. X — N — =
vxi+1

1 ;
Résoudre dans R les équations f(x) = et f(x) = .

7 Ftudier les vanations de f el construire sa
representation graphique C dans le plan 2. Montrer que
C possede un centre de symetrie

&° Construire la courbe C', image de la courbe C par 7
9° Construire la representation graphique I' de |4

fonction :
g-R—R,

x et y étant les coordonnées d'un point M de C.

x =+ f(x) — d(x +1y),

91. Soit 0 un réel de I'intervalle ] — m, n]. On considére
les suites (Z,),, » de nombres complexes venfiant :

YneWN, Z,.;—2Z,, cos0+2Z, =0. (1)
On donne d’autre part un plan # de repére orthonormal
(0. 4, £). Le nombre Z, est represente par le point M, de
coordonnées x, et v,: x, et v, désignent respectivement la
partie réelle et la partic imaginaire de Z,.
I — Pour les constructions demandées dans cetle partie,
on prendra :

Zo=3+i, Z,=1+2i

1° On suppose dans cette question ¢! = 0. Construire les
points My, M, M,, My. Démontrer que la suite (Z,),,
est une suite arithmétique dont on precisera la raison.
Calculer M, M, en fonction de MM | et n.

& K "
2* On suppose dans cette question ¢/ = 3 Construire les

points My, M, M, .. M,. Montrer que la suite (Z,) est
periodigue.

: 2 .
3° On suppose dans cette question 0 = 3 Construire
les points M, M, M, M. Montrer que quel que soit n,
le point O est isobarycentre de M, ., ,, M, , .. Montrer

que (Z,) est periodique.
4° Résoudre dans C I'équation :

Z?—2Zcos O+ 1=0.

On appelle z et fi ses racines. Montrer que si :
Vn, Z,=ia"+ up",
avec 4 et p complexes quelconques, alors la suite (Z,)
verifie la relation (1),
IT — On prend dans cette partie :
YneN, Z,=/l(cosnl + isinn0)+ mi(cos nd — isin nd)

ou 4 estuncomplexedonné nonnul, 4 = a + 1b, avec a et
b réels, 4 son conjugué et m un réel donné.

/* Remarquer que la suite (Z,) vérifie la relation (1),
2 Calculer x, et y, en fonction de a. b, m, 0.

3 Exprimer cos n0 et sin nfl en fonction de x, et y, pour
m# letm# — I

5% Montrer quesim = |, alors Z, est réel. Exprimer dans
ce cas Z, en fonction de a, b, 0. Préciser Z, dans le cas ou
/=1, puls 4 =i
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SYSTEMES
LINEAIRES

GENERALITES ET DEFINITIONS

Dans ce chapitre, consacré a la résolution des systémes d’équations linéaires, les valeurs
des inconnues. les coefficients des inconnues et, d'une fagon plus générale, tous les
nombres utilisés sont des nombres réels.

On appelle équation linéaire a p inconnues toute relation de la forme :
2 Xy + 03Xy + o+ 02X, = B,

ol X;, X3, .., X, sont les inconnues ct ou %, %, ..., %, sont p réels donneés appeles
coefficients des inconnues, ¢t ff un réel donné appelé coefficient du second membre de
I'équation.

On dit qu'un p-uplet de réels (c;, ¢3, ..., €,) vérifie,0u satisfait, 'équation si on obtient une
égalité en substituant chaque ¢; a chaque x; dans I'équation. C’est ainsi que le 4-uplet
(— 1, 2, 0, — 3) vérifie 'équation 2x, — x; + 3x; — x4 = — L.

e Le couple formé par deux équations linéaires d deux inconnues est appelé systeme de

deux équations linéaires a deux inconnues; (3x + 2y =2, x + v = 1) en est un exemple.
: v Ix+2y=2

Par habitude et commodité on le note : 5 l
X y=1

Appelons (S,) ce systéme. Résoudre (S,), cest chercher I'ensemble des couples de reels
(cy. ¢,). appelés solutions, qui vérifient chacune des équations.

Si (xo. yo) est solution de (S,), c'est-d-dire si (xo, Vo) verifie les deux équations, on a :
3XO + 2_)"0 = 2 et .‘0 + ."0 = 1-

en retranchant 3 fois la deuxiéme équation de la premiére, on obtient — y, = — 1, d’ou

yo = 1 et par suite xo =0, daprés la seconde équation. Remarquons que la scule

affirmation permise par le raisonnementeest : «si(S,)a unc solution alors (0, 1)est laseule
solution », mais pas : «(S,) admet (0, 1) pour solution ».

1l reste 4 examiner si (0, 1) est solution. Comme 3 x0+2x 1= 2 et 0+1=1,
(0, 1) est bien solution de (S,), et c'est la seule daprés la premicre partic du raisonnement.

o Considérons le systéme de trois équations linéaires @ deux inconnues -

Ix+2y=2
(Sz) X+ y= l
2x+ y=0.

Si le couple de réels (x,, yo) €tait solution, il vérifierait les deux premiéres équations; on
aurait donc x, = Oel y, = 1,d’aprés le résultat précédent. Comme (0, 1) ne satisfait pas la
troisiéme équation, il s'ensuit que le systéme n'a pas de solution.
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On dit que les équations sont incompatibles ¢t que le systeme esl ITP"WME-
3 2 2

Remarquons que le systéme (S, ) est déterming par le tableau ( P )Cl le systeme (S,)

/

3 2 2
par le tableau | 1 | |
2 10

e Plus généralement, le n-uplet d'équations :
’u”.\‘, + ay3Xy + -+ @1pX, = by
q - G :’)
“:l\|+(lzz\z+...‘* (lz',\,, 2
(S) ! .

Ay Xy + g3 Xy + o+ @ X, = b,

est appelé systéme de n équations linéaires a p inconnues X,. X5, ... X,.

A Xy + a,5%; + .+ a4, = b, est la i-iéme équation du syslén)c‘ on la note L,. Dans
, cette équation, les réels a,; sont respectivement les coefficients des inconnues x, et le
reel b, le coelficient du second membre.
Lorsque tous les b, sont nuls le systéme est dit homogeéne. Le systéme homogeéne associé a
(S) est obtenu en remplagant chaque coefMicient des seconds membres par 0,
On appelle solution du systéme, tout p-uplet de réels (¢y. ¢5. ... ¢,) qui vérifie les

n équations du systéme. Si le systéme est homogene, il admet la solution banale
(0,0, ... 0).

Le systéme (S) est déterminé par le tableau M :

gy Bpgoss e B} e oioas nress a,, b,
A3y Qg ... Q35 .. a3, bs
1 M=) A ™ -
{
| dup g wwe gy s @ by
’ appelé matrice compléte du systéme.
| L, designera ausst la -ieme ligne de cette matrice.
|

Il — INTERPRETATION VECTORIELLE D'UN SYSTEME
| | DE 2 EQUATIONS LINEAIRES A 2 INCONNUES

1. Soit .# une base du plan vectoriel 7, clest-a-dire un couple (i, j) de vecteurs du plan
non colincaires

Rappelons qu'etant donnes deux vecteurs i et © de coordonnées respectives (a, b) et (c, d)
dans la base 4, on appelle déterminant du couple (i, ©) dans la base 4. le réel ad — be.

" % =i g C
note dét 4(u, v) ou
b d|
Rappelons egalement que les vecteurs d et & sont colinéaires (resp. non colinéaires) si et
sculement si deét (. 1) = 0 (resp. dét (i, ©) # 0).

B e———
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-

) 4 iotos vorifises . 2 2r. . ha
1° Démontrer les propriétés, vérifiées par des vecteurs quelconques u, U, t,, u,, v

=4
o
-

a) déty(t, u) = — détylu, 0); en déduire dét (i, 1) = 0;
b) détg(u, + uy, ©) = dét (i, 1) + dét 4(u,, 1):

¢) pour tout réel x, dét 4(xu, ) = x dét ,(u, 1);

d) détylu, o) + 0,) = déty(, ¢,) + dét 4, 1,);

e) pour tout réel y, dét,(u, yt) = y dét (i, ).

2° On considére le systéeme de deux équations linéaires a deux inconnues :

x—-Sy=12
(5) { Ix +4y= -5

Dans le plan vectoriel ¥ rapporté a la base 4, on considére les vecteurs
u(2, 3. t(— 5. 4), w(l2, — 3).

(A noter que les coordonnées de 1 et ¢ sont respectivement les coeflicients de x et yet que
celles de w sont les coefficients des secconds membres des équations du systéme.)

a) Démontrer que le systéme (S,) et I'équation (1) : xu + yt = w, sont équivalents (tout
couple solution de (S,) vérifie (1) et réciproquement ).

b) Démontrer que le couple (1, ©) est une base de ¥ . En déduire que l'équation (1), et done le
systéme (S,), posséde un couple solution unique.

) Des égalités déty(xu + yi, ©) = déty(w, 1) et déty(i, xui + yo) = dét,(u, w). déduire
les valeurs de x et y.

3° Résoudre de méme les systémes :

6x— y=4 6x — 15 = 8y 6x —Sy=10
a){Y b){ X ) ){\ )_ B

¢
Sx +3y=2I; 12y = 5x — 10; 3y +8x =
ax + by = a
4° Plus généralement, résoudre le systénie - lorsque # (.
us gener nt, re yste { dy ey q d l

5
s 3 ( =Xi— 3= = | : .
5° On considere le systéme (S,) - t 3 ol x, y sont les inconnues et mun
; ; — 10x + 18y =m
nombre réel donné. s
a) Traduire le systéme par une équation vectorielle xu + yv = w  (2).
b) Les vecteurs u, ¢ forment-ils une base du plan vectoriel 17
¢) Montrer que I'équation (2) peut s'écrire sous la forme (x + Zy)u = w, ou /est un nombre
réel que l'on déterminera.
d) Déterminer suivant les valeurs de m les solutions du systeme (S).
2x —3y—z=2
x—-2y+z=9
a) Montrer que (S,) est équivalent a une équation vectorielle xti 4yt +zw =1t (3)
b) Montrer que (ii, ) est une base du plan vectoriel 7.
¢) Trouver une solution (xo, vo, 2o) de (S) et montrer que I'équation (3) est équivalente d
Vo)t + (z — zo)w = 0. En déduire U'ensemble des solutions de (S).

6° On considére le systéme (S5) : {

(x — xp)u + (y

ax + by =c¢

ol x, y sont les inconnues et a, b, ¢. d,
dx + ey = f

2. On considére le systeme (S) : {

e, [, des réels donnés.
c b

foe

Le déterminant 4 est appelé déterminant du systéme (S); 4, (resp. 4,) s'oblient en
remplagant dans 4 les coeflicients a, d de x (resp. b, ¢ de y) par les seconds membres ¢, [.

a b

y gy=
d e ’

B ady =

a ¢
d f|

Notons : 4=
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L'étude faite au 4° de I'activité précédente a montré que si 4 n'est pas nul, le systéme (§)
posséde un unique couple solution (x, y) donné par les formules :
A, 4,

x=—= y=

a &
I1° Programmer le calcul de x et y sur votre calculatrice.
Réponse (SHARP EL-5050)

Ce programme contient I'expression conditionnelle /1 = 0.
« Sila condition est satisfaite, la calculatrice exécute la séquence entre crochets précedee et suivie

de —Y—.
« Si la condition n'est pas satisfaite, elle exécute la séquence entre crochets précédée et suivie de

—N-.

mode programme

AER
CRAMER titre du programme
[enr] enregistrement du titre
[T 1 vAR] h [ # 1 [vai 0 expression conditionnelle i # 0 ”
e S Bty e e 5 . s procédure
[=y=ni _2 1 (w7 Ev=nd séquence exécutée si h # 0 principale
[=N=in) 230 D71 N séquence exécutée si h =0
isus | sous-programme |
iRl h [E]a[x]e[=]b[x]d caluldeh=ae—bd
ETH sous-programme 2
[VaR] calcul, si h # 0, de :
: c ° ° X = l (ce — bf)

s DI=n] [ 7k

yEI Dt e } y=Yiap

=T sous-programme 3
ivanl h [=] {var] 0 si h =0, le calcul n'est pas possible
[ ENT | fin et enregistrement du programme

On met ensuite la SHARP EL-5050 en mode calcul (mode COMP) et, i I'aide de la touche [fiiE), on
cherche le programme CRAMER. Puis on entre successivement les données a, e, b. d,cet falaide
de la touche Enfin, on afliche le résultat, x puis y, toujours a I'aide de la touche [comp].

2° Utiliser le programme du 1° pour résoudre les systémes :

g { = 357x + 159y = 392 p { (-1 2x+ VI =(/2"
213x + 25y = — 709; e’x+ /ry=1In5;

o) { - 9% —-3y=13 & {‘:\ ot ,VI= 1 l
24x + 8y =1; = 3 i e
] 3vc+(3 4)) 0.
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Exercices d'application

1. Atoute valeur de m on associe, dans le plan
muni d'un repére (0, i, j), les droites Z,, et 7,
d'équations respectives :

X+2y=m et mx—(2m— 1)y =m?

1° Démontrer que, pour tout réel m, 7, et &,
s¢ coupent en un point [, dont on calculera les
coordonnées en fonction de m.

2> Construire I'ensemble des points [,
lorsque m décrit R.

2. On considére les trois droites d'équations
respectives, dans un repére du plan :
2x — Sy =3,
—x+3y=m,
Ix=Ty=3m+ 1.
Déterminer m de maniére que ces droites soient
concourantes.

Quelles sont alors les coordonnées de leur point
d'intersection?

3. A toutréel m on associe, dans le plan muni
d’un repére (O, i, j), la droite Z,, d’équation :
Bm+2)x+(Tm+3)y+m—1=0.
Démontrer qu'un point Mg(x,, yo) du plan
appartienta 2, quel que soit m, si et seulement

si:

o+ Tyo+1=2x5+3y,—1=0.
En déduire que toutes les droites &, passent par
un point fixe dont on calculera les coordonnées.

4. A tout réel m on associe, dans le plan muni
d’un repére (0, i, j) la droite Z,, d'équation :
m+1Px+mm—1)y—am* +m—1=0

1° Démontrer que toutes les droites Z,, passent

par un point fixe dont on calculera les

coordonnées.

2° En est-il de méme pour les droites 4

d'équation :

(m* = 3m + L)x + (2m* 4+ m — 3)y
+4m* —3m + 2 =07

5. Le plan # est muni d’un repére (0, i, j).
Soit f l'application de # dans # qui, & tout
point M de coordonnées (x, y), associe le
point M’ de coordonnées (x', y’) telles que :

I
X'=—(—3x—4y

y (—4x + 3y).

5
1
5
I° Démontrer que f est bijective et définir
analytiquement sa bijection réciproque f .
2° Déterminer I'ensemble .# des points inva-
riants par f.
3° Pour tout point M d'image M’ par f,
démontrer : B
a) que le vecteur MM’ reste colinéaire 4 un
vecteur fixe;
b) quele milieu du bipoint (M, M’)estinvariant
par /.
En déduire une définition géométrique simple
de la transformation f.
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Il — TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES D'UN SYSTEME

it inéaires @4 p inconnucs :
Considérons le systéme de n equations lineaires & p

ay Xy +a12%2 t ot X = b,

U:l l'l + ”::\A: + ... -+ (11,'\"' = h‘

(5)
a,, Xy + g2 X2 + ot A Xp = b,.
eme ¢ i systéme (i = 1, 2, ..., n).
et désignons par Ly la i-ieme cquation du systeme (i )

OPERATIONS SUR LES EQUATIONS D'UN SYSTEME

Soit deux équations, L; et L, (i #)) du systéme (S).
1° En les ajoutant membre a membre, on obtient I'équation notée L, + L
(a, + a;)x; + (@ + ap)xy ot @, + ag)x, = b, + b,
11 est alors immédiat que tout p-uplet vérifiant L; et L, verifie cette équation L+ i,
2° On peut aussi multiplier I'¢quation L; par un réel 4: on obtient I'équation noyge il
Aagx, + Aapxy + ..+ A, X, = /b,

Tout p-uplet vérifiant L, vérifie évidemment 4L et, réciproquement, si £ n'est pas ny, toug
p-uplet vérifiant AL, vérifie L;.
3° On peut combiner ces deux opérations; par exemple, L, + AL, est I'équation -

(@ + Zay)xy + (a;; + 2a)xy + o+ (a5, + Zai)x, = b; + Jb,.
Remarquons que le systéme formé par les ¢quations L, et L; (i # j) est (:('{u.ir“[c," a celuj
formé par L, et L;+ AL, en ce sens que tout p-uplet (¢y, €3, «.. ) Verifiant L, et |

vérifie L et L, + AL,et. réciproquement, que tout p-uplet vérifiant L, et L, + AL, vérific |,
et (L; + 2L) — AL, cest-d-dire L, et L;.

TRANSFORMATIONS D'UN SYSTEME

Deux systémes sont dits équivalents s'ils ont méme ensemble de solutions.

Par une suite finie de transformations ¢lémentaires, au nombre de trois. nous allons
associer au systéme (S) un systéme équivalent dont la résolution est immédiate.

1. Permutation de deux équations

Pour i # j, L, « L, signifie que I'on permute la i-iéme et la j-iéme équation du systéme.
2+ 3y— z=1

Par exemple, pour le systéme { X+ 3y+ z=2 latransformation L, « L, conduil

X=3y+2:=5

]
o

x—=3y+2:
au systéme x+3y+ z=
X+ 3y— z=

|
—

Il est alors immédiat que le second systéme est équivalent au premier.
Nous retiendrons ;

Si on échange deux équations d’un systéme, on obtient un systéme équivalent au premicr.

_—
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2. Addition d'un multiple d'une équation & une autre équation

Pouri #j, L, — L, + AL, signif s SN ;
P ] , signifie que 'on remplace la j-icm t 3 St
L.+ AL, ob 4 estun réel p J-itme équation L du systéme par

X—3p+2z2=5
Par exemple, pour le systéme X +3yv+ z=2 latransformation L, « L, — L,
2x+3y— z=1
x—=3y+2z=35
conduil au systéme 6y— z=-3
2x+3y— z=1,
Comme les systémes { L el { L sont équivalents, on peut donc énoncer :
L, L, il S peut donc enoncer ©

Si dans un systéme on remplace la j-i¢me équation L, par I'équation :
Li+iL; (i#j et AeR),

on obtient un systéme équivalent au premier.

3. Multiplication d’une équation par un nombre réel non nul

Pour tout réel a, L, «— aL, signifie que 'on remplace la i-iéme équation par al,

—x+y—22=-3
Par exemple, pour le systéme { . les transformations L, « — L,
-x—2y z2=0
e 485
et/ 3L, conduisent au systém Rl
[, stéme
= * y x—6y+5z=0.

Lorsque x n'est pas nul les équations L; et 2L, sont ¢équivalentes. Par suite

Si dans un systéme on remplace la i-iéme équation L, par I'équation 2L, o 2 estun réel non
nul, on obtient un systéme équivalent au premier.

REMARQUE :

Dans une suite de transformations élémentaires, toutes les lignes concernces par une instruction
sont celles de la matrice qui précéde immédiatement I'instruction

Exemples

x+y—z=1
1. Considérons le systeme (S,) y+z=2
-3z=3
En résolvant la troisiéme équation, puis la deuxiéme ¢t la premiére, on constate aiscment
que (— 3, 3, — 1) est I'unique solution de (5).

Remarquons que la matrice compléte du systéme (S) est :
11 I
0 1 1 21.
0o o0 -33
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x+ y—z=1
2. Considérons le systeme (S;) : { x— y+z=2
4x + 3y +:-=3
2 1 =1 1
5 2 2
La matrice compléte de ce systeme est : 1 =1 1 2
4 3 13

I 1 > e ¢ Sy
i 'S e matrice complete
Par la transformation L, « L, — 5 L, on obtient le systéme de m p

2 I -1 1
3 3 3
]
4 3 1 3
2 I -1 1
par L, « 2L,, on obtient : 0 —3 e i 1
4 3 L 3
2 1 -1 1
par Ly « Ly — 2L,, on obtient : 0 -3 3 3
0 1 3 1
2 1 -1 1
par L, «+ L5, on obtient : 0 1 31
0 —3 3 3
2 1 =11
et enfin par Ly « L, + 3L,, on obtient : 0 1 3 1
0 0 12 6
2x+y— z=1
Cette derniére matrice est la matrice compléte du systéme { y+3z=1
i 12z = 6.
qui admet pour unique solution <l. 3 5)
A noter qu'on aurail pu continuer ainsi la suite des transformations :
21 -1 1 i (21 =11 32""
0 1 31L,~—8L301 31 L2-L2~5L301 0 —%
00 12 6 00 2 1 -
0 0 2 1
3
z2 L9 3 200 2
I 1
l‘l'_l‘l+§l‘.l 01 0 _% Ll._LI_LZ 0 1 0 "‘;_Z .
00 2 ; 0 0 2 1
2%=2
Cette derniére matrice est la matrice compléte du systéme { y= _% qui admet

2z =]

: : I
pour unique solution (l. ~ 3 ;).
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X+ y—z=1
3. Au systéme (S;) : { 3x + 3y — z = 2, faisons subir les transformations élémentaires
2x + 4y =3
successives suivantes :
b -
& L =L 3 | i : :
3 3 —1 21.20—1,2—514, 0"5 3 = |Ly ~ Ly — L,
24 03 " \sa 63
21 -1 1 21 -1 1
3 11 3 11
0 3 1 2 0 0 0 1

La derniére matrice obtenue est la matrice compléte du systéme :

2x+ y— z=1
3 1 1
Ox+>y z=
X 2}+

Ox+ Oy+ 0z=1.

Sa troisiéme équation n'étant jamais vérifiée, ce dernier systéme n'a pas de solution. Le
systéme (S;) qui lui est équivalent n'a donc pas, lui aussi, de solution.

2x+ y—z=1
4. Appliquée au systéme (S,) { 3x + 3y — z = 2, la méthode précédente donne :
2x + 4y =2
P -
21 -1 1 3 "; : :
3 3 —l 2L2‘—L2—‘5L1 0 5 —Z-;LJ(—-LJ_LI
2 4 2 - i
¢ 2 4 0 2
21 -1 1 2 1 =11
3 1 1 3 I |
- = Ly~ Ly —2L,| 0 =
03 33> s . 2 2 2
0 3 11 0 0 0 0

La derniére matrice obtenue est la matrice compléte du systéme :
1

|
2

2+ y— .z

3 1
Ox + E'v + 5:
Ox+0y+0z=0.

Dans ce systéme la derniére équation, vérifice par tout triplet de réels, peut étre
supprimée. A chaque valeur de z choisie arbitrairement, correspond alors deux valeurs x
et y déterminées, de maniére unique, par les deux premiéres équations.

(R T .
L’ensemble des solutions de (Sg) est : {(i - 3 py 373 /.). AER}.

#
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IV — METHODE DU PIVOT DE GAUSS

La méthode que nous venons d'utiliser pour résoudre les quatre systémes précédents
s'appelle : méthode du pivot de Gauss.
Supposant a,, # 0 dans le systéme général (), la méthode consiste, dans une premiére
¢lape, a cffectuer les transformations élémentaires :
a da
- L+~ L,——=L,,

Ll‘ LJ = I.J—EL‘....' (l”

azy
Ll - Ll =

dp

de manicre i obtenir un systéme de matrice compléte :

Ay gz wiwin @yy B
0 a5 ay, b
M =0  ay, as, by
0 (';,2 u"r, b"

Dans cette premiére série de transformations élémentaires, le coefficient non nul ay,

s‘appelle le pivot.
Ayant obtenu la matrice M’, on choisit un second pivot pour le systéme, de n — |

¢quations a p — | inconnues :
a33X; + . + @3px, = b)
Apa X3 + oo + Gppx, = b}

Si le réel a3, n'est pas nul, on effectue les transformations élémentaires :

4 o @p 3 7
Ly « Ly ——==1Lj, ., L, « L,——= Lj.

a; 22
On est ainsi conduit a la matrice :
iy @2 .. a,, b,
0 "’22 "’Zp '2
M =[0 0 @iz ay, by
0 0 A3 cernnes by

On itcre ainsi le procéde.

REMARQUES :
L. Sia;, =0etsia,, #0, on commence par effectuer la transformation élémentaire L, «» L,,.

2. Sitouslesa, sont nuls, 'inconnue x, peut prendre toutes les valeurs réelles. Le systéme se réduit
en [ait & un systeme de n équations linaires a p — | inconnues x,, ..., : .

3. 51, au cours des transformations, on obtient une équation de la forme Ox, + ... + Ox, = b, ou
b # 0, le systeme n'a pas de solution. On arréte alors le processus.

4. 51 on obtient une equation de la forme Ox, + .. + Ox, = 0, en la supprimant, on obtient
¢videmment un systéme équivalent.

Exemples

Dans les exemples, ci-aprés, de résolution d'un systéme par la méthode du pivot, les pivots
utilisés ont ¢1€ encadrés. De plus, L, désigne toujours la i-ieme ligne de la derniére matrice

écrite.
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2x+3y—z41t=2
1. Considérons le systéme (S.) : Grdpex =3
U 2x 43y +2: =3
2x + 3y =5
3 -1 1 2 2 — 2
] e By [ 3 | 1 2
2 3 1042 00 2 =12
kz 3 20 3 L"" —hilg g 5 g gy |l
203 o0 s/l hi\g o 1 g 3
2 3 -1 1 2 2 3 -1 | 2
08 « 01 =13 |5 == 0001 =l i |
_ Ly « Ly—= Ly
00 3 —1 1|L,eL,—20L,|]O0 O 0 [@ -8 2
0 0 2 -1 2 0 0 0 1 —4
2'3 =4 1 2 |
0 0 -1 3 2 3 -1 | 2 L2«-L2+§L,
e A Smgg(l)—égl.l.lL
00 0 0 0 ™ LTy
23 -1 0 6 2 0 0 )
66 10 —1|Le1y5E:]0 0110 =
0 0 0 2 -8 0 0 2 -8

2x+3y—z+t=2
. ] ) 2x+3y+z =4
2. Considérons le systéme (S) S gty =¥
2x + 3y =4
Jio==y A1 2 2 3 —1
2 3 10 4|l b~hlg g 2 -3
Ly« L,- L, Ly~ L,
2 3 2 0 3 L L — L 0 0 3 -1 1
3.3 oo 4T A0 1 =12
2 3 -1 1 2 2 3 -1 | 2
— Ly— - 2 1
00 [M -1 2|LyeLs=3L,]00 1 -1 A L)
006 3. =1 1lhege=Lsi—225]00 0 & =5 2
0 0 2 —1 2 0 0 0 1 =2
2 3 =l 1 2
0 0 1 -1 2
0 0 0 2 -5
|
0 0 0 0 =

La derni¢re équation du systéme équivalent : Ox + Oy + 0z + 0r = 5 . nest jamais

-

vérifice. Le systéme (S,) n'a donc pas de solution.
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Reprenons les notations générales d'un systéme (S) de n équations linéaires a p inconnues
Xy, X3, .y X, €N supposant a;, # 0. .

Par des transformations ¢lémentaires successives et par élimination des hgncs dont tous
les coefficients sont nuls, on se raméne, soit  un systéme impossitzlc (sysltcmc c.onlcr)ant
une équation Ox, + 0x, + ... + 0x, = f.avec  # 0),soita un systéme (§) de r équations
(r < netr<p)a pinconnues, équivalent i () et de la forme suivante :

o la premiére équation de (S') est la premiére équation de (S) : dans cette équation le
premier coefficient non nul est celui, a,,, de I'inconnue X,

o dans la deuxiéme équation de (S°), le premier coefficient non nul est celui d’une
inconnue x,, dont le rang j, est tel que 1 <j,;
o dans la troisiéme équation de (S7), le premier coefficient non nul est celui d'une
inconnue x,, dont le rang jy est tel que 1 <j, <Ja;

o cl ainsi de suite jusqu’a la r-iéme équation dans laquelle le premier coeﬂ‘lf:ient non nul
est celui d’une inconnue x;, dont le rang j, est tel que 1 <j, <jy<..<j.<p

Les inconnues X,, X, .. X;, sont dites principales et les autres secondaires ou libres.

Le choix des inconnues principales dépend du systéme (§), c'est-a-dire de la fagon dont on
a transformé () pour obtenir (). Une autre suite de transformation de (S) peut conduire
a un systéme (S”) autre que (S') et par conséquent 4 un autre choix d'inconnues
principales.

1l n°y a donc pas unicité du choix des inconnues principales; par contre, on démontre, et
nous l'admettrons, que leur nombre r, égal au nombre d’équations du systéme (S”), reste
invariable.

Cetentier r, intrinséquement lié¢ au systéme (S), est appelé le rang de (S). A noter que ce rang
est inférieur ou égal au nombre n d’équations et au nombre p d’'inconnues du systéme (S).

Distinguons deux cas selon que » = p ou r < p.

e Premiercas:r=p
Toutes les inconnues x,, x,, ..., x,sontalors principales et le systéme (S) est de la forme :

Ay Xy + a13X5 + e, +a,x,=b

; A33X7 + v + a3,x, = b
(8) e P
AppX, = by,

ou les coefficients a,,, a},, aj;, ..., a,, sont non nuls.

Il est alors immeédiat que (5”), et donc (S), posséde une solution unique. (C'est le cas du
systéme (5,) de la page 100).

e Secondcas: p <r

Ilexiste alors p — r inconnues secondaires. Si I'on donne 4 ces inconnues secondaires des
Vf‘,lcu“ ar!mrm.rcx'. les inconnues principales sont alors déterminées par les r équations de
(57). On dit qu'il y a indétermination d’ordre p—r

Le systéme !S') €L, par conséquent, le systéme (S) posséde une infinité de solutions (c'est le
cas du systéme (S,) de la page 103).
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REMARQUES :

1 U{l systéme homogéne d‘c n équations linéaires @ p inconnues tel que p > n admel au moins une
solution autre que la solution banale. En effet, le systéme n'est pas impossible et son rang r est tel

quer <n<p. Ilenrésulte p — r > 0.11y a donc indétermination d’ordre p — ret, par suite, infinité
de solutions.

2. Superpf)silion de solutions. Soit (S) et (§”) deux systémes qui ne différent éventuellement que par
les coefficients des seconds membres :

Ay Xy + ..+ ay,x, = b, Ay Xy + ..+ a,,x, = b}
anxy +..+a,x, =b et Xy + ..+ a,x, =bj.
Gy Xy + oo+ @ypx, = b, Ay Xy + . + a,,x, = b,

Si(cy, €34 -y €p) est solution de (S) et (¢}, ¢, .., ) est solution de (S), alors (¢, + ¢}, ¢; + ¢, ..,
¢, + ¢;) est solution du systéme :

g Xy + o+ @y,X, =b, + b,
Ay Xy + ..+ apx, = b+ bj

Ay Xy + . + @y, X, = b, + b;.
H Exercices résolus

Résoudre les systémes suivants et préciser éventuellement leur rang.

x,+312-—2X3+ X4+ x5=1
1. (S7){X|+3X2— x;+3x‘+2x$=3.
Xy +3x; — x34+3x4+4x5=4

([1]3—2111L pop {13 =211 1
1 3—1323L1 L’ L’oo [2Z ¥ 2| ke ly—L
T B =% 3 & 4 FEELRD 0 1 2 3 3
1
1 { 3 =% 1 0 =
B e ol L
& L 21 - 1 oo 120 2|t
\0 0 0 0 2 1 Ly« Li—5Ls 2
00 00 21
7
130503
00120 4
2
0000 21
.
Xy + 3.\'2 + 5.\-4 = ;
Le systéme (S) est équivalent au systéme de rang 3 : %; 4+ 2%, = ;
2.\'g=|.

L’ensemble de ses solutions, obtenu d partir des inconnues principales x,, xy, x5 est :

3 1\
{ (% -3/ — 51 A 37 2u, p1, 5), /eR, NER}-
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‘l + ‘\w o 2‘1 + A\.,; + Xg = ’
2. (S,){ X+ 3x; = Xy 4 3%+ 2xg =3,
+}\1‘3\'J— Xy =2
3 =2 |
m3 =2 Nuenen
5 2 T ) Lae= Ly—=L
I 3 -3 =110 2," R =
1 3 =2 | 11 1 3 2 1t 1 1
00 -1 -2 =1 1) 0 0 0 0 0 3

Le systéme (Sg) n'a pas de solution
I'équation Ox, + Ox, + Ox; + Oxy + Ox5 =

@ Exercices d'application

6. On considére le systéme (S) :
[ ax + by =c¢
1 ax+by=c".
On suppose a # 0. Résoudre et discuter (S) par
la méthode du pivol. On montrera notamment
que (§) posséde un couple solution et un seul si,
et seulement si, ab’ — ba’ # 0.
7. On considére le systéme (S)
x—2y+3z=2
&+ y+ z2=-1
X+ 2y+az= b,

I

ou a et b sont des réels donngs.
Résoudre (S) par la méthode du pivot et dxsculu
suivant les valeurs de a et b.

puisqu'il est équivalent 4 un systéme contenant

3.

R, On considére dans le plan # muni d'un
repére (0. i, ) les trois droites déquations
respectives :

x+y=a, Ix—y=b x—2y=c

A quelle condition necessaire et sullisante ces
trots droites sont-elles concourantes?

9. Démontrer quil existe une fonction poly-
nome [ telle que. pour tout reel x
(v = x = 2)f"(x) + (1 = 3x)/"(x) + f(x)

= —4x3 —6x2 —22x + .

(On déterminera le degre de f, puis on calculera
ses coeflicients.)
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TRAVAUX PRATIQUES

DETERMINATION DE FONCTIONS POLYNOMES

Pour tout entier naturel n, on note P, I'ensemble des fo

. nctions polynomes f de la forme :
X f(x) =ay+a;x + .. + a,x" ou ag, dy, v

wy @, sONL (1 + 1) réels appelés coellicients de /.
Question preliminaire

Il est immédiat que :

Si tous les c.oemcnenls dg. ay, .., a, d'un élement [ de P, sont nuls, alors f est la fonction nulle :
pour tout réel x, f(x) = 0.

a) Enoncer la propriété réciproque, notée T1,

b) Démontrer que tout élément de P, vérifie T1.

¢) Onsuppose que tout élément de P, vérifie T1. Démontrer qu'il en est de méme pour tout élément g de
P, .. (Considérer la fonction dérivée de g.)

d) Conclure en énongant un théoréme.

¢) En déduire que tout élément [ de P, s'écrit de maniére unique sous la forme

X¥>.ag+a X + ..+ a,x"

Toute fonction polynome [ est dite de degré nsi f appartient i F, el si son coellicient a, n'est pas
nul.

Les parties 1,11, 11 suivantes sont indcpendantes.

Partie |

1° a) Démontrer qu'il existe une unique fonction polynome [ de degré 2 telle que [(0) = O et telle que,
pour tout réel x : fix)= fix—=1)=x (1)

bh) Ecrire I'égalité (1) pour x = 1, x =2, .., X = n et ajouter membre a membre les n égalités ainsi
obtenues. En déduire une expression simple de la somme S, des entiers 1,2, .., n.

2 Démontrer qu'il existe une fonction polynéme J de degré 3, et une seule, telle que [(0) = 0 et telle
que, pour tout réel x : f(x) — f{x — 1) = x*.
En déduire une expression simple de S; = 12 + 2* + .. + n’.

3° Trouver une expression simple de la somme Sy =1* + 2% + .. 4 n’.
Vérifier que Sy = S7.

Partie Il
A toute fonction polynéme [ élément de Py, on associe la fonction F deéfinte par

F(x) = X (x) + (rx + 2)[(x),

ot r est un réel donné et f* la fonction dérivée de f.

1° Démontrer que F est une fonction polyndme. A quelle condition F est-elle élément de Py, quel que
soit f?

2 La condition précédente étant réalisée, démontrer que V'application ¢ = [ v+ F est une bijection
de Py sur Pjy.

Partie 11l

oncti 7 ¢ X e Sléme netion F définie par
A toute fonction polynéme [ : x - ax” + bx + ¢, élément de Py, on assacie la fonctic finie pa

F(x) = 2(x + Df(x) = (x* = DS (x),
oil [ est la fonction dérivée de .

1° Démontrer que I'application F associée
I'application de Py dans P : [ F.

a tout élément f de Py est un élément de P,. On note @
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20 Soit g : x +— ax® + fix 4+ 3 un élément donné de Py. Déterminer les élements [ de Py tels que
olf) =g
Examiner les deux cas particuliers :

gix) =23 +3x+ 1 et gx)=—x"+2v+ 1

v pe 1 r v D ' ols | 3 el 2 =
3 On cherche @ déterminer les éléments [, non nuls, de Py pour lesque Is il existe un réel 7 tel que

o)) =4f. e e X .
Soit [ x +» ax? + bx + ¢ une telle fonction, s'il en existe. o
a) Traduire la condition @(f) = Af par un systéme (S) de trois équations linéaires d trois inconnues

a, b, c.
bh) Transformer (S) par la méthode du pivot de Gauss. . .
¢) Montrer que la condition € {0, 2. 4] est nécessaire et suffisante pour que le probléme ait une

solution au moins. Déterminer les solutions correspondant a chacune de ces trois valeurs.

OPTIMISATION DE ax+ by DANS UN DOMAINE CONVEXE

Rappels :
1° Une partie 4 du plan 2 est dite convexe si lout segment ayant pour extrémités deux points
quelconques de 4 est inclus dans A.
2° Le plan # étant muni d'un repére orthonormal, la distance du point My(xg, yo) 4 la droite &
d'équation ax + by + ¢ = 0 est donnée par la formule :

laxqy + byo + ¢l

diMy, 7) = =
Ll \'/’11124”)‘I

Soit D I'ensemble des couples (x, y) de R* vérifiant les conditions

x=20, =0
X+ 2r<42
X+ y<22
0 .,
2x+ ¢y <26
Ix+ yp<32
4y + v <40,

Si.dans le plan 2 muni d'un repére orthonormal (O, i j ) onreprésente chaque élémeni (x, y)de R* par
le point M de coordonnées (x, y), l'ensemble D sera représenté par le domaine A, intersection des sept
demi-plans respectivement définis par les conditions (1). Comme tout demi-plan est convexe et que toute
intersection de parties convexes est convexe, A est convexe.

1 Dessiner le domaine A (prendre [ 1] = |j| = 0,5 cm), puis calculer les coordonnées de ses sommets.
Onnote O, M My, My M Mo, M les sommets, (x;, v) les coordonnées de M| et on numérote les
points M, de maniére que x; < X, < Xy < Xy < Xg < Xg.

On designe par F l'ensemble des points M situés sur la ligne polygonale OM, My MM MM 0
(F est inclus dans A ).

2 Soit a et b dewx réels positifs non nuls fixés, et soit [ I'application de A dans R, qui d tout point
M(x, v) de A associe f(M) = ax + by.

Le but du probleme est de chercher une méthode rapide de détermination d 'un point R de A pour lequel
[ est maximale - ¥Me A, (M) < f(R).

On note S l'ensemble des points R répondant a la question,

a) Pour tout point M de A, interpreter [(M) d laide de la distance (M) du point M a la droite 2
d’équation ax + by =0

b) Démontrer que tout point M de A non situé sur F n'appartient pas d S. En déduire que S c F.
) Démontrer que siun pont M de S appartient a 1M M, , [, alors M cet M., sont aussi éléments
de S. En déduire que si S n'est pas vide, alors il existe au moins un sommet M, appartenant a S.
d) Soit M, un sommet tel que [(M ) soit le plus grand des réels SIM L), fIM,), [(My), fMy), fIMy),
fIM,). Démontrer que M, appartient a §.

e) Montrer que si [(M3) < fIM ). alors M, est élément de S.
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Mont st - . .

f) Montrer que M est élément de S si, pour j > 1 et j < 6, M j est un sommet tel que :
fIM) = [IM, ) et JM) = f(M, ).

g) Montrer que si [(Ms) < f(My), alors M, est élément de S.

3° En partant du poi eril ; ! i

: ;7 1t du point M, decnre.une méthode permettant d'obtenir une solution au probiéme posé
parmi les sommets. et ce sans considérer nécessairement tous les sommets '
Imaginer un programme permettant d’obtenir un sommet solution.

Réponse (SHARP EL-5050)

AER mode programme

MAXIMUM titre du programme

(e ] enregistrement du titre

pm——y pm= Py & P

i1 iivaRi z>1a expression conditionnelle z > a

sy it o AP — = = R rocédur

YDl 2w oY= séquence exécutée si z > a 2 ‘.m.d "
i principale

=N (23] (] el séquence exécutée si = < a

sous-progranme |

calcul de z = 900x + 400y

isus | sous-programme 2
[VAR] z [VAR) A [ place = dans la mémoire A
IVAR] x VAR ] B[] place x dans la mémoire B
VAR y fvaR] c place y dans la mémoire C
i’sus ! sous-programme 3

A[s] B[] C

fin et enregistrement du programme

g

On met ensuite la SHARP EL-5050 en mode calcul (mode COMP), et it I'aide de la touche [tme], on
cherche le programme MAXIMUM. Puis. on entre les données aprés avoir vidé la mémoire A ¢

0 A vide la mémoire A
x entrée de I'abscisse

y entrée de I'ordonnée

[feL] A entrée ded

afliche successivement (M), xy, ¥u pour le sommet M qui,
i ce stade de I'exécution, réalise le maximum de f

Lorsque les points sont pris au hasard, la solution est obtenue  Iissue des n opérations dentrée de
leurs coordonnées. o [
Lorsqu’ils sont classés par ordre d abscisses croissanies,
répétition des résultats aflichés.

me au cas particulier

la solution est atteinte dés quil y a

4° Appliquer ce program . - f(M) = 900x + 400y.
Donner également une solution graphique.

a



