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LES NOMBRES COMPLEXES

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

| — Définition:
1°) Définition 1: Soit i le nombre imaginaire unité tel que i 2=-1. On appelle
ensemble des nombres complexes, 'ensemble noté C et défini par :
C={ z=a+ib;(a;b)e R2}.
= aestappelé la partie réelle de z notée Re(z);

" bestappelé la partie imaginaire de z notée Im(z).
2°) Egalité de deux nombres complexes :

Soient deux nombres complexesz=a+ibet Z =a’ +ib’.
—_ a=a' Re(2) =Re(zZ)
~ Tb=b Im(z) =1Im(Z')

3°) Opérations dan€_:

a) Addition :

Soit z=a+ibetZ=a’+ib’;ona z+2z =(at+a)+i(b+b).

b) Multiplication:
xz =(a+ib) (@ +ib’)=(aa —bb’) +i(ab’ + ba’).
c) Division:
a+ib _(a+ib)(a'-ib’)
a+ib'  (a)?+(b")?
(C, +) est un groupe abélien ; (C*, x) est un groupe commultatif.
La multiplication est distributive par rapport a I'addition dans C, d’ou (C,+, x)
est un corps.
Il — Conjugué d’'un nombre complexe
1°) Définition 2:
On appelle conjugué du nombre complexe z = a + ible complexe z=a-ib.
Exemples: z=2-3i=> z=2+3 ;z=-1+5i = z=-1-5i.

avec(a’; b))+ (0;0)

2°) Propriétés:Soit z=a+ibet Z =a’ +ib’. B
» Uncomplexezestréel- Im((z2)=0- z=2
» Un complexe z est imaginaire pur- zZz0etRe (z) =0 Zz+Z=0
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Il — Module d’'un nombre complexe
1°) Définition 3:
On appelle module du nombre complexe z = a + ib, le réel positif défini par

z|=va’+b? ( lire module de z)
Exemples : soit z=1-iv3 =|z|=\I"+(+/3)* =2

=-7 > |z|=7. z=2i => |z]|=2.
2°) Propriétés du module:
" |zxz|=[z[x[z]; [z+z]<|z]+|Z]|
“ lzl=[z] 5|2 )= () s
- |2 :Havecz’qto;
2| |2

(|z]=0) = z=0; (|z|=1) - E:%

Siz=aalors |z| =|a| ; si z =bi alors |z| = |b|
IV - Argument d’'un nombre complexe non nui

Le plan P est muni d’un repére orthonormé direct(O;u ; v). A tout nombre
complexe

z =a+ ib on associe le pointM[zj. z=a+inM[§j.
A
b M
2[=
v A o
o' u a

 Le nombre complexe z=a +ib est appelé 'affixe du point M (a ; b)
ou du vecteur OM (a ; b).

« Le point M et le vecteur OM sont appelés respectivement le point
Image et le vecteur image du nombre complexe z.

e OM=d (O; M) =vaz+hb2=|z | (module de z).

» Si A et B sont deux points du plan d’affixes respectives z, et zg
alors le vecteur AB a pour affixe (zg — z) et | zg —za | = AB.
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1°) Argument d’un nombre complexe non nul :

On appelle argument de z noté arg(z), le réel égal a une mesure de I'angle
u;OoM|. L’argument de z est définie a 2kt pres ; k €Z. arg(z) = 6 + 2kt ou

0 est la détermination principale de I'argument. On écrit : Arg(z) = 0

avec 6 € | —r; ].

Si z #0 alors toute mesure 6 de I'angle (a ;W) est appelée un argument

de z; (Voir figure).

2°) Forme algébrique — Forme trigonomeétrique d’'uromplexe non nul :
a) Forme algébrique:
. Z=a+ib. estlaforme algébriqgue du nombre complexe z.

b) Forme trigopnométrique: Soitz=a+ib

A
b M
| z[=¢
;/A V\H
ol o a g
. a . b )
ona: cosf=—- sind=—— < a=0OMcosd et b=0OMsind
oM OM

z=a+ib ~ z=|z|(cosf+ising) ou z=r(cosd+isinb)

L’écriture : z =l zI (cosd+ i sind) ,estappeléeforme trigonomeétrique de z.

c) Relation entre Forme Trigonométrique et Forme algéjue :

Soit z = a + ib de module|=+a’ +b* et d’Argumentf.

a
cosd = W
= @=.....(confere cercle trigonomeétriqué

sinfd=—
2|
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3°) Propriétés de I'argument d’'un nombre complexemnul :

P) Soitz=a (&R), sia>0 alors Arg(z) =0 ; si&a0 alors Arg(z) =T .
P) Le nombre complexe nul n’a pas d’argument ;

P) Soitz =bi (keR), sib>0 alors Arg(z) =;3 . si a<0 alors Arg(2) :—g .

P) Soientz=1[|z|®]etZ=[]|Z];0’].
. Arg(zxZ’) = Arg(z) + Arg(Z2) =6 +0’ .

Remarque : Siz=[|zp;]alors z2=[|z[]2;@]; z"=[|z[ ;n0].

P) Arg(gj = Arg(z) — Arg(z")
Siz=[|z| pletZ=[|Z] 0] alorsfl{ﬁ : 9—9}.
z |2
Ps) Arg(z”) =n xArg(z)
1
) arg( )= - A

4°) Notation Exponentielle :

Soit z=[1; 6] on convient de noter z = cos6 + i sinB = e® .
Cette écriture est appelée la forme exponentielle de z.

Donc z = r(cosB + i sin) = re® .
5°) Formule de Moivre — Formule d’Euler :

a) Formule de Moivre :
.Vne N* (cosf +isind)" =(cosn@ +isinng) .

b) Formule d’Euler :
Z=co8 +ising = e'_6
7= co® —isim =g "

'€+ —ig i0 _ ~if
cosﬁ:e 2e : s;in6?=e €
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V- Linéarisation
1°) Calcul de cos(nx) et sin(nx) en fonction de gast SinX :

= Pour n =2 d'aprés la formule de Moivre (cosx +isinx)* = cos2x +isin2x
D’aprés la formule du binbme de Newton

(cosx +isinx)? = (cos x —sin? x) +i (2sinxcosx) .
Par identification on a : cos@x) =cos’ x—sin®x et sin(2x) = 2sinxcosx.

= Méme procédé pourn=3;4;5;........

2°) Linéarisation :

Z = COSX + isinx Z = COSX + isinx
Z = COSX — 1 Sinx Z= COSX — I Sinx
Z+ 72 = 2COSX 7z — 7 = 2isinx
1 — : 1 -
cosx=| = |\z+ z sinx=| = (\z-z
2 2

COSnXZ(%)n(Z+E)“: (%jn(eix_l_e—ix)n |
. sin”x=(%)n(z—i)" :(%)n(eix_e—ix)n

i
De z" =cosfixX) +isin(nx) et z" =cosfix) —isin(nx) on déduit que

L Z"+z =e™+e™=2cos(nx) . .z"-2z =e™-e™ =2isin(nx)

Remarque:

- —n
zxz=co¥ x+sin’x=1 et z"xz =1.

Exemple: Linéariser cosx et sin®x.
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— Racine r*™ d’un nombre complexe
Soit n un entier naturel strictement supérieur a 1.

= Définition : U etant un nombre complexe non nul, on appelle racine
n" de U tout nombre complexe z tel que z " = U.

» Posonsu=[r;0]=r(cosb+isinB)etz=[p;x]=p(cosx+isinx).

p“:r sz/F .
z2"=u < [p";nx]=[r;08] < o @+ 2k dou
nx=@6 + 2k XzT

i :%[Co{%jﬂsin(%-[ﬂ avec 0<ks<sn-1

| 9+2kﬂ)

ou Zk:x/?xe( n

Exemple :

Déterminer toutes les racines cubiques de I'unité c’est a dire résoudre

= 1. Placer les points images A ; B ; C des solutions dans le plan
complexe et en déduire la nature du triangle ABC.

Correction
Z’=1< u=1 < u=[1;0].

= ﬁ(co{%} +i sin(%jj avec 0<k<?2

e Sik=0alors zy,=1+~ A(1,0)
2T 1..4/3 (

e Sik=1lalors z-= cosz?+|3|n—-——+|7

2 2
« AB=AC=BC d'ou le triangle ABC est equilatéral.

e Sik=2alors z —cosd'?ﬂﬂsmél3 l—iﬁ — C{—

= Théoréme 1 :

Tout nombre complexe non nul U admet exactement n racines n®™.

Si Z, est une racine n®™ de U alors | Z,| = J | U] et arg(z,) _argl) +2kn
n

avec 0 <k sn-1.
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= Théoreme 2 : .
Si z, est une racine n“™ de U alors on obtient toutes les autres racines de
U en multipliant z, successivement par les racines n®"* de 'unité ou 1.

Exemple : Déterminer les solutions dans de I'équation z* = (2 + 3i)*.

Correction
Zo = 2 + 3i est une solution particuliere de I'équation. Comme les racines
quatrieme de 1 sont: 1;i:-1;—i. Alors les solutions de I'équation

z'=(2+3i)'sont: Z;=2ox1=2+3i;Z,=29xi=-3+2i;
Z3= 70 x—1 =-2-3i; Z4= 2o x— =3 —2I.
L'ensemble des solutions est S ={Z;; Z,; Z3; Z4}.
VIl — Equations du second degré
19 Cas ou les ccefficients sont des reels
Soit I'équation : aZ + bz + ¢ = 0 (a# 0)

Méthode de résolution

e Calculer le discriminant A = b2 - 4ac.
» Conclure suivant le signe de A.

a-/ si A > 0 alors I'équation admet deux racines

7 ="bNA 5 _bHA
2a 2a
b-/si A =0 alors lezzz_—b.
2a

c-/ si A < 0 alors I'égquation admet deux racines

Z :Li\/w et Z :Li\/w .
2a 2a

1 2

Exemple : résoudre dans C; z2—-2z + 4 = 0. la résolution donne comme
ensemble de solutio={ 1-iv3; 1+iv3}.

2°) Racine carrée d’un nombre complexe :

Soient z et U deux nombres complexes. On appstiae carrée du nombre
complexe U tout nombre complexe z tel qlie 2.

(z estracine carréede U Z=U).
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Tout nombre complexe non nul admet deux racinegesopposees.

Soienz=x+iy etU=a+ib

X2+y2= /aZ +b2
(Z=U )équivautal x*-y’=a
2xy=b

Exemple :
Déterminer les racines carrées du nombre complexe z = -5 — 12i.

Correction

Soit § = x + iy le nombre complexe tel que : 2=z et | d |2=|z|.
on a module de z est |z |=+/25+144=13.

X2+y?2=13 (1
X2-y2=-5 (2
2xy=-12 (3
1) +(2) > x2=4 & x=20ux=-2.
» Pourx=2,(3)=>y=-3;donc 6,=2-3i.

» Pourx=-2,(3)=y= 3;donc 6,=-2+ 3.
= §,et O, sontles racines carréesde z=-5-12i

3°) Cas ou les coefficients sont des nombres conxgse

Si le discriminant A est un nombre complexe de racines carrées 4; et 8,
alors les solutions de I'équation aZ + bz + ¢ =0 (a#0) sont :

_—b+t4 ot Zz=_b+52

Zl
2a 2a

Exemple ; résoudre dans : (21))z2—3z - (1 + 3i) = 0.

A =— 15+ 8i. Cherchons les racines carrées de A.

soitd=x+iytelque: 82 =A et |d]2=|A]. Ona |A|=17;
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x2+y2=17 (1
x2—-y2=-15 (2) (1)+(@2)=> =1 x=1o0u x=-1.
2xXy=8 ©))

» Si x =1lalors (3)donney=4;donco;=1+4i.

» Si x=—1alors(3)donne y=—4;donco,=—1- 4i.
_3+1+4i _ 4+4 1+i -1+

=1-i ; =1-i
4i 4i | -1 a
Zz=3_1._4|=2_.4|=—1—1i ; zz=—1—1i.
4 4 2
L’ensemble des solutions de I'équation est : S:{ 1-i; —1—%i }

VIl — Applications géométriques
1) Interprétation géométrique du langage complexe :

Soient z, ; zg ; Z trois nombres complexes distincts d’'images respectives
A ; B ; et M dans le plan complexe P.

Z7Zp Arg(Z)=| MA: MB

D’autre part arg (ze—za) = (i , AB) + 2kTr. — arg(zs—z,) = (AB:i ) + 2kTr.
En particulier :

‘ZC_ZA‘:AC
Zp > A 2525 AB
Zg —B alors
— — -z
ZC —C AB X AC |=ar ZCA\]
ZB7?A

2) Traductions complexes de certaines configuratiorsuelles :
a) Vecteurs orthogonaux — Vecteurs colinéaires :
Soit les complexes z, ; zg et z¢ d'images respectives A ; B ; C.

- Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux <

— -Z . ..

(AB;AC) = " [2rJou-" [27] = %c " %A gst un imaginaire pur.
2 2 Zy —Z,

- Les vecteurs AB et AC sont colinéaires <

(AB;AC) = 0[2n]ou n[2n] < Zc:iA est un réel.
B A
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c) Exemple:

Soit les complexes—1—-i;1+i;—1+idimages respectives les points
, . -z I
A ; B ; C. Déterminer le module et 'argument de Z = u. En déduire la
Zy —Z,
nature du triangle ABC.

Correction

AC=2;AB=242; |z|_‘zc‘ZA\Ac&.

‘Z _ZA‘ AB 2
Arg(Z)=Arg ZC_ZA Arg( 2 }Arg( }Arg( }Arg( 1 %0
Zg=Zp 2+2i 2
cos@zﬂ J2
2 :>H— +2kr d'ou Arg(Z)— Z=|—;—|.
sinH:Q 4 2 4

- Nature du triangle ABC

—
et -4+2kn ~| AB, AC =—[2n] De facon analogue on a:
‘B7?A

ZB—ZC _ 2 — T
ar - =arg\ arg()——[2ﬂ]~=» CA,CB —E[Zﬂ].

NI

Zy=Z5 \ 7 — | g A . . N
arg === ~| BC, BA|="[27]. D’ou ABC est un triangle rectangle et isocele.

C
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IX — Nombres complexes et transformations
1 — Translations

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Le vecteu d'affixe z.

Déterminons I'écriture complexe de la translatiale vecteuiu qui transforme M
en M.

¥ — =
=W t-(M)=M'= MM'=U & Z-2=27- = Z=2+2-
—_ u u u

Z' =z +Z. , estl'écriture complexe de fenslation de vecteur.

Exemple : Soit t la translation de vecteurd'affixe z. =2 +i.
u
Déterminer I'écriture complexe de la transformation
Soit M’ le pomt d’affixe z’, image de M d’affixe par la transformation t.

t(M) M'e MM'=U = Z-2=2. = Z-2= 2+ = Z=z+ (2+1).
u

L écriture complexe de la translation t esg'=z+2+i .

2— L’'Homothétie :
Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Soit2 un point du plan

d’affixe Zq . Déterminons I'écriture complexe de 'homothétide centre& et de
rapport k qui transforme M en M'.

N (M)=M' = QM'=kxQM = 7-7,=K(z-2,) = 2=z +kz-kzg =
Z'=kZ+Q1-k)Z,.
. Z-Za=k(Z-2%) ou Z=kzZ+ (1-k) Z,
est I'écriture complexe déhomothétie de centrg) et de rappork .
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Exemple 2 :
Soit h ’lhomothétie de centr@ d’affixe z, =2 +i et de rapport —2. Déterminer

I'écriture complexe de la transformation h .
- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par 'homothétie h.

h,(M)=M'= QM'=-20M < 7-7, =-2(z-z,)
Z-(2+i1)=-2z2+22+i) « 7-2-1=-22+4+2 = 7=-22+6+3.
L’écriture complexe de ’homothétie h est+-2z+6+3i.

3 — La Rotation :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Soit (2 un point du plan
d'affixe Z, . Déterminons I'écriture complexe de la rotatiatercentre et
d’angle  qui transforme M en M'.

122, 4
2-2q| 7-7 7-7
- 2 =[1;6 < 9 = (cosd +isind)
L2 |_
Arg =
(Z_ZQJ

2'-Z, =(cosf+isinb)(z-2,) ~ z2-2,=€¢?(2-2,)
Z'—Zg =(codD +isim) (Z2—-29) ou Z-Zg =€°(2-2y) ,

est I'écriture complexe dé rotation de centrg) et d'anglés.
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Exemple :
Soit la rotationr de centreA d’affixe Z, =3 et d’angleé = 72T Déterminer

I'écriture complexe de la transformation

- Soit M’ |e point d’affixe z’, image de M d’affixe par la rotatiorr .

[ (M)=M'= AM'= AM et (m;A—I\/I')zg+2kﬂ

- 7-z,=b(z-2z,) avecb= cos(gj +isin(gj —e2 =i,

Donc Z7Z-z,=b(z-2,) -
2-3i=i(z-3i) =
2-3i=iz+3 =
2'=iz+3i+3 =
2'=i(z+3)+3.
L’écriture complexe de la rotationest : z'=i (z + 3)+ 3.

4- Recherche des lieux géométriques :

Soient A; B;1(%; Yo) et M (X ; y) des points du plan.

Si les points M (x ; y) du plan vérifient Alors I'ensemble ) des points M cherchés es

ax+by+c=0 La droite @) d’équation :ax+by+c=0
ax+b , ) 2 . ax+b
= rg 2vee cz 0 L’hyperbole (#€) d’équation:y = o
(x=xF+(y-y, ) =r? Le cercle @) de centre | (x; o) et de rayonrr.
MA = MB La droite ) médiatrice du segment [AB]
MA+ MB=0 Le cercle @) de diamétre le segment [AB]
y=ax +bx+c La parabolef) d’équation :y =ax +bx+c
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COURS ARITHMETIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

Ensemble N des entiers naturels

| — Propriétés deN:
1- Propriétés de I'addition dans N:
L’opération + est une loi de composition interne dans N;
VaeN;VbeN,(a+hb) e N.
— Laloi + estcommutative dans N : V (a;b) e N2 Jja+b=Db+a.
— Laloi + est associative dans N :V(a;b;c)eN3, (a+b)+c=a+(b+cC);
— Oestlélémentneutrede+dansN:Va eN:a+0=0+a
— Tout élément de N est simplifiable ou régulier pour + dans N :
V(x;y;z) eN3,x+z=y+z = x=y.

2 - Propriétés de la multiplication dans N:
La loi X est une loi de composition interne dans N;
— Laloi X est commutative et associative dans N :
— 1 est I'élément neutre pourla X dans N ;
— Tout élément non nul est simplifiable ou régulier par la X.

3 — Exemple de raisonnement par récurrence dan:

4n+2
-4

Démontrer par récurrence que V. n € N ; 3™ est divisible par 11.

-0 --
Pourn=0 3°-4?=27-16 =11 est divisible par 11.
Supposons que 3 " — 4 *"*2 est divisible par 11, montrons que
est divisible par 11. 3 ("D _ 4 42 — g ntd g1 442 5 44

=3 x 3™ 256 x 4 "2
=3 x 3™ _(253+3) x 4 "2
=3(83™3 -4 M%) _ 11 x23 x 4 ™2
Puisque 3 " — 4 *"™2 est divisible par 11 il existe un nombre k tel que :
3™3_ 4211k et il existe k' tel que : —11x23x4 *™? = — 11K
Dot 3 MY _ 44D = 3 5 11k — 11K
o 3 MDB_ 442 = 11 (3k—k’) est divisible par 11.

D’aprés le principe de récurrence VneN; 3 " — 4 4" est divisible par 11.

3 (n+1)+3 _ 4 4(n+1)+2
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4 — Relation d'ordre « < »:
« < » est une relation d’ordre total sur N.
Réflexive: V x e N, x <x;

Antisymeétrique : V (x;y) € N2 {);ii = X=Y
Transitive : V (x;y;z) € N3 {);?Z/: X<z,

Deux éléments de N sont toujours comparables : V(x ; y)eN2 x <youy < x.
Il — Division euclidienne dansN:

1- Activité :On donne a = 71 et b = 8. Trouver deux entiers g et r tels que :

a=bq +ravec 0<r < b. Que représente q etr ?.
-0-

71=(8x8)+7=>9=8et r=7.q=8estle quotient ; r =7 est le reste.

2 — Théoreme et définition :
V(a; b)eNxN", il existe un couple unique (q ;r) tels que a = bq + r avec 0<r< b.
a = dividende ; b = diviseur ; g = quotient ; r = reste.

Il — Systémes de numération

1- Activité : Ecrire 45 en base 3.

45 | 3
15 15 3
5 .
0 3 45 =1200"

2 — Développement d’'un entier selon une basé de numération :
a) Théoréme :Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout nombre
entier naturel non nul x, il existe une et une seule suite finie

(ap;as; ..... - TR ;a,) de nombres entiers naturels telles que :
- Vi=0a(n-1);0 <a;<b;
- O0<ay< b;
- X=ag+ta xb+a xbi+....... +a,xb".
- L'écriture x=apg+a;xb+a,xb?+........ + a,xb" est appelée le

développement du nombre x dans la base b.
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Exemple : On donne x =19473 etb = 9.

Donner le développement du nombre x dans la base neuf.

19473 9 2163 9 240| 9 26 | 9 2 | 9
6 [2163 3 | 240 g |26 8 2 210

X=6+3x9+6x9%+8x9°%+2x9%= 28636 d’ ol 19473 =8636

b) Définition :
Si le développement du nombre x en base b est :
X = a,xb"+ a,  xb"t +....+ a, x b® + a; x b + ay alors x s'écrit:

_ (b)
X=a,8,_1.--3y -

On dit qu'on a représenté x dans le systeme de numération a base b.
Remarques :
— Chaque nombre est strictement inférieur a la base b et représenté par un
symbole appelé chiffre.
Les symboles utilisés dans la base dixsont:0;1;2;3;4;5;6;7;8;09.
— Si la base b est supérieur a dix on utilise les lettres A;B; C ;D ;..... pour
représenter les nombres appartenants a [10 ; b[. A=dix ; B =onze; C = douze;
D = treize.

Exemple : Ecrire 19473 en base treize.

10473 13 1497 13 115| 13 g |13
12 (1497 2 (115 118 8 0

(13)

19473 =8B2C ou 19473 8B2C

treize

3 — Principales bases :

a) Systeme de numération décimale (ou systeme a dag :

Les chiffressont:0;1;2;3;4;5;6;7;8;09.

Le nombre a = 2.10° + 5. 10° + 3. 10 + 1 s’écrit a = 2531,, ou a = 2531.
b) Systéme binaire (ou systeme a base deux) :

C’est la plus petite base rencontrée, les chiffres utilisés sont : 0 et 1.
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Exemple : Ecrire 12 en base deux.

12 2 6| 2 3 |2 1 |2
0 |6 0 3 1 |1 1 0
12 = 110¢”

c) Le systéeme hexadécimal (ou a base seize) :
Les chiffres utiliséssont:0:1:2:3;4:5:6;7:8;9;A;:B;C:D; E;F;

Exemple : Ecrire en base seize le nombre x = 748.

A~ 16)

On obtient 748 = 2EC .
4 — Opérations dans la base deux :

a) Addition : Dresser la table d’addition en base deux puis effectuer :
1101101” + 1011,

-0 --
/ + 0 1 report — 1111
1101101
0 0 1 + 1011
..................... e
1 1 10 = 1111000

b) Multiplication : Dresser la table de multiplication en base deux puis
effectuer : 1101101 x 1011°.

f’ 1 1101101
X 0 x 1011
0 | o |° FECIELIN
1101101
1 0 1 1101101
(2)
= 10010101111
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Ensemble Z des entiers relatifs

7 ={..... —3:-2:-1:0:1:2:3;......... }
| — Extension de la division euclidienne &:
Théoréme : Quels que soient les entiers relatifs a et b (a #b) il existe un couple
unique (q ;r) d’entiers relatifs tel que a =bqg + ravec 0 < r < |b|.
Exemple : soita=—1992 et b =— 5 trouver (q ; r) € Z* tel que:
a=Dbqg+ravecO <r < |b|]. Effectuons la division euclidienne de |a| par |b|.
1992 =398 x5+2 < —-1992=-398 x5-2 & —-1992=(-5)x398 +3-5

& —1992=(-5)x@B98+1)+3 < —1992=(-5) x(399) +3;
doncg=399etr=3.

1 — Ensemble des multiples d’'un nombre :

- Définition : Soit a et b deux entiers relatifs ; a est un multiple de b si et
seulement si il existe un nombre entier relatif k tel que a =k b.

. (aestmultipledeb) & @@A'keZ /a=kxb).

. (aestmultiple de b, b£0) < ( % a pour reste 0)

Remarque :
L’ensemble des multiples de a est noté : aZ ={.... ,—2a;—a;0;a;2a;....}.
Exemple: 7Z={....;-14;-7;0;7;14;....} ; 0Z={0} ; 1Z=1.

2 — Ensemble des diviseurs d’'un nombre :
a) Définition: Soit a € Zetb € 7*.

On dit que b est un diviseur de a, ou que b divise a si et seulement si a est un
multiple de b. On note : b/a « lire b divise a ».

b) Propriétés : La relation (../..) est une relation d’ordre partiel sur N*,

c) Notations : L’ensemble des diviseurs d’un entier relatif est noté :
P, ou div (a).

Dans la recherche de I'ensemble des diviseurs d’'un nombre on se limitera aux
diviseurs positifs.

Exemples : div+(10)={1;2;5;10};div(0)={...;-2;-1;1;2; ...}
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d) Détermination de I'ensemble des diviseurs d’'un n ombre:

Exemple : a = 30 ; nous savons a priori que 1 et 30 sont des diviseurs de 30.
On cherche les diviseurs p de 30 compris entre 2 et +/a c'est-a-dire

pe[2:430] = pe {2;3;4;5}.p=2 = 30=2x15;p=3= 30=3x10;

p=4nedivisepas30;p=5= 30=5x6.
Donc I'ensemble des diviseurs de 30 est :
Pyp={-30;-15;-10;-6;-5;-3;-2;-1;1;2;3;5;6;10;15;30}.

Il — Nombres Premiers
1- Définition : On appelle nombre premier tout élément ade N — {0 ; 1} qui

admet comme diviseurs (—a ; -1 ; 1; a) dans Z*. Donc par définition 1 n’est pas
premier. 2;3;5;7; ..... sont premiers, par contre 4 ;6 ;8 ; 10 ; ....ne sont pas
premiers.

Remarque : aestpremier <« (-a)estpremier <  |a| est premier.

Il est donc suffisant d’étudier les nombres premiers dans N.
Un entier naturel a est dit premier s’il est difféerent de 1 et admet comme diviseurs
leta.

2- Recherche des entiers naturels premiers:

Pour étudier si un entierade N — {0 ; 1} est premier on peut rechercher
I'ensemble des diviseurs de a: 9, .
= Si 9,={0; 1} alors a est premier;
= Sj aucun nombre premier compris au sens large entre 2 et +/a, ne divise
pas a, alors a est premier.

Exemple : 97 est-il premier ?
- Crible d’Eratosthéne :
Cherchons les nombres premiers inférieurs ou égaux a 40.

2 3 45 6 7 § 9 1011
12 13 14 15 16 17 18719 20
27 23 24 25 26-27 2829 30 31
32 33 .34 35 36 37 38 39 40

Les nombres premiers inférieurs a 40 sont :
2;3;5;7;11;13;17;19;23;29; 31; 37. Verifions si 97 est premier.

Pour cela on cherche les nombres p compris entre 2 et 1/97 ~9,84 =
pe{2;3;5;7}.2+97;3 %97 ;5% 97 ; 7+ 97 donc 97 est premier.

Remarque : L'ensemble des nombres premiers est infini.
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Il — Congruence modulo n — AnneauxZ /nZ:

1— Définition :
Soitn € N* et x ; x” deux entiers relatifs. On dit que x est congrue a x’ modulo n

si et seulement (x — x’) est un multiple de n.
Notation : X = x’ [n] « se lit x congrue a x’ modulo n ».

Comme exemple 15 =1 [7].
.VxeZ, Vx €eZ,x=x"[nN] & (x=-x)enZ .
2— Propriété caractéristique : Soitne N*: V (x:x’) € Z°

X=X [n] & (xetx ont méme reste dans la division euclidienne par n)

3 — Propriété de la congruence modulo n :

o Réflexivité : Soitne N*; Vx € Z;x=x][n].
En effet : x = x[n] carx—x=0=0xn.
e Symétrie: Vxe Z;Vx'e Z;x=x"[n] & x’=x [n].
Eneffet x=x’ [nN] ©3keZ /x—x’ =kn < —x+x'=—kn < x’=x[n].

« Transitivitt: V (x ; x’; xX’) € Z° {XEX'[n]

o x"[n] = XEX"[I’]].

= x-x"=(k+k')n - x=x" [n] .

En effet : {szl[n] {X_Xlzkn

x'Ex"[n] ~ \x-x"=k'n

Conclusion : la relation de « = » modulo n est une relation d’équivalence.

— Régles de calculs sur la congruence modulo n :
Soit(n; k) e (N*)?:(x:y;z;t)eZ"

R;) Si {);EE:/[[:]] alors (x+2)=(y+t)[n] ;

R,) Si {);EE:/[[:]] alors (xx2z)=(yxt) [n] ;

Rs) Si x=y[n] alors x*=y* [n].
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4 — Structure d’anneaux -Anneaux Z InZ:

a) - Structure d’anneau :
— Définition : L’ensemble A est muni de + et de X.

On dit que (A ; +; X) est un anneau si et seulement si :
= (A;+) estun groupe commutatif ;

» Laloi X est associative et distributive par rapport a +.
De plus si la deuxieme loi est commutative on dit que A est un anneau
commutatif.
Si la deuxieme loi admet un élément neutre, on dit que A est un anneau

commutatif unitaire (ou uniféere). Exemple : (Z ; + ; x) est un anneau unifere.

b)-Anneau ( Z/nZ: +:x):

» Classes modulo n: Nous savons que la congruence modulo n est une
relation d’équivalence sur Z. On appelle classe d'un élément a I'ensemble

des éléments qui sont en relation avec a. On note : cl(a) ou a selit
«classe de a ».

= Activité : Dans la congruence modulo 3
1) Donnez 0;1;2;3; 4;5;6;3n;3n+1; 3n+2. Que remarque-t-on ?
2) Déterminer 0Nl; 0N2; 1N2 ;
3) Comparer 0U1UJ2 et Z.

Solution
1) ():{ ...... 1—6:-3;0:3:6:9:12;...} = 3=-6=9.
-6;-3;0;3;6;...... sont les représentants de la classe de zéro.
i:{ ...... ;—8,-5:;1;4 ;7;10;13;....} ; 2={ ...... y—7;-4,-1;, 2,5 ;8;11;14;....}

3=0; 4=1;5=2;6=0; 3n=0; 3n+l=1;3n+2 =2.
On remarque que dans la congruence modulo 3 il n'y a que 3 classes : 0:1;2.

L’ensemble des classes modulo 3 est noté : 7 /37 et s’appelle ensemble
quotient.

2) 0N1=0: 0N2=0:1N2=0 ;0; 1: 2 sont disjoints deux a deux.
3) oUU2=Z.
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Conclusion : On dit que la relation de congruence modulo 3 définie donc une

partition de Z en 3 classes (autant que de restes possibles dans la division
euclidienne par 3).

sont les restes possibles dans la division euclidienne par n.
Remarque : La classe d’'un élément a est généralement représentée par le plus
petit élément positif ou nul de cette classe.

Exemple : Dans Z /57 on a: cl(16) est notée 1; cl(-=12) est notee 3.
V(X:Y)€ 72, x=y = x=y[n|

= QOpérationsdans Z/nZ:
> Addition: Soitn e N - {0: 1}, dans Z /nZ on définit une loi de
composition interne notée + et définie par : Vx e ZinZ ; ¥ y € Z/nZ;
X+y=x+y .
La loi + est appelée la loi quotient du + par la congruence modulo n.
Exemple : Dresser la table d’addition dans 7Z/3Z etdans Z/47 .

» Multiplication : De facon analogue dans Z /nZ on définit une loi de
composition interne notée x et définie par : Vx e ZInZ N y € Z/nZ
La loi x est appelée la loi quotient du X par la congruence modulo n.

Exemple : Dresser la table de multiplication dans 7 /57.
5 — Anneau integre

a) Définition et propriété :
On dit qu’'un anneau commutatif A est intégre si et seulement si Vx € A ;Vye A ;
Xxy=0 =>x=0 ouy=0.

(L’anneau commutatif A estintegre) < (xxy=0 = x=0o0uy=0)
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Exemple : (Z ; +; x) est un anneau integre par contre : (Z/9Z7 ; +; x) est non
integre car 6%x 3=0 mais 6 et3 sonttous non nuls dans Z/9Z. On dit que 6 et3

sont des diviseurs de zéro dans Z/97. Plus généralement dans un anneau
commutatif unifere, s’ils existent deux éléments non nuls dont le produit est nul :
v' Ces éléments sont des diviseurs de zéro ;
v' L’'anneau est non integre.
ax=bx

b) Dans un anneau integre : { Cyz0 = 27 b. Ceci est faux dans un anneau
et X

non intégre. Dans Z/4Z on a: 2%2=2%0 mais 2%0.
c) Sinestpremier ( Z/nZ ; +; x) est anneau integre.

d) Sin n'est pas premier , il existe dans Z/nZ des diviseurs de zéro; Z/nZ est
un anneau non integre.

Exercice : Montrer que V n € N, 4"+ 15n — 1 est divisible par 9.
1°"® Méthode : (Raisonnons par récurrence)

Il suffit de montrer que 4"+ 15n-1=0[9] < 4 +15n-1=0 <4 =3n+1.
Sin=0alors | 4 71 vraie.
3n+1=1

o (n¥1) .
Supposons 4 =3n+1 et montrons que 4  =3(n+1)+1.

. N+l <N . N+l . N+l . . . . o N+l

4 =4 x4=4@n+1) <4 =12n+4<>4 =3n+4=3n+3+1<4  =3n+1)+1. Dol V
ne N, 4"+ 15n -1 est divisible par 9.

2°™M¢ Méthode : (restes de la division de 4" par 9)

4° =1 [9] période = 3

4*=419] doncV keN, 4%* =119]

4% =719] 43t = 419

4* =1[9] 432 =719] .

-Sin=3kona: 4" = 1[9]
15n = 0 [9]
—1=8]9]

4" +15n—1 = 0[9]
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-Sin=3k+1 ona: 4" = 4]9]
15n = 6 [9]
—1=8]9]

4" +15n—-1=0][9]
-Sin=3k+2 ona: 4" = 7][9]
15n = 3 [9]
—1=8]9]

4" +15n—1 = 0[9].

D'ou V ne N, 4"+ 15n - 1 est divisible par 9.
3°™M® Méthode : on peut aussi calculer les valeurs prlses par 4"+15n -1

lorsqu’on substitue a n les valeurs respectlves 0:1:2:3:4:5:6:7;8.
6 — Equations dansZ/nZ ; +; x ) :

a) Equations ax +b=0 : résoudre dans Z/5Z ; 2x+1=0 ;

1% méthode : Z/5Z={ 0;1:2;3; 4 }

X 0 1 2 3 4
2X 0 2 4 1 3
X + 1 1 3 0 2 4
2°™ méthode :

Définition : un élément a de Z/nZ est dit inversible si et seulement si il existe un
élément noté :a* detel que: a x a* = 1. a* est appelé 'inverse de a.

- Dans I'équation ax + b= 0, si a est inversible on multiplie les deux membres par

al. éx+i=f), 2 est inversible dans Z/5Z et son inverse est 3.

2x+1=0<> 6x+3=0 & x=2.

b) Equations : ax?+bx+c=0 :

Exemple 1 : résoudre dans Z/7Z : x*+ 2x +6=0.
X2+ 2X+620 (x+1)?-1+6 =0 (x+1)? + 5= 0> (x+1)2 - 2=0 comme 4x4=2
alors (x+'1)2—(4)2=(')<:> (x+'1—4) (x+'1+4):(') puisque Z/7Z estun anneau
integre, on a :
(x—é) (x+é):b©x—é:b - x:é ou x+5:6 o x:—é o x:é ; 82{23}
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Exemple 2 : résoudre dans Z/13Z : x* + X +6=0.
. .1
En général si n est premier on cherche I'inverse de 2 noté 2 et on multiplie b
-1

par2x2 . 7 estlinverse de 2. x>+ X +6=0 < X2 +(2x7)X+6=0 <

(X+7)2-72+6=0 < (x+7)2+9=0 < (x+7)?-4=0 < (x+5) (x+9)=0 puisque
I'anneau est integre on a:

x+é=b = x:é ou w+é=b = x:—éc»xzﬁ; S:{A;é}.

Exemple 3 : résoudre dans 7/6Z X2 + X +6=0.
Z/6Z est un anneau non integre car 6 n’est pas premier, donc admet des
diviseurs de zéro: 2 : 3: 4 . Les paires de diviseurs associés sont :

{'2;'3};{%;:1} X HX+6=0 XX +X=0 < X(X+1) =0

x=0 X:? ou X=2 X2 y=3 ou{ X33, . !*73 impossible
x+1=0 X=5 x+1=3 (x=2 X+1=2 x=1
ou X.=4. = Xz?’ impossible ou Xf3. - X=.3 = x=3 s={o; 2;3;5 }
X+1=3 x=1 X+1=4 X=3

Autre méthode : puisque n est petit nombre.

X 0 1 2 3 4 5
2 .
0 1 4 3 4 1
2 .
X"+ X 0 2 0 0 2 0

L’ensemble des solutions est : Sz{ 0:2:3; é}.
7 — Systéemes d’équations

a) Résolvez dans Z/67 le systeme {2X~4Y=2
X+5y=2

b) Résolvez dans Z/6Z le systéme {3**+6Y=5
5x+2y=3
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a) méthode : (substitution)

Mise en garde : Z/6Z étant non intégre ne jamais essayer de simplifier une
des équations.

2x-4y=2 O (9 5 x=-5y+2,
x+5y=2 (2
en remplacant x par sa valeur dans (1) on a:
'2(.2—.5y)—3fy=.2 = ;1—1'Oy—3fy:.2«:» A+21y='2«=> ;1y=;1; yD{l; 4}
* siy=ia|orsx=é
* sy = 4 alors x = 0 ; S:{(é;.l);(b;h) }
8 — Critéres de divisibilité

e Divisibilité par 2: Un nombre est divisible par 2 s’il est terminé par O ; ou
2; 0u4d;oub;ou8.

» Divisibilité par 3: Un nombre est divisible par 3 si la somme des ses
chiffres est divisible par 3.

» Divisibilité par 4 :  Un nombre est divisible par 4 si le nombre constitué de
ses deux derniers chiffres de la gauche vers la droite est divisible par 4.

» Divisibilité par 11 : Un nombre est divisible par 11 si la somme de ses
chiffres de rang impair moins la somme de ses chiffres de rang pair
(de la droite vers la gauche) est divisible par 11.

Exemple : _
Soit x=437195
e

5-9+4+1-7+3-4=-11divisible par 11 donc x est divisible par 11.
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Plus Petit Commun Multiple — Plus Grand Commun Divi  seur .

| — Plus petit commun multiple de deux nombres :

1) Exemple : Trouver 2ZN37Z ; que représente 2ZN37Z . Quel est le plus petit
élément positif non nul de 2ZN3Z ?

27 ={..;-6,-4;-2;0;2:4;6;8; ...}

37=1{..;-9,-6;,-3;0;3;6;9;12; ...}

27N37 ={...;-12,-6;0;6;12;6;9;12; ...} =6Z.

Le plus petit élément positif non nul de 2ZN3Z est 6. Cet élément est appelé le
plus petit commun multiple a2 et 3. On note : P.P.CM(2;3)=60u2v3=6 .

2) Définition : Soit a et b deux éléments de Z*. On appelle plus petit commun
multiple de a et b, le plus petit élément positif non nul de aZnbZ .
Onnote: PPCM(a;b)ou aVv b

Exemple : PPCM(-3;5) = 15.

3) Théoreme Fondamental:
L’ensemble des multiples communs a deux nombres est I'ensemble des

multiples de leur PPCM. Autrement dit, lorsque PPCM(a;b)=p ona:
» a/NbZ =y 7 ;

» Vme Z, [ mestmultipledeaetb] < [m estmultiple de .
4) Propriétés:
P1) Soient a et b deux entiers relatifs non nuls
V ke N*, PPCM (k a; kb) =k x PPCM(a ; b).
P,) Tout nombre divisible par a et par b n’est pas toujours divisible par axb.
Exemple : 20 est divisible par 4 et par 10 ; mais 20 n’est pas divisible par 40.
[l — Plus grand commun diviseur de deux nombres :
1) Exemple : Soita = 12 et b = 8. Déterminer I'ensemble des diviseurs positifs

de 12 et de 8. Quel est le plus grand élément de D1,NDg .
-0 --

P,={1:;2:;3;4:6:;12}; D»,={1:;2;4:8;}alorsa: D,NDg={1;2;4}.
4 est le plus grand élément. On note : P.G.C.D (12;8)=4 ou 12A8=4 .
2) Définition : Soit a et b deux éléments de Z*. On appelle plus grand commun
diviseur de a et b, le plus grand élément de :9.N 9D, .

Onnote: PGCD (a;b)ou aADb.
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3) Théoreme Fondamental:
Lorsque PGCD(a;b)= dona:
s D.NDy=Ds;
e VdeZ*, [dlaetd/b < d/d].

4) Détermination pratique du PGCD de deux nombres:
a) 1°° méthode : (Prendre le max de D.N D).

Elle est bonne lorsque a et b sont des petits nombres.
b) 2°™® méthode : on utilise la propriété suivante, pour tout nombre
entier relatif non nul ; P.G.C.D(x;y) =P.G.C.D (x-Yy;Yy) .
Exemple : x =924 ety = 336.
PGCD(924 ; 336) = PGCD(924-336 ; 336) = PGCD(588 ; 336)
= PGCD(588-336 ; 336) = PGCD(336 ; 252) = PGCD(252 ; 84)
=PGCD(168 ; 84) PGCD(84 ; 84) = 84.
c) 3°™ méthode : (Algorithme d’Euclide).
Propriété (P) : PGCD(a ; b) =PGCD(b ;r)avec a=bqg +r.
Exemple : a=5775etb = 784.

5775 =7 x784 + 287. Donc PGCD(5775 ; 784) = PGCD( 784 ; 287).
En réitérant 7 fois la propriété (P) on obtient le tableau ci-dessous.

a 5775 | 784 | 287 | 210 77 56 21 14
b; 784 | 287 | 210 77 56 21 14 7
I 287 | 210 I 56 21 14 7 0

Le PGCD cherché est le dernier reste non nul. D'ou PGCD(5775 ; 784) = 7.

5) Nombres étrangers (ou nombres premiers entre eux ) :
a) Définition : Sia A b =1 alors on dit que a et b sont étrangers.
b) Théoreme de Bézout :

Deux entiers non nuls a et b sont dits étrangers s'il existe deux entiers relatifs
ket ltelque:ak+b ¥ =1.
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- Formulation : [aAb=1l< [T (k; H)eZ2 | ak+b¥=1]

- Exemple: Déterminer 354A25 et trouver deux entiers relatifs ket £ tel que :

354k + 25¢ =1.
Divisions 354 25 4 1
Quotients 14 6 4
Restes 4 1 0

354=25%x14+4 = 4=354-25 x4,
25=6x4+1 > 1=25-6x14

1=25-6x(354-25%x14) & 1=25-6x354 +25x84) <
1 = 354x(— 6) + 25x( 85)
Dol k=—6et ¥ =85.

c) Théoreme de GAUSS :
V (a;b;c)e(Z*)3,sialbcetaestétranger a b alors al/c.

Si al/bc

Alors alc
et a Ob=1
d) Propriétés :

a, Ob=1

PV (a7 8215) (22, [PGOD(as: 2 D)=1 < | 1;
a, Ub=1
a, Ua, =1
P,) V (a;;a,)e(Z*)?, VneZ al/n = aa,/n;
a,/n
P;) SiaAb=1alors aAab"=1 (VneN);
a=oa
P,) PGCD(a;b)=% < 3! (a;;by) €(N*)* tel que : { b=dh
a (b =1

Ps)Si a Ab=1alors PPCM (a;b)=ab;

Ps) Sia est multiple de b alors PPCM(a ; b) =a et PGCD(a; b)=b;

P;) Soitm € N*etm e aZnbZ.
PPCM(a;b)=m < g et % sont étrangers
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e) Relation entre PGCD et PPCM :

V (a;b)e(Z*)?, PGCD (a; b) x PPCM (a: b) = |a b

6) Exemple d'utilisation du PGCD, du PPCM :

Déterminer tous les couples d’entiers naturels (a ; b) tels que {

allb=7
allb=84
-0 --

En utilisant la propriété P4) on a :

a=o0a, a=T7a

PGCD(a;b)=8 < 3! (a;;: b)) €(N*)? telque: | b=da, «{ b=7b ;

a, b, =1 a, Ub =1

avb=84 < 7a,07b, =84 « 7(a, 0b)=84 = 7ab =84 -~ ab =12 =
a; € D, et b1€®12 avec a]_/\b]_: 1. @12={1,12,2,6,3,4}

1% cas: sia;j=1leth;=12alorsa=7etbh=84.
2°™° cas : sia; = 2 et b; = 6 impossible car 2 et 6 sont non étrangers.
3*™® cas:sia;=3eth;=4alorsa=21eth=28.

L’'ensemble des solutions est : S={ (7;84);84,7);(21;28) ; (28;21)}.

7) PGCD et PPCM de plusieurs nombres :
Exemple : PGCD (15;21;35)=PGCD (3;35)=1;
PPCM (34 ;51 ; 78) = PPCM (102 ; 78) = 1326.

8) Formule du binbme de Newton :

(a+b)"=>'cka"™ b =Cla"b’+Cra" b+....... +CMab"™ +Ca’b"
k=0

k_ n!
C”_(n—k)!Xk!

9) Décomposition en produit de facteurs premiers :
a) Exemples : Décomposer les nombres a = 60 et b = 975 en produit de

facteurs premiers.

60 | 2 975 | 5
30 |2 195| 5 60 = ZX3x5
15| 3 39| 3
5|5 13| 13 975 = 3x5°X 13
1 1
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b) Application a la recherche du PGCD et du PPCM :

Prenons a = 7875 et b = 975 on a les décompositions suivantes
a=3*x5x7
b=3x5 x13
D’ot PGCD ( 7875 ; 975) = 3 x 5% = 75.

Et PPCM (7875 ; 975) = 3° x 5° x 7 x 13 = 102375.
lIl — Application a la résolution d'une équationdu 1  * degré dans Z XZ:
En général soit a résoudre I'équation : ax+ by =c; (a; b) € (Z*)?, (x;y) sont
les inconnues dans Z xZ. (E):ax+ by =c.
On cherche le PGCD (a ; b) = 6.

» Si d ne divise pas c alors S(E) = @.

« Si d/c alors on simplifie I'équation par © on obtient (E;) : a;x + by =¢;4
avec aj; A by=1.

On cherche une solution évidente (X, ; Yo) de (E1) a partir des multiples de a;
et b; dont la différence donne c;.

X + by =c;

aiXo + b1yo = Cy

a1(X — Xo) + bi(y —yo) =0
* ai(X—Xo) +bi(y —Y¥0) =0 & ai(X—Xo) =—Dbi(y —Yo) =
ai/— bi(y — yo) =>d’'apres Gauss que a;/— (y — yo) =
dkeZ/y-yo=—ka, < y=yo—Kka;.
 De méme b,/ a;(x—Xp) = d’apres Gauss que bi/(x—xo) =
dkeZ/ x—xo=kb; < X=Xo+ kbs.
D’ou I'ensemble des solutions de I'équation est :
S= {( Xo t+ kb]_, Yo — kal) / k GZ}
Utilisation de la congruence:
X + b1y = ¢y & apXx=—Dbyy + €1 & aix = ¢y[ by] & X=Xo[ by] =
1 keZ/x =bik + Xy . En remplacant x par valeurona:y=ak +yp.
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Exemples : Résoudre les équations
a) 4x-8y=3;
b) 14x — 22y = 4.

—-0-
a) 4x—-8y=3; 4 A8=4 = 0 =4nedivise pas3doncS=02.

b) 14x-22y=4; 14 A22=2; d/4doncona: (El): 7x—11ly = 2.
Une solution particuliere de (E,) est le couple (Xo ; Yo) = (5 ; 3) a partir de 7N
et 11N.

IXx—1ly =2

7 (X—=X%)—11(y—Vo) =0.

7T(X—=X)—11(y—-Yy9)=0 & 7xx-5=11(y-3)=>
e 7/11(y - 3) =>d'apres Gauss 7/(y—3) > y—-3=7k=>y=7k + 3.

o 11/7 (x—5) =d'aprées Gauss 11/(x —5) =>x-5=11k = x =11k + 5.

L’ensemble solutionest S = {(11k +5; 7k +3) / k€ Z}.

Autre méthode : (utilisation de la congruence)
14x —-22y=4; 14 A22=2; 2/4doncona: (E;): 7x—11ly = 2.
7x=11y + 2 < 7x =2 [11] en multipliant par8ona:

56x =16 [11] & x =5[11] = x =11k + 5. En remplacant x par sa valeur dans

'équation 7x — 11y =2, on obtient y =7k + 3.

D’ou I'ensemble solutionest: S={(11k+5; 7k + 3) / k €Z}.
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Fonctions Numériques
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

A-/ Ensemble de définition d’'une fonction :

1- / Définition :

Soit f : A — B une fonction. On appelle ensemble de définition 9 de f,
'ensemble des éléments x de A qui ont une image dans B par f.

2- | Exemples :

Déterminer 'ensemble de définition D;de chacune des fonctions définies par.

a) f(x)= 32+ 4x -9 ; b) f(X)=#+;+6 ;C) f(x) = XX__54;

d) f(x) =+/- X2 +3x-2.

B- / Limites :
|- / Approche graphique :
La fonction f est donnée par sa courbe représentative ci-dessous.

1-/ Déterminer I'ensemble de définition 9D; de f.

2-/ Trouver |lim f(x); lim f(x); lim f(x) ; Ilim f(X)
X -0 X0 X - —00 X — +00
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[l -/ Calcul de limites :

1-/ Limites obtenues directement ou par transformat  ion de I'expression :
a/ Fonctions Polyndmes :
« Théoréme 1: A I'infini toute fonction polyndme a méme limite que son
mondme de plus haut degreé.
 Exemples: Calculer les limites suivantes
lim -x®+2x* -5x+9 ; lim -5x*-3x*+x+4 ; lim 7x* -5x> +4x* -8x+1

X - —0 X —» +oo X — —00
b/ Fonctions Rationnelles :

 Théoréme 2 : A l'infini toute expression se présentant sous la forme
d’'une fraction a méme limite que le rapport des monémes de plus haut
degré du numérateur et du dénominateur.

« Exemples : Calculer les limites suivantes

3 -Bx*+6x-7 . -5*+7x-8 . x*-8 . xX+x*+2x-4

lim ) ; lim —————— ;  lim ;o lim— 5

Xo-o 4T —5X+ 2 Xote  X°+OxX—7 x-2 X=2 x-1x% +2X° —=5x+2

c/ Fonctions Irrationnelles :
Déterminer les ensembles de définition de chacune des fonctions puis
calculer les limites suivantes.

* _3-4Jx+8 . 3-4x+8, %
T U e
[v?2 2 [v?2
f(x)= X" +2 . lim XX t2 . fim XX t2 ; lim (3x+1—\/x2+3x+2);
3Xx—-6 x-—= 3X—6 Xoto 3X=6 x-

lim (3x+1—\/x2 +3x+2)

d-/ Fonctions Trigonométriques :
Retenons que pour x trés voisin de zéro on a : sinx = x d’ou

im 2" =1; pouraz0 Im30 =g gim BNy  pITOOX_ 1y 1mCosX
x-0 ¥ x-0 ax x-0 X X -0 X 2 X0 X
Exercices : Calculer les limites suivantes
”m(—tanx—asmxj; pour a #0et S#0 lim sinax o lim s!nax ;o lim —1_\/5(395)(
X0 X x-0 BX x-0sinBX . T1-/2sinx

4
2-/ Limites obtenues par changement de variables :

Exemple : lim _2sinx-1
xq’g’Zcosx—\/é

3-/ Limites obtenues par encadrement :

; en posant x —% =u on obtient Rép= -3

a) Sif(x) < g(x) et lim f (x) = +eo alors lim g(x) =+oo.

b) Sif(x) < g(x) et lim g(x) = e alors lim f(x)=-o.

X > —
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c) Exemple :

Soit f: x— f(x)=x+3cosx.

Pour toutréel xona: x-3<f(x) < x+3.
* x=3< f(x); Ilim (x=-3)<lim f(x)=—c0 = lim f(x)=-c0 ;
e f(X) x+3; Iim f(X)< lim (x+3)=+c0 = Ilim f(X)=+co.

4-/ Théoréme des gendarmes :
Soient f ; g et htrois fonctions telles que :

Ox0O]asb| si f(x)<g(x)<h(x) et lim f(x)=limh(x)=1 Alors limg(x)=I .
Exemple : Calculer

: sin3x ) 1 sin3x 1 . sin3x
lim 5 o —1<SIN3X<1 = — 5 < 5 < 5 < |im 5 =0
Xx—+o( X" +1 X“+1 x°+1 X"+1 x-+w={x"+1
5-/ Utilisation de la dérivée dans le calcul des|li  mites :
a) lim M:f'(xo)_
X=% X=X,
b) Exemples
lim tanx—lzz; |im1_COSX:0; | SmleimSInX_SInO:(Sin)'(O):COS@):l
N T Xx-0 X x-0 X X-0 x—0
4 X_Z

C- / Continuité d’'une fonction f :
1- Continuité en un point d’'abscisse x ¢
a) Définition : Soit f une fonction numérique de la variable réelle x
d’ensemble de définition 95 On dit que f est continue au point
d’abscisse x, de 9 si et seulement si f(x,) est définie et lim £(x) = ().

(f est continue au pointJ [* f(x,) définie J

X, de D . x"f'lo f(x) =1f(X,)
b) Exemple :
— Soit f(x) = XZ_XZ. La fonction f est-elle continue en xo=1 ? ; en Xo=0 ?
_ Soit f définie par f(x)=—X—2.
Ix+2

= Déterminer 'ensemble de définition D;de f.
= f est-elle continue en xg =2 ?.
2— Prolongement par continuité en un point :
a) Définition :
(f est prolongeale par * X, O Df

. lim f(x)=1,10IR
X = X

L, _ Si et seulementsi
continuité au point X,

g(x)=f(x) si xZX
9(%o) =l

Son prolongement est la fonction g définie par {
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b) Exemple et contre exemple :

x? —4x+3

— Soit f la fonction définie par f(x) = ; f est-elle prolongeable par

continuité en xo =1 ? si oui déterminer son prolongement g.
— Soit f définie par f(x) =32 ; f peut-elle étre prolongée par continuité en 0 ?.
X

3— Continuité d’une fonction sur un intervalle | =[a;b]:

Une fonction f est continue sur | =[a; b], si elle est continue en tout point de
| =[a; b].

4— Théoreme 3:

Toute fonction polynéme est continue sur R.
Toute fonction rationnelle est continue en tout point de son ensemble de
définition.
5—- Théoreme 4 :
Si f et g sont deux fonctions respectivement continue en X, ; alors les
fonctions (f+qg) ; (f-9) ; (fxg); (A f) (AOIR); (ij si g(x)#0
g

sont continues en Xo.

6— Théoréme des valeurs intermédiaires :
a) Enoncé du théoreme 5 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle fermé [a ; b] et c un nombre

situé entre f(a) et f(b) inclusivement ; alors il existe au moins une valeur X
dans l'intervalle [a ; b] tel que f(x)=c.

A

f(b)
(C)

C

f(a)
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b) Conséquence du Théoreme 5 :

Si f est une fonction continue sur [a; b] etsi f(a) et f(b) sont de signes

contraires c'est-a-dire f(a)x f(b) < 0 alors I'équation f(x)=0 admet au moins
une solution x dans [a ; b] tel que f(a)=0.

A y
f(b)
(&)
a X2 .,
0 o o3 b X
f(a)

b) Théoréme de la bijection :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle

| =[a; b] alors f réalise une bijectionde | =[a;b]sur f(l1)ou f(I)

est un intervalle.

De plus si f(a) et f(b) sont de signes contraires c'est-a-dire f(a)x f(b)< 0
alors I'équation f(x)=0 admet une solution uniqgue « dans [a; b] tel que
f(a)=0.

f(b)
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7- Représentation graphique d’une bijection récipro que :

Pour représenter la courbe (e,e‘l) de la bijection réciproque de la bijection f ;
on trace le symétrique orthogonal de la courbe (€f) de f par rapport a la
premiére bissectrice d’équation y = x.

1% bissectrice : y = x

eﬁ-l

8- Rappels :

Soit f la fonction définie sur un intervalle | = [a ; b]. Soient x; et x, deux
éléments de |.

- Six; < X, = f(X,) < f(x,) alors f est croissante sur |.
- Si X1 < X, = f(xy) = f(x,) alors f est décroissante sur I.
-Vx,€e I, V x;el,sif(xy) = f(xy) alors f est constante sur .

D- / Dérivée d’une fonction numérique :

1- Fonction dérivable en un point :
a) Définition : On dit qu’une fonction f est dérivable au point d’abscisse

Xo (Ou admet un nombre dérivé au point xo) de son ensemble de

définition si et seulement, si : lim TX=1T00) _p . (ADIR). A est noté
X=% X=X,

f'(x,) et est appelé le nombre dérivé de la fonction f au point Xo.

b) Exemples :

Etudier la dérivabilité de f en X, dans les cas suivants
- f(x)=x*+2x-1 et x,=2;

- f(X)=v1-x° et x,=-1
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2- Equation de la tangente a la courbe en un point ~ Xq :

L’équation de la tangente (T) a la courbe () de f au point d’abscisse X est
(T) 1y = f'(Xo)(Xx—Xo) + f (Xo)
3- Remarque : Si le coefficient directeur f '(Xg) = 0, la tangente est

horizontale ou paralléle a I'axe des abscisses en Xo.

4- Techniques de dérivation :
a) Formules de dérivation :

Soient f;uet v des fonctions dérivables en un point x de l'intervalle 1.

Fonction f définie par

Fonction dérivée f’ définie par

fX)=c £ =0
f(x)=x f'(x)=1
f (x) =ax f'x)=a
f(x)=x" f'(x)= nx"*
f(x) =ax" f'x) = anx"!
f(=" frog= 2
X X
f(x) = v/x 1
24/x
u=f" u’=(f”)'=nxf”1><f'
f=u+v fr=(u+v)=u"+v’
f =uxv fr=(uxv)'=u’v+v'u
u o

v
F(x) =yu(x)

u'(x)
2,/U(X)

f(x)=u(ax+b)

f’(x)=axu'(ax+b)

b) Dérivées de fonctions circulaires :

f (X) =sinx

f’(x) =cosx

f (X) = cosx

f’(X) =-sinx

f (X) =sin(ax + b)

f ’(x) =acosax+b)

f (x) =cosiax +b)

f’(x) =—asin(ax + b)

F) =tgx f'(x)=——=1+tg°x
cos® X
F=col -
(X) = cotgx £(X) =—>— = ~(1+ cotg?x)
SIn™ X
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Primitive B
N.B : Cette nouvelle technique que
je mets a votre disposition vous
permettra de retenir le plus — COSX » COSX

simplement possible la dérivée O
et la primitive des fonctions
Sinus et Cosinus

— Sinx

c) Dérivée de la bijection réciproque :

A\ 1
(f ) (a)_ f|| f—l(a)l
5- Extension du nombre dérivé :

a) Point anguleux

Soit f une fonction numérique admettant au pogux nombre dérivé a gauche
f, (%) different du nombre dérivé a drofte(x,) . On dit que la fonctiorf n’est

pas dérivable en x et le point d’abscisseyxestun point anguleuxde la courbe
(C).

f(Xo) 7 f(Xo)

Mo

Xv

Xo X Xo

La courbe présente au point d’abscisggexix demi tangentes.
— Une demi tangente a gauche de pentg x,) ;

— Une demi tangente a droite de pente (x,) .
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b) Point de rebroussement ou un pic :

A
y
©)
f(x
) —N,
Xo X X
e (- f . (- f - -
Sitim TO7T00) - e fim TOZT00) oy o OO0 o i f OO
x=% X=Xy x=x  XTXy x=% X=X x=x X=X
Alors la courbg€,) présente au point d'abscisse X Alors la courbg@;) présente au point d’abscisse
une demi-tangente verticale dirigee vers le haot. O yne demi-tangente verticale dirigée vers le bas.
dit que le point d'abscissg estun point de On dit que le point d’abscissg estun point de
rebroussement ou un pic. rebroussement ou un pic.

E- / Inégalités des Accroissements Finis :
Soit f une fonction dérivable sur | = [a ; b] ou a ebbtxdes réels.

e Premiere Forme :

Sia<b et siles réels met M sont tels qu& x € [a; b]
m<f’'(xX) < Malors m(b—ax f (b)—f (a)<M(b—a)

e Deuxieme Forme :

Sik estun réel tel queV xe[a; b]=1,
| £'(X) | <k alors [f (b)—f (@) |<k]|b-a]

Exemple : soitf la fonction définie suEO %T} par f(x) =sinx.

2

Démontrer que pour tout X (ﬁ@ ﬂ ona :7xs Sinx<X.

F-/ Dérivabilité et continuite :

1- Théoreme 6 : (admis)

Si une fonction numeériquest derivablen un pointglle est continuen ce point.
Par contre, une fonctiarontinueen un pointi’est pasécessairement déerivatea
ce point.

2- Exemple : f : x— f (X)= |x| est continue en x = Mais pas dérivable en x = 0.
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ETUDE D’UNE FONCTION NUMERIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

| — Quelques propriétés géométriques :
1. Fonctions paires :
Une fonction numérique f d’ensemble de définition 9 est dite paire si, et

seulementsi Vx € 95, (—X) € Ds; f(—X) = f(X).

La courbe (&) de f admet 'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

2. Fonction impaire :

Une fonction numeérique f d’ensemble de définition 9 est dite impaire si,
et seulement si Vx € 9y, (—x) € Ds; f(—X) =—f (X).

L’origine du repere est centre de symétrie pour la courbe (C) de f dans un
repére cartésien.

3. Axe de symétrie d’'une représentation graphique :

Dans un repere orthogonal la droite (D) d’équationx=a, (a € R) est axe
de symétrie pour la courbe (&) de f, si et seulementsi f(2a—x) = f (X).

4. Centre de symétrie d'une représentation graphiqgu e :
Le repere étant quelconque, le point | (a ; b) est un centre de symétrie
pour la courbe (C) de f sietseulementsi, f(2a—x) + f (x)= 2b.

5. Fonctions périodiques :

Une fonction numeérique f est périodique si, seulement si il existe un réel
strictement positif t tel que Vx € s f (x+t) = f (X) .

On dit alors que t est une période de f.

— Sif(x) = cos(ax +b) alors la période T :% :
— Si f(x) = sin(ax +b) alors la période T :% :

— Sif(x) = tan(ax +b) alors la période T =

2]
Il — Plan d’étude d’'une fonction numérique :
Pour étudier une fonction numérique nous adopterons le plan suivant :
= Déterminer 'ensemble de définition (étudier la continuité)
= Etudier éventuellement la parité. Recherche de la période, des
symétries afin de réduire l'intervalle d’étude.
= Etudier les limites aux bornes de I'ensemble de définition ;
= Calculer la fonction dérivée et étudier son signe ; indiquer le sens de
variation.
= Consigner dans un tableau de variation les résultats précédents.
= Déterminer les points remarquables a I'étude de la fonction
» Points d’intersection de la courbe avec les axes de coordonnées
» Points d’inflexion etc.
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Il — Exemple d’étude de fonctions polynémes :

1- Théoréme 1: Sif admet un extremum relatif d’abscisse X, alors f’(xg) = 0
ou f n'est pas dérivable en Xo.

2- Théoreme 2: Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert ]Ja ; bJ.

Si f’(x) s’annule en Xy de ]Ja ;b[ en changeant de signe, alors f admet un
extremum en Xo.

3- Exemple : Soit f la fonction définie par f(x) = x> —3x+ 2.
a) Etudier les variations de f;

b) Montrer que f admet un point d’inflexion que I'on précisera. On
déterminera les intersections de la courbe () de f avec les axes de

coordonnées.
c) Tracer la courbe (&) de f dans un repére orthonormé. Quels sont les

extremums relatifs de f ?. En quels points sont-ils atteints ?.
IV — Exemple d’étude de fonctions rationnelles :

1- Recherche d’asymptotes paralleles aux axes de co  ordonnées :
a) Asymptote Verticale :

Si lim f(xX) =+ ou— alors la droite d’équation x = a est asymptote
X-a

verticale a la courbe (&) de f.

A y
Y X = J La droite d’équation : x = a est
asymptote verticale a la courbe de f.
A
J
o i X
(€)
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b) Asymptote horizontale :

Si lim f(x) =L (réel),alors la droite d’équation y = L est asymptote

X - _©

horizontale a la courbe (&) de f.

y
y=L .
La droite d’équation :y = L est
T A asymptote horizontale a la courbe de f.
o) i: X
()

2- Exemple : Etudier et représenter la fonction f définie par f(x) = 2x +12.
X_

3- Asymptote oblique :

« Si lim f(x)= ‘w, alors il y a possibilité d’asymptote oblique en .

X > _oo

« Si f(x)=ax+b+C(x) avec lim C(x)=0 ; alors la droite d’équation y = ax+b

X —» _00

est asymptote oblique a la courbe au voisinage de +o0 ou —oo.

» Ladroite (9) d’équation : y = ax + b est dite asymptote oblique a la

courbe au voisinage de de +o ou — ; si et seulement, si
lim | f(x) - (ax+b)]=0.
X - _00

4- Position de la courbe par rapport a son asymptot e oblique :

Pour étudier la position de la courbe (G) de f par rapport a son asymptote
oblique (9) d’équation : y = ax + b ; on étudie le signe de f(x) - (ax+b)dans Df.

1% cas: Si[f(x)-(ax+b)] < O ; alors la courbe (€) est en dessous de (D).
2°™ cas : Si[f(x)-(ax+b)] > O ; alors la courbe (€) est au dessus de (D).

3™ cas : Si[f(x)-(ax+b)] = O ; alors la courbe (€) coupe (D) en un point Xo.
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x*> -5x+15
Xx-2

a) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que f(x)=ax+b+—>— :

5- Exemple : Soit f la fonction définie par f(x)=

b) Montrer que la courbe (&) de f admet une asymptote oblique (9) a
préciser ;

c) Etudier la fonction f ;

d) Montrer que le point | (2 ; —1) est centre de symétrie pour la courbe (&) de
f;

e) Etudier la position relative de (G) par rapport a (D) ;

f) Construire (9) et (&) dans un repére orthonormé.

6- Recherche de I'asymptote oblique :

Soit f une fonction de R vers R. S’il existe deux réels a et b tels que :

im ~9 =2 et lim [ f(x)-ax|=b alors la courbe (¢;) de f admet
X— Too X X loo

pour asymptote la droite (9) : y = ax + b au voisinage de +~ ou de —,

Dans cette recherche 5 cas peuvent se présenter qu’'on résume dans le
tableau ci-dessous.

jim 1) Jim [[£09 - ax]
X- o X
b (beR) Asymptote oblique :
y=ax +bh.
Direction
asymptotique A +00 OU -0 _
a (a €R) définie par la Branche parabolique
droite d’équation : de direction A.
y = ax Pas de limite
Direction
asymptotique A Branche parabolique
00 0U o0 définie par la de direction A.
droite d’équation :
x = 0.
Pas de direction
Pas de limite asymptotique
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Primitives de Fonctions — Calcul Intégral
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

|- Primitives d’une fonction numérique :
1- Activité : Soit la fonction f :x — 2x+ 3;
Calculer la dérivée de chacune des fonctions F ; G ; H définies par :

2
F(x)=x*+3x+10 ; G(X) = x* +3x-17 ; H(X) :(x+gj +11. Que remarque-t-on ?

v Pourtout x de 2f, F(X)= f(X); G'(X)= f(X); H'(X) = f (X).
On dit que F ; G ; H sont des primitives de f sur Df.
2- Définition :
Soit f une fonction définie sur une partie non vide [a ; b] de R. On appelle
fonction primitive de f sur [a ; b], toute fonction F telle que :
Vxela;b]l,F(x)= f (X).

a pour Dérivée

o

3- Notations: P[rim]f =F ou j f (X)dx=F(X) ;
a;b f f y
[Prim f=F] & [ Vxe[a;b],FX)= f (X)]

a pour Primitive

4- Remarques :
» Sifestcontinue sur [a; b] alors sa primitive F est continue sur [a ; b]
( car F est dérivable sur [a ; b]).

» Les fonctions quia x —F(x) + C (CeR) sont appelées les primitives de f
sur [a; b]

5- Théoreme (admis) :
a) Si F est une primitive de f sur [a ; b], toute autre primitive G de f sur
[a; b] estdelaforme: G(x) = F(x) + C.
b) Si f admet de primitives sur [a ; b], il en existe une et une seule
prenant au point X, donné une valeur y, donnée.

Exemple : Soit la fonction f définie par f(x)= cosx. Trouver la primitive F de f
3n

qui s’annule pour x = % et celle qui prend la valeur 2 pour x =
6- Propriétés :
Soient f et g deux fonctions définies sur [a ; b] ; F et G leurs primitives
respectives sur [a; b].

a) Prim (f+g) = Prim (f) + Prim (g) = F + G + C*°.

b) Soit ot un réel, Prim (x f) = o Prim (f).

c) Prim (fxg) =[fxg ]-Prim (fxg’) (appelée Formule de primitivation par parties ).

Exemple : Trouver les primitives de f définie par f(x) = x sinx.
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7- Calcul de Primitives :
a) Primitives de fonctions usuelles:

Soient f ; u et v des fonctions numeériques.

Fonctions f définies par

Fonctions Primitives F

f(x) =0 F(x) =c
f(x) =a F(X) =ax+c
—_ n n+1
fx) =ax F(x) = +C
n+1
f(x)= L F()=—T+c
X X
—y T r+l
f(x) = x Foo=X"+c
r+1
-1 F(X)=2Jx +c
f(x) = —=
(x) Te
f(x) = (x-a)™ : m * -1 Foo="a™
m+1
FOX)=(ax+b)"n=-1 Fo= @D
a(n+l
(x) = u'(x) F(X)=Inju(x)|+c ; u(x)#0
u(x)
f(x) = u'(x) F(X)=Ju(x)+c ; u(x)>0
2Ju(x)
f(x) = 09XV =V (9 xu() F00="0 4 ¢ - 020
(v(x)) v(X)
f(x) = u'(x).u"(x) F () _U™X) ‘e
n+1
fx) =49 F(x) = 1 —+c ; n#zl
¥ ) (n=D(u(®)"
b) Primitives de fonction circulaires :
Sjnx
Primitive B
N.B : Cette nouvelle technique
que je mets a votre disposition
vous permettra de retenir le plus COSX » COSX
simplement possible la dérivée O
et la primitive des fonctions
Sinus et Cosinus
— Sinx
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Fonction f définies par Fonctions Primitives F
f (X) = cosx F(X) =sinx + ¢

f(x) = cos (ax + b) F() = Zsin (ax + b) + ¢

f (X) = sinx F(x) =—cosx + c
f(xX) =sin (ax + b)

F(x) = —g cos (ax+b)+c

f(x) = L =1+tg?x F(X) =tgx +c
cos” X
= ; = 1
F0 = cos’ (ax+b) F(x) a tg(ax+b) +c
f(x) = o5 =1+cig’ F(x) = —cotgx + ¢
= ; = _E
F(x) = sin®(ax+ b) F(x) aCOtg(aX+ b)+c

c) Cas divers:

Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

f(x) = cos2xsin3x ; h(x) = cos’x ; f(x)= —~ .
COS X
(Méthodes utilisées: linéarisation, transformations trigonométriques)
- 2 - 2
£(x) = 1 _cos x+sin x_coszx+5|n x__1 . 1 «tar? x d'odl

cos’ x cos’ x cos'x cos'x cosgx cos X

F(X) :tanx+%tan3 X+C

d) Primitives de sin" xxcos” x oU n et p sont des entiers naturels non nuls :

e Sinoup estimpaire : f (x) = cos’ xsin® x.
(prendre la puissance impaire cos’x = cosxcos*x) ;
d’oul f(x)= cosxsin®x—2cosxsin'x+cosxsin'?x et on a

F(x) = Lgine x- 2 sint x+ Lsin*x+c.
9 11 13

e Sinetpsontpaires: (utiliser les relations suivantes)

coszxzw : sinzle_c—gszx © SiN2X=2sinXCoSsX.

Exemples: f(x)=cos'xsin?x ; h(x)=sin’ xcos’ x.

Cours Primitives — Calcul Intégral Page 3 sur 10 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



Il — Calcul Intégral :

1- Définition : Soit F une primitive d’une fonction f sur [a ; b].
On appelle intégrale définie de f sur [a ; b] le réel noté :

jb f(t)dt:[F(’[)]: = F(b) - F(a) .

2- Théorémes : on admettra les théoremes suivants
a) Théoreme 1: Toute fonction continue sur [a ; b] est intégrable sur [a ; b].
b) Théoréme 2: Toute fonction monotone et bornée sur [a ; b] est intégrable sur [a ; b].

3- Propriétés :
a) [ fmdt+ [ f@Odt= [ f(Rdt ;
b) j:f(t)dt:o :
o) [ fmdt=—["f(tt ;
d) [(f+o)mdt=[ f@dt+[ gt)dt ;
e) j:)lf(t)dt:Aj:f(t)dt :
f) Si f>O0sur [a;b]; alors j:f(t)dt >0 ;
g) Si f=gsur [a;b]; alors [* f(dt 2| g(t)dt ;
h) j:f'(t)dtz[f(t)]gz f(b) - f(a) .

4- Définition :
On appelle moyenne de l'intégrale sur [a; b]  le nombre :

5- Intégration par parties :

Soient u et v deux fonctions dérivables donc continues sur [a ; b] .

(uv) =uv-vu < Prim(uv)=[uv] — Prim(uv’) donc pourtoutx € [a; b],
ona:

La formule d’'intégration par parties
[TUE)xV () dx=[UExV()] - ["U" () xV (x) dx.

Exemples : Soient | =[ tcost dt et J=[2zxsinxdx .
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Il — Applications du Calcul Intégral :

1. Calcul d’'aires :
Si f est intégrable et positive sur [a ; b], j:f(x)dx donne l'aire @ du domaine

P compris entre 'axe des abscisses, la droite d’équationx=a;x=betla
courbe (€f) de f sur [a; b].

y4 et
/ A:j:  (x)dx
i
0 a b x

2- Conséquences :

Les configurations ci-dessous nous donnent les aires des domaines 9.
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Exemple :

Soit la fonction f définie sur [- 4 ;2] par f(x) = x* + x - 2.Soit (€f) sa courbe
représentative dans un repére orthogonal d’unités graphiques 2cm sur
I'axe des abscisses et 1cm sur I'axe des ordonnées.

Déterminer l'aire A du domaine limité par I'axe des abscisses les droites
d’équations x = —4 ; x = 2 et par la courbe (¢) de f.

f est positive sur[-4 ;-2] etsur[1;2]; f estnégative sur[-2;1];O0na:
A:I:j f(x)olx—j_l2 f(x)o|x+j12 f(x)dx=15u4a.

3- Unité d’aire :
L’'aire d’'un domaine est mesurée en unité d’aire (U.a).

L’'unité d’aire L'unité d’'aire

1 ua=2cm 1 u.a=2x3cnt=6cnf
24 2
i 7
O 1 0 B
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4- Volume d’'un solide de révolution :
a) Théoreme 3 : Le volume engendré par une aire plane limitée par I'axe

(x'ox), les droites d’équations x =a ; X = b (a < b) et I'arc de courbe
d’équation y = f(x) est donné la formule :

cver[ [ 19]% dx
b) Exemple : Le volume limité par I'arc de sinusoide d’équation y = sinx, X
€ [0 ; 1r] tournant autour de I'axe (0x).

\Y :ﬂjoﬂ sin? xdx= ﬂj';rl_c—;szxdxzn[%x—%simx} :”(E_szé'
0

IV — Changement de variable affine :
Soient f et g deux fonctions ou g est une fonction affine définie par g(x) = ax + b.

L'intégrale de laforme : [° f(ax+b) dx=1ja”+z f (u)du
a

anmt

En effeten posant: u=ax+balorsdu=adx et dx= § du.

Cherchons les nouvelles bornes

Si x=m alors u=am+b
u=ax+b _ .
Six=n alors u=an+b
Exemple ;
R 1
Soit & calculer! = [ —2X__ dx. On pose u = 2x +1 = du = 2dx et dx = = du.
IO V1+2x P 2
u-1

2x=u-1 = X:T' Donc cherchons les nouvelles bornes :

Six=0 alors u=1 i . 1
par suite on obtient | =§.

Si x=1 alors u=3

Cours Primitives — Calcul Intégral Page 7 sur 10 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



V — Valeur approchée d’'une intégrale ( méthode des rectangles ):

Soit f une fonction continue sur un intervalle | et [a ; b] C I.
Supposons que f ne possede pas de primitives connues.

Cherchons une valeur approchée de K :j:f(t)dt.

Activité 1 : Partageons [a ; b] en n intervalles de méme amplitude h=P-2
n
(ou n subdivisions égales). Déterminer les bornes : Xy ; X1 ; X2 ; .... ; X, de ces
intervalles.
Réponses :
Xo=a;xg=a+ b-2a ;x2:a+2(b_a) S XiTadti (b-2) ; Xn=a+n (b_a):b :
n n n

Activité 2 : f est donnée par sa représentation graphique ci-dessous.

- (efy

a) Construire dans le plan les rectangles de
cOtés (x—x_1) etf(x_1)danslecas (n=5)
subdivisions.

* Comparez dans le plan la sommedeés

aires de ces rectangles et I'aire que représente
(%) e K. Donnez I'expression de;K

v

a x X X X b
XO X5

b-a

Reponses : Ki< Ket K, => (x —x_)f(x,)= f(X_,).
i=1 =1 N
Posons j=i-1
our i=1, =0 —an-1 _an-1
Pou .I .J = Klzgz f(x;) = K1:B Zf(xi).carietjsont
pour i=n, j=n-1 n s ! n 2o

des variables muette.
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b) méme questions pour les rectangles de cotées£x _1) et f (x;).

f(xg) (€)

f(x)
/

v

Xo=a X; Xg X3 X4 Xs=b

K=<K,;

Bf(xi) o Kzzb;naif(xi) :

n
= N

Ko =306 =%2) () =

c) Donner un encadrement de K.

Ki< K <K, b_"J‘nz_lf(xi) < [Ttmdt < b;aif(xi).
i=0 i=1

n n
On dit que K; et K, sont deux valeurs approchées de K obtenues par la
méthode des rectangles.

Remarque :

Si f est monotone sur [a ; b] ces deux valeurs approchées réalisent un
encadrement de K. Par contre si f n’est pas monotone ce n'est plus le
cas.(on ne pas préciser laquelle des deux valeurs K; ou K, est la meilleur
valeur approchée de K). Ceci nous améne a étudier I'erreur commise en
remplacant K par I'une de ces valeurs approchées.

(b-a)°
2n

L’erreur e commise est telle que : |le] < M , OU M est un majorant de

| £ ’(x)| sur [a ; b] et n le nombre de subdivisions.

1
1+ x?
une valeur approchée de K en utilisant la méthode des rectangles pour
n = 10 subdivisions.

dx. Donner un encadrement de K puis

Exemple : Soit & calculer K = |

ceee 0 —---
Posons f(x) =1 ! .0<1=> f(0) > f (@) donc f est décroissante sur [0 ; 1] et

+x2 7

ona:
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_ ) 1 n 1 1 n-1
Ko <K<K;.Pourn=10 ona: E;f(xi)s jof(x)dxsE;f(xi)

Posons dy(f(x;)) = approximation décimale d’ordre 2 par défaut de f(x;).
Et e,(f(x)) = approximation décimale d’ordre 2 par exces de f(x;).

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Totaux
Xi 0 | 1/10| 2/10| 3/10| 4/10| 5/10| 6/10| 7/10| 8/10| 9/10| 1

do(f(x))) 0,99/ 0,96] 0,91/ 0,86|0,80|0,73|0,67| 0,60| 0,55/ 0,50 7,57
e(fx))| 1 | 1 [0,97/0,92]0,87]0,81]0,74|0,68] 0,61 0,56 8,16
K. =1x 757=0,757 : K :ix816:0816
2 10 ’ ' 10 T

D'ou I'encadrement de K est: 0,757 < K < 0,816.

Donc une valeur approchée de K est :
K, +K

K :%:0,7865 . K =079 a 10 prés (arrondi d'ordre 2).
ceee O -
szl%dx :posons X =tanx = dx=(1+ tan‘x) d«.

01+X

x> =tand = 1+x°=1+tan’a

si x=0 alors tana=0 = a=0

Nouvelles bornes: x = tanx . _ N
Si x=1 alors tana=1 = a—Z

n 2 n n
Dot K=['- L dx=[+ LD g4 (4 gg=[a] s = =0785=079.
01+ x? 0 (L+tan’ q) 0 4

VI — Majoration de l'intégrale d’'une fonction continue
1) Théoreme : Supposons a< b et f une fonction continue sur [a ; b].
Alors on a “: f(t)dt|< j:| f(t)]dt.
Preuve
En effet nous avons : —| f ()] <f () <|f (t)| d'ou par croissance de
vz b b b b b
I'intégrale ja—| f(t)|dt< j f(t)dt< ja| f(t)|dt or ja—|f(t)|dt=—ja|f(t)|dt donc

—j:|f(t)|dtsj:f(t)dts j:|f(t)|dt d'ou

j:f(t)dt sj:|f(t)|dt.

2) Inégalité de la moyenne :
Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle I, m et M des

nombres réels, a et b des éléments de |.
- Sim <f <Msurl etsia<b alors m(b-a) sj: f(t)dt< M(b-a) ;

- Si|f’|<M sur | alors U: f (t)dt

<M(b-a).
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Fonction Logarithme Népérien
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

| — Définition et conséquences :

1- Définition : la fonction logarithme népérien notée In ou Log est la primitive
de la fonction x — X qui s’annule pour 1. Elle est définie sur 0 ; +oo[.
X

2- Conséquence immédiates de la définition :
La fonction In: ]0 ;+co[ — R est continue, et dérivable sur O ; +ool.
X +~— Inx

I — Relation fonctionnelle fondamentale:
1- Propriété : V (a; b) € (R.)*; In(axb)=Ina+Inb .

2- Consequences :

C,) Soit a et b deux réels strictement positifs : In(%) =Ilna—Inb .

En effetsic = % alorsa=Dbc;Ina=In(bc) = Ina=Inb+Inc =
Inc =Ina—1Inb = In(%) =lna-Inb.

C,) VaeR: : In(é)z—lna.
C;) VaeR’;VneR ; Ina"=nxlna.
Ca) lna=Inb < a=b ; Ina < Inb & a=x<hb

1
Cs) VaeR. : Inva=Inaz==Ina

N |-

[l — Fonction du type (In  -u):

Soient u et v deux fonctions continues et dérivables sur un intervalle I.
1 — Propriétés des dérivees logarithmiques

Py (neuym = 4
u(x)

Exemples : a/ Soit f(xX)=In(x*+3x—-1) ona: f’(x) = 2x+3

x?+3x-1

Cours Fonction logarithme Page 15 Adama Traoré Professeur Lycée Thoique




. 7l 7
tg:]-=; = - R
b/ Soit g : ] 2,2[
-sinx
= tanx.
CO< X anx

X — gX)=—=In(cosx) ona ¢’ (x)=

Donc une primitive de tanx est: —In (cosx) .

=

+

P2) [In(u xv)]’ =

< |
<<

Py () = &-.

2x -1

2 1
fr(x)=
+3‘ = £

+ .
2x-1 —-x+3

Exemple : f(x)=In

Pyl =

Exemple : f()=In(x+3° =  f'(x)=5x—.

X+3
2 — Recherche de Primitives
Une primitive de E— est Inju|+c
Soit g(x) = % onaGX)=In|x]+c; h(x)= Xzzi = H(X) =In|x*+ 1] +c.

IV — Etude de la fonction logarithme Népérien:
1- Ensemble de définition

La fonction In est définie et continue sur ]O ;+oo.

2 — Limites aux bornes

lim nx=-o  [im Ix=+e
x - 0* X - +00

3 — Fonction dérivée

La fonction In est dérivable donc continue sur JO ; +oo.

f(x):lnx:>f’(x)=%>0‘v’xe 10 ;+oo.

D’ou In est strictement croissante sur ]0 ;+oo[.
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4— Bijectivité — Nombre e :
La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0 ;+oo[. C’'est donc

une bijection de ]0 ;+oo[ sur R.VyeR;d ! xe]0 ;+oof tel que Inx =y.
Pour y = 1 I'équation In(x) = 1 admet une solution unique x = e = 2,71.

2,718 < e <2,719.

Définition :
On appelle base du logarithme Népérien 'unique nombre réel € tel que
Ine =1.

5 — Etude des branches infinies :
a-/ Comportement asymptotique au voisinage de zéro :
|ing+ f(x) =— || donc la droite d’équation x = 0 est Asymptote Verticale.

b-/ Comportement asymptotique au voisinage de + o :

Soit f (x) =Inx; lim f(x)=+o. On cherche lim M.

X - + oo x

En effet pour tout réel x strictement positif on a: Inx <+/x ; = —=

InxS ﬂ
X X

<1

. Inx :
<0< lim —< lim — &
X - + 00 X X - +o0 X
. Inx , \ £ x . In(x)
0 < lim —= < 0. D’apres le théoreme des gendarmes : lim —~==0 .

X—+o ¥ X > 400 X

Deplussix>1ona: 0 < —=<

D’ou la droite d’équation y = 0 est une direction parabolique.

- Conséquences :

- - c +
lim xnx=0; |im Xx"Inx=0; |im In(x+1)
X - 0" x - 0" x-0 X = x-1

. lim xInx = (0)x(-») Forme indéterminée.
x - 0"

Posons x:% ‘six — 0 alors X — +o0.

%In(%)z im < (nil-InX)= lim —('”—szo.

Donc lim xInx= lim
+ X 5 +o0 X X - 4o X

X-0 X - 4o

+ . , . )
. lim In(x+1) :% Forme indéterminée.

X -0 X

Posonsx+1=h < x=h-1:six—-0 alors h — 1.

Donc fim N+ i, In(h) = In@) _
x-0 X h-1 h-1

In" (L) =1.
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6 — Tableau de variation de In :

X |~ | X

Inx +00
1
— 0 0

Remarques importantes :
e Six € ]0;1[alorsInx <O0;

e Six € ]J1;+o[alorsInx > 0.

- Equation de latangente (T)enx =1

(M) y= (%) (x=%)+f(x) < (T): y=x-1.

7 — Tracé de la courbe de In :

A

y
ol y = Inx
T m
] .
01,71 2°%3 4 X
1+
—2 1
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V — Logarithme de basea (a € R.;et a # 1):

1-/ Définition : On appelle logarithme de base a la fonction notée log,
et définie par :

log, :]0 ;+00 [ ------- - R
In x In x
X+~  log® ) . logW= —"2
9a Ina 9. Ina

. In x
Remarque : Sila base a=-e, alors log’ “he In x
ne

2-/ Propriétés :
a) 10g’x(X) = (Inxj _ 1

Ina Inaxx’
u(x) _ 1 ux)
u(x)lna In a u(x)

b) (loga cu)'(x) =

C) loga (gj: logX —log? ;
d) loga( xxy) = log; + log? ;
e) loga(x") =r xlog ;

f |oga(1j= ~log? ;

Ina

g) logd = — =1.
Ina

3-/ Logarithme décimal ( log a base dix)

On définit le logarithme décimal noté log par : log{ = log(x) = l'“_lé
log10 = log = %- 1. D'odilogl0=1 et logl0® =3 log10 = 3.
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Fonction Exponentielle Népérienne
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| — Définition:
La fonction exponentielle notée exp est la bijection réciproque de la fonction
logarithme notée In.

In R
10 ;+0o[ < _ R
exp
exp: R — ]JO; +oof
X ~— exp(x) Pour tout réel x, exp(x) > O.

a-/ Notation :
On note exp(x) = e” et se lit « exponentielle de x » ou « e puissance X ».

b-/ Conséguences immeédiates :
c)Vx eR,VyeR  ona: y=e* < Iny=x

c;) In(e®=x et e™=x;

c;) De 0=In1 etde 1=Ine ondéduitque: e®=1lete’=e.

c4) Dans un repere orthonormé la courbe représentant la fonction
exponentielle est le symétrique orthogonal de la courbe de la fonction

logarithme par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x.

A

1°" bissectrice
y=X

y = Inx

Cours Fonction Exponentielle Be 1 sur 4 Adama Traoré Professel.ycée Technique



Il — Propriétés algébriques de la fonction exponentiel le:

P,) Pourtout nombre réel xety: e = e* xe?

Preuve

PosonsA=e*etB=e’doncx=InAety=InB;x+y=InA+InB <
x +y =In (AB) ;

ez g NAB) o (M= AB < e*™=e*xe’. (C.Q.F.D)

P) VxeR e*=1.
e

X

P3) Pourtoutréels x ety : e—y: e V.
e

X

P,) Pourtoutréelsxetr: (e*)'=e

Ps) Pourtoutréelsaeth: e =e® < a=b.

Exemple :
Résolvez dans R I'équation: e *—e*—-6=0; S= {In3}.

[l — Etude de la fonction exponentielle:

1-/ Ensemble de définition :
D =R.
2-/ Limites aux bornesde 9 :

On sait que lim Inx=-co on déduit que . |lim €= 0".

v
X -0 X o —00

De lim Inx=+«  on deduit que. |jm €* =+
X - +00 R o o0

3-/ Dérivée de (exp -u) : (u est une fonction)

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
[e" T =u xe" enparticulier: f(x) =e* = f’(X) = e*.

4-/ Sens de variation :

X

Soity=e” ona: y’=e”* > 0donc lafonction exponentielle est strictement

croissante sur R.
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IV — Recherche de quelques limites:

. e*-1 .. e -¢° N ) e* -1
1-/  lim &= =lim =(e*)'(0)=1 d'oll ona: =
x-0 X x-0 x—0 ( )() |)!|:TJ X

2-/ lim xe*=-0x0 F. ind

X - —0

Posons x = Int,t > 0 :six tend vers — alorst tendvers 0": x=Int <
e’=t.

lim xe*=limtint=0" d’'oU |im xeX=0" et limx?e*=0V & € R .
X —o t-0° X =

. o+ . , .,
3-/ lim == Forme indéterminée.
X — + 00 X +00

Posons x =Int,t > 0 ; si x tend vers +oo alorst tend vers +o : x =Int <

e’ =t.

. A | . 1 1 s L ) S

lim £ = lim ——= lim —— = — =+ D'0li 0N en déduit que : |jm ==+ .

X-+o X t-+w|nt tﬂ+oo|r]7t o* X
t

X - +oo

V — Nouvelles Primitives:

Théoreme Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 1.
, Une primitive de u’'e “este". V x € | Iu'(x)e”‘x) dx= eu,

. Si f(x)=e™® alors F(x):leax+b+c
a

Exemple : f(x=@x+3e™>" = F(x)=-e""""+c.

VI — Extension de I'exponentielle:( Application aux co mplexes)
Par convention, pour tout nombre complexe de module 1 et d’'argument x on
pose :

X et Z =cosx —isinx=e ~*.

Z=cosx+isinx=e

= Conséquence : (Formule d’Euler)

_ ) ) ix+ —ix

Z+Z=2cosx=e*+e™ - COosSx = %

_ ] ) ) . . eix e—ix
Z-Z=2isinx=e*-e™ <« Sinx = 5
[
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VII — Fonction exponentielle abasea:(a > Oeta #1)

1-/ Définition : Les fonctions exponentielle a base quelconque a notée :
exp . sont les réciproques des fonctions logarithmes de base a.

lo
X > >y = log, (X)
X =expyy) < oxm y

On note la fonction exponentielle a base a par : pour tout réel x :

xlna

expa(x) =a*=e

2-/ Remarque: Sia=ealorsona: € * = expe(X).
VIl — Croissances comparées des fonctions de référence
1-/ Fonction puissance et fonction logarithme :

* Propriété :( admise)

V neN, |im|2—nx: 0

X > +oo

Au voisinage de +co |a fonction puissance croit plus vite que In (ou encore la
puissance I'emporte sur In).

2-/ Fonction exponentielle et puissance :
* Propriété :( admise)

X
. , e _
Soit & un reel quelconque. lim —= +o ; lim x e*=0.

X — 400 X X - +00

Ces deux limites traduisent le fait que au voisinage de + o la fonction
exponentielle I'emporte sur toute fonction puissance en croissance.
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NOTION DE DEVELOPPEMENTS LIMITES
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|I— Introduction :

Soit f une fonction dérivable au point X, = 0. Il existe donc un intervalle ouvert
de centre 0 et de rayon r, noté | (0 ; r), inclus dans I'ensemble de définition de f,

et une fonction numérique € tels que :

OxO1(0;r), f(x)=1(0) +xf'(0) + x&(X)
{ Ixi[rg)g(x)=0

Cette écriture de f(x) constitue le développement limité d’ordre 1 de f au

voisinage de 0
Remarque : lim () = 1)
X0 X — XO

=f'(x,) = f(x)="f(0)+xf'(0)+xE(X)avec
Iirrg)g(x) =0. D’ou I'existence du développement limité d’ordre 1 de f en 0 est

équivalente a la dérivabilité de f en 0 et donc de Iimow.
X X

|I— Définitions :
a) Définition 1 : Dire gu’une fonction f admet un développement limité

d'ordre n (n €N ) au voisinage de 0 signifie qu’il existe un intervalle
| (0;r) Cc Dsetune fonction € tels que Vx € 1(0;r):

f(x) = f(0)+—f (0)+—f"(0)+ f"'(0)+ ............. +XFTf(”) (0) + X"E(X)

avec Ierg) &(x) =0. (Formule de Mac Laurin)
~ X ., X2 ., X" ¢
En posant P,(X)= f (0) +if 0) +Ef ) +........ +Wf 0)

et R,(X)=x"&X) onaVxel(@;r):

f(x)=PF,(x) +R,(X)
lim-——= R.09 =0

xOX

L’écriture de f(x) sous la forme P,(x) + Ry(x), s’appelle développement limité
d’'ordre n en 0 de f. P, s’appelle la partie reguliere du développement limité, et

la fonction x — X" &(X) = R, (x) s’appelle le reste du développement limité.
Pn(x) s’appelle I'approximation polynomiale de degré n de la fonction f.
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b) Exemple de développement limité d'ordre n en O :

Trouver le développement limité d’ordre 6 de la fonction cosinus.
En déduire les approximations polynomiales de degré 4 et 3 de cosinus.

2 4 6

, X x
Réponse : cosx=1-—+"—-"—+x°€,(X).

2 4 6

2 4
P,(X) =1—X? +%est I'approximation polynomiale de degré 4 de cos en 0.

2
P, (X) =1—X? +0x° est 'approximation polynomiale de degré 3 de cos en 0.

lll— Développements limités d’ordre 3 en 0 des forimns usuelles:

3

sinx = x—%+x3€1(x) avec imé&, =0
2
cosle—x?+ x°€,(x)  avec Iirrgé‘z(x) =0
§ N S .
e =1+ X+—+—+X&,(X) avec lim&,(x) =0
2 3 x-0
3
tgx = X + Xg +X°E,(X) avec im&,(x) =0
2 3

In(L+ x)=x—x? +X§+x3£‘5(x) avec  limé&;(x)=0

2 3
J1+x =1+§ _XE +1‘—6 +XE,(x)  avec lmE(x)=0

%=l+x+x2+x3+x3£7(x) avec  lim&;(x) =0
- X X >

1 :
m=:|_—x+x2—x3+x3£8(x) avec  lim&,(x)=0

IV— Propriétés:

P;) Une fonction f admet un développement limité en 0 d’ordre 0 si, et
seulement si, elle est continue en 0.

P,) si une fonction admet un développement limité en 0, alors celui-ci est
unique.
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V- Applications des développements limités en zéro:
1) Déterminer lim (,1—1) xD}n; n[_{ 0};
X - O\LSINX X 2 2
1 1_x-sinx
sinx X xsinx

Pour xD}—n; n[_{ 0} Ona
2 2

Ecrivons le développement limité d’ordre 3 de la fonction sinus en 0.

. X3 3 :
SINX=X——+X"&(X) avec lim £(x)=0
6 x-0
3
T 1 1 X—sinx XmxX
Ox01©,2)-{ 0}, lim (_—_): im —— = |im ——=1lim ( )
2 x - O\SiNX sinx) x_ 0 XsiNX  x.,0 o x* y_ g6-x2
X _—
6
. . : eX sinx-x
b) Déeterminer lim (72).

X - O X
Cherchons les développements limités d’ordre 3 en 0.

eXxsinx=_1+x+£+£+x3£ (x) x—£+x3£ (x) | avec Iim & (X)=0 e Ilim &,(x)=0
2 6 1 6 2 01 0 2

L X - X >
X s i 2 x> 3 ;
e” xsinx= x+x“+—+x"g(x) | avec lim &(x)=0
L 3 X-0
x+x2+x3 X 3 2
X oo 2
im (MK i 3 = im P2 im (X3)=t

VI- Développement limité en un point = a:
Si f admet une dérivée troisieme en X, ; elle admet un développement limité

d’ordre n en xp=a qui s’écrit: Vx € 1(0;r)

N2 3 _ N
f(x)=f (a)+(x-a) f '(a)+(X2"j‘) f "(a)+(xsfl") i '"(a)+..+(xrj‘) £ (M @)+(x-a)"(x)

avec lim&(x)=0 ( Formule de Taylor — Lagrange).

Exemples :
Déterminer les développements limités d’ordre 3 en X, des fonctions

suivantes :
a) fx)=Inxetx=1: b)fX)=€etx=1; c) f(X) = sinx et xo =

I
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Suites Numeériques
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| — Généralité sur les suites

1- Principe du raisonnement par récurrence :

Soit la propriété P(n) dépendant de l'indice n.
@ PO

(2) OkOIN;P(k) = P(k +1)

propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

Exemple : Démontrer par récurrence I'égalité P(n) suivante :

Vne N,P(n):1+2+3+4+........ +n:n(n2+1).

Siles propositions{ sont toutes deux vraies, alors la

2- Définition d'une suite :

Une suite numeérique est une application de N (ou d’'une partie de N) dans R.
On la note :U ou (U,) ou (U,)

U:. N - R
0 — u(0)=uy estle premier terme de la suite u.

ndIN *

1 —u(l)=u; estle deuxieme terme de la suite u.

n — u(n)=u, estleterme genéeral de la suite u.
Exemples :

Soient les suites (U,) ; (V,) ; (W,) définies par leur terme général :
(U,) est telle que U,=2n+5; (V,) esttelle que V,= 2" ;

(W,) est telle que W,, = iz
n

3 — Mode de définition d’une suite :

Une suite numeérique peut se définir de différentes facons.
a) Suites définies parU ,=f(n):
Ce sont des suites définies par la donnée explicite du terme général U, en
fonction de n.

Exemple : Soit la suite (U, définie par U, = 2". Calculer les 4 premiers termes.

b) Suites récurrentes :
Ce sont des suites définies par la donnée de son 1* terme et d’'une relation
de récurrence U, = f(U,) liant deux termes consécutifs de la suite : (f est une

fonction).

Cours Suites Numériques Page 1 sur 9 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



U,=2
Exemple : Soit la suite (U,) définie par U, =%Un ‘3

Calculer U ;U, ; Us; Uy et représenter graphiquement les termes de catite s

Réponse

n=0 :U1:%U0+3=4 , n=1 :UZZ%U1+3=5 ; US:E U, ==,
Représentons les termes de cette suite graphiquement.
Soit f:x- f(X) =%x+3 la fonction associée a la suite (U,).

umﬂ=fa%)=%un+3 etU,=2;

11 23
Ulzf(Uo)=4 ; U2=f(Ul)=5 ; Uszf(Uz):E ; U4:f(U3)=7-

Dans le plan muni d’'un repére orthonormeé on trace la courbe (&) de f et la
droite d’équation : y = Xx.

(€)
u@=%x+3

v

Uo Ul U
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4 — Sens de variation d'une suite :

a) Définitions :
— On dit que la suite (V) estcroissantesur N, si pour tout entier naturel non a:

Un+1_ Un 2 0 OU Un S Un+l .
—On dit que la suite () estdécroissantsur N, si pour tout entier naturel n on a :
Un+1_ Un S O OU Un+1 S Un .

—On dit que la suite (V) estconstantesur N, si pour tout entier naturel non a :
Una = U,
— On dit que la suite (V) eststationnairea partir du ranggp si pour tout entier

naturel n. des que = ny alors U, = Up

— On dit que la suite (U,) est a termes positifs, si pour tout entier naturel non a :
U, =0, VneN
Remarques: siU, >0V ne N.

[ (U,) est croissante] = {hz 1 }

[ (U,) est décroissate | - { %sl } ;

b) Théoreme :

Soit (u,) une suite définie par u, = f(n), avec f définie sur [0; +au [

Si f est strictement croissante, alors (u,) est strictement croissante.

Si f est strictement décroissante, alors (u,) est strictement décroissante.

Démonstration :

a) cas ou f est strictement croissante :

Pour tout entier naturel n, la fonction f est strictement croissante, donc
f(n+1)>f(n). D'ou : pour tout entier naturel n, Uy:1 > Up.

La suite (u, est donc strictement croissante.

b) cas ou f est strictement décroissante :

Pour tout entier naturel n, la fonction f est strictement décroissante, donc
f(n+1) <f(n). D'ou : pour tout entier naturel n, Uy:1 < Up,.

La suite (u, est donc strictement décroissante.
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NB : Ce théoréme ne s'appligue pas si la suite (u,) est définie par
récurrence (u,.; = f(u,)). Les variations de la fonction f et de la suite
(u,) ne sont pas touyjours les mémes.

Exemple : Soit (U,) définie par : U, =v2+n sur]0 ;+ oo [.

Déterminer le sens de variation de la suite (U,) sur JO ;+ oo [.

-0 --
Soit la fonction numérique f associée a la suite (U,) définie par : f(x) =v/2+ x.
1 . .
f'(x)= >0 ,V x >0.Donc f est strictement croissante sur ]0 ;+oo].
) 242+ x ] !

Par conséquent la suite (U,) est strictement croissante sur 0 ;+oo].
5 — Suites bornées :

— On dit gu’une suite numérique (U,) est majorée s'il existe un réel M tel que
VnelN, U, <M .M estun majorantde la suite (U,).

— On dit qu’une suite numeérique (U,) est minorée s'’il existe un réel m tel que
VneN, m=< U, .mestun minorantde la suite (U,).

— Une suite numérique (U,) est dite bornée si elle est a la fois majoree et
minorée C'estadire: . VneN, m< U, <M

U,=1
Exemple : Soit U la suite définie par sur N par : u =Ly _1-
n+1 _E n
Montrer que U est bornée par -2 et 1.
-0 --
1 :
U, =1 et Unﬂ:EUn -1;
(U estbornée par—2etl) <  (OnOIN, -2< U, < 1)

Démontrons ceci par récurrence.
nN=0;Uyg=1lona:-2< Uy < 1vraie.
Soit p € N; supposons que : =2 < U, < 1; montrons que -2 < Uy, < 1 avec

Upm=tU,-1;2< U< le-1< tu<toe2<ty-1<-1<
2 2 2 2 2

vraie a l'ordre (p+1). D’apres le principe du raisonnement par récurrence
(OnOIN, -2< U, < 1) < Dol lasuite U est bornée par -2 et 1.

n
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Il — Suites Convergentes — Suites divergentes

(U,) converge = lim Y.=! (0IR)

no+ow

(Si ¥ = +00 ou - 0 ou nexiste pas) Alors (U,) diverge.

a) — Suites définies par U , =f(n) :

Dans ce cas on calcule directement la limite en +oo .

b) — Suites définies par U .+, =f(U,) :

Si (U,) a une limite £ € R , alors € est une solution de I'équation : f (x) = x.
(la solution de I'équation f(x)=x est la limite éventuelle de (U,))

c)

— Etude de quelques suites récurrentes
» U=aUy+tb;(a+0;b+0):U, ., =fU,) avec f(x)=ax+b.

Soit « la solution de I'équation f(x)=x. On pose V, = U, — . On étudie la

convergence de (V,) puis on déduit celle de (U,).
_ U,=2
= Exemple: Soit U, =%Un 4

- Déterminer la limite éventuelle « de cette suite (U,) ;
- On pose V, = U, — . Etudier la convergence de (U,).

au, +b (c+0) :
cU, +d

U.,=fU,). Onrésout f(x)=x. Soient x et P les solutions de I'équation
f(x)=x.SoientA(x ;0); B(B;0);M,(U,;O0).

= Suites homographiques Upp =

u,-pg

U —-a

n

BM
On pose V, = L &V, =
AM

On étudie la convergence de (V,) puis celle de (U,).

— Propriétés des limites
a) Théoréme 1 : (admis)
Si (U,) et (V,) sont deux suites convergentes respectivement vers £ et £’.
Alorson a:
im W, +v,)=+f +¥ avec {'+0.

n - +o

b) Théoréme 2 : (des gendarmes)
Soient (U,) ; (V,) et (W,) trois suites telles que (U,) et (V,) convergent vers

£ etU, < W, <V, alors la suite (W,) converge vers ¥.
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c) Théoreme 3 : (admis)

= Toute suite croissante et majoree est convergente ;
= Toute suite decroissante et minorée est convergente.

IV — Suites Arithmétiques

1- Définition :  On appelle suite arithmétique toute suite (U,) définie par son
premier terme et une relation de récurrence de la forme : Uy,. = U, + 1 ; our est
un réel appelé la raison de la suite (U,).

U, =1
Un+1 :Un +2
Calculer les cing premiers termes de la suite (U,).
b) Déterminer la suite de raison r = -3 dont le terme d’indice 4 égale a 30.
Remarque : une suite arithmétique (U,)) est croissante si r est positive et
décroissante si r est négative.

Exemples : a) Soit (U,) définie par {

2- Expression du terme général U , :
Soit une suite arithmétique (U,) de 1° terme U, et de raison r.

Us
U,=U;+r
Us;=U,+r=U; + 2r

Us=Uz+r=U; +3r
Us=U,+r=U; +4r

VpeN, p<nona:. Uy=U,+(h-p)r & U,-U,=(h—-p)r
* Sile lerterme est Upalors U,=Up +nr . (p=0)
 Silel1®termeestU,alors U,=U;+(n=21)r . (p=1)

Exemples :

a) Trouver le 50° terme de la suite arithmétique : 12 ;16 ;20 ; ...

b) Trouver le N®™ terme de lasuite: 1;3;5;7; ......... :n.

3 — Somme des termes conseécutifs d'une suite arithm  étique :

Nous avons démontré par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :

1+2+3+4+....... +n = ”(”2+1).
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Soit (U,) une suite arithmétique de 1 terme U, et de raison r. Posons :

Sn:U0+U1+U2+ ............ +Un.
Sh = Ug + (Ugtr) + (Upt2r) + (Ug+3r) + ........... + (Ugtnr) <
S, =U,+U, +....... +U, +(@+2+3+....+n)r =
U(n+1) fois
S, = (n+1) Ug + n(n+1) PN
Sn=(n;1)[2U0+nr] ou Sn=(n;1)[U0+Un]

(Somme des n+1 premiers termes

— Sile 1* terme est U; alors on a :

Sh==[2U;+(n-1)r] ou S == [U+U,] .

NS
NS

(Somme des n premiers terhes

Exemple : Calculer la somme des dix premiers termes de la suite
arithmétique: 4;6;8;10; ................

V — Suites géométriques

1- Définition :  On appelle suite geomeétrique toute suite (U,) définie par son
premier terme et une relation de récurrence de la forme: U,.1 = qxU,, ou q est
un réel appelé la raison de la suite (U,).

2 — Expression du terme général U  :

Soit (U,) une suite géométrique de 1* terme U, et de raison (.

Ui ; q
U,=qXx U
Us=q xU;, =g° Uy
Us=q xU; =q°U,

VpeN, p<nona:. U, =U,xq ™"
« SilelertermeestUyalors U,=UyXx q" (p=0).

« Sile1*terme est U, alors U,=U; xq " " (p=1)
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Exemple :
Déterminer le sixieme terme de la progression géométrique : 2 ;6 ; 18 ;.......
3 — Somme des termes conseécutifs d’'une suite géomét  rique :

Soit (U,) une suite géométrique de 1°*' terme U, et de raison q. Posons :

Sp=Ug+t U +Us+ ...l + U,.
dSn=qUo+qU; +qUo + ............ + qU,
(1— CI) Sn=U0—QUO+ Ul—qU1+ .......... + Un—qUn. =
(1-9) S, = U, — qU, =
(1-q) Sn:Uo_qU0><qn =
(1-q) Sy = U, (1_qn+1) And
1- n+l
S, = Up x - avecq *#1
— Sile 1* terme est U, alors:
S, =U; x _q; avecq #1
—Sig=1alors ona:
Sn =N U1 .

4 — Limites d’'une suite géométrique :

Soit une suite géométrique de raison g et de terme général U,
» Si|q|] < 1 alors (U,) converge et lim U, =0 ;

n-+ow

» Si|g| > 1 alors (U,) diverge.

5 — Limites de la somme des termes d’'une suite géom  étrique :

» Sig=lalorsS,=nu;et lim nU,=+w ;

n - +oo
n

» Sig>1lalorsS,=u;x 1- et lim S, =+ ;

1_q n -+

= Sig< lalors lim S, = :
n -+ 1—q
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6 — Progressions Arithmétiques et Géométriques :

Soit la progression de trois termes x ; y ; z.
(x;y;z sonten progression arithmétique) < ( x+z=2y )

(X ;y:z sonten progression géométrique) < ( xxz=y? )

VI — Tableau de Formules des suites arithmétiques et g@étriques:

Nature de la suite

Si I€'terme est

Terme Généraj U

Somme des termes

A =TT
(U,) est une suite ou
Arithmétique de Uo (p=0) U, =Up + nr S, = (n+3 [Uo + Uy

raison r 2
n
= —[2U; +(n-1)r
U, (p=1) Up=U+(n=-1)r = 2[ 1 +(n=1)r]
ou
S = Z[Us+U]
Up Un:UPan_p Si= onl_qn+1
1-q
avec &l
Uo (p=0) Un = Uo x(q |
(U,) est une suite
Géomeétrique de _ 1-q"
raison q U, (p=1) U= U, xg"™ Sh=Uix =
avec ¢l
U, Sig=1alors S, =ny
U,=2
Exercice : On considere la suite (U,) définie par : B
EE— U, =-U +4

a-/ Trouver la limite éventuelle « de la suite (U,).

b-/ On pose V, = U, — 8. Etudier la convergence de (U,).
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CALCUL BARYCENTRIQUE
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| — Fonction vectorielle de Leibniz
Dans ce chapitre désignons par X une droite, un plan, ou un espace, et
X I'ensemble des vecteurs. Appelons point pondéré le couple (A ; &) formé

par un point A de X et @ un réel appelé coefficient ou masse de A.
Considérons une famille finie :

[(A1; o) 5 (Az; 0) 5 (As; 03) 5 ..... D (A0 . : (An ; ®,)] de n points
pondérés. Nous noterons cette famille finie |(A ;a,)._,, .| ; c’est une famille de
couples.

1- Définition:

On appelle fonction vectorielle de Leibniz associée a la famille (A ; a;)

i=lan

—_—

I'applicaton f : X - X
M — f(M)=% aMA.
E.
. T(M):alﬁ+a2@+ .......... +a, MA,
2—- Remarques

-Si > @,=0 alors f estconstante.
i=1

-Si Y a,#0 alors f est bijective.

Il — Barycentre de n points pondérés

1— Définition: On appelle barycentre de la famille des points pondérés
(A ;a,)._.,.lepoint G unique en lequel la fonction vectorielle de Leibniz

s'annule. f(G)=Y a,GA =0 .
i=1

O étant un point quelconque de X on a : ﬁaz%( Ya, @j.

Zai i=1

i=1
-Si =0 =03=....... = «, ; alors G est I'isobarycentre ou I'équibarycentre
des points [(A1; &) ; (A o) ; (Az; ®g) ;... D (A0 e : (An ;o).

2— Propriétés du barycentre
P,) Le barycentre ne change ne pas si on change I'ordre des couples

(A1 ;ai)izlan;
P) $a.6A =0 - $(@)BA=0 : (KOR);

i=1
P3) La recherche du barycentre plusieurs points peut se ramener de proche en
proche a la recherche du barycentre de deux points.
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3— Coordonnées du barycentre
Placons-nous dans le cas ou X est I'espace E. Soit (O 0 ;k) un repere

cartésien de E et les points A; (Xi ; Vi ; Zi) ; Gi( Xc ; Yo ; Zg ) est barycentre des
(A ; ®) a pour coordonnées :

izzl:aiXi ;aiyi izﬂ:aiZi
D R R Y

Il — Fonction numérique (ou scalaire) de Leibniz

1- Définition et Formule de Leibniz
On appelle fonction scalaire de Leibniz associée a la famille (A ; a,)

i=lan
I'application f: X - IR
n 2
M — f(M)=> a MA .
i=1

LfM)=a, MA® + a, MA? +.........; +a, MA °

Quels que soient M et O de X on a(M):i a MA < f(lvl):zn“ a, (MO+0A)’ <

i=1 i=1

4 2 n 2 __n . n __.
f(M)=> a (MO + 2|V|O°OA+OA2) < f(M)=XaMO +2MO-Za’iOAt+ZaiOA|2
i=1 i=1 i=1 i=1
Dou: . . f(M)=f()+ 2M_o'-?(0)+(zaijmo2
i=1

-1%cas:Si Y a,=0 alors > a, 0A =f(0)=v est un vecteur constant.

i=1 i=1

f(M)= f(O) + 2MO » v (1)
Remarque :

Si v=0 alors la fonction scalaire est une fonction constante.

- 2°™ cas : Si > a,#0 alors il existe un point uniqu@ barycentre des points

i=1

pondérés (A ; a;)

i=lan

tel quezn:ai GA=0.0na f(M)= f(G) + (Zn:aijMGz (2)
i=1 i=1

Les formulegq1) et(2) sont connues sous le nom«&®rmules de Leibniz »

2 — Cas Patrticuliers:

Soit A et B deux points d’une droite (9), | le milieu du segment [AB].
Soit M un point quelconque de X, H le projeté orthogonal de M sur (D).
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A B D

- En appliquant ce qui précéde aux points pondérés (A,1) ; (B,1) on obtient
2
le théoréme de la médiane : . MA2+ MB?=2 Ml 2+ 2B

- En utilisant les deux pomts ponderes (A 1) ; (B,—1) on obtient :
MA? — MB” = IA* - IB*+ 2 MI-v avec v=MA-MB=BA.
MA —MB =2IM e+ AB=2IH x AB .
3- Ensemble des points M tels qfiéM) =k (ke R):
Etant donnés n points pondérés (A ; a,)._,, et k une constante réelle.
Etudions I'ensemble (£) des points M de X tels que f(M)=k.

f(|v|)=iaim2=k & f(M):f(O)+ZW)-Q+(Zn:aiJMOZ:k.

i=1
-1%cas: Si) a,=0 onsaitque Y a OA =f(0)=v estun vecteur constanton a:
i= i=1

f(O)+ 2MO+ v=k < 2MOsv= k-f(0) < V.m:f(oz)‘k,

-

= Sjv=0 et f(0)# k alors I'ensemble (€) = @

-

= Si v=0et f(0)= k alors 'ensemble (£) est I'espace X.

-

= Sj v#0,Soit9 (0, v) ladroite passant O et de vecteur directeur v.
Soit H le projeté orthogonal d’un point M de X sur D.

: M

Y
I Pl
) o H
MO(E) - Q.m:f(o)_k o v xo_sz & OH= f(O) K
2 xX||v

L’ensemble(€) est les points M de X qui se projetent perpendicert@ent sutp au
point H.
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Remarque :
= Sur une droite, I'ensemble (€) des points M cherchés est {H }.
= Dans le plan, 'ensemble (£) des points M cherchés est la droite (A)
perpendiculaire & 9 (O, v) au point H.
= Dans I'espace, 'ensemble (£) des points M cherchés est le plan ()
perpendiculaire & 9 (O, v) au point H.

_ 2éme

cas: Si ) a,#0 alors il existe un point unique G barycentre des points
i=1

pondérés (A ; a,)

i=lan"

Ona f(M)=k< f(G) +2%-iaicﬁ+ [iaijMGZ:k

i=1 i=1

=
n k- f(G)
f(G) + a, IMG?=k < . MG? =
©+(3a) =
= Si % < 0, alors 'ensemble (E) des points M cherchés estidie.
= Sj % = 0, alors I'ensemble (£) des points M cherchés est {G }.
« si K2'©) 5 g alors me= (KOG , d’ot 'ensemble (&) des points
2.4 2.4
M cherchés est le cercle ( respectivement la sphere) de centre G et de
rayon r =MG.

4 — Calcul de f(G) ( G barycentrg:
Faisons le calcul pour n = 3. Soient (A1 ; &) ; (B ; &) ; (C; &) trois points

pondérés de barycentre le point G. La formule de Leibniz (V M € X),
f(M)=f(G)+(a, +a, +a;,)MG>.

f(A) = f(G)+(a, +a, +a,) AG? a,f(AN=a,f(G)+a,(a, +a, +a,) AG?
f(B)=f(G)+(a, +a, +a,)BG* - la,f(B)=a,f(G)+a,(a, +a, +a,)BG?
f(C)=1(G) +(a, +a, +a,)CG? a,f(C)=a,t(G) +a,(a, + @, +a,)CG?

En faisant la somme membre a membre on déduit que :

a,a, AB® +a,a, AC* +a,a, BC?
a,+a, +a,

f(G) =

5- Ensemble des points M du plan tels qdl\%zk :

Soit A et B deux points distincts du plan, k un réel strictement positif.

%:k o MA’=ZK*MB? < .MA?-K®MB%=0 .

Cours Calcul barycentrique Page4su r5 Adama Traoré Professeur Lycée Te chnique



- 1% cas : Sik =1 alors MA = MB, alors I'ensemble (£) des points M cherchés
est la droite (A) médiatrice du segment [AB].

-2°™ cas: Sik # 1 alors > a, %0, il existe un point unique G barycentre des
points pondérés : (A1) ; (B, — k).
MAZ- k2 MB?=0 « (MA+kMB )+(MA-kMB)=0
Soit G, barycentre de (A ,1) et (B, k) & G,A+kG,B=0.
Soit G, barycentre de (A ,1) et (B — k) © G,A-kG,B=0.
(m+kM—B )-(M—A—kWB)=O =
(MG, +G,A+KMG, +kG,B |+ (MG, + G,A-KkMG, -kG,B =0 <
| (MG, +kMG; )+ (G,A+KG,B)|+ [MG, ~KkMG; )+ (6,A-KkG,B |=0 =
@+ kMG, |+ [a-K)MG, [z 0 <
MG, * MG, =0 .
D’ou I'ensemble des M cherchés est le cercle de diameétre [G, G, ].

Exemple d’application :

Soit a un nombre réel strictement positif, OAB un triangle rectangle en O tels

gue : OA =2a; OB = a. Déterminer et construire 'ensemble (£) des points M

du plan tel que : % =2. Montrer que O appartient a (£).

-0 ---
MA-2& MA2-4MB?=0 (MA+2MB). (MA-2MB)=0.
MB

Soit G, barycentre de (A1) et (B,2) on a : G,A+2G,B =0 fixons A on obtient
AG, :gﬂé. Soit G, barycentre de (A1) et (B,—2) on a : G,A-2G,B=0 fixons A

on obtient AG, =2AB. Donc (m’+ ZM—B)- (m—zﬁs): 0 < MG,* MG, =0.
D’ou I'ensemble (€) des points M est le cercle de diamétre [G, G, ].

- Montrons que O appartient(&). SiM =0 on a %:2 =2 8—2:2@§=2 =2=2
a
D’ou O appartient &).
a (€)
Va
o) A
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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|— Généralités :
1) — Définitions 1 :On appelle équation différentielle d’ordre n, (n € N) toute

équation de la forme F(x ; y(X) ;y'(X) ; Y'(X) ; ........ 'y "(x)) =0 ou F est une
fonction de (n+1) variables, ou y est la fonction inconnue supposée n fois
dérivable de dérivées successivesy ;y';y" ;...... ;y' de la variable x.

Exemples iy’ + y—x =0 est une équation différentielle du 1* ordre.
y'+ 2y + 4y + 2x— 5 =0 est une équation différentielle du 2°™ ordre.

2) — Solutions d’'une équation différentielle :

- Définition 2 : Etant donnée une équation différentielle d’ordremappelle
solution de cette équation différentielle toutedioon f définie sur un intervallé deR;
n fois dérivable suf et vérifiant I'équation différentielle donnée pdaut x del.

- Remarque : Si U est une fonction définie sur | et continue alors I'équation

différentielle y’ = U(x) admet comme solution toute fonction primitive de U sur I,

- Exemple 1 : Soit I'équation différentielle y’ = 6x + 2.
Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f définies par :

f(x):j(6x+2)dx = f(X)=3x%+2x+c.

- Exemple 2 : Soit y'= "X,
CO< X
Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions f définies par :
f(x):j—smx dx = f(x)=In|cosx| +c.
CO< X

- Définition 3 : Résoudre ou intégrer une équation différentielle c’est trouver
toutes les fonctions f définies sur | et vérifiant I'équation différentielle. Toute

fonction f solution de I'équation différentielle est appelée est encore appelée
intégrale de I'équation différentielle.

ll- Equations différentielles linéaire du I*" ordre a coefficients constants
sans second membre :

1 - Définition 4 : C’est toute équation qui peut s'écrire sous la forme

(E):ay ' +by=0 . bestunréel etaun réel non nul.
2 - Solutions de (E) : ay+ by =0

a-/ Notion d’équation caractéristiques de (E) :
Recherchons une condition nécessaire et suffisante sur le nombre réel r pour

que la fonctiony : — e " soit solutionde (E). y=e*=>y =re™; yest
solution de (E) si et seulement si elle vérifie (E). ar e™ + b e™ =0 < e™(ar + b)

=0 < artb=0. ar+ b =0 (est appelée équation caractéristique de (E) ).
-b

? .

Les solutions d€E) sont les fonctions définies par :f (x) = Kxe* ;KeR .

ar+b=0< r=
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- Exemple : Résoudre I'équation différentielle (E) : 2y’ -y =0
L’équation caractéristique est: 2r—-1=0<r= % Les solutions de (E) sont

1
les fonctions f définies par: f(x)=Ke? , KUOIR.

lll- Equations différentielles linéaire du second odre a coefficients
constants sans 2"° membre :
1- Définition 5 : C'est toute équation qui peut s’écrire sous la forme

(E):ay ’ +by’ +cy=0.
Ou b et c sont des réels et a un réel non nul.
2- Résolution de I'équation différentielle ay”+ by + cy = 0 :
a-/ Recherche d’une solution particuliere :
Notons (E) : ay”+ by’ + cy = 0.Soit r € R, et une fonction U : x — e,
Cherchons le réel r tel que U soit solution de (E) . U est solution de (E) si et
seulementsi:aU”+bU +cU=0;orUx) =& = UKX) =re&* = U"'(x)=r*€&*
.D'ot on a: e™ (ar® + br + ¢) = 0=ar’*+br+c=0 (équation caractéristique de(E).) .
b-/ Définition 6 :
On appelle équation caractéristique de I'équation différentielle (E):
ay”+ by’'+cy = 0, I'équation d’inconnue r réel ou complexe : ar® + br + ¢ = 0.
c-/ Théoréme (admis) :

Si I'équation caractéristique : Alors les solutions sont les fonctions f
2 —

ar"+br+c=0 admet définies sur R par

2 racines reelles : r; et r f(X) =Ae”" + Be**; Ae R;B e R.

1 racine double réelle : rq f(x)=(Ax+B)e"”*;AeR;BeR.
2 racines complexes conjuguees : f (X) = (AcospBx+Bsinpx)e*”

n=oa+iBetr=oa-ip AeR : BeR

Exemples:

Déterminer pour les équations différentielles suivantes la fonction f vérifiant :
1/ (E) :y"+y —6y=0 sachantque f(0)=1et f’(0) =-8.

2/ (Ey) :y” + 6y + 9y =0sachantque f(0)=4et f’(0)=1.

3/ (E3): y'—6y + 13y =0sachantque f(0)=3et f’(0)=5.
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APPLICATIONS AFFINES
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| — Applications linéaires
Activité : Soit V I'ensemble des vecteurs du plan & et
vV - Y

u —  ¢(u)= ku (KOIRY)
a)montrerque ¥V (u ; v) €V2: gu+v)=gu) +pWV) ;
b) montrer que VA €R ; Yu €V : ¢(Au) =1 xg(u).

-0 --

a) Soit (u; v) €V2; p(u+v)=kU+v)=ku+kv=gU)+4V)
b) SoitA € R ;etu €V; ¢(Au)=k(1 u)=A4(ku)=1Axg(u). Les conditions a) et b)
étant vérifiées on dit que @ est une application linéaire.

1 — Définition :
Soit V 'ensemble des vecteurs du plan £. On appelle application lineaire de V
dans ?, toute application ¢ de V dans P telle que :
« Vu eV, VveV; gu+v)=¢U)+4V) .
e Yu €V, VA€ER; g(iu)=Axg(u)
Désignons par U I'ensemble des vecteurs de la droite (9) et par W I'ensemble

des vecteurs de I'espace affine (£) . On définit de facon analogue une application
linéaire de U dans U ; de W dans W.

2 — Propriétés :
Soit ¢ une application linéaire respectivement de ¥ dans v, de U dans U , de W
dans W.

Pi:V(u;v)eV2;V (x ;B)e R2; glau+pv)=a ¢Qu) + Bo(V)
P,: VueV; g(-u)=-¢(u) ;
P;: ¢(0)=0.

Il — Applications affines
1) Activité . Soit O un point du plan & et f I'application de & dans & définie
par f: & - 9
M —~ M telque: OM'=20M.
Montrer que si G est le barycentre du systeme pondéré {(As;&) ; (A, ;...... ;
(An;x,) } alors G’'= f (G) est le barycentre du systéme de points pondérés

1(f(AL)ix) ; (F(A2)iex)) ;... ; (F(An); ) 3.
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Supposons G barycentre du systéeme (Ai;&)i=1an -
G barycentre du systéme (A& )i-1an < Zn:ai GA =0
i=1

<Y a,(GO+0A) =0
i=1
<Y a,(0A -0G)=0 en multipliant par 2
i=1
<Y a,(20A -20G) =0
i=1

&Y a,(0A"-0G) =0
i=1
= Zn:ai G'A'=0< G'= f(G) est barycentre
i=1

du systeme (f (A) ;&)i=1an - On dit que f «conserve» le barycentre.
Ainsi I'application ponctuelle f qui conserve le barycentre est appelée une
application affine de & dans 2.

2) Définition : On appelle application affine de € dans &, toute application qui
donne pour image du barycentre de tout systeme de points pondérés de &,
le barycentre des points images de ce systeme.

3) Théoréme : Une application ponctuelle est une application affine si et
seulement si, f conserve le barycentre de tout systéme de deux points
pondéreés.

. (f estaffine) < (f conserve le barycentre de tout systéme de deux points pondérés) .

Remarque : Les images par une application affine de deux bipoints équipollents
sont deux bipoints équipollents. On dit gu’une application affine « conserve »
I’équipollence.

4) Application linéaire associee :

a) Définition : soit f une application affine. L’application linéaire ¢ qui a tout
vecteur u de représentant (M ; N) associé le vecteur ¢ (u)=f(M)f(N) est
appelée application linéaire associée a I'application affine f .

p

— f est alors appelée application ponctuelle associée a ¢.
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b) Remarque : soit f une application affine de £ dans &. Soit (K ; K’) un
couple de points homologues c'est-a-dire (f (K) = K’). On appelle application
vectorielle associée a f relativement au point K (relativement au couple de
points homologues (K ; K’)) I'application linéaire notée :
Prc - w - w.
U=KM > Uu=K'M' ¢k(u)

5) Détermination d’une application affine :

a) Détermination analytique :

— Activité : Soit le plan P muni d'un repere (O ; | ; J).

A@B;2);B(;1);C(0;1)trois points non alignés de P d’images

respectives

A'(6;6);B'(3;3);C'(2; 1) par une application affine f. Soit M (X ; y) un

point de P d'image M’ (X’ ; y’) par f . Exprimer X’ et y’ en fonction de x et y.
-0 --

Soit ¢ I'application linéaire associée a I'application affine f .

3 w3
Al A R -1 -
AB | A'B VA
B B . . AC( ) AC ]
AC | AC - -3
C C’
- m X—3 m X'—6
M | M’ AM 1AM y—2 y'-6
¢(AB) AB' _ 2¢(0|) ¢(OJ)——30| -30]  x par (-2)
#(AC)=AC' -3¢ (0l)-¢(0J)= -40l -50J

#(Ol)=0I +20J. On en déduit que ¢(0J)=0I -0J.
P(AM) =AM’ = g|(x~3)0 +(y~2)0i|=(x-6)Oi +(y-6)0 =
(x—3)$(Ol) +(y - 2) $(0J) = (x-6) Ol + (y—6)0J =

[(x-3)+(y-2)]OI +[2(x-3) - (y-2)]0J =(x-6) Ol +(y—6)0] <

est I'expression analytigue de f

X-6=x-3+y-2 X=x+y+1
y-6=2x-6-y+2 y'=2x-y+2
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Remarque :
e Soit f:® — D uneapplication

M(x) — M'(X)
. (f estaffine) < (xX=ax+b aveca, bréels)

e Soit f:® — & une application
X X
o)l
y y

. '=ax+hby+
. (f estaffine) < HX ST a,b,c,a',b',c réels}

y=ax+by+c

. . ., ., b
La matrice de I'application linéaire ¢ associée est M¢=(Z b}

e Soit f : & — & une application

X X
Myl MY
z z

X'=ax+by+cz+d
. (f estaffine) < y=ax+by+cz+d ab,...,d" réels
Zl:allx+blly+cllz+dll

a b c
La matrice de l'application linéaire ¢ associée est Mg=|a b c'|.
a.II bll CII

* Une application affine est bijective si détMg # 0

b) Détermination par une application linéaire associée et un couple de points :

Une application affine f est entierement déterminée par la donnée de
I'application linéaire associée ¢ et d’un couple de points.

Exemple : soit # rapporté au repere (O ;1;J)et @¢: ¥V —- V

u — $u)=2u
Soit f I'application affine de £ dans & d’application linéaire associée ¢ qui au
point K(1 ;2) associe K’'(3 ;—1). Donnez I'expression analytique de f .
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-0 --
SoitM(x;y) — M'(X;Y)
f(M)=M' = K'M'=g(KM)=2KM =

X'-3 — Xx-=1 X'=2x+1
y'+1 y—-2 y'=2y-5

6) Image d’'une droite, d’'un plan par une applicatio  n affine :
a)- Image d’'une droite :
Théoreme : L'image d’'une droite (AB) par une application affine f est:

- la droite passant par f(A) et f(B) si et seulement si f(A) #f(B) .
- l'ensemble {f(A)} si et seulemensi f(A)=f(B) .
b)- Image d’'un plan :
Théoréme : L'image d’un plan (ABC) par une application affine f est:

- le plan passant par f(A), f(B) et f(C) si et seulement si les trois points
f(A), f(B) et f(C) sontnon alignés .

- la droite passant par f(A), f(B) et f(C) si et seulementsi f(A), f(B) et
f(C) sont alignés non tous confondus.

- Lesingleton {f(A)} si et seulemensi f(A);f(B) et f(C) sont confondus

c)- Conservation du parallélisme :

Théoréme : Si une application affine f (de £dans € ou de # dans &) transforme

une droite (9) en une droite (2°), alors elle transforme toute droite paralléle a (D)
en une droite paralléle a (9).

Si une application affine f de &£ dans &€ transforme un plan (£) en un plan (9),
alors elle transforme tout plan parallele a () en un plan parallele a (9)).

On dit que les applications affines conservent le parallélisme.

Remarque : En général une application affine ne conserve pas I'orthogonalité,
les distances, le rapport des distances.

7) Ensemble des points invariants par une applicat  ion affine :

- On dit gu'un point M est invariant par une application affine f ssi
f(M)=M .

- On dit gu’'un ensemble E est globalement invariant par f ssi f(E)=E
c'est-a-dire pour tout M de E, f(M)OE.

- E est dit invariant point par point si pour tout point Mde E, f(M)=M .
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lIl — Transformations Affines :
1) Définition :
On appelle transformation affine toute application affine bijective.

2) Etude de quelques transformations affines :

2-1 Translations :

a) Définition :

On appelle translation de vecteur u I'application notée : t. de ¥ dans ¥

(  désignant 2 ou €) qui & tout point M de ¥ associe M’ de ¥ tel que:MM'=u .
t.: ¥ - &

M~ M=t (M)

-

t.(M)=M <  MM'=u

b) Points invariants par une translation:
- Si u=0 alors tout point est invariant ;

- Siuz0 alors pas de points invariants.
c) Propriété vectorielle d’'une translation :
t.(A)=A L
{t;(B):B, = AB'=AB.
Remarques :
v' La bijection réciproque de t. est t*=t ..

v tot. =t. .

(u+v) '

d) Expression analytique d’'une translation :

. . N > -(a , .
Soit & muni d’'un repere (o i ) et un vecteur u(bj' Donner I'expression

analytique de la translation de vecteuru. En déduire I'expression analytique
de I'application linéaire associée et sa matrice.
-0 --
Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y’) son image par t..

X'=X+a _ )
. est|'expression analytique det- .
y=y+b :
L’application linéaire associée a pour expression analytique

X'=X _ 10 . L,
et sa matrice est M = matrice unité.
y=y 01
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2- 2 Les Homothéties :
a) Définition : Soit Q un point de ¥ et k € R* (¥ désignant & ou €£).

On appelle homothétie de centre Q et de rapport k I'application notée :
hq., de F dans F qui a tout point M associe le point M'.

hai - F - &

M~ W
hia(M)=M' < QM'=k QM .

Remarques : h , ,, estlidentité ; h , ,, estla symétrie de centre Q.

b) Points invariants par une homothétie:
» Sik =1, alors tout point est invariant ;

= Sike R*~{1}, alors Q est le seul point est invariant .

c) Propriété vectorielle:

{“(A):A' ., AB=-kAB
h(B) = B'

Remarques : La réciproque de hg,, est hg., =h(Q_1)-
P
d) Composée de deux homothéties :

- Homothéties de méme centre Q:
hl(Q,k) ° hZ(Q,k‘) =h g
- Homothéties de centres différents :

Soit hy, ., et hy, ., deux homothéties de centres respectifs A; ; A,.
M M1 Mj M’ M M’
N N; N, | N N | N

M,N, =k, MN
M'N'=k, M,N,
- Sikk, =1, alors M'N'=MN, d’ol h,oh; est une translation. Cherchons
donc le vecteur de translation u de h,oh;. Posons ho( Ay = A’
hzoMAl) = hy(A) = A

D’ou A A =u est le vecteur de translation.

- Sikik, # 1, alors M'N'=k,k, MN, d’ot h,oh; est une homothétie de
rapport k;ko.

= M'N'=k k, MN .

D’apres la propriété vectorielle on a : {
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Cherchons le centre Q) de h,oh;.
ho (M) =M & AM'=k, AM, ;
h(M)=M; & AM,=k AM
< AA +AM, =k, AM
< AM,=AA +k, AM d’ou écrire que
hoohy(M) =M & AM'=k, (AA +k AM)comme le centre Q est invariant on a :
AQ=k, AA +kkAQ < AQ=k,AQ+k,QA +kk, AQ <
L-k,)AQ=k, 1-k)QA = (k,-1)QA, +k,(k, —1) QA =0.

D’ou le centre Q est le barycentre des points pondérés
[A,.(k, -] et[A Kk, (k -]

e) Expression analytique d’une homothétie :

Soit # muni d’'un repére (o S ) Q (Xo ; Yo) un point de & et k un réel non nul.
Donner I'expression analytique de h, ,. En déduire I'expression analytique de

I'application linéaire associée puis sa matrice.
-0 --
Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y') son image parh, ,,- hg(M)=M' < QM'=k QM
{x’—x0 =K (X—X,) {x‘z kx+ (L-K)X,

' . est|'expression analytique deh .
Y=Y =k(Y=Y¥o) [Y=ky+@-K)Y, (k)

o doe-sl)

L’application linéaire associée a pour expression analytique

X' =kx . k O
et sa matrice est M =
y':ky 0 k

2-3 Groupe des homothéties — Translations :

Soient h,, 'homothétie de centre O et de rapportk ; t. la translation de

vecteur u.

e Siu=0,alors toh=hot=h ;

« Sik=1, alors toh=hot=t ;

e Siuz0 et k #1, alors t-h est ’homothétie de centre Q et de rapport k tel
que : @zﬁﬂ car ta(O)=O' -~ 00=u.

e Siuz0 et k #1, alors hot est ’homothétie de centre Q et de rapport k tel

que : 00 =—X_4 .
1-k
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2-4 Symétrie centrale :

a) Définition :

Soit O(X, ;Yo) un point du plan. On appelle symétrie de centre O, I'application
Sy - 2

M(x;y) — M (X ;y)avec O milieu dgMM’]

r|||1l
0
M

. S (M) =M < O est milieu de [MM] < MM'=2MO .

b) Expression analytiqgue d’une symétrie centrale
S, (M) = M’ MM"=2M0 @{X,‘XZZ(XO‘X) o
y=y=2(y,-Y)
X'= =X+ 2X,

' Expressionanalytiquede S, .
y'=-y+2y, x

.D’ou {

c) Ensemble des points invariants
Le centre O de la symétrie centrale S, est le seul point invariant.

d) Exemple
Soit f I'application affine définie par son expression analytique
X'==x+2
{y'= “y+4
- Montrer que f est bijective
- Déterminer les éléments caractéristiques de f
- Quelle est la nature de f ?
Solution

.. 1
- f est bijective car détM¢ = 0

0
‘:1;:0

- 'ensemble des points est le point A(1 ; 2)
- f est la symétrie centrale de centre le point A.

Remarques:
& Une symétrie centrale de centre O est une homothétie de centre O et de
rapport —1. S,=hg 4 ;
& Une symétrie centrale de centre O est aussi une rotation de centre O et
d’angle n (on I'appelle demi-tour).
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SgoSp= tzﬂg

2- 5 Symétries axiales :
a) Activité . Soit (P): x+2y=5 et (?9’):x-3y=1.
Donner I'expression analytique de la symétrie S par rapport a (2)
parallélement a (9’). Que peut-on dire de §-8 ?
-0 --

(@)

Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y') tel que S(M) = M’. Soit | milieu de [MM’] et GGJ un

| (D)
MM 'colinéairea u'

<~

vecteur directeur de (D’). S(M) =M’ < {

X+X  L,0*tY) g
2 2
X=x 3

y-y 1
S-8 =id. On dit que § est involutive.

x'=1(— x —12y +30)
- 51 est |'expression analytique de S.
=0 y':g(—2x+y+10)

b) Définition :

Une application affine f telle que fo f =Id est dite involutive .
Toute involution est une symétrie.
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2- 6 Symétrie orthogonale :

a) Définition : Soit (D) une droite du plan, on appelle symétrie orthogonale d’axe
(D) ou réflexion d’axe (D) I'application

S - 92
M ~ M telle que (D) est la médiatrice du segment [MM’].

. S, (M)=M' - (D) estlamédiatrice du segment [MM] .

b) Exercice

Construire les images de la droite (A) et I'angle orienté (SM,SN) par la symétrie
orthogonale d’axe (D).

A B ()

T T

1 1

. . ©)

i i

1A = o)

S,(A)=A" et AlN L'angle (SM',S'N') =-(SM,SN)

c) Expression analytique

Soient une droite (D): ax+by +c = 0 et u (-b; a) un vecteur directeur de (D).
M’(X’;y’) le symétrique de M(x;y) par S, la symétrie orthogonale d’axe (D).

. S (M)=M" MM?= u =0
Le milieu | de[MM']0 (D)
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Exemple :

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé déterminer I'expression analytique de
la symétrie orthogonale S, d’'axe la droite (D) : 2x + 3y —4 = 0.

Solution

1% méthode : On sait que u (-3; 2)

MM'OU = MM'su=0 - (X._X)-(_?’]:o o —3X+2y'=-3x+2y (1)
y-y 2

Le milieu | de [MM’] appartient & (D) est équivalente a

2(X;X'j+3(y+7yj —4=0 < 2x+3y'=8-2x-3y (2)

En résolvant le systeme formé par (1) et (2) on a

= 3X+2y'=-3x+ 2y
2x'+3y'=8-2x -3y

x(2) - 6X'+4y'=-6X + 4y 13y'=24-12x -5y
x (3) 6X'+9y'=24-6x -9y 2X'=8-2x-3y + 3y’

x':i @6+ 5x—12y) x':i (15x-12y +16)
- 113 & o 113 est |'expressionanalytiquede S,
y'= 1 (4-12x-5) y'= 2 (-12x-5y + 24

d) Ensemble des points invariants

L’ensemble des points invariant par une symétrie orthogonale s, est I'axe (D).
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e) Remarques :

= Composée de 2 symétries orthogonales d’axes paralle  les

()]

I

(4)

;4

X

X

. (D) et (A) sont paralleles .

S, °S, :’tZA—B

= Composeée de 2 symétries orthogonales d’axes orthogo naux
(D)
[ [T
W H H
Rt 1 . (D) et (A) sont perpendiculaires .
"ol
Of *~.. (4) . S oS =S
- 4 A D O
Teal (w
»
2- 7 Rotation :
a) Définition

Etant donnés un point O du plan et un angle orienté (4). On appelle rotation de
centre O et d'angle (&) I'application :

r.9
M~— M’ telle que

-

e SiM=QalorsM' =0
+ SiM +0 alors OM’ = OM et (OM,0M") = ()
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b) Remarques
- La rotation d’angle nul de centre O est 'identité.

O =z <
O Zz =

- La rotation d’angle plat de centre O est la symétrie de centre O.

c) Ensemble des points invariants

Si I'angle est non nul, le seul point invariant est le centre.

d) Expression analytique

Considérons le plan muni d'un repére orthonormé (0;i;7)
soit la rotation r,,,de centre O et d'angle «, les points M(x ; y) et M'(x’ ; y") du

plan, a et b des mesures des angles de vecteurs.

M'(x';y")

M (x:y)

S

Ona: « =(a—b)+Xn

y '=OMsin(a +b)

{x=OM cosb {x'=OM cosa {x'=OM cos@+b)® {x':OM (cosa cosb —sina'sinb)

y=OMsinb ' |y'=OMsina
y '= (OM cosh) sing + (OM sinb) cosa y'=Xsing + ycosa
X '=(cosa)x—(sina)y
y '=(sina)x+ (cosa)y

est I'expression analytique de la rotation,,, de centre O et d’angler dans le repére

orthonorméo;i; )

y '=0OM (sina cosb +sinbcosa)
{x'z(OM cosb) cosa — (OM sinb)sina {x'zxcosa—ysina
= o
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e) Formule du changement de repere

Soit M(x ; y) dans le repére(o ¥ T) et M(x ; y) dans le repére (o e T)
Ona: i=cosai-sinaj .
J'=sina i +cosa |
OM =xi +y ] et OM = X (cosai —sina })i +Y(-sinai +cosa ])
D’oU xi +y] = X(cosai —sina |)i +Y(-sinai +cosa |) <
x=Xcosa -Ysina
y= Xsina +Y cosa

f) Composition de rotations :  Soit f =r'(5.4)°r(0.0)
« SiO =0 alors f estune rotation de centre O et d’'angle a+a"',
f=R(O;a+a")

e SiO+0Q'eta+a'=2kn (kOZz) alors f est une translation de vecteur MM'
ou f(M)=M" et f=t_..

e SiO+0Q'eta+a'#2kn (kOZz) alors f est une rotation de centre le point
invariant par f etd’angle a+a'. f=R(l;a+a")ou | =f(l).

I\VV- Projections affines :

1) Activité :
Soit (D) ;x+2y=5 et (9):x-3y=1.
a) Donner I'expression analytique de la projection p sur (9) parallelement a (2°).
b) Que peut-on dire de pop ?
-0 --

a) Soit M(x;y)etM' (X' ;V’) tel que p(M) = M’ et G(i’j un vecteur directeur de
(D’). (Figure 1).

<

T
Q

N
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. M'0(D) X+2y'=5
p(M) = M And —’l ., . N _’, < ' ] —_
MM" colinéaire a u X=Xx-3y'+3y =0
x':§(x—3y+1_5)
o o qui estl'expressionanalytiquede p

y'=é(—x+3y+5)

b) pep=p.
2) Définition :

Soit # un plan et (9) une droite sécante a &. (Figure 2).
On appelle projection sur le plan & parallelement a la droite (D) I'application p de

& dans € qui, a tout point M de € associe le point M’ intersection du plan 2 et de
la droite paralléle a (D) passant par M.
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LES ISOMETRIES DU PLAN

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

|— Définitions:
a) Activité : Soit f 19 - 2@

X X X'=x+3
M(j > M'( j telque{l
y y y=y-2

le d'image N'(X%] comparer les distances d (M, N) etd (M’, N’).

Soit N(

1 1

-0 --
Réponse : d (M, N) =d (M’, N’). On dit que f conserve la distance.

b) Définition 1 : On appelle isométrie du plan toute application affine du plan qui
conserve la distance de deux points.
Exemples : la translation, la symétrie orthogonale sont des isométries.

c) Déplacements et antidéplacement :
-Si f est une isométrie de (P), on a dit que f est un Déplacement de (#) si

f conserve les mesures des angles orientés.
-On dit que f est un Antidéplacement si les angles orientés sont changés en

leur opposé.
- Toute isométrie du plan est soit un déplacement soit un antidéplacement.

d) Notations : On note J+ I'ensemble des déplacements de & ; et J-I'ensemble

des antidéplacements de 2. 9+ U J- = J ensemble des isométries du plan.
Remarque : Toute isométrie est une transformation.

Il — Isométries vectorielles

a) Définition :  On appelle isométrie vectorielle toute application linéaire ¢
associée a une isométrie f .

b) Propriétés: V (u;v) € 2

Prillgull=1lull;

P2: g(u)ep(v)=uev ;

c) Théoreme : (admis)

Une application affine du plan est une isométrie si et seulement si son
application linéaire associée conserve la norme de tout vecteur de V ou le
produit scalaire de tout couple de vecteurs de 9.
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- Déplacements et Antidéplacements

Une isométrie de (#) f laissant un point O invariant est une rotation ou une
réflexion.

Soient A, B et C trois points non alignés de (). A'= f (A), B'= f(B) et C'=f (C)
sont aussi trois points non alignés.

Dans le cas ol f est une rotation, alors les angles orientés (B, ACJet (A B, AC)
admettent une méme mesure.

Dans le cas ou f est une réflexion, les angles (AB AC)et (A— T) admettent
des mesures opposeées.

De plus, les translations conservent les angles orientés.
On en déduit alors que pour une isométrie f quelconque, si O un point fixé dans

(%), en écrivant f =tog ou t est une translation et g une isométrie laissant O
invariant, le fait que f conserve ou non les angles orientés ne dépend que de la
nature de g.

Propriétél:
Toute isométrie f de (&) est soit un déplacement, soit un antidéplacement.

Exemple 1:

Le plan () orienté est un muni d'un repere orthonormé direct.

Soit f est lI'application qui, au point M(x , y) associe le point M'(X' , y') avec

X=-y+1

{y:x+2'

a) fest une isométrie. Pour le voir , il suffit de prendre 2 points A(a,b) et B(c,d).
f(A)(-b+1,a+2) , f(B)(—d+1,c+2)etde vérifier directement que

AB = f(A) f(B).

b) Pour savoir si f est un déplacement ou un antidéplacement, il suffit de savoir

si f conserve un angle orienté.
On peut donc prendre une exemple. Pour O(0,0) , A(1,0) et B(0,1) ,on a:
O'=f(0) avec O'(1,-2), A'=f (A) avec A'(1,-1) et B'=f (B) avec B'(0,-2).

On remarque que (&,@):g et (ﬂ',ﬁ‘)zg . f conserve donc l'orientation ,

c'est un déplacement.
c) f n'admet aucun point invariant car le systeme {x=—-y+1;y=x+2}
n‘admet aucun couple (x ;y) comme solution.

Le point O'(1, —2) étant I'image de O par f, posons t comme la translation
vérifiant t(0) = O

L'isométrie f se décompose alors en f = tog ou g est un déplacement laissant
O invariant. C'est donc une rotation de centre O.

On vérifie sans peine que g est la rotation de centre O et d’angle —g.
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Exemple 2:

f est I'application qui, au point M(x , y) associe le point M'(X', y') aVec{X =y-1

y'=x+1"
a) On vérifie directement que f est bien une isométrie.

b) Sion pose t comme étant la translation de vecteur u(-1; 1) , on remarque
que : f=tog ou g est lI'application qui associe au point M(x , y) le point M'(y , X) .
g est donc la réflexion par rapport a la droite (D) d'équation : y = Xx.

Donc, f estun antidéplacement.

Propriété 2:

La composée de 2 déplacements est un déplacement.

La composée de 2 antidéplacements est un déplacement.

La composée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement.
La réciproque d'un déplacement est un déplacement et la réciproque d'un
antidéplacement est un antidéplacement.

Remarque : (Loi générale)

« La composée d’un nombre quelconque de déplacements et d’'un nombre impair
d’antidéplacements est un Antidéplacement ».

« La composée d’'un nombre quelconque de déplacements et d’'un nombre pair
d’antidéplacements est un Déplacement ».

Iv— Différentes isométries du plan
A - Déplacement (Caractérisation, Composition, Expression analytique ~ , Exemples )

Propriété 1:

Si deux déplacements f et g sont tels qu'il existe deux points A et B distincts tels
que f(A)=g(A) et f(B)=g(B)

alors f=g.

En particulier, si un déplacement f admet deux points distincts invariants alors f
est l'identité sur ().

Effectivement, la composée de deux déplacements est un déplacement et la
réciproque d'un déplacement est un déplacement.

Donc, si f(A)=g(A) et f(B)=g(B) alors fog™ est un déplacement admettant deux
point invariants.

C'est donc une rotation ou une translation. Et donc I'application identité (carily a
deux points invariants distincts dans le plan (£)).

D'ou f=g.
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Propriété 2:

Si A et B sont deux points distincts et si A’ et B' sont deux points tels que
AB = A'B' alors Il existe un unique déplacement f tel que f(A) = A' et f(B) = B'.
De plus, f est soit une translation soit une rotation.

Propriété 3:

Si f et g sont 2 rotations de centres respectives A et B et d'angles respectifs a et
b, alors fog est une rotation d'angle (a+b) a 2p pres..

De plus, si f et g ont méme centre alors fog est aussi de centre A=B .

En général, fog # gof.

Expressions Analytiques.

Un déplacement dans (£) est une translation ou une rotation.

Dans le cas d'une translation t , de vecteurs de coordonnées (a ; b), I'expression
analytique de t est :

X'=x+a
y'’=y+b
Dans le cas de la rotation R de centre W(a;b) et d'angle 8 , R est la composée
de la rotation de centre O, centre du repere, et d'angle 6,
et de la translation de vecteuru(a;b). R=teR' , R'=rotation ce centre O,
d'angle 6, etttranslation de vecteur u(a;b).
On en déduit que I'expression analytique de R est :
X'=xcosfd-ysinfd+a
y'=xsin@d+ycosf+b
Dans I'exemple précédent, I'expression analytique de f est :

X'=-y

y'=x-1
Remarquons que si A, B, A' et B' sont 4 points tels que AB = A'B', il existe un
unique déplacement f tel que f(A)=A'et f(B) =B

Dans le cas ou ce déplacement est une rotation, lI'angle 8- de cette rotation est
déterminé par les relations:

_ABAB

sind= det (AB AB) (a,b) et (c,d) les coordonnés de AB et A'B

o 5 ol dét (AB, A'—B')=‘s ;‘=ad—bc
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Exemple :

A(0;0) B(-1;+/3) A'(2;-1) B'(0;-))

On a AB = A'B' = 2. Donc l'existence d'un déplacement f tel que f(A)=A" et f(B)=B'
est assurée et celui-ci est une rotation.

En appliquant les formules précédentes, on détermine alors que l'angle de cette

rotation vérifie: cos@) :; et sin®) =\E donc «9=73T a 2km pres.

Un simple calcul en utilisant les médiatrices de [AA] et [BB'] donne que leur point
d'intersection est W(2 ; -1).

_ 1.3
, .. ) . ) X==X—-——y +2

f est déterminée par I'expression analytique suivante: 2\@ 2 L
YRR

B) — Antidéplacement

On sait que la composée d'un nombre pair d'antidéplacements est un
déplacement, c'est a dire, une translation ou une rotation.

On sait aussi que si S et S' sont deux réflexions par rapport a des droites (D) et
(D", alors:

S-S’ est un translation si (D) et (D") sont paralléles, le vecteur u de la
translation étant un vecteur normal a (D) et (D).

S+ S' est une rotation sinon, le centre de cette rotation étant le point
d'intersection de (D) et (D"), I'angle de cette rotation étant 2 Angles (D', D),

I'angle (D', D) étant donné a Tt pres.

Soit f un antidéplacement de (P).

Soit S une réflexion quelconque. La composée g =f-S est alors un
déplacement, donc une translation ou une rotation.

On peut donc écrire que g = S"-S' ou S" et S' sont deux réflexions, S' étant
choisie arbitrairement.

Comme S-S =identité sur (P), onaalors :S"-S'-S =f

On voit donc que:
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Propriété 1:
Tout antidéplacement est la composée d'un déplacement et d'un réflexion :

f = goS Ce produit est alors de deux natures: g est soit une translation, soit une
rotation. Pour g translation on a 2 cas:

1* cas : le vecteur u de cette translation est normal a (D), axe de la
réflexion S.
On écrit alors g = S"-S' ou S" et S' sont deux réflexions d'axes paralléles (D")
et (D", avec u normal a (D")et (D").
Donc, les droites (D), (D) et (D") sont paralleles.
On peut alors choisir (D') = (D). Donc S'=Setf=S5"-S'-S =S". Donc, f est
la réflexion S".

2°M¢ cas : le vecteur u n'est pas normal a (D).
On écrit u = v + w ou v est un vecteur directeur de (D) et w un vecteur normal
de (D).
Les translations T, et T,, de vecteurs respectifs v et w vérifient alors g = T,o T,
Onaadoncf=T, o(Ty, oS). Comme (T, -S) est une réflexion d'axe (D")
paralléle a (D) d'apres le cas 1, on en déduit que f est la composée d'un
translation de vecteur v et d'un réflexion d'axe (D"), v étant vecteur directeur
de (D").

D'ou:
Propriété 2:
La composée d'une translation T de vecteur u et d'une réflexion S d'axe (D) est
- une réflexion si u est normal a (D)
- la composée d'un translation T, de vecteur v, directeur de (D), et d'une
réflexion d'axe parallele a (D) sinon.
On voit sur les figures ci-dessous les deux cas:

Figure 1 : Le vecteur u est normal a (D) Figure 2: Le vecteur u n'est pas normal a (D)

D)
SOM) M- ToS(M)=Tyo & ( 1)

Y

=

2/ (D)

(D)

L4
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Conclusion :

Un produit (ou une composition) d'un nombre impair d’antidéplacements se
décompose en :

- Soit une réflexion

- Soit une composée d'un translation et d'une réflexion le vecteur de la
translation étant un vecteur directeur de I'axe de la réflexion.

V- Classification des isométries

1- Comment identifier une isométrie :
Pour reconnaitre une isomeétrie f on cherche I'ensemble des points invariants.

Nature de l'isométrie
Ensemble des points Déplacement Antidéplacement
invariants par f
P f=1d9
(D) f =S, symétrie orthogonaé
{Q} F=T(ao
Pas de points invariants f=t- (uz0) si MM'=Cste| MM'#Cste = f =symétrieglissée

2 — Expression analytique d’'une isométrie :

a) Théoreme : Une application affine de P dans P est un déplacement si et
seulement, si son expression analytique est de la forme
X'=ax—-hy+c
{ . y ~ou aeth sontdes réelstelsque a’+b* =1,
y'=bx+ay+c

- Sia=1letb=0, Alors {X,:

. . —(cC
Expressionde la translation de vecteurU (cj ;

- Sia =+ 0etb # 0, c’est la rotation dont le centre est le point invariant par f
et dont 'angle « est tel que :

ABe A'B'

COSa = —— .

cosa=a AB|x| A'B
sina=b . dét(ﬁs, AB'
SIing = +— N

AB| x| A'B'
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b) Remarque :

Soit une application affine f et ¢ son application linéaire associee.
. (détMe=1) = ( f estun Déplacement )

. (détMe=-1) = (f estun Antidéplacement )

Exercice d’application

Le plan affine euclidien & est rapporté au repére orthonormé(o, i ]).
Soit f I'application de P dans P qui a tout point M(x ; y) associe le point
b b 1 XI: y+1
M'(X" ; avec .
0 :y) avee | X777
1) Montrer que est une isométrie affine. f est-elle un déplacement ? un

antidéplacement ?.

2) Démontrer que I'ensemble des points | milieux des segments [MM’] est une
droite (D).

3) Déterminer I'expression analytique de la symétrie orthogonale S par rapport
a9.

4) Déterminer ttel que f= 8o t.

Correction :

1) Soient lvl{xlj HMl'(X?j et M{XZJ - M;(X?j
Y1 X; Y2 Y2

H

MM,

:\/(Xz B X1)2 +(Y2 - 3/1)2 ,

HMLM; R R (AR N R R CAT A B [ VAV

D’ou f conserve la distance ; par conséquent f est une isométrie.

* Ensemble des points invariants par f .
X=y+1 -y=1
y - Y pas de point s invariants.
y=Xx+2 X—y=-2

y+1l-x

Le vecteur MM (
X+2-y

j est non constant ; MM' #Cste c'est-a-dire non

colinéaire & un vecteur constant (MM' =kv ; v vecteur constant ).Donc f n’est
pas un déplacement, c’est donc un antidéplacement (une symétrie glissee).
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2)

X'+X Xx+y+1 x+y 1
2 2 2 2| (X 1 1
. = = = on remarqueque:X=Y-—- o« X-Y+—-=0&<
Yy || x+2+y ) Xty o (Y 2 2
2 2 2
(2 _
(D):2X-2y+1=0 ; u ,| estun vecteur directeur.
3)
*M
-
— ! (D)
u
e\

MM e u=0 2(x-x)+2(y'-y) =0 X+y'=x+y (@
10(D) X+X=y-y+1=0 X-y'=-x+y-1 (2)
M+ = x'= y—% = y':x+%. D’ou I'expression analytique de S est :
x'—y—1
2
Y‘X+1.
2

4) f étant une symétrie glissée, f =Sot.f =Sot <« t=Sof

o1

X'=y+1 XEYTS x) f x,) s (X
foe et S: 1M = M, = MY

y_X+1 y':x+_ y yl y

2
x'—x+2—1 w—x+§
x=y+l X'=y, +1 T 2 _ - 2
=xre VERFZ o ymyenel ysyel

D'oll t est la translation de vecteur G(g : gj
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LES SIMILITUDES PLANES

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

| — Définition:

Soit # le plan affine euclidien. S une application de £ dans &. On dit que S est

une similitude de & s'’il existe un nombre réel k >0, tel que quels que soient
les points A et B distincts d’'images respectives A’ et B’ par S, ||A'B'|| =k
| AB|I.

(f Similitudede ) < (Ike R’/ V(A:B)e 9| AB| =k]| AB| avec;
(S(A)=A’ : S(B)=B)) .

1) Théoreme

Etant donnée une similitude S de rapport k (k > 0) ; il existe une homothétie
h, et une isométrie i telle que S= hy .

2) Conséquence :

S est une similitude < son application linéaire associée est sous la forme :
ke ou ¢ estune isométrie.

- Si @ est un déplacement la similitude est dite directe ;

- Si @ est un antidéplacement la similitude est dite indirecte ;

Il — Similitudes directes

1) Définition :
(S similitude directe) < ('S est une bijection transformant les distances dans

un rapport constant k et conservant les angles orientés) < (S est la
composée d'une homothétie de rapport k positif et d’'une rotation de méme

centre ) < (S admet pour écriture complexe z’=az+b,a € C, b € C, dans
un repére orthonormeé direct du plan).

2) Exemples et contre-exemples :

» Les homothéties, les Translations, les Rotations et leurs composées
sont des similitudes directes ;

» Les Réflexions ou symétries orthogonales conservent les distances,
mais ne conservent pas les mesures des angles orientés : ce ne sont
pas des similitudes directes.
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3) Caractérisation et reconnaissance :
a)- Comment reconnaitre qu’une application S estun e similitude
directe :
= S est une bijection transformant les distances dans un rapport constant
k et conservant la mesure des angles orientés ;
= S estla composée d’une homothétie de rapport k positif et d’'une rotation
d’angle 8 de méme centre ;

= S admet pour écriture complexe z=az+b,ae C*,be C, |a|=k et
arg(a)= 6.
b)- Comment caractériser une similitude directe S :
» Si S transforme un couple (A ; B), A+ Ben (A’ ; B’) alors

A'B
Son rapport k=——
pp AB

Son angle a = (HS ﬁ)
= Si S admet pour écriture complexe z’=az+bae€ C*, b € C, dans un
repére orthonormé direct alors :

< Sia=1, S estune translation ; le vecteur de translation est I'affixe
deb:

& Sia #1, S est une similitude |9€ rapport=module dea=[k|
d'angle=arg@)..................

Le centre de la similitude est I'ensemble des points invariants.

= Dans une base orthonormée directe si I'expression analytique de S est
x'=kax —kby+c
y'=kbx+kay+c'

A= K cos?d -—sind) (kcosfd -—ksing) (ka —Kkb
~ " |sin@ cos# ) (ksin@ kcosd ) \kb ka )
On aura détA = k? cos®0 + k® sin“B = k?(cos®0 + sin’B) = k2.
DoncdétA=k’>0 < k=+détA.
Le centre de la similitude est I'ensemble des points invariants.

cosd=a,
sind=Db,

de la forme :{ la matrice de la similitude directe S, , est

Pour déterminer I'angle 6 de la similitude on pose : {

4) Exercice d’application :
x'=x+43y-+3
y'==3x+y+3

Soit f I'application définie analytiquement par : { dans un

repére orthonormé directe (o S )
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f .
b) Déterminer son écriture complexe.
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Correction

a)A:( 1 \/15): k=+détA=+/1+3=2 rapport = 2

N
» Centre (point invariant) :
0x ++/3y =+/3 (1)
= X=lety=1 .Q estle centre
{— V3x+0y=-3 Y 1
* Recherche de I'angle :
148 cosa =1
( 1 \/gJ:Z 2 2 2 = a':—l_T
-3 1 _ﬁ 1 sina=—£ 3
2 2 2
f =hg. or f est une similitude directe de rapport k = 2 et de centre

a:-7

Q[lj et d’'angle a = 7
1 3

b) Mettons sous laformede z’=az+bavecz=x+1y et Z2=x+1y.
X +iy' = (X + 43y —/3) +i(—3x +y + 3)
=X+ /3y —/3-i/3x + iy +i+/3
= (1-iv3)x+ (/3 +i)y— /3 +i/3
= (1-iV/3)x +i(1 =iv3)y — V3 + i3
= (1-iv/3) (x +iy) — ¥3(1 =)
7z’ =(1-iy/3) z- 3 +i4J3. D’oll f est une similitude directe.

« Eléments caractéristiques : a=1—-i+/3 = k=|a|=/1+3=2;k=2;
» Ensemble des points invariants :
z=(1-iV3)z-V3 +if3 © i3 z=-3 +iV3 & z=1+i. Le point

: : . 1 : :
invariant est le point Q [1] d’'affixe z =1+ 1.

* Angle = Arg(a) :

cosa = —
2

oo_l N

sing=——=-

D’ou f est une similitude directe de centre Q) de rapport 2 et d’angle : —%.

Il — Similitudes indirectes
1) Définition :
(S similitude indirecte) < (S est la composée d’une homothétie et d’'un

antidéplacement) < (S a pour écriture complexe : z’ = az+ b).

2) Caractérisation :

Une similitude indirecte de rapport (module de a) ; son centre (le point
invariant) ; son axe (celui de la symétrie orthogonale entrant dans la
décomposition).
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IV — Nombres complexes et transformations
1 — Translations

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstze Le vecteuu d'affixe a.
La transformation z' =z + a, aveca € C, définit M’ comme I'image de M par la

translation de vecteur d’affixe a.

Exemple : Soit t la translation de vecteurd'affixe z. =2 +i.
u

Déterminer I'écriture complexe de la transformation
Soit M’ le pomt d’ afflxe Z’, image de M d’affixe par la transformation t.

L(M)—M o MM'=U & 7-2=2- « 7-2=2+i o 7'= z+ (2+1).
u

L’écriture complexe de la translation t est'=z+2+i .
2— L’'Homothétie :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé
La transformation iz’ = @ z, avec xR, définit M’ comme I'image de M par
I’'hnomothétie de centre Origine du repére orthonomﬁé i ) et derapportx.

Exemplel :
Le plan est muni d’un repére orthonor(n:e ) On considere 'homothétie h de
centre O et de rapport 3. Déterminer I'écriture plaxe de la transformation h .

- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par 'homothétie h .
h(M)=M'< OM'=30M - 7z'=3z.
L’écriture complexe de I’homothétie h est'=3z.

3—- L’Homothétie excentrée:

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé Soit {2 un point du plan
d’'affixe Zo .

La transformation z-Zq =& (z —Zq ), avecxeR, définit M’ comme I'image de
M parl’homothétie de centr€) et de rapportx .

Exemple 2 :
Soit h ’homothétie de centr@ d’affixe z, =2 +i et de rapport —2. Déterminer
I'écriture complexe de la transformation h .
- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par ’lhomothétie h .
hy(M)=M" < QM'=-20M - 7-2,=-2(z-z,)
2-(2+1)=-22+2(2+1) = 2-2-21=-22+4+2 = 2'=-22+6+4i.
L’écriture complexe de I’'homothétie h est'=-2z+ 6+ 4i.
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4 — La Rotation:
Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé
Soitb un nombre complexe de moddlet d'argumen®.

0z0C bz=€%z=|7€**? ce qui signifie quOM'= OM et

(O—I\/f;m): 0 + 2k, avec ke/Z.
La transformation z' = €z, définit M’ comme I'image de M pda rotationde
centre Qorigine du repere orthonornﬂé; i ) etd’angled .

5 — La Rotation excentrée :

Soient M et M’ deux points d’affixes respectifstzé

Soitb un nombre complexe de moddlet d’argumen®.

Soit ) un point du plan d’'affixez, .

La transformation :Z'-Zqg = €° (Z—-2Zg) , définit M’ comme I'image de M par
la rotation de centr@ et d’angle/.

Exemple :
Soit la rotationr de centreA d’affixe Z, =3 et d’angle6=727. Déterminer I'écriture

complexe de la transformation

- Soit M’ le point d’affixe z’, image de M d’affixe par la rotatiorr .
[ (M)=M'= AM'= AM et (AM; AM") =g+2kn

s

- 7-z,=b(z-2z,) avecb= cos(i—g +i sin(i—ZTj —e2=j.

Donc Z7-z,=b(z-2,) -
2'-3i=i(z-3i) =
2-3i=iz+3 =
2'=iz+3i+3 =
2'=i(z+3)+3.

L’écriture complexe de la rotationest : z'=i (z + 3)+ 3.
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Dénombrement
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

A) Parties d’'un ensemble:
Soit la représentation sagittale des ensemblesdE BA

1°) Existe-t-il des éléments de A qui ne sont passcE ? Que dit-on des ensembles
AetE?

Réponse :
Tout élément de A est aussi élément de E, on elifensemble A est inclus dans

I'ensemble E ou que A est un sous ensemble deeBoowe A est une partie de E.
On note :AcE ou BA.

Un ensemble C qui n'a pas d’élément est appelédisevide et noté pou{ }.
Soient A et B deux ensembles :

ACE < tout élément de A est élément de E ;

A=E< {ADE.
EOA

2°) Déterminer A\B puis AUB
Réponse ANB={2;4;6} et AUB={ 5;7;2;4;6;8;9:10}.
Soient A et B deux ensembles :
A UB est I'ensemble des éléments appartenant a ABu a
ANB est 'ensemble des éléments appartenant a Bet a

Remarque si ANB =, on dit que A et B sont disjoints.

3°) Trouver le complémentaire de A dans E.

Réponse C2 ={1;8:10;3}.

Soit A un sous-ensemble de E. On appelle compléiterde A dans E, 'ensemble
des éléments de E qui ne sont pas dans A.

Remarque s'il n'ya pas d’ambiguité sur E £ est notéaA.

Exercice : détermineA; B; AUA ; ANB ; AUB ; AUB ; ANB . Que remarque-t-
on ?

Réponse on remarque que AUA=E; AUB=ANB ; ANB=AUB.
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Théoréme: Soient A et B deux sous-ensembles d’'un ensemble E,
AUA=E; AUB=ANB ; ANB=AUB.

4°) Définition : on appelle différence de A et B notée : A — Bsemble des

éléments de A qui ne sont pas dans B.

Exemple: Trouver A — B puis B — A.

B) Analyse Combinatoire:

|- Ensemble fini — Cardinal : soit n un entier naturel non nul

1- Définition 1 :

Lorsque un ensemble E a n éléments, on dit qué Ehemnsemble fini et que son

cardinal est n. On note alors Card (E) = n.

2- Exemple:

= E={a,b,c,d, gestunensemble finietcard E=5;
» SiE=¢, il comporte 0 élément et on pose card E=0

» Certains ensembles ne sont pas finis telsNyeR ; [0,1]
3- Cardinal d’'une réunion d’ensemble finis:
Activité : Dans une classe de terminale, tous leges étudient au moins I'anglais
ou l'allemand. 30 éléves étudient I'anglais, 20/éfeétudient I'allemand et 15
éleves étudient 'anglais et I'allemand. Quel estdmbre d’éléves de cette classe ?
Réponse Désignons par E 'ensemble des éléeves de cetsse] par A 'ensemble
des éleves qui étudient I'anglais et B I'ensemiele @éves qui étudient I'allemand.

E

Card A=30;CardB=20;;Card(AB)=15etE=AJB;
Donc Card E = card A + card B — card (AB) = 30 + 20 — 15 = 35.

Théoreme
Soient A et B des parties d’un ensemble fini E.

Card (AUB) = Card A + Card B — Card (AB) .
Card (@) = CardA = Card E —Card A

RemarqueSi A et B sont disjoints alors Card (8) = Card A + Card B.

4- Produit cartésien d’ensembles finis
a) Définition 2: E et F sont deux ensembles finis et non videgroduit cartésien

de E par F, noté H-, est 'ensemble des couples (x ;y) atExet \eF.
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b) Exemple
- Soient les ensembleg ={a;b} ; F ={1;2;3} trouver &F, FxE.

1— (a1

y
) 2| s 2
2—(a,?2)

a
X
a (&l [(a,2) |(a3) / \3—(a,3)

— (,1)
\b/l

b |(b1) [(b2) |(b,3) T—2—(,2

\3—(b , 3)

ExF={(@D;@2;@3;:bD;(b2;03 ]}

FxE ={(@a); Lb); (2,a);(2,b); B,a); (3,b) }.

Il y'a deux choix possibles pour x ; x étant fix&'a trois choix possibles poury. Il
en résulte qu’il y'a 6 couples (x ; y).

c)Théoréme: Si E et F sont deux ensembles finis tels que Earg et card F = n
alors ExF est un ensemble fini et cardx® = n p.
SIi E = F, alors card (£E) = card (E?) = (cardE)>2.

5- p-listes d’éléments d’un ensemble fini

a) Définition 3:

Soit E un ensemble fini non vide, p un nombre erstigérieur ou égal a 1.

On appellep-listed’elément de E (op-upletg toute liste (X; Xz ; X3 ; ... ; Xp) de p
éléments de E.

L’ensemble de ces p-listes sera ngté

b) Exemple 1: on lance un jeton de 10F, on note la face app&uis.un dé dont
les faces sont numérotées de 1 a 6. Quel estbrecde résultats possibles ?
Réponse A={P;F} B={1;2:;3;4;5;6} ; Nombre de résultats =<6 = 12.
c) Exemple 2:

La Bank of Africa MALI (BOA) veut établir pour ses clients des cartes de srédit
« SESAME» dont le code est composé de quatre chiffres,d@tinct de zéro.
Quel est le nombre de cart&SkSAME» qu’elle peut émettre ?

Réponse Un code s’écrira xX;XsX4 ol les x(1<i < 4) sont les éléments de
I'ensembleE ={ 1;2;3;4;5;6;7;8;9}. Il y en aura autant que de 4-listes

(ou quadruplets) d’éléments de E, soft Bonc 6 561 cartes possiblé&emarques :
-Ry/ Chaque cas correspond a une application d’un erde de 9 éléments vers un
ensemble de 4 éléments.

-R,/ Déterminer le nombre de carte revient a dénomlexerombre de 4-listes ou de
quadruplets d’éléments de E.

-Rs/ Plus généralement le nombre d’application del&ns E est : If.
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d) Théoreme:

Soit E un ensemble a n éléments, et soit p unrerdterel non nul.

Le nombre de p-listes de E et n

6- Ensemble des parties d’'un ensemble fini

Pour déterminer I'ensemble des parties d’'un enselvioté P(E) on construit
I'arbre des parties de E. Sdit={a;b;c}

/{a,b,c}
yC\{a,b}

/{a , C}

oui
)
K .~
\ \{b}
{C}
{ }

PE) ={{a;b;c};{a;b};{a;ic};{a}:{bic};{b}; {c} o}

Théoreme:
Le nombre des parties d’un ensemble a n élémengs. es

7- Arrangement de p éléments d’un ensemble fini

a) Définition 4 :

Soit p un nombre entier supérieur ou égal a unneEensemble fini non vide.

Un arrangement de p élémedts E, estine p-listed’élémentsieux a deux distincts
de E.

b) Exemple :

Une urne contient 15 boules numérotées de 1 ari®nQire 3, une a une, sans
remise. Combien y’'a-t-il de tirages possibles ?

Réponse le résultat d’un tirage peut se représenter partriplet (x ; X, ; Xs) oU %
désigne le numéro de I&Iboule tirée ;

X, désigne le numéro de 1a2boule tirée ;

Xz désigne le numéro de 1&3boule tirée .

Pour x il y'a 15 numéros possibles ; pouriky’'a 14 numéros possibles et pour x
il y’a 13 numeéros possibles.

Le nombre de tirage possible est donc x18x13 = 2 730.
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c) Théoréme

Soit E un ensemble a n éléments et p un entigutell p < n. Le nombre
d’arrangement a p éléments est nafe=nx(n-1)x.......x(n— p+1).
A =15x14x13=2730.
d) Permutation (cas particulier)
Sin =p ,on appelle permutatiote E un arrangement a n éléments de E. Il y’a donc
Al =nx(n-1)x(n-2)x....x3x2x1 permutations.
Cet nombre est notén:! (lire factorielle n).
n!=nmn(n-1)x(n-2)x..... x3x2x1 et0!=11!=1par convention.

Parexempleona: 5! =8x3x2x1 =120

10! =4Ox8x7x6x5x4x 3x2x1 =3 628 800
- Théoreme
Soit E un ensemble a n éléments. Le nombre de pations des éléments de E est
égalan!.
- Exemple: Un parieur a sélectionné trois chevaux avealelsgl veut composer
son tiercé. De combien de facon dispose- t-il pesiclasser dans I'ordre ?
Réponse : Le nombre de facon est=3%6 facons.
8- Combinaison de p éléments d’un ensemble fini
a) Définition : Soit n un nombre entier supérieur ou égal a wm pombre entier
compris entre zéro et n. On appelle combinaison éléments d’'un ensemble E fini,
toute partie de E ayant p éléments.
Exemple : soit E={a; b ; c} un ensemble a 3riats. Les parties de E ayant 2
élémentssont:{a;b};{a;c};{b;c}.

b) Théoreme:
Soit n un nombre entier supérieur ou égal a um pambre entier tel que :<p< n.
Le nombre de combinaison a p éléments de E a reélsmast noté :

CP ou (:J et donné par la formule :

=Anp:n><(n—1)>< ....... x(n-p+1) .

3 0: - - o —
- G p! PX.virrirnan x2x1 ,Ch=1 ; GQ=1;C=n

Exemples Calculer G et C,

_8x7 _ g . C3, = 50x49x48 _ o0
2x1 3x2x1
C? =1 signifie : il y a en effet une seule partidevi
Ct = n signifie : il y a en effet n singleton dansamsemble a n éléments ;

Cn =1 signifie : il y a en effet une seule partieipé.

Cs
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O- Pour s'y retrouver dans les différents tirages

Avec remise n? p-listes
Sans remise A’ Arrangements C? Combinaisons
Exercices:

Un sac contient 9 jetons numérotés : 1;2 ;3546 ;7;8; 9.

a) On tire 3 jetons successivement, en remettahaque fois le jeton tiré dans le sac
avant de tirer le suivant. On écrit cOte a coteuhales 3 chiffres tirés, dans I'ordre
du tirage, formant ainsi un nombre de 3 chiffresmBien peut-on obtenir de
résultats différents ?. Exemples de résultats ;; B8 ; 333 ; 124 ; 421...

Réponse : Il s’agit de triplets (3-listes) ; leuwsmbre est : § = 729.

b) On procede au tirage de 3 jetons successivemeid,sans remise. On place les
jetons c6te a c6te dans I'ordre du tirage. Comt&peut-on former ainsi de
nombres de 3 chiffres ?. Exemples de résultats ; 331 ; 145 ; ...

Réponse : Il s’agit d’arrangements? A 9x8x7 =504,

c) On procede au tirage de 3 jetons simultanén@orhbien peut-on obtenir de
résultats différents ?. Exemple de résultats ; 825} ;{4;5; 8} ...
Réponse : Il s’agit de combinaisons. On ne tiestgampte de l'ordre :
{2:;3;5}=1{3;2;5}={5;3;2}. lyadonc G résultats possibles.

3 _ 9x8x7 _

° 7 3x2x1

llI- Propriétés de AP et deCP :

1) Expression deA? et deCP a l'aide de factorielles:

EnposantO!=1ona:

" etpour@p<n, cP=_ "

our kp<n, AP = -
PREES 2 (n-p)! ol (n-p)!
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2) Triangle de Pascal et propriétés deG P :

Disposons des Cdans un tableau a double entrée, appelé triamgiadcal.

P 0 1 2 3 4 | ...
n
0] Cg X X X X | e
1 Cf Ci X X S I,
2 C$ C; C? X X | e
3 C3 C; C3 C3 X | e
4 C? ct C c3 ct | ..

Remplacons chaqueP(par sa valeur on obtient :

— Propriétés

P)) PourO<p=<n,

P,) PourO<p=<n,

p+l  —
+

Crﬁ’:

1

11 Triangle de PASCAL
121

1 313 4+6=10
14461

1 5105 1

Ch + CM

n-p
G

3) Formule du binbme de Newton :

(a+bf=1a+1b;(a+b)2=1a2+2ab+1b?; (a*h)d + 3a2b + 3ab?2 + b

Nous admettons que :

Exemples

(x + 2F x> + 10X + 40X + 80X + 80x + 32.
(x — )= 1¥¢ — 4Xy + 6:4y* — 4xy’ + 1y,

(a+b) = zn)Cnp a"PbP (appelé Formule du binbme de Newton)
p=0
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lll- NOTION DE PROBABILITES

1°) Introduction:

a) Exemple
On lance 2 fois en I'air un dé non pipé (normalgt y font un pari.

Si 66 apparait alors x gagne 600Frs. Si 4 ou Srajifors y gagne 300Frs. Qui est
favorisé dans ce jeux ?.

On constate que x a « une chance » sur 6 de géQ@Ers. Par contre y a

« deux chances » sur 6 de gagner 300Frs.

6 numéros peuvent apparaitre quand on lance un iire c’est ce qu’on appelle
lescas possibled.’ensemble des cas possibles formasivers de probabilité ;
Q0={1;2;3;5;6}.Dans le cas dey, 2 numdwgpermettent de gagner 300Frs.
On dit qu'il y'a 2cas favorablepour y.

Conclusion

Dans cet exemple l'issue de I'opération « lancelden I'air » n’est pas certaine, on
dit que c’est unepération aléatoire

b) Définitions ou vocabulaire

- Cas possibles résultats d'une épreuve

- Univers de probabilité ensemble de cas possibles

- Cas favorables situation qui est favorable

- Evénement sous-ensemble de I'univers de probabijité

Exemplel: Dans le lancé de d&={1;2;3;4;5; 6} un évenement A={1; 3 ;6}.
Pour y les cas favorables sont : 4 et 5 ; B =% estun évenement favorabje
C ={4} est unévénement favorahle

- Evénement élémentaire ou éventualigoas-ensemble d2 ayant un seul
élément.

Exemple2: On lance 3 fois de suite une piece de monnaimale. Déterminer le
nombre de cas possibles.

Le nombre de cas possilite- {PPP ; PFP ; FFP ; FFF ; FPF ; PFF ; FPP ; PPF}

Un cas possible est : {3 lancers} {P, F} le nombre d’application :2= 8 ;
X = {PFP} est une éventualité.

- Evénement impossible Gest un événement qui ne peut pas se réalisest ioté
b- | |

Exemple : On tire au hasard 2 cartes d’un jeux abda 32 cartes. Le nombre de
cas favorables estiz. «Avoir 2 As de cceur est un événement impossible.

- Evénement certain événement qui se réalise a coup sr au cours épir@ive
Par exemple 4voir Pile (P) ou bien FacdF) en langant une piéce de monnaie en I’ir
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- Evénements équiprobablegvénements ayant les méme chances de réalisation.

Exemple: On lance en I'air une piece de monnaie 2 foisnamnbre de cas possibles

est 22=40 ={PP ; PF ; FF ; FP}. Les évenemeits= «avoir 0 fois P» et
B = «avoir exactement 2 fois ¥ sont2 évenements équiprobahles

2°) Probabilité :

Soit unQ univers d’éventualités équiprobables (e peut pas discerner les
éventualités qu’apres I'épreuvd?osons Cart = n.
Soit A un évenement detel que cardA =k .

- Définition :
La probabilité de réalisation de A est k réel nd@é&) définie par :

P(A) — 5 _ Nombrede cas Favorables
' n  Nombrede cas Possibles
k n . k 0 _ "
k<sn==-<-=1=>PA=<1;k=0=>==>==0(nz0) = P(A)=0dou
n n n n
OPA) < 1.
Remarques:

R:) La probabilité d’'un évenement certain est éght Q) = — =1.

SIS

R,) La probabilité d’'un évenement impossible est égal

Exemple:

Dans un jeu normal de 32 cartes, on tire au hasarsl remise 3 cartes. Calculer la
probabilité d’avoir exactement 2 Rois et 1 As pdemsi3 cartes tirées.

Réponse le nombre de cas possibles es} €t le nombre de cas favorable est :
C2xCL. La probabilité de A = « d’avoiR Rois etl As » est :
CixC; 24 3

P(A) = = =
A Cc3,  32x155 620

=0,004.
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Probabilités conditionnelles — Variables aléatoires
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

|- Variables Aléatoires Réelles
Dans toute la suit@ désigne l'univers associé a chaque expériencéoakea

1°) Exemple introductif

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules bEmimdiscernables au toucher.
On tire simultanément 2 boules. On percoit un fi@aurcboule rouge tirée. Quels
sont les gains possibles ? Avec quelles probabihité
On peut tirer 0, 1 ou 2 boules rouges, et doncgag@nl ou 2 francs.
Désignons par X la somme percue. La probabilitéXjgeit égal a 0 est noté
p(X=0) ; elle est égale a la probabilité de I'év@eat « tirer O boule rouge et 2

0 2
boules blanches »g(X =0) _CaxCi _6_2 ;
La probabilité que X soit égal a 1 est noté p(X=dlje est égale a la probabilité de

'événement « tirer 1 boule rouge et 1 boulesdilas » ;
C3xC; 12 _4
X =71 =3 =4 _-c_ ;
P =D cz 217
La probabilité que X soit égal a 2 est noté p(X=)e est égale a la probabilité de
I'évenement « tirer 2 boules rouges et 0 bouladiia » ;

_Cixc) 31

Ces résultats peuvent se présenter dans un tatdgaemiere ligne indiquant les
valeurs possibles x de X.

pP(X =Xx)

~N N
~N A
N

Ce tableau définiia loi de probabilité de X
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Représentations graphiques :

Ap(xzx) A p(X:X)

~N S

~N s

Nl NN

Nl N

1 2
Histogramme

4
(@)

0 1 2
Diagramme en batons

2°) Variable aléatoire — Loi probabilité

a) Définition 1:

On appellevariable aléatoire Xéelle toute application dedansR,

qui a chaque élément defait correspondre un nombre réel.

Notons X(2) I'ensemble des valeurs possibles de XX { X1 ; X ;...... ; Xn}

b) Définition 2:
La loi de probabilité de Xst la fonction qui a tout élémente XQ) fait
correspondre la probabilité que X prenne cettewatePar abus de langage on dit

gue c’est la probabilité que « X soit égadaet que I'on note : p( X X).

Il est commode de présenter cétiede probabilitésous forme d’un tableau

X X1 Xo | . Xn

P(X =X) Pu P ol

Conseil: Lorsqu’on calcul une loi de probabilité d’'uneiable aléatoire, il est

n
indispensable de vérifier que D> p; =1 .
i=1
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lI- Fonction de Répartition :

1°) Définition:

Soit une variable aléatoidé définie sur un univerQ muni d’'une probabilité p.

On appelle fonction de répartitiode X la fonctionF de R vers [0 ; 1] définie de la
facon suivante :
X X1 X2 X3 X4

P(X=Xx) Py P> Ps Py

= XE]-o0; x[; F(x)=0

" XE[X; %[ F(X)=P

" XE[X%; X3[; F(X) =P+ P

" X€[%; %[ F(X) =P+ PR+

" XE[X; X%s[; F(X)=Pi+P+P+P,

" XE[X%; to[; F(X)=P+P+P+P+Ph.

En reprenant I'exemple introductif on a :

Intervalles Valeurs de X F(x) c'est-a-dire p(X x) vaut
des valeurs de X | y/grifiant X < x

J—c0 : O[ Aucune 0
—0) =2
[0; 1] 0 p(X—O)—7
_ 2. 4_6
[1:2] Oetl P(X=0)+p(X=1)=—+_=—

p(x:0)+p(x:1)+p(x:2)§+ =1

~Ne

2 400 [ 0,let2
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2°) Représentation graphique de F

A
F(X)

1 *

6

— °

7
T Cette représentation graphique

2 T S’appelle courbe cumulative.

— Mv

7

— >

0 1 2 3 X

3°) Propriétés de la fonction de répartition

a) F est une fonction en escalier.
b) F est une fonction croissante.

Ill- Espérance Mathématique:

1°) Définition:

Soit une variable aléatoire X prenant les valeuwrsxx; ... ; X, avec les probabilités
PL; P ... ; Pr. On appelle espérance mathématique de X le nombre

. E(X) = x p(X=x1) + X p(X=Xxp) +....... +X0 P(X=Xp)
ou encore E(X) {n:xi o

i=1
Dans la pratique, la loi de probabilité étant denpar un tableau :

X X1 Xo | Xn
pP(X =X) P P2 | Ph
Il suffit de calculer la somme : ¢+ Xopo + ...... + % P -
2°) Exemple

Pour I'exemple introductif on a E(X) =>@(X=0) + Ixp(X=1) + 2xp(X=2) =

~Nlo
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V= Variance, Ecart Type:

1°) Définition de la variance

Soit une variable aléatoire X prenant les valeuwrsxx; ... ; X, avec les probabilités
PL; P ...; Pn. On appelle Variance de X le nombre réel positté : V(X) et

définie par : V(X) =i pi(% —E(X))? ouV(X)=E [((x - E(X))2J .

En statistique, la dispersion se mesure par laneg qui est la moyenne pondérée
de la série (% x)2.

De facon analogue, en probabilité, la variancdespérance mathématique de [X—
E(X)]2.

2°) Autre Expression de la variance

On démontre que la variance est I'espérance da acawms le carré de I'espérance.
V(X) = E(X?) = [ E(X)]?

3°) Ecart-type :

— Définition: Pour toute variable aléatoire X, on appelle €tygre de X le nombre
réela(X) défini par : o(X) =  V(X)

— Exemple : Une urne contient 5 boules blancheshetutes noires indiscernables
au toucher. On tire simultanément de I'urne 3 bewdel'on considere la variable
aléatoire X définie par « nombre de boules noipesmi les boules tirées »

a) quelles sont les valeurs prises par X ?

b) Déterminer la loi de probabilité de X

c) Calculer I'espérance mathématique, la variaricécart type de X.

Solution :

a) X&{0;1;2;3}

c3xCc? 10 C2xC: 30
P(X:O):FI: S 33:_;P(X:1):P2: 533:_;
C 56 C 56

CixCc? 15 cdxcd 1
P(X=2)=R= 2" ="";P(X=3)=P= 23 =",
(X=2)=R 356 (X=3)=P, 3 c6

b) Loi de probabilité

X 0 1 2 3 Total
10 30 15 1
P(X=x) 56 56 56 56 1
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n
c) L'Espérance mathématiqu&(x)=> R x =P x +PX, +......... +B,X, .
i=1

E(X):OXE +1x3_0+2x1_5+3xi:53:g_
56 56 56 56 56 8

La variance esV (X) = Zn: P(x — E(x)?.
i=1

2 2 2
V(X)= Pl(x1 —gj + Pz(x2 —g) +ot P4(x4 —gj ;

8
2 2 2 2
V(X)=£)(O—gj +@(1_9) +1—5(2—9j +i(3_gJ =_1800=o,5,
56 8 56\ 8 56 8 56 8 3584

L'Ecart type esto(X) =V (X) ; g(X)=405= 020.

V— Probabilité conditionnelle :

SoitQ un univers d’éventualités, A et B 2 évéenementQ.de

1°) Evénement Somme

a) Définition 1:
L’évenement somme de A, &t I'évenement not&UB « A ou B »qui est réalisé
si et seulement si I'un au moins des évenements B est réalisé.

Exemple: On lance en I'air un dé normal. C= « avoir 54ov est la somme des
évenements A=« avoir 5» ; B =« avoir 4 » ; CoBA

b) Définition 2: On dit que 2 événements A et B sont incompatibles seulement
si ils ne peuvent pas se produire en méme temps.

Exemple :Dans le lancé d’'un dé, A= « avoir 5 » ; B = «iavo» ; A et B sont
incompatibles, AB = ¢.

c) Théoréme 1
Soient A et B 2 évenements incompatibles d’'un usige
P (AuB) = P(A) + P(B)

Démonstration

Le nombre de cas possibles estcardn ; n z 0.
Le nombre de cas favorables : posons cardA = laetl® = m.

Card(AuB) = cardA + cardB — card(AB) ; AOB = ¢ = card(AuB) = k + m.
P (AUB) = k;m :%+% = P(A) + P(B).
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Exemple On tire au hasard 2 cartes d’'un jeu normal deaBtes. Calculer la
probabilité d’avoir 2 Dames ou 2 Rois.

Le nombre de cas possibles e$f.GSoit C = « avoir 2D ou 2R » et soient les
évenements A = « avoir 2D » ; B = « avoir 2R ».
A et B sont incompatibles” = ¢. Donc P (AB) =P (A) + P (B).

CZ CZ c: , CZ CZ
P(A)=C—4etP(B)=C—4 P(ALB)= 2 + 4 =2

2 2 ! 2 2 2"
32 32 32 C32 C32

2°) Evénement Contraire:

SoitQ un univers d’éventualités, A et B deux évenemda.
a) Définition 3: On dit que I'événement B est I'évenement contrde e\ si et

B est réalisé si Ane |'est pas

seulement si{ Notation: B=A.

et A estréalisé si B ne l'est pas

— Exemple 1 Dans le lancé d’'une piéce de monnaie, soienkaxoir P » et B =
«avoirF»:B=A et A=B.

b) Théoreme 2

Soit A un événement d’un univels P(A ) =1-P(A)

Démonstration
ANA =0 ; AUA=Q, p(AUA) =p(A)+p(A)=1;dou p(A) =1-p(A).

Exemple 2
)] Dans un jeu de 32 cartes, quelle est la probalpiité qu’un joueur

recevant 5 cartes au hasard ait au moins 1 coeur ?
i) Méme question avec au moins 2 coeurs ?
Solution:
i) A = « avoir au moins 1 cceur & = « avoir O coeur parmi les cartes tirées ».
P(A) + P(A ) = 1. Calculons PA)
Nombre de cas possibles est Chombre de cas favorablesC

= Cas _ ay=1_Cau
P(A)—C—S.DoncP(A)—l—p(A)— ~ s
32 32

ii) A = « avoir au moins 2 ceeursA = « avoir 0 coeur ou 1 cceur ».
P(A) + P(A ) = 1. Calculons PA)
B = « avoir 1 cceur parmi les cartes tirées » ; & avoir 0 coeur parmi les cartes
tirkes » BUC = A et BnC = ¢donc P@ )= P(B) + P(C).
- P(B) : nombre de cas possibles 3,C nombre de cas favorables 5&€cC;,. D'ou
CgxC;
P(B) =224,

32
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- P(C) : nombre de cas possibles 3,C nombre de cas favorables 3&€C5,.
. P(K ) - CéxC§4+ngC§4

Cs> C3,

0 5
Dol P(C) =8 X 2 - P(A)=1-p (A )=0,37.

3°) Evénement Produit:
Soit Q un univers d’éventualités, A et B deux évéenemda®3.

a) Définition 4:

I’évenement produit des évenements AedBl'événement noté ANB qui est
réalisé si et seulement si, A et B sont simultamémeésalisés.

Exemple:
un lancé de 2 dés C « avoir 6 et 5 » ; A= « avoir,B = « avoir 6 » . C = AB.

b) Théoréme 3
Soient 2 événements quelconques A et B. BBRA= P (A) + P (B) — P (AB).

Exemple: D’'un jeu de 32 cartes on tire au hasard simahlt@mt 2 cartes. Calculer
la probabilité d’avoir un Roi ou un Valet parms leartes tirées.

4°) Probabilité conditionnelle — évenements indépeiants :
Soient les événements A et B d’'un univ@rs

a) Définition 5: La probabilité conditionnellde B sachant qué est réalisé est le

nombre réel noté P (B/A) et définie par : PA(B=P(£(—Q\)B) . p(A)#0 .

Exemple: D'un jeu de 32 cartes on tire successivemenartes au hasard. Quelle
est la probabilité d’avoir un as ati"2tirage ?

b) Définition 6:
Deux évenements et B sont dits indépendargset seulement si,

P (AnB) =P (B/A)xP (A)

Remarque En réalité dans le concr&gvenementa et B sontindépendantsi la
réalisation de A n’a aucune influence sur cell@ds réciproquement.

Exemple: d’'un sac contenant des boules blanches et déssiooires on tire au
hasard successivement en remettant chaque famsila tirée.

A = «avoir une boule blanche atl tirage »

B = « avoir une boule noire ali"2tirage »

A et B sont indépendant®eux évenements concréetement indépendsorits
indépendants en probabilite.
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STATISTIQUES

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

1 — Description Statistique :

Autrefois la statistique était une science qui sigmait seulement de la démographie
(étude de la population humaine) ; nombre d’habias villes ; taux de mortalité, de
naissance, densité.

Actuellement selon Olivier Maggioni, la statistiqoeut étre vue comme I'ensemble
des méthodes et des techniques permettant de tesitéonnées (informations chiffrées)
associées a une situation ou un phénomeéne. Papkel®m recensement de la population,
la production agricole d’un pays, I'efficacité d’'nouveau reméde contre telle maladie,
rendement d’'une nouvelle variété de riz.

La statistique se révele étre un outil fondamedhitatle a la décision.

2 — Quelques vocabulaires Statistique :

Définitions
= Population statistique ensemble d’unités statistiques ou individus.
Exemples :
- Relevés pluviométriques quotidiens (populationeuts)
- Tous les malades atteints de vers de Guinée (o@rrdd?)

= Unité statistique ou Individu tout élément d’'une population statistique.

» Effectif d’'une population: le nombre d’individu de cette population.

Exemple : On pése un lot d’ceufs. L'unité emplote® é&& gramme on obtient :
50 62 57 70 60
65 57 45 56 61
63 61 64 56 50

La Population statistigue nsemble des ceufs

Individu = ceuf

Effectif de cette population 15.

= Echantillon : sous ensemble de la population.

En général si la population est tres nombreuserélieve une partie de la population
(sondagk Sion a une connaissance a priori, on peut pdigehantillon représentatif
(stratification).

Exemple A la veille des élections présidentielles on vawbg quel est le candidat
favori ?

X candidat ADEMA ; Y candidat RDA ; Z candidat CN@n fait un sondage
d’opinion. Population = ensemble des électeurs p@#eve une partie de cette
population (échantillon). A partir des pourcentagddenus pour I'échantillon on tire
des conclusions valables pour la population. 40% &ecteurs favorables a Z ; 20%
des électeurs favorables a X ; 10% des électewmm@bles a'y.

Cours de Statistiques Page 1 sur 16 Adama Traoré Profesur Lycée Technique



= Caractere (ou variable statistique) :

Le critere qui guide le statisticien dans le trdaibservation est caractere
Opération qui associe a chaque unité statistigqueproprieteune modalitgun score.

Exemple 1 : On mesure les longueurs en centimetopdlques pieds de riz, on obtient les
résultats suivants : 97 ;93 ;95;90;94 ;984 ;93;92;91,;94;93;90;95;93;

96 ; 94 .

Population = ensemble des pieds de riz ; Effectlf/=

L’étude statistique porte sur la taille (longuewlgs pieds de riz. On dit que le caractére de
cette étude porte sur la taille ou la longueur.liccaractére s’exprime a l'aide de chiffre,
on dit que c’estin caractére quantitatif (ou une variable numérigue

Exemple 2 : Un parc automobile comporte 15 voitwlest 5 Bleues ; 7grises : 2 rouges ;
lverte . L’étude statistique porte sur la couldes voitures. On dit que le caractére
statistique est la couleur des voitures. Ici leatd@ere ne s’exprime pas a 'aide de chiffres,
on dit que c’estin caractére qualitatif (ou une variable nominale).

= QObservation valeur prise par la variable sur une unité statisti

= Données sont constituées par 'ensemble des observatiabgeg@ux ; fichiers ;
données primaires).

= Variable Discrete c’est un caractere qui s’exprime a l'aide de nomleriers
uniguement.

Exemple : Recenser au Mali le nombre de meres gastde 10 enfants par régions du
Mali.

Régions du Mali Nombre de mére ayant plus de 10
enfants

Kayes X
Koulikoro %
Sikasso X
Ségou X
Mopti X5
Tombouctou X
Gao %
Kidal Xg

X1 0 X0 i Xg ) weean. % sont des nombres entiers.

= Variable Continue: c’est une variable qui s’exprime a I'aide de norstméels
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3 — Distribution (ou Série statistique) :

Les données sont recueillies par des enquétewsagninant chacun des individus ou en
faisant un sondage. Les enquéteurs livrent ces\adigms en désordre au statisticien.
Celui-ci les classes en séries.

3-1 Distribution d’un caractere qualitatif :

- Le statisticien regroupe les individus en clagssesubriques suivant le caractere.

- Il dresse un tableau dans lequel les classegpentune colonne ou une ligne et en face
des effectifs des classes. On obtient alors une gés effectifs.

Classes Effectifs
C M
C2 Ny

3-2 Distribution d’'un caractere discret :

- Classer par ordre croissant ou décroissant lesirsadu caractere ;

- Déterminer l'effectif associé a chaque valeur ;

- Dresser un tableau dans lequel les valeurs dcigae 1 colonne ou 1 ligne
- En face de valeur écrire son effectif.

Exemple voici les tailles des éleves d’'une classe de Lgoégem).
158 ;160 ; 166 ; 165 ; 150 ; 158 ; 157 ; 170 ; 16667 ; 166 ; 158 ; 172 ; 181 ; 182 ;

Valeurs Effectifs
X1 Ny
X2 N
X3 N3

175 ;172 ;170 ; 165 . Dresser la série des effiect

Valeurs

Effectifs

150

1

157

158

160

165

166

167

170

172

175

181

182

PR RN N R W N R w| e

=
©
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Remarque lorsque le nombre de la variable discrete est élesat nécessaire de les
grouper en intervalles semi-ouverts.

3-3- Distribution de la variable continue :

- Classer si possible les valeurs du caracterenoae croissant ou décroissant ;

- Calculer 'amplitude de la série c'est-a-dir@ifférence entre la plus grande valeur du
caractere et sa plus petite valeur ;

- Dresser un tableau analogue au tableau ci-dessus.

Exemple :Une série statistique sur le poids des enfants dhaupe d’enfants de 7 ans
donne:22:25:23:;24:19:;23:;18:;20;219:22:;20;17:21:23:;24:;17;21;
20;20;19;22;19;20;19; 21. Classer ceaseignements en classes d’amplitude 2.
Solution : [17, 19[ ; [19, 21[ ; [21, 23] ; [23, 2b; [25, 27[ ; etc...

Remarque le centre d’'une classe est le centre de I'inteevedimi-ouvert considéré

Le centre c 1—9;17 =18.

3-4— Fréquence — Effectifs Cumulés :
« La fréquenced'un scoref, est son effectih, divisé par la taille de la population

(effectif totaln). = f, :“_rI:

» La fréeguence cumuléest obtenue par la somme des fréguences des scores

- ’ - ’ - yd 7z k
inférieurs ou egaux au score consideré, 1=> f,
i=1

» L’effectif cumulé est donné par le nombre d’unités statistiquestayascore
k
inférieur ou égal. n, 1=>"n,
i=1
Soient X ; X ..... ; % les valeurs d’'une variable statistique ; n, ; .... ; rx les effectifs
associés. n =;n+ n, + ...+ n effectif total.

Valeurs x | Effectifs | fréquences Effectifs cumulés Fréguences
cumulées
n n
X1 M -+ Ny -
n n
n; N
X n —= N+ —++-=
2 7 N 1t Ip .
n n n n
X3 Ns = Nyt o+ g —+-2+2
n n n n
n n n n
Xk N - M+ mp+ g+ +n=n | 2+-2+3 =1
n n n n

Remarque : les;sont classés par ordre croissant.
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Exemple :Une série statistique sur le poids des enfants dhanipe d’enfants de 7 ans
donne :22;25;23;24;19;23;18;20;219;22;20;17;21;23;24;17;21;
20;20;19;22;19;20;19; 21. Classer geaseignements en classes d’amplitude 2.
Dresser la série des effectifs par classes.

Solution :

Classes x; =[17, 19[ ; X2 = [19, 21] ; X3 = [21, 23[ ; X4 =[23, 25[ ; x5 =[25, 27 .

Séries des effectifs par classes :

Classes Effectifs
X1 3
X2 10
X3 7
X4 5
X5 1
Total 26

Série par classe des effectifs cumulés, des frégsefréquences cumulées :

classes Effectifs Effectifs Fréquences Fréquences
cumulés cumulées
xq 3 3 = =
X 10 13 o~ o
Xs 7 20 - b
5 25
X4 5 25 26 26
Xs 1 26 e 221

4— Représentation graphique des distributions stadtiques :

Il est difficile de comparer plusieurs séries stajues comportant un grand nombre de
chiffres. On représente les séries par des diagesngue 'on peut facilement comparée.
Voici des exemples de représentations graphiquesstiéutions.

4-1-Distribution d’'un caractere qualitatif:
Principe : On représente par des aires proportimmaux effectifs (ou aux fréquences) ;
les effectifs (ou les fréquences)

% Si I'on choisit des rectangles, alors on obtientiagramme par bandes.

% Si I'on choisit des secteurs circulaires, on olitedars des diagrammes a secteurs.

Secteur circulaire
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Exemple

En 12™MTE, au Lycée Technique de Bamako, on interroge ledés sur leur go(it
pour le thé et pour le café. On a classé les élengslusieurs groupes.

x; = 30 éleves n'aiment que le thé

X, = 20 éleves n'aiment que le café

X3 = 18 éléves aiment le thé et le café

X, = 10 éléves n'aiment ni thé, ni café .

Représentons cette série des effectifs par bandes.

X1 30
X2 20
X3 18
X4 10

A
Effectifs

30j

20
18

10

X1 X2 X3 X4 Classes

Diagramme des fréquences par secteur :

Classes Fréquences
30_15
%1 42 21
20 10
X2 42 21
18 _ 9
X3 42 21
10_5
X4 42 21
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10
13%

30

38% @ classe X1

18
23%

| classe X2
Oclasse X3
O classe X4

26%

4-2 — Représentations graphiques d’une distributiarvariable discréte :
a) Diagramme en batons :
On peut aussi représenter une série des effectiisg série des fréquences.
Méthode : Dans un systéme d’axes rectangulaires
» Porter les valeurs du caractére en abscisse ;
» Porter sur I'axe des ordonnées des graduationeftiegifs ou des fréquences ;
» Elever en chaque point de I'axe des abscisses un baton dont la hauteur es
proportionnelle a I'effectif ou la fréquence de x

b) Polygone statistique des effectifs (ou Fréquesice

Dans un systeme d’axes rectangulaires, porteffiestiés ou fréquences en ordonnée, et
en abscisse les valeurs Relier par des segments les points de coordorfrees).

A

Effectifs

N RS—————
N3 A Polygone statistique des
/ \/ Effectifs

Ny
([ E— /

| | >
»

0 X1 X2 X3 X4 Valeurs
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Exemple :
Soit la série statistique :

97, 93, 95, 91, 90, 94, 97, 91, 93, 94, 9399293, 94, 90, 95, 93, 96, 94.
Tracer le diagramme en baton et le polygone siqtistdes fréquences.

valeurs Effectifs Fréquences
2
90 2 20
3
91 3 0
1
92 1 >C
5
93 5 20
4
94 4 20
2
95 2 5C
1
96 1 >C
2
97 2 20
n= 20
Effectifs
A
S 1 Diagramme en batons
i__ Polygone statistique
2C des Effectifs
3]
20
21
20
11
2C
T T | >

I 1 ol
00 90 91 92 93 94 95 9 o7 Valeurs
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4-3 — Fonction cumulative des effectifs (ou desdteences) :
a) Fonction cumulative des effectifs

Soit une variable discréte x prenant les valeyrs«x; Xs ; ..... . %. La fonction cumulative

des effectifs est I'application F d&vers R définie par :
F(x)=>'n tel que pour x< x n effectif de x.

b) Fonction cumulative de fréquences
Elle est I'application G d& vers R définie par :G(x) = f; tel que pour x< X, f;
fréquence de ;x

La représentation est une fonction de répartites effectifs. La courbe de la fonction de
répartition des fréquences est appel@erbe cumulative des fréquences

Remarque : Une fonction de répartition est unetfoncroissante.
4-4 — Diagramme d’une série statistique a caractéeomtinu :

Histogramme :
Il sert a représenter les effectifs comme les feéges.
» Grouper les valeurs ®e la variable en intervalles d’égale amplitudaissuverts
d’'un coté.
e Dans un systéme d’axes rectangulaires, porterdiesiks xen abscisses ; en
ordonnées les effectifs (ou fréquences).
» Elever en chaque intervalle une bande dont la haets proportionnelle a I'effectif
(ou la fréquence) de la classe.
Remarque 1 :Si les classes sont d’'amplitudes égales, la «hade chaque rectangle est
proportionnelle a I'effectif de la classe corresgante.

A
Effectifs
Ny +
nal Histogramme des
Effectifs
No 1
np 4
1 >
0 Classes
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Remarque 2: Ses classes n‘ont pas la méme amplitatigs la présence d’'un axe de
coordonnées est déepourvue de sens. ‘

Dans la pratique si on notela hauteur du rectangle représentantlaclasse et;@on
amplitude, I'écriture de la proportionnalité deeduuits ( ah;) (aires des rectangles) et des

effectifs et n permet de déterminer toutes les hauteurs, uneoisie 'une d’entre elles
h;.

Ainsi nous avons la relationa;hl = arzlhz = a;h3 -..=ah . La connaissance depgermet
1 2 3 i
de représenter les hauteurs des autres rectarglégstogramme.
Exemple :
Les notes obtenues par 1000 candidats a un examedanées dans le tableau suivant :
Notes [0;2] [2; 3] [3;4] [4; 6] [6; 8] [8 12] [12; 16]
Effectifs 120 100 140 200 180 160 100

Construire I'histogramme de cette série statigtiiunité : 20 cm en ordonnées)

Soit b = 20 cm la hauteur de l'intervalle [2 ;3[ qui a lplus petite amplitude,a1.
n, = 100 son effectif.. Nous savons qﬁehl Sh, _ah, _ah, _ah _ah _ahy
n n, N, n, ng Ng n,
2h _1x20_1xh, _2h, _2h, _4h, _4h, .
12 10C  14C 20C 18C 16C 10C '
2h, 20 2400 . hy 20 2800 .2h, 20 4000

—=— o h=——=12cm ;—=— = h, =——=28cm 4= < h, =——=20cm
12C 10C 20C "14C  10C 10C " 20C 10C 20C
2h, 20 o h = 3600_18 . 4h, 20 o h = 3200_ scm . 4h, 20 ! 2000_ 5cm
18C 1OC 20C " 16C 1OC 40C " 10C 1OC 40C
28cm
20 cnr
20cm
12 cm
18 cm
8cm
5¢cm
[ T I | I I I I | I |
0 2 3 4 6 8 12 16
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5 — Caractéristiques de position (ou indicateurs igsition) :
Pour comparer rapidement deux séries statistiquega trouver des nombres réels
caractérisant les séries.
5-1 Mode ou dominante :
Le mode ou la dominante d’'une série statistiquéaestleur xdu caractere ayant le plus
grand effectif (ou la plus grande fréquence). Clastaleur qui revient le plus souvent.
Exemple :on pese 15 éléves de la MTdtl Lycée Technique de Bamako voici les poids
obtenus en kilogrammes (Kg)

55:458:;75;63:;57:;61,9:;81;72;1010463; 72 ;57 ;61,7 ;60.
Dominantes : 57 X 63 172

(2fois) ; (2fois) (2fois)

Classe Modale est la classe ayant le plus grand effectif.
5-2 Médiane, Valeur médiane
Quand les valeurs d’'une série statistique sont données par ordresaot ;
la valeurx, telle qu'il y ait autant d’'observations avant quiegest la médiane de la série

Xo; Xe: X2 ) eennnnn ; Xk s Xy X1 X2 e i X
~ ~ ~ ~ ~ -
k observations k observations

Quand il y a un nombre impair d’observations, alosa nécessairement une médiane.
Quand le nombre d’observations est paire, alongaoie de :

Valeur médiane = demi somme des termes médians

termes médians

Xo; X1} X2 5 wevnnn X s Xpo | Xo; X1 X2 X
— _/ — _/
YT YT
m termes m termes

. . X + X
Valeur médiane de la série es{kzz—”.

Exemplel:
On mesure les longueurs en centimetre de queldeds ge riz, on obtient les résultats
suivants : 97 ;93;95; 91;90;94;97;993;94;
93;92;91; 94; 93;90,;993;96;94.
Trouver le mode et la médiane de cette série Staiks.
Solution :

Valeurs| 90 91|[92/93/94|95(96| 97| Total
Effectifs| 2 | 3| 1| 5| 4| 2| 1 2 20

Le Mode de la série est : 93
90, 90, 91, 91, 91, 92, 93, 93, 03, 93, 93, 9498494, 95, 95, 96, 97, 97.
Il N’y a pas de terme médian par ce que le nombobsirvations est pair = 20.
La valeur médiane est : 93.
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Cas d’une variable continue

L’intervalle contenant la médiane est appetérvalle médianDans le cas d’'une variable
continue la médiane est calculée paéerpolation linéaire

Exemple:

On donne les ages des éléves d’'une class& dgdnie civile, on obtient les résultats

suivants dans le tableau :

Classes Effectifsin
[15; 16] 7

[16; 17] 8

[17 ; 18] 11

[18 ; — 2

Quelle est la classe modale de cette série stisti
Déterminer l'intervalle médian et en déduire la naée Me.

Solution :
Classes Effectifsin | Effectifs cumulés
croissant
[15; 16] 7 7
[16 ; 17] 8 15
[17 ; 18] 11 26
[18; [ 2 28
Total 28 i

La classe modale est l'intervalle7 ; 18] . B
On remarque que l'effectif moitié est 14. La®14aleurs du caractere est la médiane qui
appartient g16 ; 17[. Donc l'intervalle médian e$t6 ; 17]

Procédons pamterpolation linéairepour calculer la médian®le.

A . , .
Effectifs cumulés croissant

v

15
14
JEN
16

Les triangles AlJ et ABC sont semblables. Onﬁ%:z

= o |\/|e—:]_6:3 = Me=16+0,9 <
1 10

Me

17

J Me-16 _14-5
CB  17-16 15-5
Me=169.
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Remarque 2 séries statistiqgues peuvent avoir le méme moldeneéme médiane.
Par exemple soit les séries statistiqusst S données par

Série $: 90, 90, 91, 91, 91, 92, 93, 93, 93, 93, 93, 9498494, 95, 95, 96, 97, 97.
Série $: 91, 91, 91, 92, 93, 93, 93, 93, 93, 94, 94, 9498495, 96, 97.

5-3 Moyenne arithmétique ; moyenne pondérée :

Définition 1 : soit la série statistique

Valeurs x X1 Xo | .. Xn

Effectifs n ny n | ... Nk

N 1 L R 2

La moyenne arithmétiquae cette série est
n+n,+... +n

Définition 2 :
La moyenne pondéreees valeurs; X, ; Xs ; ..... . % affectées respectivement des
coefficientsp; p; ps; ... ... ; P« , st le nombre :

a: PX + PX e * PX

ou les p, sontréelsdonnés.
O T +p,

Exemple voici la série des notes d’un éléve de la MTE

Philosophie Maths Economie Anglais Géographie

08 12 13 07 15

Calculer la moyenne arithmétique des notes. Catdalenoyenne pondérée des notes
sachant que les matiéres ont respectivement pofficemet : Philo = 3 ; Maths = 5;
Economie =5 ; Anglais = 2 ; Géographie = 2.

Solution :

Moyenne arithmétique esim= 8 +12+153+ r+15 = %5 =11 ;

La moyenne coefficiée ou pondérée est :

m=

(3x8) + (5x12) + (5x13 + (2x7) + (2x19 _193_,, .
3+5+5+2+2 17 '

D'autres notation de la moyenne pondérée est :ou  E(X).
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5-4 La moyenne quadratique :
a) Définition : soit une distribution d : 1X X ; X3;..... DX .
On appelle moyenne quadratique la valeliedpression :

2 2 2

MOz X HE X F et X,

b) Formule :

n
c) Exemple: calculer la moyenne quadratique de la distribugiar8 ; 3 ;5 ; 8.

MQ:\/9+9+425+64:\/107: 517.

4

5-5 La moyenne harmonique :

a) Définition : Etant donnée une distributiony X%, ; X3 ;.... ; X. On appelle moyenne
. , n
harmoniquda valeur notée : MH = 1 1 1 avecx 0
e + =
X2 Xn
n

ou encoreon a:MH =

£

b) Exemple: Calculer la moyenne harmonique de la distributién 2 ; 7 .
3 _3x56_168

MH = =39.
}+}+} 43 43
8 2 7
5-6 Moyenne géomeétrique :
a) Définition : Soit une distribution : X; X ; X3 ;.... ; %,. On appelle moyenne

géométrique, la raciné®i®du produit des éléments de la distribution

M.G =5/X XX, X.ooooon. XXﬂ:ﬁz(ljxi)i

c) Exemple :la distributiond : 3;5; 7 ;2 a pour moyergeométrique :
M .G = #3x5x7x2 = 4210=(210): = 380.

c) Formule :
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5-7 Autres caractéristiques de positiappelée quantiles

5-7-1 Quartiles, écart inter-quartiles :
Les quartiles d’'une série statistigsant les 3 valeur®, ; Q, ; Q@ qui partage la série en 4
groupes de méme effectif.

Par exemple considérons la série S3

40 60 | 60 80|80 80| 100 100.
X1 % [ % X | % X | ¥ Xs
Ql Q| Q@ |

La demie différence entre ™ quartile et le ¥ quartile est appeléeart probable (ou

écart semi-quartile) < ;QO = 80; 60 =10. L’écart inter-quartiles est : & Q.

5-7-2 Déciles :
Les déciles d’'une série statistigs@nt les 9 valeur$ ; D, ; Ds;...... ; Dg) du caractére
qui partage la série en 10 groupes de méme effectif

5-7-3 Centiles :
Les centiles d’une série statistigs@nt les 99 valeurs du caractére qui partageria eé
100 groupes de méme effectif.

6 — Caractéristiques de dispersion ( ou indicatedesdispersion) :

Soient deux séries statistiques S1 et S2 données pa
S1:78;79,80;80;80,;81;81;82.

S2: 40;60;60;80;80;80;100;100;.120

Déterminer les modes, médianes, moyennes arithnestigle ces deux séries.
Solution :

Série $ Série $
Mode : 80 Mode : 80
Médiane : 80 Médiane : 80
Moyenne arithmétique = 80,12 Moyenne arithmétiqusD=

Conclusion:

les 2 séries ont sensiblement les mémes caraitjédastde position.
Représentons par des points sur 2 axes, les salewrhaque série.
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718 7|9 8C 811 8|2
1

v

Si

o : | | :
‘ 40 6C 80  10C  12C

v

On constate que dans la série S1, les valeurphmtegroupées autour de la médiane.
Dans celle de S2, elles sont dispersées.

6—1 Etendue ou Amplitude d’'une série ou dimensicarte distribution :

L’amplitude (ou I'étenduedl’'une série statistiquest la différence entre la plus grande

valeur de la série et de sa plus petite La dimension est notée |
Etendue de S1 = 82 =78; C = sup(x) — inf(x)
Etendue de S2= 120 =40. C = Max(x) — min(x)

Remarque I'étendue dépend des valeurs extrémes de la série

6—2 Fluctuation ou variance, Ecart-type :
Définition 1 :
La fluctuationoula varianced’une série statistique est le réel ng(&) ou o”(x).

2

V(X)=n1(><l—§<)2+n2(x2—;<)2+ .......... +n, (X, = X)

n+n,+..... +n,
OUX ; Xo vunnnn. : % sont les valeurs de la variable.
Etoun:m;........ e sont les effectifs attachées aux valeyrsxs ; .... ; .

X =moyenne pondéréepar leseffectifs ¢ —a - d moyennarithmétiqie.

Définition 2 :
L’écart-typed’une série est la racine carrée de la variahest hotéo.

o=V(x) ou 02=%ini(.—;()2

Remarques :

= 0>0;

» Plus o est grand plus les valeurssont dispersées. Plus est petit les valeurs x
sont regroupées autour de la médiane
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EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 1
1°) Déterminer le module et un argument de chaesmdmbres complexes

7,=1+i; 2 =-1+i3 ; A--%+ﬁ6 4—%; %; ~% P=2z,x2,
2°) Mettre sous algébrique chacun des nombres exeplsuivants
A=Q+nc4+o+a+2o;pﬁl+w@3;@zgfh

3°) Mettre sous forme trigopnométrique chacun desbres complexes
Zl—(l \/§I 13,2_1+|\/— (\/§+|)(1—|)

(1+|)
4°) soita un nombre réel élément de ]@ | . Déterminer le module et un argument de

=sina +i(l+cosa) , ae[0 ; a[’

chacun des nombres complexes=1-¢9 ; z=1+¢9 —% . T=2zxz.
EXERCICE 2
Soient A ; B et M les points du plan complexe d&$ respectives

z,=-2+i ; z2,=2-3 et z=x+ly.

1°) Résoudre dar I'équation zr2-1 1
2-2+31 2
2°) Déterminez et construire 'ensembig)(des points M tels qu 22+3I>i =1

3°) Déterminez et construire 'ensembdg)(des points M tels tuIAZ +MB? =32
4°) On posSe&K =(z+2)(z+1+i). Déterminez I'ensemble&f) des points M tels que K
soit un réel.

EXERCICE 3
1°) Déterminer 'ensemble des images des nombmeplexesz tels que
le nombre complexe A = (& (1- i) soit : a) un réel ; b) unimaginaire pur.

2°) Dans le plan muni d’un repére orthonor » ) on considére un point M

d’affixe z=x+1iy, (z+#—1) et on posd = 212
Z+i

a) Ecrire P sous la forme algébrique en fonction éé

b) Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan ggis :
= P soitun réel;
» P soit imaginaire pur.

1z+3
A+i)z-1
a) Determiner 'ensemble (E) des points M tels dijesoit un réel
b) Déterminer I'ensemble (F) des points M tels gijesoit un imaginaire pur.

3°) Pour tout nombre complexa= x+iy ; on poseZ, =

4°) Déterminer 'ensemble des images des completels que les images des
nombres complexes :i; z ; iz soient alignées.
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EXERCICE 4

Soit f I'application deC dansC définie par f (z) = 72— V22— 4J22-16
1°) Trouver les réels a et b tels que f (z) =&) (Z + az + b)
2°) En déduire I'ensemble des solutions de I'équeti(z) = 0

3°) Placer dans le plan rapporté au repére ortio@do,u ; v) les images A; B ; C;
D des solutions de f (z) = 0 ; puis préciser guem®nts appartiennent a un méme
cercle dont on précisera le centre et le rayon.

EXERCICE 5

1°) Résoudre dars les équations suivantes :
a)z?+3(1+i)z +5i=0; b)= (5+3i)z+4+7i=0;c)f=2z2-4-4i=0
d) z°-(1-i)z-18+13i=0; eyz (1+6i)z +(1+23i)= 0;
f) z*~(5-14i)Z- (24 +10)=0;9) Z+Z+1=0;h) - (1-)Z-i=0
h) Qiz+3—if+(z+1+5)=0;1i) 22=8i ; |) 22=-J2+i/6 ;
K) 28 =a2(-1+i) ; 1) z* =2(-1+iV3)

2°) — a) Déterminer les solutions complexes dguléion : ' = 8(1- /3) les écrire
sous forme trigonométrique ;

62 _ VB2
2 2

b) Vérifiez que a est une racine quatrieme de 8(13).

En déduire la forme algébrique des solutions élguiation précédente.

EXERCICE 6

J6 -iv2

2

Soient les complexesz 1-i et z=

: . z
1°) Mettre sous forme trigonométrique, ;zz ; ~% ; 7, X 2,.
A

2°) En déduire que c%s = \/EZ\/E \/E;\/E

3°) On considére I'équation d’inconnue réelle x

(16 +~/2) cosx + (+/6 —~+/2) sinx =2

Résolvez cette équation daRs puis placez les points images des solutiongesur
cercle trigonométrique.

et que Sift =
12
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EXERCICE 7

1°)Soit z etZ les nombres complexes définis par=1++2 +iyv2-1 et Z = z*
Déterminer les racines quatriemes de Z sous forig@nbmeétrique.

En déduire les valeurs exactes de %oset Sin’é.

2°) Déterminer A:(%+i§)1987 ; B= (_71+i§)1992

3°) Déterminer et construire I'ensembie)(des points M du plan dont I'affixe z
vérifie la condition proposée :

a) |z+1+2i|=|z-4|; b)|z-3i|=2; C) ‘E—2+i‘:1;d)‘(1+i)z—2i‘:2_

EXERCICE 8

1°) a) Calculer les nombres: a*=iib=7 ; c=Ff ;d=1.

b) En déduire les valeurs de® j i*™* ; j#™2 ; "3

avec (neN ).
c) Calculer:A=% ; B=1*°; c=1"; D=1%;
EZY ; F=t®;, g=" ; H="
2°) a) Linéariser : cG% ; sirfx ; cosx ; sirfx .

c) Ecrire cos(4x) en fonction de sinx .

d) Ecrire sin(4x) en fonction de sinx et cosx .
e) Ecrire cos(3x) en fonction de cosx .

f) Ecrire sin(3x) en fonction de sinx .

g) En déduire une linéarisation de :

H = cos(4x)sinx ; G = 4cbs— 3cosx — 4sitx + 3sinx ;
K = cos(3x)sifx ; L = sin(3x)sifx;
4°) Linéariser les expressions suivantes :
A = cosxsin’x ; B = sin3xco& ; C = cosxsifx ; D =sirfx + sirfx ;

E = codx sirx : F = codx sin’x ; G = codx sin’x : H = coéx + sirf'x.
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EXERCICE 9

Le plan est orienté et rapporté au repére orthoaalinect. Soit A et B deux points
distincts d’'affixes respectivesetb

1- construire le point Mdont l'affixe z, vérifie : Z_Z =-1
2.

2- construire le point Mdont l'affixe 2, vérifie : ZZ_E =2
2.~

3- construire le point Wdont I'affixe z, vérifie : Z3—_:;l=i

2~

4- construire le point lyldont I'affixe z, vérifie : ZA_S =

/A

EXERCICE 10

1— Pour tout complexe z distinct de 1, on appelldvhet M’ les points d’affixes
respectives 1 ; z 2zDéterminer les points M tels que le triangle AM$®it
équilatéral.
2 — Déterminer les racines cubiques du nombre aaxapl sous forme trigonométrique
et algébrique.
En déduire la résolution dafisde I'équation : [(1- 2i)zZ}—i=0

1

3— Calculer le module et 'argument du nombre caxgl u:1+itgH'

(On discutera suivant les valeurs@je

EXERCICE 11
Pour chaque réel € ] —g;g [ , on définit I'application

[:C—>C

Z— f,(z) = ZcoSo — 2z coa + 1 + sifia
Dans le plan affine euclidien muni d’'un repére ontrmé (0,i,j) on désigne par (E)

'ensemble des points M d’affixes z telle qu'il stda €] —g;g [, vérifiant f, (z) = 0.

1-a) résolvez dan& I'équation § (z) =0.
b) si le point M(z) appartient a (E), que pentdire du point M’ d’affixez ?
2- Pouroe] —g;g [ fixé on pose Z :%i(z'+z”) oll Z’ et z” sont les solutions de

I'équation {, (z) = 0. Déterminer les racines quatrieme& @& représenter les points
Images sur un cercle.
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EXERCICE 12
Soit I'application f :C — C

Z- f(z) =2°-3(1+)z*+ (3+10i)z + 3(1-3i)
1- Déterminer les nombres complexes a, b ; et ¢ el
f(z2)=(z-1-i) (azZ + bz +¢)
2— résoudre darfs I'equation f (z) =0
3— Montrer que les points images dans le plan cexapldes solutions de cette
éguation sont alignés.

EXERCICE 13

Soit le polynébme complexe P (z) de la variable glexe z

P (z) =2 (7 +9))2°+ (39 — 14) z + 50

1-Montrer que I'équation P (z) = 0 admet une raeyimaginaire pure.

2- Résoudre I'équation P (z) = 0. On noteréazacine non imaginaire pur ayant la
plus petite partie réelle ef a troisieme.

3-Dans le plan affine euclidien rapporté au regere , j) orthonormé on considéere les
points A, B, et C d’affixes respectives, z; ; z. Déterminer et construire I'ensemble
des points M du plan tels que : MA- MB? + MC? = 4.

EXERCICE 14

1— Soit le polynéme P (z) =°z (3 + 6i) Z2—(9 —15i) z +22— 6i

a) Montrer que I'équation P (z) = 0 admet une macéelle que I'on déterminera.

b) En déduire une résolution dabgle P (z) =0 ;

c) Soient A ; B ; C les images respectives dedisnisi de P(z) =0. Placer dans le plan
complexe muni d’'un repere orthonormé ces poineneatéduire la nature du triangle
ABC. Donner une équation cartésienne du cefg)ecirconscrit au triangle ABC.

2— Résoudre darfs, I'équation Z* +10z*+ 169 = 0.

3— Résoudre darfs les systemes :
){ 5iz+ (2-i)z'=1+12 b){ 2iz+(1-3i)Z=14+6i C){(1+i);+ 2iz,= 3-i

(2-3)z+ (5-2)Z=39-10 A-i)z+(5-2i)7=4-18 2z +3z=5
: , . 22,2,=3 z+2,+23=1
) 2 z+27'=4-4i ce)l1 1 o7 - )iz2, +2,2,+2,2, =1
(+i)z-22'=-5+7i ' = 2 3 7273
z 7z, 3 22,2, =1
4— Résoudre darfs les équations suivantes :
a) 7= (@+4i)3 b) Z5=[1—2I3+i(2+«@)]7
(1+i/3)% 2-i)! (V2+i6)2
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EXERCICE 15

Soit le polyndme complexe P(z) = 3zf + (3z + 57.
1) Factoriser P(z) en un produit de deux polynéciesecond degré a coefficients
complexes.

2) Résoudre dan§ I'équation Z +3(1+i)z + 5i= 0

3) En déduire la résolution dafisde I'équation P(z) = O ; puis montrer que P(z)lest
produit de deux polynémes du second degré a camftréels.

EXERCICE 16
Le plan rapporté au repére orthonorméuqy)

1- Résolvez dang I'équation (z+% +i)2 +% =0

2— On donne les points A (-1 ;-5) et%%). A tout point M d’affixe z, (z—-1-5i) on

associe le point M’ d’affixe Zel que :z=31x| —3—5_

a) Déterminer I'ensemblé’) des nombres complexes tels que z
b) Déterminer I'ensemble (E) des points M tels que|= 3 ;

c) Déterminer 'ensemble\] des points M tels que M’ décrit le cercle datoe
I'origine O du repéere et de rayon 1 ;

d) Déterminer et construire 'ensemble (F) des tgoh tels que M’ décrit le demi axe
[0, u) privé de {O}.

EXERCICE 17

Soit o un nombre réel appartenantég;g[ . on considere I'équation d’'inconnue z
complexe (E) : (1+i2Y1-itga) = (1-iz J(1+itg o)

1- soit z une solution de (E)

a) Montrer que|l+izF |1-iz |.

b) En déduire que z est un réel.
1+itga

2- a) Exprimer
1-itga

en fonction deg”

b) Soit z un nombre réel, on pose z ® oy _—2”< 0 <g.

Ecrire I'équation portant sup traduisant (E) et le résoudre.
c) Déterminer les solutions 7z ; zz de (E).
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EXERCICE 18
Soit u le nombre complexe défini par u =@&es sirb oud € |-n ; n |

—Uu . .
1- Calculer le module et un argument %’f‘ (On discutera suivant les valeurstje
u

2+iz

2-12

2-En déduire le module et un argument de z tel: que
3- Résoudre (2+id) = (2—iz)°.

EXERCICE 19

Le plan rapporté au repére orthonorméuqy )
1- Trouvez I'ensemble des points M d’affixe z ®le les points images des nombres
complexes 1 ; z ; 1¥zoient alignées.

2— On désigne par M le point d’affixe z et M point d’affixeZ tel queZ = Z—+i
7 —

a) Trouver I'ensemble (D) des points M tel que & 8o réel ;

b) Trouver I'ensembled) des points M tel que Z soit un imaginaire pur ;

c) Trouver 'ensemblel) des points M tel que O ; M ; M’ soient alignés.

EXERCICE 20
Soit I'équation dan€ : z®—2z°—iz+3-i=0
1) Montrer que I'équation admet dabaine solution réelle.

2) En déduire la résolution dafisde cette equation.

3) Soient A; B ; et C les points images de ces solutions dans teqalaplexe muni
d’'un repére orthonormé. Déterminer la nature cangfie ABC

4) Déterminer I'affixe de I'isobarycentre G de dartgle.

EXERCICE 21
Soit I'applicationf: z— f(z2)=f:zm f(z)=% L 2% -
Z+1
1- Déterminer les coordonnées du point B dontikafk, est telle que f(z) =1+ 2i

2- Soit ze C —{- i}. On note rle module de z+i ett une mesure de son argument.
Donner la forme trigonométrique de f (z) — i endoon de r eto.
3- Soit A le point d’affixe — i.

a) Déterminer I'ensembl&] des points M vérifiant: | f (z)-i4 V2 et 'ensemble (D)
des points M tels qué soit une mesure I'argument de f (z) —i.

b) Montrer que B appartient &) et (D) puis construiret]) et (D).

4- & tout point d'affixa = (V2 -2 -iv2++2)z. Déterminer 'ensembleE] des points
M tels que |Z| = 8.

5— résoudre darG, I'équation Z — (1 + isin®) z +%isin29 = 0 ouo est un parametre

réel. En discutant selon les valeurddeon écrira les solutions et 2 de cette
éguation sous la forme trigopnométrique.
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EXERCICE 22

1°) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexer— i +(1—T?(i—l)

2°) Ecrire sous forme trigopnométrique le nombre plaxe t dans
les cas suivants :

__ @+t 1ret
@+iV3a)W3-i) | G
3°) a) Déterminer les racines sixiemes de l'unfiéis les écrire sous formes
Trigonométrique et algébrique.
b) Calculer(1-i)°.
c) En déduire les racines sixiemes du complexe Tso@8s formes trigonométrique
et algébrique.

byt=—2e" ; ¢)t=

EXERCICE 23

1°) a) Vérifier que (2 + i)= =7 + 24i
b) Trouver les racines quatriemes de 1
c) Résoudre darfsI'équation 2+ 7 — 24i = 0
2°) Soit I'équation (E) : & 2iZ -9z +18i= 0
a) Montrer que (E) admet une solution imaginpiree zque I'on déterminera.
b) Résoudre (E).

3°) Résoudre dars I'équation : Z+z -1 + 3i = 0.
EXERCICE 24

Le plan est muni d’un repere orthonormé.
A est le point d’affixe z =1+2i ; B est le ponfiaffixe t = 1+5i

C est le point d’affixe k = 4+2i.  On pose j?‘f‘;z

1°) Que représente |Z| ?

2°) Que représente arg (Z) ?

3°) Calculer Z et en déduire la nature du triamghC

4°) Déterminer I'ensemble) des points M d'affixe m tels qe-z|=|m-1.

EXERCICE 25

1) Déterminer dan€ les racines carrées de u = 7 + 24i.

2) Les racinesjzet 2 d’'une équation du second degré a ccefficients
Z+72,+22,=4
complexes vérifient Zt+7, -1 - Former cette équation et la résoudre dans
47
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EXERCICE 26

) Soit le complex&=(-/3+1)+i (v/3-1).
1°) Déterminer le module et un argument 8eEn déduire le module et un argument
de z.

2°) Déduire de ce qui précéde les valeurs exaetes%ll%j et sin[l—@.

3°) Résoudre darR I'équation : (\/5 +1)cosx + (\/5 —1)sinx =./2

[I) 1°) Trouver I'ensemble des points M(x ;y) du plaaffixe z tel que :
Z?+ 2z — 3 soit un réel .

: +20 ., :
2°) Déterminer 'ensemble des nombres z tels qzue% soit réel (on supposez4i).
2-4i

EXERCICE 27

On pose P(z)="2-67 + 237 34z + 26.

1°) a désigne un complexe quelconque. Montrer B(e) = P(a) .

Déduisez que si R() =0, alors P@ ) = 0.

2°) Calculer P(1-i) ; en déduire les solutions’dguation P(z) =0

3°) Placer les points images des solutions de éiggun f(z) = 0 dans le plan muni d’'un
repére orthonorm&) U V).

4°) Montrer que tous ces points appartiennent g@&me cercle dont on précisera le
centre et le rayon (points cocycliques).

EXERCICE 28
On donneA=52 (1+i) ; B=-5(1+i~/3)
1°) Déterminer le module et un argument des nomtwemplexes :A; B A ; %.

2°) Soit Z le complexe tel que A Z = B. Ecrire Zisdorme algébrique puis sous forme
trigonométrique.

3°) En déduire les valeurs exacte&de(%j et sin(%rj

EXERCICE 29
Soit I'équation (E) :z° -10z* +36z-40=0.
1°) Vérifier que 2 est une solution de I'équati@). (

2°) Trouver les réels a ; b ; c tels qug +10z* +36z-40=(z-2)(az’ +bz+c).

3°) En déduire la résolution dafisde I'équation (E).

4°) On posez, =2 ; z, =4-2i ; z. =4+2i. Placer les images respectives A ; B ,C dans
le plan complexe rapporté a un repére orthonorme.

5°) Calculer|z. -z, ; |z -z| ; |z~ 2z |. En déduire la nature du triangle ABC.
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EXERCICE 30

Dans le plan complexe rapporté a un repere ortiha&con considere le polyndme
complexef(z)=2° - (5+i)z° +2(56+3i)z- 42+ 4i) .

1°) Calculerf (2i). Que peut-on conclure ?
2°) Trouver les complexes a ; b ; ¢ tels due) =(z-2i)(az* +bz+c).
3°) a) Calculer(1+2i)*.
b) En déduire la résolution de I'équatibfr) =0.
4°) Soient A ; B ; C les points d’affixes respeet\2i ; 3+i ; 2-2i.

a) Placer les points A ; B ; C.

b) On posez =L§B. Donner la forme algébrique de Z. en déduire ldutoet
A~ ‘B
un argument de Z.

c) Interpréter le module et un argument de Z.

5°) Soit D le point d’affixez, tel quez, -z. =z, -z,. Déterminer les coordonnées de D
puis le placer sur la figure précédente.

6°) En déduire la nature du quadrilatere ABCD.

EXERCICE 31

Le plan est muni d’'un repere orthonormé (unité giguee = 1cm).
Soit le polynébme complexe(z) = z* - (5+8i) z2* - (13—32) z+57- 24

1°) Montrer que I'équatiorf (z) =0 admet une solution réelte.

2°) Déterminer les complexes P et Q tels quB =(z-a)(z> +Pz+Q).

3°) En déduire la résolution darfs de I'équation f(z) =0. (On noteraz, la solution
réelle ; z, la solution non imaginaire dont la partie réebe mositive ; etz. la troisieme
solution ).
4°) Soient A ; B ; C les points images respectoes solutions, ; z, ; z. de
I’équation f (z) =0. Placer ces points dans le plan complexe. En d&thunature du
triangle ABC.
5°) Déterminer les coordonnées du point | d’affixe x + iy tel que :
|2-2,] =] 2- 2 |=| 2 2.
6°) Déterminer et construire 'ensemble (Q) dessdvi(x ; y) du plan tel que :
MA? +MC? = 32.

7°) Soit D le point d'affixe z, =-1-3i.

a) Déterminer la nature du polygone ABCD.

b) Calculer le périmétre et I'aire du polygone ABCD.
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EXERCICE 32

Soit le polyndme complexe P(z)2-ziZ — 11z + 51i
1) Calculez P(3i)
2) Déterminez les complexes a et b tels que P(z)=3{¢ ( Z +az + b)
3)Résoudre dans C I'équation P(z) =0
4)Placez dans le plan complexe les points A, B ,dffides respectives :
Ipn=3i ;| =—4- ; £2=4-1.
5)a) Calculez [g— Za| ; |Z— Zal ; 1Z — Za| -
b) En déduire la nature du triangle ABC.
6) Déterminez et construire 'ensemble (E) des{gaM du plan tels que :
NMB MC’ = 64.

EXERCICE 33

On désigne pafC des nhombres complexes. On pose :

f(z) =&(3+3i)Z —(2-9i)z + 8 — 6i ; C
1°) Montrer que I'équation f(z)= 0 admet une saintréelle m.
2°) Déterminer le polyndme g(z) a coefficients cterps tel que:f(z)=(z—m)g(z).

3°) Résoudre dars I'équation : f(z)=0.

EXERCICE 34

On veut déterminer trois nombres complexes. Ledutes de ces trois nombres
forment une suite géométrique de raison 2, et laygsments une suite arithmétique de

. 2n p . . .
raison 3 Déterminer ces trois nombres; z, ; zz sachant que leur produit est

z, 7,2, =4+4i+/3 ; et que 'argument deg appartient a ] O%[. On donnera la réponse

sous forme trigonométrique.

EXERCICE 35

Soient trois nombres complexes=§, ;01] ; Z,=[r» ;0,] ; Zs=[r3 ;03] tels que les

modules 1; 1, ; r; forment une suite géométrique de rai%oret les argumenty ; 0;;
03 forment une suite arithmétique de rai%%)nDéterminez ces trois nombres

complexes £; Z, ; Zsz sachant que leur produit esZ£Z; = —i et qued.€] 0 ; g[. On

donnera les nombres complexeas Z, ; Zs sous forme trigopnométrique ; algébrique et
exponentielle.
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EXERCICES D’ARITHMETIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 01 :
1) Démontrer par récurrence que :
a)V ne N* 1+2+3+.......... +n = @
b) V. ne N*: 1+3+5+.......... +(2n-1) = n?
C) V. ne N*: 1+3+5+......... +(2n+1) = (n+1)?
d) VneNt 3 p(p+y = A0S
p=1
e) V ne N* t L + 1 ___nn+3
1x2x3 2x3x4 nn+)(n+2) 4(n+1)(n+2)
) V neN ip(p+1)(p+z):”(”+1)(“J2)(”+3)
p=1
g) Vne N* 2x6x10x.......... x(@n-2) = (n+1)(n+2) x.......... x2n.

n
hy VneN* k2 =(n-)x2"+1;

k=1
i) Vne N* {1} ; &R’ (1+a)'> ({1 +na)
) VneN etn>4, 2">rf

Kl VneN f< 1
nl 2"
2
2°) Démontrer par récurrence qene N* | 13+ 2+ 3+ .+ = {n(n;l)}

En déduire lasomme : S =%1213 + 1£+........ +20.
3°)Onpose,=0etVneN* I =J2+1_.
71

)

Démontrer quel, = 2cos(2n+l

EXERCICE 02 :

1°) La division de 900 par un entier naturel b arpuotient 14 et pour reste r. Quelles
sont les valeurs possiblesde b etr ?

2°) Détermine les entiers naturels n dont la divigtuclidienne par 16 a un reste égal
au carré du quotient.

3°) Soit q et r le quotient et le reste de la donseuclidienne d’un entier naturel a par
un entier naturel b. Sachant que a + b + r = 3025=e50. Rétablir la division.

4°) Détermine le reste de la division euclidieneeld®*° par 7.
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EXERCICE 03 :

1°) Quels sont les restes successifs de la divisamm de 7. En déduire I'ensemble des
entiers naturels n tels qué™+4n+1 soit divisible par 8.
2°) a) Quel est le reste de la division d& par 7 ?
b) Un nombre s’écrit3x53 en base dix. Déterminer x pour que :
53¢ + 3x53 soit divisible par 7.
3°) Les nombres sont écrits en base cinq ; effetéseopérations suivantes

3421 3421
+ 240 x 230

EXERCICE 04 :

Démontrer quev n € N :

1) 3"*® - 442 est divisible par 11.
2) 3"t + 2"*? est divisible par 7.
3) i’ —n est divisible par 3.

4) n —n est divisible par 7.

EXERCICE 03 :

Dans le systéme de numération de base trois, ubneostécrit :2107 .

1°) Dans quel systéme de numération n ce nombeets'@24" ?
2°) Existe-t-il un systéme de numération dans ledjs&crit : 174.
3°) Soita un entier naturel strictement supérieur a 2. Qrsicieére les nombres
N =2a-1) et N' = @— 1Y. Ecrire N et N’ dans le systéme de base
4°) Démontrer que dans tout systeme de numéraddradd (avec b> 4) le nombre
1331est le cube d’un entier x.
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EXERCICE 04 :

1°) Existe-t-il un entier N qui s’écrivebcca®en base cing eibab® en base huit.
2°) Déterminer x, y, z sachant queyz’ = zyx°.
3°) Déterminer le nombre entier A du systeme dékgquas’éecrit :
ab7 ° et a7b®.
4°) En utilisant la factorisation de (% 3x + 1§ — 1 montrer que dans tout systéme de
numération de base b supérieur & 3 omox11x12 x13 + 1 =(131)2.

EXERCICE 05:

1°) Le nombre entier naturel N, qui s'éasit1 dans le systéme décimal, s'éa@31®
en base a.

a) Trouver un encadrement de a

b) Déterminer a et vérifiez.
2°) Développer (k + %) Ecrire le nombre f3ans le systéme de base 12.

EXERCICE 06:

1°) Soient X, y, et z trois entiers naturels ave@. On suppose qu'en base x ; y

s'écrit : 304 et z s’écrit 100.

a) Quelle est I'écriture en base x du produit yz ?

b) Sachant que I'écriture décimale de y + z est dl6terminer les écritures décimales
de x et du produit yz.

2°) Les nombres X, y et z étant trois entiers rdgyion suppose que I'écriture en base x
de y est 131 et que I'écriture de en base x dé ¥0ds Montrer que I'on peut sans
connaitre x, exprimer dans le systéme de bas@rotiuit xy.

EXERCICE 07 :

Les entiersch, be, ac sont écrits dans le systéeme a base dix. Déterrg@s@hiffres a,
b, et c sachant que :
{a+b+ 5c+3=cb
bc- ac = 10c

EXERCICE 08 :

1°) Trouver le nombre de chiffres de I'écriturebase dix de 2.
2°) Trouver 3 entiers naturels a, b, c premieresatrx deux a deux tel que :
abc =495

3°) X, y, z étant des chiffres de la base dix considére le nombre A %x13y8z en base
10. Déterminer tout les triplets (x ; y ; z) pdesquels A est divisible par 495.
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EXERCICE 09 :

1°) On note n un entier naturel non nul, p I'entiaturel (3n + 1) et g I'entier naturel
(5n —1) c'est-a-dire p = 3n+1 et q = 5n-1.

a) Démontrer que le P.G.C.D de p et q est un divide 8.

b) Pour quelles valeurs de nmg.c.dest-il est égal a 8 ?. Calculer alors le P.P.CeM d
p etq.

2°) Déterminer, selon les valeurs de I'entier ngltar le reste de la division euclidienne
par 9 de 4 En déduire que pour tout entier naturetlne nombre

N = 22°"*2_ 313" lest divisible par 9.

EXERCICE1O:

1°) Déterminer un nombre N de trois chiffres talge ¢eur somme est égale a 17. Si on
permute le chiffre des dizaines et celui des ceatale nombre augmente de 360. Si on
permute le chiffre des unités et celui des censdim@ombre diminue de 198.

2°) Trouver tous les couple(sa;t")) d’éléments d&/127 tels que :
ab=0 et a-b=5.
Résoudre dang/127Z I'équation :x* +3x-4 = 0.
3°) Calculer % pour x appartenantZ/5Z. En déduire la valeur dé xx. Résoudre dans
Z/57 I'équation : X° + Y = 3 puis I'équation x> - 3x+2 = 0. Déterminer les entiers

relatifs n tels que le reste de la division euelhe
de rf — 3n par 5 soit égal & 3.

EXERCICE 11 :

1°) Montrer qu&/xe Z : (x + 1) = x* + % + x + 1 [3]. En déduire 'ensemble (E) des
éléments x d& tels que : X+ + x + 1= 0 [3]. Discuter suivant les valeurs de m le

nombre de solutions dan&/7Z de I'équation :
X*+ X —m=0 (mUZITZ).
2°) Ecrire les expressions des élémentZ dengrues a modulo n.
a) a=m-1;n=m+1avec n[-1; +of ;
b) a=nf+2:n=m-4 avec mii; +o ;

3°) Résoudre dang les congruences : @)+5 = 0[n+3] b)n?-3n+6=0[n+1].
4°) Trouver les restes des divisions euclidienreas’gbar7. n entier naturel.
a) Résoudre darkles congruences x° -1=[7] ; x° -1[7].

b) Quels sont les restes des divisions euclidiedee)0 ; 102 ; 103 par 7 ?
c) Résoudre dari¥ I'équation : 100 + 102+ 103 =0[7].
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EXERCICE 12 :

1°) Soit A ~2n+18 'n €N.
n+3

a) Pour quelles valeurs de n, A est-il un entid¢uneh ?
b) Pour quelles valeurs de n, A est-il irréductible

2°) On considere I'entier naturel représenté e basar : N =342x°".
Déterminer le chiffre x pour que ce nombri¢ S0
a) divisible par 5 quand b =6 ;

b) On donne x =1.Trouver la plus petite valeur dgathant que N est divisible par 3.

EXERCICE 13

1°) Pour quelle valeurs de I'entier naturel n lenboeA = 2rf — 3n + 3 est-il divisible
par (n — 3).

2°) Résoudre dangxZ
3X-5y =6
a) 3Xx—5y=6; b )
) Sy S
3°) Résoudre dan¥ x N
a) (XCy)+(xCy)=y+9; b) 2(xCy)+3(xCy)=78; C)(xLy)-18(xLCy) =791

d) 8(xCy)=105(xCy) +30; e€)(xCy)=y+9.

5 ;((-im—g//:651 . ){mezlzo . h){x+y=56_ ) {ny:?
Fy:108 x* +y? =801 x Oy =105 xOy=84
) xLy=168 K xLy=354 L X+y =312
XXy = X+y= Xuy =
1008’ 5664 [ 1980
EXERCICE 14:

1°) Soit b un entier naturel strictement positipéueur a 1. On rappelle que :
b*—1=(b-1) (b +1).
a) Quel est le P.G.C.D dédt (b—1) ?

b) Résoudre dar® I'équation : Bx + (b -1)y = 1.

2°) Résoudre dar¥ : 3% -5x3% -3 +5= 0 [11].

3°) Résoudre dank: 34x = 2[5].

4°) Résoudre dar&” I'équation : 21590x + 9525y = 1270.
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EXERCICE 15:

Soit I'équation (E) : 324x — 245y = 7 oul (X ; §)Z°.
1°) Montrer que pour toute solution (x ;y) de (& gst multiple de 7.
2°) Résoudre I'équation (E ).
3°) Soit (x ; y) un couple solution de (E). Onecs y =d .
a)Quelles sont les valeurs possibles de d ?.
b) Déterminer les solutions (x ; y) de (E ) tellee x et y soient étrangers.
4°) Résoudre les systemes d’inconnues (a ;b) :

{ PGC.D(ab)=4 {a+b: 96

a) b)
P.PCM (a;b) =1680 alb =180

EXERCICE 16 :

1°) Pour tout nombre entier naturel n, calculeele de la division euclidienne
par 7 de Bet de 4. Comment faut-il choisir n pour que le nombfe-5t'soit
divisible par 7 ?.

. 3 2 . 2 R 3x+3y =3
2°) Résoudre dang/{7Z)" puis dans4/157)° le systeme{. bty =
3°) En utilisant I'algorithme d’Euclide détermineB54A 25 et trouver deux entiers
relatifsk et¢ tels que : 35d+ 25¢ = 1 ;x ety tels que 45x — 28y =1
4°) a) Trouver I'ensemble des entiers naturelsdiuisent 276.
b) Trouver les paires d’entiers naturels dont lesgrand commun divisedret le plus
m+ 3d = 276

10<d <30

5°) a) Déterminer 'ensemble des diviseurs de 124.
b) Déterminer I'ensemble des couples (xd'ghtiers naturels tels
m-4d =124
3<d <50

petit commun multiplen vérifient : {

gue:d = xCy et m=xLy vérifientla relation{

6°) a) Déterminer I'ensemble des diviseurs de 108.
b) Déterminer 'ensemble des couples (ad’&tiers naturels tels
. . (m-3d =108
gque:d = xCy et m=xLCy verifient la relatlon{
10<d <15
EXERCICE 17:
Soit m un nombre entier.

1°) Montrer que I'équation : (x ; WZ?; 6y — 3x = m admet des solutions si et
seulement si m est multiple de 3.

2°) Résoudre dar® les équations :
a) by —3x=5
b) 6y —3x =3
3°) Déduire de ce qui précéde les solutions @ade I'équation :
(6y —3x—-4)(6y—3x+4)=1
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EXERCICE 18 :

Un nombre de quatre chiffres est un carré patfaichiffre des unités est égal au
chiffre des dizaines et le chiffre des centainé®gal au chiffre des unités de mille.

1°) Montrer que ce nombre est divisible par 12buVer ce nombre.

2°) Ecrire ce nombre dans le systeme a base 8.

EXERCICE 19 :

1°) Déterminer les chiffres x et y du nombre ntd@criture décimale est
n = 28x75y pour que ce nombre soit divisible pat 31.

2°) Un nombre s’écrit x43y dans la base dix. Déiremx et y pour qu’il soit divisible
par 2 et par 9

3°) Soit le nombre qui s’écrit dans la base dix,= y17x35 ; trouver x et y pour que
soit divisible par 9 et 11.

4°) Déterminer les chiffres x, y, et z pour quedenbre dont I'écriture décimale est
n = 13xy45z soit divisible par 8 ; 9 et 11.

5°) Déterminer les entiers x tels que : 5 ¢4 et 13 / (4%+1).
6°) Trouve un entier naturel de deux chiffres satla’il est égal a 3 fois la somme de
ses chiffres ; qu’en le multipliant par 3, on treysour résultat le carré de la somme de

ses chiffres.

EXERCICE 20 :

On veut planter des arbres sur le périmetre d’traitetriangulaire de c6tés respectifs
132m ; 156m et 204m de telle sorte que qu’il yuaitarbre a chaque sommet du triangle
et que les arbres soient également espaces. Quelnesnbre minimum d’arbres que
I'on pourra planter si 'on veut que la distancéremeux arbres soit exprimée en un
nombre entier de metres ?.
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EXERCICE 21 :

1°) Soientp el g deux entiers relatifs étrangers, n un entier ehtuon nul.
Démontrer quep et q"sont étrangers.
2°) Soit P(x) =a,x" +a,_,x"* +....+ a;x + a, un polyndéme & coefficients entiers

relatifs admettant une racine rationneﬁe(p et q entiersrelatifs étrangeré ;
q

Démontrer quep divise a, et g divise a,,.
3°) Factoriser le polyndmax® + 7x2 + 7x + 4.

EXERCICE 22 : « Nombres amiables — Nombres parfaits »

1°) « On appell@iviseurs strictgl’'un entier natureh tout diviseur de n positif autre
gue lui-méme ». Déterminer les diviseurs strict22@.

2°) « On appell@mombres amiabledeux entiers naturels tels que, chacun d’euxgsst é
a la somme des diviseurs stricts de l'autre ».
Vérifier que 220 et 284 sont amiables. 17 296 @416 sont amiables.

3°) « On appellmombre parfditout entier naturel égal a la somme de ses diwsse
stricts (c'est-a-dire amiable avec lui-méme) ».

a) Le nombre 28 est-il parfait ?

b) Déterminer un nombre premier tel que (2* x p yoit un nombre parfait

c) Soitnetp deux entiers naturels, tels que p soit premieell@woit &tre
I'expression de en fonction den pour que(zn X p) soit parfait.

d) Dresser la liste dasombres parfaitde cette forme, pour <10.
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EXERCICES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

EXERCICE :01
Calculer Ies Iimites suivantes :
X% — -2x+1 2X+7
1 N e = 40 . —
Jlim =g 1 2)im )1Lm—3 e v R L v

o\ 2+2 P x+2 ~ ~ _
5)1LT°—|—2x+6| ,6)1[r13°|_3 | , 7°) I|m(x/x 1- x) 8)I|m(\/x 2x+x),

i -5x-3 X2+ 2x* -5x—6
(o] | 2_2 1 . 110 . .
9%)lmfyx'~2x+x] 0)“mx +4x e R Rl o v
2 _ _ _
129)lim X TXH 2 g0y 2XETTXHE g oy i IXEAOX-12 gy, X2
x-1x% +2x -3 =1ox-1 Ce(x-2(x+3) 1T PeE]x -4
2
X—2 : X“+7-4 Jx -1 4
16°) lim = 17°) lim 2207 - 179 im - 19° ;
ey T T T 19m
\/_—8 . A/X+1-1 x2—x
20°) lim—>— : 21° fim - 22°)im - 23°) i
WM fmen - 2 im=—, ) im=7
EXERCICE :02

Calculer la limite def en+« et en-«dans chacun des cas suivants

a) f(x) = 3X Lo b) 0 = x+ 244 —3x+1 ; ) f(x )_—”3)”“5’(

-1
d) f(X):\/X2+X—\/x2+1;e)f(x)= j: 11 f) f(x )_(2X+ 4;3):;1)

EXERCICE :03

Calculer les limites suivantes :

1°) fim (S\'/”_Xj 2°)lim (%j 3° )Lo(SIQ XJ : 4°) )I(iLnO(Siantanxj ;
5°)Ixi[rgxsin(%j 6°)lim x* co{ j 7°)lim (x+cosxj 8°) lim ( xsinx ) ;

3+cosx x- 01— cosx
. . —2tgx .
9°)lim 3N2X . 109)im SNSX . 190) jiy | O x| 1120)jim(SINX_
x~0 XCOEX x~0Sin5x (7 cosex) ak 1 COs” X
T4
sinx—1
12°) lim 2| . 13%)im| T . 149))im 1TSNX
X% x—g x>y X—Z g (7=2x)
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EXERCICE :04

Pour chacune des fonctions suivantes donner |'éoisede définitiord; puis calculer
les limites aux bornes d&..

f_x—12f_ 3x23f_45x
1°) f(x) 1 )()—)<+1 ; )()—x+2x3
o _ 1 o _ 1 . o =2x +3x-2
4)f(X)——(X_3)2, 5°) f(X) s 6°) f(x) ~x12
7°) f(0)=— 6" 2 8)f()—2X+—3X22 9°) f(x) = =3x3 +5x2 - 7x +1
-X" =X+

EXERCICE : 05

A-/ Soit la fonctiorf définie parf (x) = aX + bx*+ c ; oua ; b et csont des réels.
1°) Calculerf ’(x).
2°) Déterminer les réels a, b, ¢ sachantfopegmet 1 pour extremum en x =0
— 3 pour extremum en X = 2.
3°) Etudier la fonctiod. Montrer que I'équatiof(x) = 0 admet une solution
uniquex dans [-1 ; 0] ; une solution unigyedans [0 ; 1] ; une solution
uniqué\ dans [2 ; 3].
4°) Tracer la courbe @Cdef.

B-/ Soit la fonctionf définie parf(x) = x* - 4x? + x-5
1°) Montrer que f est continue suR
2°) Démontrer que I'équation(x) =0 admet une solution uniqued[4, 5|

3°) Déterminer un encadrement dea 10‘2prés

EXERCICE : 06

Soit la fonction numeériqué définie parf (x) = —(x - 1)2(x +2).

1°) Etudier les variations dg;

2°) Montrer quef admet un point d’inflexion que I'on précisera.

On déterminera les intersections de la cou®ealé f avec les axes de coordonnées.
3°) Tracer la courbel) de f dans le plan muni d’un repere orthonormée.
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EXERCICE : 07

Soit f la fonction dont le tableau de variation est leaot :

f(x) 0 (

La fonction f a pour formule explicite f (x) =ax® +bx* +c.
1°) Déterminer I'ensemble de définition de
2°) Calculerf '(x).

3°) Déterminer les réels a ; b ; et ¢ en utilidaatdonnées du tableau de
4°) Montrer que la restriction g de a [0 ; o[ est une bijection de [0 joedf sur un

intervalle J que I'on précisera.

5°) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une soluuniqueo .

Montrer que a est compris entre 1 et 2. Donner un encadreneeatily prés (on
précisera la méthode).

6°) Donner une équation de la tangentg &rlla courbe (§ de f au point

d’abscissegp= 1.

EXERCICE : 08

A-/ 1°) aux trois réels a ; b ; c on associe lactonf définie par :
2

F(x) = ax +bx+c'
On désigne paK?) sa courbe représentative dans un repere orth@orm
1°) Déterminer les constantes a ; b ; ¢ pour @ep@asse par les points
A(l1; 8); B(— 4;-2) ; et admette au point E d@bse —2 une tangente parallele a I'axe
des abscisses.

2
2°) On considere la fonction f définie paf (x) _ X H3x+4
a) Etudier f et construire sa courb@)( Montrer que €) admet un centre de symétrie
dont on précisera.

b) Discuter graphiqguement suivant les valeurs du penamréel m, le nombre de

solutions de I'équationx* + 3-m)x+4=0
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EXERCICE : 09
Soit la fonction f définie par (x) =

2+ + < p
X*ax+B gy et song des réels.

1°) Déterminez I'ensemble de définition De f
2°) Déterminez les réels etp sachant qué(0) =4 etf’ (0) =-3.
3°) Déterminez les limites deaux bornes de D

4°) Déterminez les réels a; b et c tels qge = ax+b+%l
X

5°) Montrez que la courb@f) def admet une droite asymptote obliqd® (

6°) Etudier la position deef) par rapport a I'asymptote obliqu®)

7°) Etudier le signe de’ (x) puis dressez le tableau de variatiorf.de

8°) Etudier le signé(x) suivant les valeurs de

9°) Déterminez une équation de la tangenge TC,) au point d’abscisse=0

10°) Montrez que le point I(-1 ;—1) est centre ylaétrie de €)

11°) Calculez £ 3) ; f(-3) ;(f )'().

12°) Tracez la courbé), la droite ) dans le plan rapporté a un repere orthonormé

13°) Calculez l'aireA du domaine plan limité par la courli ), la droite ) et les
droites d’équatiox= 0 etx=2.

EXERCICE : 10
Soit f une fonction dont le tableau de variation estlgant :

X — 00 -2 -1 0 + 00
f’(x) + 0 - - 0 +
+ o0 + 00
f(x) /—2 \ /
\ !
— 00 — 0

La fonction f est de la forme f(x) = ax+b+%1
X

1°) calculerf '(x) .

Trouver les ceefficients a ; b et ¢ en utilisantdeanées du tableau.

2°) Montrer que la courb&() admet une droite asymptote obliq®.(
Etudier la position de€{) par rapport a9).

3°) Donner le signe deé (x) pourx élément du domaine de définition de

4°) Tracer la courba®) de f dans le plan muni d’'un repére orthonorme.
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EXERCICE : 11

. ? + bx+ , : ,
Soit h(x) =ax—bxc . Déterminer les réels a ; b ; ¢ sachant que Uabeos) de la

fonctionh passe par les points A( 0 ; 2) ; B( 2 ; —2) etdavée dén s’annule pour
X =2.
- x> +2x-2

A)  Soit la fonction f définie par f(x) = 1
X —_—

1°) Déterminer les réels a ; b ; c tels que) = ax+b+X(il.

2°) Etudier la fonctionf ;

3°) Montrer que la droiteZf) d’équation: y = — x +1 est asymptote obliqueCa).
4°) Etudier les positions relatives d&)(par rapport a®).

5°) Donner une équation de la tangente (10 &u point d’abscisse 2.

6°) Montrer que le point | (1 ; 0) est centre gmétrie de €).

7°) Tracer la courbelf) dans le plan muni d’un repére orthonormé.

EXERCICE :12

x> -x-5
X—3

1°) Déterminer 'ensemble de définiti@y puis les limites def aux bornes dé;.

Soit la fonctionf définie parf(x) =

2°) Montrer que la courbéC) de fadmet une droitdA) asymptote oblique aux
voisinages deoe et de +oo.

3°) Etudier la position d&C) par rapport §A).
4°) Etudier le sens de variation de f et constr(@edans un repere orthonormé.
5°) Démontrer qudgC) admet un centre de symétrie que I'on déterminera.
6°) Donner une équation de la tanggfitea (€) au point E d’abscisse 1.
Existe-t-il un autre point d€) en lequel la tangente(&) est parallele &T) ?
si oui, déterminer les coordonnées de ce poimbe équation de cette tange(ild.
7°) résoudre et discuter graphiguement suivantdésurs du parametre réel m le
nombre et le signe des solutions de I'équatidr- (m+1)x + 3m -5 = 0.
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EXERCICE : 13

Soit la fonctiorf définie par f (x) =

x?+3
X+1

1-/ Trouver a, b, et ¢ tel quix) = ax+b+xi+1.

2-/ Montrer que la droite (D) d’équation yx=1 est asymptote &4 def

3-/ Etudier les variations de

4-/ Etudier les positions de {(ar rapport a (D).

5-/ Montrer que la restriction dea l'intervalle J-o ; —3] est une bijection g
de J-o ; —=3] sur un intervalle J que I'on précisera.

6-/ Calculer g(- 5) ; g(— 4) ; ©'(- 7).

7-1 Tracer la courbe?) def ainsi que@) de g~* dans le méme repére.

8-/ Démontrer que pour tout x de [1 ;3] on &’(X)| < %

9-/ Résoudre et discuter graphiquement suivantdesirs dan le nombre de solutions
de I'équationé—mx+3-m=0

EXERCICE : 14
Soit la fonctionf la fonction numérique de la variable réelle x défipar :

2
- X" +x+2 : . . R .
f(xX)=——— . Soit @) sa courbe représentative dans un repere orth@orm
X

(O; i ]) d’unité graphique 1cm.
1-/ Déterminer I'ensemble de définition @ def.

; c
2-/ Trouver les réels a ; b et c tels quie(x) =ax+b+—.
X

3-/ Montrer que la courbe) def admet une asymptote obligu8)(que I'on
précisera.

4-/ Déterminer les limites de calculer sa dérivé’(x) puis dresser son
tableau de variation.

5-/ Déterminer les coordonnées des points d'inttime de ;) avec I'axe des
abscisses.

6-/ Etudier la position de?f) par rapport a son asymptote obliq@®9. (

7-/ Donner une équation de la tangente (132 (au point d’abscisse x = — 1.

8-/ Calculerf (1) ;f (2) ; puis (f ™)’ (2).

9-/ Tracer la courbe?).
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EXERCICE : 15
A/ Soit la fonctiong définie pag(x) =x*>-3x -4

1-/ Etudier les variations dget dresser son tableau de variation ;

2-/ Montrer que I'équatiorg (x) = 0admet une solution uniqueet que
24% < 2,20.

3-/ En déduire le signe dg(x) surR.

. . . X3 + 2x?
B/ Soit la fonction f définie suR—{ -1 ; 1} par f (x) =—; 1
X —
1-/ Calculer les limites dé aux bornes de son ensemble de définition.
X g(X)

2-/ Montrer que pour tout x dR— {-1; 1}ona: f'(x) = (¢ —1)°
2 —

3-/ Etudier le signe dé '(x) et en déduire le tableau de variatfon
4-/ Montrer que la droite (D) d’équation y = x €&t asymptote oblique
a la courbe &) def au voisinage de .
5-/ Déterminer les coordonnées du point d’inteisaale ) et (D).
6-/ Etudier la position relative d€g par rapport a (D).
7-/ Tracer la courbe?) et (D) dans le plan muni d’un repére orthonormé.

EXERCICE :16

Soit la fonctionf définie par :f(x) =

x® -9x

2(x*-1)

1°) Déterminer I'ensemble de définiti@y de f ;

2°) Montrer quef est impaire. En déduire la symétrie correspondante

3°) Etudier les limites dé aux bornes de l'intervalle d’étude ;

4°) Calculerf '(x) et étudier son signe ;

5°) Dresser le tableau de variation tlg

6°) Montrer que la courbe&) de f admet une asymptote obliq@® @ux
voisinages dexe-et de +w.

7°) Etudier la position relative d€)( par rapport a®).

8°) Déterminer les coordonnées des points d’'inttisede ¢€) avec l'axe
des abscisses.

9°) Montrer que la restriction g die a l'intervalle ]1;+0c[ est une bijection sur un
intervalle J a préciser.

10°) Calculer : g(3) ; (§)'(0).

11°) Tracer @) et D).
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EXERCICE : 17

3x*+4x-3

Soit la fonctionf définie parf(x) = MR On désigne paf) sa courbe dans le

plan muni d’'un repere orthonormé d’unité 2cm.
1°) Déterminer 'ensemble de définitiay de f ;

2°) Trouver les réels a ; b et c tels que pour xadg 2y :

fg=a+L+ S
x-1 x+1

3°) Etudier les limites dé puis son sens de variation.

4°) Montrer que le point | def) d’abscisse x = 0 est centre de symétrie@de (
5°) Ecrire une équation de la tangente (T¢A Gu point 1.

6°) Etudier la position def) par rapport a (T).

7°) Calculerf (0,5 ; f(2); f(3) ; f(4) puis tracer).

EXERCICE : 18

x* —12x% +50x> —84x + 46

Soit la fonction f définie par f (x) = 2
X°—6x+9

1) Trouver les réels a; b ; c; d tels que pout téel x de 'ensemble de définitidy
de f onait: f(x)=ax’+bx+c+

(x-3)°
2) Etudier les variations de.

3) Montrer que la parabole (P) d’équation : y*=6x + 5 est asymptote a la
courbe &) de f.

4) Etudier la position relative d€g par rapport a (P) ;
5) Tracer (P) et@) dans le plan muni d’'un repére orthonormé d’uha#n.
6) Trouver une primitive F dé sur;.

7) Calculer en cfil’aire A de la partie du plan limitée pag), la parabole (P)
et les droites d’équations : x =4 et x = 5.
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EXERCICE : 19

AJ- Soit la famille de fonction§;, définie par :f,_(x) :rr12><2——2><+1

XS =2mx+1
oum est un parametre réel.

1°) Montrer que toutes les courbes,(@e f, passent par deux points fixes
A et B dont on déterminera les coordonnées.

2°) Déterminem pour que, quel que soit le réefxX 0, -2 ; 2 1,
L'entier nature[ ., (x)]* soit au plus égal a 1.
3°) Représenter graphiqguement la fonction pour O.

X? +3x+4m
x*+ (BGm+1)x+3
parametre ; a chaque valeurrdeorrespond une courbe {C
1) Montrer que toutes les courbesJPassent par trois points fixes dont on

déterminera les coordonnées indépendammemt de
2) Déterminem pour que le point d’intersection P dgj@t de I'asymptote

B]- Soit la fonctionf,,, définie par :f_(x) = ; OU X est |la variable et un

paralléle a 'axe des abscisses ait pour atns%is

3) Construire la courbe ¢

EXERCICE : 20 Cet exercice est composé de deux parties indéptsdan
Partie A :

x> +ax+b
o +dx—2
Déterminer les réels a; b ; ¢ ; d sachant quedeesentation graphiquéfj de f dans

Soit la fonctionf : x =

un repére orthonorm%’D i ) donné :
— admet la droite d’équation : x = 2 pour asymptote
— n’admet pas d’asymptote parallele a I'axe des abssi;
— passe par le point A de coordonnées (1 ;—2) et admee point une tangente de
coefficient directeur (-5).

Partie B :
X+4

X+1
1°) Etudier les variations de la fonctign
2°) Montrer queg est une bijection dg-1;+[ sur un intervalle J que I'on précisera.

3°) Calculer(g‘l)' (5).

Soit la fonctiong: x +—

4°) Montrer que pour tout réel x dt; 3]on a :—gs g'(x) < —1—3;3.

En déduire que pour tout régldei; 3 on a = 7S g(a) <
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EXERCICE : 21

Soit la fonction numérique definie par f(x) =| x—1|+i+l.
X

1°) Déterminer 'ensemble de définiti@y de f .
2°) Déterminer les limites dé aux bornes de son ensemble de définition.
3°) a) La fonctionf est-elle continue au point 1 ?

b) La fonctionf est-elle dérivable au point 1 7.

Interpréter graphiquement votre réponse.
4°) Dresser le tableau de variation tiguis tracer sa courbe.

EXERCICE : 22

Soit f la fonction définie pairf (x) = x + sinx.
a) Montrer quef admet un centre de symétrie

b) Etudier et représenter sa courbe. (on étudienpdiess d'inflexion,
les positions de la courbe par rapport a ladtion asymptotique).

EXERCICE : 23
Soit la fonctionf définie par :f(x) =1+

X
I +1
1) Etudier la fonctionf . Montrer que la courbe) de f admet un point
d’inflexion dont on précisera.
2) Déterminer I'équation de la tangente (T) a (E)fdau point ¥ = 0.
3) Montrer que I'équatiorf (x) = x admet une solutioa € [1 ; 2].

4) Montrer quef est une bijection dR sur un intervalle J que I'on précisera.

5) Tracer la courbel) de f dans un repére orthonormée.

6) Déterminer I'ensemble de définition et I'enseenbd’arrivée de la bijection
réciproquef ™ de f . Définir f ' en exprimantf 7 (x).

7) Tracer la courbe®() de f ™ dans le méme repére.

EXERCICE : 24

Soit f(x) =Xt
2X+5

1) Donner une équation de la tangent@)aa(l point ¥ = — 2.

2) Existe-t-il un point ded) ou la tangente &) a pour pente — 5 ?

3) Déterminer les points dé€)(en lesquels la tangente @) (est paralléle a la droite

d’équation y=3x-4. Vérifier que ces points sont symeétriques par odappu point

et (@) la courbe représentative de f.

S(_?S;%). Donner les équations des tangentd®) &i( ces points

Etudier la position de@) par rapport a la droited) : y = %
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EXERCICE : 25
Soit la fonctionf définie par :f (x) =sinx—§sin3x.

1) Montrer que I'on peut restreindre I'étude €ea [0 ;g].
2) a-/ Montrer quef '(x) = cosxcos2x.
b-/ Donner pour X [0 ; g] les signes de cosx et de cos2x. Déduisez egie sle

f'(x) suivant les valeurs de x et dresser le tableatadation de f.
3) Tracer la courbe représentative idéorsque xe [ = ; nt ].

EXERCICE : 26

J3

Soit la fonctionf définie sur [0 x] par : f(x) :7x2 +2005x—g

1) a) Déterminer la fonction dérivée de f .
b) Etudier les variations die sur [0 ;x] .

c) Déduisez de cette étude que I'équaticm) =0 admet sur ]J0 %[ une solution
unique notée.

d) Déterminer le signe de' sur [0 ;x] .
2) a) Donner le tableau de variation tlesur [0 ;x] .
b) Déduisez-en le nombre de solutions de Béiqn f (x) =0.
EXERCICE : 27

I-/ Soit la fonctionf définie sur [-1 ; 1] parf (x) =

1+x

1) Calculerf '(x) et en déduire que pour tout x de [0 ;1] 0|h1‘a(><)|sz—\l/E
2) Montrer que pour tout x de xde [0;1]ona:
1
f(x)-1<—— | x-1
1091/ s 5 | x-1,

x> +2x -4
2x—4
1) Démontrer que pour tout x de [4 ; 6] on a:
3

< f(x) <=
O_f(x)_8

[I-/ Soit la fonction f définie par :f (x) =

2) Montrer que pour tout x de [4 ; 6]on a:

‘f(x)—%l
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EXERCICE : 28

Soit la fonctionf définie par : f(x) :\/ X2 -2x-3

1) Déterminer I'ensemble de définition de

2) Ecrire f(x) sans le symbole valeur absolue.

3) Etudier la continuité dé en %= — 1 puis en = 3.

4) La fonctionf est-elle dérivable enyx — 1 ? puis enge= 3 2.
Interpréter graphiquement ces résultats.

5) Etudier la fonctionf puis dresser son tableau de variation.

6) Montrer que la courbe€() de f admet une droiteg;) asymptote
au voisinage dec et une droite®,) asymptote au voisinage de+

7) Tracer ) ; (9,) et ) dans le plan muni d’'un repére orthonormeé.

EXERCICE : 29

Soit la fonction numériquéde la variable réelle x définie par :
3[x-1+1
2|x-1-1

f(x)=
1°) Ecrire f (x) sans valeur absolue.

2°) Etudier la fonctionf et construire sa courb&y .

3°) Montrer que la courbef) admet un axe de symétrie que I'on déterminera.

4°) Résoudre graphiquement I'équatid(x) =m ; m étant un parametre réel.
Indiquer le signe des solutions lorsqu’elles existe
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EXERCICE : 30
A] Soit f la fonction deR versR définie par :f (x) = x + /| x* 1] .

1°) Etudier la dérivabilité dé en—-1eter 1, donner une interprétation géométrique

des résultats obtenus.
2°) Etudier le sens de variation de

3°) Montrer que la courb&@{ de f admet deux droites asymptotes que I'on précisera.
4°) Construire la courbé?() de f dans le plan muni d’un repére orthogonal.

B] Soit g la fonction deR versR définie par :g(x) = x - ‘xz —1‘ :

On désigne pai®) la courbe deg dans le plan muni d’'un repéere orthogonal
1°) x étant un nombre réel , on considere les paihfx; f (x)) et N(=x; g(-X)) .
Déterminer le milieu du segmejNIN|. Donner une interprétation géométrique et une

illustration de ce résultat.
2°) En tenant compte de la question 1°) donnemuétode de construction dé,).
Construire €y).

EXERCICE : 31
X(x+1

Soit f la fonction deR vers R deéfinie par f(x) = (X+2)3 et soit ¢) sa courbe
représentative dans le plan rapporté a un repérermrmé (O, i ; j).
1°) Etudier les variations de f ; et en déduiredggmptotes éventuelles a la cour®ge (
2°) a) Le point (-2 ; 1) est-il un centre de symétrie pour la beu@ ) ?
b) Quelles sont les coordonnées du pointefaection A de la courb&) avec la
droite d’équationy =1 ?
3°) Donner une équation cartésienne de la tang€éitea la courbe € au point
d’abscisse 0. Déterminer la position @¢ (par rapport a la droite (T).
4°) Tracer la courbe? et la droite (T).
5°) Soit I'équation (E ) ou x désigne une inconnéele :
(E):(m—-1) %+ (4m—1) x + 4m = 0 ; m étant un paramétre réel.
A l'aide de la courbel] déterminer pour quelles valeurs de m, (E ) admet
a) Zéro solution ;
b) Deux solutions négatives ;
c) Une seule solution.

6°) Soit g la fonction d& versR définie par : g(x) = _‘(X +X‘
X

et soit () sa courbe
+2)2

représentative dans le repere (O ;i;j). Comn@nhse déduit-elle deq) ?
Tracer la courbed”) dans le méme repére qud (

{ h(x)=f (X) si x> -1
7°) Soit h la fonction définie parl:n () =2x+a si x -1
Pour quelle valeur du réel a la fonction h est-etletinue au point — 1 ?
Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de lackion h au point — 1.
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EXERCICE : 32

‘X2—3X‘

Soit f la fonction deR versR définie par f(x) a1

1) Déterminer I'ensemble de définition de

2) Ecrire f (x) sans valeur absolue.
3) Trouver les réels a ; b ; ¢ tels qui(x) = ax+b+%l.
X

4) Etudier la dérivabilité dd en x = 0 puis en x = 3 et interpréter.
5) Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation.

6) Soit (G) la courbe def dans le plan muni d’'un repere orthonormé d’unisipbique
1cm. Montrer que la droite (D) d’équation: y = 4-est asymptote &y).
7) Construire la courbe€) .

8) Discuter graphiquement, suivant les valeurs diemombre de solutions réelles de
I'équation : | X — 3x | = m(x+1). Résoudre I'équation pour m = 1.

EXERCICE : 33

A] Soit la fonctionf définies sur [1 ;%[ par : f(x)=(1—&)2.
a) Etudier le sens de variation die puis dresser son tableau de variation.
En déduire qué détermine une bijection de [1 ¢of sur [0 ;+o].

b) Résoudre I'équatiori (x) =b , bJIR. En déduire que I'application

réciproqueg de la bijection déterminée pdr est définie palg(x):(1+&)2.
c) Construire la courbe (¢de f . En déduire (¢) celle deg .

B] Soit la fonction g définie pag(x) :|);|—_+11

a) Etudier la continuité de gen x =0
b) La fonction g est-elle dérivable en x =0 ?
c) Etudier et construire la courbe j@e g dans un repére orthonormé.
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EXERCICE : 34
Soit la fonctionf définie sur [-1,1] parf (x) = x +v1-x* .

1) Montrer que si g]-1 ; 0] alors f *(x)>0.
1-2x°
W1-x3)(V1-x% +X)

3) En déduire le signe de'(x) sur [0 ; 1], puis donner le tableau de variatienfd
sur [-1,1].

4) Donner I'équation de la tangent®) @ €) au point x = 0.
5) Etudier la position de?) par rapport aX).
6) Tracer €) et (A) dans le plan muni d’un repére orthonormé.

2) Montrer que pour X &[0 ,1[ f '(x) =

EXERCICE : 35

Soit la fonctionf définie par son tableau de variation ci-dessous
x | —oo -5 -2 0 3 400
Q

+00 7

f(x) 0]

1/ 4\

— 00 1

f(x)

1°) Compléter le tableau de variation tleci-dessus.
2°) Déterminer I'ensemble de définiti@y de f .

3°) Déterminer le signe dé(x) suivant les valeurs de x.
4°) Soient les fonctions h ; g ; k et u définies pa

h)=yT() : 90 :% k(%) =% U =] (9] -

En utilisant le tableau de variation deci-dessus donner les ensembles de définitions
respectives des fonctions : h; g ; k et u.

5°) Donner les équations des asymptotes a la cqdspéde f .

6°) Tracer la courbe représentative delans le plan muni d’un repere orthonormé
d’'unité graphique 1cm.
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EXERCICE : 36

3x?+ax+b

On considere la fonctioih définie parf (x) = TRt Soit €) sa courbe
X

représentative dans le plan muni d’'un repere odiroa.
1-/ Déterminer a et b pour que la droite d’équatien4dx + 3 soit tangente &4 au
point 1 (0 ; 3).
2-/ Etudier les variations dé ; puis tracer ).
3x* +4|x|+3
x> +1

3-/ Soit g la fonction définie pag(x) =

a) Etudier la parité de g ;
b) En déduire, sans nouveaux calculs, la représemigraphique de g.
On tracera la courbe {Cde g dans le méme repere qdg.(

EXERCICE : 37

I-/ Soit la fonctionf définie parf(x) = /X2 +4

1°) Déterminer I'ensemble de définition de

2°) Trouver les réels a ; b et ¢ tels cuex F(x) = (ax +bx+c) Vx* +4 soit une
primitive de f .

lI-/ Déterminer les réels a ; b et ¢ pour que larbe €) de la fonction f définie par
axt +2x+c
f(x)=—"—27—
o 2x* +bx-1

passe par I'origine O des coordonnées et adnesttérbites

d’équationx=g et y=0 pour asymptotes.
EXERCICE : 38

Partie A : Soit f la fonction définie par f(x)=

3(x-1)?
33X’ +1
représentative dans repére orthonormé (unité gyapticm) .

et soit ¢) sa courbe

1°) Déterminer les réels a ; b ; c tel gliex) = ax+b+— :
3x°+1

2°) Déterminer 'ensemble de définiti@yf de f puis les limites dé .

3°) Montrer quef est dérivable suDf et calculer sa dérivée.

4°) Dresser le tableau de variation tle

5°) Montrer que la courb@) de f admet une droiteZ) asymptote que I'on

déterminera.

6°) Etudier la position relative d€)(par rapport & son asymptoi)(

7°) Montrer que @) admet un centre de symétrie dont on calculeradesdonnées.
8°) Donner I'équation de la tangente (T)% &u point d’abscisse x = 0.

9°) Montrer que I'équatiorf (x) =1 admet une solution uniqué dansdf.

Donner une valeur approchéefdé 10? prés par exces.
10°) Tracer®) ; (T) et la courbe@) de f .
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Partie B

On pourra dans cette partie utiliser certains tagute la partie A.
3(sinx—1)?
3sin®x+1

1°) Montrer que g est dérivable dRiret calculer g’(x).

2°) Dresser le tableau de variation de g sur #].
3°) Tracer sur un nouveau dessin, la courbe reptatsee de g.

On considere la fonction g définie fRipar g(x) =

EXERCICE : 39

Soit la fonctionf définie par sa représentation graphique ci-dessous

<« (@)

-4 -3 2 10 123/21 X

»
<
[ .

\ 4
\ 4

\ 4

2+
— 37

1°) Déterminer 'ensemble de définiti@y def.

2°) Déterminer les limites de f aux bornesfje

3°) Dresser le tableau de variationfde

4°) La fonctionf est-elle continue ; dérivable en x = -3 ? Justifbtre réponse

5°) Donner une équation de la tangente (1Q;adn x = 0,

6°) Montrer que la restrictiog def a [0;3[ est une bijection de [0;3[ sur une pardie

deR gue I'on précisera.
7°) Déterminer les eéquations des asymptotes auded?,) def.
8°) Déterminer graphiquement le nombre de solutdebéquationf (x) =0.
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EXERCICE : 40 Cet exercice est composé de trois parties indépéeesia

Partie A : cette partie est composée de trois exercices amtigmts.
1°) Dans la figure ci-dessous, on pose podi f(x) =AM .

A

a) Expliciter f(x)
b) Etudier les variations de et tracer sa courbe.

Partie B :

f, est la fonction définie paf (x) =\/ax2+(a—2)x+1 ou a est un nombre réel.
On note@,) la courbe représentative dg.

a) Montrer que toutes les courb&s)( de f, passent par un point fixe A dont

déterminera les coordonnées.
b) Déterminer les valeurs de a pour Iesquelles‘ae$téfinie surR.

Partie C :

g est la fonction définie payg(x) =x3-3x-4 et h est celle définie par :
h(x) = x3 -3x—4.
a) Etudier les variations db.
b) Montrer qu’il existe un unique réeakr tel queh(a) =0.
Donner un encadrement d’amplitude' tie o .
c) Etudier le signe dé(x).

d) Dresser le tableau de variation gle
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EXERCICE :41

On donne les renseignements suivants sur la fandtio
— L’ensemble de définition dé estDf =]-w ,4[U]4; + o] ;
— f'(x) est positive sur |-, =1 U]4; + «| et négative sur |-1, 4]

_ f(0)=1zl; f(-1)=3: f@)ﬂ(@:o

= lim f(x)=1; lim f(x)=+o ; Iirrlf(x)=—oo
 lim[f(9-x+5]=0 fim T FO-TCD o
X Foo x--1" X+1 x--1F Xx+1
1°) Dresser le tableau de variation tle

2°) Les équations de chacune des asymptotes ;

3°) Tracer soigneusement la coufBg¢) de f .
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PROBLEMES ECONOMIQUES

EXERCICE : 01

Le colt moyen de production d’'une quantité g eshdgar :C, (q) =_C(q) ;

le colt marginal de production d’une quantité gasnné par :
Cm, (@) =C(q+1) -C(q).
Une entreprise produit des objets en quantité g darrégime de concurrence parfaite.
Le colt de production en milliers de francs dedardité q est :
C(q) =  + 100q + 100.
Le prix de vente p par unité lorsque la quantit&dprte est g est:
p(q) = 24— 4q + 300. On suppose<dL00.
1) Calculer en fonction de g, le colt moy€p,_ de production.

Déterminer la productionyayui rend le cot moyen minimum.

2) Calculer le colt marginal a partir de la définitigouis a partir de la dérivée du codt
total. Quelles remarques peut-on faire ?.

Vérifier que pour gq = gle colt moyen est égal au codt marginal obtenartir gle la
dérivée. Peut-on généraliser ce résultat ?.

3) Calculer, en fonction de g le revenu global puikdaéfice réalisé.
Déterminer la productiomayui rend le revenu maximum.
Déterminer la production,aqui rend le bénéfice maximum.

EXERCICE : 02

3
Partie A : Soit C la fonction définie sur [0 ; 300] patx) =%—15x2 +2500% .

1°) a) Calculer C’(x) ; ou C’ désigne la dérivée@.
b) Etablir le tableau des variations de C’ sur $00] et en déduire son signe.

2°) On rapporte le plan d’'un repere orthogonalt@si 1cm pour 50 unités sur I'axe
des abscisses et 1cm pour 750 000 unités surdes@rdonnées).

On note §) représentative de C.
On note A le point def) d’abscisse 10.

a) Déterminer une équation de la tangente (¥)aa( point A.

b) A l'aide des variations de C’, préciser la positan€) par rapport a (T).
3°) Représenter graphiquemeéj ét (T).
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Partie B
Pour une entreprise E dont la production peut vaeed a 300 unités, le colt total de

3
fabrication de x unités est donné par la fonctigx) =% -15x? + 2500 .

On rappelle que le cout marginal est la dépensasiannée par la production d’'un
objet supplémentaire ; on choisit comme modéligati® ce colt marginat; (x) = C(x).

On suppose que I'entreprise est en situation deopwa ; ce qui a pour effet que la
demande est uniquement fonction du prix. La retaient prix de vente unitaire p et

demande x (en unités) esp(x) :_T45X2 +2750 ; (autrement dit quanxiobjets sont

vendus, chacun I'est au prixxp))
1°) Calculer la recette totale B (ourx objets.

2°) On appelle recette marginale 'augmentatiomedette procurée par la vente d’un
objet supplémentaire ; on modélise cette recettgimale par r_ (x)=R(x)ou R’
désigne la fonction dérivée de R. pour quelle valleula recette marginale est-elle
égale au codt marginal ?

3°) Montrer que le bénéfice pour la fabricatiofeetente dex unités est donné par :

3
B(x) S X Dy + 250X .
30 8

4°) a) Calculer BX) ou B’ désigne la fonction dérivée de B.

b) En déduire que le bénéfice est maximum guaneckite marginale est égale au colt
marginal. Que vaut alors ce bénéfice maximum ?

EXERCICE : 03

Une entreprise de maroquinerie fabrique des sattsxdeChaque jour, elle produit un
nombrex de sacsx étant compris entre 0 et 10.

Le codt, exprimé en milliers de francs, de la patihin journaliere de sacs est donné
par : f(x)=x>-7x* + 20x.

1°) a) Déterminer la dérivée de la fonctionf .
b) En déduire le sens de variationfde
2°) Le plan est muni d’'un repére orthonorme tel que
* 1 cmreprésente 1 sac en abscisse

» 1 cmreprésente 40 000 Frs en ordonnées.
a) Compléter le tableau des valeurs suivantes :

X 0 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(X)

c) Construire la représentation graphiqdg (e f .
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3°) On suppose que toute la production est vendymia de 14 000 F l'unité.
La recette journaliere, exprimée en milliers daés est donnée pg(x) =14x.
a) Exprimer le bénéfice journalier totabfen fonction def (x) et deg(x).
b) Vérifier que pour tout x de [0 ; 10§ x) = -x(x-1)(x - 6).
4°) a) Construire sur le méme dessin, la reprégsentgraphique de la fonctidm
b) Par lecture graphique, déterminer l'intdevauquel x doit appartenir pour que
I'entreprise réalise un bénéfice.
c) Retrouver le résultat précédent par calcul.
EXERCICE : 04
A-/ soit g la fonction définie sur [0 ¢ par g(x) =x° — 120& —100.

1°) Déterminer la limite de g enct Etudier le sens de variation de g et dresser son
tableau de variation.

2°) Montrer que I'équation g) = 0 admet une solution uniquedans l'intervalle
[20 ; 40] . Donner en justifiant, une valeyprochée de a 'unité pres.

3°) En déduire le signe dexyuivant les valeurs de x.

B-/ Soit |la fonctiorf définie sur ] 0 ;4o [ par f(x) = X+50+120c:<—2+50. On appelle@f)
sa courbe représentative dans le plan muni d’'uéreeprthogonal. (On prendra 1cm
pour 5 unités en abscisse et 1cm pour 20 unitésdamnées).

1°) Déterminer les limites dieen O et en .

2°) Montrer que pour totde ] 0 ;+o [ on a f '(x) :% ou g est la fonction définie

dans la partie A-/.

3°) Etudier les variations de

4°) Montrer que la droiteZf) d’équation y = + 50 est asymptote &f).

5°) Construire €f) et @) sur le méme graphique.

6°) Résoudre graphiguement I'équatiéfx) =130. On donnera des valeurs approchées
des solutions a l'unité preés.

C-/ Le colt de fabrication d’'une quantké’un produit, exprimé en centaines d’unités
x® +50x° +1200x + 50
X2

d’euros. Le colt moyen de fabrication par centaiieljets est donc défini par

Cy (=2,
1°) Déterminer la quantité d’objets, a la centgires, a fabriquer pour avoir un colt
moyen minimum.
2°) On suppose que le prix de vente d'une centdiigiets est égal a 1300 euros.
Déterminer graphiqguement, a la centaine pres, igéne minimum et le nombre
maximum d’objets que I'entreprise doit fabriqueupétre rentable.

est définie sur ]0 ;100[ paz(x) = . C(X) étant exprimé en centaines
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EXERCICES PRIMITIVES ET CALCUL INTEGRAL

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 01 :

Trouver une primitive de chacune des fonctiondéfinies par

1°)f(x)=—X + 6 + 10x — 4

3)F(X) =3¢ -4 +5¥¢ - 9x + 1

5°) f (x) = (2x — 1)(X —x + 4Y
7°)f (x) = 5x (€ +1)°

9°) f (x) = 7>¢ (x* + 5)°

11°)f (x) = (5x + 1

13°)f (x) = (x — 4}

2xX+1

157 1092 (x2 + x—3)3

o 3
21°) f(x)=ﬁf

5 _ 3 2
230) f(X)ZZX X :3x +2
X

2x3 +5x% +4x+ 4

(x+2)

COSX

sin® x

sinx

cos? x

31°) f(x) =sin3x

25°) f(x) =

27°) f(x) =

29°) f(x) =

33°) f(x) = 4cos2x

34°) f(x) = cos3x + 6sin3x —sinxcos’ x

36°) f(x) =10sin5x +12cos4x — 3sin(6x —ﬁ)
6

27)(x) = 2 — 5X + 5x
49 (x) = -3+ 2 —5x + 7
6 (X) = (6x+3)(% + x + 1f
8f)x) = 3¢ (x® + 1)
109 (x) = x (¢ — 4¥
129)(x) = (-3x+2§

147)(x) = (5 — 2x§

16°¥ (x) = (5:1)2
18%)(x) = ﬁ
20°% (x) = 5+ x + (Xflz
22%)(x) = -x2 +_2+X_53 o +23)2
X3 +5x% -1

24°F (x) = o~
26°%)(x) = (x3 - 7x +1)5 (3x2 - 7)
281)x) = sinxcos’ x

30%)x) = cosxsin” x

32f)x) = sin(4x +%)
34%)x) = cospx + 2)

, 35°) (x) = cos’ x

37°)f(x) =sin*x
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EXERCICE 02:

1- Calculer les intégrales suivantes
A:j‘_zs(x4—5x2+3)dx , B :J'Ol(x+3)(x2 +6x+4)%dx ; K :J'l (x+1)"dx ; L:J': (3x +1)dx
3X+6

Czjf%gfﬂdx; D= [ @x+’dx ; E=[ > 2y % +4x+3) . T=], ﬁ
In’x | z
F—jl(g 270 G NS ——+x/_)dx J= j SCI‘;S’; j N Xy ; H=jo“ tan(x)dx

L :J'OE sinxcos'xdx ; N :J'le(x2 +1)°dx ; p:J'_z,/X+3 dx ;D :J'_Z” tan? (x)dx
1

el+Inx . n JT. . 1 « ) 0 y
Q:L » dx ; R:J-SCOX(2X+—)C|X ;U :.[o(x-l-e )dX X K:J'_l(x2+x)ez dx

10x+1 i 7 tan(x)
= ;W= ; X = 1-3 dx ; W= dx
J'U 7+ 4 j T a3 dx j cosx(1-3sin® x)dx ; j cos®)

I :J-12 (\/3x-2)dx ; J :Ilzx(x2—3)dx : dx : L:.[_llxlxz—x4 dx ;

L=]" 1
ZAXx=1+4x+1
3
A= J' (ZX 1+(x—1) de B= j (\/x_+1)dx; E:J'LT7 cos xdx ; K=j_21 sin? xdx ;

I 2x-1 dx

. , X
Ox/m x+1dx | Q(X)_IO (2x2+3.)3
S:J‘Ecosx(cosxﬂ)zdx ;T :J'z‘ X* = 3x+2|dx ; P:J'_Z‘ X* = 2x=3dx ; K :J'_i(‘xz—2x‘+3)dx

D=j_l4(jx+3+|2x—]j)dx ;T :j_75 0x+:{+2‘x2 —3x+2‘)dx ; G:j502x—5|+|x—3)dx

Uzjé;r sin3tcosAt dt ; Y:Ifl(x‘xz—x—Z‘)dx; Z:jlz(i):+exlnxjdx.

M = J'3co§xsm X dx ; Nj

EXERCICE 03:
En utilisant la formule d’intégration par partiedauler les intégrales

K =.[0E xsinx dx ; J :J-JXZede : M :I:(_2X2+X+1)exdx . :J-12X o+ dx
P:Il (x+Dvax+ldx ; T :jx|nt dt ; S=Lzexln X°dx ; P=ij|n xdx ;

C= J'x\/_dx H = Ilnx ;F:jle(t2+3)lntdt;Izjgexcosxdx;

2 €os(Inx)

H:J'O teldt; I=[" (3t> -t +1)sintdt ; R=|?2 dx V=j§ xsin’(3x) dx

(3.2 . —_ X . (5 vein
K —jo3x cos@x)dx ; J —jo(x+2)e dx ; K-j;xsm xdx .
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EXERCICE 04:

Soient la fonctionf définie parf (x) =

23 +5x% —4x-7
(x+2)

(x+2f

1°) Trouver les réels a ; b et c tels que) =ax+b+
2°) Trouver la primitive F d& prenant la Va|GUFg en 0.

3°) En déduirel = f(x) dx.

EXERCICE 05:

Soit Soient la fonctioh définie parf (x) =

3x? +6x+4
(x+1)°

1°) Trouver les réels a et b tels qtie) =a+ b

(x+1f

2°) En déduire :jf f(x) dx.

EXERCICE 06:

2X+5

1°) Soit la fonctiorf définie par f(x) = >
(x+1)

a) Trouver les réels a et b tels que pour tetitk, f(x)=—2 + 2
x+1 (x+1)

3 2x+5
0 (x+1)?

b) En déduire le calcul de= |

x> -1

2°) Soit la fonction g définie pag(x) =——; :
X(x© +1)

a) Trouver les réels a , b et c tels que pour tglt xg(x) = + b§+i
X X+

x% -1
X(x% +1)

b) En déduire le calcul de = jf dx.

3°) Soit la fonction f définie parf (x) :2)(;5 :
X®—2X-3

a) Déterminer 'ensemble de définition de

b) Trouver les réels a et b tels que(x =2+
x+1l x-3
c) En déduire le calcul dis = "> X*S  gx .
0 x*-2x-3
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EXERCICE 07:

1°) On pose :joi (2x+1)cos xdx et J =j05 (2x+1)sin? xdx

a) Calculer | + Jpuis|1-J
b) En déduire les valeurs de | et de J.
2°) Déterminer les réels a ; b et ¢ tels que powitrréel strictement

it - 1 a bx+c
positif x on ait -————=—+—
X(xX*+D) x x*+1
3°) Calculer 1 :jll ( ;L+1) dx ; en déduire en utilisant l'intégration par patg calcul
5 X(X
In(x)

deJ= ' dx

J‘; X(x? +1)
4°) Soitl, = .[01 X" e*dx
a) Calculer

b) Pour tout entier naturel n, en utilisant unégnation par parties,
c) Calculer )., en fonction de,l En déduire

EXERCICE 08:

Pour tout entier naturel n >0 ; on pose =[x 3+x dx et 1= ]2 /3+x dx

1°) a) Calculerl,

b) Calculerl, a I'aide d’'une intégration par parties

1

2°) Comparerx™™ et x" lorsque < x < 1. En déduire que la suite, ) est

décroissante.

3°) a) En procédant par encadrement, établir qr%l/_%:s I, < ni+1 :

b) Etudier la limite de la suitél,) en +oo.

4°) a) Démontrer que, pour tout nombre x de [Parla :

1

0 2-,/x+3 <
24/3

(1-x)

b) Déduisez du résultat précédentquez+— . 1 <1, < 2
n+l 243 (n+D)(n+2) n+l

c) Déterminer la limite de la suitel ).
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EXERCICE 09:

Soit la fonctionf définie parf(x)=e™*In(1+¢€").
On se propose de calculer(:) =j: f(x)dx, oUA €R+
1°) Quel est le signe(1) ?

2°) Trouver deux nombres réels a et b tels que wutréelx, 1f cFat o
€ €
1
3°) Calculera() =’ dx
) D= s

4°) f' étant la fonction dérivée de, calculerf + '
5°) Calculeri ().

EXERCICE 10:

Soitf une fonction numérique continue sur [0 ;1] ektejlie pour tout x de [0 ;1]
2
jxl f(t)dt = 1-X

. Soit F une primitive désur [0 ;1] .

1°) Prouver que E(1) = jol xf (x)dx + jolF(x)dx .

2°) En déduire quej:ol xf (x)dx = 1

E.
3°) En déduire quej:ol[f(x)]zdx > %
o . P ! X"
4°) Soit h définie parh(x) = | TR dx.
£ 14 1 1
Démontrer r n élément na: < < :
émontrer que pour n élémentiNeo az(n+1)<h(x)<n+1

EXERCICE 11:

1) Soit la fonctiorf continue sur [0 ;1] telle que,

pour tout réel x de [0 ;1] on al < f (X) <
X+2 X+1

Démontrer que th15< jolf(x)dxs In2.
2) Pour tout entier naturel n on donne- ﬁ X" sin(7rx) dx
a) Calculerlim 1, (on remarquera quexe[0,1], O< X" singr X)<x")

b) Trouver une relation de récurrence enjreet 1 ,,.
c) En déduire lim (n?1,).
n - +oo
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EXERCICE 12:
Soit la fonctionf définie surR par f(x) =

x-1

etmun réel supérieur a 2.
2
‘ X = 2x‘ +1

Calculer[” f(x)dx puis [ f(x)dx.
Quelle est la valeur moyenne fdgur I'intervalle [1;m].

EXERCICE 13:
Pour tout entier naturel non nul n, on définit,:= jle(ln x)" dx.

1-/ a/ justifier I'existence de cette intégrale.
b/ Calculer J.
c/ Démontrer la relation : pourx2, I, =e-nl, ;.

(on pourra effectuer une intégration par parties).
2-/ I'entier naturel non nul n étant fixé, on n&teune primitive de la fonction

xi— (Inx)" sur l'intervalle ]0 ;+ol.
a/ Démontrer que la fonctidn— F, (€' e¥t dérivable suR et expliciter sa

fonction dérivee.
b/ En déduire les propriétés suivantes :

- Pour tout entier naturel non niy = F, (e) - F, (1) = j;t” el dt.

: e
- Pour tout entier naturel non n0OE1,, < —

n+1
Indication : pour la deuxi@me propriété, encadrer d’abddistr [0 ; 1].

EXERCICE 14:
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, on cansith fonction

et

T+e dt

f définie surR par f(x =

1°) Indiquer sans calcul'(x) et f (0) ;

2°) Etudier les variations dé ;

3°) Démontrer que pour tout nombre réel f(x)=x+ |n(e‘x+1)— In2

En déduire que la droite d’équatioly = x - In2 est une asymptote a la courbe) (@ f .

4°) Construire dans le plan la courbe)(@® f .

Exercices Primitives Page 6sur9 Adama Traoré Professeur Lycée T echnique



EXERCICE 15:

Le but de I'exercice est de montrer que le nomblmmse des logarithmes népériens,
n'est pas un nombre rationnel.

Partie A :

Soitf la fonction définie suR par :f(x) = x €7

On désigne par (Lla courbe représentative fidans un plan muni d’'un repere
orthonormé(o;T : T) d’'unité graphique 4cm.

1-/ Etudier les variations de on précisera les limites den o et en +o.
2-/ Construire la courbe (dans le plan.

3-/ Utiliser une intégration par parties pour cédcu |, = j; f (x) dx.

Quelle est I'interprétation géométrique de |

Partie B :

Pour tout entier naturel supérieur ou égal a Jpase :I, = j: x" e dx.
1-/ a/ Montrer quex" < x"e™ < ex", pour tout x de [0 ;1].

b/ Exprimer en fonction de I'entier nJ;, = j: X" dx.

c/ Déduire de a/ et de b/ que l'on al— <1, < & pour rel.
n+1 n+1

2-/ Utiliser une intégration par parties pour menftjue pour toutil on a :
lnag =(N+D1, -1
3-/ Pour tout entierxl on pose k, =nle-1,, .
a/ Exprimer k;,a l'aide de k.
b/ Calculer k (on pourra utiliser 1a%3* question de la partie A).
En déduire, en procédant par récurrence sur nk,gest un nombre entier pourh

c/ Utiliser le b/ et le 1-/ ¢/ pour montrer quegetpue soit I'entier r 2, le nombre (nde)
= k,+ I, est un entier.

4-/ al Soit p et g deux nombres entiers strictemesitifs.

Nl )
Montrer que, pour hq, le nombre—p est un nombre entier.
q

b/ En déduire, a I'aide du 3-/ b/ et 3-/ ¢/ quéesthpas un nombre rationnel.
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EXERCICE 16:

Soit (I,) la suite définie par, =j0"sinn x dx. (on indique quesin® x =sin™ xxsinx)
1°) Calculeri, et 1,.
2°) Sans calculer,, démontrer que la suitg)lest décroissante.

3°) A l'aide d’une intégration par parties dedémontrer queinON

| =n+1

n+2

|
n+2 "

4°) a) Calculen, ; 1, et
17 216

< -
= 3*x5x7?2"

b) En déduire queé

-~ = <
x7?x11

EXERCICE 17:

Pour tout entier naturel n on poke= j; X"v1-x dx.

1°) A l'aide d’une intégration par parties trouvgre relation entreé_ et |
2°) Calculerl,.

3°) Calculer I,..

EXERCICE 18:

1

Pour tout entier naturel n on pose= |4 ———dx
POS IO cos™(x)

1°) Déterminer les réels a et b tels qédé—: aco_s(x) + bco_s(x) :
oskx) 1-sin(x) 1+sin(x)

1
cos(x)

En déduire le calcul dg, =j0Z dx.

2°) A l'aide d’une intégration par partie démontoeie 2nl , = (2n—1)|n_1+2—

2
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EXERCICE 19:

On se propose de trouver sans les calculer séparéesdrois intégrales
| =[2 cos'x dx ; J=[2sin*x dx; K=[22sin’xcos x dx
1°) Calculerl —Jet | +J+K.

2°) Exprimercos4x en fonction decosx et sinx.

En déduire la valeur de+J -3K puis cellesdd ; J; K.

EXERCICE 20:
_ 2 cosX O 7 sin2x _
On posel, = Troar [ Tooary X6t L=l

1°) Calculer }
2°) Calculer ]

3°) En déduire I.

EXERCICE 21:

On considére les intégrales définiesjo"cos“ xdx et J :jo”sin4 X dX.
1°) a) Montrer que l'intégrale | peut s’écrire .:joﬂcosx(cosx—cosxsin2 X) dx
b) A l'aide d’une intégration par parties, montneie | =j0"sin2 xdx—%J :

c) Montrer aussi que l'intégrale J peut s’écril:ls-::j()”cos,'2 xdx—%l :

2°) a) Montrer que +J =3772

b) Montrer queJ -1 =0

c) En déduire les valeurs des intégrales | et J.
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EXERCICES SUR LA FONCTION LOGARITHME
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Baco

EXERCICE 1 :

1°) Résoudre dariles équations suivantes :
a) INx=2)+In(x+1)=In@3x=5) : In(2x=5)=0.
b) 2In(x —2) +In (3x + 1) = 2In2 In(x +2) + In(x — 2) = In5 + 2In3.
C) In|x+1|+Inx-5|=In16 ; In|6-x|=
d) In (=x — 1) =|n(‘x‘10j ; Inx — 1 =15,

X+2 Inx 4
e) 6Ifx+7Inx—=3=0 . In’x—=2Ifx—Inx+2=0.
f) 2In(2x—1)—In 3x - B = In(4x_3j . Inx+2)+1=In(x-1) + In2.

g) 2Inx =In2 +In(2 +/2) + In(2 +y/2++/2) + In(2-2++/2).

h) (INxf—7Inx +6 =0 ; 2()A% 3Inx + 1 = 0.
) logx +log (3—x)=1log5 ; log* + ; +logé ™ =0

2°) Résoudre dar®les inequations suivantes :

a) In(x? -10x+9)= In(3x-27) : In[ X (3 - )k In2

b) Inf5x* +6x+1)>0 ; 2(In2x) 5In2x — 3<0
c) |r(?;+i] ; In(x + 5) + In(x + 4 In(x +13)
d) Inx+In(2-x)+In(x+4¥ In(5x) ; IAx + 2Inx — 15< 0
e) Inx —%% : In@c 4¢?) < 1+ In3x.

3°) Résoudre dar®? les systémes suivants :

3\,4\ —
a) X+y=65 . 2|nx—3lny=9_ X2+y2=25 . |n(X)2/)—6
Inx+Iny=6In2 " [Inx+5lny=-2" [Inx+Iny=2In2+In3 ’ 'n( j=5

b) {Inyzlnx+2_ {Inx3+lny2=3 _{Inx3—lny2=—4 { X+y=7

Xy = 9e? Iny?-Inx?=-2" |Inx+Iny*-1=0 " |logx+logy=2
X+y=29 X+y=4e Xy =243 Xy =256
C) ; ; y . 17 ; . _50
logx+logy=1" |logx+logy=2+log3 |09x+|09y—z log; +log; ==

2

d) In(x—2)+3|n(y—1)=0 .{In(sinx)+|n(cosx)=|n\6—ln4. |n(y3j=9 X1 3|Og2 =-11
2In(x-2)=In(y-)=4"| 2sinx+cosn=3+1 | ' |22 4+7]og) =43

In(xy )=—""
2
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EXERCICE 2

e
1°) CalculerlimM
x-0  sin2x

2°) Déterminer les ensembles de définitions destfons suivantes :
a) f(x)=2x+1+In(3x-12) ; b) f(x) =x*In(-x* +6x-5) ; C) g(X) =In(Bx—6) +In(x+4)

D09 = xin X2 ; €) g = xrtein| 222 50 =i -3x+12]; 9) g0 =i -16

h) p(x) =In| =x* =3x+4|; i) q(x)=-3x+1+In

X+35‘ P 1) r(x)=x°-3+In| 3x-21].

K) S(x) = x? In(

1+%D ;L) T(X)=3x+2-In(v=x*>+3x—-2) ; M) u(x) =+3-Inx

2 1-Inx
_ X-5 ) L — X" —5X+6 | . f(x)=
M V)= ainss - D™ |n(—_xz+7x+8j . P) { f(0)1:+_|£|x

){f(x):xln(B—Inx) si x20_ IN(x2 - 5x + 4) +s) h(X)=In(x 1) ~ In(2x’ - 8)..

f(0)=0 1 9K) In(x? + 7x +10)
3°) Soient les fonction$ : x> f(x)=Inx et g: X~ g(x) =In(x+2) +1.
a) Ecrireg(x) en fonction dé(x) .
b) Déterminer les ensembles de définitiorf det dey .
c) a partir du tableau de variation idgéduire celle de.

EXERCICE 3 :

A) On considere la fonctiog définie pag(x) =1-x* -Inx.
1°) Etudier les variations de

2°) Calculerg(@ et en déduire le signe d¢) .

B) On considére la fonction définie pairf (x) = Cx+3+0X
X

1°) Etudier les variations de

2°) Démontrer que la courlief) admet la droiteA) d’équation y = —x+3 comme
asymptote oblique. Etudier la position @) par rapport ax).

3°) Déterminer les coordonnées du point Ad® ou la tangente (T) écf) est
parallele a£). Donner une équation de cette tangente.

4°) Démontrer que I'équation(x) =0admet une solution uniques]0 ; 1]; puis une
solution uniqué dans [3 ; 4].

5°) Tracer (Cf) et (A) dans un repére orthonormé d’unité lcm.

6°) Déterminer I'aireA de la région du plan limitée parf) ; la droite {) et les droites
d’équations x =1 et x = 3.
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EXERCICE 4 :
Soit la fonction numeérique definie parf (x) = x+In| x|
1°) Déterminer I'ensemble de définition tleEcrire f(x) sans valeur absolue.
Déterminer les limites dé aux bornes def .
2°) Calculerf(-1) et f(@) ; étudier le sens de variation dpuis dresser son tableau de

variation.
3°) Déterminer les coordonnées des points d’intéiee de (Cf) avec la droite D)

d’équation y = x.

4°) Montrer que I'équation(x) =0 admet une solution unique €]0 ;1].

5°) En déduire le signe digx) dansDf .

6°) Tracer sa courbe représentat{ge) dans un repére orthonormé d’unité graphique
2cm.

7°) Déterminer en cmz I'airé de la région du plan limitée parf) ; la droite @) et les
droites d’équations x =l etx = e.

EXERCICE 5 :
Soit la fonctionf définie sur O ; +o[ par f(x) =1+ x-3xInx.
1°) Peut-on prolongef par continuité au poiniyx= 0 ? Si oui déterminer son
prolongemeng .
2°) Déterminer l'intervallé de définition de.
3°) Etudier la continuité et la dérivabilité gleau point % = O.
4°) a) Etudier le sens de variationgdpuis dresser son tableau de variation.
b) Montrer que dans [1 ; 8[x) =0 admet une solution et une seule

5°) Calculerlim 99 puis interpréter.

X — +00 X

6°) Tracer la courbe représentativegi#ans un repere orthonormé d’unité 1cm.

EXERCICE 6
[) Soit f I'application de ] -1 ; 5] dan® définie par :f(x) =x+1-In(x+1).
On désigne pafcf) la courbe représentative de la fonctibrdans le plan rapporté a un

repére orthonormé d’unité 2cm.
1°) Etudier le sens de variation deet la limite def quand x tend vers (-1).

Donner le tableau de variation tle
2°) a) Calculer les images padesréels:0,5;1;2; 3; 4 ;5. En donneruvaieur
approchée a 0,1 pres.

b) Déterminer une équation de la tangente (Qfaau point d’abscisse_2+:L :

3°) Construire (T) €Cf).

[I) — On appelle D 'ensemble des points du plan dantterdonnées x et y vérifient :
0<x<5 ; 1l<y<f(x.

A] 1°) f' désigne la fonction dérivée ¢le

a) Etudier le sens de variation de et donner son tableau de variation.
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b) En déduire, pour g [0; 5] : 0<f'(x) < g :
2°) En appliquant I'inégalité des accroissememts fau segment [0 ; X],
établir que : & f(x) sgx+1.

3°) a) Tracer la droite d’équatiory:=gx +1.

b) Déduire de ce qui précede une majorateobaite de D.
B] On appellgl l'aire de D, en cf
1°) Exprimerd a I'aide d’'une intégrale.
2°) Donner la dérivée de la fonctigndéfinie par :g(x) = (x+1)In(x+1).

En déduire= jj In (x + 1)dx.

3°) Calculer ; en donner une valeur approchée a 1 pras par défaut.

EXERCICE 7 :

A] Soitg(x)=-x* +1-Inx.

1°) Etudier la fonctiorg ;

2°) a) Calculerg() ;

b) En utilisant le tableau de variationgdedéduire quegd(x) >0 Vx€]0;1]

B] Soit f(x) = —*x+3+.0%
2 2X

1°) a) Préciser 'ensemble de définition def .

b) Etudier les limites die aux bornes de son ensemble de définition.
c) Calculerf '(x) et montrer que pour tout x def : f '(x):%.
X

d) En déduire le signe ¢éigx) puis dresser le tableau de variatiorf de
2°) Soit (Cf)la courbe def dans le plan rapporté au repere orthonormé d’unité

graphique 2 cm. Soit D la droite d’équatiom:.—%x+3.

a) Donner suivant les valeurs de x le signéate= f (x) - (—%x+3) et en déduire la
position de(Cf) par rapport a D.

b) Soient respectivement M et N les points de mébseisse x def) et D. Calculer la
distance MN en fonction de x. Calcultm h(x).

X — +00

c) Construire(Cf) et D.
3°) a) Calculer la dérivée de la fonctiondéfinie paru (x) = (In x)2

b) En déduire I'aire A du domaine plan limité gz la droite D et les droites
d’équations : x=1; x=e2
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EXERCICE 8:
In(L+ X)

Soit f la fonction définie sur [0 ;o [ par{ T ="
fO = 1

Soit (Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d’uereeprthonormé
(O:i ; j)(Unité graphique : 2 cm).

1°) a) Prouver que pour tout réel © on a :1—ts1—its1.

b) En déduire qu&'x >0, x-’;s @+ <x ().

2X
2+ X

2°) Soit g la fonction définie sur [0 ;o [ par g(x) =In(L+ x) —
a) Calculerg'(x)

2
b) Prouver que pour tout nombre réet: 0< g'(x)sXZ

3
c) En déduire que pour tout nombre réelx: 0< g(x)s% 2).

3°) Etude des variations de
a) Calculer f '(x) pour x >0.
b) Etablir que pour 20 on a :g(x) <In(1+ x) —1%.
X
Grace a (2) établir le sens de variatiorf de
4°) a) Déterminer la limite dé(x) lorsque x tend versos.

b) a l'aide de (2) montrer que pourXon a :

3 —
X_x__ 2X <x-In(l+X)< X~ 2X . puis 1 _lsx In(1+x)S 1 .
12 2+ x 2+ X 2+x 12 X2 X+2
c) Montrer quelirrgL(j”)=%et en déduire quie'(0) :_71.
X X

d) Soit T la tangente @f) en % = 0.
En utilisant (1) montrer quef) est au-dessus de T poueR;.

5°) Dresser le tableau de variationfdéelracer(Cf) et T dans le méme repere.
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EXERCICE 9:

Partie A : On considére la fonctiof définie sur ]0 ; +o [ par :g(x) = |n(1+%) _ X22+1.
1°) a) Calculer la dérivé@’ de J. Montrer que pour tout& g'(x) = 20e-1)
X(X2 + 1)2

b) Etudier le signe dg'(x) selon les valeurs de x.
2°) Déterminenirp g(x)  puis Iirg g(x) .
3°) a) Dresser le tableau de variatiorfide
b) En déduire qu’il existe un uniqgue nomh#els > 0 tel qued (a)=0.

Vérifier que 0,5 a. < 0,6.
4°) Déduire des questions précédentes le sigrig(xdesur]O ;+oof .

Partie B : On considére la fonction définie sur]O ;o[ par :
f(X) =x|n(1+i) si x>0
XZ .
f(0)=0

On note(Cf) la courbe représentative tlelans le plan rapporté a un repere
orthonormé d’unité graphique 5cm.

1°) a) Montrer que pour touteO ;+ oo , on af’(xX)= g(x).
b) En déduire les variations desur ]O ;+oo[.

2°) Calculerlim xf(x); en déduire quen f(x) =0.

3°) a) Montrer que'rg xIn(L+ iz) =0.
x-0" X

b) Etudier la dérivabilité de en 0.
Préciser la tangente a la courtig¢en x=0.

4°) a) Prouver que, pour tout élément x de [@p;;0 < f'(x) <f’(0,5).
b) En déduire que, pour tout élément x dg [0] :

O<f(a)-f (05 <(a-05f "'(05 puis que 0< f(a)-f (0,5)sl—lof '(05).

d) En déduire une valeur approchéefde) a 10° prés.
5°) Dresser le tableau de variationstddracer la courbe de.

6°) Déterminer I'aire du domaine plan limité pactaurbe dé , I'axe des abscisses, les
droites d’équations x =0 et x = 1.
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EXERCICE 10:

Partie A : On considére la fonctiof définie sur]0 ; +eo [par :

X+1
X)=——-Inx
a(x) )

1°) Etudier le sens de variations@le
2°) a) Calculerd(1) et 9(2). Montrer que I'équatio(x)=0 admet une solution
uniquea dans ] 0 ; o[ .
b) Trouver un encadrement del’amplitude 10
3°) Déduire le signe d@(x) sur JO ;+oo].

Partie B : On considére la fonctiom définie sur]0 ; +eo[ par :
_ 2Inx
f(x) = e
On appelle(ct) la courbe représentative éledans un repéere orthogonal d’unité
Graphique 2 cm.
1°) Etudier les limites de en 0 et en o puis interpréter graphiqguement ces limites.

22x+1)

2°) a) Montrer que, pour tout x de]O pof, f'(x) =
(X2 +x)?

a(x).

b) En déduire les variations @e

c) Montrer que,f(a) = et donner le tableau de variationfde

aa +1)
3°) Construire la courbect) def .

Partie C :On se propose de trouver un encadrement de Pade I'ensemble des

3
points M(x ; y) tels qusil l=xs5
O<sy< (X

1°) Montrer que, pour toutXx1 : 'n—zxs f(x)sln—x.
X X

o 3 In X
2°) @) Calculen =2 —dx ;
X

3

ZInx

2 —dx
1 x2

b) En utilisant une intégration par partiedcalerJ :j

3
3°) a) Déduire un encadrementkdejf f (x)dx.
b) Exprimer A en fonction de K, puis déduire wageur approchée de A en tm
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EXERCICE 11:

In x
x=Inx
1°) Aprés avoir montré que, pour tout x réel kx , préciser 'ensemble de définition

On considere la fonctioh définie parf (x) =

de la fonctionf . Déterminer la limite dé(—xilorsque X tend vers 1.
X —

2°) Etudier les variations de cette fonction ercig@nt éventuellement les asymptotes.
3°) Construire la représentation graphique destians de la fonctionf dans le plan
rapporté a un repere. (On donnera I'équation dengente au point d’abscisse x = 1).

EXERCICE 12:

Soit la fonction P définie p&(x) = (1+%)In(1+ X) .

1°) h désigne la fonction numeérique définie par : h(¥ =In(1+x).
Etudier le sens de variation de h et le signe &g h(
2°) Quelle est 'ensemble de définition de P nbté?

Calculer :lim P(x) ; lim P(x).

On désigne par F I'application dg, 0{-1} vers R définie par :

F(-)=0
F(X)=P(x) pour xOD,

Etudier la dérivabilité de F en x = —1.
3°) Quelle est la limite de P(x) quand x tend \&fs
On désigne par I'application deD, 0{-1} vers R définie par :

{ f(0)=1

00 = F0O Pourx €D, 0{0;-1 ;

4°) Etudier les variations deen utilisant en particulier la question 1°).

Construire la courbe représentativef de

Exercices Logarithmes Page 8 sur 16 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



EXERCICE 13:

1°) a) Etudier les variations de la fonctiendéfinie sur [0 ; o[ par :
F(x) = X(X+2)
2(x+1)
b) Etudier les variations de la fonctighdéfinie sur [0 ; o[ par :
X
x+1°
c) Déduire des questions précédentes que, poundooibre réek strictement positif,

X X(X+2)
x—+1< In (1+x)< 20+ ) (1)
<X (2).

X(X + 2)
2(x+1)

2°) a) Déduire de (1) et (2) que pour tout 9,
1 1

<ma+dy <t
1+y y |y
b) Déduire de (1) et (2)que pour tout z > 0,
z-1
—< Inz< z-1.
2
3°) Utiliser I'un de ces encadrements pour encddeedans chaque cas suivant :

a=05 ; a=08 ; a=098=1,02 ; a=1,5.

-In@@+ x)

g(x)=In@@+ x) —

d) Démontrer que pour tont>0,

EXERCICE 14:

Le but de ce probleme est d’étudier la foncfiotéfinie sur ]O ; #[ par :
f () =1(x2 +1-1In x) et construire sa courbe représentagvelans le plan muni d’'un
X

repere orthonormé d’unité graphique : 2 cm.
1°) Soit g la fonction définie sur ]0 ;ot[ par : g(x) =x2-2+Inx.

a) Etudier le sens de variation @eet ses limites en 0 et ero+

b) En déduire que I'équatiasix) =0 admet une solutiom et une seule et

quel30<a < 135.

c) Etudier le signe dg(x).

2°) a) Etudier les limites deen O et en .
b) Exprimerf '(x) a l'aide dey(x). En déduire le sens de variationfde
3°) a) Montrer que la droite\] d’équationy = x est asymptote ers+a la
courbef .

b) Déterminer le point d’intersection A @& et (A) ; préciser la position def

par rapport a la droita).
c) Construire la courbef et la droite A), en précisant la tangente en £f.
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EXERCICE 15:

A) Soit la fonctiond définie suR* par : g(x) = 2x* =1+ 2In| x|

1) Etudier les variations de la foncti@rsur R*. Préciser la valeur de I'extremum
relatif de 0.

2) Montrer que I'équatiory(x) =0 admet une solution uniquee [% ; 1]

. +
3) Donner un encadremeatde par deux nombres rationnels de la fci%n@tnl—cl

avec n entier naturel.
4) En déduire le signe dg(x) surR *.
: : e | :
B) Soit la fonction f définie suR* par : f(x) = 2x—L2X|. Soit (Cf ) la courbe
X
représentative de f dans un repére orthon({cmé;]).
1) Etudier les limites de f ence-; en 0 et enck.

2) Calculerf'(x) puis en déduire le tableau de variatiorf de
1

>

3) Démontrer quef (a) =3a -

4) En utilisant 'encadrement detrouvé au A) 3°) montrer que :

16< f(a) < 21.
C) soit les points M ; y) et M’(X : y’) dans le repér&) i ;]) ol M’ estle
symétrique de M par rapport a I'axe des ordonnées.

1) Déterminer’ ety en fonction dex ety.
2) Démontrer qu’une équation de la courbed laquelle appartient M’ lorsque M

L , I
décrit la courbef ) est la suivante y = —2x—n—|2XI
X
3) Etudier la position relative d€)(par rapport agf ).

D) On consideéere un réeh supérieur a 1.

Soit h la fonction définie sur [1¢4] par h(x) :|n_2x_
X

1+Inx

1) Démontrer que H définie sur [Lpf par H(x) = - est une

primitive de h.
2) On désigne par Af{) l'intégrale Lm[2x— f (x)|dx. Calculer A).

3) Déterminer si elle existe la limite derA( quandm tend vers do.
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EXERCICE 16:

Soit la fonction numérique f de la variable réalli@éfinie par :
x-1

f(x)=2x+1+In
Xx+1

1) Etudier les limites de cette fonction aux bornesae ensemble de définition. On
appelle €f ) la courbe représentative delans le plan muni d’un repere

orthonormé. Préciser les asymptotes a la coutbgdef . En particulier on
établira I'existence d’'une asymptote obliq@®.(

2) Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation.
3) Etudier la position relative dec{ ) par rapport a®).
4) Construire la courbe de

EXERCICE 17:

A/- Soit la fonction numériquiede la variable réelle x définie par :
f(X) =In‘ x? —2x—3‘
1. Déterminer 'ensemble de définition de
2. Ecrire f(x) sans valeur absolue puis calculerilagés def aux bornes de son

ensemble de définition.
Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation.

Montrer que la droite d’équation= 1 est axe de symétrie de la courbé.de
Tracer la courbe représentative (| de f dans le plan rapporté a un repere

orthonormé d’unité 1 cm.
B/— Soit la fonction numériguiede la variable réelle définie par :

f(x)=x(Inx)* et f(0)=0
Etudier le signe dd '(x)
Montrer quef n’est pas dérivable en 0.

Quelle est la demie tangentexgr= 0 ?
Donner I'équation de la tangente (T)xrF e.
Tracer la courbe) def.

Sl

o aghRwDdPRE

Soit gla fonction définie pag(x) =%x2 Inx(Inx-1).

a) Calculerg'(x) et en déduire une primitive de.
b) Calculer l'aire A) de la portion du plan comprise ent@) ('axe des
abscisses et les droites d’équatigms)h (0<A<l) ; x = 1.
7. CalculerJimOA(A).
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EXERCICE 18:

Pourmréel on considére la famille de fonctions définie par
f (X)=x+InVx* +mx+1
1. pour m = 2 étudier les variations €g
2. Déterminer 'ensemble des valeurs de m, Nptour quef  soir définie sur.
3. Montrer que les courbgs, ) des fonctionsf passent par un point fixe A dont on

déterminera les coordonnées.
4. Pourm = 0, on considere la fonctiofy

a) Etudier les variations de la fonctifn
b) Etudier la continuité et la dérivabilité gesur son ensemble de définition.
5. a) Montrer que la courlie,) de f, admet deux points d’'inflexion dont on donnera

leurs coordonnées.
b) Etudier les branches infinies ¢&) ;
c) Tracer la courbéc,) dans le plan muni d’'un orthonorme.

2

6. Soit la fonction F définie park(x :X? +§In(x2 +1)

a) Quel est son domaine de définition ?

2

b) Montrer que I'on a F'(x) = f,(x) +

1
X% +1

c) Soit h une primitive de la fonction u telle que(x) = vérifiant

1+ x?
h'(x) = U(x) eth (0) =0; h(1) =121. En déduire une primitive de la fonctidp

(On montrera que &) = fo(x) + 1 — UK) ). Calculer en cfl’aire de la portion du plan
limitée par la courb&c,) I'axe des abscisses et les droites d’équation® etx = 1.

7. Pour me Vv,_, on considere la droite ([pd’équationy = x + m

a) Montrer que pour tout m de, etm >0 l'intersection d¢c,,) et (D,) contient
toujours deux points dont on donnera les coordanéa les notera Met M ..

b) Montrer que les points Met M, sont symétriques par rapport a un poigt |

c) Que se passe-t-il si on fait tendnevers 0 ?.
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EXERCICE 19:

Partie A :
On considere la fonctiof définie suf-1;+ o[ par: f(x) :12Tx_m(l+ X).
X

1. Etudier les limites de aux bornes de son ensemble de définition ;
2. Etudier les variations de et dresser son tableau de variation.
3. Démontrer que I'équation(x) =0 admet dan§l;+ o[ une solution unique. Veérifier

qu’une valeur approchée de & 10" prés par défaut est 3,9.
4. Préciser suivant les valeurs de x, le signé (tg.

Partie B :
In(L+1)

Soit g la fonction définie sujo;+ o[ par: g(0)=0 et g(t) = 0 si t 0.
1. Etudier la continuité puis la dérivabilité deau point t = 0.
2. Montrer que pour tout réel t strictement positifa :g'(t) =2ti\/f f (t).

3. a) Calculer la limite dg en+ .
b) Dresser le tableau de variationgle
4. Le plan est rapporté & un repére orthong@ma; j ).
On prendra pour unités : 1cm sur I'axe des absciss20 cm sur I'axe des
ordonnées. Construire la courldg (leg.

Partie C :

Cette partie a pour objectif de déterminer 'airgeA unités d’aire, du domaine plan
limité par I'axe des abscisses, la courbedt la droite d’équation : x = 1.

1. a) Démontrer que la fonctiandéfinie suro; + [ par :g,(x) =+/xIn 1+ x) est
dérivable en 0.

b) Soite la fonction définie sujo; + [ par ¢(x) =2xIn L+ x) _onlz_l/ft at

Montrer quep est dérivable en tout point de l'intervaide + oof
et que ¢’(x)= g(x).
2. Déduisez des questions précédentes @ue2in z—j:f—ft dt

et K la fonction définie sur l'intervalle | %0 ; 7—27} par : K(6) =tan’ @ et

sz—\/fdt.
01+t

h: x—
a) Calculer(h- k) () ;
b) Prouver que, pour to@te I, (hok)'(6) =4tan’ 4.
c) Ecriveztan? 6 sous la forme (t&f + 1) — 1 puis déterminer une primitive de
(hok)'. Donner I'expression dg-k) .
d) Calculer h(1).
4. Déduisez des résultats précédents la valeuteegadA.
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EXERCICE 20:

L’objet du probleme est I'étude de quelques pragsi€@es fonctions, ; n e N*
nin x

définies sur l'intervalle ]0 ;[ par : f,(X) =x-n- . La courbe représentative

def, dans le plan muni d’'un repére orthonormé d’undsh 2st notée ((J.

A) Etude des variations def, ; n eN*.
1°) Soit, pour tout entier naturel non nul n, ladton g,, définie sur ]O ; 4o[ par

g,(X) = x? =n+nlnx.
a) Etudier le sens de variation geet préciser ses limites en 0 et en. +
b) Montrer que I'équatiomny, (x) =0 admet une solution unique ; et
queo, appartienta [l ;3].

2°) a) Etablir que, pour ¥|0 ; +oof : f,'(X) =g”—(2X).
X

b) Déterminer le signe dg, (x) et en déduire le sens de variation file
3°) a) Déeterminer les limites dk, en O et en e.

b) Montrer que la droite ([}, d’équationy = x — nest asymptote a la courbe,Qouis
etudier la position de (& par rapport a (F) sur l'intervalle ] O ; +o].

B) Etude des cas particuliersn=1etn = 2.
1°) a, €étant le nombre définie en A) 1°) montrer que :
= Pourn=1,04=1 ; Pourn=2; 1,205 <1,3.
2°) En utilisant les regles sur les inégalitéseztdadrement de, ci-dessus montrer que
fo(a,)2— 124. En utilisant le sens de variation d,

montrer quef,(a,)<—- 110
3°) Donner les tableaux de variations fje et de f,.

4°) Représenter dans le méme repere les droit@®{[(D,) puis les
courbes (g et (G) .

C) Etude des positions relatives des courbes {C
1°) Pour tout entier naturel n , et pour tout séde I'intervalle 0 ; +of ,
calculer la différencé, (x) — f,,.1(X .)

Calculer la limite de cette différence lorsquend vers +o.
: : e In x
2°) Soit d la fonction définie sur |0 pef par d(x) =1+ —.
X
a) Etudier les variations dé, préciser ses limites en 0 et en.+
b) Déduire de la question précédente que I'équat{@h= 0 admet une solution
uniquep et queP appartient a l'intervalle 0 ; 1J.
c) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, ofy,§5) = 5.
3°) A l'aide des résultats obtenus dans les quesii®) 1°) et 2°), établir que toutes les
courbes (G) se coupent en un point A que I'on placera stiglare.

Pour n€N’, préciser les positions relatives de)(€t (G...).
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EXERCICE 21:

Soit la fonctionf définie parf (x) = x + X% +1

1°) Déterminer I'ensemble de définition Df de

2°) Démontrer que pour tomtde D f(x) >x+|x|.

3°) En déduire le signe di(x) sur D.

4°) Etudier la fonction et tracer sa courbe repregese (G).

5°) Soit gla fonction définie pag(x) = In(x + \/ﬁl)
a) résoudre I'équatiorgy(x) = —In(3 - 2\/5).
b) Démontrer queg est une fonction impaire ;
c) Etudier get tracer sa courbe (Cg).

d) Démontrer queg est une bijection dR versR ; et que pour tout entier relatif n,

ge”+e‘n —n
5 :
1., 11

Soitf la fonction numérique définie sur l'intervalle o[ par f (x =% _Z_Elnx'

EXERCICE 22:

1°) Etudier les variations de la fonctibn

2°) Construire la courbe (Cf) delans un repere orthogonal d’unités graphiquesm10
sur I'axe des abscisses et 5cm sur I'axe des osnn

3°) On note\ un reel strictement positif.

a) A l'aide d’'une intégration par parties, calcu[(jfnn xdx ;
b) En déduire la valeur dgA) =Ll f (x)dx. Donner une interprétation graphique de ce

résultat.
c) Déterminer la limitel de 1 (1) quand\ tend vers Q

4°) Pour tout entier naturalsupérieure ou égal a 2 on poss ::12 f(Ej
Ne= LN

a) En utilisant le sens de variation tigur ]0 ;1] ; démontrer que, popientier naturel
vériflantl<p<n-1,ona:

o1
if[pﬂj <[, f(x)dxslf(ﬂj.
n n

n n

n

b) En déduire que s, —% f(%j < |(%j < S, , puis que

HESEEE

c) En déduire que tim S, =%.

n— +oo
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EXERCICE 23

Une entreprise fabrique un produit en quantitégrienée en milliers de tonnes. Le

2

codt total de fabrication est donné par (x) :XE +§In(x+1)

pour [0 ; 5]. Les codts sont exprimés en millions deés

A-/ Etude d’une fonction auxiliaire.

On considere la fonctiom définie sur [0 ; 5] par f(x) :XE+9—+X1—9In(x+1).
X

X(X=2)(x+4)
(x+D*
2°) Etablir le tableau de variation desur [0 ; 5].
3°) En déduire qué s’annule sur [0 ; 5] pour une valeur unidue
4°) Déterminer des résultats précédents le signi sler [0 ; 5].

1°) Calculerf '(x). Vérifier que f '(x) =

B-/ Etude d’un colt moyeg, .

La fonction colt moyen est définie sur [0 ; 5] par.(x) =CT—(X)=5+9[M}

2 2 X

1°) Calculerc,'(x) . Verifier que I'on peut écrire,'(x) =T

X2

ou f est la fonction

auxiliaire de la question A-/.
2°) Etudier le sens de variation de sur ]0 ; 5].

3°) Pour quelle production I'entreprise a-t-elle aaldt moyen minimal exprimé en
francs par tonnes ? Quel est ce colt ?

EXERCICE 24 :

Une entreprise fabrique des objets dont le cofurdduction en francs, de g objets est
donné par la fonction C(q) = 20 In(3g+1).

1°) Déterminer le colt de fabrication de 5 objdes 10 objets.

On arrondira le résultat au centimétre pres.

2°) Quel est le nombre d’objets fabriqués sachaatlg colt de production s’éleve a
90,22F ?

3°) Etudier les variations de C et construire sarloe représentativ€) pour g variant
de 0 a 50.

4°) Chaque objet est vendu a 3 F
a) Exprimer la fonction bénéfice B en fonction de g
b) Calculer B (5) ; B(10) ; puis B(40).

c) En utilisant le graphique, déterminer la quaéntiinimale d’objets que doit vendre
I'entreprise pour étre bénéficiaire en supposaieliguwvend toute sa production.
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EXERCICES ET PROBLEMES SUR LA FONCTION EXPONENTIELL E
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

Exercice 1
| — résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
1c) e Sx+1l _ e3x+2 : 23 ex2+2 =¥ ; 3c) ex2 =4 4() e X+3 Xex—2 — e3

59 z—:=e5 . 6)e>_4e+3=0 ; 7)e¥-2e*_8e*=0:

8)e*-10e *=3; 99e?*V_g8e*?_9e?=0; 109 3%?+26.3*-3=0;
119 e+ =ert; 129 26_2‘66 =1;13) -4 e¥+17e* +16e*-5=0;
149 3e ¥ — 4e* -13e*+14=0 ;1592e%*+5e*?-3=0;

169 e®—e*—12 >0;1793e®+e*—-10 =0 ; 189 2e * — 11e* + 15 >0.

199 23 +3e?*?-8e*1+3=0 .

lI- 19 Résoudre dans R I'’équation : x* -3x-10=0.
En déduire la résolution des équations suivantes
a) 9*-3"'-10=0
b) 4*-3x2*-10=0
c) (logx)* -3(logx)-10=0
29 Soit le polyndme P(x)=x* -x* -4x+4
a) Calculer P(1). Ecrire P(x) sous la forme d’un produit de facteurs du premier
degré.
b) Résoudre P(x) = 0. En déduire la résolution dans R de chacune des
éguations
e (nx)’-(Inx)*-4(Inx)+4=0
e e¥-e”¥-4e+4=0.
39 Résoudre dans les équations : 3% =2% ; 62X +5x6"* -6*=0

lll — Résoudre dans les systemes suivants :

3 -4’ =-6 e +2e’ =1 In(y +1) - In(x +4) =-In8
16) X y — 23 X y — 36) X _ A2y+1
2" +e’ =7 -3 +e¥ =4 e —e =0

2e* -11e* +5<0 e ?xe¥*3=1 e ==
e

29 {ezx—4ex+3>0 59 {In(3x+4y)—In7:In(2—5x)+In5 69 {In(x2)+ln(y21)=2ln6

Inx-2Iny=1In2
INnXx+In4=In3-1In Xl o) =021
7‘) { oy y 83 e _ 1 3 93 4 X( 2) 2_1
€ =€ ey e 2°x8’ =4
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IV — Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions, puis les limites
aux bornes de I'ensemble de définition :

_e+2 _ 5 _ 3X — X _
19 f(x)—eX - 29 f(x)——ex I 39 f(x) il 49 f(x)=In(e” - 2)
59 f(x)=1+xe*; 69 f(x)=|n(:: ;3 ;' 79 f(x):ln(eX+l +2) ;89 f(X)=+ve* -3

3

In
99 f(x)=x+e (XZ“J;lO‘) f(x)=z

2 4
119 f(X)=x+4-—— :129 f(x)=e*(e*-2
o1 f=xra- o 1129 f(0=ef(Ee -2

X
X

Exercice 2

A] Soit h la fonction numérique définie par : h(x) =(x-1) e * +2
1) Etudier la fonction h ;
2) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique a et que :

-1=x=<0.
3) Donner le signe de h(x) dans son domaine de définition.
4) A l'aide de la calculatrice donner un encadrement de o d’amplitude 10>
(On explicitera la méthode utilisée).

B] Soit la fonction f définie par ; f(x) =2x+1-xe * et soit (C) sa courbe dans un
repére orthonormeé d’unité graphique 2 cm.
1. Etudier les variations de f ;
2. Démontrer que (€) admet une droite (D) asymptote obliqgue en +« que I'on
précisera.
3. Etudier la position relative de (C) par rapport a (D) ;
4. Donner une équation de la tangente (T) a (€) au point d’abscisse x = 0.
5. Déterminer sur la figure le domaine puis calculer en cm? I'aire de la région du
plan limitée par (C) , (D) et les droites d’équations x =0 et x = 2.

EXERCICE 3

Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :

pour x#0

19 Donner I'ensemble de définition Df de f et étudier les limites aux bornes de Df
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29 Etudier le probleme de la continuité de f au point O.

39 Déterminer les variations de f et tracer sa courbe.

1

49 Calculer la dérivée de la fonction F définie par : F(x) = xex.
59 Déterminer l'aire A de la partie du plan limité e par la courbe de f et les droites

d’équations respectives : y=0 ; x=% ;o Xx=2.

Exercice 4
On considere la fonction f définie par : f (x) = e*(e* —2) et soit (C;) sa courbe dans
le plan muni d’un repere orthonormée d’unité 1cm.

1. Etudier les variations de f

2. Ecrire une égquation de la tangente (T) a (C;) au point x = In2.
3. Tracer (T) et (Cy) dans le méme repére ;
4

. Calculer en cm? I'aire de la portion du plan limitée par (Cy) ; I'axe des
abscisses et les droites d’équations x =0 et x = In2 ;
5. Déterminer graphiquement en fonction du réel m le nombre de solutions de
I'équation € -2e* -m=0

Exercice 5
Le plan est muni d’'un repere orthonormé d’unité graphique : 2cm.

A] Soit g la fonction définie par : g(x) =1-e** — 2xe*
1. Montrer que Ilim g(x)=1;

X > —0

2. Etudier le sens de variation de g. Calculer g(0) puis déduire du tableau de
variation de g le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

3. Déterminer les réels a ; b ; et ¢ pour que la fonction F définie
par F(x) = (ax+b) e?* soit une primitive de la fonction qui a x —» — x e %,

4. En déduire la primitive de g qui prend la valeur 3 pour x = 0.

B] Soit f la fonction définie par f (x) = x +3-xe®*. On appelle (€§) sa courbe
représentative dans le plan rapporté a un repéere orthonormé d’unité 1cm.

Etudier la fonction f
Montrer que la droite (D) d’équation : y = x + 3 asymptote &C).
Etudier la position de () par rapporta (D) ;

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions x et B (x< B).
Tracer la courbe (¢) et la droite (D) ;

o g WNhE

Calculer lntégrale : 1 = [°[f(x) -y Jdx.
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Exercice 6
e* -1
e +1

Soit la fonction f définie par : f(x) =x—

Soit (€) sa courbe dans le plan muni d’'un repéere orthonaranéé graphique : 2cm.
1. Déterminer 'ensemble de définition Df de f.

X
41— 2e ’
e’ +1 e’ +1

a) Vérifier que pour tout réel xona: f(x)=x-1+

b) Etudier les limites de f en + et —c,

c) Montrer que les droites (D: y =x + 1 et (Q) : y = X — 1 sont asymptotes &)
d) Préciser les positions relatives de (€,) par rapport a (D,) et (D5).

3. Montrer que la fonction f est impaire. On limité&tude de f a l'intervalle [0;%]

4. Etudier les variations de f sur [0 ; +oo [.

5. Construire la courbe (€Cf), la tangente (T) a (€f) au point d’abscisse 0 et les
asymptotes (D,) et (D).

6. Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique Xo.

7. Déterminer en cm? I'aire A du domaine plan limité par la courbe (€) la droite (D,)

, 'axe des abscisses et les droites d’équations x = 0 et x = 2.

(On hachurera le domaine 9 sur la figure).

Exercice 7 :

Soit la famille de fonctions f,, définies par f(x) =(x+1)e™* et soit (C,,) sa courbe

représentative dans le plan rapporté a un repéere orthonormé d’unité graphique
2cm.

. Montrer que toutes les courbes (C,,) de f_ passent par deux points fixes A et B
dont précisera les coordonnées.

Etudier les variations des fonctions f, et f..

. Donner les équations des tangentes aux courbes (C,) et (C_;) aux
points A et B.

. Tracer les courbes (C,) et (C_y).

. Calculer en cm? I'aire du domaine plan limité par les courbes (C;) et (C_,) les
droites d’équations x=-1let x=0.
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Exercice 8

19 On désigne par f la fonction définie sur R par: f(x) =e?-e* et on appelle (C) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé d’unité 2cm.

a) Etudier les variations de f. préciser les limites de fen — o et en +oo .

b) Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

c) Tracer la courbe (Cy) .

d) Soit & un réel strictement négatif. On note A(x) I'aire en cm? de la partie du
plan limitée par la courbe (C;), 'axe des abscisses et les droites d’équations
X =« et x = 0. Calculer A(x) en fonction de «.

Déterminer la limite de A(x) lorsque o« tend vers —co.

29 Dans cette partie, on se propose d’'étudier la f onction g définie sur R-{0} par

9(x) =|n{

X

g2 — g

J. On note (") la courbe représentative de g dans le repéere

précédent.
a) Préciser les limites de g en — ; en +oo et en 0.

b) Calculer g’(x) et déterminer le signe de g’(x) en utilisant les signes de f ’(x) et
f(x). Dresser le tableau des variations de g.

c) Démontrer que pour tout réel x strictement positif g(x)-x=In(l-e 2).
Montrer que la droite (9,) d’équation y = x est asymptote a la courbe ().
Préciser la position de (I') par rapport a (9,) pour tout réel strictement positif.

d) Démontrer que pour tout réel x strictement négatif g(x) —g =In(1-e2). Montrer que

la droite (9,) d’équationy = % est asymptote a la courbe (I'). Préciser la position
de (") par rapport a (9,) pour tout réel strictement négatif.
e) Construire (I'); (9,) et (9,) dans le repere (O ;i;j).

NB : On utilisera un graphique différent de celui de la partie 19.
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Exercice 09

On considére, pour n entier naturel non nul, lestions f, définies sur [0 ;d[ par :
-1
f.(x)=xe"", six>0
f (0)=0
Le plan est rapporté a un repere orthonormé d'gnaghique 2cm.
1°) Etude des variations di, pour X€[0 ;+oo[.

a) Prouver qug, est continue sur [0 ¢4.
b) Etudier la dérivabilité dd, en O.

c) Calculer f,’(x) pour x >0 et justifier quef,, est strictement croissante sur [Gof+

2°) Etude au voisinage deot
a) Etudier la limite d&, en +o.
b) Donner le tableau des variations de la fonagiafinie sur [0 ;4o[ par

gx)=e " - (@1-u).
En déduire que pour tout nombre réel0: 0<1-€" < u. (1)
3°) Soit t> 0, en intégrant sur l'intervalle [0 ; t] I'encadnent(1), en déduire que,

. ; t?
pour tout nombre réeb0 ona:0<e™ - (1-t) SE' (2
4°) Démontrer grace @) que, pour tout réelx 0 ; on a

1 1
0= fh() = (x-1)< oy 3)

En déduire que la droite,[@’équation y = x —rl—] est asymptote a la courbe,@ef,.

5°) Préciser la position relative de,J@t (D).

6°) Tracé de courbes

a) Donner le tableau des variationsde

b) Tracer la courbe (fet son asymptote en précisant la tangente en O.

c) Démontrer que, pour tout n > 0, ]@st I'image de (& par I’'homothétie de centre O et

de rapport%. Construire (§) sur le méme graphique queC

7°) Pour n entier naturel non nul, on pode = J’;fn(x)dx.

On se propose d’encadrer l'intégrglesdns chercher a la calculer.

a) Montrer que, pour tout x de [0 ;1f.:(x) < X.

g : 1
En déduire que, pour tout entieph, |, SE :

b) En utilisant la relation (3), établir qu%:—ls I
n

c) Déterminer la limite de,lquand n tend verse:
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Exercice 10

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction
définie sur R par : f,(x) = x€* —nx. On note (€,) sa courbe représentative dans un
repére orthonormal (O ;i;j).

A] Soit g, la fonction définie sur R par :g,(x) = @+ x)e* —n,
1. Déterminer la dérivée de g,. Faire le tableau des variations de g, et

déterminer les limites de g, aux bornes de son ensemble de définition.
2. Montrer que g, s’annule pour une valeur «,, et que «, est positif ou nul.

3. Montrer que :a, =In( n
1+a

j avec 0< «, < In(n).

4. a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, on a : Inx < x-1, (1).

b) Déduire de (1) le signe de g, (Inv/n) ;

c) Justifier que : %In(n) <a,.

.. . s 7 (¢4
Quelles sont les limites des suites de termes généraux «, et -~ ?
n

B] — 1. a) Déterminer la dérivée de f, . En déduire les variations de f,.
b) Déterminer les limites de aux bornes de f, son ensemble de définition.

-na?
c) Montrer que f,(a,) = i n

n

2. Montrer que (G,) admet une asymptote (2,) que I'on déterminera.

3. Déterminer les points d’intersection de (€,) avec I'axe des abscisses, et préciser
la position de par rapport a cet axe.

4. Etudier les positions relatives de (C,,) et (Cn+1).

5. a) Montrer que : 0,35 < ®, <0,40. Déterminer les valeurs décimales approchées
a 1072 prés, par défaut et par excés de «,. En déduire un encadrement de f, ().

b) Tracer (Cy) et (C,) sur le méme graphique d’unité 10cm, en mettant en évidence
les résultats précédents. Préciser les tangentes en O a (€,) et (C,).
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Exercice 11

Soit les fonctions f et gdéfinies sur [0 ;+ oo[ par
36
8+e
Soit (G) et (G) leurs courbes respectives dans un repére orth@ndiunite 2cm.

f(t) = et g(t) = 2In(t+1) + 2.

1/- a) Etudier les variations de chacune des fonctions f et g.

b) Déterminer lim f(t) et lim g(t)

t -+ t - +o0

c) Tracer les tangentes a (&) et a (€y) aux points d’'abscisse x = 0 puis les
courbes (&) et (C,) dans le méme repere.

2/- On suppose h=g-f
a) Calculer la dérivée h’ de la fonction h

b) On admet que h’(x) >0 sur [0 ;+ oo[ . Montrer que h s’annule en une seule

valeur x de [0 ; 5] et une seule. Montrer que « € [2 ;3].
{

3/- a) vérifier que f(t) = . Calculer l'intégrale | :jjf(t)dt ; en donner la valeur

8e' +1
exacte puis la valeur approchée & 107 prés par défaut.

b) Calculer J :jjg(t)dt. (on utilisera la dérivée de la fonction k définie sur

[0 ;+ oo par k(t) = (t+1)In(t +1) —t) ; en donner la valeur exacte puis la valeur
approchée a 107 prés par défaut.

4/- On estime gque sur une période [t ; t+1[ ou 0 <t < 9. Un plan de restructuration
industrielle entraine des suppressions d’emplois données par f(t) (nombre

d’emplois supprimés exprimé en milliers) pendant la méme période ce plan crée de
nouveaux emplois donnés par g(t)(nombre d’emplois crées exprimé en milliers).

On suppose gue ces deux phénomeénes se réalisent
continment au cours du temps. Le solde d’emploi a I'instant t est donc
h(t) = g(t) - £ (t).

a) D’aprés le graphique de h, a partir de quelle année ce solde devient-il
positif ?.

b) On admet que sur les cing premiéeres années le de restructuration induit une
variation dans le nombre d’emploi assimilable a I'intégrale L :jjh(t)dt.

Exprimer le bilan de restructuration sur 5 années.
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Exercice 12

Soit la fonction f définie par f(x) =(-2x-4)e 2 +2-x ; et soit (€f) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (o i ]).
Partie A :

Pour tout réel x, on considére la fonction g définie par : g(x)=x-ez2.

19 Etudier les variations de la fonction g.
29 En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
Partie B :

19 Calculer la limite de fen — oo et en + 0.
29 Calculer lim [ f(x)-(2-x)] puis interpréter.

39 Calculer f'(x) et montrer que f '(x)=g(x)e_§.
49 En déduire le sens de variation de f .
59 Déterminer les coordonnées du point B intersection de la courbe (&) de f et de
son asymptote oblique (2). En déduire la position de (&) et (D).
69 Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solut ion unique £ dans R et
justifier que —2 < £ < —1.
79 Donner une équation de la tangente (T) a ( éf) au point d’abscisse 0.
89 Tracer (9) et (€f) dans le repére orthonormé (O i;] :
99 Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (Cf) , (D) , I'axe des abscisses
et les droites d’équations x=—-2,x=0

Exercice 13

Soient les fonctions f et g définies par : f(x)=x—-€* et g(x)=(1-x)e*.
On désigne par (&) et (€,) les courbes représentatives de f et g dans le plan muni
d’'un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.
19 Etudier les variations des fonctions f et g.
2°) Montrer que la droite (D) d’équation y = x asymptote oblique a (Cen —o.
39 Pour tout réel x on pose h(x) = f (x) — g(x).
a) Montrer que pour tout réel x, h'(x)=1-g(X) ;
b) En déduire le sens de variation de h ;
c) Dresser le tableau de variation de h , on calculera les limites de h.
49 Démontrer que les courbes (&) et (€,) admettent un unique point d’intersection,

dont, I'abscisse, notée «, appartient a [1; 2].

59 Etudier la position relative de (&) par rapport a (€y).

69 Tracer la droite (D) et les courbes (&) et (Cy).

79 Calculer en cm? 'aire A du domaine plan limité par (&) et (Cy), I'axe des

ordonnées et la droite d’eéquation x = «.
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Exercice 14

Zeex _11 et soit (Cf) sa courbe dans le plan muni

d’un repére orthonormé (O ; i ; j) d'unité graphique 1cm.

Soit la fonction f définie par f(x) =

19 Etudier les variations de la fonction f.

29 Vérifier que le point | (0 ;g ) est centre de symétrie pour la courbe (Cf).

39 Déterminer les coordonnées des points de la cou rbe (Cf) en lesquels la
tangente admet un coefficient directeur égal a (—6).

49 Tracer la courbe (Cf) dans le plan muni du repé re orthonormé (O ;i ; j).

59 Calculer en cm? l'aire du domaine formé par I'e nsemble des points dont les
1<x<2

coordonnées x et y vérifient :
1<y< f(X)

69 La droite (D) d’équation y = x coupe (Cf) en de ux points. Soit Mg leur point
d’intersection dont I'abscisse X, est positive.

a) Montrer que X, est solution de I'équation : xe* —2e*—x + 1 =0.

b) Montrer que la fonction numérique h définie par h(x) = xe* — 2e* —x + 1 est
continue et strictement monotone sur [2 ; +].

En déduire que Xo appartient a I'intervalle [2 ; 3] et calculer une valeur approchée
de X, par défaut et par excés a 10~ preés.

Exercice 15

Soit g la fonction définie sur [1 ;+[ par g(x) = x> + e % + 1.
19 Etudier les variations de g sur K=[1 :+ «[.( On ne demande pas de tracer sa courbe).

29 Montrer que si x appartient a [1 ;+ [ alors g(x) appartient a K=[1 ;+].
39 Montrer que I'équation g(x) = x admet une solution unique xe K=[1 ;+[.

49 Montrer que pour tout x de K, ona: | g'(x)| < %
€
En déduire que pour tout x de K, on a :| g(x)—a|se—?;|x—a|..

59 Soit (U ) la suite d’élément de K définie par Uy = 1 et U4 = g(U,,) pour neN.
a) Montrer que pour tout entier n positif ou nulona: U, -a|< e—:’; U, -a|.

b) En déduire que pour tout entier n positif ou nulona: |U, -a|< [e—:’;j :
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Exercice 16

X 4@ X X _ ~=X
e e’ o fz(x):e e

Les fonctions f, et f, sont définies sur R par : f,(x) = 5

Partie | :

1) déterminer les fonctions dérivées de f, et f,.

2) Dresser le tableau de variation de f, puis celui de f,.

3) Déterminer la position relative des courbes (€;) de f, et (C,) de f,.

4) Déterminer les points d’'intersection de chacune de ces courbes avec 'axe des
ordonnées et une équation de la tangente a chacune des courbes en ces points.

4) Tracer les courbes (€,) et (€,) dans un repére orthonormé (unité 2cm).

5) calculer en cm? I'aire A(1) du domaine plan limité par les courbes (€,);

(C,) et les droites d’équations : x =0etx =4, (A>0). Déterminer lim A(2).

Partie |l :

On considere la fonction h définie par : h(x) =0

f,(X) .
1) Montrer que h est continue sur R, et que (f,(x)) -(f,(x))’ =1, Vx€eR.
En déduire la fonction dérivée h' de h et dresser le tableau de variation de h

2) Préciser les asymptotes éventuelles de la courbe (€,) deh.

3) Déterminer la position relative de (€,) par rapport aux asymptotes

4) Déterminer le point de (€,) d’abscisse nulle et la tangente en ce point
5) Construire dans un repere orthonormé la courbe (C,) de h.

6) En posant u(x) = e* + e, montrer que h(x) peut s'écrire sous la forme

h(X) :% , xeR. Calculer alors | =j;"2 h(x) dx.
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Exercice 17

1

2 =
Soit f la fonction définie parf (x) :Llex et (Cf) sa courbe représentative dans un repére
x —

(0;i;])du plan.

1°) Etudier les limites de aux bornes de son ensemble de définition.
o

1-x

nul et différent de 1(f (x) - x) est le taux de variation d& entre O etl.
X

2°) SoitU la fonction définie pay (x) = Démontrer que, pour tout nombre réel x non

Déduisez-en la limite dé (x) - x) quand x tend versss ou —o. Interpréter graphiqguement
le résultat obtenu.

3°) Soit g la fonction définie de la fagon suivant% ; 90) :O_
g(x)=f(x), si x#0

On désigne pafCg) sa courbe représentative dans le re@@re | ).
a) Justifier qued est le prolongement de par continuité a gauche ep=x0.
b) Etudier la dérivabilité d§) en %= 0.
4°) a) Démontrer que I'équatiof(x) = x+2 a les méme solutions que
1

I'équation e = (1—%)(1+§).
b) Résolvez I'équatione* = (1- x)(1+ 2x) et déduisez-en les solutions de I'’équation :
f(x) =x+2 puis les positions relatives @ef) et de la droite D d’équationy.= x + 2.
5°) Dessiner la courlgef) .

Exercice 18

Soit C_(x) la fonction colt marginal exprimé &rEuros est définie parC_(x) = (1-x)e™* +2
pour une production x en tonnes.

1°) a) Etudier les variations de la fonction co@irginal
b) Pour quelle quantité x le colt marginal estitiimum ?

c) Montrer quev xe[0 ;+oo[ C_(x) >0. Que peut-on en déduire pour le codt total.
d) Calculerlim C,(x). Pour de grandes quantités que peut-on dire duncaiginal ?

2°) a) Le colt fixe étant k(Euros ; montrer que le codt total(x) = xe™* + 2x +10.

b) Le colt moyen étant définie paf (x) :CTT(X) . exprimercC, (x) en fonction dex.

c) Montrer que le colt moyen est décroissanteGsur $o|.
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Exercice 19

A-/ Etude d’une fonction auxiliaite

Soit la fonction g définie sUR par g(x) = @-x)e™ -1.

1°) Déterminer les limites dieen —eo et en +o.
2°) Calculer g’(x) et dresser le tableau de vasratie g.
3°) Calculer g(0). En déduire le signe de g(x).

B-/ Etude de la fonctioh

Soit la fonction numériquiedéfinie parf (x) =-x+4+xe* . Soit ) sa courbe
représentative dans le plan muni d’'un repere odiroé d’unité graphique 2cm.
1°) Déterminer I'ensemble de définitiorf Bef puis calculer les limites de
2°) Montrer que la droite (D) d’équation= -x+4 est asymptote &{) en +oo.Etudier la
position relative ded) par rapport a (D).
3°) Vérifier que f'(x) = g(x) . En déduire le tableau de variationfde
4°) a) A l'aide du tableau de variation fjeléterminer le nombre de solution de I'équation
f(x)=0.

b) Donner un encadrement d’amplitudé™ide chacune des solutions.
5°) Tracer soigneusement la droite (D) et la ceuéd.

C-/ Modélisation économique de la fonctibn

La fonctionf modélise la demande d’un produit, x la quantitbdaedée de 0 a 4 milliers de
tonnes,f(x) le prix en Euros de ce produit en Kg.

1°) justifier que pour &[0 ; 4], f(x) est positif.
2°) La fonction d’offre de ce méme produit est digfisur [0 ;4] paih(x) = 05x+ 2, oU X est

la quantité et h(x) le prix en Euros. Construirgegaésentation graphiquaj dans le
méme repéere qué.

3°) Lire graphiguement le prix d’équilibre du magathe la quantité échangée a ce prix.

4°) On suppose que la quantité produite au prigullédre est x =1,55.

a) Quelle est la position de la courbe de I'offre poport a celle de la demande dans
[0 ; 1,55]. Quelle conséquence économique peutedide ?

b) Quelle est la position de la courbe de I'offre poport a celle de la demande dans
[1,55 ; 4]. Quelle conségquence économique peutediide ?
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Exercice 20

Partie A

Pour tout entier naturel n strictement positif anade f, la fonction numérique de la variable réelle x
X

définie surR- {-1} par f,(x) = ©
(x+

On note €,) la courbe représentative de dans le plan rapporté a

.
un repére orthonormé d’unité graphique 2cm.

1°) Déterminer la fonction dérivé&, de f, et donner I'expression d&, en fonction

de f, et f,;.

2°) Etudier les variations dé, et ses limites éventuelles em-—1 ; +0 (On distinguera le cas n pair et
impair)

3°) Démontrer que toutes les courb&g passent par un méme point fixe.

L . _— f, (X L
4°) Déterminer la limite deﬁ guand x tend verscé. Que peut-on en déduire pour toutes les courbes
X

(€, ? Tracer sur deux figures distinctes les cou(Bgset ).

Partie B

On donnel :I;fn(x)dx, ne N*,

1°) Démontrer que la suite,)lest décroissante.

2°) Démontrer que pour toutn 2, 1 1- 1_ <1 <% [1- 1_ . En déduirelim 1.
n_l 2[’] 1 2n 1 N +c0

3°) En utilisant la question A) 1°) trouver uneaten entreJ et b1
4°) Démontrer quelim nl,; =1. En déduire que la suite i), ne N* converge et déterminer sa limite.
N - +oo

PartieC

Dans cette partie on donne n =2

1°) Démontrer que I'’équatioffi, (X) = x admet une solution uniqueet queaDE; 1} .
2°) Etudier les variations dé,' dansE ; 1} et en déduire que pour tONDB ; 1} ona:

-025< f,'(x) <0.
U, =1

3°) Soit la suiteU définie par{
e( n)nI]IN un+1 = fz(un)

a) Démontrer en utilisant la question C) 2°) que ptout entier n on a :
1
|un+1—a|sz|un ~a|
b) En dédui iy N
) En déduire quéu, —a|_§ 7| pour reN, etque(U, ), converge vers.
b) Déterminer n pour quelsoit une valeur approchée dea 10° prés

NB : On donneJe =165 In2= 069 : INn5=16.
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Exercice 21

Partie A : Etude d'une fonctionf et construction de sa courbe

On considere la fonctiorf définie surR par : f (x) =e *In(1l+€*) . On note €)

sa courbe représentative dans le plan rapponterepgére orthogonal (d,; ]). L’'unité graphique est 1cm

sur I'axe des abscisses et 10cm sur I'axe des agm

1°) a) On rappelle qum@ =1. Déterminer la limite def en -o.

b) Vérifier que pour tout réel xf (x) = lx +e *Inl+e™).
e

Déterminer la limite dd en +oo.
c) En déduire que la courb@)(@dmet deux asymptotes que I'on précisera.

2°) On considere la fonctiog définie sur ]-1 ;+o[ par g(t) :ﬁ—ln(lﬂ).

a) Démontrer que la fonction g est strictemémrdissante sur [0 ;o¢].
b) En déduire le signe de g(t) lorsque t > 0.
3°) a) Calculerf '(x) et I'exprimer en fonction de ¢{e

b) En déduire le sens de variation de la fonctigouis dresser son tableau de variation.
4°) Tracer les asymptotes a la courBgdt la courbedy).

Partie B . Comportement asymptotique d’une primitive FfdsurR.

Soit F la fonction définie suR par F(x) = jo f (t)dt.

1°) Etudier le sens de variation de la fonction F..

t
_— . t
2°) a) Vérifier que pour tout nombre réel t; 1 =1- € et calculer jx d .
1+¢€ 1+e 0 1+¢
b) En déduire, a I'aide d’une intégration par megtie calcul de F(x).

c) Vérifier que F(x) peut s'écrire sous les forrsagrantes :

X

F(X)=x-InA+e*)-f(xX)+2In2 ; F(X) :In[le

+eX

]— f(x)+2In2.

3°) Déterminerlim F(Xx).

X — +00

4°) Déterminerlim (F(X) —x) . Donner une interprétation graphique du résultat.
X — —00
Partie C . Etude d’une suite.

n

Soit (u,) la suite définie suN* par:U, = f @)+ f (2)+...+ f(n) =) e™In@l+€").
k=1

1°) Déterminer le sens de variation de la suitg (u

2°) a) Justifier que pour tout entier k, tel que K < n; on a :f (k) sj:_lf(t)dt :

b) Comparer Yet F(n).
c) La suite (1) est-elle convergente ?
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EXERCICES SUR LES SUITES NUMERIQUES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

EXERCICE 1 :
D- U,; U, ;r et S désignant respectivement le premier terme, le n°"" terme,

la raison et la somme des n premier termes d’une suite arithmétique, calculer :
1) U, e S ,connaissantuU,=7; n=120 ; r=5;
2) U, & S ,connaissant U, =326; n=72; r=2;
3) r et S, ,connaissant U, =397, U, =64; n=1000;
4) net U, ,connaissant U, =50; r=-4; S =330;
5 ne r,connaissantu,=-3 ; U, ,=6; S, =285;
6) U, e U, ,connaissant n=54 ; r=4; S =270;
I) - Calculer dans le cas suivant d’'une suite géométrique :
1) U, e S ,connaissantu,=2; q=3; n=5;
2) g e S, ,connaissantU,=162; U, =32; n=5;
3) U, e S, ,connaissant U, =54; gq=3; n=4,
4) U, et U, ,connaissant q=05; n=7; S, =5715;
5 n e g,connaissant U, =48 ; U, =243; S,6 =633;

ieme

EXERCICE 2 :

19 Etudier le sens de variation de chacune des sui tes suivantes définies par
au,=3n-8 ; Db)vy,=-5n+4 ; C) W, =7n -3.

29 Quelle est la nature de la suite (u,) ? Préciser son premier terme uy et sa

raison.

39 Soit la suite (t,) définie parto =2 et ty.1 = b +4.

On pose k, =t, =2 ; montrer que (k,) est une suite géométriqgue dont déterminera
la raison et le premier terme.

EXERCICE 3 :

u, =4
:§u +1

n+l n

On considere la suite (U,) définie sur N par {

19 représenter graphiquement les cing premiers ter mes de la suite (U,) sur l'axe
des abscisses.
29 On pose v, = u, —a. (aJR)
a) Déterminer a pour que (V,) soit une suite géométrique.
b) En déduire que VnON ; U, =4—8(%)
c) VnON ;onnote S =u,+u, +...+u,. Trouver 'expression de S, en fonction n.
d) Deéterminer les limites des suites (u,) et (Sy).
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EXERCICE 4 :

= . L U, =1++/2
On consideére la suite (U,) définie sur N par 0
(Un) P {un+l=1+1/uf—2un+4

19 Calculer u ; et u..

29 Justifier que Vn>1,u, = 1.

39 On pose v, = (U, —=1)?
a) Montrer que (v,) est une suite arithmétique.
b) Calculer v, puis u, en fonction de n.

EXERCICE S5 :

u, =2
On considere la suite (U,) définie sur N par U =y +(2)”
n+t1 — Yn A

19 Calculer les termes u ; U, ; Us.
29 On pose v, =u,,, —u, ; la suite (v,) est-elle géométrique ?
39 Soit S, =v,+V, +...+V,
a) Calculer S, en fonction de n.
b) Montrer que S, = Up+1 — Up.
c) En déduire I'expression de un.; puis celle de u, en fonction de n.

EXERCICE 6 :

s . e v, =1
| — On consideére la suite (V,) définie par : !
5V, =V, +8
1) Calculerv, ; v, ;V, ;
2) On pose U, =V, -2. Démontrer que (u,) est une suite géometrique.

3) Démontrer que la suite (V,) est convergente et trouver sa limite ;
4) Calculer S, =U,+U,+U, +......... +U .

5) Calculer: lim S, .

n - +oo

Soient a, b, ¢, d, e cing termes consécutifs d’une suite arithmétique de
atb+d+e=60

raison r telle que :
d+e=42

1) Exprimera, b, deteenfonctiondecetr.

2) Déterminer les nombresréelsa,b,c,d,e.
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EXERCICE 7 :

1) — 19 Trouver 3 nombres consécutifs a, b, ¢ d’'une s uite arithmétique sachant
que :

12
atb+c=— _ _
7 Donner la raison de cette suite.
-10
5a—-6b+cC :7

29 Trouver 3 nombres a , b, ¢ en progression géom étrique sachant que :

a+b+c=403
c-a=312

II) Soit (U,) une suite arithmétique croissante telle que :

U, +U,+U3=9
UZ+UZ+U2=35

1. Calculer le premier terme Uy et la raison r de cette suite, puis exprimer le
terme général U, en fonction de n.

2. Soit (V,) la suite définie par : v, =2"".

a) Montrer que (V,) est une suite géométriqgue dont on déterminera V, et q.
b) Calculer : P, =V, xV, xV, x......... xV._.

EXERCICE 8 :

1. Déterminer une progression arithmétique de quatre termesa, b, c, d
ayant pour raison r = 6 telle que le produit des termes est égal a 385.

2. Soit la suite arithmétique (U,) de raison r, (r +0) tel que dans cet ordre U, ;

U, ; U; sont 3 termes consécutifs d’'une suite géométrique de raison q #1.
3

a) Montrer que Uy =2retq= >
b) Sachant que U, = 3, calculer U, puis U, en fonction de n.
c) Soit la suite (V,) définie par : v, =e"" ;

Calculer s, =U, +U, +......... +U_ puis en déduireP, =V, xV, x........ XV,
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EXERCICE 9 :

1) L’Opération Puits, une entreprise de forage estime le colt d’'un puits a grand
diametre comme suit :
» |e premier metre creusé codte 1000 F
* |e second métre creusé colte 1050 F et chaque métre creusé codlte 50 F
de plus que le précédent. Quelle serait la profondeur maximale de ce puits
si le crédit alloué a I'entreprise est de 519 750 F ?

2) Une société Forestiere décide de créer un bosquet (Petit bois, touffe darbres) a
chaque kilomeétre entre deux villes A et B distant de 300 Km.
= Au premier kilometre le bosquet compte 15 arbres
= Au second kilométre le bosquet compte 22 arbres et a chaque kilométre
qui suit le bosquet compte 7 arbres de plus que le précédent.
Quel est le nombre d'arbres que compte le dernier bosquet ?
Quel est le nombre total d’arbres que la société doit planter ?

EXERCICE 10 :

1. Trouver sept termes d’'une suite géométrique ;U ; Us ; Uy ; Us; Ug ; Uy

U, U,+U,+U U, +U, +U, =2
tels que :U—5—¢ et { o
1

U, +U, +U, U, +U, +U, =1250
- - - - UO:l
2. Soit la suite (U,) définie par : U, =%Un +5

a) Calculer Uy ; U, ; Uj

b) On pose Vv, =aU, -10 . Quelle valeur faut-il donner a « pour que (V,)
Soit une suite géometrique.

c) Exprimer Un en fonction de n puis calculer S, = Vo + Vi +...... + V,.

EXERCICE 11:

Al— soit (U,) définie par la relation {U li leTu
1. Montrer que la suite (U,) est a terme positif et majorée par 2.
2. Démontrer par récurrence que (U,) est croissante ;
3. la suite (U,) est-elle convergente ?justifier.
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B/— Soit u la suite définie par Ug=1etuU_,=U, e (n€ N).
Onpose Vne N; S.nzzn‘lui X
i=0

1. Montrer que u est a termes positifs.
2. Montrer que u est décroissante.
3. En déduire que u converge et trouver sa limite.

4. Montrer que pourtoutnde N U, ,,=e™™.
EXERCICE 12:

Un épargnant dispose au 1% janvier 2006 d’un capital Cy = 10 000F gu'il place a
la Bank of Africa (BOA) a un taux de 6% I'an. Au bout de chaque année le capital
est augmenté des intéréts qu’il produit. On désigne par C, la valeur du capital au
bout de n années.

1) Calculer C; ; C,; Ca.

2) Démontrer que : C, =C, x (106)".

3) Au bout de combien de temps n le capital C, aura-t-il doublé ?

4) En supposant le prix du marché stable, en quelle année son capital peut

payer une voiture dont le prix est 20 000F ?

EXERCICE 13:
A/l-Onpose Vne N, U, =1111..... 111
citleedd

n fois

1) Calculer U, en fonction de n.
2) Soit S (a)=a+aa+aaa+t...... +aaa....aaa. Calculer : S,(1) en fonction de n.
(S ————

n fois
3) Calculer S,(a) en fonction de n et de a.
4) Calculer S=S,(1) +Sp(2) + .ovvvenenen. + Sn(9).
B/— Soient (4,) ; (A2); (43); ....... ; (4A,) ; ndroites d'un plan ¢, sécantes deux a
deux en des points distincts. Soit U, le nombres des régions du plan,
déterminées par p de ces droites. Etablir une relation entre Up.; et U,. En
déduire Un en fonction de n.

EXERCICE 14:
Soient (U,) et (V,) deux suites définies par :
u 2 An+3 o, _2+dn-3
2 2

Onposed,=U,-V, et w,=U, +V,.

1. montrer que (d,) est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le
1° terme.

2. montrer que la suite (W,) est une suite géometrique dont on précisera la
raison et le 1°" terme.

3. déduire de ce qui précédent les sommes suivantes :

S, =Upg+U;+U,+........ +U, et S,/ =Vo+Vi+......... + V..
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EXERCICE 15:

L’étude de la production intérieure brute, au Mali (en milliard de francs) a
donné le résultat suivant :

Si P(n) désigne la production intérieure de 'année numérotée n, (n eN), le
rapport : P(n :Lgn; P() 011 constant. On suppose P(0)= 140.
1. a) calculer P(n+1) en fonction de P(n) ;
b) calculer P(1) et P(2).
c) calculer P(n) en fonction de P(0) et n. En déduire P(10). (On arrondira au
milliard supérieur).
2. A partir de quelle année la production sera-t-elle supérieure ou égale a
3xP(0) ?

3. A partir de quelle année la production sera-t-elle supérieure ou égale a
14.000 ?

EXERCICE 16 :

1. pour tout entier naturel n on pose : |, :jn"+l(x+1)e‘xdx

a) calculer 1, en fonction de n a l'aide d’une intégration par parties.

b) Etudier la convergence de la suite (I,).

2. pour tout entier naturel non pose : S, =>1,.

i=0
a) Calculer § en fonction de n et déterminer la limite dg@and n tend vers .
b) calculer une valeur approchée de S,.

EXERCICE 17 :
On pose Iozjlexdx et OnOIN™, I, :Ilex(lnx)”dx

19 Calculer 1, puis I, en utilisant une intégration par parties.

29 Pour tout n ON* établir que : 21, +nl _, =€’.

39 Montrer que la suite de terme général 1, est décroissante sur [1 ;e].
49 En déduire en utilisant la relation de récurren ce de la question 29 que

e’ e’
<l,< . Calculer lim 1, et limnl,.

n+3 n+2 -+ -+
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EXERCICE 18 :

A/- soit la suite (U,)) définie parUp=0et U,,,=U, +6 ;
1) démontrer que (U,) est a termes positifs et majorée par 5.

2) Quelle est la limite éventuelle de la suite (U,) ?
3) Etudier le sens de variation, puis la convergence de (U,).
4) Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :

\un+1—3>\s1|LJn -3 e |U, —3|s3(5j
3 3

B/- Un bien qui valait au départ 5.000.000 Frs se déprécie d’année en année
suivant la loi suivante :
La valeur du bien de 'année considérée est égale au produit du bien de I'année
précédente par 0,65, ce produit augmenté de 550.000 frs.
1) Au bout de combien d’années le bien sera-t-il inférieur a 1 572 384,6 Frs ?
2) Est-il possible que le bien soit un moment inférieur a 1 571 420 ~.

EXERCICE 19 :

Le plan complexe est rapporté au repére (O, i ; j) unité graphique 2cm. Soient Ag
le point d’affixe 2, A, le point d’'affixe 2i et A; le milieu du segment [Ay A, ].

Plus généralement si A, est un point d’affixe z,, ; on désigne par A’, le point

d'affixe iz, et par An.1 le milieude [A,; A’].
On note P,et 6, le module et 'argument de z,.

19 Déterminer les affixes des points A1 ; A, ; et As.
Calculer Pi:P,; Pset 91 ; 92 ; 93.

29 a) Pour tout entier n, exprimer Z ., en fonction de Z,.
b) Exprimer P, et 6. en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (P,). Interpréter géométriquement ce
résultat.

d) Comparer les modules et les arguments de Z, et Z,.s.
1

39 Etablirque: A A, = EAH A,.
49 Apres avoir exprimé A ,An.; en fonction de n, déterminer en fonction de n la
longueur D, de la ligne brisée : Ag AL As......... An_1 An Apsq. Déterminer la limite de

la suite (D).
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EXERCICE 20 :

Un fonctionnaire consacre 80% de son revenu a une épargne. Ce fonctionnaire
voit son revenu annuel augmenter de 3% par an et décide de diminuer la part de
'épargne dans son revenu annuel de 2,5% par an. Le revenu initial du
fonctionnaire est R = 400 000 F. On désigne par R, le revenu annuel du
fonctionnaire et E,, I'épargne annuelle au bout de n années (neN).

19 Calculer I'épargne initiale E o du fonctionnaire.

29 Calculer le revenu R ; et I'épargne E; de 'année suivante (n = 1) ;

39 Calculer le revenu R , et I'épargne E, de 'année suivante (n = 2) ;

49 Exprimer R , en fonction de Rq et n ; puis E,, en fonction de Eq et n.

59 Calculer la limite de E ,, quand n tend vers +o,

EXERCICE 21 :

z, =1
Soit la suite (z,) la suite définie sur N par 1,
Znn _E(Zn +|)

19 Soit dans le plan complexe P muni du repére ort honormé (O ;I ;J) les points
M, d’affixes Z,. Placer Mg ; M; ; M5 ; M3 et M,.

29 Soit (X, )et (Y,) les suites de nombres réels définies par OndIN, Z, = X, +iY,.
Exprimer X, et Y,, respectivement en fonction de (X )et (Y,). En déduire
(x,)et (v,) en fonction de n.

39 Montrer que (X,)et (v,) sont convergentes et donner leurs limites

respectives. Que peut-on en déduire pour la suite (z,) ?

EXERCICE 22 :

| - Soit une suite arithmétique de premier terme u; et de raisonr.

19 Calculer u, et r sachant que u;o0 =781 et u; + U, + ....+ U0 = 38500

29 Trouver la plus petite valeur de n pour laquelle u; + u, + ....+ Uy <168 300

Il - Soit la fonction f : tH% pour tO[n;n+1],n>0

19 Montrer que pour toutnde J*,ona: iﬂs n”“%dt <1
n n

29 On considere la suite de terme général U, :1+%+ ......... +=—-Inn; n>1.

Montrer que (U,) est monotone a termes positifs ; conclure.
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EXERCICE 23 :

n

. 1 X
Pour tout entier naturel n non nul ; on pose 1, =j dx

01+ x2

19 Montrer que |, :%Inz
29 Montrer que pour tout entier naturel nnon nul,ona: 1,

39 Montrer que pour tout entier naturel nnon nul, on a :

49 Montrer que VneN* la suite (I,) est décroissante.

EXERCICE 24 :

. " 2Int
Pour tout entier naturel n non nul ; on pose I, =je Tdt

e

19 Montrer que pour tout entier naturel nnonnul,ona: |, =2n-1

29 Montrer que VneN* la suite (I,,) est bornée

39 Montrer que VneN* la suite (IF”) est convergente

49 Montrer pourn eN*, ona: I, +1,+1,+....... +1, =n°.

EXERCICE 25 :
Soit a et b deux réels strictement positifs.

On définit la suite (U,,), pour tout entier naturel n, par
Up=a;U;=Db; Upz = Upy + 6U,.
On considere les suites (V,) et (W,) définies, pour tout entier naturel n,
Vy =Up —3U, et W, =Upg +2U,.

19 Montrer que (V) est une suite géométrique de raison q = -2 et de premier
terme Vo =b — 3a.

Déterminer, pour tout entier naturel n, V, en en fonction de n, a et b.

29 Montrer aussi que (W ) est une suite géométrique et exprimer W, en fonction
de n, aeth.

39 En déduire U , en fonction de n, a et b.

49 Montrer que si (U ) est une suite géométrique, alors sa raison ne peut étre
queq=-2o0u g=3.

59 déterminer la limite de la suite (U ).
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EXERCICES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTELLES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

Exercice 1

Intégrer les équations différentielles suivantes

1)y -5y=0:2y’= ") i3y’ +5y=0;9=(y)" ; (v)-2yy=0.
2) 2y"-14y'+20y=0 ; y"+8y'+ 16y =0 ; 3y” +9y’' -12y = 0.

3) y'—4y' +13y=0 ; y"-2y'+5y=0 ; y’ -8y’ + 25y = 0.
4) y"-16y=0 ; y"™+25y =0 ; 9y"+64y =0 ; 9y"-36y=0;

5 y”+9y=0sachant que f(0) =1etf’(0) = 2.
6) 4y ” +49y =0 sachantque f(0)=1etf’(0) = 2.
Trouver la solution f de chacune des équations différentielles vérifiant les
conditions initiales ci-dessous :
1) (E):y”"+y’ —6y=0 sachantquef(0)=1 et f’(0) =-8.
2) (Ex):y”+ 6y’ +9y =0 sachantquef(0)=4 et f’(0)=1.
3) (E3):y”"— 6y’ +13y =0 sachantquef(0)=3 et f’(0)=>5.
4) (Es):y"— 3y’'—4y=0 sachantque f(0)=2etf’(0) =4,

5 (Ee):4y " +4y’ +65y=0 sachantquef(mr)=2etf’(11)=0.

Exercice 2 :

19 Résoudre I'équation différentielle : y " — 3y " + %y =0 ().
29 Soit I'équation différentielle : y " — 3y’ + gy =e¥ (2).

a) Montrer que la fonction h définie par h(x) =§e3xest solution de (2).

b) On admettra qu’une fonction f est solution de (2) si et seulement si (f — h)
est solution de (1). En déduire les solutions de (2).
39 Deéterminer la solution f de (2) dont la courbe représentative (G, dans

le repére orthonormé (O ;i ;) passe par le point A (O ;%) et dont la

tangente en A a (G, a pour coefficient directeur 2.

Exercice 3 :
On considere I'équation différentielle (E) : y” -2y '+ y=0.
1) Intégrer cette equation différentielle (E).
2) Déterminer la solution f de cette équation différentielle sachant que :
a) La courbe (G) passe par le point A (0 ; 4) ;
b) La tangente a (G, au point d’abscisse 0, a pour coefficient directeur 2.
3) Etudier la fonction f déterminée ci-dessus et tracer sa courbe (&).
4) Calculer I'aire du domaine plan limité par I'axe des abscisses, la courbe
(G) et les droites d’équations x =1 et x = 2.
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Exercice 4
Soit 'équation différentielle (E) :y " — 4y’ + 4y = 0.
1) Déterminer la solution f de (E) sachantque f (0)=0etf’(0)=1;

2) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans le plan
rapporté a un repére orthonormé (O ;i ; j) d’unité 2cm.

3) Calculer en cm? I'aire de la partie du plan limitée par la courbe et les
droites d’équations respectivesy =0 ;x=-1et x = 1.

Exercice 5 :

Soit les équations différentielles :
(E):y"+4y’ ' +4y=4x+12 et (E1):y"+4y’ +4y=0.

19 Trouver les réels a et b pour que la fonction g définie par g(x) = ax + b soit
solution de (E).

29 Pour toute fonction f solution de (E), montrer que si (f+g) est solution de (E)
alors f est solution de(E,).

39 Intégrer sur R I'équation différentielle (E,).

49 Déterminer la solution f de (E ;) sachant que f(0) =2 et f’(0) = 0.

59 Etudier la fonction f et tracer sa courbe (Cf).

69 Calculer l'aire A du domaine plan délimité par la courbe (Cf) 'axe des
abscisses, et les droites d’équations respectives x = 0 et x = 1.

Exercice 6 :

Soient les équations différentielles : (Eg) : y "+ 4y’ + 4y = 4x et

(E1) 1y "™+4y ' +4y=0.

19 Trouver les réels a et b pour que h : x — h(x) = ax+b soit solution de (Ey).

29 Déterminer la solution g de (E ;) sachant que g(0) =1 et g ’(0) = -1.

39 Soit la fonction f définie sur [0 ;+ «[ par : f(x) = g(x) -h(x) . Soit (Cf) la courbe
représentative de f dans un repere orthonormé d’unité graphique 2cm .

49 Etudier la fonction f’ dérivée de f sur [0 ;+ <[ et en déduire le signe de f’ ().
59 Etudier la fonction f sur [0 ;+ o[ .

69 Montrer que la courbe ( Cf) de f admet une asymptote (D) que I'on précisera.
79 a) Etablir que I'équation f(x) = 0 admet sur [ 0 ;+=[ une solution unigue «.

b) montrerque : 1 < x < 2.
89 Construire (€f) et (D) sur un méme graphique.
99 Calculer en cm ? I'aire du domaine limité par la courbe (€f), 'asymptote (D)
et les droites d’équation x =0 et x = 1.
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Exercice 7 :

1) Soit I'équation différentielle (E) :y” —3y "+ 2y = 0.
Déterminer la solution f de (E) sachantque f (0) =—3etf’'(0)=-2.

2) Etudier les variations de f (on déterminera les coordonnées des points
d’intersection de la courbe (C) de f avec les axes de coordonnées).

3) Etudier les positions relatives de (€;) avec son asymptote horizontale (A).

4) Tracer (AQ) et (G) dans un repere orthonormal d’unité graphigque 2cm.

5) Calculer en cm?, l'aire de la partie du plan limitée par (&) I'axe des abscisses
et les droites d’équations x =0 et x = 1.

a) Déterminer la limite de la suite (U,).

b) Déterminer I'entier naturel k pour lequel on a |U, —a| <107

Exercice 8 :

1) Soit I'équation différentielle (E) :y " — 3y’ + 2y = 0.
Déterminer la solution g de (E) sachant que g(0) = —% et g'(0)=-3.

2) Soit la fonction f définie par f(x) = g(x) + 3x. Soit (&) la courbe de f dans un
repére d'unité graphigue 2 cm. Etudier les variations de f.

3) Montrer que (G;) admet en — oo une asymptote oblique (9) dont on donnera
une équation.

4) Etudier les positions relatives de () par rapport a (D).
5) Tracer (9) et (&).

6) Soit & un réel négatif ou nul. On désigne par A(x) I'aire, en cm2 du domaine
plan limité par (G), 'asymptote oblique (D) et les droites d’équations :

X=o et x=3In2.

a) Calculer A(x) ;
b) En déduire A(0) ;

c) Calculer la limite de A(x) lorsque  tend vers — oo.

NB: Ondonne In3=1,09 :3In3- %3: —4,20: In2 =0,69.
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Exercice 09 :

Partie A :

On considere I'équation différentielle (E;) : y 7 — 3y ' + 2y = 8x2 — 24x.

19 Déterminer les nombres réels a ; b ; ¢ pour que la fonction numérique g
définie par g(x) =ax? + bx + ¢ soit solution de (E;) sur R.

29 Démontrer que la fonction f est solution de I'é quation (E;) si et seulement si

la fonctionh=(f — g) est solution de I'’équation différentielle :;JE h"—3h’ + 2 h = 0.

39 Intégrer I'équation différentielle (E ,). En déduire les solutions les solutions

de I'équation différentielle (E,) sur R.
49 Déterminer la solution particuliere ¢ de (E;) telle que :

¢ (0)=0¢€t ¢'(0)=0.
Partie B :
On considere la fonction numeérique ¢ définie sur R par :

P(X) = — 4e®* +8e* +4x% - 4.

19 a) Calculer ¢ '(x) et ¢ "(x). On vérifiera que ¢"(x) =-8(2e* +1)(e* -1)
Etudier les variations de la fonction ¢ '. En déduire le signe de ¢ '(x) et le sens
de variation de ¢.
b) Déterminer les limites de ¢ en —oco. Déterminer les limites de ¢ en +oo ; on

2
pourra remarquer que : @(x) = —4e”* (1- 2 L) -4
ex er
29 Dresser le tableau des variations de la fonctio n g définie sur R par :
g(x)=4x2 -4

39 On désigne respectivement par (C,) et (Cg) les courbes représentatives des
fonctions ¢ et g dans le plan muni d’un repere orthonormé.

a) Montrer que pour tout réel x, ¢ (X) — g(x) =-4e*(e* - 2)

b) En déduire la position relative des courbes (€,) et (Cg).

c) Déterminerxlinjw(¢(x) - g(x)).

49 Tracer les courbes (€,) et (Cg) dans le méme repeére.
59 Calculer l'intégrale | :J'C'rnz(—4e2" +8ex)dx ou « est un réel tel quewf In2).
69 On note A( &) I'aire en cm? du domaine limité par les courbes (€,) ; (Cg) et

les droites d’équations respectives x = & et x = In2.
a) Mettre en évidence le domaine sur le graphique ;
b) Calculer en cm? l'aire A(x) ;

c) Calculer la limite de A(x) lorsque  tend vers — oo.
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Exercice 10 :

Partie A :

19 Soit a résoudre dans R , I'équation différentielle (E) : y’ +2y = cosx
a) Déterminer deux réels a et b tels que la fonction g définie par

g(x)= acosx + bsinx soit solution de (E).

b) Soit f la fonction dérivable sur R. Démontrer que (f +g) est une solution de
(E) si et seulement si f est solution de I'équation différentielle (E,):y’ +2y = 0.

c) Intégrer (E;) et en déduire les solutions de (E) dans R.
29 Soit & résoudre I'équation différentielle (F) : y” -2y’ + 5y = e,

a) Déterminer le nombre réel k tel que la fonction g définie par g(x) = ke
soit solution de (F).

b) Résoudre (F,) : y” -2y’ + 5y = 0.

Partie B :

Soit I'équation différentielle (E) : y' + 2y = (x-3)e™.

19 Résoudre (E1):y'+2y =0

29 Trouver les réels a et b pour que f(x)=(ax+b)e ™ soit solution de (E).

39 Démontrer que h est solution de (E) implique qu e (h-f) est solution de (E,)

49 En déduire toutes les solutions de (E) et trouv er celle qui passe par le point
de coordonnées (0 ;1).
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EXERCICES SUR LE CALCUL BARYCENTRIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Techniqgue Bamako

EXERCICE 1:

Dans le plan affine euclidien soit ABCD un rectangle et DEC un triangle isocele
rectangle en E , E¢ [A,B]telsque : AB=2; BC=1; DE =CE.
19 a) Déterminer le barycentre des points pondérés )(AR,1) ; (C,1); (D,1) ; (E,2).
b) Quel est 'ensemble (E,) des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MD? + 2ME? =8.
c) Quel est 'ensemble (Ey) des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MD? + 2ME* = 3,
29 Soit V le plan vectoriel associé a &.
a) f 19—
M — f(M)=2ME-MD-MC.
Montrer que f est une fonction qui admet un vecteur constant que I'on
précisera.
b) Déterminer et construire 'ensemble E, des points M de £ tels que :
2ME* -MD?* -MC? = -2.

EXERCICE 2:

Dans le plan on considere un triangle rectangle ABC d’hypoténuse [BC] de
longueur 2a.

Soit f :9——V

M — f(M)=4MA-MB+mMC (mOIR).
19 Déterminer m pour que f (M)sSoit un vecteur constant V, ; et calculer v, en
fonction des vecteurs AB et AC .

29 On prend m = —1. Démontrer que le barycentre G des points (A,4) ; (B,-1) ;
(C,—1) estle symétrique du milieu | de [BC] par rapport a A.

EXERCICE 3 :

On donne dans un plan affine euclidien un rectangle ABCD et un triangle
rectangle en A et isocéle ADE ; (E € [AB]);d(A;B)=2a;d(B;C)=a.

19 Déterminer le barycentre de (A1) ; (B,1) ; (C,1); (D,1); (E,2).
29 Quel est 'ensemble des points M du plan tels q ue :

MA? +MB2+MC?+MD?+2ME? = ka? ; kOIR. Discuter suivant k.
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EXERCICE 4 :

Dans le plan affine euclidien P on donne un triadgBC rectangle en A avec
AB=AC=a(a >0).
19 a) Déterminer et construire le barycentre G des points (A,4) ; (B,—1) ; (C,-1).
b) Déterminer et construire 'ensemble E; des points M de £ tels que :
4AMA? - MB? - MC? = 2a°.
29 a) Soit U le plan vectoriel associé a 2.
f P— 9
M — f(M)=2MA-MB-MC.
Montrer que f admet un vecteur constant V, ; que I'on précisera.

b) Déterminer et construire I'ensemble E des points M de & tels que :
2MA? - MB? - MC? = -2a°.

EXERCICE 5:

Soit € un espace affine. A ; B ; C trois points de & tels que :
AB=4a ;: AC=3a ; BC=5a ; (aeR+).
19 Déterminer 'ensemble E des pomts M de € tels que:

MA+MB-2MC =V ; ( V un vecteur donné).
29 Déterminer 'ensemble des pomts M tels que :

MA+MB-3MC =0.
En déduire I'ensemble des points M tels que : MA* + MB* -3MC? =5a”.

EXERCICE 6:

Dans le plan 2 on considére muni d’un repére(O; i ; j ) orthonormé, on considére

eamne 3 2 <) o]

19 Déterminer les coordonnées x et y de D sachant que :HHAH :Hﬁ%H :“E“

29 Déterminer les réels m et n tels que D soit le barycentre des points pondérés
(A, 1); (B, m); (C,n).

39 Trouver I'ensemble E des points M du plan tels que :
AA| +dme| +smC| =k OIR).

49 Déterminer k tel que A (0 ; 3) appartiennent a 'ensemble E que vous
représenterez.
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EXERCICE 7 :

On considere un triangle ABC isocele et rectangle en A, tel que : AB=AC =3a;
(a € R*+).

19 Déterminer le barycentre G des points pondérés (A,4) ; (B, -3) ; (C,2).
Construire G.
29 Soit f l'application de & dans R définie par :
f(M) = 4MA? —3MB? + 2MC?2.
Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que : f(M) =-36a°.

39 Représenter cet ensemble.

EXERCICE 8 :

On donne dans le plan un triangle ABC rectangle en A tel que :
AB =8cm et AC = 4cm.

19 Construire le barycentre G des points (A,3) ; (B, -1) ; (C,2).
29 Déterminer et construire 'ensemble F des points M du plan vérifiant :
| $V0A - W + 2MC | = W18 + i

EXERCICE 9 :

Dans le plan £,soit un triangle ABC isocele et rectangle en A tel que :

AB=AC =a; (a € R*+).
Soit m un parametre réel.

19 Donnez une condition nécessaire et suffisante s ur m pour que le systéme de
points pondérés {(A, 2) ; (B, —-1) ; (C, m)}admette un barycentre G,.

29 Construire G o puis G,. Vérifier que : G,G, = Zaf :

39 Déterminer les ensembles suivants :

a) M= {MOP/ |2MA - MB +2MC | =|MA + MB + MC | }.

b) F= {M D P/ |2VA - VB + 2MC = 2| WA + B + MC | }.
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EXERCICE 10:
Soit ABC un triangle rectangle en Atel que : AB=4cm ; AC=6cm et le milieu
de [AB].
19 a) Construire le barycentre G des points pondérés (A,5) ; (B, —=3) ; (C,2) et le
point I.

b) Calculer : GA*; GB? ; GC? .
29 Déterminer et construire 'ensemble E; des points M du plan vérifiant :
| SMA -3MB +2MC | = 2 MA+ MB|

39 Déterminer et construire 'ensemble E, des points M du plan vérifiant :

H 5W—3W+2Wf” =HW—W§H.

49 a) Déterminer et construire 'ensemble E;des points M du plan vérifiant :
5MA* —3MB? + 2MC? = 24.
b) Déterminer et construire 'ensemble E, des points M du plan vérifiant :
5MA* -3MB? - 2MC? = -72.

EXERCICE 11:

Soient A ; B ; C trois points du plan & tels que : AB=AC= 5cm; BC =6 cm.
19 Construire le triangle ABC et calculer AB+ AC.
29 Soit G le barycentre des points pondérés (A,2) ; (B, 3) ; (C,3). Construire G et
calculer GA.
39 Soit f:2 - R
M > f(M)=2MBes MC+MC+ MA+MA+ MB

a) Exprimer f(M)en fonction de f(G) et MG. ;

b) Calculer f(A) et f(G).

c) Déterminer et construire I'ensemble E des points M tels que : (M) = f(A).

EXERCICE 12:

Soit ABC un triangle de c6tés respectifs BC =a ; AC = b et AB = ¢. On appelle
A’ ; B’ et C’ les milieux respectifs des cétés [BC] ; [AC] et [AB] ; G le centre de
gravité.

a) Faire une figure

b) Calculer en fonction de a , b et ¢ les longueurs AA” ; BB ; CC™ (On
utilisera le théoreme de la médiane sans justification).

c) En déduire que la somme GA® + GB? + GC? vaut %(a2 +b2+c?).

d) Si M est un point du plan, montrer que :
MA?+ MB? + MC? = 3 MG® +GA® + GB” + GC~.
e) En déduire I'ensemble (E ) des points M du plan vérifiant :
MA? + MB? + MC? = b? +c”,
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EXERCICES ET PROBLEMES SUR LES APPLICATIONS AFFINES
Site  MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bam ako

EXERCICE 1

Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; i ; j), soit f I'application de &
dans & qui associe a tout point M(x ; y) le point M’(x’ ; y’) défini par :

x'=1x+£y+1
\/2_ 2
3. 1
'=—X—-=Yy-+v3
y="x=2y-+3

1-/ Déterminer I'ensemble D des points invariants par f
2-/ Montrer que MM’ est orthogonal & D et que le milieu de [MM’] appartient &
D. Reconnaitre f.

EXERCICE 2

Le plan étant muni d’un repere (O; | ; J). Donner I'expression analytique de :
1) L’homothétie h de centre A (-2 ; 3) ;
2) La translation t de vecteur u(-2; 1) ;
3) La symétrie par rapport a la droite D d’équation : x + 2y = 0,
parallélement a la droite A d’équation : 2x —y = 0.
4) La projection p sur la droite d’équation D; : y = x parallelement a la
droite A;d’équation : x = 0.
EXERCICE 3
Le plan affine P est muni du repére(0 ;i ; ), soit f 'application de # dans 2
qui associe a tout point M(x ;y) le point M’(X ; y’) = f (M) défini par :

X==-x-y+1
=
1) Montrer que f est une application affine.
2) Montrer que l'isobarycentre des points M, f (M) et f 2 (M)...(f*= f of ) est
indépendant de M.
EXERCICE 4

Le plan P étant muni d’un repere (O; | ; J). soit f 'application de & dans & qui
associe a tout point M(x ;y) le point M’(x’ ;y’) défini par :
X'=3X + 5y
{y':—Zx—By—Z

1) Montrer que f est une application affine et qu’@tnet un seul point invariant.
2) Quelle est la nature géométrique de I'applicatibr? f Caractérisernfofof.
3) Soit M un point quelconque de P, on note : f(M)= My ; f(M)=M; ; f(M,)= M.

Démontrer que l'isobarycentre des points M ; M; ; M, ; M3 est le point

invariant par f.
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EXERCICE 5

Le plan P est muni d’'un repére (O; | ; J). On considére I'application affine f
de & dan & qui associe a tout point M(x ; y) le point M’'(x" ; y’) définie par :

e=3xe V3, 1
442
y=¥3 41y, V8
442

1) Montrer que pour tout point M, le vecteur MM" est colinéaire a un

vecteur constant.
2) Etudier I'ensemble des points invariants par f.
3) Reconnaitre la nature de I'application affine f.

EXERCICE 6

Le plan & est muni d’'un repére (O; | ; J). On considére I'application affine f
de & dan & qui associe a tout point M(x ;'y) le point M’'(X” ; y’) défini par :

x:—1x+1
2
1

y'——§x+ y+_
4 2

1) Déterminer 'ensemble (E )des points invariants par f.

2) Montrer que si M n’est pas invariant, la droite (MM’) garde une
direction dépendante de M que I'on précisera.

3) Calculer les coordonnées du point My, intersection de (MM’) et( E).

4) Reconnaitre f et donner une construction géométrique de M'.

EXERCICE 7

Dans le plan P muni d’'un repére orthonormé (O; | ; J) ; on donne la droite (D)
d’équation : 2x + 3y +5 = 0.
1) Déterminer I'expression analytique de la symétrie orthogonale S d’axe
(D).
2) Déterminer I'expression analytique de la projection orthogonale p sur la
droite (D).
3) Déterminer I'expression analytique de I'affinité f d’axe (D), dont la
direction est orthogonale a celle de (D) et de rapport 5.
(on pourra remarguer que « p(M)f(M)=5p(M)M » équivaut a « le
barycentre de (f(M),1) et (M,-5) appartient a (D) »).
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EXERCICE 8

On considére I'espace E rapporté & un repére cartésien (O;i; j;k). Soit f
I'application de E dans E qui associe a tout point M (x ;y ;z) de E le point
M’ (x;y';Z") tel que :
X==-2x+z-1
y=-x-y+z-1
Z=-2X-4y+3z-2
1) Montrer que f est une projection affine et donner les éléments
caractéristiques de f.

2) Trouver I'image de la droite de E d’équations : x_—1:% = 2213

3) Trouver I'image du plan (T) de E d’équation: x+y—-z +5=0.

EXERCICE 9

Soit (O ;I ;J ;K) un repere orthonormé direct de E. Soit f 'application de E
dans E qui associe a tout point M (x ; y ; z) de E le point M’ (X’; y' ; Z') tel
que :

X':—lx-@y
2 2

y'—ﬁx—iy
2 2
7=z

1) Donner les images par f des quatre points A (2;0;0) ;B (-1;43;0);
C(-1;-+3;0);D(0;0;4).

2) Verifier que ABC est un triangle equilatéral. Quelle est I'application
affine du plan (ABC) dans lui-méme qui donne pour images de A ;B ; C
respectivement B ;C et A ?

3) Trouver une application affine r, d’'un type étudié en cours, telle que
r(A)=f(A) ; r(B)=f(B) ; r(C)=f(C) ; r(D)=f(D). Reconnaitre I'application f.

EXERCICE 10

Soit dans un plan P rapporté aunrepérg ; j) les points A (1;1)B(0; 2) ;

C-1;2);A(1;1);B(1,;-1);C(0;3).

19 Montrer gqu’il existe une application affine f u nique de P dans P telle que :
f(A)=A";f(B)=B";f(C)=C.
29 Calculer les coordonnées x’ et y’ du point M’ i mage de M(x; y) par

I'application f.
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EXERCICE 11

- - —

Soit E I'espace rapporté & un repére cartésien (O;i; j:k). E I'espace
vectoriel associé a E et rapporté & la base (i; j k).
On considere I'application f de E dans E qui a tout point M (x ; y ; z) associe le
point M’ (X' ;Y ; Z") tel que :
X=y+1
y=x-y+2
Z=y+z-3

1-/ Montrer que f est une application affine bijective.

2-/ Déterminer 'ensemble des points invariants par f.

3-/ Soit P le plan d’équation :ax +by+cz+d=0 (a;b;c)= (0;0;0).
Déterminer P’ = f(P).

4-/ Déterminer les plans P invariants par f, ( c’est a dire f (P) = P ).
5-/ Soit la droite D de représentation paramétrique :

x=1+A1
y=-1+2A
z=3]

Trouver une représentation paramétrique de f(D).

EXERCICE 12

Soit P un plan rapporté a un repére cartésien (O ;i ; j). On considére
I'application f de P dans P qui a tout point M (X ;y) associe le point M’ (X" ;y’)
tel que :

x:%Mx+2y—D

1
'=—(-2x-y+2
3( y+2)

1) Quelle est la nature de f ?

2) Donner les éléments caractéristiques de f.
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EXERCICE 13

Soit E I'espace rapporté & un repére cartésien (O ;i ; j :k ). Soit f
I'application de E dans E qui associe a tout point M (x ; y ; z) de E le point
M (X;y; Z)telque: x=y'= z'=%(x+2y+ 2)

1) Quelle est la nature de f ?. Donner les éléments qui la caractérisent.

2) Quelle est limage de la droite (D) d’équation : X;1: y_+22 - 213.

EXERCICE 14

Dans un plan 2 rapporté & un repére (O:i; j), soient les droites D et D,
d’équations respectives : x+y-1=0 et 2x—-y+2=0.

Définir analytiquement les symétries S par rapport a D parallelement a D,
et §’ par rapport a D, parallelement a D. Etudier : $%0 8§ et SoS".

EXERCICE 15

A-/ Soit E I'espace rapporté & un repére(O;i; j ;k ). On considére f
I'application de E dans E définie analytiquement par :

X=3x—-4z-4
y'=2x-y-2z-2
7=2x-3z-4

19 Quelle est la nature de f ?. Donner les élément s caractéristiques de f.

29 Quelle est I'image de la droite passant par A(1 ; 0 ; 2) et de vecteur
directeur U (1;2:3) ?

39 Quelle est 'image du plan d’équation: x—z+ 2=07
B-/ Soit le plan P d’équation: x +y—-z+2=0.

On désigne par S la symétrie par rapport a P parallelement a la droite
vectorielle de vecteur directeur v (1;2;1).

Calculer les coordonnées x’ ; y' ; z' de S(M) en fonction des coordonnées
X;y;zdeM.
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EXERCICE 16

Un plan affine euclidien P est rapporté au repere orthonormé (o i ]). On
considére dans ce plan I'application T, qui au point M(x ; y) associe le point

ot N A& x'=k(xcosa + ysina)+1
M5 y) defini par {y'z k(xcosa - ysina)+1

k et a sont des constantes données (on suppose k>0et0<a<2n.
Partie |

Etudier suivant les valeurs de k et de a 'ensemble des points invariants par T.
Cet ensemble peut-il étre une droite ? Peut-il étre vide ?

Partie 11

On suppose maintenant I'étude de T dans le cas ou k et a prennent des

valeurs suivantes : k=1et a =4—:.

19 Quel est 'ensemble des points invariants par T ?
29 a) Quelle est I'image par T de la droite dont | ’équation est: x— /3 y=07?
3+8\/§ 1+\/§J ot

"8

b) Quelle est 'image A’ par T de la droite A passant par | (

dirigée par G(l; \/5) ? Former les équations de A etde A’.
39 On considere I'application linéaire ¢ associée a T.
a) Démontrer que ¢ est une bijection du plan vectoriel P associé a P dans
lui-méme ; étudier ¢ - ¢.
b) Démontrer qu’il existe deux droites vectorielles globalement invariant

1. 3

par ¢. Démontrer que E(E ; —7] est une base normée de l'une de ces

droites (que I'on appellera D,). Déterminer une base normée e,(b;c) de
I'autre droite (Que I'on appellera (D,) avec b >0.

c) Quels sont les transformées par ¢ respectivement des vecteurs de (D,)
et des vecteurs de (D,) ?

— Ecrire dans la base (g ;e ) la matrice de ¢

— En déduire les formules définissant T dans le plan P rapporté cette fois
au repére (O e ; 5).

d) Démontrer que T est la composée d’une symétrie orthogonale par
rapport a une droite, que I'on déterminera et d’'une translation dont le
vecteur admet la direction de I'axe de symétrie.
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EXERCICE 17

Le plan affine euclidien étaient rapporté au repere orthonormé (O; i ]), on
considére la transformation ponctuelle f, qui au point M(x ; y) fait

X'=—=XC0S2a — ysin2a + 2cosa

correspondre le point M'(x’ ; y’) tel que
P P x5 y) . {y':—xsin2a+y0052c7+25ina

19 Déterminer I'ensemble (D) des points doubles de f

29 En déduire la nature géométrique de f.

Exercices Applications Affines Pagsur 7 Adama Traoré Professeur Lylagghnique



EXERCICES SUR LES ISOMETRIES ET SIMILITUDES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

Exercice 1
Le plan affine euclidien P est rapporté au repére orthonormé©;i; j). Soit f
I'application de P dans P qui a tout point M(x ;y) associe le point M’(X’ ;y’) tels
que :

X=y+1
y'=x+2

19 Montrer que f est une isométrie affine. f est-e lle un déplacement ? un
antidéplacement ?

29 Démontrer que I'ensemble des points | milieu degremts [MM’] est une droite D.
39 Déterminer I'expression analytique de la symétr ie orthogonale § par rapport
aD.

49 Déterminer t tel que f = Sot.

Exercice 2
Le plan est rapporté au repére orthonormé direct(0;i; j). Soit f 'application
définie analytiguement par :
X=X+ 3y—J§
{y'= —/3x+y+3

19 Déterminer la nature et les éléments caractéris tiques de f.

29 Mettre sous laforme :z’=az+b;(z=x+ Iiyetz’'=x +iy’ ; aetb sont des
nombres complexes).

Exercice 3
A-/ Soit E I'espace orienté rapporté & un repére orthonormé direct (O;i; j:k).
On considere I'application f de E dans E qui a tout point M(x ;y ;z) associe le
point M’(X’;y";z’) définie par :

x:%@x+y+¢€a

':%(x+3y—dga

1230#€X+J5y+23

1) Montrer que f est une isométrie ;
2) Chercher I'ensemble des points invariants. En dédyuie f est une rotation.
3) Déterminer I'angle de f.

B-/ Déterminer I'expression analytiqgue de la symétrie orthogonale par rapport
au plan (P) d'équation : 2x —y—-z -4 =0.
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Exercice 4
Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O ;i ; j )on donne
la droite (D) d’équation :y = — V3x + 2.
1) Donner I'expression analytique de la symétrie orthogonale Sp d’axe (D).

2) Soit S la similitude de centre A(O ;2), d’'angle g et de rapport /3.

a) Soit M le point d’'affixe z = x + iy tel que S(M) = M’ d’affixe z’ = x" + 1y’.
Exprimer z’ en fonction de z. Quelle est alors la nature de S ?
b) En déduire I'expression analytique de S dans le repére(©;i; ).
3) Soit T I'application affine définie par : T = SoSp.
a) Montrer que I'application affine T a pour expression analytique :

b) A-t-on SoSp = SpoS ?
4) Montrer que T = Spoh(a 4/3) = h(a 4/3)0Sp  0U Sp est la symétrie orthogonale
d’'axe (D’) a déterminer et h(s ./3) ’homothétie de centre A et de rapport /3.
On vérifiera que le point A appartient a D.
5) a) Donner la nature de T tout en précisant ses éléments caractéristiques.
b) Montrer que T est bijective et définir T.

Exercice 5
L’espace orienté rapporté & un repére orthonormé direct (0;i; j;k). On
considére I'application f définie par :

X'= —lx——y
2

y'=—-x-

N
LN |65
NI N

=Z

1) Montrer que f est une rotation ; préciser son axe et son angle
2) On donne les quatre points A(2 ;0 ;0) ;B(-1;+/3;0) ;C(-1;— +/3;0) ;D(0;0; 0).
Soit ¥ ={ A, B, C, D}.

a) Montrer que & est globalement invariant par f;

b) Vérifier que ABC est un triangle équilatéral de centre O.
3) Soit g une isométrie qui laisse ¥ globalement invariant

a)Déterminer l'isobarycentre G des points A, BDQquis calculer GA, GB, GC, GD.

b)En déduire que g laisse invariant G et D.
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4) Quels sont : la nature et les éléments caracteéristiques de I'application affine r
du plan (ABC) dans lui-méme telle que : r(A) =B ; r(B) =C; r(C) =A ?

5) Sachant que r(A) = f(A), r(B) = f(B), r(C) = f(C), r(D) = f(D), préciser les
éléments caractéristiques de r dans le repére(O ;i ; j ; k). Justifier alors les
résultats obtenus.

Exercice 6

Dans I'espace E orienté rapporté & un repére orthonormé direct (O;i; j;:k) on
considére I'application f qui au point M(x ;y ;z) associe le point M’(x’;y’;2’) définie
par :

X'=x+1
y=z-1
Z=-y+3

1) Montrer que f est une isométrie.
2) Montrer que f est un vissage dont on déterminera I'axe (D), I'angle et le
vecteur.

Exercice?

A-/ Soit un espace E orienté, rapporté a un repere orthonormé direct

(O:i;];k).On considére I'application f qui & tout point M(x ; y ; z) associe le
X=z
point M’(x";y";z’) de E tel que : y'=x+1
Z=y+2

Montrer que f est un vissage dont on déterminera les éléments caractéristiques.

B-/ Soit (A) la droite de E dont un vecteur directeur est i et qui passe par le

point H(O ;0 ;2). On désigne par r la rotation d’axe (A) dans laquelle le point O a
pour image le point A(0 ;-2 ;2) et par t la translation de vecteur i +j + k . Quelle

est la nature géométrique de la transformation tor ?. Préciser ses éléments
caractéristiques.
C-/ On considére la rotation R; d’axe (D,) :y =0, z = 1 ; et transformant
A0 ;-1:;1) en O, la rotation R, d’axe la droite D,: x =0 ; z = -1 et transformant
OenB(1:;0;-1).
1) Calculer les coordonnées (X' ; Yy’ ; Z') de M’ image de M(x ;y ;z) par
I'application f = R.0R;.
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2) Montrer que f est un vissage dont on déterminera les éléments
caractéristiques.

D-/ On donne I'application f de E dans E qui au point M(x ;y ; z) associe
M'(X’; Yy’ ; 2') définies par :

X=-z+a
y'=—X ou a estun réel donné
Z=y-2

1) Montrer fx est une isométrie.

2) Pour quelle valeur de &, fx est-elle une rotation ?
Préciser dans ce cas I'axe de rotation

3) On suppose dans cette question que x =1 .
Montrer que f1 est un vissage dont on précisera les éléments caractéristiques.

Exercice 8
A-/ Dans I'espace E rapporté & un repére orthonormé (O:i;j;k) on considére
le plan (P) d’équation : 2x+y—-z+3=0
Soit S la symétrie orthogonale par rapport au plan (P).
1) Soit M(a ;b ;c) déterminer les coordonnées (a’ ;b’ ;c’) de M’ image par S
du point M.
2) On conS|dere la droite (D) passant par O et de vecteur directeur
U =2 - j + k . Déterminer les équations paramétriques de la droite (D’)
ensemble des images par S des points de (D).
B-/ On désigne par f I'application affine de E dans E qui a tout point M(Xx ; y ; z)
dans R associe le point M’ (X’; y'; ') dans R tel que :

2 2 1 4
X==X=-—y=-=2z+—
3 3 3 3
y'——gx—}y—gz+g
3 3 3 3
, 1 2 2 4
Z=-ZX-—y+=z+—
3 3 3 3

1) Montrer que f est une isométrie de E.
2) Montrer que f est involutive.
3) Donner I'ensemble des points invariant par f.

4) Donner la nature de f et préciser ses éléments caractéristiques.
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Exercice 9

|- Dans le plan affine euclidien orienté P rapporté au repere orthonormé

(O ] )direct, trouver la nature de I'application f, ses éléments
caractéristiques, sa forme réduite éventuelle dans les cas suivants.

X=y-1 Xlz_X+£y+1 x':—%x—§y+l
R 2) (3
y'=-X+2 y'=£x—1y—\/§ y':—£x+£y+1
2 2 2 2

ll- Dans le plan P on considére pour 0 réel donné, I'application T, affine définie
par T,4(0)=0 et dont I'application linéaire associée a pour matrice dans la base
-~ cosd -sind
i:7) a=| .
sind -cosf
a) Calculer 8 pour que T, soit une rotation ; préciser suivant @ le centre et

I'angle de cette rotation.
b) Calculer 8 pour que T, soit une symétrie orthogonale par rapport a une

droite ; préciser suivant 8 I'axe de cette symétrie.

lll- Soient R;, R, Rsles rotations de P de centres respectifs

2 o |-2
Al Al A

les symétries orthogonales par rapport aux droites respectivement :
D;:y=0; Dy:x+y=2; Dy:-x+y=2.

— Définir analytiguement : RiR; R3S, S, S;.

— Définir analytiquement et géométriquement: S oS,; S,0S;; S305;

— Déterminer R o R, o R;.

d’angles respectifs g; T g en radians. Soient S;; S, ; S5

IV— Soient dans P les points A(1 ;0) et B(0 ;1) et R la rotation de centre O et
d’angle de mesure g T est la translation de vecteur ABR. Déterminer

RoT et ToR.

V— Soient A, B, A’ , B’ quatre points de P tels m“e@” =Hﬁ” £0.

Montrer qu’il existe un antidéplacementunique tel quef (A)= A" et f(B)=B'".
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Analyse Combinatoire — Probabilité
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

Exercice 1l

Les éleves d’'une classe sont choisis au hasar@pues I'autre pour subir un examen.
Calculer la probabilité p pour que I'on ait altetimament un garcon et une fille sachant que :
1°) la classe est composée de 4 garcons et 3 filles

2°) la classe est composée de 3 garcons et 3 filles

Exercice 2

Une boite A contient 8 pieces détachées dont 3 défectueuses et une boite B contient 5 pieces 2lont
sont défectueuses. On tire au hasard une piecehéétaans chaque boite.

1°) Quelle est la probabilité pour que les deux piéces détachées ne soiengfextutuses ?

2°) Quelle est la probabilité pour que 'une des piéces détachées soit défesiagu’autre ne I'est pas ?
3°) Si l'une des pieces est défectueuse et I'amtrdest pas, quelle est la probabilit¢ gou que la piece
défectueuse provienne de l'urne A ?

Exercice 3

=

Les probabilités pour que trois tireurs atteignem cible sont =, . Chacun tire une seule fois sur

NP
(SRR

(o))

la cible.
1°) Calculer la probabilitg pou que I'un d’eux atteigne exactement la cible.
2°) Si seulement un d’eux a atteint la cible, cquebt la probabilité g pour qu’il s’agisse du piemtireur ?

Exercice4 (Bac SBT : Juin 1984)

On dispose d’'un dé pipé dont les faces sont nueésade 1 a 6. On jette ce dé et on note le clufftenu
sur la face supérieure.

La probabilité p(n) d’obtenir le chiffre n est da@®par les hypotheses suivantes :

P(1) :% et les p(i) forment une progression arithmétigeeaison a.

1°/ a) Calculer les p (i) , i parcourinhivers Q, et leur somme en fonction du premier terme et
de laraison a.

b) En déduire les valeurs de la raison a et ddsghitités des événements élémentaires.

c) Quelle est la probabilité d’obtenir un chiffraittiple de 3 ?

2°/ On jette ce dé 5 fois de suite. Soit X la Valeaaléatoire qui au 5 jets du dé associe le nomidri®is ou
le 1 est sorti.

a) Donner la loi de probabilité de X ;

b) Déterminer la fonction de répartition de X et tras& courbe représentative.

c) Calculer 'espérance mathématique et la variancé de

Exercice5 (Bac SBT Juin 1980)

Dans un centre d’examen un surveillant procede @amréle d’identite. On admet que 2% des éleves
contrdlés ont oublié leur carte d’identité a la soai.

Le surveillant contréle n éléves. On consideredaable aléatoire X égale au nombre d’éleves agyahlié
leu carte d'identité a la maison.

1°/Exprimer en fonction de la probabilité de I'événement : {X = 0}.

2°/ Exprimer en fonction de la probabilité, pour qu’au cours du contréle, aiyyau moins un éleve ayant
oublié sa carte d'identité

3°/ Calculer le nombre minimum N d’éléves a comrgdour que la probabilité de I'événement{l§ soit
supérieure ou égale a 0,95.

4°/ Calculer I'espérance mathématique et I'écaretge X.
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Exercice 6 (Bac SBT Juin 1982)

Un sac contient 10 jetons qui ont la méme prokabiliétre tirés, n d’entre eux sont marqués 1@idses
sont marqués 50. n est un entier naturel vérilanh < 7.
On tire ensemble 3 jetons du sacs et on désign& parvariable qui, a un tirage associe la somnme de
nombres marqués sur les 3 jetons.
1°/ Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X.
2°/ Déterminer la loi de probabilité de X.
3°/ Montrer que I'espérance mathématique de X est /
E (X) = n(n-1)(n-2) N 7n(n-1)(10-n) N 1In(20-n)(9-n) N 510-n)(9-n)(8—n) .
24 24 24 24

4°/ Calculer E(X).
5°/ Déterminer n pour que 60E(X) < 90.
Exercice 7 (Bac SET Juin 1988)

On considere cubique dont les 6 faces sont numessake 1 a 6. Ce dé est pipé.

1°/ Lorsqu’on lance le dé une fois, déterminerrabpbilité pi d’apparition de la face numérotéadtsant
que :p1=pP3=Ps; P2=Ps= Pe €t P2 = 3p1.

2°/ On lance le dé 5 fois de suite et on désigmeXda variable aléatoire égale au nombre de rasufiairs
obtenus. Déterminer la loi de probabilité de Xatualer son espérance mathématique.

Exercice 8 (Bac SET Juin 1987)

On joue avec deux dés cubiques non pipés.

Les faces de I'un sont numérotées: O ; O%; D= 3

3 3
s n 71
Les faces de I'autre sont numeérotées O ; éez-;; r ; > ;
On lance les deux dés simultanément. On @t les nombres qui apparaissent sur les faces supesie
des dés et on appelle X la variable aléatoire gunamue lancer associe le nombre girt ).
1°/ Détermine toutes les valeurs prises par X.

2) : Etablir |la loi de probabilité de X.

n 4n 4n

n
5

Exercice 9 (Bac SHT Juin 1983)

Un sac contient 6 boules blanches dont 2 sont mig®s 1, 4 numérotées 2 et 4 boules noires dsont3
numérotées 1 et 1 numérotée 2.

1°/ On préleve au hasard et simultanément 3 baldese sac ; calculer les probabilités des événament
suivants :

A : les 3 boules tirées sont blanches.

B : on atiré 2 boules noires et une blanche.

C :les 3 boules tirées portent le numéro 1.

2°/ Au cours de la méme expérience, on appelle Yat@ble aléatoire égale au nombre de boules soire
extraites lors d’un tirage de 3 boules.

Déterminer la loi de probabilité de X, son espéeamathématique et sa variance.

3°/ On tire maintenant une boule du sac et on &pp2ll'événement : la boule tirée est blanche et E
I'événement la boule tirée porte le N°2. Calcuésr probabilités suivantes :

p(D) et p(E). Les événements D et E sont — dependants ?
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Exercice 10 (Bac SET Juin 1982)

Un paquet de 13 cartes a jouer comprend 6 ass2toft dames. Les valeurs des cartes sont leanses/1
as vaut 5 points, 1 roi vaut 2 points et 1 damd tgooint. L'épreuve consiste a tirer simultanénaeix
cartes de ce jeu. On appelle X la variable aléaigin a tout tirage associe la somme des valeaest

1°/ Déterminer la loi de probabilité de X.

2°/ Calculer I'espérance mathématique et la vadateX

Exercice11 (Bac SET Juin 1984)

On dispose de 2 dés cubiques A et B. Le dé A munte faces le nombre 6 et sur les autres faces,:2)

3. Toutes les faces ont la méme probabilité d’agdpar: Le dé B, pipé, porte les nombres 1, 2, 3, 8, La
probabilité d’apparition de chaque face est inversa proportionnelle au nombre marqué su cette face

1°/ Quelle set la probabilité d'amener un 6 en éantqne fois: a)ledé A? b)ledéB?

2°/ On lance simultanément les deux dés et on dégigr X la variable aléatoire égale a la somme des
points marqués sur les faces.

a) Déterminer 'ensemble des valeurs prises par X

b) Calculerp {X=1}); p({x=7})

Exercice 12 (Bac SBT Juin 1987)

Un sac contient 4 boules bleues numérotées 0,3 e23 boules jaunes portant toutes les troisutaéro
1.

On tire simultanément 2 boules du sac. On supposeays les tirages sont équiprobables.

Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirageaie la somme des nombres figurant sur les boinées.
1) Trouver la loi de probabilité de X.

2) Calculer 'espérance mathématique de X et représeatfonction de répartition.

Exercicel?.

Soit E ={a, &, &} un référentiel associé a une expérience aléapoire

1) Combien d’événements peut on envisager sur cetrdniede ? Préciser ces événements.

2) Déterminer la probabilité de chacun des trois énargs élémentaires {g {e}, {€ 3}

7 9
sachant que : =— et O =,
q pie ) T p (el &) T

Exercice 13

On considére une population composée de 45% d’h@ananB5% de femmes ; on suppose que 4% des

hommes et 0,5% des femmes sont daltoniens : osithaihasard une personne dans cette population

1) Quelle est la probabilité que cette personne sdibdienne ?

2) Sachant que cette personne est daltonienne, cestllia probabilité qu’elle soit un homme ? Quelle
soit une femme ?
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Exercice 14 (Bac SHT Juin 1989)

Une urne contient 12 boules : 4 rouges et 8 noires.

1) On tire simultanément 4 boules, soit X le nombréadeles rouges obtenues lors du tirage.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir 4 boules den@me couleur ?
b) Déterminer la loi de probabilité de la variablesabére X.
c) Calculer son espérance mathématique.

2) On tire successivement 4 boules en remettant auehi@rage la boule tirée dans I'urne. Un événement
est donc un quadruplet de 4 boules distinctes oy Soit Y le nombre de boules rouges obtenues lors
d’'un événement.

a) Déterminer la loi de probabilité de la variableadtére Y.

b) Calculer son espérance mathématique et vérifielsg¥e = E(Y).

Exercice 15 (Bac SHT Juin 1990)

Un fermier posséde dans sa ferme des chevauxagbss, des moutons et des chevres. On désigne par |
Yy, Z, t respectivement le nombre de chevaux, vachestons et chevres.

On suppose que les nombres x, y, z, t sont darsdet, les termes consécutifs d’une suite aritiquét

1°) Sachant qu’il y a 5 chevaux et que le nombtal ides animaux de la ferme est 56, déterminer les
nombres x, y, z, t.

2°) Un voleur s’infiltre dans la ferme et emportdes animaux. Sachant que le prix de vente desaamim
est/ 100000F pour un cheval, 67000F pour une va¢B@QOF pour un mouton et 12500F pour une
chévre, déterminer les probabilités des événensaintants :

a) La perte du fermier est minimale.

b) La perte du fermier est maximale.

c) La perte du fermier est 210 O0O0F.

Exercicel6 (Bac SBT Juin 1990)

Une cible comprend deux parties désignées paR1én tireur lance une fléchette sur cette cidlatteint
la partie 2 avec une probab|I|€16éet marque alors deux points. Il atteint la partiavéc la probablllteé et

marque alors un point.

1) Quelle est la probabilité pour que le tireumopze la cible ? Il ne marque alors rien.
2) Le tireur lance sa fléchette deux fois. Lesxduncers sont indépendants. Soit X la variablatalée
qui prend pour valeur la somme des points marddérminer la loi de probabilité de X, son espéeanc
mathématique et sa variance.
3) Représenter graphiquement la fonction de répanrtidi X.
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Exercice 17

Oumar place dans une boite vide de craies, sixeldblleues trois boules rouges et deux boules yertes
indiscernables au toucher
Pour jouer avec son ami, il tire simultanémentuehasard trois boules de la boite.
1) Calculer la probabilité de chacun des évenemennarss :

A «les boules tirées sont toutes de couleursréif@s »

B « les boules tirées sont toutes de la méme goule
2) On appelle X la variable aléatoire qui, a toketge de trois boules, associe le nombre de bdoléeses
tirées. Etablir la loi de probabilité de X. Calaulespérance mathématique et I'écart type de X.

Exercice 18

Dans un sac sont placés dix jetons : 6 jetons poldenuméro 1 et les quatre autres portent le noiBéOn
tire simultanément 6 jetons du sac, les tirages &l@pposes équiprobables.
On désigne par X la variable aléatoire qui, a chatjtage, fait correspondre la somme des numéros
marqués sur les trois jetons.
1) Quelles sont les valeurs possibles de X ?
2) Déterminer la loi de probabilité de X.
3) On appelle A I'événement «la somme des numérastgstiement inférieure a 7 ».
Calculer la probabilité de A.
4) On recommence quatre fois de suite le tirage patéeh remettant a chaque fois dans le sac lassjeto
tirés. Quelle est la probabilité pour que I'évenetfese réalise exactement trois fois ? au moins fois ?

Exercice 19 (Bac étrangers juin 2000).

Les deux questions de cet exercice sont indépeesi@hton donnera les réponses sous forme de fractio
irréductibles.
Une urne contient 6 boules bleues, 3 boules rowj&shoules vertes, indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément au hasard 3 boules dad'ur
a) Calculer la probabilité de chacun des événemenarss :
= « les boules sont toutes de couleurs différentes
B= « les boules sont toutes de la méme couleur ».
b) On appelle X la variable aléatoire qui, a toutg&ade trois boules associe le nombre de boules
bleues tirées. Etablir la loi de probabilité decAlculer 'espérance mathématique de X.
2) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On procéde cette fois de la fagon suivante ; renal hasard une boule de I'urne, on note sa cquleu
puis on la replace dans 'urne avant de procédd¢irage suivant.
On effectue ainsi k tirages successifs. Quelldaegtleur minimale de k pour que la probabiliténgetirer
qgue des boules bleues soit au moins mille foiss giande que la probabilité de ne tirer que dedebou
rouges ?.

Analyse Combinatoire Probabilité Pagaib7 Adama Traoré Profasskeycée Technique



Exercice 20 (Bac Liban juin 2000)

Une urne contient 10 boules indiscernables au eéiboules rouges, 3 boules jaunes et 2 bouléssver
Dans les questions 1) et 2) on tire simultanémeiitaesard 3 boules de I'urne. On donnera les réga®es
forme de fractions irréductibles.

1) a) Calculer la probabilité de chacun des évéenésrguivants :
A = «les 3 boules sont rouges »
B = « les 3 boules sont de la méme couleur ».
C = «les 3 boules sont chacune d’'une couleurreiffté ».
b) On appelle X la variable aléatoire qui, a chaquegygé associe le nombre de couleurs obtenues
. Déterminer la loi de probabilité de X. caddmu’espérance mathématique de X.
2) Dans cette question on remplace les 5 boulegespar n boules rouges ou n est un entier supéneu
égal a 2. L'urne contient donc (n+5) boules, cgedire, n rouges, 3 jaunes et 2 vertes.
On tire au hasard et simultanément deux boulette grne. Soit les évenements suivants :
D = « Tirer deux boules rouges » ; E = « Tirer dbaxles de la méme couleur » .

a) Montrer que la probabilité de I'évenement D:ep(D) =M ;
(n+5)(n+4)
b) Calculer la probabilité de I'événement E, p(B)enction de n..

Pour quelles valeurs de n a-t-@{E) 2% ?.

Exercice21
Un jeu de cartes comprend 16 cartes, dont 4 rbiss;; 4 dames et 4 valets.

1) On tire simultanément 3 cartes des 16 cartdsufea la probabilité des évenements suivants :
A = « Avoir exactement 2 Rois » : B = « Av@iks et 1 Dame » ; C = « Avoir 2 Valets ou 1 Roi »
E = « Avoir au plus 1 Roi » ; F = « Avoir au m®2 Dames » ; G = « Avoir 5 As ».

2) On tire successivement 3 cartes sans remiseuléala probabilité des évenements suivants :
H = « Avoir exactement 2 Rois » : | = « Avok2et 1 Dame » ; J= « Avoir 2 Valets ou 1 Roi »
K= « Avoir au plus 1 Roi » ; L = « Avoir au nma 2 Dames » ; M = « Avoir 5 As ».

Exercice 22

On lance un dé cubique D1 et D2 dont les facesraamgrotées de 1 a 6. On appelle a le nombre
apparaissant sur la face supérieure de D1 et bndore apparaissant sur la face supérieure de D2.

Le résultat de I'expérience est le couple (a (r).admet I'équiprobabilité des résultats.

1) Donner tous les résultats possibles ;

2) A chaque couple (a ; b) on fait correspondrealeur absolue de la différence (a—b). On défimsiaune
variable aléatoire X par X =|a—Db|.

a) Déterminer les valeurs prises par X

b) Déterminer la loi de probabilité de X

3) Calculer I'espérance mathématique, la variand@eart type de X. Pour chaque réponse, on dantzer
valeur exacte et une approximation décimale & p@es.
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Exercice 23

Un objet produit en série a un colt de produatier®50F. Il peut représenter a l'issue de sadation, un
défaut A, un défaut B, ou en méme temps le défawtuAe défaut B. La garantie permet de faire les
réparations aux frais du fabricant, avec le coitasu :

100F pour un seul défaut A

150F pour le seul défaut B

250F pour les deux défauts A et B.

1°) On préleve un lot de 200 objets. Le défaut Bobservé sur 16 objets, le défaut B est observélgets
et 180 objet n'ont aucun défaut. Reproduire et detaple tableau suivant :

Nombre d’objets Avec le défaut A Sans le défaut A OTAL

Avec le défaut B 160 140 12

Sans le défaut B 12 180 188
Total 160 40 200

Pour la suite de I'exercice, on admettra que, 'smnsemble de la production, 90% des objets n'ocuau
défaut, 4% ont le seul défaut A, 2% ont le seubhdeB et 4% ont les défauts A et B.

2°) On note X la variable aléatoire qui a chaqugetothoisi au hasard, associe son prix de revidest-a-
dire le colt de production augmenté éventuellerdartolt de réparation. Présenter cette variablaié
et sa loi de probabilité sous forme d’un tableau.

Valeurs de X = x 1200

P(X=x)

3°)
a) Calculer I'espérance mathématique E(X) etdlttype o (X) de cette variable aléatoire.
On admet pour l'usine que tous les objetslpits sont vendus.

b) L'usine peut-elle espérer faire des bénéficegegrant 960 F chaque objet produit ?

c) L'usine veut faire un bénéfice moyen de 100Fqiget. Expliguer comment on doit alors choisiptex
de vente de chacun des eux ?.
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EXERCICES SUR LA STATISTIQUE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 1

Le relevé des poids en kg des éléves des classexdede Technique Industrie
est donné dans le tableau ci-dessous

68| 84| /5] 82 68 90 62 88 /6 93
73| 79| 88 73 60 93 /71 5P 85 175
61| 65| 75| 87 74 62 95 /8 63 (2
66 | /8| 82| 75 94 77 69 74 68 60
96| 78| 89| 61 75 95 60 /P 83 (1
791 62| 67] 970 7§ 8% 76 6 71 (5
65| 80| 73] 57 83 78 62 /p 93 74
86| 67| 73] 81 72 63 /6 [/pb 85 (7

1°) Procéder au dépouillement en dressant updaldtatistique comportant les
effectifs, les effectifs cumulés croissants et dissants. On regroupera les
valeurs en classes d’amplitude 4 ; la premieret §én 54].
2°) Quel est le nombre d’éléves ayant :
- Un poids strictement inférieur a 78 kg ?
- Un poids supérieur ou égal a 62 kg ?
- Un poids compris entre 53 kg et 75 kg (inclusivethen
3°) Déterminer le mode et la médiane de cette .série

EXERCICE 2

On donne la distribution de 33 éleves d'une clastaen le nombre de leurs
freres et soaurs.

Nombre de fréres et sceurs Q 1 2
Nombre d’éléeves 9 13 7

w
NN
ol

w
o
=

1°) Etablir le diagramme en batons de cette série
2°) Calculer les effectifs et fréequences cumulées

3°) Combien d’éleves ont moins de 2 fréres ou s@drfréres ou sceurs au
moins ?

4°) Représenter graphiguement les effectifs cumulés

Exercices sur la Statistique Pagearl3 Adama Traoré Professeur Lycédiligoe



EXERCICE 3

Un fonctionnaire a un salaire mensuel qu’il utiltkela facon suivante : 20% du
salaire sont consacrés au loyer. La moitié du nmbrata loyer sert a payer
I'électricité et I'eau. Le montant du loyer reprnése80% des frais de nourriture.

Les crédits qu’il doit rembourser représentent 2% frais de nourriture et il
épargne autant qu’il dépense en crédit.

Ses frais vestimentaires représentengjede son epargne. Le reste est consacré
aux frais professionnels.

1°) Construire un diagramme circulaire représeriemntépenses du

fonctionnaire.
2°) Sachant que son salaire est de 20 000 € ,lealaypart consacrée a poste.

EXERCICE 4

1°) Construire le diagramme en batons de la sanaste :

Valeurs x 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Effectifs 7 15 28 40 35 25 13 13 2

2°) Calculer la moyenne de cette série.

3°) Construire I'histogramme et déterminer la moyede la série suivante

Classes [0; 10] [10 ; 20] [20 ; 30] [30 ; 40]

Effectifs 4 6 8 1
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EXERCICE 5

On donne les notes de Amadou pendant 'année se@ad7
Au 1% trimestreilaeu: 10 ; 7 ; 14

Au 2"™trimestre ilaeu:12;9;7

Au 3F™trimestreilaeu:10;11;13;12:;15; 16.

1°) Calculer les moyennesg ; x, et x5 lors des trois trimestres.

2°) Calculer la moyenne annuelle de Amadou (la mogede ses notes de
I'année).

3°) Pour calculer la moyenne, le Censeur cal@atadyenne des trois

moyennes trimestrielles. Amadou n’est pas contetgigpensez-vous ?

4°) Quels coefficient €. C, et G faut-il affecter a chaque note du tri_mesEe
pour que la moyenne annuelle soit la moyenne péed#es moyennes ; X,

et x; affectés de leurs coefficients ?

EXERCICE 6

Pourie [1;9]ondonnein=2i et x=3(—1).

9 9 9
1°) Calculerd’n; ; > % ; D.mX étant donné n observations des valeves x
i=1 =1 =1

de moyennex.

n _
2°) Calculerd (X; - X)
i=1

Exercices sur la Statistique Pagar3 Adama Traoré Professeur Lycédiligoe



** Devoir 1 **

EXERCICE I : (7 points)

On considére le nombre complexe Z = (1-43) — i (1+4/3)
1) Ecrire sous forme algébrique Z2.
2) Trouver le module et un argument de Z?, en déduire le module et un
argument de Z
17n 17n

3) En déduire les valeurs exactes de cosE et sinE

4) En utilisant ce résultat résoudre pour x €]-m; mj I'’équation :
(1-+3)cosx — (1++/3)sinx = 2.
EXERCICE II : (9 points)

1) Ecrire sous forme algébrique les solutions de I’équation: Z° = -1.
En déduire les solutions de I'équation :

(z - i43)% = i? (V3z - 2i)°.

2) Démontrer que OxeR cosx = 1—16(c055x+5c033x+10cosx).

EXERCICE III : (4 points)

1) Déterminer I’'ensemble des points M du plan tels que:Arg (%iz):g

2) Démontrer que quels que soient les nombres complexes U et U’ de

module 1 vérifiant UU'+1 # 0, le nombre Z = 1“++“| est réel,
uu
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**DEVOIR N°2**

EXERCICE 1 : (5 points)

Soit I’équation (E) : 2’ - 2iz2 -4z +8i=0
1) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure zy qu’on
déterminera.
2) Résoudre (E).
3) Déterminer I'ensemble (I) des points M, d’affixe t, tels que t* soit
un réel.

EXERCICE 2 : (5 points)

Cet exercice est composé de deux parties indépendantes.
1) Trouver suivant les valeurs de |'entier naturel n, le reste de la
division euclidienne par 4 des nombres 7" et 3".
En déduire le reste de la division euclidienne de 7" - 3" par 4.

2) Résoudre dans C : (Z—J'lj +(Z—_1j =0

z-1 z+1

EXERCICE 3 : (5 points)

z-1 [ = zZ+1
z -1 z-1

Z est un nombre complexe différent de 1. On pose z7'=

1) Comparer |z-1] et |z-1]

2) Déterminer |z |

3) On appelle A, B, M et M’ les points du plan complexe d’affixes
respectives 1, -1, z et Z'.

Calculer r en fonction de z et zZ. En déduire que r est un réel.

Que peut-on dire des vecteurs AM et BM ? On justifiera la réponse.

EXERCICE 4 : (5 points)

1) Trouver les nombres complexes z et t tels que :
(+i)z+ (3+i)t =6-+/3 +i (243 -1)
@+3)z+ (1+2i)t =~/3(3-i) +6i

2) Ecrire sous leurs formes trigonométriques z, t et ?Z

En déduire les valeurs exactes de cosl—n2 et sinl—n2.
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**DEVOIR N°3*%

EXERCICE 1 : (5 points)

1) Calculer le module et I'argument de chacun des nombres complexes
J6-iy2
2

2) En déduire le module et I'argument de Z:Zﬁ.
2

et z,=1-i

3) Utiliser les résultats précédents pour calculer cosl—n2 et sinl—”2

EXERCICE 2 : (5 points)

On considere I'application f de C dans C définie par :
f(z) = 22 - (9 + 2i)z + 26
1) Déterminer les nombres complexes U tels que U? = -3 + 4i puis
résoudre I’équation f(z) = 0.

2)On pose z = x + iy. Déterminer I'ensemble des points M(x ;y) du plan
complexe, tels que f(z) soit un réel. Préciser la nature de cet
ensemble.

3) Soit les nombres complexes a et b définis par :

1 .43 b

a= §+i7 et b=-y3+i.Ecrire:a;b; 3 sous forme trigonomeétrique.

Probleme :

Dans I'ensemble C des nombres complexes on considére le polyndme
complexe f(z) = z2° - 42> + 6z - 4

1) Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une solution réelle z, que I'on
déterminera.

2) Résoudre dans C I’équation f(z) = 0. On notera z; et z, les deux
autres solutions (ou z; est la solution complexe dont la partie imaginaire
est positive).

3) Représenter dans le plan complexe les points My ; M; ; M, d’affixes
respectives zy ; z; ; z,. Montrer que le triangle MgM;M, est rectangle.

4) a) Résoudre dans C I’équation z> = z;. On donnera les solutions sous

forme algébrique et trigonométrique. En déduire les valeurs exactes

de : cos”: sin? et tan’.
8 8 8

b) Calculer (z1)%.
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**DEVOIR N°4*%

EXERCICE 1 : (5 points)

Soient les nombres zet Z tels que z#-3etZ = z+1-

2+3
On désigne par A, B et M les points d’affixes respectives - 3 ;-1+i et z
Déterminer et construire :

a) L'ensemble E; des points M tels que |Z| = 1

b) L'ensemble E, des points M tels que Z soit un réel négatif

c) L'ensemble E, des points M tels que Z soit imaginaire pure.

EXERCICE 2 : (5 points)
Déterminer les racines cubiques du nombre complexe i sous forme
trigonométrique et algébrique.
En déduire la résolution dans de I’équation :[@-2i)Z]*-i=0

EXERCICE 3 : (5 points)
1) Résoudre dans C I"équation : z° + iz = 0.
Placer les points images de ces solutions dans le plan complexe P muni
d’un repere orthonormé (O ; i; ).
2) Linéariser I'expression : cos>xsinx.
3) Déterminer une forme trigonométrique du nombre complexe :

z=-3 +3i

4) Soit zy le complexe d'image ponctuelle M, tel que z = 3J2z, et u
|"affixe d’'un point M du plan ; tel que les images ponctuelles de z4 et u
soient les sommets d’un triangle rectangle en My. Déterminer
I'ensemble des nombres complexes u.

EXERCICE 4 : (5 points)

1) Soit k un réel positif non nul et un nombre complexe z, = k-1-2i.
Calculer |z«| en fonction de k.

Déterminer k pour zk vérifie : |z - z« = 1 + 2i.

2) Soient u un nombre complexe et I’équation d’inconnue z :|z|- z =u.
a) Déterminer I'ensemble des valeurs de u telles que I’'équation :

|z|-z =u admette une solution ; puis résoudre cette équation dans C.

b) Soit u = r(cosa + isina ) ; reR?; _—2”< X < g
Exprimer le module et I'argument de la solution de I’équation a l'aide
dereta.

3) Soient les complexes z et z’ tels que :
Z = COS2¢p + sin2¢@ et z' = cos2¢@’ + sin2¢’ avec 0< @<

TT.
Calculer le module et I'argument du nombre complexe u = E.
1 1

-2
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**DEVOIR N°5*%*

EXERCICE: (5 points)
Le plan 2 est rapporté a un repére orthonormal direct (O;u ;v). Soient A
le point d’affixe =2 + 3i, B le point d’affixe 1-3i, M le point d’affixe z, (z

+ -2 + 3i), M’ le point d'affixe z' tel que z’' = Z'X(ZZ;;J:?::J

1) Déterminer I'ensemble (E) des points M tels que |z'|=2 ;

2) Déterminer et construire I'ensemble (F) des points M tels que z’ soit
un réel strictement négatif.

Probléme : (15 points)

1) Déterminer les racines carrées 9, et & du complexe z=-18i ;
2) Résoudre dans C I'équation z*> + 4iz -4 + 18i =0 ;

b* -12b* + 560 - 288=0
4b° -180° +24b-64=0
Montrer que 4 est une solution de chacune des équations du systéme.

3) Soit le systeme d’inconnue b, {

4) Soit f(z)= z* - 42> + 6(2+3i)z° + 8(3-7i)z -288 -64i
Montrer que I'égquation f(z)=0 admet une solution imaginaire pure note
Zx et une solution réelle note zg.

5) Déterminer les complexes a ; b et c tels que :

f(z) = [ 2> -(4+4i)z +16i] [az? +bz + c]
En déduire la résolution de f(z)=0. On notera zc la solution non réelle et
non imaginaire pur dont R.(zc) >0 ; puis zp la quatrieme solution dont
-.(Re(ZD)<O.
6) Placer dans le plan complexe les points A, B, C, D d’affixes respectives
Za ; Zs ; Zc et zp puis calculer AB2 ;AC2 ;AD2 ;BC2 ;BD2 ;CD2,

7) Construire le barycentre G des points (A,1) ;(B,1) ;(C,1) ;(D,1).
8) Soit I'application f définie par f (M)=MA2+MB2+MC2+MD2,
a) Déterminer et construire (I,)={M OP/f(M) =140
b) Déterminer et construire (I,)={M OP/f(M)=108
c) Quelle est la nature de I'ensemble () des points M du plan tels
que : 10&< (M) <14cC.
9) Calculer lI'aire A du polygone ABCD.
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**DEVOIR N°6**

EXERCICE1: (10 points)

C désigne I'ensemble des nombres complexes. Soit f la fonction de C
dans C définie par f(z)= Z° -(2+i)z* +2(1+i)z- 2i.

1) Calculer f(i) et en déduire une factorisation de f(z).

2) a) Résoudre dans, I'équation f(z)=0 ;
b) Calculer le module et I'argument de chaque solution de I'équation.

3) On désigne z; ; z, et z3 les solutions de I’équation f(z)=0 ; z, étant
celle d’argument g Vérifier que : —%zlz3 =7,.

EXERCICE?2: (10 points)

1) Linéariser : sin®x + cos®x.

2) Soit z et Z les nombres complexes définies par :

z:\/1+\/§ +i\/\/§—1 et z=27"

Déterminer les racines quatrieme de Z sous forme trigonométrique puis
sous forme algébrique.

En déduire cosg et sing.
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**DEVOIR N°7**

EXERCICE 1: (5 points)

Soit le nombre complexe z= —4(cos7772 + i sin%’2 :

1) Ecrire z sous forme algébrique

2) a-/ L'écriture z = —4(cos7772 + i sin%”) est-elle une forme

trigonométrique ? justifier votre réponse.
b-/ Donner la forme trigonométrique de z utilisant I'argument principal.

EXERCICE 2: (5 points)

Z+1+i
z+5
On désigne par A, B et M les points d’affixes respectives -5 ; -1-i ; z.
1- Donner une interprétation géométrique d’un argument de f(z).
2- Déterminer et construire :
a) L'ensemble (E;) des points M tels que [f(z)|=1 ;
b) L'ensemble (E,) des points M tels que f(z) soit un réel ;
c) L'ensemble (E3) des points M tels que f(z) soit un imaginaire pur.

Soit f I'application de C-{-5} dans C définie par : f(2)=

EXERCICE 3: (5 points)

Déterminer les solutions dans de I’équation : z* = (1-i)".
Construire les images dans le plan complexe.

EXERCICE 4: (5 points)

1- Linéariser I'expression : [cosz(ge)—sinz(ge)}x cos34

2- Déterminer le module et un argument du nombre complexe z
tel que : z = (1+ cosx + cos2x) + i(sinx + sin2x)
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** DEVOIR N°8 **

EXERCICE 1: (5 points)

1
1+itgd

1- Calculer le module et I'argument du nombre U =

(on discutera suivant les valeurs de 0).

2- Linéariser : sin’(20) cos?(20).
EXERCICE 2: (5 points)

Pour chaque réel « ¢ ]—g;g [, on défini I'application f, de C dans C par :
f.(z)= z?cos’a —2zcosx +1+sin’x.

Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé ©;i ;j).

On désigne par E I'ensemble des points M d’affixe z telle qu'il existe

o € ]—g;g[, vérifiant f,(z)=0.

1) a- Résoudre dans C I'équation f (z)=0.
b- Si le points M(z) appartient a E, que peut-on dire du point M’
d’affixe z ?.

2) Pour fixé, on pose : Z:%i (z+2')cosa , ou z' et z" sont les solutions

de I'équation f,(z)=0.
Déterminer les racines quatriemes de Z et représenter les points images
des solutions sur le cercle trigonométrique.

EXERCICE 3: (5 points)

Dans le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé (O;i ;j), soit

M le point d’affixe z, on pose z = x+iy, (X ;y)e R2. Soit A le point d’affixe
-3i et M’ d’affixe z' avec z'=x+3iy.
1) Quelle condition doit vérifier z pour que I'on ait M+A et M'#B ?
2) Cette condition étant vérifiée, démontrer que :
' Z—1 O

[(am)/i(BM)] < [M.DlRJ
En déduire I'ensemble(E) des points M tels que (AM)//(BM’).
3) Déterminer I'ensemble (F) des points M tels B, M et le point d’affixe
iz soient alignés.
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EXERCICE 4: (5 points)

Soit le plan affine euclidien muni d’un repére orthonormé 0;i ;j). On
donne les points A(1 ;5) ; B(2 ;3) et C(4 ;4).

1) Déterminer le barycentre G, des points A, B, C affectés
respectivement des coefficients : 1 ; 1+ « ; 3-«, avec « eR.

2) Déterminer « pour que G, soit le point D(1 ;3).
3) Déterminer I'ensemble des points G, quand o« décrit R.
4) On prend « =5. Déterminer I'ensemble des points M du plan

vérifiant : MA% + 6MB? - 2MC? = 40. Représenter cet ensemble.

EXERCICE 5: (5 points)

Soit ABCD un carré. Déterminer un triplet de nombres réels (« ;B ;y) tel

que A soit le barycentre du systeme (B, B) ; (C, &) ; (D, Y).
Déterminer ensuite I'ensemble des points M du plan tels que :

MB*MC + MC+MD - MC. =0
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**DEVOIR N°9**

EXERCICE 1: (5 points)
A/- Soit le polynéme f(x)=2x>-10x*-25x-21.

1) Calculer f(7) et en déduire que :f(x)=(x-7)(ax*+bx+c) ot a, b, c
sont trois réels a déterminer.

2) Résoudre dans R, I'équation f(x)=0.

B/- Un entier naturel N, s’écrit : 5531 dans le systéme de numération de
base n et 3676 en base (n+1). Calculer n et donner I'écriture de N dans
le systeme décimal.

EXERCICE 2: (5 points)

Soit A ;B ;C trois point du plan P tels que AB=AC=5 et BC=6
1) Construire le triangle ABC et calculer AB«AC ;
2) Soit G barycentre de (A,2) ; (B,3) ; (C,3).
construire G et calculer GA.
3)Soitf: 2 —-R
M— f(M)=2(MB ¢«MC)+(MC « MA)+(MA+ MB)
a) Exprimer f(M) en fonction de f(G) et MG.
b) Caculer f(A) et f(G).
c) Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M tels que :
f(M)=f(A).

Probleme : (10 points)

Soit le polynbme P de la variable complexe z défini par :
P(z)=2° -(7+9i)z> + (39i-14)z +50
1) Montrer P(z)=0 admet une racine z, imaginaire pure.
2) Résoudre I'équation P(z)=0. On notera z; la racine non imaginaire
pure ayant la plus petite partie réelle ; et z, la troisieme racine.
3) Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé ©O;u;v),

on considére les points A, B, C d’affixes respectives z; ; z; ; z».
Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que :
MA%*-MB*+MC?*=4,
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**DEVOIR N°10**

EXERCICE 1: (4 points)

1/- Démontrer que V x € R cos’ x=1—16(c035x+5c:os3x+10c:osx)

2/- Résoudre dans R cos2x - sin2x + 1 =0.

EXERCICE 2: (8 points)

On considéere I'application de € dans C définie par :

f(z) = 22 -(9+2i)z +26
1/- Résoudre dans C I'équation f(z)=0. On notera z; la solution de
f(z)=0 qui a la plus grande partie réelle et z, |'autre racine.

2/- Soit A et B les points d’affixes respectives z; et z,.
Déterminer I'ensemble (E) des points M du plan tels que :%:2.

3/- On pose z=x+iy. Déterminer I'ensemble des points M du plan
complexe tels que f(z) soit un réel. Préciser sa nature.

EXERCICE 3: (8 points)

Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé (O:u;v), on
considere les points A, B, C d’affixes respectifs :

Zp=2-23i ; zg=2+23i ; zc=8.

1/- Ecrire z5 ; zg ; zc sous la forme trigonométrique. Placer les points A,
B et C.

2/- Déterminer les coordonnées du barycentre G du systéeme de points
pondérés {(A, |zal) ;(B, |zsl) ; ;(C, |zc|)} puis placer G.

3/- Déterminer et construire I'ensemble (") des points M du plan tels
que:HMA+MB+2MCH=HMA+MB—2MCH.
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**DEVOIR N°11%**

EXERCICE 1: (4 points)

Démontrer par récurrence que :
1- V ne N, 3""3 - 4%"*2 st divisible par 11.

2- V ne N*, LI S + 1 = N(n+3)
1x2x3 2x3x4 n(n+)(n+2) 4(n+1)(n+2)

EXERCICE 2: (4 points)

1/ Déterminer le nombre entier du systeme décimal qui s’écrit :
abc’ et cha
2/ Résoudre dans (z/7z)? le systéme suivant : {3;(+3y::
X+y=

EXERCICE 3: (4 points)

1/ En utilisant I'algorithme d’Euclide déterminer : 354 A 25, et trouver
deux entiers relatifs & et ¢tels que : 354 + 25¢ =1.

2/ Résoudre dans (N*)?: (XxVY)-9(xA y) = 13.
EXERCICE 4 : (4 points)

1/ Déterminer I'ensemble des couples (x ;y) d’entiers naturels non nuls
xgy=7

xUy =84

2/ a) Trouver I'ensemble des entiers naturels qui divisent 276.

b) Trouver les paires d’entiers naturels dont le plus grand commun
diviseur d et le plus petit commun multiple m vérifient :

tels que :{

m+3d =276
10<d <30

EXERCICE 5: (4 points)

1/- Déterminer selon les valeurs de |'entier n, le reste de la division

euclidienne par 9 de 4".

2/- En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,
le nombre N=22°"*2- 313""! est divisible par 9.
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**DEVOIR N°12%%*

EXERCICE 1: (5 points)

1-/ Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul
_n(n+1)(n+2)

==

2-/ Le Directeur du Lycée Technique de Bamako dispose 15 cahiers et
25 bics. A l'aide de ces fournitures, il veut faire des lots identiques pour
récompenser les plus méritants de ses éléves.

a) Quel est le nombre maximum de lots qu’il peut former ?

b) On suppose qu’il peut former 5 lots et qu’il a en tout 40 objets (bics
et cahiers). Le nombre de cahiers étant inférieur au nombre de bic,
déterminer le nombre de cahiers et de bics.

2+6+12+........ +n(n+1)

EXERCICE 2: (5 points)
1/- Trouver I'entier N du systéme décimal qui s’écrit : ab7® et arb®
2/- a) Déterminer I'ensemble des diviseurs de 124.

b) Déterminer I'ensemble des couples (x ;y) de (N*)? tels que :
- . m-4d =124

d=X Ayetm= x Vv y verifient |a relation {
3<d=<50

EXERCICE 3: (5 points)

Soit N un entier naturel tel que en numeération décimale, N s’écrive
abcd , et que I'entier qui s’écrit beda soit divisible par 7.

1-/ Montrer que si a=7 alors bcda-10N soit divisible par 7.

En déduire que pour cette valeur de a, N est divisible par 7.

2-/ Montrer que 10N-3a est multiple de 7.

En déduire que si N est divisible par 7, alors a=7.

EXERCICE 4: (5 points)

La lettre a désigne un nombre réel strictement positif, on considére un

triangle ABC tel que AB=3a ; AC=4a ; BC=5a.

1°) Déterminer le barycentre G des points (B,4) ;(C,3) ;(A,-5).

2°) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que I'on ait :
4MB*+3MC*-5MA°=12a°.
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**DEVOIR N°13**

EXERCICE 1: (5 points)

Démontrer par récurrence que :
1) vneN*: 1+345+.....4+(2n+1) = (n+1)%

2) vneN:A, = 3" - 2" ast divisible par 7.

EXERCICE 2: (5 points)

1) Résoudre dans I'anneau Z /57 I'équation : x?> +3X + 2 =0
2) Résoudre dans lI'anneau Z /77 le systeme suivant
2x+5y=6
EXERCICE 3: (5 points)
Trouver le reste de la division par 13 du nombre N= 100%°%,
EXERCICE 4: (5 points)
1) Trouver |'écriture décimale des nombres suivants :

—16

1A - FF0'°:1110° : 1010100

2) Résoudre dans Z /87 les équations suivantes

3x=4: x> +X=0 ; x3 =0
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**DEVOIR N°14%**

EXERCICE 1: (10 points)

1) Démontrer que pour tout entier naturel n>1, I"entier n’(n®-1) est
divisible 12.

2) a) Etudier les restes de la division par 7 des nombres 2" et 3" neN.
b) Déterminer t, entier positif tel que : 2'+ 3' = 0 [7].

3) a) Montrer que V e R Xx*+ 3x*+ 4 = (x* + 2)* - x°. Mettre le
polyndme P(x)= x* + 3x*+ 4, sous la forme d’un produit de facteurs du
second degré.

b) Déduire de ce qui précede que si la base du systeme de numération
est supérieure ou égale a cing, le nombre 10304 est divisible 112. La
base étant sept, exprimer le quotient de la division de 10304 par 112.

EXERCICE 2: (5 points)

Soit (a ;b ;c) un triplet d’entiers naturels tels que :
a=111" ; bzfﬁ@); ¢ =13054"
a) Sachant que c=ab, déterminer la base n puis les écritures des
nombres a, b, c dans le systeme décimal.
b) Vérifier, en utilisant I'algorithme d’Euclide que a et b sont étrangers.

c) En déduire les solutions dans z* de I’équation ax + by = 1.
d) Résoudre xe 7 /4Z : x>+ X + 1 = 0.

2x-y-2=0

(X ;¥)e @ /47)?; T
3x+2y-1=0

EXERCICE 3: (5 points)

Soit (a,b) e N, on pose : u = avb et o =aab.
Déterminer tous les couples (a ;b) d’entiers naturels tels que :

a) M-96=13

+b =96
b) {a
1 =180
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**DEVOIR N°15%%

EXERCICE 1: (6 points)
1) a) Déterminer suivant les valeurs de I’'entier naturel n, le reste de la
division par 7 de 4"et de A = 851°" + 851%" + 851" + 2
b) Un nombre B du systeme de numération de base 4 s’écrit :
B=2103211 Déterminer dans le systeme décimal le reste de la division
de B par 7.
2) a) Trouver tous les couples (a, b) d’entiers naturels tels que :
pgcd(a,b)=42
{ ppmda,b)=1680

b) Déterminer I'ensemble des entiers relatifs x tel que 8x=7]g|

c) Résoudre dans I|'équation 336x + 210y = 294.
EXERCICE 2: (4 points)

On considere la famille de fonctions numeériques f,, définie par :
f ()= (m-2)x* +3x-5
x+1
Dans le plan muni d’un repere orthonormé (o i
la courbe de f_.
1) Déterminer I'ensemble de définition 9., de f_.
2) Discuter suivant les valeurs de m, les limites de f_aux bornes de 2.
3) Montrer que toutes les courbes (€,) de f_ passent par un point fixe A
dont on précisera les coordonnées.

oU m est un paramétre réel.

—

D ) on désigne par (Cn)

Probleme : (10 points)

A] Soit f I'application de C dans C définie par :f(z)=2> -(1+i)z* -4 +4i.
1) Vérifier que I'équation f(z)=0 admet une solution réelle z; et un
solution imaginaire pure z, que I'on déterminera.

2) a) Résoudre dans C I'équation f(z)=0 ;
b) Calculer le module et I'argument principal des trois solutions de
I’équation f(z)=0. On désignera par zs la troisiéme solution.

4) Dans le plan complexe rapporté a un repéere orthonormé , on
désigne par M; ; M, ; Ms les points d’affixes z; ; z> ; zs.
Placer ces points. Préciser la nature du triangle M;M;,Ms.
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B] On considére dans C, I’équation : mz®> — (m?+4)z + 4m = 0 (1) ou m
est un parameétre complexe.

1) Résoudre I’équation (1) pour m=1+i.
En désignant par z; et z, les solutions obtenues ; montrer que : z, :%.

Pouvait-on prévoir ce résultat ?.

2) Donner la forme générale des solutions de I'équation (1) dans C.

3) On se place dans le cas ou les deux solutions de I'équation (1) sont
des nombres complexes conjugués. Déterminer leur module.

4) Montrer que si I’équation z°~Sz+4 =0 admet deux solutions
conjuguées, alors S est un réel vérifiant ; -4 <S <4 .

5) Calculer les solutions zg et z, lorsque S=-2.

Donner leur forme trigonométrique. Représenter les solutions dans le
plan complexe muni d’un repere orthonormé (o UV )

=5
=5 Z, 5 Z
6) Calculer z° et Z,” puis montrer que : °-=Z, et ~0-=2,.
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**DEVOIR N°16**

EXERCICE 1: (10 points)

Soient A ; B ; C trois points du plan £ tels que AB=AC=5 ; BC=6.
1) Construire le triangle ABC et calculer AB+AC

2) Soit G le barycentre de (A,2) ; (B,3) ;(C,3).
Construire G et calculer GA.

3) Soit f I'application de # — R
M f(M)= 2MB + MC + MC+MA +MA« MB
a) Exprimer f(M) en fonction de f(G) et MG.
b) Calculer f(A) et f(G).
c) Déterminer et construire I'’ensemble E des points tels que
f(M)=f(A).

EXERCICE 2: (10 points)

@2x-1)(2x+1) -3
; .

1) Vérifier que pour tout réel x : x*-1=

cos’ x
0 1-2sinXx

n
2

En déduire A:j dx.

2) On donne : f(x)=%ex(§+ln2xj.

En remarquant que f=hk’ + kh’ calculer E f(x)dx.

3) Calculer IO” e”* sin3x dx.

4) Soient | :jg e”* cos’ x dx et J =J'0721 e”* sin® x dx
a) Calculer I+1J.
b) Soit f(x) :%ezx(0032x+sin2x) .

Calculer f'(x). En déduire I-]. Calculer I et J.
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**DEVOIR N°17%**

EXERCICE 1: (5 points)
Linéariser sin’x, puis calculer jogsinf’xdx.

EXERCICE 2: (5 points)

Soit le polynbme complexe P tel que :
P(z)=+6(z*"+1)-2(14+2i)(z23-2)-2 6 Z°
Calculer P(1) et P(-1) puis résoudre dans C I’équation P(z)=0.

EXERCICE 3: (10 points)
Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie par :

2 _
F(x) = X*—=bx+4
X—2

1) a) Quel est I'ensemble de définition de f ?

b) Etudier la variation de f. Calculer f(1) et f(4).

c) Quelle est la limite de g(x)= f(x) -x +3 quand x tend vers +~ ;
quand x tend vers —oo. En déduire que la courbe représentative (&) de f
admet la droite (D) d’équation y=x-3 pour asymptote.

2) a) Quelles sont les coordonnées des points d’intersection de (€;) avec
les axes de coordonnées ?

Déterminer une équation de la tangente a (¢) en chacun de ces points.
Construire ces tangentes dans le plan muni d’un repere orthonormé.

b) Construire la courbe représentative (¢) de f dans le méme repere.
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**DEVOIR N°18 **

EXERCICE 1: (5 points)

Soit f la fonction définie par f(x) = |x -1] - xi+1

1°) Déterminer I'ensemble de définition 9 de f.

2°) Ecrire f(x) sans valeur absolue.

3°) Déterminer les limites de f aux bornes de 9:.

4°) La fonction f est-elle continue au point 1 ?

5°) La fonction f est-elle dérivable au point 1 ? Que peut-on dire ?
EXERCICE 2: (5 points)

Soit f une fonction dont le tableau de variation est le suivant

X — 00 -2 -1 0 + 00
£1(x) + - - ¥
+ + o0
f () /_2 \ /

La fonction f est de la forme f(x)=ax+b+%1 ol a ;b et c sont des réels.
X

1) Calculer f'(x) ;

2) Trouver les coefficients a, b, c en utilisant les donnés ci-dessus.
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Probléme: (10 points)

Soit f la fonction de R vers R définie par : f(x) = (X)E)i;z et soit (¢,) sa
courbe dans le plan muni d’un repére orthonormé(o;i; 7 ).

1) a/ Déterminer I'ensemble de définition 9 de f.
b/ Calculer les limites de la fonction f aux bornes de 9.
En déduire les asymptotes a la courbe (€).

2) Etudier les variations de f.

3) Quelles sont les coordonnées du point d’intersection A de la courbe
(€) avec la droite d’équation y=1.

4) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (&) au point
d’abscisse x=0.
Déterminer la position de (€,) par rapport a la droite (T).

5) Tracer la courbe (&) et la droite (T).

x2+x‘

6) Soit g la fonction de R vers R définie par : g(x):‘(x+2)2

et (€') sa

courbe représentative dans le repére (0;7;7 ).

a/- Ecrire g(x) sans valeur absolue.
b/- Sans étudier g(x), tracer sa courbe (€).

h(x) = f(x) six>-1

7) Soit h la fonction de R vers R définie par : { :
h(x) =2x+a si x<-1

a/- Pour quelle valeur de a h est-elle continue au point -1 ?

b/- Pour cette valeur de a, étudier la dérivabilité de h au point -1.
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**DEVOIR N°19%**

EXERCICE 1: (5 points)

Calculer les limites aux bornes du domaine de définition de chacune des
fonctions suivantes définies ci-dessous :

f(x)= x+1 ; g(x) = Vx> +x-2

x* —3x
EXERCICE 2: (5 points)

Calculer les limites suivantes :

in2
—_ —_ + —_ —_—
a/- |i 1 -C(ZSX : b/- | 1-2sin” X ; c/- | v1 x. Vv1-x
x~0 3sin” X x- 2 1+ cosax X=0 sinx

Probléme: (10 points)

Soit f_la famille de fonctions définie par f_(x) = szz__l ou m est un
parametre réel. On désigne par (€.) la courbe de f_dans le plan

rapporté a un repére orthonormé(o ik T).
1/ a- Donner, selon les valeurs de m, le domaine de définition def_ .
b- Montrer que, pour toutes valeurs de m, f_ est paire.
c- Préciser selon les valeurs de m, sur quel ensemble f,_est dérivable.
Calculer f_'(x)pour x élément de cet ensemble. Pour quelles valeurs
de m, f _est-elle constante sur son domaine de définition ?

2/ Pour m#1, calculer f_@ ; en déduire qu’il existe deux points
appartenant a toutes les courbes (C.) sauf (€,).

3/ Tracer (€,).
4/ Etudier les variations de f_, et tracer (€.,).

5/ Faire I'’étude compléete de f, et tracer sa courbe représentative dans
un repere orthonormé distinct du précédent.
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**DEVOIR N°20%*%*

EXERCICE 1: (4 points)

Soit la fonction numérique f de la variable réelle x définie de ]2;+~[ sur
R par : f(x):w.
X—2
1) Montrer que f admet une réciproque f !, que I'on définira.
2) Tracer les courbes de f et de f*dans un méme repére orthonormé.
EXERCICE 2: (6 points)
Dans le plan affine euclidien E, on considere trois points A, B et C tels
que : AB=4 ; AC=3 ; BC=5 (en cm).
1) Trouver I'ensemble des points M de E vérifiant : MA +MB -2MC =v
(v étant un vecteur donné du plan vectoriel associé a E).
2) Le systeme s={(A));(B));(C,-3}a-t-il un barycentre ? si oui trouver le
puis le construire.
3) Déterminer alors I'ensemble (H) des points M de E vérifiant :
MAZ+MB?-3MC?=5 puis construire (H).
EXERCICE 3: (6 points)

Soit E un espace affine rapporté au repére(o;?; i E). On considére
I’'application f de E dans E définie par :v M(x ;y ;z), f{(M)=M'(x" ;y’ ;Z')
X=3x—-4z-6
avec (y'=2x-y-2z-4
Z=2x-32-6

1) Montrer que f est une application affine.

2) Quelle est la nature de f ? En déduire ses éléments caractéristiques.

3) Trouver I'image du plan P d’équation : x+y-z+3=0 par f.
EXERCICE 4: (4 points)

Soit f une fonction dont le tableau de variation est le suivant :

|
8
|
N
N o
N
(6]
+
8

f(x) + +

f (%) /'

Tracer la courbe (¢) de f sachant que la droite d’équation y=%x+1 est

une asymptote a (€).
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**DEVOIR N°21**

EXERCICES: (8 points)
1) Calculer | :jlelnTde

2) Soit 3= " dx
1007 x
a-/ En intégrant par parties, montrer que J=——_— [*" S g,

20077 Jwor  x?

b-/ En déduire que 0 < J < L
10Cr

3) a-/ Soit la fonction numérique f :

11 2o . _
f.]1,+ [_>IR quia x> f(x) —(x2—1)2
Calculer F(x):j:f(t)dt pour x >1.
b-/ Soit la fonction numérique g :
Moo - _ 1
g.]1,+ [ IR qui a x— g(x) x(xz—l)'
b c

Trouver les réels a ; b ; ctels que : gx) =2+ 2>+ %,
Calculer G(x):j:g(t)dt pour x > 1.
c-/ Calculer H(x):jxt'—nt dtpour x >1.

2 (t° -1’
d-/ Déterminer lim H(x), (on pourra écrire que pour x >1 :

In(x2-1)=2Inx+In(1- x_lz) ).

Probléme: (12 points)
1) Soit f la fonction définie par f(x)=xInx-x pour x >0 et f(0)=0.

Démontrer que f est continue sur R+. Etudier f et tracer sa courbe
représentative (C) dans un repere orthonormé d’unité 1cm.

2) Soit g la fonction définie par g(x)=%lenx—%x2p0ur x >0 et g(0)=a.

Quelle valeur faut-il donner a a pour que g soit continue en x,=0 ?
a-/ Etudier la dérivabilité de g en x,=0.
b-/ Etudier g et tracer sa courbe (€,) dans le méme repere que ().
3) Déterminer en cm?, I'aire du domaine limité par I'axe des abscisses,
la courbe (&) et les droites d’équations : x=1 et x=e.
4) Aprés avoir dérivé la fonction h définie par h(x)=x’Inx, déterminer
une primitive de g et 'aire d(«) du domaine :

D.={ M(x ;y)/ o <x <ee et 0<-y <-g(x)} ol & est un
paramétre réel positif inférieur a eJe. Déterminer s’il existe lim Aa).
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**DEVOIR N°22*%*

EXERCICE 1: (12 points)

Soit la fonction numérique de la variable réelle x définie par
x* +12x° + 40x® + 24x - 44

f(x) = (X+3)2

1) Déterminer les réels a ; b ; ¢ ; d tels que pour tout x de I'ensemble

de définition Drde f: f(x)=ax’ +bx+c+——
(x+3)

2) Etudier les variations de la fonction f ;

3) Montrer que la parabole (P) d’équation y=x*+6x-5 est asymptote a
la courbe (¢) de f.

4) Etudier la position de (C) par rapport a (P).

5) Tracer (P) et (€).

6) Trouver une primitive de f sur 2.

7) Calculera=| " f(xdx.

EXERCICE 2: (8 points)

2
X*1 et soit (G¢) sa courbe représentative dans le
X

plan muni d’un repere orthonormé.

Soit f définie par f(x) =

1) Etudier la fonction f ;

2) Etudier la position de (€) par rapport a son asymptote oblique (a)
3) Montrer que v x e [1,2] ona | f/(X)| <

Slw

4) En déduire gu’en appliquant lI'inégalité des accroissements finis a
[x,2] on a : 1+§x >f(x).

5) Montrer que la restriction g de f a [1, + «[ réalise une bijection de
[1,+ o[ sur un intervalle de R que |I'on précisera.
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**DEVOIR N°23**

I) Soit f la fonction définie par f(0)=1 et f(x)=-2x+1+xInx.
1) Déterminer I'ensemble de définition 9 de la fonction f.
2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point 0.

3) a) Calculer f(x) si x =0.
b) Etudier les variations de f et |la limite de f en +~
4) Quel est le nombre de solutions de I'équation f(x)=0 ?

5) Etudier Iim ™ péduisez-en le comportement asymptotique de la

X — +0o X

courbe représentative de f.

IT) A)-On considére la fonction numérique g définie par g(x)=e*+x-5
1) Etudier le sens de variation de g (on ne demande pas de déterminer
les limites de g, ni de construire sa courbe représentative).

2) Calculer g(0) et g(2). Démontrer que I’'égquation g(x)=0 admet une

solution unique « sur R et une seule.
3) Justifier I'encadrement 1.30< « <1.31.

B)-Soit la fonction numérique f définie sur]-o,5[ par f(x)=In(5-x).
1) Etudier le sens de variation de f.

Préciser les limites de f en - et en 5.

2) Vérifier I'égalité f (x)=a.

3) Montrer que, pour tout réel x de [0,3] on a : |f'(X)] s%.

En déduire que pour tout réel x de [0,3] on : |[f(X)- « |s% |x— o |.

4) a-/ Montrer que si 0 <x <3 alors 0 < f(x) < 3.
b -/ On considere la suite (U,) d’éléments de [0,3] en posant :
Uo=1 et U,,1=f(U,) pour tout entier naturel n.

Montrer que pour tout entier naturel n on a |U,;1— als% |Un = «f.

En déduire que |U, - o(ls[%j IUo - of et que |U, - Ms@ .

c-/ Déterminer un entier naturel ng tel que :
Pour n =ngona |U, - ¢|< 107>,
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** DEVOIR N°24 **

EXERCICE 1: (5 points)

Démontrer que pour tout nombre réel x, on a la relation
Cos’x= %(c053x+3cosx)

Trouver une primitive sur R de la fonction f définie par f(x)=cos>x .
EXERCICE 2: (5 points)
Soit la fonction f qui, a tout nombre réel x fait correspondre
f(x)=(x-3)vx
Construire dans un repéere orthonormé la courbe de f.
Probleme : (10 points)
On considére dans C, I'équation : -2+ (4+i)z* +(8+6i)z+4 +28i =0.

1-/ Montrer que cette équation admet une solution imaginaire pure zg
que |'on précisera.

2-/ Trouver les nombres complexes « et B tels que I'équation puisse
s'écrire : (z - zo)(- Z°+ « z +B)=0.

Déduisez-en les autres solutions z; et z, de cette équation.

(on désignera par z; la solution dont la partie réelle est négative et z, la
troisieme solution).

3-/ On considére un plan & rapporté a un repere orthonormé. On
désigne par A, B, C les points de & d’affixes respectives zq, z1, z».
Placer les points A, B, C et déduire la nature triangle ABC.

4-/ Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M(x ;y) du
plan 2 tels que ; MA%? + MB? - MC?= 3,
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**DEVOIR N°25%*

EXERCICE 1: (4 points)

Apres avoir déterminer les ensembles de définition et de dérivabilité des
fonctions ci-dessous, calculer les fonctions dérivées.

1-/ f(x>=(zx_3j 12/ f(x>=3(:++xxzz) 13-/ (9 =yx+y1+x* 4~/ f(x)=cos'2x.

1-x
EXERCICE 2: (4 points)

2X+3

Soit f la fonction définie par f(x) = =
(x-1

1-/ Déterminer I'ensemble de définition D¢ de f et trouver les réels a et b
a b

+ :
(x-1*  (x-1)°

tels que pour tout x de P : f(x) =

2-/ Dresser le tableau de variation de f.
Probleme : (12 points)
Pour tout entier n strictement positif on définit I'application f,, de R dans

XI"I

VxZ+1

R gqui a tout x, associe : f, (x) = . On désigne par (€,) la courbe de f,.

1-/ a) Calculer la fonction dérivée de f,; en déduire que pour
tout n >1, £, est strictement croissante sur R+.
b) Dresser le tableau de variation de f, suivant la parité de n.
c) Démontrer que toutes les courbes (€,) passent par deux points fixes

dont on déterminera les coordonnées.

2-/ Etudier et tracer la courbe de f;.
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**DEVOIR N°26**

EXERCICE 1: (5 points)

Trouver sept termes d’une suite géométrique : u; ; U, ; ... ; u; tels que
u, +u, +u; =2
us +Uug +U, =1250
u u. +u. +u
On montrera d'abord que : = =="——"°¢_"7,
ul U1+U2+U3

EXERCICE 2: (5 points)

1-/ Résoudre I'équation différentielle :3y"”"+48y=0
2-/ Déterminer la solution f de cette équation sachant que :

Y= (=
f(g)—z et f(8) 2.
EXERCICE 3: (5 points)

Soit la fonction f :t H% pourt € [n ;n+1] ; n>O0.

1-/ Montrer que pour tout n €N, on a: i<j”ﬂﬂ<%.

n+1 Jm t

2-/ On considére la suite de terme général :

U :1+%+ ................... 1 Inn, n > 1.

Montrer que (U,) est monotone, a termes positifs ; conclure.
EXERCICE 4: (5 points)

Soit la fonction f de la variable réelle x définie par :

1
f(x)=X—_1 e si x%0
Xf(O) =0
1-/ Déterminer le domaine de définition D: de f et étudier les limites de f
aux bornes de 9:. Etudier la continuité de f au point x=0.
2-/ Etudier les variations de f. Representer graphlquement f dans le
plan rapporté a un repere orthonorme(o -
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**DEVOIR N°27%**

EXERCICE 1: (5 points)
1-/ Démontrer que, quelque soit I'entier naturel n, on a :

32n+3 + 2n+3 =0 [7]

2-/ Résoudre dans 7 /7z, I'équation : x> + 2X +6 = 0.

. . , . |a®-b? =405
3-/ Résoudre le systeme (a ;b)e (N*)2 . avec m=a Vv b.
m=a

EXERCICE 2: (5 points)

L'objet de I'exercice est d’étudier la suite de terme général
U, = f,(0dx ol f,(x)= X

VJ1+X

.(on convient que x° =1).

1-/ Calculer ug et uj.
2-/ Comparer x"a x"*! lorsque x € [0 ;1]. En déduire que la suite (U,)
est décroissante.

V2

3-/ En observant que Uni+u, = [ x".VI+x dx, établir que Up1+us < =

V2 V2

<U <=,

2(n+1) " 2n

4-/ A I'aide des résultats précédents, établir que :
En déduire la limite de u, lorsque n tend vers + .

Probléme : (10 points)

1-/ Soit la fonction g définie sur]0 ;+oo[ par g(x)=-x*+1-Inx.

a/ Etudier les variations de g. Préciser les limites de g en 0 et + 0.

b/ Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x. Calculer g(1).

2-/ Soit la fonction f définie sur]0 ;+oo[ par : f(X)=—%x+1+|2—;(.

a/ Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variation.
b/ Démontrer que f(x)=0 admet deux solutions & et B, (x < B).

c/ on désigne par (A) la droite d’équation : y= —%x+1 et (G) la courbe
représentative de f. Etudier le signe de d(x)= f(x)—( —%x+ 1) et en

déduire la position de (¢) par rapport a (A).
d/ Démontrer que (A) est asymptote a la courbe (&).Tracer (A)et (€).
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**DEVOIR N°28-ESS-2004**

EXERCICE 1: (7 points)

On considere la suite (U,) de nombres réels définie par : Ug=2 et pour
tout entier naturel n, In (Un+1) = 1 + In (U,).
1-/ Calculer u; ; uy ; us.

2-/ Montrer que %:e.

n

3-/ Exprimer U,, en fonction de n.
4-/ Préciser le sens de variation de la suite (U,).
EXERCICE 2: (7 points)

1-/ a/ Calculer le module et I'argument du nombre complexe :
zo=(1+i )", ne N.

b/ Pour quelles valeurs de n, z, est-il un nombre réel ?
2-/ Dans le plan complexe, on désigne par A, le point d’affixe z,.

a/ Déterminer les nombres réels & et B tels que le barycentre des points

Ai, Ay, Az et A, affectés des coefficients &, B, 1 et 1 soit le point d’affixe
nulle.

b/ x étant un nombre réel, calculer en fonction de x le module du
complexe z=e™ + ixe™.

EXERCICE 3: (6 points)

1-/ Résoudre dans Z XZ I'équation: 6x-13y=>5.

2-/ Une variable aléatoire x ne prend que les valeurs : -1 ; 1 et 2 avec

les probabilités respectives.Azg : B=3X;8y ; ng _

a/ Montrer qu'il existe un couple unique (x ;y) d’entiers tel que ces
données soient acceptables.

b/ Calculer alors I'espérance et la variance de x.
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**DEVOIR N°29**

EXERCICE 1: (2 points)

On considére la suite (I,) : n — joz nx" cos2xdx.

n+l
Montrer que pour tout entier naturel n,ona: 0 <1, < (IZT) .

En déduire que (I,) converge.

EXERCICE 2: (6 points)

On considére la suite (U) de premier terme Uy=0 et définie pour tout

entier positif par la relation de récurrence : Un+1:g 1+U, .

NG

1-/ a/ Montrer que pour tout n >1 ; 7su <1.

n

b/ Etudier le sens de variation de la suite (U) et en déduire que la suite
est convergente.

c/ Déterminer la limite £ de la suite (U).

2-/ a/ Montrer que pour tout nombre réel x de [0 ; Tl on a :

1+ cosx
5 = cosg) .

b/ Montrer alors que pour tout entier naturel n : Un=COS(2Z1j-

c/ Retrouver ainsi la limite £ de la suite (U).

Devoirn29  SET- MTI- MTGC Pa gel Adama Traoré Professeur Lycée Technique



Probléme : (12 points)
A] Soit (&) I'équation différentielle du second ordre : y"”-3y’+2y=0.
1-/ a/ Quelles sont les solutions de (&).
b/ Quelle est la solution de , dont la courbe représentative (€) admet au
point d’abscisse 0, la méme tangente que la courbe (€’) représentative

de y=e*?. On dit que (@) et (€') sont tangentes.

2-/ Représenter dans un méme repere orthonormé les courbes (@) et
(€') dont on précisera les positions relatives.

3-/ o étant un nombre réel strictement positif, soit h, les fonctions
telles que : h,(x)=-a%* +2ae™.
a/ Montrer h, est solution de ().

b/ Soit (€,) la courbe représentative de h,.

Apres avoir calculé en fonction de & les coordonnées du point commun a
(e,) et (€'), montrer que ces courbes sont tangentes en ce point.

c/ Préciser les positions relatives de (€,) et (€').
B] Soit (&) I'équation différentielle du second ordre :
Y =3y’ +2y=-x"+x+2

1-/ Trouver trois nombres réels a ; b ; ¢ pour que la fonction polynbme
t : x—ax?+ bx + c solution de (&7).

2-/ On pose : f(x)=g(x)—%x2—x. Montrer que f est solution de (£’) si et

seulement si g est solution de (€). En déduire I'ensemble des fonctions
f, solution de (&).

3-/ Déterminer la solution de (€°) dont la courbe représentative passe
par le point de coordonnées (0;2) et admet en ce point une tangente de
coefficient directeur 1.
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**DEVOIR N°30%**

EXERCICE 1: (10 points)

1+i/3
o

On considéere le nombre complexe X =

1-/ Mettre x sous la forme trigonométrique.

2-/ z étant un nombre complexe donné, on considére la suite (U,)
définie par : U;=z et U,= U,-1.X pour n >2.

a/ Calculer U; ; U, ; Us sachant que : U;.U>.Us = 2(1-i) on prendra
arg(2)e[0 ; 71.

b/ Montrer que U;, U,, Us forment une progression géométrique dont
on déterminera la raison.

¢/ Montrer que les arguments de U;, U,, U3 forme un progression
arithmétique dont on déterminera la raison.

EXERCICE 2: (10 points)

Soit la fonction numérique de la variable réeIIe x définie par
f(x) = ox+1+In| 2= —1
X+1
1-/ Etudier les limites de cette fonction aux bornes de son domaine de
définition. On appelle (€) la courbe representatlve de f dans le plan
rapporté a un repere orthonormé (o D )
Préciser les asymptotes de (€) en partlculier, on établira I'existence
d’'une asymptote oblique (9).

2-/ Etudier le sens de variation de f et indiquer pour tout x de son
domaine de définition la position de (¢) par rapport a (9).

3-/ Construire la courbe (€).

Devoirn30  SET- MTI- MTGC Adama Traoré Professeur Lyc ée Technique



**DEVOIR N°31**

EXERCICE 1: (8 points)

Résoudre dans R les équations et systeme d’équations suivants
1-/ 37*2426x3*-3 =0 ; 2/ (Inx)>~7Inx+6=0

2Inx-3Iny=9
INnXx+5Iny=-2

3/ In(x-3)+In(x-1)=3In2 ;: 4/ {
EXERCICE 2: (12 points)
On considére la fonction f définie par :f(x)=(-x*+2x-1)e™.

1-/ Etudier la fonction f.

2-/ Construire la courbe (€) de f dans le plan muni d’'un repere
orthormé (unité graphique=2cm).

3-/ On considére la fonction F définie par : F(x)= (ax*+bx+c)e™.
a/ Déterminer les réels a,b, c pour que F soit une primitive de f.

b/ En déduire I'aire A, en cm?de la partie du plan limitée par des
abscisses, la courbe (¢) et les droites d’équations : x=0 et x=3.

NB : On prendra e3*=20 ; e‘3=e—13=2ic s e’=7,
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**DEVOIR N°32%%*

EXERCICE : (6 points)

1-/ Déterminer deux nombres réels a et b tels que, pour tout réel t

: . 1 _a b
(teR-{-1 ;0}) on ait 't(t+1)_t+t+1'

Calculer alors : th (td:l).

2-/ Calculer : |° 'n(:tL;t) at et [ (1Ttt)2 dt

3-/ Calculer : J'_” cos xsin® x dx.

Probléme : (14 points)

Etant donné un réel m, on considere I'application f, : R— R qui a X
associe fi(x)= (1-mx)e**,
1-/ Suivant les valeurs de m, dresser le tableau de variation de f,.
2-/ Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
g(x)= (1-x)e*.
On désigne par (Cg) la courbe de g dans le plan muni d’un repere
orthonormé (0; 7 j
a/Dresser le tableau de variation de g ;
b/Ecrire I’équation de la tangente (T) a (€g) en son point xo=-1.
c/ Déterminer la fonction dérivée seconde g” de g et étudier le signe
de g”(x).
d/ Construire (T) et (Cg) dans le méme repere.
3-/ a/ En utilisant une intégration par parties, déterminer sur R la
primitive de g, qui s’annule pour x=-1.
b/ Calculer en cm? I'aire du domaine plan limité par (€g), 'axe des
abscisses et les droites d’équations respectives x=-1 et x= 1,5.

4-/ Soit h la restriction de g a l'intervalle I=]0 ;+~][.

a/ Montrer que h est une bijection de I sur un intervalle J que I'on
précisera.

b/ On note h™! I’'application réciproque de h. Calculer le nombre dérivée
de h™! au point x=0.

5-/ Les coordonnées d’un point mobile M sont, a la date t et dans un
repere orthonormé(o; i T) , X=—1+Int et y=(2-Int)t, avec t [2 ;+o[.
a/ Déterminer la trajectoire de M.

b/ Déterminer les coordonnées du vecteur vitesse de M a la date t.
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**DEVOIR N°33*%

EXERCICE : (7 points)
Soitf:[0;1] - R

X —  f(x)=

X

X+2°

1-/ Déterminer les fonctions f’ et f".
2-/ Donnez le tableau de variation de f.

3-/ Démontrer que pour tout x de [0 ;1] , |[f'(X)]| <

ooll\)

4-/ Etablir que, I'équation f(x)=x admet une solution unique xe[0 ;1].
5-/ Démontrer en utilisant I'inégalité des accroissements finis que :

Vxe[0:1] ; [f(x)-a| < §|x- &l

Probléme : (13 points)

Soit f la fonction définie sur [0 ;+o[ par f(x)=1-x+e *+xe %

On appeIIe (€) la courbe de f dans le plan muni d’un repere orthonorme
(o; ) d’unité graphique 2cm.
1-/ Calculer la fonction f’ dérivée de f. Dresser le tableau de variation de

f" sur [0 ;+oo[. En déduire le signe de f’ sur [0 ;+oo].

2-/ Dresser le tableau des variations de f sur [0 ;+oo].

3-/ Montrer que (C) admet une asymptote oblique (9) que l'on
déterminera. Etudier la position de (€) par rapport a (D).
4-/ Calculer le coefficient directeur de la tangente (T) a (€) en x,=0.

5-/ Etablir que I’équation f(x)=0 admet sur [0 ;+oo[ une solution
unique ¥ que I'on encadrera par deux entiers naturels consécutifs.

6-/ Construire (9); (T) et (€) sur un méme graphique.

7-/ Calculer en cm?I'aire A du domaine limité par (&) et les droites
d’équations : y=1-x ; x=0 et x=1.
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** DEVOIR N°34 **

EXERCICE 1: (5 points)
L'objectif est d’étudier la suite (U,) définie pour tout entier n>0 par :

Ho IO Jiex? 0 \/1+x
1-/ a/ Soit f la fonction numérique définie sur [0 ;1] par :
f(X) :In(x+\/1+ x? )
Calculer f" de f. En déduire U,.
b/ Calculer Uj;.
2-/ a/ Prouver que la suite (U,) est décroissante (on ne cherchera pas
a calculer U,).

b/ Montrer que pour tout nombre réel x € [0 ;1] on a :1<y1+x? <+/2.
1

<U, <—.
(n+1/2 n+1

dx et pour n=1, U —J'

En déduire que pour tout entier n =1, on a :

Déterminer la limite de (U,).
EXERCICE 2: (5 points)

1-/ a/ Démontrer que vn eN, 3™ +2x4*divisible par 11.

b/ Déterminer I'ensemble des entiers a tels que 3™ +ax4*soit
divisible par 11 pour tout entier n.

2-/ a/ Chercher le PGCD de 51366 et 2988 ;

b/ Soit I’équation(x ;y)ezz (E) : 51966x+2988y=18.
Vérifier que le couple (23 ;-400) est solution de (E).

¢/ Donner trois solutions particulieres de (E).

3-/ a/ Résoudre dans N2 |I'équation 7x-4y=4
b/ Un entier naturel a s’écrit 75" et 49’
Un entier naturel b s’écrit 310" et 125°. En utilisant les solutions de a/,
déterminer x et y puis a et b.

Probléme : (10 points)
A] Résolution de I'équation différentielle (E) :y’ —2y:1+2_

1-/ Déterminer la solution de I'équation y’-2y=0 qui prend la
valeur 1 en 0.

2-/ Soit f une fonction dérivable sur R, telle que f(0)=In2, et
soit g la fonction définie par I'égalité : f(x)=e**g(x).
a/ Calculer g(0) ;
b/ Calculer f'(x) en fonction de g’(x) et de g(x).
_Ze—2x
1+e2¢’
d/ En déduire I'expression de g(x), puis celle de f(x) de telle sorte
que f soit solution de (E).

¢/ Montrer que f est solution de (E) si, et seulement si : g'(x) =
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B] Etude sur R de la fonction f définie par : f(x)=e®*In(1+e ).

1
eZX +1.

1-/ On pose h(x) =In(Ll+e?)-

a/ Etudier la limite de h en + .
b/ Etudier le sens de variation de h.
¢/ En déduire le signe de h(x), pour tout réel x.

2-/ Calculer f'(x) et montrer que f'(x) est du signe de h(x).

3-/ Etudier la limite de f en +oo.
Montrer que f(x)= e*[-2x+In(1+1e*)].
En déduire la limite de f en —~ en admettant que lim xe*=0.

X > —00

4-/ Dresser le tableau de variation de f.

5-/ Préciser la tangente au point d’abscisse x=0.
Représenter graphiquement la courbe de f dans un repere
orthonormal d’unité 5cm.

C] Calcul d’aire

2X
1-/ En remarquant que 1+1_2X :1f —, déterminer une primitive de la
€ €
fonction x ~ 1_2 :
1+e™

2-/Calculer, a I'aide d’une intégration par parties, I'aire en cm? de la
portion de plan comprise entre |'axe des abscisses, la courbe de la
fonction f définie dans la partie B et les droites d’équations x=1 et x=0.
On donnera la valeur exacte de cette aire ainsi qu’une valeur approchée
a 1073 prés.

D] Etude d'une suite

On définit la suite U,)par up,=0 et U,,1=f(U,) pour tout n>0
(ou f est la fonction définie dans la partie B].)

1-/ Montrer que f([0;1]) c [0;1] et en déduire par récurrence que, pour
tout n>0, queona U, € [0;1].

2-/ Montrer, que par récurrence, que la suite (U,) est croissante.
En déduire qu’elle converge.

3-/ Soit « sa limite. Montrer que f(d)=x et x € [0;1].

4-/ Grace a la représentation graphique de f, donner une valeur

approchée « de.
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**DEVOIR N°35%**

Partie A]

On considére la fonction f de R— R et définie par f(x)= !

-~ etla
1+ x

n

X

fonction f, pour ne N* est définie par fn(x)=1+)<

1-/ Etant donné un réel x, on considere la somme S,(x) des n premiers
termes de la suite géométrique de raison (-x) et de premier terme 1.

a/ Montrer que pour tout x#-1, on a : S,(X)= f(x)-(-1)" f,(x).

b/ Montrer que si |x|<1, S,(x) admet une limite lorsque n tend vers
I'infini. En est-il de méme pour x=1 7

2-/ Soit x un réel positif ou nul. On pose

a/ Montrer, sans calculer l'intégrale jox f (tHdt que :

on(X)+ (-1)" jox f (t)dt— In(1+Xx) est une constante.

En déduire que pour tout x réel positif ou nul :
In(1+x)= on(x)+ (-1)" [ f.@)dt.

b/ Montrer que : si n est pair, on a o,(Xx)< In(1+Xx).
si n est impair, on a 0,(x) = In(1+Xx).

¢/ Donner en fonction de n et x, un majorant de la valeur absolue de
I'erreur commise en remplacant In(1+x) par g,(x). (on utilisera le fait
1 .
ue —<1 si x=0).
que — )

d/ Calculer une valeur approchée a 107 prés par défaut de In(i—éj.
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Partie B] On considere que n=3.

1-/ a/ Etudier les variations de la fonction fs.
b/ Montrer que la courbe de f; admet un point d’inflexion que |I‘on
précisera.

2-/ Soit g la restriction de f; a l'intervalle ]-1,+ o[ . Montrer que g est

une bijection de ]-1,+ [ sur un intervalle que I'on précisera.
Dresser le tableau de variation de la bijection réciproque g™*.

3-/ a/ Trouver les coordonnées des points d’intersection de
la courbe (€g) de g avec la droite d’équation y=x.

b/ Tracer dans le plan muni d’un repére orthonormé la courbe
représentative de g puis celle de sa bijection réciproque g.

¢/ Trouver les équations des tangentes a la courbe de g™! aux points
d’abscisses 0 et %

4-/ a/ Calculer joxg(t)dt.

b/ Pourl_fs X < 1+2‘/§ , déterminer I'aire comprise entre les deux

courbes.
Partie C]
Soit P le polyndbme tel que, pour tout z complexe
P(z)= z° -(7+9i)z* -(14-39i)z + 50.

1-/ Montrer que I'équation P(z)=0, admet une solution imaginaire
pure zo que |l'on calculera.

2-/ Résoudre alors P(z)=0, on note z; la solution non imaginaire pure
ayant la plus petite partie réelle ; z, la troisieme solution.

3-/ Soit A, B, C les points du plan euclidien d’affixes respectives
Zo ; Z1 ; Z. Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan
tels que : MA’-~-MB?+MC?*=4.
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**DEVOIR N°36%**

EXERCICE 1: (5 points)
1-/ Pour tout entier naturel n, on pose : U, :jn"ﬂ (x+1)e™dx.

a/ a l'aide d’une intégration par parties, calculer U, en fonction de n.
b/ Etudier la convergence de la suite (U,).

2-/ Pour tout entier naturel n, on pose : s, :zn“ui :
i=0

a/ Calculer S, en fonction de n et trouver Iim s,.

b/ Calculer une valeur approchée de Syy.
Probleme : (15 points)

Soit f la fonction définie sur]0;+oo[par : f(x) = XZX:4

On désigne par (€) la courbe représentative de f dans le plan muni d’'un
repére orthonormé (o; i T) d’unité graphique 2cm.
Partie A :

1-/ Etudier le sens de variation de la fonction g définie sur ]0;+ o[
par g(x)=-8Inx+x*+4. (les limites de f ne sont pas demandées).
2-/ Montrer que g passe par un minimum dont on calculera la valeur.

En déduire le signe de g(x).
3-/ Etudier le sens de variation de f.
4-/ Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Existe-t-il une asymptote a la courbe (¢) paralléle a un axe de
coordonnées ?
Partie B :

Soit (F) la courbe de la fonction In dans le repére (o; i T) précédent.

InXx.

Soit h la fonction définie sur ]0;+oo[ par h(x)=f(x)-Inx.
1-/ Formuler explicitement h(x) et étudier son signe.
Qu’en déduire pour les courbes (&) et (F) ?
2-/ Quelle est la limite de h en +o ?
Qu’en déduire pour les courbes (&) et (F) ?
3-/ Construire les courbes (€) et (F) dans le repére (o; i T).
Partie C :

1-/ Soit & un réel strictement supérieur a 1.
Calculer, a lI'aide d'une intégration par parties :|(a)=j:h(x)dx.

2-/ Montrer que, I'aire A(x) en cm? de la portion du plan limitée par les
courbes () ;(F) et les droites d’équations : x=1 et x=«x est égale a
A(x)=41x. Calculer la limite de A(x) quand « tend vers +oo.

Devoir n°36  SET- MTI - MTGC Adama Traoré Professeur Lycée T echnique



**DEVOIR N°37**

Partiel

A) On considére la fonction polynéme p définie pa= ¢ (x — 1) — 2(7x — 12)
1) Calculer p (2)
2) RésoudrexdR ; p(x) =0
3) En déduire les solutions de chacune dest&ms suivantes :

a) - - 148+24=0

b) 2Inx +In(x — 1) =In2 + In (7x —=12)
c) (Inx)®+24
In x

=Ilnx+14

B) Pour tout entier naturel, n, on posejfx”(\/z—x) dx

1) Calculer ¢

2) A l'aide d’'une intégration par parties, détermirler

3) Etablir une relation de récurrence engredt |.

C) 1) Déterminer une fonction paire u et unecfmn impaire v telles que :
OxOIR 5 u(x) +v(x) =@

2) Montrer que u>v2 est une fonction constantedé&afuire que,E =1|.
v u

Partie2

Soit g la fonction définie sup,+«| par g(x) ——i— 3+Inx)

1) dresser le tableau de variation de g
2) démontrer que I'équation g(x) = 0 admet unetsmiliniques LI [045 ; 046] .
En déduire le signe de g(x) slof+e|
3) Soit f la fonction définie sulp;+w«| par f(x) = € (3 + Inx) .On notec la courbe de f dans
le plan rapporté a un repere orthono@né T) d’unité graphique : 4cm
a) Etudier les limites de f aux bornes |otec|
b) Montrer quedxO]o;+o]  f'(X) = €”xg(X)
c) Dresser le tableau de variation de f.
d) préciser les asymptotes.

4

e) Montrer que f§) = e?

e) Tracer la courbe de f dans muni d’un repere orthonorr(@t i T) :

4) a) Calculer 1 :J'f[%—(3+ln x)jdxen fonction deg.

4

b) Que représente | ?
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**DEVOIR N°38%%*

EXERCICE 1: (5 points)
Dans le plan P orienté on considere un carré AB&Que I’angle(ﬁ,ﬁ) a pour mesure

g. On désigne par | et K les milieux respectifs slsgments [AC] et [CD]. Représenter

ces points sur une figure. (on choisira AB = ADcm. On se propose d’étudier la
similitude directe S telle que S(A) =l et S(C) =K
1°) Recherche géométriques des éléments de S

a) Donner le rapport et I'angle de S.

b) Démontrer que le centfe de S est le point d’'intersection autre que | desles de

diametre [AD] et [IC]. Placer ces cercles@t sur la figure.
2°) Recherche du centre de S a I'aide des nhombraplexes.

Le plan est rapporté au repere orthonormal dire@eﬁé,ﬁ)

a) Donner les affixes des points A, C, | et K.
b) Donner I'écriture complexe de S.

c) En déduire les coordonnées du pémt
EXERCICE 2: (5 points)

Soit P un plan orienté rapporté a un repére odimé direct(O; i T). Soit f I'application
affine de P dans P qui a tout point M(x ;y) asséeigoint M’(X’ ;y") définie par
X'=~/3 x+ y-3
{Y=X—J§y+3
1°) Soit z I'affixe de M ; z’ I'affixe de M’. trouer une relation simple entre z’ et
Montrer qu’il existe un réel k tel que, quelquet goet B dans P d'images A’ et B’ on ait :

Hﬁa‘” =k HEB’” Déterminer k. Montrer que f n’est pas une siile directe.

2°) Montrer que f a un point invaria€X et un seul que I'on déterminera.

3°) Montrer qu’il existe une homothétie h de cenfileet une droite D passant p&r
telles que :f =hoS, =S -h ou S, est la réflexion d’axe D.

Probléeme: (10 points)
On considére la fonction f définie sur 10, 1[ pa0)=0 ; f@=1; f(t) :% sit0]o;1]
On appelle (C) la courbe représentative de f dangpéere orthonormé’O; i T). Le but du
probléme est d’étudier f et calculer I’intégralej:f(t) dt.

A-/ Etude def
1°) a) Montrer que f est continue en 0 et en 1.
b) Montrer que f est dérivable sur ]0 ; 1[. Calcule'(t) et montrer que '(t) a le signe que

#(t) ou ¢ est la fonction définie sur 0 ; 1[ pami(t) =Int—l+%’
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c) Etudier les variations puis le signe gle en déduire le signe de(t).

2°) Etudier la dérivabilité de f en 0 ; que peutesndéduire pour la tangente a (C) au point
d’abscisse x =0 ?

3°) a) Prouver que, pour tout élément u de%O];: 05%—(1—@ < .

En déduire que 0< —In(l—u)—(u +“—22Js 2;2 :
b) Soit g la fonction définie sur ]0 ;1] pag(x) =%
Prouver que pour tout élément h dé [F0]:
0< g(1+h) - g(1)+gs %hz
En déduire que g est dérivable en 1 et précisé).g’(
c) En déduire que f est dérivable en 1 et prouver:df '@ :%.

4°) Tracer la courbe (C) (Unité graphique 10cm).

B-/ Calcul de l'intégral |
Pour tout élément x de ]0 ; 1[, on posgx) :Llf(t)dt et J(x) = Ll@dt

(On ne cherchera pas a calculer ces intégrales).
1°) Soit K la fonction définie sur ]0 ; 1] paki(x) = J(x*) - I(X)

a) Montrer que K est dérivable sur ]0 ;1] et gki&x) :%[f(x)—Zf(xz)].
b) Prouver que pour tout élément x de J0 f1X) -2 f (x*) =—x f () .
c) En déduire que pour tout élément x de ]0 11k) =I% dt (1).
2°) Calculer la dérivée de la fonction- In(-Int) sur ] 0;1[.
En déduire que pour tout élément x de ]0;B[F j;%dt (2).

3°) Prouver que pour tout élément x de ]0;1[ etrgouttde ]O; X[ :

0s- L <-1
Int In x
En déduire que, pour tout élément x de ]0; 1< Id—tt < —li (3).
*1n nx

4°) A partir des relations (1) ; (2) et (3), déterer la limite de I(x) lorsque x tend vers 0

5°) Etablir que pour tout élément x de 0 ;1]=1(x) :joxf (t) dt.
En déduire queds! -1 (x)< x .

6°) Prouver finalement quie=1In2
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Sujets de devoirs pour la série MTE
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

Devoir 01

Exercice 1 : (10 points)

19 Ecrire sous forme trigonométrique les nombres ¢ omplexes suivants :

1 .43 . v4
Zy=—+1— ; Z, =—~3+i : Z =t
° 2 2 (=43 Z

29 Calculer A = ( %+i§)36.
39 Linéariser cos °x.

49 Résoudre z €C; I'équation : 2* = 1 +i /3 . (On écrira les solutions sous forme
trigonométrique).

Exercice 2 : (10 points)

Soit le polyndme complexe f (z) = Z — (1+i)Z — 4 + 4i.

19 Vérifier que I'équation f (z) = 0admet une solution réelle z, = a et une solution
imaginaire z; = bi que I'on déterminera.

29 Résoudre dans C, I'équation f (z) = Q.

39 Calculer le module et un argument de chacune de s solutions de f (z) = O
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Devoir 02

19 a-/ Linéariser cos2xsinx

b-/ Résoudre dans C I'équation : z* = —1i.
29 Soient a et b les nombres complexes définis par :

a:—ﬁ—ﬁi et b:—ﬁ—ﬂi
2 2 2 2

. . . b
a-/ Calculer la partie réelle et la partie imaginaire du nombre complexe q=—.
a

b-/ Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes a, b, q.

c-/ Déduire des résultats précédents les valeurs exactes de c:osl—l?‘2 et sinl—l;_.

39 Soit f la fonction de C vers C définie par :
f(z) = 2 + (4+8i)Z%+ (- 26 + 32i)z — 60 + 32i.
a-/ Calculer f(-2). En déduire que f(z) peut s’écrire sous la forme :
f(z) = (z + 2)(aZ + bz + c)ou a, b et ¢ sont des nombres complexes que I'on

déterminera.

b-/ Résoudre dans C I'équation f(z) = 0. On désigne par z, la solution réelle ; par z,
la solution dont la partie réelle est positive et z, la solution dont la partie réelle est
négative.

c-/ Soient A, B, et C les points d’affixes respectives z,; z; et z,.

On pose : U =%. Calculer le module et I'argument principal de U, puis en
c “A

déduire la nature du triangle ABC.
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Devoir 03

EXERCICE

19 a) Trouver les racines carrées du nombre comple xe z=-8-6i
b) En déduire la résolution de I'équation : z*-(@+i)z+2i +2=0
c) Ecrire les solutions de cette équation sous forme trigonométrique et
exponentielle.

29 Lineéariser : Sin“g

39 Calculer les limites suivantes :

3 2 2x-1-3
a) lim X F2X x4 b) fim Y272
x--1 x- -1 x-5  B—x
. 4-5x+3x° . '
C) lim 5x 23x d) lim XSinX
X—-o Y4+ 2x° -5 x-01-Cc0S2X
PROBLEME :

19 19 On donne les nombres complexes z,=2e ® ; z,= o e 2, =/3+i.

a) Ecrire z, et z, sous forme algébrique.
b) Calculer z,*”.
119 Soit f (z) = z° — (4+3i)2° + (5+8i)z —7i + 4

19 Montrer que I'équation f(z) = 0 admet une solution imaginaire pure z, que
I'on donnera.

29 Trouver les nombres complexes a, b et c tels qu e:
f(z)=(z—20) (az’+bz +¢c)

39 a) Résoudre dans C I'équation : z> — (4+2i)z + 7+4i =0
b) En déduire la résolution de I'équation f(z) = 0

49 Dans le plan complexe muni d’'un repére orthonor mé (o;T,T); on donne
les points A, B, C d’affixes respectives 2 — 1, i, 2 + 3i

a) Placer les points A, B et C.

b) Calculer : AB, AC, BC. En déduire la nature du triangle ABC.

c) Déterminer I'ensemble (E) des points M d’affixe z tels que :
AM? + BM* = 12

Sujets de Devoirs MTE Page 3  Adama Traoré Professeur Lycée Techn ique



Devoir 04

Exercice 1 : (5 points)

Calculer les limites suivantes :

1
— 2tgx
3 nu2
al lim — X "X *4 ) jim COSX - o lim (x+Vx7 +1).
x-23x° —13x“ +16x — 4 «. T COS2X X = =0
4

Exercice 2 : (5 points)

Sur le segment [—g;g] on considere la fonction f définie par :

\ 1-cos2x

sinx

f(x) =sinx +
f(0)=+2

La fonction f est-elle continue au point x, =0 ?

Exercice 3. (10 points)

Soitf la fonction définie paf(x) = |x —1| +Xi+1.

1°) Etudier la continuité deau pointx = 1.

29 f est-elle dérivable au point x =1 ? ; étudier et représenter la fonction f.

39 Discuter suivant les valeurs du parametre m, I’ existence du nombre de

solutions de I'équation : \/(x-1)? (x+1) = mx+m-2.
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Devoir 05

Exercice 1: (5 points)

33 —7x% +5x+1

Soit la fonction f de R vers R définie par : f(x) = =17
X —

19 Trouver les réels a ; b ; ¢ tels que pour tout x de 'ensemble de définition de f,

onait: f(x)=ax+b+

(x-1*°

29 En déduire la primitive de fsur ]l ; +oo[ qui S’annule en 2.

Exercice 2 . (5 points)

Calculer les intégrales suivantes :

341 s
1) -[02);:1 dx 2) .[04 (2x +1) cos’ xdx 3) J'_14(|x+3|+|1—2x|)dx.

Probléme : (10 points)

—
-

L e plan étant muni d’un repére orthogonal (O; i T) avec |i :HTH =3cm.

2

On considere la fonction f définie par : f(x)=3x—1+( 7
-

19 Etudier et représenter graphiquement la courbe (¢) de f.

29 Déterminer l'aire du domaine ( 9) limité par la courbe (&), et les droites

d’équations respectives : y=3x—1;x=2;x=5.
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Devoir 06

EXERCICES : (8 points)

) Calculer les limites suivantes :

x3 —x?-5x-3 x3 +2x? -5x-6

1° ) 20 )
) Ufﬂ x3 +4x% +5x+2 ) ILD? 2x% —=3x-2

. 2x+7 ) x3 +5x-8

3° 4° = == -
) L'fl] x* +5 ) lem 7x3 +2x+1

II) Calculer la dérivée de chacune des fonctioriss par

1°) f()=—3¢+ 23— 7R+x+9  :  2°) f(x= X4
2x+1
0 _ 5 _ . -
3NT= 51 ) 4°) f(x) = sin3x co&

PROBLEME: (12 points)

2
A) Soit h(x) = 2 rbxre

de h passe par les points A( 0; 2); B( 2; —2) et admet une tangente
horizontale au point x = 2.

. Déterminer les réels a ; b ; ¢c sachant que la courbe

-x*+2x-2
x-1
1°) Déterminerlesréelsa;b;ctelsque: f(X) =ax+b+ il
X_

B) Soit la fonction f définie par f(x) =

2°) Etudier la fonction f.

3°) Montrer que la droite (9) d’équation : y = — x +1est asymptote oblique
a la courbe (G;).

4°) Etudier les positions relatives de (C) par rapport a (D).

5°) Donner une équation de la tangente T au point d’abscisse O.

6°) Montrer que I'équation f (x)=0admet une solution unique ¢ dans [2 ;3].
(on ne cherchera pas a résoudre I'équation)

7°) Tracer la courbe (€ ) dans le plan muni d’un repére orthonormé.
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Devoir 07

EXERCICES : (10 points)

19 a9 Soit la fonction f définie par f (x) = ax® + bx + c.

Déterminer les réels a, b, et ¢c sachant que f admet pour extremum 3 au point —1
et pour extremum —1 au point 1.

b) Dresser le tableau de variation de f.
29 Déterminer une primitive F de la fonction f dan s les cas suivants :

a) f(x) = lx“ %x + 3X b) f(x) = x(¢ + 3)* ¢ f(x) = fZ)

4x—-4

\J2X2 —4x -6

PROBLEME: (10 points)

d) f(x) = ( % + %)% ( X_lz ~1) e)f(x) = f) f(x) = cos(4x+%)

-x*+3x-6

Soit f la fonction définition par : f (x) = -

On désigne par (eﬁ) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repéere
orthonormé (o i

19 Déterminer lesréels a ;b ; etctelsque f(x) =ax+b + é

29 Etudier la fonction f.

39 Montrer que la courbe ( €) admet une asymptote oblique (9) que I'on
précisera.

49 Etudier les positions relatives de (€;) par rapport a (D).
59 Etudier le signe de f (x) pour tout x de I'ensemble de définition de f.

69 Soit g la restriction de f a l'intervalle [0 ; 2[. Montrer que g réalise une bijection
de [0 ; 2[ sur un intervalle P que I'on précisera.

79 Calculer g(1) ; g(-1+ v5) ; (g)'(5).

89 Tracer les courbes () et (Cg™) dans le méme repére (o S )
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Devoir 08

EXERCICES : (8 points)

On considére la fonction f définie par f(x) = sirfx + cosx

19 Montrer que pour tout réel x de 2: f(x+2xz) = f(x).
29 Etudier f et construire sa courbe représentative dans [0 ; T ]

39 On pose g(x) = 4x — tgx avec 0< X < g

Calculer g'(x) puis vérifier que g'(x) = 2(1 — tgx)(tgx + tgx + 2).

PROBLEME : (12 points)

Soit la fonction f définie par : f (X) = 2 ><_—X1+1
19 Montrer gu’il existe des réels a et b tels que pour tout x #1 ;
F)=ax+ 2.
x-1

29 Etudier les limites de faux bornes de son ensemble, puis son sens de
variation. Dresser le tableau de variation de f.

39 Quelles sont les droites asymptotes a la courbe (G ) de f ?

49 Déterminer une équation de la tangente a la cou rbe (€ ) au point x = %

59 Etudier les positions de la courbe par rapport a son asymptote oblique (D).

69 Tracer la courbe (&) de f. Déterminer graphiqguement le nombre et le signe
des solutions dans R de I'équation (E) : f (X) = msuivant les valeurs du réel m.

79 Déterminer les coordonnées X g et yo du point | centre de symétrie de la courbe
(G ) dans le plan muni d’'un repére orthonormé (O i )

89 Soit ( A) la droite d’équation : y = 2 x— 1. Calculer les coordonnées des points
d’intersection de la courbe (€;) et de la droite (A).
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Devoir 09

EXERCICES : (8 points)

|-/ Déterminer une primitive F de f dans les cas suivants :

19 f(x) = (2x+ 5)(X +5x+3) 7; 2) 100= 5 0
(B—-2x)

_ X2 -2x+2 . _ 37X 45x+]
3) f(X)_(X3—3x2+6x+1)2 ’ H) 1= (x=-1°

II-/ Soit f(x) = ax’ + bx* + c. Déterminer les réels a ; b et ¢ sachant que f admet 1
pour extremum en x = 0 et — 3 pour extremum en x = 2.

PROBLEME: (12 points)

x> +3

Soit f la fonction définie par f(x) = 11 et (C;) sa courbe représentative dans le

plan muni du repére orthonormé (0;7 ; 7 ).
19 Trouver les réels a; b et c tels que f(x) = ax+b+—"—.

X+1

29 Montrer que la droite ( A) d’équation y = x — 1 est asymptote a (&).

39 Etudier la fonction f ; et en déduire le signe de f(x).
49 Etudier la position de ( &) par rapport a (A).

59 Montrer que la restriction de fa]—oo ; — 3] est une bijection gde | —c0 ; — 3]
sur un intervalle J que I'on précisera.

69 Tracer la courbe (@) de f ainsi que (€") de g ™ dans le méme repére.

79 Calculer g(-5); g(-4); (@) (= 7).
89 Démontrer que pour toutxde [1;3]ona:| f'(X)| <

MW

En déduire que pour toutxde[1;3]ona:|x—4+ Xi+1| < g |x — 3.

99 résoudre et discuter graphiguement le nombre de solutions de I'équation :

¥ —mx+3-m=Q
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Devoir 10

EXERCICE 1 : (10 points)

Soit la fonctionf: R- {3} — R
ax+b
X+C
On désigne par (F€) sa courbe représentative dans un plan rapporté a un repere
orthonormé.

X — ou a, b, c sont des réels.

19 Déterminer les nombres réels a ; b ; et ¢ pour que :
- (¥6) passe par le point A(1; %)

- La tangente a (#) au point B(1 ; —g) admet —% pour coefficient directeur et

la droite d’équation x = 3 est asymptote verticale.
29 vérifier que le point (3 ; 2) est centre de symétrie de (J¢).

39 Trouver la pente de la tangente a au ( J€) point A.

49 Calculer les coordonnées du point d’intersectio n des tangentes a (F€)
respectivement aux points A et B.

EXERCICE 2 : (10 points)

Soient a, b et ¢ des réels et f une fonction définie par f(x) = X*+ ax® +bx? + ¢
dans un repére . (&) est la courbe représentative de f et A(1 ; —%) :

19 Déterminer a, b et ¢ pour que les trois conditi ons soient vérifiees.
a) f(0) =1(2)
b) La courbe passe par le point A
c) En ce point A la courbe admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses.

29 a) calculer la fonction dérivée de la fonction g définie sur [0 ; 2] par :
g(x) =x'— 4% + %x2 — 3x.
b) Vérifier que g'(x) = (x — 1) (4% — 8x + 3).Etudier les variations de g.

c) Tracer la courbe représentative de g dans un repére orthogonal (o S )
(unités graphiqgues : 4cmsur I'axe des abscisses et 16cmsur 'axe des ordonnées).
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Devoir 11

EXERCICE : (8 points)

1) Calculez en intégrant par parties | = E(x+2)exdx

Uy =2

2) Soit (U,) la suite définie par U, :%Un +2

a)Calculer Uy ; U, ; U;
b) On pose V,=a U, + 3 ou aOIR . Calculer V,.; en fonction de V,, .
Déterminer a pour que (V,)) soit une suite géométrique.

d) Exprimer Un en fonction de n puis calculer .S, =V,+V 1 +.....+ V,.

Probléme : (12 points)

Soit la fonction f définie par : f(x) = x—%+%e‘2x.

19 Etudier la fonction f;

29 montrer que la droite (D) d’ équation:y =X— % est asymptote oblique
a la courbe (@) de f.

39 Etudier les positions de ( €) par rapport a (D).

49 Tracer la courbe ( €) et la droite (D).

59 Calculer I aire de la portion du plan limitée par la courbe ( €) de f, 'asymptote
(D) et les droites d’éguations x = % et x=1.
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Devoir 12

EXERCICE 1 : (5 points)

19 Soit la fonction f définie par f(x) = sin(v/x). Calculer f '(x) et déterminer une
primitive de la fonction g : x H%cos(\&) sur ]0; 2].
X

29 Déterminer le réel b tel que X* + 3 = (X* + 1) + b. Déterminer une primitive de la
X(X +3) sur [-3 ; -2].

fonction h: x —

39 Soit f; la fonction définie par f,(x) :?ﬁx. Calculer f;’(X) et déterminer une

primitive de la fonction g, définie par : g, (x) = 2T <0 ,[ T ”}_

1-cos X

EXERCICE 2 : (5 points)

19 Calculer les intégrales suivantes :
| —I 2x-1

s T xa

intégration par parties).

- )
| :F 2xXsinx
0

l, =J'050052 xsin2xdx o x

dx (Utiliser une

29 Soit la fonction f définie par f(x) = x° — 3¥ + 1. Montrer que I'équation f(x) = 0
admet une solution unique « dans ]-1; 0.

Probléme : (10 points)

3;( ol a et

Soit la fonction f numérique de la variable réelle x définie par : f( )-

b sont des réels.
19 Trouver les réels aet b sachantque : f(1)=1etf’(1)=0

Dans toute la suite a et b désignent les réels trouvés a la question 19.

29 Montrer que la courbe ( €&) de f admet un centre de symétrie | a préciser.
39 Etudier les variations de f.

49 Etudier la position de ( &) par rapport a son asymptote oblique (9).

59 Tracer ( &) et (9) dans le plan muni d’'un repere orthonormé.
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Devoir 13

EXERCICE 1 : (10 points)

Soit f la fonction donnée par sa représentation graphique dans le plan rapporté a

-

un repere orthonormé (o o B ) :

»h
»
<

\ 4
v

< ¥

19 Déterminer I'ensemble de définition 2; de f.

29 Donner les limites de f (X) aux bornes de 9.

39 Donner les équations des asymptotes a la courbe (¢) de f.
49 Dresser le tableau de variation de f.

59 Donner 'ensemble solution de I'inéquation f(x) >0.

69 Montrer que la restriction de f & ] — oo; — 4] réalise une bijection g de | —oo; — 4]
sur un intervalle P que I'on précisera.
79 Tracer la courbe (€) de g ™.

EXERCICE 2 : (10 points)

Soit la fonction f numérique de la variable réelle x définie par : f(x) =ax’ +bx* -x+3
19 Déterminer les réels a et b sachant que la cour be (&) de f admet un extremum
égal a 2 au point d’'abscisse x = 1.
29 Dans la suite de I'exercice on prendraa=1et b =- 1.

a) Etudier les variations de f.

b) Montrer que I'équation f (X) = 7 admet une solution et une seule notée x

dans [1;+0co[. Encadrer & par deux entiers consecultifs.
c) Calculer f (0) et (f 1) '(3).
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Devoir 14

EXERCICE 1 : (5 points)

19 Résoudre les éguations et systemes suivants :
In(x?) +In(y?*) =2In6

a) (x*-)e"? =Ine™ ; b) 2™ -5>-3=0 ; C) { .
e=e"’

29 Calculer les intégrales suivantes :
2 0 —-X . 2 ex X
I :L (xInxHdx ; J :I_l(—2x+1)e dx ; K =L (7+e In x)dx.

EXERCICE 2 : (5 points)

Déterminer les intervalles de définition @D de chacune des fonctions f ci-dessous
puis calculer les limites aux bornes de 9.

19 0= (-De’ s 2) =) 3109

e+

e +2
e -1

Probléme : (10 points)

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par : f(x) = 1 — x+ e + xe >,

19 a) Calculer f’(x) et f ”(x) puis dresser le tableau de variation de f .
b) En déduire le signe de f’(X) dans [0 ;+oo].

29 Dresser le tableau de variation de f.

39 Montrer que la courbe ( &) de f admet une asymptote oblique (9) que I'on
précisera. En déduire les positions relatives de (C;) par rapport a (D).

49 Quel est le coefficient directeur de la tangente (T) a (€) au point X, =0 ?

59 Etablir que I'équation f (x) = 0 admet sur [0 ;+oo[ une solution unique €.
Montrerque 1 < £ < 2.

69 Représenter la courbe (&) dans le plan muni d’un repere orthonormal d’unité
graphique : 2cm.

79 Calculer en cm ? I'aire @ de la région du plan limitée par : (€) , 'asymptote (D)
et les droites d’équations : x=0 et x = 1.
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Devoir 15

EXERCICE 1 : (5 points)
On consideére le trindme : t(x) = 2 — x -1

1- Résoudre dans R I'éguation t(x) = O.
2- Factoriser E(x) = 2(Inx)? — Inx —1.

3- Déduire la résolution dans R de I'inéquation : 2(Inx)* < Inx + 1.
4- Résoudre : Inx + In(2x — 9 >0.

EXERCICE 2 : (5 points)

1) nest un entier naturel non nul. Simplifier en une forme sans exposant :
Exemple : In(25.2") = 2In5 + nin2.

a) In(9.8) = In28) : b) |n(2+4_1) + In(8").
2) Soit f une fonction définie sur un intervalle | par: f(X) = In[g(x)].
a) Que peut-on dire de g(x) lorsque f(x) existe ?

b) Si g est croissante sur | ; pour tous réels a et b de | tels que a<b ; comparer f(a)
et f(b). Que peut-on en déduire pour la fonction f sur | ?.

Probléme : (10 points)
On considere les fonctions numériques de la variable réelle x définies par :

f(x)=%(x2+x+1) et g(x) =2x*+x* -1
X

19 Montrer que pour tout x #0, les nombres f’(x) et g(x) ont le méme signe.

29 Etudier les variations de g sur R. En déduire que I'équation g(x) = Oadmet

dans R une solution unique « , et que 0<x< 1. (on ne cherchera pas a résoudre

I'équation g(x) = 0).

39 Dresser le tableau de variation de la fonction f.

49 On désigne par ( &) la courbe de la fonction f ; par A le point de (€) d’abscisse
= — 1 et par B le point de (¢) d’abscisse x= 1.

a) Sachant que I'équation y = ax + best une équation de la droite (AB), déterminer

les réels a et b.

b) Vérifier que la droite (AB) est tangente en B a (&).

c) Déterminer une équation de la tangente (T) en A a (&).

59 Etudier la position de ( &) par rapport a (T).

69 Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solut ion unique € dans ]— oo;0].
69 Utiliser les résultats précédents pour construi re la courbe (&).

(on prendra % comme valeur approchée de ).

79 Déterminer graphiquement le nombre et les signe s des solutions de I'équation :
f(x) = mou mest un parametre réel.
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Devoir 16

EXERCICES : (6 points)

19 résoudre dans R les equations suivantes :

a) 2Inx=In2+In(2++2) +IN(2+/2+,/2 ) +In(2-y2+/2) .

b) In(x — 2) + In(x + 3) = 2In(x + 1).

29 Résoudre le systeme

x+y=15
Inx+Iny=1In36

Probléme : (14 points)

A-/ soit h la fonction définie par : h(x) = 2);2_1 ; d’ensemble de définition D,,.

19 Etudier les variations de h;
29 Tracer la courbe de h;
39 Trouver une primitive de h sur Py,

4°Montrer que la restriction de h a ]0 ;1[ admet une fonction réciproque que I'on
déterminera.

B/- Soit la fonction f définie par : f(x) =%x2 —%xz Inx.
19 Etudier les variations de f.

29 Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solut ion unique £ dans [1 ;2].

39 Tracer la courbe ( &) de f dans un repere orthonormé d’unité graphique 2cm
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Devoir 17

EXERCICE 1 : (4 points)

19 Calculer Iimm :
x-0  sin2x
29 Déterminer les ensembles de définition de chacu ne des fonctions :
a) f(x)=|Inx+3)| ; b) g(x) =XIn(-X+6x—-5) ; ¢) h(x):xln(%ij

EXERCICE 2 : (2 points)
Soit les fonctions f et g définies par :

fx—Inx et g:x~ In(x+2)+ 1
19 Ecrire g(x)en fonction de f(x)
29 Quelle interprétation peut-on donner alors a ce tte expression de g(x) pour tout

X € -2 ;+ oo [. Déduisez du tableau de variation de f celui de g.

Probléme : (14 points)

A-/ Soit la fonction f définie par f(x) = 1 + x — 3xInx
19 Peut-on prolonger f par continuité au point X, = 0 ? si oui déterminer son
prolongement g.
29 Déterminer l'intervalle | de définition de g.
39 Etudier la continuité et la dérivabilité de g au point X, = 0.
49 a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

b) Montrer que dans l'intervalle [1 ; 2], I'équation g(x) = 0 a une solution unique

gue I'on notera «.
59 Etudier lim 90 et en déduire le comportement asymptotique de la

Xt Y
courbe (€,) de g.
69 Tracer la courbe (C;) de g dans le plan muni d’un repére orthonorme.

_2 2
e3=05 et ed=2

N.B : onprendra: —=

3
— 2

B-/ Soit la fonction h définie par : {h(x) =x(nx)

h(0) =0

19 Etudier le signe de h'(x).

29 Montrer que h n’est pas dérivable en 0.

39 Quelle est la demi tangente en X, =0 ?

49 Donner I'équation de la tangente en xpo = €.

59 Tracer la courbe (€,) de h.
Soit g(x) =%x2 Inx(Inx-1). Calculer g'(x) et en déduire une primitive de f.

69 Calculer I'aire A( A) de la portion du plan comprise entre (@) et les droites

d’équations : x= A, (0 <A< 1);x=1lety=0.
79 Calculer lim A(2) .
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Devoir 18

EXERCICES : (10 points)
19 Calculer les intégrales suivantes :

M . e Inx .,
_jm(l e)dx J= Léx . K= Ox—+1dx

29 résoudre dans R les équations suivantes
a) INOC= 4) = In(1- 4x)
b) In*x-4Inx+3=0
C) e*-2e*-8=0
d) e*—-26*-8&=0;
X 2y-1
39 Résoudre dans R? le systéme suivant : {e e =L
e’ xe’ =e

Probléeme : (10 pomts)
Le plan & est muni du repére orthonormé (O i )

2Inx

A-/ On considére la fonction f définie par : f(x)=x-1+
19 Soit g la fonction définie par g(x) = x* + 2 — 2Inx.
a) Dresser le tableau de variation de g ;
b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x;
29 Trouver les limites de faux bornes de son ensemble de définition.
39 Exprimer f’(x) en fonction de g(x). En déduire le tableau de variation de f.
49 Déterminer les asymptotes a la courbe (&) de f.
59 Etudier la position de ( &) par rapport a la droite (9) d’équation : y =x -1
69 Tracer (&) et (D).
B-/ Soit h la fonction définie par h(x) = x — €.
19 Déterminer les limites de h aux bornes de son ensemble de définition.
29 Montrer que la courbe ( €,) de h admet une asymptote oblique (A) en —oo.
39 Etudier le sens de variation de h puis dresser son tableau de variation.
49 Etudier la position de ( €,) par rapport a la premiére bissectrice.

59 Tracer la courbe (€,) dans 2.
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Devoir 19

EXERCICE 1 : (6 points)

19 Résoudre dans R les équations suivantes
a) 4de>+3e¥_eg*=0

b) esinx_ Ze— sinx= 1
29 Calculer la limite suivante : fim (L+2)* =2
X

X — +oo

N.B : sin 44° = sin(0,767rd) = 0,69.

Probléme : (14 points)

X

Soit la fonction f définie par : f(x):x+i €

e’

19 Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation ;
29 Déterminer les asymptotes obliques a la courbe (&) de f;
39 Trouver une équation de la tangente (T) a la co urbe (G) au point X, =0 ;
49 Montrer que le point O( 0 ; 0 est centre de symétrie de (¢).
59 Tracer (&) et (T) dans le plan muni d’'un repére orthonormé d’unité lcm.
69 Calculer l'aire @ en cm? de la partie du plan définie par :

{ 0<x<?2

O<sy<f(x)

On prendra : In2 =0,69 et In(1+e) = 1,31.

Sujets de Devoirs MTE Page 19 Adama Traoré Professeur Lycée Techn ique



Devoir 20

EXERCICES : (6 points)

Résoudre les éguations et systeme suivants :

19 In(Ine® — é™)= 2 — Inx;

In(x-1) +In(x+2) < 2In(2x +1)
2() 2X _ AX+2 _ 427X
e’ —-e e +1<0

Probléme : (14 points)

A-/ Le plan & est muni du repére orthonormé (o D T) d’'unités graphiques : 4cm
sur I'axe des abscisses et 2cmsur I'axe des ordonnées.
On considere la fonction f définie par f(x) =8(e™ —e™).

19 Démontrer que, pour tout x réel : f(x) =8(e—2x_1)
€
29 Démontrer que, pour tout x réel : f'(x) = 8(26;6 ), f’ désignant la dérivée de f.

En déduire le signe de f’(x).
39 Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
49 Donner le tableau de variation de f.

59 Représenter la fonction f dans le repére (o D T).

B-/ On injecte a l'instant t = 0 une substance dans le sang d’'un animal. A l'instant
t; (t positif exprimé en secondes), la concentration Y de la substance injectée est :
y = 8( e'— e?). On appelle « concentration» le rapport entre la quantité du liquide
injecté et la quantité de sang qui le contient.

19 En utilisant les résultats de la partie A-/, do nner le tableau de variation de la
concentration en fonction du temps t en secondes.

29 Au bout de combien de temps la concentration es t-elle maximale ?

39 Calculer au bout de combien de temps la concent ration retombe au quart de
sa valeur maximale. Vérifier graphiquement en utilisant la question 59 du A-/.

49 Donner une valeur approchée de f (9). En déduire qu’a I'instant t, t >9, la
concentration est inférieure & 10 ~3.
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Devoir 21

EXERCICE : (5 points)

Le prix d’une voiture Toyota est de 25 000€ a la date du 1* janvier 2002.
Ce prix augmente 10% l'an.

19 On pose V , le prix de cette voiture au 1 janvier (2002 + ), n N.
a) Définir de facon récurrente la suite (V,) ; préciser sa nature et donner sa

raison.
b) Calculer Vi ; V1.

29 Le salaire mensuel d’un ouvrier de l'usine Toyo ta est supposé 1 500€ au 1
janvier 2002. Il est supposé augmenter de 15% par an.

On pose W, le salaire de I'ouvrier au 1* janvier (2002 + n). Exprimer W,, en
fonction de n. Préciser la nature de (W,) et donner sa raison.

39 A partir de quelle année et plus, 10 mois de sa laire de I'ouvrier seront
suffisants a I'achat d’'une voiture Toyota ?

On prendra : In5 = 1,609 ; In3=1,090; In(1,15) = 0,139 ; In(1,10) = 0,095.

Probléeme : (5 points)

Pour tout réel m, on considere la fonction numeérique f,, de la variable réelle x
définie par f_(x) = (x+1e™.

19 Montrer que toutes les courbes ( €,) de f,, (m €R ) passent par deux points
fixes A et B dont on déterminera les coordonnées.

29 Etudier les variations des fonctions f; et f_;.

39 Tracer dans le plan rapporté a un repere orthon ormé (o D T) d’'unité
graphique 2cm les courbes (€,) et (C_;)de f; et f_;.

49 Donner une équation de la tangente (T) a (€,) au point d’abscisse xq = 0.

59 Calculer en cm ? I'aire de la portion du plan limitée par (€,) et (€_,) et les droites
d’équations : x=-1; x = 0.
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Devoir 22

EXERCICE : (10 points)

1-/ Calculer en intégrant par parties : | = j:(x+2) e* dx.

U, =2

2-/ Soit (U,) la suite définie par : U, =%Un +2

a/ Calculer u; ; u, ; us.
b/ On pose V,,= a U, + 3 ou a est un réel non nul.

Calculer V,;; en fonction de V,. Déterminer a pour que (V,) soit une suite
géometrique.

c/ Exprimer U, en fonction de n puis calculer S,= Vo + Vi+......... + V,.

Probléme : (10 points)

Soit la fonction f définie par f (X) = x— % + %e‘zx. et soit (&) sa courbe dans le
plan muni d’'un repére orthonormée.

1-/ Etudier la fonction f;

2-/ Montrer que la droite (9) d’équation y = x —% est asymptote a la courbe (G).

3-/ Etudier les positions relatives de () par rapport a (D).
4-/ Tracer (D) et (&) dans le repéere orthonormé.

5-/ Calculer l'aire de la portion du plan limitée par la courbe (G), I'asymptote
obliqgue (9) et les droites d’équations : x = % et x=1.
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Devoir 23

EXERCICE 1: (5 points)

Soit 'équation différentielle (E) : y” — 4y’ + 4y = 0.

1-/ Déterminer la solution f de dont la courbe représentative (C;) passe apr le point
A(O ;1) et admet en ce point une tangente de coefficient directeur égal a 3.

2-/ Etudier et représenter la fonction f déterminée ci-dessus.

3-/ Calculer A= jol f (x)dx.

EXERCICE 2: (5 points)

V, =2
Soit (V,) la suite définie sur N par : v =Va—2n-3
n+l T
2

1-/ Calculer V; ; V5, ; Vs.
2-/ Soit (W,) la suite définie sur par: W, =V_ +2n-1. Montrer que (W,) est une suite

géométrique dont on déterminera la raison g et le premier terme W,.
3-/ En déduire les expressions de W,, et V, en fonction de n.
4-/ Calculer K, =Wy + W + ... + W, en fonction de n ;

5-/ Calculer lim K.

n- +oo

Probléme: (10 points)

Soit la fonction f définie par f(x)=(x+2)e "
Soit (&) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé .

1-/ Déterminer 'ensemble de définition Ds de f puis ses limites aux bornes de 2.
2-/ Calculer f'(x) étudier son signe puis dresser le tableau de variation de f;

3-/ Donner une équation de la tangente (T;) a (&) au point d’abscisse x = — 2 ; puis
une équation de la tangente (T,) a (&) au point d’abscisse x = 0.

4-/ Calculer les ordonnées des points d’'abscisse x = 1 de (&) et (T>).

5-/ Tracer (&) et (T,) dans le repere précédent (unité graphique 1cm).

6-/ Déterminer en cm? I'aire de la région du plan limitée par (&) ; (T,) ; 'axe des
abscisses et les droites d’équations : x =1 et x = 4.
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Devoir 24

Exercice : (8 points)

19 Mettre sous forme trigonomeétrique les nombres c omplexes suivants :

T:_1+I : Z:E, U:I
2 2 Z

29 Linéariser Sir’x.

39 Résoudre dans C I'équation : z° =8-8i,/3 .
On mettra les solutions sous forme trigonométrique.

Probleme : (12 points)

19 Soit le polynéme P(x) = —x ® — 6x + 20. Calculer P(2) ;

29 On considére le polyndme complexe f(z)=2z*-6z+20 .

Montrer que I'équation f(z) =0 admet une solution imaginaire pure z, que I'on

déterminera.

39 Trouver les nombres complexes P et Q telsque: f(z2)=(z-z)(zZ +Pz+Q).

En déduire la résolution dans C de f(z)=0.

(on désignera z, la solution non imaginaire pure dont la partie réelle est négative

et z,la troisiéme solution).

49 Soient A ; B ; C les images respectives de z, ; z ; z,. Placer ces points dans

le plan complexe et en déduire la nature du triangle ABC.

59 Déterminer et construire 'ensemble (E) des poi nts M(x ; y) du plan tels que :

BM2 + CM? < 36.
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Devoir 25

Exercice | (5 points)
1°) Soit la fonction f d® versR définie par :

x*-16|
f(x)z‘ .—4 ‘ Sl X#4 . Eqydier la continuité et la dérivabilité deurR.
f(4)=3
2°) Calculer les intégrales suivantes
a) | =[2 (co$xsin* x+sin*xjdx;  b) I =] (x+2)qx+3 dx.
b)

Exercice 1l (5 points)

1°) Soit les fonctions définies sur [0 ; 4] donnpges leurs représentations graphiques
ci-dessous :

Ya yA y4
T 7T A
3 3 3 <>

2+~ 2 2+
X \

(A) (B) (C)

Des trois fonctions représentées precédemment)en(B ; (C) laquelle a pour fonction
dérivée la fonctior ' dont la représentation graphique est donnée codsss

yA

21

2°) Donner le tableau de variationfde
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3°) Donner les équations des tangentes a la cal@baux points d’abscisses
Xx=0;x=2etx=4.

4°) On suppose que f(x) s'écrit sous la forfpe) = ax’ + bx® + cx + d.

Déterminer les réels, b, c et d

Probleme: (10 points)
Soitf une fonction numeérique de la variable réelle défpar le tableau ci-dessous

(Cf) est la courbe représentativefddans le plan d’'un repére orthonorr{mli D )
La droite d’équation x = 2 est axe de symétrie eourbgCf) .

£ (x) b _ _

1 + 00

- 3

1°) Compléter le tableau de variationfde

2°) Tracer €f).

ax’+bx+c
x>+ Bx+y
a) Déterminera,b,c, B et y.

3°) On suppose qué(x ) = ol a,b,c, B ety sont des réels.

b) Soit | = [ 2; 4[ et g la restriction dea | . Montrer g est une bijection de | sur un
intervalle J que I'on précisera.

c) Donner une équation de la tangente a la co@Bede g au point d’abscisse x = 0.
d) Tracer €°).

4°) Discuter graphiguement suivant les valeursahametre réeh du nombre et du signe
des solutions de I'équatidB — m)X — (12 —4m)x +8=0.

5°) Soit la fonctionh: IR - IR
2_
x — h(x) = X ~12+8
X| x—4|

a) Dresser le tableau de variationtdg
b) Construire la courbe#€) deh .
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Devoir 26

EXERCICE | : (5 points)

A°) Calculer la fonction dérivée de chacune degftions suivantes :

1°) f(X):XS—%+2x/;+2cos(2x+l) 2°) f(x):VX2+1

X+3

3°) f(x)=X22 4°)f (x)=(xC +2x)°
2—-X
B°) Soit la fonction f définie suR par f(x):ﬁ

Etudier la dérivabilité de la fonction f auipiod’abscisse x= - 2 , puis interpréter vos
résultats.

EXERCICE Il_: (5 points)

On désigne par f la fonction définie et dérivahle[s-1;2] dont la courbe représentative
est la suivante :

A
y
I 2
+1
X’ 1 0 1 5/ , X
_1__
) 5
y J

1°) Utiliser ce graphique pour déterminer lesuas f (0) ; f (1) ; f’'(1)
2°) Résoudre graphiquement : f (x) =0 ; f<0
3°) Donner le tableau de variation de la foncfisar I'intervalle[-1;2]
4°) On suppose que f(x) est de la forme suivantg¢x)=ax®+bx+c
A l'aide des valeurs mises en évidence a la gquedr),

calculer les nombres réels a ; b et c.
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PROBLEME : (10 points)

2_
Soit la fonction f définie parf (x):%XS ; et @) sa courbe représentative dans un repere

orthonormé.

1°) Etudier les variations de la fonction f.

2°) a°) Montrer gu'ils existent des nombres réels at c tels qué (x)=ax+b+3i.
—-X

En déduire une équation de I'asymptotégolel notée D).
b°) Etudier les positions relatives @ par rapport a son asymptote oblig@®y.(
3°) Montrer que le point W intersection des asyrgg@st centre de symétrie @ (
4°) Déterminer une équation de la tangente (T)aalu point d’abscisse,x 2
5°) Soit g la restriction de f a I'intervalle-w ;1]

a°) Montrer que g réalise une bijection]de ;1] sur un intervalle J que I'on précisera.
o . . 1 2
b°) Calculer g (-2) ; 9(-3) ; (@) (3)-

6°) Tracer la courbe?) def.
7°) Discuter graphiquement, suivant les valeurpaiametre réel m, le nombre des

solutions de I'équation ¢ mx —5—3m = 0.
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Devoir 27

Exercice 1: (5 points)

Soit la fonction f définie par f(x) = In(ax + b) @) sa courbe représentative.

1°) Déterminer les nombres a et b sachant que=f ¢t f'(3) = g

2°) Quel est alors I'ensemble de définitionde f 2.

3°) Déterminer les nombres a et b sachant queddbeq?) de f passe par le point A (2 ; 0)
et la tangente en A a pour coefficient directe@r

Exercice 2: (5 points)

1°) Calculer les intégrales suivantes

2 ( 3 . _cne[ € _ _ ¢In10
|_j_1(x+2)dx , J_jmz[ de, K= e (e -3dx

e +2
Xx—3y=2In2

2°) a) Résoudre le systeme y
X+y=4In2

Inie[ € +3 nis[ 1
c) On pose:l = dx et J= dx.
yone 0 [e" +4J b (e" +4j

Calculer: 1-3J et | +J. En déduiredakeurs exactes de | et J.
Probleme: (10 points)

Soit f la fonction définie par f (x) = —x2 + 5x Hn5(x+1) et /) sa courbe représentative
dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.

1°) Déterminer I'ensemble de définition Be f.
2°) Etudier les limites de f aux bornes de D

3°) Calculer f’(x) puis dresser le tableau desataims de f.

4°) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une ol uniquef dans [2 ; 3].
Donner une valeur approchée-fiea 0,01 pres.

5°) Tracer la courbe( ).
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Devoir 28

Exercice 1........... (5 points)

1°) a) Résoudre dars I'équation z? + 2/2z+8=0
b) Mettre les solutions de cette équation sousdarponentielle
2°) Intégrer les équations différentielles suivante
a) 5y'—4y =0 , b)y’-2y-3y=0
c)y'+2y +dy=0 ; d)y"-8y'+ 16y

3°) Calculer les réels suivantsa= j:(x -De¥dx ; B=[Inxdx
Exercice 2............ (5 points)
2-2¢"

A°) On considere la fonctiom définie par :f (x) =

1+e*
1°) Calculer les limites def aux bornes de son ensemble de définition.
Préciser les asymptotes a la coufpede f .

2°) Etudier le sens de variation de En déduire que réalise une bijection d&® vers un
intervalleJ que I'on précisera.

3°) Tracer la courb@f dans un repere orthonormé.

4e™

1+e™

4°) a) Montrer quef (x) = -2+

b) En déduire le calcul du réal= I;nzf(x)dx.

B°) On note(u,) une suite définie par, =1 et pour tout entier naturel
un
un+1 =
1+2u,
1°) Calculer les cing premiers termes de la syite.

2°) Siu, #0 on posev, -1

n

Démontrer que la suit@r,) est une suite arithmétique.
En déduire I'expression de,) en fonctionn.
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Probleme
* Question préliminaire

Vérifier que le nombrer =-1+In125 est solution de I'équation
(E): e -10'e ™ -45=0

En donner la valeur décimale approchée & fi@s par exces.
On admettra que est la seule solution de (E ).

o Offre et Demande

D’apres une étude de marché, I'offréx) et la demandeg(x) d’un produit de prix
unitaire x sont telles que f(x) =100 -45 ; g(x) =10°e **Y,
1°) Déterminer les valeurs depour lesquelled (x) et g(x) sont positives ou nulles.

On désignera par | lI'intervalle trouvé ; cet intdig est appelé « Intervalle de validité
du modéle ».

2°) Déterminer la valeux pour laquellef (x) = g(x), appelé « prix d’équilibre »

3°) Etudier les variations de et deg sur l'intervalle I.

4°) Le plan P est rapporté a un repere orthog((m;ail;i). (unités graphiques : 2cm sur
I'axe des abscisses , et 1cm pour 10 000 unitééasierdes ordonnées).

a) Tracer les courbes représentativestdet degdans le plan.

b) Vérifier graphiquement le prix d’équilibre trouvéaaquestion 2°)

5°) On considere la fonctiop, définie sur | par :

i((::)) (ou f' désigne la fonction dérivée de

Le nombreE, (x) s'appelle « Elasticité de I'offre par rapport aixpx » ; on admet
gu’il indique le pourcentage de variation de I'effrour un accroissement de 1% d’un
prix x donné.E, (x) est négatif lors d’'une diminution de ['offre.

a) Calculerkg; (x)

b) On considere le prix=38. Pour un accroissement de 1% de ce prix, quédest
pourcentage de variation de |'offre ?

E:(¥) =x
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