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Cher (e) éleve,

Celivre a €té congu pour permettre aux éléves un travail régulier et continu

tout au long de l'année de Ia classe terminale. Il a été prépare pour vous

aider a acquérir la rigueur nécessaire a la réussite aux contréles continus

durant toute I'année scolaire et 3 I’'examen national du baccalauréat, en

vous proposant des exercices et des problémes conformes au programme
officiel.

Ce livre contient les chapitres suivants :

1- Fonctions exponentielles

2- Calcul intégral

3- Equations différentielles

4- Structures algébriques

5- Arithmétique dans 7

6- Calcul de probabilités

Le contenu de chaque chapitre est congu de la facon suivants :
* Des résumés de cours organisés suivant chaque paragraphe.

* Des exercices preparatoires pour mieux aborder le programme et en faire
un point de départ pour I'élaboration d’une base solide en la matiere.

* Des exercices classés, ordonnés et progressifs de chaque partie du cours.

* Des exercices de renforcement et de synthése pour I'enrichissement

Personnel; ils combinent methodes, outils et contenus mathematiques.

* Des extraits des sujets d’examens du baccalauréat.

Nous souhaitons vivement que ce livre réponde 3 vos attentes et participe
a votre réussite au baccalauréat...

Les auteurs
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“"Résumé

La fonction reciproque de la fonction In s’appelle la fonction exponentielle

népérienne et on la note exp.

2) Conséquences:

» La fonction exp est définie sur R

cexp (0)=1letexp (1)=e¢

* (VxeR); exp (x)>0

* (VxeR); (Wye]0;+ ) ; (y= exp(x) & x =1In(y))

¢ La fonction exp est continue et strictement croissante sur R.
¢ V(x;y) e R ; &XP(x) > exp(y) = x >y
exp(x) e exp(y) SX=Yy

1) Prpriétés algébi
Pourtous x et yde R et r de Q ona:
o €I+}’ — EI X E'P - EI_-T ” EI
| e’
8 BT = |
€ PE . (el)r — o

——— [ Exercices d’application

{Exercicefs =

-

1) Simplifier:a = ln\/-g‘?’ ch=g b2 . = 2= 1113@
implifi - I+In(e)
2) Simplifier expressions suivantes -

b) xeR; b= ln(e:)+1n(él?)

c) x €]0; + 0ol ; ¢ =In(e™) ~ 26" 4 311 (1 ¢)

d) X E JO, o CI:}[, d = EE,I1'1(Jr+l}ie.:‘—ln{le

A A o A e Al:ﬂﬂ“.ﬂﬂﬁﬂlln:



Exercice &vs

Résoudre dans R, les équations suivantes :

: - - A
1) e” = 4e 2) =—7 =4 3) 3705 = 2
4) €2x+]___2€x+lz3€ 5) m(eh_2€x+l):3 6) m(zex,_?’):x

Exercice £:}

1) On considere la fonction f définie par: f(x) = %—(e* +&%); xER
a) Montrer que (Vx € R) ; f(2x) = 2(f(x)y — 1

b) Résoudre dans R ; I'équation suivante : f(2x) — 6f(x) +5 =0

2) Résoudre dans R I'inéquation suivante : ¢ " ° < (¢°)

FEEY 4
Résoudre dans R’ les systémes suivants :
- ) 1 - N
1) 1€ € =1 .: 2){6_&' ’
12¢*+e”=4+e¢ Xy =—12
FEEEY 5h
Résoudre dans R les inéquations suivantes :
1) & —2<0 2) 251250 3) (2¢*— 1)(e*—2) < 0
4 3 g g—=1 L g=12
4)6’1 >€.x 5) eﬁx <5 6) 821+1<€I+2
Exercice &% W
1)0Ona: a=In(/é')= %lm&'3 = %lne =3
2 Info:
: ~In 81 & e n 1
b=6'”—-€mz_§ (VaeR );ln(\/E)=Eln(a) .
1 1 eln{a] = i1 :.::
" ::2___]_1.13&: _"3"1116'_2"‘?_5_
L 1 + Iné? I4+2 -3 8 |

2) a) Soit x € |0; + oo ; a = €" — In(2¢*) — ln(-%—) =x—In2—Ine*+1n2
=x—In2-x+1In2=0 |

b) Soit x e R; 1

b= 1n(€;-1)+ ln(—el?) =hie)~In@)~he=]-x~]~x=- 2x

;) Soit x € ]0; + oof; ¢ = In(e™) = 2pm 4 3In(In(e)) = 3x - 2(2x) + 31In(1) =—

anCtions exnnnanthalla- k = a"‘



d) SOIt X & ]O; -+ m[; d — ein{x+1] _ e—Ln{.r}

Exercice &

1) Résolvons dans R I'équation : ¢* = 4¢*

Soit xeR:

e =4 (car (VxeR):e* > 0)

= 2% = In4
= x=1In2
Donc: S ={In2}
2) Résolvons dans R, 'équation e‘fj y=4

Soit D I'ensemble de définition de cette équation et S son ensemble de SO-
lutions

Soit xeR:0na-: XED e e™*+3

= X F—In3
Donc: D=R—{—1n3}
Soit x € D 8_5_3 =4 e e =47~ 12

= 37 = 12

e =4

< X =—1]n4

= x=—2In2

Donc: S={-2In2}
S5¢e”

3) Résolvons dans R, I'équation : A0 = 2

Cette equation est définie si et seulementsi: x € R et 3 — 10e* # 0
c'est-a-dire x € R et x # ]n(-l%)

: LW
Soit x € R—{ln"ﬂj},

6 ' Fonctions exponentielles



5¢*

Ona: 3_108.:: =2<=55€I=6_20€I

= 25¢*=6
= e = %
= X = ln(j%-)
Donc: § = {ln(-z%—)}
4) Résolvons dans R, I'équation : e**' — 2¢*"' = é

Soit xe R;
Ona:e*"' —2e""' =3¢ = ee”—2ee"— 3¢ =0
= ()’ -2¢"—3=0
— ()’ —2e"+1—-4=0
== 1)=4=0
e=(e*—1~-2e'—1+2)50
= e =3
> x = In(3)
Donc: S ={In3}
5) Résolvons dans R, 'équation, In(e™—2¢*+ 1) =3
Soit un élément x de R;ona: e*—2¢"+1=(e*—1)°

Donc, I'équation est définie si et seulement si (x € R et e* # 1)

si et seulementsi(x e R et x #0)

si et seulementsi xe R’

*; 1[](32:‘— 2¢°+1)=3 Inle®~— 1)2 =3

— 2In|le—1|=3

—lnle'—1|=5

e*‘-—l\=€%

=

3 3

= e'—1=er?oue*—1=—e¢e2
: ¥ % 3

= e =14+e?oue*=1—e¢e2

3 Sa Rl : A e
(Puisque ¢ > 1; donc : 1 —e? < 0; d'ou I'équation ¢*=1—e? n’a pas de

solutions)
Donc: In(e"—2¢'+1)=3 = e’ =1 +e?

—x=In(1+ed);dot: §={In(1 +e?))

“'\-"‘:" =:fh

Fonctions exponentielles ﬁ- 7




6 i 20'—3)=x
6) Résolvons dans I équation, In(2e )

coit ) I'ensemble de définition de cette equation :
-

yelDesve R et 2 T 5 ()

v Ret x> ;)

Donc: ) = ,In 2 ;+r>u|
Soit xED;ona: In(2e'—3)=x¢ 2" —3=¢"
= ' =
X =1n3
i 2. 2 Y, ansa
Puisque 3 > 3, donc In(3) > In| 3 ); ainsi In(3) € D
Donc: S={In3}

LExercice'd!

1) a) Montrons que : (Vx € R) ; f(2x) = 2(f(x)) — 1

Soit xeR:ona:

2(fx)f -1 = 2((—12-*(6"-1-3"“‘))2— | =2X (™ +e™ +2¢" ™) — |

= -lz—(eh +e ™ +2)—1= ;—(el" e )kl —] = %—(el"+ e ™) = f(2x)
Donc: Vxe R ; f(2x) =2(f(x)) -1
b) Résolvons dans R, I'équation : f(2x) — 6f(x) + 5 = (

Soit x € R; f(2x) = 6f(x) +5=0 = 2(f(x)} - 1 —6f(x)+5=0
= 2(f(xX)f —6f(x)+4 =0
= (f@))—-3fx)+2=0
= fx) =1ou flx) =
4=>%*(€"+e_"') =1 ou %(e"‘+e“") =2
ﬁe“"+%r=2 ou e"+—€1?=4
= e+ 1=2¢ oue”+1=4e
=e"—20'+t1=00ue*—4¢'+1=0
= -1)’=00ue=2-/3oue=2+y/3
=e=1loue=2-3 ou =243

=x=Inlou x=1In(2-y/3) ou x = In(2 +3)

8 ‘ Fonctions exponentielles



Donc: S =10;In(2 -ﬁ);ln(Z + ﬁ)}

2) Résolvons I'inéquation e* "4 < (&%)

Soit x € R; ona: 64"‘1”"‘9 <)’ = 8411+4x—9 <e”?
= 4x*+4x—9<—9
= 4x*+4x <0
—4x(x+1)<0
—=—1<x<0

Donc: g, =[-1;0]

EEEEY 4

x L -

1) Résolvons dans R* le systéeme - i

2e°t+e’=4+e

Soit (x;y) un élémentde R*;onpose ¢*=X et Y=¢"avec X>0etY > 0
— 2 Y=1

2X+Y=4+e

Le systeme devient: 1

Donc:X=% I i etY=l+£,d’DU:e*=g & ete-"’=1+—§—

Ainsi : x=ln(% I z) et y = l“(H'%)

Donc : § =1 (In

|2

=R

i et
=]

B
+
SN
o
—

2) Résolvons dans R’ le systéme: 1

Soit (x;y) un élément de R’;

L,_.' 4x B -2 } 4.x+y: -9
Ona: e 4 <:=:.~*e i
dx+y=—2
=
xy =—2

SRt

Onpose 4x =X et Y =y le systeme dévient : {§+ ymg

;'..:;Donc X et Y sont les solutions dans R de I'équation: F+2r—8 = 0

Ligh S eéxponentielles % 9 S



Ona:F+2t—-8=0=(@+1)'=9

=>t=2o0ut=—4
F :'_4 X:2
Donc {Y___z ou Y=—4
4x =— 4 u{4x=2
0
AiInsi y:2 y:__4
{x‘:—l [x'——-L
D'ou : ou 3
y=a ly=—4

Conclusion: S = {(— 1:2) é—; = 4)}

Exercice £5

1) Résolvons dans R , I'inéquation: ¢ *—2 <

S0it x un élémentde R:on a -

e =2 <KO0=¢e'"7*<?

= | —x < In(2)
= 1—1In(2) < x
=X > Ln(%)
Donc: § = |in(%); + oo
2) Résolvons dans R, I'inéquation : —fxii 11 > ()

Ona: (‘?‘xER) ; 22150

2"+ 1

Donc : -1 > 0eme™~150

= e > 1
&S x=3>0
= x> 3

Donc: §=|3: + oo|

3) Résolvons dans R, linéquation : (2¢*— 1)(¢* - 2)<0

10 é Fonctions exponentielles




i e e S

Méthode 1 :
e”—2?04=)€x,->f2
= x 2 In(2)

Donc, le tableau de signe de (2¢*— 1)(e* — 2) est le suivant :

2e'—1

X | — 00

{

et ZEI-I}O@BI?“T
s x =2—In(2)

e

e ——

—

4

lnz +m---_

e"f_— 2

:_(23-"' - (6?2) I

|
s

0 +
JEpa

0+

—w=— —_—

i T -
. R - T e I e - -
| ¥ . t = _:‘_"':'—_ T et e
.y § = =T e —— - =
- ! L s
F
i

Donc: S=[—In(2);In(2)]
Meéthode 2 :

Ona: (28— 1) —2) <0 = 2(3“‘—%-)(3"—2) <0

Info :
Soit: aet b de R,

2
q:nr—ln2%x~<;ln2 avec g < b

Donc: S =[—In2;In2]

4) Résolvons dans R, I'inéquation : ¢*"* > =
e e"-ef> 3
= > >3

= 2x+2 > In(3)

= N > ]n(32)_2

Soit x un élémentde R,ona: e’ > =

Donc: S

5) Résolvons dans R l'inéquation :

o[-t . ] -

€ <5
e

2x—1
Soit x€R;ona: eejx <S5 <5

i 8—3.1:-—1 < 5

=—3x—1 < In(5)

= K > 1+3ln5

onc : S:] 1+31n5;_|_m[

e’ —1 e*—2
i e+1 " E@%Z.

: . o Dy 2% e
@ﬁitxeR,ona e >0 dole™+1>0 et e'+2 >0

6) Résolvons dans R, I'inéquation : <

Fonctions exponentielles

L]
,_!_I'IJ,

[ T ] . Lo
i - A, EET . v ﬁ'{f

X—a)X—-b)s0e=asX<sb




Donc : -£—1 Py 8 = (e*—1)(e"+2) < (e"+1)(e"—2)

ell‘ + 1 e‘r + 2
— ¥ —3e* > () v Fe
= e (e"—3)>0
—=e'—3>0 ext
= e' >3 on
= x>1n3 :
o
"Exponentlelle qg‘ﬁ( ::: 5: 0 et a ;é 1')
BT
Définitions .
Res
Soit a e R telque a > 0 et g # 1 1)
La fonction définie sur R par: x — "™ s ‘appelle la fonction exponentielle de JExe
base a notée exp, R
* Le nombre ¢™ se note aussi a* , et on a: (Vx & R) ; exp.(x) = g* = ¢*n est
JExe
Propriétés: Ré:
Pour tous x et y de R : on a: 1)
5 I ) 3)
e ¥ S o ¥y = X
¢ a Xa a qF —a
a’ gy G =
« F=a” '=(a") = (@)
|EXE
¢ Ina*=xIna caTd ex=y 1) I
Soi
Dérivation:
* Lafonction x — a* est dérivable sur R ,etona: VxeR : (@)= Ina.a*
Monotonie de la fonction exp:
Do
*a>lalors: (V(x,y) ER*: 0" < @’ e x < y)
2) |

*Si0<a<1alors: (V(x;y)ERz;a”<yﬁx>y)

Fonctions exponentielles




» Fonction exponentielle de base 10
. La fonction x — 10* sappelle fonction exponentielle de base 10 notee
expio ou encore 10°

On a:

: 101 s exlnlﬂ

c (Vx€R);(Vye0;+x[) ; 10 =y x=logy

e TSI Terre——

_ Exercices d’application

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) 7*—5%"'=0;2)100*—10*=2;3) 2*"'+3 %X 2*—=T7=0 ;4) (VxY=x"
EEEEY 7

Résoudre et discuter dans R I'équation: (in+1)2*+(m—1)-27=0 ou m

est un parametre réel

'Exercice &:
Résoudre dans R les inéquations suivantes :
3) 211:—1 - 3x+2_|_ 4x+%+9% < 0 4) Sc::rs.r_|_ 5c05(:r~;:}+1 Q 2 : Slf

- _ ~ Solutions
_ |
[Exercice 473

1) Résolvons dans R I'équation: 7% — 5" =0

Soit x ER; 7*—5""=0 = 7" =5""
e— 2xIn7=Bx+1)In5

— (2In7—3In5)x=1n5
S Y 5 In5
2In7—3In5

e In5 }
vonc : S_{2ln7—3ln5

2) Résolvons I'équation : 100" — 10" =2

Fonctions exponentielles '+ 13
i



Soit x un élémentde K;

100*— 10" = 2 = (109> —(10)*—2=0
=3 (107 + D{10*=2) =1
— 10"=—10u 10" =
== 10"=2
—= x = log(2)

Donc: S ={log(2)}
3) Résolvons I'équation : 2"+ 327 =7 =0

Soit xeR;

2x+1_|_312—-x___7:0{=;2x><2+23]__7:_-0
= 2:(29*+3—-7-2*=0

= 2(2*— 3)(2:‘—*5—) = ()

= x = log»(3) ou x = log, (%)
Donc: S ={—1;log,(3)}

4) Résolvons dans R I'équation (E) : (V/x) = x*
* On remarque que 1 est une solution car (/1) = 1

* Léquation (E) est définie si et seulement si x € R"™* — {1}
Resolution de I'équation :

Soit x un élémentde R** —{1}

f*’ = 2" e ™ VF = oYX
e %—x In(x) = /.;ln(x)
@(%x*/})m(x) = ()
= In(x) =0 ou x=2/x

= x=1o0u x’*=4x

* Fonctions exponentielles

Do




esx=]1oux(x—4)=0 '

= x=]loux=0oux=4 (x#]etx>0)

= x =4 Y

Donc: S=141;4}

Exercice &,

Résolvons I'équation: (im+1)2*+(m—1)-2*=0o0umeR

'équation est définie sur R

Soit x€R:ona:27"#0

Donc: (m+1)2°+(m—1)2"=0=2"((m+ 1) X2¥+(m—1))=0
= (m+1D2%+(m—1)=0
= m+1)2¥=1—m

On a les cas suivants :
eSim=—1alors: 0-(2)*=2;d’ou 0 =2 impossible
ainsi S = ¢

o Ci . h_l_m
Si m+#—1 alors 2 = s

Cette équation admet dans R des solutions si % _I__:: > 0

Cest-a-diresi: —1 <m < 1

Donc: si m € |—o0; —1]U[1; + oof; alors: $=¢

. o - ; xzzl—m X o l_m
sime|-Li1[;ona: 29 = e 27 = /4T
| _ 1l —m
| ik logg( 1+m)

;é_inrs S = {1082( { 12 )}

Exercice £

1_) Résolvons l'inéquation : 1 + (%—)I > 5

Fonctions exponentielles = 15



Soit x € R; 1+(1) > 5e=(3) >4

3
s "™ > 4

e——xIn3 > In4

In4

o= |__._1In4
Donc: § ] 0} = 173

2) Résolvons dans R ; I'inéquation: 4*—3-2"+2 > ()

VitxER;4'-3.2"+2>20 e (2°)"—3: 2"+ 2
= (2" = 1)(2*—2)

= 2220025 1

0

VA

= x2=21ouux
Donc: § = ]—'m:O]U[l; +oc::[

3) Résolvons dans R . 'inéquation : 2*°' — 3**2 4 4+t 4 g% 0

Sﬂit X & R; =1 __ Ax+2 Y+ x
20 < 02 3479342 47 4 3 <

In4 — 16
< (In In3)x<|n(5)
(19
=X < ha=in3 \€@r:ind4 >|n3)
16
ln(- )
Do N = |- — 5_
LS e T =3
4) Résolvons I'inéquation : 5 + §=r 011 ¢ 7.5}

Do

1)

3)

9)




Solt xER: S™ 4+ 5™ L9 .8 w5455 £ 2.)8
@(sw 3/ -5 43 &0
~ — J5F <0
5" =y5=0

¢=’5nhl=5}

Donc : § =5+ 2km: = L + 24 ik € 7.)
Limites usuelles

III-IE{'J :—!—x limet — O-r

. e . )
S ; e :+ } -t —
en +oo lim -3 3‘3 i i limxe® = 0
c lim% =+oc OU ne N limx"e¢*=0 oune N
gt ||
en 0 [im— i = 1
v =) -

Exercices d’application
 Exercice £°8

Calculer les limites suivantes :

- i 3, 4 : g _ U
1) hm (‘_ 2) lim xj g I 3) h[‘[] 2‘:. ' -'-!— 4) li[” o de |
A -tm X e 2 et X +-r o lt+8
‘ t’l' I.. | . (’.‘.’j | ‘ I :
) ,l'.rp,lr ¥ 1 6) .I’?p.xf +1 7) ,“.m Xe’ 8) |im £,

9) I_}_m(dxz et © &




Exercice &It

Calculer les limites suivantes :

£

% o e —e 3) “m_g_f__:_cosx _
1) lim“—* 2) lim =gy B Soft
l 2¢" 11 6) llm(.x— ])ex 1
4) lim(x*—1)(ex7—1) 5) lim <%= im
x—+too x—(In2)" 4 »
.~ 30"+ 4 _
7) limIn(e*— 1) = x 8) IrllLrI}mx—lH|2€ -1 9 Jim =2 alor

Exercice £41
1) Montrer que : (Vx € ]—oo;O]) ; < |x| Soit
etque: (Vx e[—1;0]) ; |2x*+ 3¢ — 3|< 5|x]|

2 X
2) En déduire limj 2x T/iix 3

x—0

 Exercice &)
Calculer les limites suivantes : s
1 : | LY
1) Ilﬂllz + 213IL1' 2) llm 2 2tan:t 3) IEII]W(I : )
= .
4) lim(—%—) avec m >0 5) lim(tanx)®&  6) ljm— X =X
:r—-+m( .x m) x__%_ .r—-]+]_n(l + ‘/xg - I)
2+x 2
7) 1; ( Inx )“’”’ 8) lim&——¢ Soit
II_I.IIL In(x+ 1) = cos(ix)
2
Exercice &8 ) ~alo
! ez‘r
1) Calculons liIP_jc—

Méthode 1: e,
s * o Soit
SoitxeR ;ona: P il
; x 2x
- Puisque : 11111%- =+o0 et lirp e* =+o0, alors : lim —E:’x— =+ 00

Méthode 2 : Puis

| SOIthR,T—Z 2x alo

Posons 2x = X; x —+o00 &= X —+ 00

. ix
Donc: lim<-= lim 2-%(— =+00

X—+co X X—+m

18 ' Fonctions exponentielles




3 x4l
7) Calculons limx” —e

x—+o0

”* €x x+
Soit x €0; + oo| ; x* — ™" =x3(1 - L ')

" 4

puisque : lim x" =+o0; lim 63 =400 et lime*"' =+o0

X —+00 I-—+mx

X—+oo
alors : lim x° (1 —%.e"“) ——00. Donc: lirp x}— e =—o0
W el !
3) Calculons Il_lglm " g
- . , D x 1
Soit x€]0;+oo[;ona: 2 =1 _ 2e
] x*+x xtx xtx
e 2 21
T 42 1 +
X L x*TX
1+ e
Ona: li,mex =+o0; lim Z =2 et lim 21 =0
’ x—r-l-cuxz d :—r+m1 +_1_ x—-r+m.x +.x
20" — 1 2
-
- =+
Donc: xl_l.IE., T x
. 4e™
4) Calculons Ill_qlmxg_ Yx + 8
Méthode 1:
: 4e* 4x” il A
Soit x € |0; + oo| ;ona: T T8 - P—2x%8 (x) e
2 . 4x? . _ . e _ : % e
Puisque: Ilijme _43;+8 = lim =5 = lim4 = 4 et :qumx =+o0 et IEIPWE =+o0
) 463: B
: =+
alors : I@mx1_2x+8 00
Méthode 2 :
Soit x € ]0; +oo| ;0na:
. 4€3x _ (61)3 | 4 _ (e_x)ztex' 4
r*—2x+8 x* (_2,8 \«x -2, 8
X x X x*
Puisque : lim & =+o0; lime* =+oo0; lim ——*— =4
uisque i I—I'Tm:x ! X—+tao ' I—-+n:n1 ___2‘._+__8.__
4¢* X x
. 3 =+
alors : xl_ﬂlmxz —2x+ 8 >
5) Calculons xllIPw2x i
Méthode 1: & b

\ Fonctions exponentielles ; 19



e b
Soit x€ Jl;+oo;0na: 577 y—x 2x+ 1

"
- e

Pour ;:' gy ?osons '=x={ o
ona: lim 5= = limy =+o

lim 35 = lim 3= lim 3 =

Donc:: lim 2§-I:1 =+ On
Méthode 2 :

Soit x € ]O, + DO[; on a. 23’1‘:] - eiz:” = eﬁrl-:-lnllr+ll B

o) e
Etona:x"—x—In(2x+1) = 2x + 1)'(§x+31c lnéi;::**ll))

- S 2
Puisque : :l_iﬂgx+§ = lim Zxx = lirn%z—km
Jqe o IEZEFT) . Ing e
Et'}fﬂ 2% F 1 _;IEE: 7 = 0Oet lim(2x+1) =+o0

X—+ox

alors : limx*—x— In2x+1) =4+

X—+o

Par suite: lim ™ ¥ &+ — lim e* =+

X—+oo

X—+oc
Ainsi: _linlg :I__Jf =+o0
2x+)
6) Calculons lim e
..I.---+Tx +1 SOit
{ E 2x+ X A"
Soit xe R ;ona: £ ‘*(8)'. €
X ] L b N
IZ’
. = e\ 2y
Puisque : l_’_fﬁ( x) =Ttoo,et liml + l =1, alors: lim ¢ =+oc
=t b X d ] N
i 7) Calculons: lim x’¢*
t Méthode 1 :

Sﬂi o o TR (. | S )2
txeR;ona: x% = (xe*)* X ¢*

Puisque : |im xe* = ()

- ¥,

et lime' = () alors -

JlifIFIIJE'“ = ()
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Méthode 2 : s
On pose 3x =1, donc: x’e™ = (L):er =L iy

. 9
puisque : lim#e’ = 0, alors : lim x’¢" = ()
Meéthode 3 :
On pourra pose 3x = 2¢
xth — (%!)‘eh - %(IEI)Z
|_il'fl x'e” = lim%(re*): =
e’ X
8) Calculons hm 5T 3
X X
' 't =—= § s
Soit.rE]O;‘i*m[;ona:ﬁT“lr*“ ( e) £
2¢"+3 (2+ 3 ) 7+ 3
» - e’ e’
Puisque l_lm e ='{}
Etona: lim ei =0 (car lime’ =+o0)
| — X
Donc : lim % = é—; Ainsi : _l_lirpl _e :{_2 = %
9) Calculons lli_lg(.i’f: = 1)e”
Méthode 1 :
m x€l-o:0l;:ona: (4x — 1)e" = dx’e" — "
F@ﬂsque lim x’e” = 0 (voir limite 7) et lime" =0
alm‘s Iim(4.r*— 1)e* =0
jMéthode 2
ﬁf , w
;Sait x€R; (4x° — e* = 4’-‘&;'1-1‘%*“ = 4%';‘;:?' l-(xﬁ‘)‘

g - S

! By . 4xX" =1 _ e & C e .
(Etona: :‘h_m; R A'ifil rgaad 8 Jli!ljh_(.lvj = (), car lim xe* = 0

LDonc : lim (4’ ~x)e” = 0

i L




Exercice &0

a B
1) Calculons im=—
: g 1) o €]
Soit x€R";ona: — X .
X _ €I_ 1
Ona: lmge X L= =1 et !%gl‘— 1, donc: Eﬂeh‘ X - 1
3 Ik
Donc : lim€ re = |
x—0 o
‘ e;_g—x
2) Calculons 11_1_13 s
Yy , g _eMem=1) _ . et
Soitx E R etx # kr (k € Z);0na: oo = ——— = 2¢ 7~ '(ginx")
2x !
Puisque : I =9 lim&—l = [jm€=L =
que: lim2e™ =2; Im=——=lim=—7—=1
et lim—>— = e
x—0 SIN X 1 alors EI—IE SIN X
3) Calculons hm€ —cosx
x—0 2.76'
Soit xe R’ : . € _Cosx-ﬁ-l_'f’rl“l ] = @ng,; |
ona: = ok = 2( T+ ;205""')
Puisue:l' €_1- e —1 _ 2 :
q i hm e ——l(avecX=x";x-—-O<:¢X-—-,-O)
. L=Co8x 1 ¥
et lim 2 — 7 alors: lm}}%(e;]+1"CEOS3‘~’)__L(1+1) 3
= x AR ¥ b o
Donc : lim&—€08X _ 3 ; : S
x—10 2.1:““ 4
2
4) Calculons ,.Eﬂ(x — Dem=1 — 1)
S =
oit: xeR {1} on a (x_l)(é’?l‘l'-'])"-:(x—f—l)(e}%_r“l
e 3 1
oo - ;
Onpose.x__l._;; iy - II 1=lim€h1—- |
X—+oo f—0 z— — 1 al
x~—1
Donc : £ T —
:E[Pm(x_'- 1) 1 1 % - »
x=1 s
Dol : |j 3 L
_5) Calculons Jjp, 2"+ 1
12yt € — D ° Et .
et

“ Foncti
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Ona: lim2e*+1=5et lime*—2=0" (carx""lnz =x>In2 &

x-(In2)" x-(In2)" sy )0 2 > 0
2e” + 1
[im =+ 00
Dot x—(In2)" e 2

: 1
6) Calculons lim(x — 1)e*T
x—17

soit xER—{1};0ona:(x—1)e+= Lk
x=

ERA: xl 7 =X;x—1" e X ~+oo,doli: lim(x — 1)e=7 = lim _gf =+00
x—=1* X—

: 1
Donc: lim(x —1)exT =+o0
)

7) Calculons limln(e*—1) — x

X—T00

Méthode 1: Soit x > 0 ;on a: In(e*—1)—x = In(e*— 1) — Iné*
= in (6;1)=ln(1"—"§?)

Puisque lime* =+o0 ; alors lim(

x—+oo x—+oo

donc: limln(1 ———) =Inl1=0 ainsi limln(e*—1) —x =

Méthode 2:
.Soit X 34
2 bha In(e*—1)—x= ln(e"‘(l —%))Hx

= Ine* +In(1 ;) x

; =x+1n(1 ;x) x=]n( ——1-)

'Et puisque lim1 ——1- =1 et In est continue en 1,

(car Vx> 0:e' >
1
e.I‘

aiors limln(e*—1)—x=0

I-—t"l"m

| 33 Calculons: lim x — In|2¢" — 1|

|:r — T 00

#Calculnns limx — In|2¢* — 1|

X—==00

X——og

a lime* =0 : d’ou liInI V¥ ‘ e

A —"00

}.j In est continue en 1, donc limln|2¢*—1]|=n1 = 0

’

e o
: e R
':.-"f"_ =
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Donc limx — In{2¢" — 1 | =—00

e Calculons limx — In|2¢* — 1 |

A —

Soit x>0:0ona:2e'—1> 0

et x—In(2e'—1)=x m(g~"(2 _"éL))

=x—lne' — [[1(2 w }}—‘)

e

X—=To €

Puisque : Iim2 — L = 2 et la fonction In est continue en 2

In 2

1) Montrons que : (Vx J=o0;0]) ; |er—1 | <|x]

Soit x € |~o0;0]: 0na: x < 0= e"'< |

=e'—-1<0

Donc: [e*~1|=1-¢* eton a: |x|=—x

Montrons donc que : (vy F00;0]) : 1 —¢* <—4

On considere |3 fonction définie sur ]

La fonction 4 est dérivable syr ]—-oo 0] et

On a donc (VxEJ 0;0[) : u (x) < 0

| 24 Fonctions eXponentielles

3 (car lime* = =0)

X—=—00

alors : }Eriln(2 = %) =In2 d'ou: Eg}uln( E‘}) s
Ainsi lﬂx —in(2e*—1)=~In2
-9) Calculons lxlliﬁlfhr;e_?f;il
e Calculons }ﬂ e 2_3‘35;_ 4
On pose ¢* =7t ;: on a alors:
lim S = i C Iyt
* Calculons l}‘_ﬂ ehé;?f‘; : : }fnl 6112;,1—35?;_ 4
Exercice £F}

000] Par: u(x) = ¢ =X =1

t (vx e - ;0]) ; u' (x)

:E!"——l

D'ol: la fonction 4 est strictement décroissante Sur |~oo; (]

Ain

Eto
Don

Ains

2)D

Donc

Pars

Ona:

Alors :




Donc:(‘v'xE]—m;O] cu(x) 2 u(0)

Clest-a-dire : u(x) = 0 (car u(0) =0)

Ainsi: e —x—120

Donc: l—e 5—X%

Conclusion : (Vxe]—m;O]) - |e*—1 lélx\

« Montrons que : (Vx €|—1;0]) ; [2x*+ 3e*— 3| < 5| x|

Soit x€|—1:0],0na: |2x2+3ex—3|=\2x2+3(e*—l)lé 2x2+3|€‘“'1|
ttona: e —1|<|x| et x¥* =|x[ <|x| (car |x|€[0;1])

Donc: |2x* + 3¢ — 3| < e —1|< 2| x|+ 3| x|

Ainsi : |2x* + 3e* — 3| < 5| x| pour tout x de [—1;0]

2 < g‘a
2) Déduisons liml 2x" +3e"— 3 L
x—0 7 S \ .""

Ona: (Vxe[-1;0]) ; |2x*+3¢"— 3| < 5| x|

2x°+3e*—3 5|x\ 2
Donc : x|=—x=(/—x) £20;
2 g f
Ainsi - | X+ 3‘3 3 |<: O &
2x°+ 3e*— 3
[(VxE[-l,O[ < Sv—x
Donc : ¢ V=X
imSy—x=0
2 +3¢"—3 0
ey
1
1)Ca|culons lim 5y

*—5

On a: 2% = @i ot puisque : limtanx =—o0 et In2 > ()

5

Alors : limIn2 -tanx =—o0
. -'—*T

| Dlour: Ilfg_emw = 0 (car IILIEEE = 0) ainsi : lim 24 =

—

.f_‘_'ar ?mt,e- Ilim( 1 )= -lf
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|

e ———

2) Calculons 1im 5~ 3 F g

x— 5

Ona: limtanx =+occ et 2 > 1, donc: lim 2™ =+ o0

J—-%“ i *?5
u: lim2+ 2™ =+o0
X—m 1
AiInsi : llmﬁ 7 + Qtanx =0
—5
3) Calculons lim (1+1)
X—+tao On

In(l +"I;J

Soit x> 0;ona: (1 +—%~)I= el+3) = o I

(] +1?)=!1_n3 In(lt+t) w—

de

] .
Posons x _t;ona: limxlin
X—+too

Et la fonction: x — ¢ est continue en |

Do

Alors : Iun(1+-) = lune"“”“":e =e

X—+oo X—+m

4) Calculons :@I(xi:m )I oum> () o
e (xfm)x_eﬂn[ " GP?:I
ok xm(xjm)_-xm(x;m)““xm(l “‘}_i{)
On pose : r=———-’;1
On a donc : A{{I}lﬂgxln(_;—_‘—f—,—ﬂ-) - Ji_m,fxln(l riz )

= limm In“z 4 M (en posant: ; __-_i:_i) Eto

Don

Alors : |im (*——3—{- ) = lim o*in(=
# i 1 . _i S Hi
K ag ) L m Nh,lr!]jhﬁ i

3) Calculons lim(tan x )G

x—Z

'] i " _-!-_" j
on a ¢ (td.r] x) Lan 4 R e'h]llit Intlaga ) — f} h:::t_;_lt“

Ona

On pos = x -4
pose ! 1 = x 4,Dnad0nc:
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lnt;tnaz; ) = tan(41t ¥ 1) lﬂ(ta“(f T -ﬁ—))

- taliélt lﬂ(iffﬁﬁi)

= @y ((n(+tans) = In(1 — tan 1))
_ _ tant ‘(111(1 +tan?) | In(l —-tant))
tan(4r7) tant —tan ¢
- +
Onpose tanf = h;on a: }EI& ln(lt;nttant) — }11_,2 ln(lh h) =1
de méme : !E{gm(lza;im) =
tant ;
Y tanz _ . { 1
EL Of & !ﬂl tan(4¢) P_IE tandt ~ 4
[
r~ .y tant (In(1+tans) | In(1 —tan?)) 1 _1
Dou : }E}tanﬁlt( tant ' —tant )‘Z(H”—z

- _ . . In(tanx) 1
Par conséquent : lim(tanx) @& = |jme wix = g7 =,/¢
Fi (4

e

4 A §

. X —X
6) Calculons _}_11_1111[1(1 /= 1)

Onpose: t=x—1

Onadonc: x*—x=x(x"—1)=x(e* "> —1)
fin(1+¢) 1

=+ D™ = 1) = [y tn(1+0) - (¢ + 1)

+ 2
Etona: In(1++/x*—1)=1In(1+/F#+2¢) = ln(l\/ff; £ VP + 21

x:_x _ erlm’lm_] | r(r_;_ l:)ql{'l(i_}_t) | . \/.!jj-__z_{____
In(1+/x*—1) tIn(1+7) JBE+ 21 In(1+ /2 + 2¢)
Onpose: h=1In(1+1)

Donc:

| e efinl[I-HJ___] L a e,:‘-'___l B
Ona: lim gy = lim=5—= =1

Onpose: y= /1 + 2t

lim VI 21 = Y — | |
=~ In(1 + /£ + 2¢) ET*IH(H}’) L,,!,’f'[,‘f ln(1+y)*-'-l

Yy
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{Uns ,__l_)._l_ﬂ_(,i,-t—{)- = |lim

Ftona: lim— v’?i* 01 i

i‘ . —ll1+

Donc : i U D =1 — g
Wik t— 0 [n(l +\[\/F+ 2f)

Ainsi : lim x 2 =§
x—1" ]H(l + \/;: o l)
. ln(x) xlnx
7) Calculons lﬂl}}lﬁ( In(x+1) )

xlnx
( lnx )r n. _ llm €,rln.rlil(ﬁgﬁ—ﬁ)

III(I + 1) x—+too
, . Inx _ .
Calculons tout d’abord lm+1 xIn(x) - Ln( als+ 1) ), on a:

X—=T00

Ona: lim

X—t0

1
| lnx |\ _ In(x+ 1)) _ Inx+m(1+~f))
xInx(x) ln(ln(x+1))__xmx'ln( Inx )—-—xlnx-ln( Inx
_ o
nll—=
in(1+7) I 1“(1 * (m x))
==—xlnx-In\1+—7~ :—xln(l +3__-)- lx
| Inx
in(1+1)
Onpose:t=—7——";onadonc: x —+oo et — 0"
ln(l +-1~)
In\1+ i .
Dot : lim B% J = iy B
= ln(l — 1;) —ot 1
Inx I
_ ln(l + —
et timeinf1 + 1) i ")
I_J_mexln l‘l‘x xl_l-IPm T _!l_I_H n(l +y) =1
% .
Donc : i ( In x
Jm xInx). In\ s x))=— ; par suite: lim( In.x )” e
4 2y ot lﬂ(I"l" 1) -
8) Calculons lim&——°¢
Sl cos(—g* )
Onpose t=x—1;0na: e " —¢* = ér‘+.u+z e
21+ ¥ 1

o) = eo(§+8) - in( )

/1 :
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24 x 2x
g e g ] s, SO 242
Donc: o e t+r — v+ 1)e
cos(-j-x) sm(TI)
% e.'-E-H_l £ e.-".'___l = h=t2+t
Comme : lim=5——= = lim=— | (en posant )
i | B - UtD o 2
de plus : 11_[:]3 (7? ) e ot !E}(r+l)e = e
Slﬂ 21
E-l-.l!' )
g ey _ - 2+2 — 2e
rtz 2 gy
Par consequent : Iin’]l £ (ﬂ_e) = 2;
T cosl s
2

Dans le plan rapporté au repére orthonormé (O: f;}r), la courbe de |la fonction

exponentielle est le symétrique de la courbe de la fonction In par rapport a
la droite d’équation: y = x

* La fonction: x — ¢* est dérivable sur R et ona: (VxeR) :

Conséquence: :

.'_Brlrnmves de la fonction: x . 4 '(x)e"™
I par X > eu{x}+k
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~ Exercices d’application

Exercice £ 1érivée dans chague cas

vabilité de f, puis calculer sa

Etudier la deri

de_ 3) f(x)=e
: 1) flx)=x+ l)e” 2) fx)=x+ ’ Sy T |
‘ \3 : (x) = xe>
8) fx)=Qx+ et 5) fl0)= n(lee—1)+x  6) fQ2
i | J ] il
:'j 7) f(x) =Inle" — e) 8) fix)=ve —¢
 Exercice &U |
X :
=

Soit h la fonction définie sur X par: hix)=1—x1T75

w # # # I'
1) Calculer pour tout x de R: h'(x) et h (x) et determiner h(() et h (O)

2) a) Montrer que (Vx€R") ; 0 <A (x) S X

4 1
b) Déduire que (Vx e R") : 0 <h(x) S7g

3) Soit f la fonction deéfinie sur 10; + | par:

o

Jfx) = 1'__1.6 > s 0
f(0)=1
Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0

‘Exercice §3
On consideére la fonction f définie sur [e; + | par: f(x) = l“._—‘.'

1) Montrer que f est une bijection de |e; + | vers un intervalle / que l'on

déterminera

2) Montrerque : Va: b et ¢ de [r: + 1[; b<ce=d <a

R : ccice 0

Montrer par récurrence que: (Vne N):ona: e' > 2‘ 'Z. ou x > 0

Exercice §lvp

On considere la fonction f définie sur R, par: f(x)= (l

k- LR
X )t*' et SOt ((
la courbe représentative de

J dans un repére orthonormé ((: /-7
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)

1) a) Calculer les limites aux bornes de R

b) Déterminer les branches infinies de (C'))

2) a) Calculer f"(x) pour tout x de R’

b) Dresser le tableau de variations de f

¢) Déterminer I'‘équation de la tangente (7) a la courbe (C,) au point d’abs-

cisse |

3) a) Montrer que (VxeR'): f(x)= EL‘__J_)L{ * 2)

x'
b) Etudier la concavité de (C))

4) Tracer la tangente (7) et la courbe (C)) dans le repere (0;737)

‘Exercice &1

Partie A :

Soit / la fonction définie sur R par: f(x) = i +l -+ In(1 + ¢%)

et (C,) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 1:7)
1) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations

2) a) Etudier la concavité de (C))

b) Vérifier que pour tout réel x,ona: f(x) = 1 +l =¥ 2x+In(l+e™)

¢) Etudier les branches infinies de (C))
3) Soit / la fonction définie par: (Vx € R) ; h(x) = f(x) —x
a) Etudier les variations de h

b) En déduire la position relative de la courbe (C,) par rapport a la droite (A)
d'équation y = x

4) Construire ((',) en mettant en évidence la tangente a (C;) au point d’abs-
Cisse ()

Partic B :

=t p la fonction définie sur K par: g(x) = | + , +In(] + eY)
£1ecit (IN) la courbe de g dans le repére ((); 1))
NVenfiorque: (VX € R) & gx) = 1 +f(x)

¢} Uéduiro:




a) Le tableau de variations de g

b) La concavité de (I')

c) Les branches infinies de (I')

)
d) Tracer (I')

Exercice §E
1) fx)=(x+1)e™

e Ensemble de définitionde f : D, =R

* La fonction f est dérivable sur R : comme produit de deux fonctions déri-

vablesetona: (Vx€R) ; f'(x) =e™—(x+ 1)e =— yp
2) fx) = x+2- A
* Ensemble de définition: D, =R
* Lafonction f est dérivable sur R et on 3 -
. PO oo 4 BE (@ 3) — J*(p%) 12¢ x_ 3)2
(Vx€R); f'(x)=1 ¢ _ (-3
f ) (€I+3)2 l (€x+3)2 (€I+3)2

3) flx) = e+

* Ensemble de définition : D, = |-co; — 2[U]-2: + oo

* La fonction f est dérivable en chaque point de D,

Etona: (vxeD,) ; f'(x)= (xfz)sz’:""*
4) f(x)=(2x+ 1)e+

* Ensemble de définition : D, = |—o0;0[ U ]0; + oof
* La fonction f est dérivable en tout point de R’ .

(VxER); f/(x)= 2 +(2u+ )x Fet =221t
5) f(x) =In(le*—1])+x

* Ensemble de définition: D, =R’

* La fonction f est dérivable en tout point de R*
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(Vx€R); f) = +1=2¢"]1
g g~}

6) f(x)= xev-1
e Ensemble de définition - D;=R—-{-1:1}

e La fonction f est dérivable en tout point de D,

BEON3: (vxeD)) ; fFi)=ePi+x.

=1
_ =D =-2x— 2%
i (xz_ 1)2 Ex—=1
Af 2 o - 3
- X 2x(x2_1_ 1)%3: 2x o
X222+
(xz__ 1)2 € x*—1
7) f(x) = In(e* — e¥)
e Ensemble de définition :
Soit xeR; XED;e= x+#0 et e"‘—e%,‘» 0
= x#0et e >er
> x#+0 et x> %
= Xx#0 et x—% > 1)
xP—1
e x £ et Pt
2
Le tableau de signe de X x _ estlesuivant:
x | =1 0 1 ¥e
x—1 + 0 = - 0 +
x| = = 0 T
x’~1 S
= e 0 * = 0 -

Donc: D, =]-1;0[U]1; + oof

La fonction f est dérivable en tout point de D, et on a -

" +

l
X

2

1
EI

(VxeDy) ; f'(x)=

8) f(x) =/e*—¢

e*—el?

2 1
X e +ex

x*(e* — e¥)
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e Ensemble de définition : |
v Dicas € € 2 (

——

Soit vreR;ona:-

Donc: D, =[0; + oo|

e La fonction f est dérivable sur |0; + | etona:
gt {2e"=1)
(Va€litosl) ; fO) =5 = G /e

* Derivabilite de f a droite en (

0)=f0) _Je'—e _ [ee—1) _ /e
Soit x € |0; + oof : /1 _6 = - — = V x

. g =} . e _
: — - =4
Puisque : Elﬂ > | et [.[_.T e 00
* e — i o (x) (0) _
Alors : hm\/ £ > l =-+o00; ainsi ;: lim / f 00

x—20"

Donc f n’est pas dérivabilité 3 droite en ()

Exercice Vi

1) Déterminons 4’ et "

La fonction 4 est deux fois derivable sur R, et on a :
(VI & E) : /?f(x) =— ] +x+€—_1

(VxeR) ; b (x) =

|

{ ~g
Etona: h(0) = et ' (0) =0

2) a) Montrons que : (v [+ )

] “ f' )
| - () /] 1’_'_.'”! :

Ona: (VIER) : ¢ > ] + ¢

SDI't.X‘Eﬂ\’ﬁ:ona; | + (-

X) S € = | —x < p
e S k8
etona: . ‘Q()c:me‘ﬁj
S0 ] ~p
Danc:(’v’xeR) 0K 1 ~pr g,

Ains;j

P i e Y.

(WER) 0 A" (x) <y

._ Foncﬁons exponentielles
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- b) Déduction

xz
On consideére la fonction ¢ définie sur R par: ¢ (x) = h (%) =%

La fonction ¢ est dérivable sur R*, etona: (Vx ceR); ¢x)=hx~—x
D’aprés la question 2) a ) (VxeR) ; ¢'(x) < '

d'ou la fonction ¢ est décroissante sur l'intervalle [O; + oo|

ponc: (Vx €[0;+oo]) ;0(x) < (0(0) or (0) =

pou: (Vx €[0;+o0]) ; A (x) <

Et on a d’apres 2) a) (Vx €]0; + cx:[) . 1 —x < e™ cest-a-dire 0 < A’ (x)
ponc : (Vx €[0; + o) ; 0 <A (x) < x

3

« On considére la fonction ¥ définie sur R* par: ¥ (x) = h(x) — %

La fonction ¥ est dérivable sur R ; etona:
2

(Vx€R) ; ¥ @) =h () —5
d’aprés ce qui précédeona: (Vx e R") ; ¥ (x) <0
d’ou la fonction ¥ est décroissante sur R”

Par suite : (Vx € RY) ; ¥ (x) < ¢ (0)

Or: ¥(0)=0 dou: (Vx €[0;+o0|) ; h(x) < %i
etona: (vxeR') ; W(x)=0

d’ol la fonction A est croissante sur R”

par suite : (Vx € R") ; h(x) = h(0) et h(0) =

dot: (VxeR') ; h(x) =0

ainsi : (Vx €[0:+o0]) ; 0 < h(x) < %—

3) Montrons que la fonction f est dérivable a droite en 0

* Soit x € |0; + oo ; 0N a: f(x; {)(0) l_(l"eﬂ 1)..1—-e"‘-—x
3

%:fetana: 0<h(x) <% ;dou:0<1—x ;5 e_xﬁ‘%"
Pl _.Xi s B e x3 xl
Dou: 7S Rl=x—€"% 6 2
__1_ =x—=8" o 1
- A x° a4
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I
|

|
Donc: 9

Puisque : tlil_lull(“ _—lj) = Il_i{n,(% g % )

fx)—=f0) _ 1
x—0 2

alors : Iim

1' —n '.1 .

Donc la fonction f est dérivable a droite en 0 et fq(0) =

EAEEY 15

1) La fonction f est dérivable sur l'i

(Vx € [f’: + m[) s Fix)
Ona: x>e¢= Ink) > 1

= 1 —In(x) <0
Donc: (Vx €le; + o) : ffx)<0

D’ou la fonction f est strictement d

=

:
2

ntervalle [e;: + oo| et, ona:

| —In(x)
X’

écroissante sur [e; + oof

ainsi la fonction f est continue et strictement décroissante sur |e; + oo

D'ou f est une bijection de [e: + oo

Y —tn

_vers J tel que:

| Inx

J=flle; + o]) = ] lim f(:r):f(f?)] =
2) Soit a; b et ¢ des éléments de /i

Puisque f* une bijection de [¢; + oo

et f est strictement décroissante su

O;-E;] (car: lim

X—s+m0

=)
ntervalle [e; + oo

"
vers ‘0, e}

f[€;+m[;0na:

b < ¢« f(b) > f(c)

Jnéb) .
< cln(b) >
) 5 b
= b > ¢’

Et puisque la fonction x . a’ est

—

— €

. + C
Jo: oo car a > 1 alors b > ¢ e

Fonctions €Xponentielles
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In(c)
-
bln(c)

Indc)

une fonction strictement croissante sur
a >a

do

La

On
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Exercice 412

_ Initialisation: Pour n = 0

galité proposée est vérifiée pour n =0 car Vx>0, ¢ > 1

1 k

iné
_ Héridité: soit n € N ; supposons que: ¢* > ZP—
k=0 " °

n+l k

et montrons qu€ e’ > Z A

n+l k
On considére la fonction f definie par £(x) =€I_k=ﬂ%_!- . xeR
n+l ! n+l k—1
ona: f0)=0etVx>0; f'(x)=¢ _ka" PR, i s
= & (k—1)!
. K
—C T4kl

k=)
D'aprés I’hypothése de récurrence, on a: vxeR"; f(x)>0

alors f est strictement croissante sur [0; + oo

n+1

dfail vx > 0; f(x) > f(0) ainsi: e

H—.
i

xk

: n+l
donc: e’)ZF
' k=0 " °

La propriété est vraie pour 7 1
n k
*i—, ou x>0.

k=0

D'apres le principe de récurrence (vneN); e >

Exercice &¥;

i) a) Calculons les limites aux bornes de R’ ;

gCalculons lim f(x)

X— 00

a: lim(l i)-let lime* = 0;donc: lim f(x) =0

X = =K X =00 X — =00

(] L)—' 1 et lime* =+o0;donc: lim f(x) =+o0

X et o X —tou X—+tap

Ona: lim

# Calculons lim f(x)

x—=0

g 1:1_,.?(1 L)=+00 et lime* = 1;donc: lim f(x) =+oc

x—0 x—0

lculons lim f(x)

I | by

a: lim(l -—-1-)=-co et lime* = 1;donc: lim f(x) =—o0

3 : I:_:_: 8 4
S A 0 X x—~=0" X =0
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infinies de la courbe (C))

0: donc la courbe (C;) admet une asymptote d’équatioy,

b) Les branches

eOna: lim f(x) =

X e == 0

y = 0 au voisinage de —oo

On a: lim f(x) =to0 et lim f(x) =—00; donc : la courbe (C)) admet ype

[ - 0"

x—0

asymptote d’équation: X = 0

e Ona: lim f(x) =+oo; donc la courbe (Cy) admet une branche infinje

b)

x—+o0

o f(x)
e Calculons -IHPW fx
= fx) -(1-1).£
Soit x€ J0; +oo[;ona: ——=(1—+)
X g (x)
puisque: lim § =+oo et lim1 3 = 1 alors: lim 7 = +oc

Donc: la courbe (C;) admet une branche parabolique de direction I'axe des

ordonnées au voisinage de +oo

2) a) La fonction f est dérivable en tout pointde R"; eton a:

(VxeR’) ; f'(x) = ge +(1H%)- I:E’I(;z _,i. | 1)“—‘ xz_;g—l—l e

b) Tableau de variations :

p.
Ona: (VxeR) ; xz—x+l=(x—é) g,dou f'(x) > 0 pour tout x
de R’

Ainsi, le tableau de variations de f est le suivant :

X -0 0 + 00
£ + +
+ 00 +o00 |
/ 0 // *m/ |

c) Equation de la tangente (7)

Ona: f(I)=0et f' (1) =¢; douI'équation de |a tangente (7) est :

y=elx—1)=ex—e

3) a) La fonction f est deux fois dérivable en tout pointde R" (a vérifier)

- A d ’
Etana:(VxER‘);(x xjg+1)_(1_il_+x—-z)=*1 2 _5“‘2
. x x‘ x-.

X
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L —

D::hc: 3 T | e -
:(x)__(x 2) ‘+(x2—:1+1)e*=e‘(x_2+i3_x2+x)=(x -"‘-'1'32" 2)-3
_(PE-D+26-1D) . _G-DE+D) .
—— x3 x3

b) Etude de la concavité de (Cy).

Le signe de f” (x) est celuide x(x —1)

D'ou le tableau de concavité de C; est le suivant:

= e ———

| ' + o0
ol X | — 00 0 ]

I R S R
]_Concavité _ U
i e AN

4) Construction de la courbe de f

Le point A(1;0) est un point d’inflexion
e AAEEE seea e ESEst fesss 'A'—'* e R t__ R

anm | 1 mEE SN (S LS BEEEE SRl BE Bah e § R
NG 5% B a B8 L SN T ) wEEEE e
S TN N, | - g L .. Al B | e bt 4k . 3 L el 2965 R EE BN BER AE I
U . | v gt WL |1 M |8 . ottt it b § e i |
Ammen guams saER saaws sy we tRARE SOS 2 COCCLRs RS Sanns ssaun e ne FRA NS SRR RS AEN S
r:' B ER _]-".:_._". miln ST B P B .'.',':1'. H _;:.:_ T
I S = i i -', I R B Eeaam
% O P e e e e e i
| B . T —f _1- AT .It — =
= T  Fuas ealNE KA RERT JBGN PR [ HE BT NN A _-
i B R am e Hin s BEASE AanRs RAREP 48 E2E ERSR axaeansdsamaim a=Es
¢ FEEEE 3 EEB ] . _ -. : &
B — - - / Gia amme xmm B8 B y8 & W B
44 EREE RN~ «HEl B E . SRS 0 s iammsuaay
— = wnaas gaunaannen i3 H s Epuis
+ e ot SEEpee 1t
= . i T ' T "
e 50 W pwnss SEEES 208 " . 1 S -
® AT R B T
i H 38EEE AASHE NEEL i H
~ -+ I : -
— il ' —_ g .
r} +HH i T A BB B
i e e s s - B n e E
—__! 558 Bn ey Emass & mr t ; i §
e = ~r

!;Mm

’*’PartleA (vx € R); Ax)= 77,
'?‘“1) Etude des variations de f

,s!' Ensemble de définition: D, = R

% Les limites :

Dna: lim(1+¢") =+ et limIn(X) =+

x—+too X —+mo

* : limIn(l +¢*) =t+oco etona: lim 5= 0

¢: lim f(x) =+o0

x—too




P - s . . -‘__,.=___\i-1 H.r.-.r Bl Wil Wil \-—--l""l—-i"'u : e .
Fo R gy M
--...'f:tr | -
"
% .1+ =] etlafonction In est continue en |
. Ona. 1I1.m\.l ( |- o |
: WP e ‘1)=(:etona. 1 L
D'ou: lim f(x) =—1
e Fonction deérivee
La fonction f est dérivable sur Ix;etona: | o
| \ s e'+e'le T [ ) _ T LE
. T™h v f X — {.j________.. i e — == - , . il 7 s =
(\VlE *K] " f (1) = (l +€1):  ; {,1 + 1 ({J -+ ]} ({ 1 IJ
Ona:(vxeR); f(x)>0
D'ou: la fonction f est strictement croissante sur I<
Ainsi : le tableau de variations de f est le suivant :
\ xC Toc
I ix] i
o T
f
==
2) a) Etudions la concavité de (C))
La fonction f est deux fois dérivable sur R et ona:
(VXER) : ' (x) = (26~ T 2e") (e’ + 1 )+ (e + __",r!:,,'-”:”t_,- +1)(e")
Y= (e"+1)
= 2{#‘[{{{ -+ IJ_:— {ff"'_-+- E_ff‘__}l - Dot S
(e +1) T @ T2+ 1t =2
2P
(' +1)
Ona:(VxeR): (x)> 0

D'ou : la courbe (C

((C)) est convexe)

£ ' '

e =
e+ Tie +in(e* +1)

v € >0 et e 5 0)

; e + | X |Il(t* "+ 1)

(car Vxe R
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” T f
eOna: lim f(x) =—1: donc la droite d’équation : y =—1 est une asymp
tote honzontale a (Cy) au voisinage de —oo
1
. " i_.}
eOna: lim(l+e™) =1 etlafonction In est continue en - B
Donc llIl'l In(l1+e™) = F
1 Y |

¢) Etudions les branches infinies de (C))

x—too

D'ou la courbe (C;) admet une asymptote oblique d’équation y = X au VOI-
sinage de +oo
3) a) Etudions les variations de h

e 'ensemble de définition de h est R

e Les limites

lim ~(x) = lim (f(x) —x)= 0 (d’aprées 2)c))

x—+tax X—tToo

limA(x) = lim(f(x) —x) =+

X——00 X— =00

&5
-~

¢ Fonction dérivée

La fonction h est dérivable sur R, eton a:

L e BTN s
(VxeR) ; (x)=F (x) 1—(1+€r)2

Donc & est strictement décroissante sur R

* Tableau de variations :

Le tableau de variations de 4 est le suivant :

X — 00 + 00
h(x) ~ b
% h
o T 0 ji
b) Determinons la position de courbe (C)) avec la drojte (D) : Vy=x !;[

La fonction h est continue et strictement decroissante sur R

iir:'ru: J=hR)= = ] lim A (x); Jim A (x)[ = ]0; + oo

Fonctions exponentielles
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L & ) .
s de son asymptote au voisinage (¢ I
3-di (C) est au dessu o
Cest-3-dire la courbe
- “ I)Onc ; (
) Constructions | .
La tangente au point d’abscisse 0 est: 1" : Yy = £ {0)(x—0) +£(0); s
3 |
— —
cest-a-dire: (1) : y=74 x+ In(2) : eurs co

——— - e w W

BERE S Le pla
Partie B :

it
1) Vérifions que : (Vx € R) ; g(x) = 1 + f(x) |/ 5?
Soit xeR;ona: 1) Etuc

X

fO+1=1- 1o +In(1+€) = 1L+ In(e* + 1) = g o
2) Déduction

et que
a) Le tableau de variations de g b) Dé
Ona f est strictement croissante sur R, donc 8 et strictement croissante 11/ Soi

sur R (car vx e R - f(x)=¢g(x))

Les limites

Jim (o) = lim (f(x)+1)=—1+1 =
Jim g () = lim (f(x) + 1) =+0o

Tableau de variations de g

b) En
2) a)

- =00 ..|_m
g (x) 3
3) a)
£ (o +oo
o ——————————————————————

— e Lm
)

42
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b) Concavité de (I")
ona: (VxeR) ; g"(x) =f" (x)
ponc : (C) et (I') ont la méme concavite

leurs concavités respectives sont dirigées vers les ordonnees positives &

c) Branches infinies

Ona: limg(x) =0, donc I'axe des abscisses est une asymptote a la courbe

| P&
i s == 003 .

(T") au voisinage de —oo

Soit x € 10: +oo[;ona: lim(f(x)—x) =0 donc: lim(g(x)—x—1)=0

x—+too x—tTaoo

Donc : la droite d’équation : y = x + 1 est une asymptote oblique a |a courbe

(T") au voisinage de +oo

d) Construction de (I") (voir figure précédente)

R Tse——

Exercices de synthese

— -

il

Exercice 4L

Le plan est rapporté a un repéere orthonormé (O; ?;7).

|/ Soit g la fonction définie sur I'intervalle / = |0; + oof par: g(x) =1—x—¢e™
1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.

2) a) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ sur [

et que : lnTZ <axl

b) Déduire le signe de g(x).

I/ Soit f la fonction définie par [ = ]0; + oo| par: f(x) = x\/e% == ]

1) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur l'intervalle / et que :

, x 1
(vxel); f'(x) == g(“)
\/e% -1
b) En déduire les variations de f .

2) a) Calculer lim f(x)

x—+too

b) Montrer que : (Vx € 1):In(f(x) = (1 +xInx) + L In(1 — ¢ %)
c) Déduire li_.lﬂf(x); puis dresser le tableau de variations de f. I
3)a) Montrer que : (VI €[0:1]);0<¢' —1 < e.t |
b) Montrer que : (Vx E[O;l]);l TS "< ] +x+‘%x2
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- 2x < 2e
c) Déduire que : (Vx € [2: + o0[); 0 = (f(x)) s
- = 42X
4) Soit ¢ la fonction définie sur / par: @ (x) .
) Déterminer le signe de f—@ sur I"intervalle [2; + oo[ puis calcule,
a) Détermi
lim(f—¢)(x)

X—=ac

Stati sometri ‘ Ssultat.
b) Donner une interprétation gegometrique a C€ résul
5) Tracer la courbe de ¢ et de f dans le méme repere.

(On admet que é— = 1,3 etque; f(é) = 2,5)

LEEEY 20
fix)=x":x2%0
On considere la fonction f définie sur [0; + oo par: 0) = 1
f(0)
et soit (C) la courbe repreésentative de f dans un repére orthonormé (O; i;f).
1) Calculer lim f(x)

X—+1m

2) Etudier la continuité de f adroite en 0.

- xlnx
3) a) Vérifier que : (Vx € ]0: + oo|) : f(xl : = exlnxl Anx

ment le résultat.
4) a) Montrer que: (Vx e lo: + ool : f (x) = f(x)(1 + Inx)
b) Déduire les variations de la fonction f.

>) Déterminer la branche infinje de la courbe ().
- 6) Tracer la courbe (C).

| Exercice 3|

Partie A:

S0it g la fonction définje sur R par: gx) = ljf‘rx ln(1 > e't)
e
1) Etudier les variations de la fonction g.

2) Déterminer le signe de g(x) sur R.

Partie B:

-
On consideére |3 fonction 7 définie sur R par: {/(x) = (‘l‘i;i ) s X # 0
f(0) = /e

] _._
rﬁ;.
=,
I
%ﬂ.
I.-i-
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et soit ((

1) Calcu
2) a) Mo

b) Mont
3) a) M«
dresser
b) Const

Exercice

Partie 1

On cons

et soit (¢
1) a) Cal

b) Déte

2) a) Dre

pour to

b) Etudi

c) Trace

Partie 2

Soit f |

et (I') |

1) a) De

b) Mont



> =Y S
et soit (C;) la courbe représentative de f dans un repére orthonorme (0131 ).

1) Calculer lim f(x) et lim f(x), puis interpréter les deux résultats.

2) a) Montrer que f est continue au point x, = 0.

b) Montrer que f est dérivable en 0.

3) a) Montrer que pour tout x de R'; ona: f'(x)= %f(x).g(x), puis

dresser le tableau de variations de f.

b) Construire la courbe (C)).

Exercice ¥

Partie 1:

On considére la fonction g définie sur 7 =[0;1[U]1; + oo| par:

2X

%=1

g(x)=In|x— 1]
et soit (C) la courbe représentative de g dans un repére orthonormé (O;7;) ).

1) a) Calculer limg(x); limg(x) et limg(x).
-1 x—1"

X=—ToC X

b) Déterminer les branches infinies de la courbe (C).
2) a) Dresser le tableau de variations de g, puis déduire le signe de g(x)
pour tout x de /.

b) Etudier la concavité de la courbe (C) et préciser son point d’inflexion.
c) Tracer la courbe (C).

Partie 2:

S0it f la fonction numérique de la variable réelle x définie pas :

{f(x)=|x2—l|l‘;x# let x #— 1
f(1)=0

et (I') la courbe de f dans le repere (O;7:]).

1) a) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction ¥

\ s

b) Montrer que f est continue en 1.
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.

| ' sde D.
c) Déterminer les limites de la fonction f aux borne

infini [).
| 2) Déterminer les branches infinies de la courbe (1)
| 3) a) Montrer que : (Vx € D —1l ) £ (x) = 2f(x) X g(x7)

b) Déterminer le sens de variations de la fonction f sur D.
11I|||.1.—I|
|

4) a) Montrer que lim

= (); puis montrer que [/ est derivable en 1

| x—| =1
'| b) Dresser le tableau de variations de f, puis tracer la courbe (I").
'Exercice §X! .
) .
On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = T+ o

1) Montrer que I'équation : f(x) = x admet une solution unique @ dans F

etque%<a'<l

2) Montrer que : f([%l‘) - [%, l‘

3) Calculer f”(x) pour tout x de R puis déduire que :
(Vxe[lj;ll);Oiif'(x)Sk avec k = Ve

(1+/e)

e 1}
4) On consideére la suite (u,) définie par : s oy = 2

a) Montrer que : (vn e N); é‘ Sihs1

b) Montrer que : (vn e )

o I n . #
U, — | < 2 k" puis déduire que [im U, =

1) Calculer ]j{nﬁ(x) et £,(0).

2) Etudier les variations de f,.

3) Calculer f(n) puis deduire le signe de fi(n).

4) a) Montrer ' Y
18 ) Par r€currence que : (Vn e N*). o1 ,

b) En déduire |e Signe de

fln+1)

C MD i ' '
) Montrer que "équation J(x) =0 admet une solution unique
. a’l

46

Fonctions €Xponentielles

‘Exercice &.

Exercice §)

f-..—-:-‘-—...u-l Py e — el 3 e
.

avec n

d) La suite

On consid

On pose :

1) a) Mont
b) Déduire

c) Montre

2) Montre

iExercice §.

1) a) Mont
b) En déd

2) On cons

a) Montre

b) En déd

Partie A:

On considé

courbe rep
1) Etudier
2) a) Donne
b) Etudier

¢) Construi




avec n < a, < n+1

d) La suite (@,),., est-elle convergente?

Exerciceid i3

(
On considere |la suite (H”) definie par: . U = 1

(‘V’H & N) sl = e

On pose : S, = Zup pour tout n de NN .
p=0

1) a) Montrer que : (Vn e N):y, >

b) Déduire les variations de (u,).

c) Montrer que la suite (i,) est convergente, et déterminer sa limite.

2) Montrer que (Vn e N):y,. = ¢ ™, puis en déduire lims, .

Exercice I

1)a) Montrer que: (Vx€R):e"> 1 +«
b) En déduire que : (V7 e ]hm; 1]): e < —l—lr
2) On consideére |a suite numérique (u,) définie par :

(Vhe N"):u, = (1 + ;11—)

a) Montrer que : (Vne N*): (1 +}lg_) e (1 +Jf'z_)

, Puis dresser son tableay de variations,

2) a) Donner I'équation de la tangente (A) ala courbe (C) ay point d'abscisse 0. i

b) Etudier la position relative de | courbe (C) et la drojte (A) '-
. |
¢) Construire |a courbe (C). ;
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Partie B:

, 5
rpe » L * o .r) p— g - *r ok
On consideére la fonction g définie sur R" par: g( y

1) Etudier les variations de g sur R". 5

3 [)os oS ‘
2) Montrer que : (\:fx = [E* + ooD T 1 b
Partie C:

On considere les deux suites (u,),., et (v,). définies par :

| 3)

* [u,, = 2 k) b

(Vne N*):4 ; ?_ )

[Vﬂ =t 2% 4)

| 5)

. + 3 2nt+l1\ (n+1)f

1) Montrer que: (Vne N ) Vasr — Vn = 2(” 5 e 4 )6' ’ do

2) Déduire en utilisant I Partie B que : (v N°);vier—v, < 0 6) :
3) Montrer que

les deux suites (), et (v,

)=: sont adjacentes, et soit |
leur limite cOmmune.

4) Montrer que : |
de 0310 pres).

;=0 < 10 (C’est-a-dire - U,

est une valeyr approchée




Exercice &%

Soit n un entier naturel non nul. On considére la fonction f, définie sur

X Ly nin(x), et soit (C,) la courbe représenta-

tive de f, dans un repere orthonormé (O: ?;7)
1) Calculer les limites lim f,(x) et lim f(x)

X—+ooc I"‘ﬂ+

2) Etudier les branches infinies de (C,).
3)a)Montrerque: (VxeR):1+ (x—1)e*>0
b) Déterminer les variations de f, et dresser son tableau de variations.

4) Etudier la position relative de (C,) et (C,.,).

5) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe B dont on
donnera les coordonnées.

6) a) Montrer qu’il existe un unique réel @, de I'intervalle [0,2;0,9]
tel que: f(a,)=0

b) Montrer que : (Vhe (N —{1})): fi(a)) < 0
c) Montrer que : (vn e (N"—{1})):(3'a, €[a:;;1]); £(a,) =0
7) a) Montrer que : (Vx € [0;1]): EI; L g1

b) En déduire que : (vn e N') ; In(a,) = 1 ; £

c) Déduire la limite de la suite (@,),-,

8) Tracer dans le méme repére (O;T;}r) les courbes (C)) et (C,).

Exercice Q)
Partie 1;
On considére la fonction f définiesur R par: f(x) =1 —x’¢™

et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7:7 )
1) a) Calculer lim f(x) et lim f(x).

x—+toc X—=00

b) Etudier les branches infinies de la courbe (O).
2) Etudier les variations de f .

3) Montrer que I'équation : f(x) = 0 admet deux solutions a et B,
tellesquel < a2 <3< f

4) Tracer la courbe (C) ; (on prend @ ~ 1,9 et B=~4,5)
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Partie 2: 3
Soit 1 un entier naturel tel que :

ini : FlX)=1=X"€¢"
et soit f, la fonction definie sur R par: ji(

| ivant la parité ¢
iati la fonction f. suivan on
de variations de
1) Dresser le tableau

2 4

1) Mon
2) Montrer que 'équation f,(x) = 0 admet deux solutions u, et v, 2) Etudi
tellesque 1 < u, < n <, - 3) a) Me
3) a) Montrer (Yn = 5): £(ity1) = (tn-1)" "€ (1 — ty1) seule sc
b) En déduire que (Vn=5); fi(u,-1) < 0 b) Mon
c) En déduire que la suite (u,),., est décroissante et qu’elle est convergente, c) En dé
4) On pose u = limu, Converg
a) Montrer qu:@n 24):1—ue" >0 On pos
b) On suppose que u > 1, calculer l}r}}cl —u'e" d) Mon
c) Déduire la valeur de y . e) Mon
m:u Exercice
Partie A: On considére la fonction J définie sur [0: + | par: Soit n
rf(-i'f)'—‘(.’Ar+2)65"-%’;316>~ 0 On con:
dlf(o) =0 et soit
et soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé 1- Calc
(O;7;7) (unité 2cm) 9- Soit <
1) a) Montrer que J est continue 3 droite en 0. a) Dre:
b) Montrer que / est dérivable 3 droite en 0. b) Mo
c) Montrer que £ est strictement croissante syr 10; + o] . c) Déte
2) a) Calculer lig]f(x). 3) a) Dr
b)Montreraneﬂn(‘v’t; O);O%e"+l‘-~l--x'\",.-tzi b) Mc
¢) En déduire que (Vx > 0) ——i—gf(x)-x<;3_% 4) a) Mc
d- En déduire que |3 courbe (C)) admet une dSymptote oblique (A) dont
on donnera yne equation b) En d
3) Tracer (C,) et (A) ¢) Dét
Partie B: Soit 5 un entier naturel non ny|

S5) Déte
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f) = (x+=)e ;x>0
£(0) =0

1) Montrer que f, est dérivable a droite en 0.
2) Etudier les variations de la fonction £, sur I'intervalle [0; + oo .

3) a) Montrer que : Pour tout n de N” ; I'équation f(x) =%— admet une
seule solution a, sur l'intervalle ]0; + oo .

b) Montrer que : (Vx € ]0; + xo[); (Vv € N'); £.,(x) HJZF = > fi(x) -—%

c) En deduire que la suite (a.).>, est décroissante puis montrer qu’elle est
convergente.

On pose a = lima,

n—+omo

d) Montrer que (Vn & N°): na, = 23% =2
e) Montrer que a = ()

_Exercice £¥

Soit n un entier naturel non nul et différent de 1.

1
On considere la fonction numérique f; définie sur R* par: f(x) = €-=1"

X
et soit (I',) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;;)

1- Calculer les limites de la fonction £, aux bornes de R

2- Soit ¢, la fonction définie sur R" par:c,(x)=n *(1 +—%)e%
a) Dresser le tableau de variations de ¢,
b) Montrer que : (3!x, € |0, + oof); ¢,(x,) = 0

c) Déterminer le signe de ¢, (x) sur R’

3) a) Dresser le tableau de variations de la fonction . sur R°

b) Montrer que : f,(x,) < 0 et déduire que : (3la, € J0,x[): £(a) =0

4) a) Montrer que : x, = 1
nx

n

1 + x

In

b) En déduire que la suite (x,), ., est décroissante qu’elle est convergente

ﬁ-{
c) Déterminer lim x, E

3) Déterminer la position relative des courbes (I',) et (I",)
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b og ) m-Squtlons .’: -
IEEERY 19

I/ 1) Etudions les variations de g sur l'intervalle / = 0; + oo .

La fonction g est dérivable sur I'intervalle / comme somme de deux fonc-

P : ; tions dérivables sur / (x| —x et x —»—¢ ™)

g Etona: (Vx € |0;+o0|); 0" (x) =— 1+ 2¢™*

: Soit x € / e g X)=0e=e™= % e g (x)>0e=e™> %
| i = X = __|_r122 = X < -L%-z-

. D’ou le tableau de variations de g est le suivant: Yok

x |0 I“22 +00 Ona: e ilqrg]g(x) =0
g (x) | - e limg(x)=—o0
ln 2 1 1)

0 / \ e la

2) a) Montrons que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique & sur [ :

e Sur l'intervalle ]( - I la fonction g est continue et strictement crois-

sante, donc elle réalise une bijection de ]0 1232 vers IO S ln2]

In? Soit
Donc : (Vx = J() == D gx) >0

Ainsi : 'équation g(x) = 0 n’a pas de solution sur ]OM]

In2

e Sur l'intervalle J 5 = m{ la fonction g est continue et strictement dé-

Croissante, donc g réalise une bijection de ]____lnz2 ; T m[ Vers ]“‘m; - ln2[

et puisque : OE] -l- 2215-2*[ donc I'équation : g(x) = 0 admet une solu-

tion unique @ et que @ & J-lﬂz—g; + m[
| * Montrons que : *]-%; Laxl
Ona: g(l)=—¢? et g( 22) 1 _21']2

52

Fonctions exponentielles



C-

N N[

12
2

; | 5 6’ EE ]. ;B
;f(x)=\/e?-1+.:r 1

ponc: g(1) X8 (132)<Oain51 11122 <a <]

b) Déduisons le signe de g(x) surl'intervalle 7 :

On a la fonction g est strictement décroissante sur In2. .+ m[

2
*Si 1112—2—<x < @ alors: g(x) > g(a)

d'ou: g(x) > 0 (car g(a) = 0)
oSi x>  alors: g(x) < g()
dolt: g(x) < 0
D’ou le tableau de signe de g est le suivant -
ERD ™
g (x) ¥ 0 -
ll/ 1) a) Montrons que f est dérivable sur Il

: - 2
e La fonction .u: x — % est dérivable sur [, donc: x — e* est dérivable sur /.

~*Lafonction x - ex— 1 est continue sur [ et strictement positive sur I';
tervalle /.

In-

donc la fonction - x

2 i .3 >
\/ex — 1 est dérivable sur /. Et puisque w: x — x
est dérivable sur I'intervalle I alors - /= w.h est dérivable sur

Soit x € ; calculons f(x)

2\/3-"—1 \/E%"‘
s/er—l (i)

b) Déduisons les variations de f:

2

On - - e . g , ,
Ona: (vye l): \/e% — > 0, donc le signe de f’(x) est le méme signe de

b o .
8’(}-) d’apreés la question 2)b)

'E(i‘)ﬁ‘(’mo\{%(a 'E(Jf)zomv’f:fl{
Sond
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cAa

1 o [ " 4
1t croissante sur |3+ oo| et strictement déey:

Donc f est stricteme -
sur ]0;*-1#].
2) a) Calculons }_{Iﬂf(x) 1_1
Soit x € ]0; + oo ;0na: fix) =% e%'—'l =\/€I; 2%

2 1 |
e On pose : 2 —X d’ou : }_iﬂeré—l "_Llf,ne )'(_l =1

X

etona: lim2x =+o0; donc: limeY;1 X 2x =+o0

- - . ;
Ainsi : lim f(x) =+o0

x—+oo

b) Montrer que : (Vx €1);In(f(x)) = %(1 +xInx)+ %-ln(l —¢7%)

Soit xe/l;:ona:

In(£(x)) = In(xy/ef — 1)

3 1. /2 2
= Inx+ 7 In(e¥ — 1) (car x> 0 et ex—1 > 0 pour tout x de I)

= lnx + %ln[e:'?’IF (1~ e‘%)]

1

= + — 4+ = — ﬁ% x
x4 5+ 20 —¢™) (@ et~ 15 0ete? > 0 doncq_ 250

Donc: (Vx €1);In(f(x)) = %(1 +xlnx) + %—ln(l — %)
d) Déduisons lim f(x):

x—-07

Calculons lin} In( f(x)) :

*Ona: llm(l +xlnx)=1 et lun—1~—+oo ; donc : llm( —(1 +x1nx))=

x—-0"
xu{]
-Ona.hm = lan 1 P = . I 2-—
- X o0 et JI!_lﬁf_l’lé? O, donc: llﬂle_x — O

Donc: lun ln(l—-e“) 0

x—0*

Par suite : lim In(f(x)) =+ oo

:-' Donc : ET f(x) =+oo (car f(x) = g2

Le tableau de variations de y &

3) a) MOn
soit £ € [
On pose :

o (V1E!

Donc la fc
Ainsi (V1
d’apres (
b) Déduis
* Montrc
On pose

La fonctic

Donc : (\
Ainsi k e

Par suite



g
My es questions 11/1)b) et 2)a) et ¢

D’apréS
e tableau de variations de f estle suivant :
Ona-
1
X 0 & P
ff (x) = 0 +
+ o0 ray

~
T

3) a) Montrons que : (WE[O 1]) 0<e—1<et

soit 1€[0;1];0na: =0 donc: e —1=>0 (1)
On pose : (WE[O;I]);h(t)=e’— 1 —et

e (Vi€[0;1]);h (D) =€ —e ¢ 0<t<1=0<ée<e
e

Donc la fonction 4 est décroissante sur [0;1]
Ainsi (V2 €[0;1]); h(1) < h(0); et donc: A(1) <0 (2) (car h(0) = 0)
d'apres (1) et (2) on en déduit que : (V£ €[0:1]):0<e'— 1 < et

X de ])

5 D) b) Déduisons que : (Vx €[0:1]):1+x<e*<1+x+ 2.x
*Montrons que : (Vx €[0:1]):e"<1+x+ sz (3)
Onpose: (Vx €[0;1]);k(x) ="~ 1 —x— £’
a fonction & est dérivable sur [0;1] et on a -
(Vx€[0:1]): k' (x) =e*— 1 —ex
oonc:: (Vx €[0;1]); &' (x) < 0 daprés la question 3)a)
Ainsi k est décroissante sur [0;1]; d'ot ((vx €[0;1]); k(x) < k(0))
Par suite : (vx e 10;1]); k(x) < 0 (car k(0) = 0)
Donc : (Vxe[0;1]):e" <1 +x+ 2x
Q" démontre de méme que: (Vx € [O 1]) l1+x < ¢ (4)
ﬂ "EsB)et@)ona: (vxe[0:1]);1+x<e < 1 +x+ L
gj ﬁﬁUIsons que: (Vx €[0;1]);0 < (f(x))} — 2x < 2¢

)_—:+m

s """"-‘:a-:;._’r‘
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On a d’apres 13 question b)
<1+t+5T
¥1 115 0 g
(WG[O‘ID‘HIF 2 > 2 donc*O{z <]
Soit x un élément de [2;+co[;0na:.x__ , 1} 32

onobtient:l+%5€%51+% X
par suite : 0 < (f(x))' — 2x < 2e pour tout X de [2; + ool

4) a) Déduisons le signe de f— @ sur lintervalle [2; + oof :

Sur lintervalle [2: + oo[;ona: 0 < (f(x)) — (p(x)), d’aprés la question
précédente donc (A(x)) = (¢(x))

et puisque f et ¢ sont positives; alors : (Vx €[2; + [); f(x) = ¢(x)

e Calculons llﬂ(f_ ¢)(x):

On a d'apres 11)3)c) (Vx € [2; + m[) 10 < (f(x) = gg(x))(f(x) + @(x)) < 2¢

et puisque : (Vx €[2;+ oo[); f(x) + 0 (x) > 0

¥X—+m

dou ; | B
o )+ gk 0

D'apres les propriétés des limites et I'ordre -

lim (f(x) — ¢ (x)) = 0

X=4n

b) Interprétation géométrique :

Ona: I - =
a: lim (f(x) - ¢(x)) = 0 donc la courbe de £ s‘approch
de ¢ au Voisinage de +oo T

On dit que |3 courbe

de ¢ est une cou
rbe a i
be de f. >Ymptotique de celle de |3 cour-

5) Le tracé de |a courbe de f et de 7

e

2
+"§“i dou: 2x <x’(e"—1)<2y4,

¢ La fon:
d’ols les ¢

[Exercice §.
1) Calculc

Ona: (V
On pose :
Alors : lf
2) Etudio
Ona: f((
On pose :

Donc: hi

—a LB

3) a) Vérifi

Soit x € |
b) Etudion

Soit x € [(

Ona: lim

x-«0°

et lim Inx

Ainsi : Iim-

x =0
Donc: f n
Interprétat



- |
i la fonction il AR \/ est une fonction usuelle.

d’au les courbes de qo et f

Exercice &1
1) Calculons lim f(x):

x—+oo

Ona: (Vx> 0);x* =

1 \ . "
e ;dol: lim x*= lime™
X—+too xX—+too
Onpose: X =xlInx; puisque : lim xIlnx =+ oo
X — 1T 00

Alors : lime™ = lime* =4+ oo

2) Etudions la continuité de f a droite en 0:
Ona: f(0) = 1; calculons lirge"““":

On pose : X = xInx, puisque : lim xInx = 0, alors

x—0 o | A X—=0

Donc: lim f(x) =1 = f(0); donc f est continue a droite en 0.
x-0"

l

3) a) Vérifions I'égalité demandée :

g e [} xinx _ xinx _ xlnx __
Soit xE]O;+m[;ona; f(x) = £ 1 ¢ 1 xlnx _ e 1

X xlnx * x xInx Inx
b) Etudions la dérivabilité de f a droite en O:
. (X)—A0)  Ax)—1 _#—1
Soit x € ]0; + o[ ; on a: J *—0 x = Inx
Ona: lim Inx =—oo et lim xInx = 0; donc : lim%e—L = i € =1
,{.T s :{.Tx ot xInx rs X 1

Ainsi : 1jmL¥) =0 _

x—-0* X — 0

:._;.-;éDGnc : | n’est pas dérivable a droite en 0.
jﬂﬁerpretatlon géométrique :

Fonctions exponentielles
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£ admet une demi-tangente parallele a I'axe dee

A(0:1).
]O;+m[:

La courbe de I3 fonction
ordonnees (vertlcale) au point
4) a) Calculons f'(x) pour tout x de

__ _xlnx
Soit xe]0;+oo[;ona.f(x) e
nu:x— xIlnx est dérivable sur ]

O;-I‘OD[

La fonctio
; + ool

nction f= expou est dérivable sur 10

u(x)

donc la fo
etona: (Vxe]0;+ool); f/(x)= u' (x)e

ona:u (x)= lnx+x.% = n(x)+1

dot: £ (x) = (Inx+ 1)e™ = (Inx + 1)f(x)

ainsi: (Vx> 0): £ (x) =(Ilnx+1). f(x)
Puisque : (Vx > 0); f(x) > 0, alors le signe de f"(x) est celuide In(x) + |

e (X)=0e= 1+Inx=0 e f(x)>0=1+Inx>0
= Inx=—1 = Inx>—1
N -1 Partie
=S X=e e X > e
<=>X>E

Ainsi le tableau de variations de f est le suivant

X () é =
i) - 0 +
1 .
' \ _; /
s

5) Déterminons la branche infinie de (C):

S(x)

Ona:Jlf{rj J(x) =+ 00, calculons hm—H——
| X

X f o

Soit x € J0; + o ; LX) _ ™ _ o

Ona: lim Inx =+ et lim-&_  — .
A=t m- ‘ o ll‘n S *—+ ) 4
~+aXINX toss X % (avec X = X Inx

Etx--‘l'mc::;X___,.,,_m)

Donc : fim 7% _ |

X—+ap
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- courbe de f admet une branche parabolique de direction I'axe
~Ainsi:

des ordonn
6 Le tracé de (C):

On a: e - 034 -~ da

______________

ses au voisinage de +oo

A I T i I

_______________

_______________

----------------

------------------------------------------------

Exercice €

Partie A:

¢ i o : _ x + ¢*
1) Etudions les variations de la fonction g; ol g(x) = %€ ln(l 5 );x cR
La fonction g est dérivable sur R et on a pour tout x de R,
(1+e")(e*+ xe*) — xe* e

g (x) = : [+e
_ & txe"te*+xe" —xe"— o — "
(1+e°)
___ xe
(1+¢*)

Ainsi : le signe de g’ (x) sur R est celui de x.

Donc la fonction g est strictement croissante sur [0; + oo et strictement

. décroissante sur ]—-m;O]

2) Le signe de la fonction g
’ I:a_fonction g est strictement décroissante sur |—o0;0];
3insi : (v € |- 0;0]) : g (x) = g(0)

Or:g(0)=0; donc: (vx € |-00;0]); g(x) > 0

* La fonction g est strictement croissante sur [O; T 00[;

donc : (vx € [0; + oof) ; g (x) = £(0)
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b = el
P
i

D'ou : (Vx € [0; + ol);g(x) =0

0

En résumé : pour tout x de R;egx)=0=x= Interpre
g(x)>04=>xER on a }
Partie B: B
_ et [1m
1) Calculons lim f(x) : spli
Ftes 1 a la cou
1 & )’-‘ _ Ly(12e)
. : R : — —
Soit x €[0; +oo[; ona: fl(x) ( 7] 2) a) Mc
e Calculons lim%ln(l ZQI ):
Bt Soit x
Ona:
x X —x_‘_ =X -y
i_ln(lze )Z%m(e (€2 1)):%(x+]n(1ze ))= H%m(lge_) £is (0SS
Puis . 1 lre 21 ' | & lim£
que : lim~——5— =7 et la fonction In est continue en 5 alors : et 11_{1{;1
limln(1 +2€_ )= ln(é—) E P
; : 1 on a alc
 Tim = (- RETIN § Te")
De plus : }_I.I;le 0; donc: 111:25 p ln( 5 ) =0 Par con:
D'oti: lim 1+ ] (1+€l e i i - : b) Mo
+ lim x I\ 75— | = 1; etlafonction exponentielle néperienne -
est continue en 1; Donc: lim f(x) = ¢' = ¢ . o X €
Jix)=

* Calculons de lim f(x): x|

Soit x € |[-o0;0[, on a: flx) = ol 5)

On POse
; o ltet ] _ .
Puisque : }_I_I_Tl 2~ 7 etlafonction In est continue en —%; o
alors : lim Jn(] +€I) — ln(-l—)- d'ol : |
X——oo 2 .2 ’ X
etona: EE, 315 =0:dou: lim—l-]n(l +e“') =0
s 2 Eton a:

Et la fonction €xponentielle néperienne est continue en 0:
r

d'ou: lim f(x) = ¢° = 1

X——00
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| G 4 nmf(X) = ¢; donc la droite d’équation : y = e est une asymptote
on

3 la courbe (C;) au voisinage de +oo
4 lxmf(x) = 1, donc la droite d'equation : y = 1 est une asymptote

3 la courbe (C;) au voisinage de —

2) a) Montrons que la fonction f est continue en x, = 0:

2 X

1, (1+¢ 1“(€+1)
Soitxunréelnonnul;ona:?]n( 25 )__._ 1+€I2 xlxe-—l

3 1
Enposant: 7= -;e ,ona: 11m1+ 12 = Jim ln(t)

st 87— 1
1 -1
2
et ii{geI;I ‘*1 donc; par produit on a: hml Ln(1+ex)=L*

o ]n(l+e")

=3

x-0 X 2
Et puisque la fonction exponentielle est continue en %;

=7 = /e = £(0)

Par conséquent : f est continue en x, = 0.

lm(l+e“

on a alors : hmf(x) lim e~

b) Montrons que f est dérivable en 0:

SoitxeR :ona:

, e L dliTE 1
fO)=f0) _ x5 — gt _ 4 e 7 —1 'ﬂ( 2 ) 2
F=g X =S (1+€) X

Onpﬁse:t:—l.fln(l-;ex) 1 on a x_...O-_-}f—n-O(daprES({*}}dEIB
Question 2)a) )
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|
!
:

"Ohpose: t=e"+e"+2;0naalors: x—=0e=t—-4

s In(e*+e>+2)—In(4) _l-mlﬂ(f)'“ll'l(‘l) = (InV(4) = 1
Dod : g (" +e™+2)—4 = t—4 /() 4
(¢ +e*—2) _ e*(e8—2e+1) _e"(e—1) _ eh‘(e’f-l 2
Gl 2’ 2x° 2x° 2\ x )
5 _ e 1 o ) €I+€—x_2 _-1
Puisque : 1}_{1&16 -~ L o ] et Ll_I:I(}lez "7;dou. Iﬂ} 22 = g
—£(0 o
alors : limf(sz_g( ) = e X1 x-}l—x—lz—— {

x—-0 Jg

Donc : la fonction f est dérivableenOet f(0) = —g—
3) a) Déterminons la fonction dérivée :

La fonction f est dérivable en tout pointde R, eton a:

(vx€R); () = (- x (15 )+ L x £ ) x p(n)

x"1+é
= (¥ - n(15%))xse0
= 780 X f(x)

* Tableau de variations de £:

Pourtout x de R';ona: g(x) > 0 et f(x) > 0; d'ou : f(x) > 0 pour
tout x de R".

Ainsi le tableau de variations de f estle suivant :

& e + o0
() -
f > ¢
]
b) La courbe
) (Cy)
T et — s
------------------------ i '"""""-------.._.____‘lr__‘h__.‘l___”“-_ = py
i e e N - ossssadis o onefeneednn 48§ 4 & & &
: ..... e s, ! iyt R S T D I.,_ye ...........
i!_r; 2| " _____ LC} ______________ — | £
Dz: :}";'-'-1 ; — b
~4 ' —_ | ' ;
L ik 1 e .
‘ —", 12 T .

1
F
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;

donc :

e Calcul

On pOSE
Donc : |

on a alo

e Calcul

Ona: li

etona:




:-frtfe 1
1) 5) » Calculons limg (x):

X— + 00

limlx = 11= lim(x— 1) =+oo et limIn(X) =+ oo

Dn d. i x—+oo X—+oo g
gice

dou: limin|x—1]=+oo

I..+m

etona: limz =7 = lim 55 = lim 2= 2,
_ _ 2
donc: limg(®) = liminlx — 1]+ =7 =+oo

s Calculons lir{}g(x):

(x—1DIn(x—1)+ 2«
x=—1

Onpose: x—1=¢;onaalors: lim(x—1)In(x—1) = lim ¢In(¢) = 0

x—17 —0"

Soit x € Jl;+oo[;ona: x—1>0;dou: g(x) =

Donc : lifﬂ(:f* )In(x—1)+2x =2, et puisque : lim Il =+ 00

|
on a alors : lim(x_ 1)11;(-3_{1— )+ 2x
x=1

=+o00; ainsi : limg(x) =+o0
x—1"

* Calculons lim g (x):
x—1"

Ona: lirp|x—1|= 0" et lim In(X) =—oc; dou: limIn|x—1|=—c0
X+ ¥l x—-1

etona: lim X _ __ - donc : lim In|x — 1| &t =0
- x—-]hx_l o0 : x_l

x—1

b) Déterminons les branches infinies de la courbe (C):

Ona: limg(x) =+ oo et limg(x) =—oo, donc la courbe (C) admet une

x=17 x=+1"

dSymptote d’équation: x = 1.

€ona: limg(x) =+o00: donc (C) admet une branche infinie au voisinage

X—=+o0o

dE +OD.

'Smtxe]l;“l'm[;ona: x—=151

done B lmix—1) 2 mle—1)  x=1 ... 4
donc : x % | x=1 RTX |

On pose : t=x—1;0n3 ;x5 ~+too et +T00

gt i In(x — 1) 0

SN Y
X—+og x-—-l 1T E

f—=+co t
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X

des abscisses au voisinage de + o
2) Calcul de g'(x):

La fonction g est dérivable en tout pointde /;etona:

] 2 . x2™)
x=1 (x-1F (x=1F
* Tableau de variations de g

(Vxe€l).p' (x) =

Le signe de g’ (x) sur / est celuide x — 3; d’ou le tableau de variations de .

est le suivant :

A () ] 3 r ok
g (x) ()
U\ + X
-0 34+ In2

 lesignede g:

-La fonction g est strictement décroissante sur [0: 1|
donc: vx€|0:1]:g(x) < g(0)

ainsi : Vx € lU: l[ gx) =0

- La fonction ¢ est strictement décroissante sur ]1; 3]

donc: Vx € ]1:3]:;‘3(1"&') = ¢(3)

et puisque g(3) > 0, alors: vx € ]];3]; gla) > 0
- La fonction ¢ est strictement croissante sur 13; + m[

13; + o

ainsi le tableau de signe de £ est le suivant

A () ]

SIgne ge vy

b) Concavité de la courbe ()

64 I Fonchons expoOnentielles

1 ! X 0:donc: | }Mﬂ
. * iy oY, - —-— / e i TR ‘ T ol 1’ ;
Ona: 1|i£11‘ = hm(l - ) = | et .,.hmx -y J, 60 hm

Par suite la courbe (") admet une branche parabolique de direction axe

#) > O pour tout v de

Dang

La fon
Setd

clla ¢

.A"'“&}z

0) Contu

Oon a {4




3 fonction g est deux fois dérivable en tout point de /; etona:
g Gy =3 —(x—=5)(x—1)

(vxel); g (x) =

(x=1) (x—1)
Donc on a le tableau suivant :
s 9 1 5 +oo
g" (x) T .

1

Concavite de |a |

La fonction g” s’annule en changeant de signe en 5; donc le point d’abscisse

5 et d'ordonnée %Jr In(4) est le point d’inflexion pour (C).

' :’k
. -
b o ot

J

o 5 i 14
%
| [t
A

¢) La courbe (C):

Partie 2:

1) a) Déterminons D:

Soit xER; xeDe=|x*—1|>00ux=1
—=|x*—1|#00u x=1
—(x#Zletx#—1)ou x=1
=X+ ]

Ainsi: D=]-o00;: — 1[U]-1: + oo

b) Continuité de f en 1:

e E‘P\xh 1[|=0" et lim In(X) =—o0; donc : lim In|x*— 1 | =— oo
X0 gk
Ains; : l}f‘;} 2x ]nlx2 -1 ‘:—m, et puisque . Jll’_n X = O,

AIO[‘S ¢ limeh'[nll-;+]| s 0

x5

Dlﬂil . 111{11‘1 f(x) — linllelrlnif—ll — O :f(l)




Donc : f est continue en 1.

c) Calculons li:ﬂj‘(,r):

me’ =+00,
) _{)=+4+00 et lIme '
Puisque : lim| " 1 | = ‘1"“(5’5 ) 00 B% e

v W

vinl v 1 Y=
Donc: lim f(x) = llm-' | ==+ 00

N 2T
e Calculons !imj‘(.-r):
| : = | P— 1) = ot limInX =+o0;
Puisque : lim|x* — | | = ‘lt_nl(x 1) =+o0 et lim

Alors : lim Inja*— 1|=+o0
XN

= X — -
W, " L] . , .-':! R T —— a : llme — O
D'ou : I_I‘l_llll‘ In|x*— 1 |=—00, et on im ’

Donc: lim f(x) = lu nes =

. Tl b LR+ &

e Calculons l’imI fLx):

Puisque : lim|x*—1]=0" et lim In(X) =—o0, alors : lim In|x*—1|=-x

X1 I x——1

Ainsi : lim2xIn|x*—1|=+o;etona: lim ¢* =+oc;

| X---"""',.I:I

Donc : llmj(r) = llme““‘“ =40

2) Déterminons les branches infinies de la courbe (I'):

e Ona: lim f(x) =+o0, donc: la courbe (I") admet une asymptote

r—=—]

d’équation: x =— 1

X —— 2

*Ona: lim f(x) =0, donc la droite d’équation : y = () est une asymptote

a la courbe (I") au voisinage de — oo

e Ona: .}EE f(x) =+o0 donc (I') admet une branche Infinie au voisinage
de +oo.

. fx)
Calculons [im 'fr :
. ' b s y2xlnla®~1) 2l )
Soit x € JL + Cﬁ[ ‘ona: .:_j_-%) g, - e __l {, | | o ln(k )
X 2x In(x*—1)

3 2vlnby - ) )
Posons 2xIn(x’—1)=1:0na: lim—%— — =

A 2xIn( =) T im iy =t



etona: limin(x’—1)=+o0

X —=+a0 ' . (x) | | he
d’ot, par produit : 1_1.91 fx =+ 00 ; ainsi la courbe (I") admet une branc

parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de +oo.

3) a) Montrons que : (Vx € D—{1}); f'"(x) = 2f(x) X g(x?)

Soit x € R—{—1;1}; posons u(x) = 2x X In|x*— 1]

B 2 4x2 — 2
x*—l|+2xx22f1 =21H‘5’C"1l+x2__1 28(1)

Ainsi: £ (x) =u' (x)e" = u' (x)f(x) = 2g(x*)f(x)

Parsuite: (VxeR—{—1;1}); ' (x) = 2g(x*)f(x)

b) Déterminons le signe de f": |

Ona: (Vx€D); f(x) > 0; ainsi le signe de f'(x) sur D—{—1;1} estle
signe de g(x?);

Ona:u (x)=2In

et d'apres le signe de g déterminé dans la partie /;ona:

sgi—~] <x<l,alors: 055’ <1;dol: glx’)<0,donc: Fx) =0,
pour tout x de |—1;1]

esix>1oux<—1,alors: x>> 1, ainsi: g(x*) > 0

donc: (Vx € |-oo; — 1[U]1; + o0]); £/ (x) > 0O

Conclusion : f est strictement décroissante sur |—1:1] et strictement

croissante sur les deux intervalles [1; + oo| et ]—m; — 1}

4) a) Soit xE]l;-i—m[:

2xin(x—1) 2xIn{x—1)
On 3 4 - € cavs e?_tlni.r—l:l—in{.x -1) e 61'111{-1'— L)+ {x=1n(x—=1)
x — 1 eh‘i[l* ”

Onpose: t=x—1;donc: lim(x—1)In(x—1)= limflnr = 0

+
e | [+ ()"

ttona: limxln(x—1)=—00

G

Donc : l__inl"g xIn(x—=1)+(x—1)In(x-1) =-0
Et Dui i 3 ¥ e b Lo 2Nt x
puisque : }ime = (0, alors : lim a1
o . ¥ R i A

et limxIn(l ~ x) =~oo; d'od : lime* 1 0 w0 _

oo |



Sﬂit X & ]0‘ l[ “On a8 €2.th|{.r-~l} s ehln{l—.x} . p22I(1 ~2)~ In{] —x)
.r ' X — ] i ___eln(l--.r} ——¢€

R e.tln{l ~x)=(1=x)In(l =x)

Ona: lim(1 — x)In(1 —x)= limzlnz = 0 et lim xIn(1 —x) =—¢
X=1" x=0" x—1

€2J:In[3:-' 1)
Donc . limelin“"I““""“*‘I“I’I“_.ﬂ' — 0 ain5i . lim o O
Xx—1 o X 1
EE,1:n:|n|,rnrrll
Par conséquent : lim - 0
x-1

* Dérivabilité de f en 1:
Soit xe R—{—1:1}:0na:

In|x*=1]=In(|x—=1]|x+1])=In|x—1|+In|x+ 1|

f J() _f(l) - t':;,',2_1L-1:w{|,1r~—1|+1n|.1r-1|} €lr]n|.a:*lf i

r * TR
: = — e
d'ou X1 X~ ] = ]
2vin|x—1]| 1 |
etona: lim~———1 =0 et 1111'1]1rg-f'l"‘““'"r+l = gt =

Donc : Iim 0

f) —f() _
=) b, i l
Ainsi la fonction f est dérivableenlet f (1) =0

b) Tableau de variations de f:

——— —.

x| T -1 0 | + o0
[t -0 - 0 + |
| +o0 {100 + 00 |

d) La courbe (T'):




1) Montrons (3' € R): fla) = 0 et que 5 caed
On considere la fonction définie sur ¥ par: glx) = flx) %
La fonction { est continue sur ; (quotient de deux fonctions continues uf

R ) et la fonction x == x est continue sur K ; donc la fonction g est conti

nue sur X ; (somme de deux fonctions continues sur ).

De la méme maniére on montre que g est dérivable sur ¥ ,etona:

¢’ I e bl

vie K):p(x)=f1"(x)- 1= e =
(Va K / (x) (1 + ¢

Donc : (Va € K): g (x) < 0; ainsi la fonction g est strictement décroissante

sur K
d'ol - ¢ est une bijection de R vers g(RR)

Ona: jliﬁlg(l’) =+oc (car lim " = ()) et !i_l:llg(x) = =00

{car ;lil}:ih,flf.l“) - 11@:.11 | +! o = 1)

ponc: ¢(R)= ]H:}}s:(.r): iliﬁn'ig(x)[ = |—o0; + |

Or 0€ R;donc: (3l € R) tel que: gl@)=0dou: (F'ae Ry fla)=a

' ‘e — | - , . |
etona: R(-lm ) - ,,'(:i;‘_*_' ” et g(l1)= '14_'1;; ;d'ou: g(l) <0 et g( 1!-,,:) > 0

g(l) < gla) < g( .l,)

D'ou : _l-:. < a < | (car ¢ est strictement décroissante sur %)

2) Montrons que _f( !2 3 J) C _!_, I I:

La fonction | est dérivable sur X ;etona: (Vac H); )= (Fi l ¢

dog (vr €Ki f(a) >0

Aingi - la fonction 1 est strictement croissante sur <

donc: A| S 1)) [A )]

’h {..l t'. a

V0 o l*i ¥ o

&I'fﬁ' € | | - -
rr*!Htﬂ*l‘le!l‘\ri’ﬂ"l“‘tﬁ‘:‘r‘

l ) s

—F 5 %

- l"i“.(

' + .! | w"r
it o

| . ¥
sty of
+j e+ |




R etona:

€J.'
vxeR): f )T (41
(Vx (et 1) 1 f—e2¢e (e*+1),§(€+1[€+1_‘2€]
I Call Y iy (e*+1)
et: / (x) = (€ +1)
#(1—¢)
_.1'.'+ 3
(ge"(]l)"f?"

Le signe de
1“3"-—0@){:0 -1"'31}0{::)6 <1
— x <0
2 - _ _—
fw 0 .

Donc : (Vx E[%; ID r frix) €9 ainsi /' est strictement décroissante sur

771

Donc : (‘v’xE[ D FINEFf@Er (%)

Puisque: (1) = (e_fl)z (f'(1)>0) et f’(%): (\/E\EI):
Je

alors: 0 <f'(x) < (Je+17 pour tout x de [é;l]

4) a) Montrons que (Vn & IN): % Su=1

e [nitialisation: Pour n=0:0na: u, = % donc : —é— < o < 1

/ ¥ —_ | J—
o Héridité: Soit n € I\ ; on suppose que : :]2 < u, < | et on montre que
_%' S L) i I

Ona: E[;:JJ et j(H ;] ]) Clé : ll dou: flu,)e




Or Uy :ﬂun)! donc: ":‘12“ S Un1 S |
) |
par suite : (vn € N)i 5 = u, = 1

b) Montrons que (Vi € N):lu,—al < é—k

Soit a et b deux éléments de l'intervalle H-" ll

| a fonction [ est continue sur |a; b | et dérivable sur l'intervalle ouvert I'=la:bl
d’apreés le théoreme des accroissement finis :

Qecel)! f(b)—fla)=(b~— a) f'(¢)

@Ece /| f®—f@|=lb—allf ()]

Ona: C EH-; l] car [ C [?12_, l] d'ou: | f'(¢c)| < k (d’apres la question 3)
donc: [b—al f () |<klb—al

ainsi : | f(&) —f@) | < k|b—al

soit n€ N;onpose: a=a et b= u,

(car: @ et u, sont des éléments de [% 1])

Onaalors: | Alu.) —fl@) | < k
Cest-a-dire : |1 — @ | < klu, — | pour tout n de N.

U, — @ |

soit ne N ona:|u—al<klu—al
lw, — a| < klu— |

IMH—QISHHH —

En multipliant les inégalités (de termes strictement positifs) membre a mem-

bre et aprés simplification:

onobtient : (vne N):lu,—a|< k"|u— a |




"@'I{ Ak

__a,‘{_._ d'ou: k'| 7>

Donc:lﬂf
-—a\<—l—k"
Par suite : (Vn € N) ;| u, %5

e Déduction:

ona: —1<k<1,donc: limk"=0

l( l

U, — | <5k
ainsi :

llimzk"=

Moo=t

. 1 —_ a:!
D’apres un critére de convergence : l}{}l U

BEEEY 24

1) Calculons lim £,(x) et f.(0):

l:m 1 2n  _
e On a: llme""hmé,——Oet hmx+n 0

Donc: lim f(x) =1

e £(O)=1-2—-1==2
2) Etudions les variations de f, sur R":

’ /. est la somme de deux fonctions dérivables sur R";
2n

qui sont : (x — 1 et x——e¢")., donc f, est dérivable sur R*

XN
Etona: (VxeRY); fl.(x) = & > +e”
(x+n)
D’ou le tableau de variations de J. est le suivant -
X 0 +00
I aCx) T

£ g

3) Calculons £(n) et déterminons

Ona' ﬁ(n)zl"""l"'e_-":—_e-n_

’

le signe de £(n):

de plus (Vn € N): e "> 0;dou: £(n) <

4) a) Montrons par récurrence que : (Vn e N ) : !
e

> 3
- Initialsation: 2n+ 1

72 f Fonctions exponentieljes




pour n = 1;0na: ¢ > 3 (c'est une proposition vraie pour n =1 car
&= Td)

- Héridité:

Soit n € I1"; on suppose que ¢""' > 2n+ 1 et montrons que e"** > 2n + 3
Ona: € >2ntlete>2,dou: e >202n+1)

ainsi: € > 4n+2

et puisque : (4n+2)—(2n+3)=2n—-1

etn=1=2n=2
=2n—121
=2n—1>0

donc:4n+2 > 2n+3

par suite : " > 2n+ 3
D’aprés le principe de récurrence: (Vvne N');e""' > 2n+1

b) Déduisons le signe de f.(n+1):

Ona: fln+1)=1-g g —e" =g e"}“

. n+ 1 1 J b
et puisque : "' > 2n+ 1, alors: T < 3] sdou: filn+1)>0

¢) Montrons que I'équation f,(x) = 0 admet une seule solution @, avec
n<a,<n+1

Ona: f, est une fonction continue sur ln:n+ 1] et 1 (n) Xﬁ(n +1)<0
D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, Il existe au moins «, de
Vintervalle |n:n + 1] tel que f(a,)=0

et puisque f, est strictement croissante sur R

alors 'équation f,(x) = 0 admet une seule solution @, avec n < a, <n+ 1
d) Déduisons la convergence de (a,):

Ona:n<a,<n+1 pourtout n de N’

et puisque : limn =+o0, alors: lim @, =+oo

-t n—+ oG

Ainsi : la suite (2.),., est divergente.

[
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Exercice £

), > 0
1) a) Montrons que - (VYn € N); u,

' —=(:ona:
e Initialisation: Pour 7 ();

e Héridité: Soit 1 € [7: onsup

ona:iu>0ete™>0; donc : i,

pDSE que WU

4 s () f,’{f!.(_‘i-l d{Ji“' v Unr 7 ()

Uy — ] donc : o - ()

: - =N):u, > 0
» D’aprés le principe de recurrence : (Ve M) u,

b) Déduction :

3 . Un+1 ~
Soit neli:ona:

el
i, {

etpuisque: —i, < 0= ¢ " <]

) Hu--*

comme (Ynell): =~ < letu, > 0:alors: u,., < u,

i,
Parsuite: (Yne ll):y,., <u,

D'ou : Ia suite (u,) est strictement décroissante.

¢) Convergence de (1, ):

On a Ia suite (y, )

* Déterminons limu,

On consideére |3 fonction f définie sur
Ona:-|a fonction

/ est continue syr
tions continues : y . Xetx. p

- fll0:1)) cfo:1)

Ainsi : limy, = ()

-

Fonctions EXponentieljes

-0; ll par : /(\) _

est decroissante et minorée par 0, donc e

= () et on montre que g,

0;1], comme produit de

lle est COnverpente,

Xe ™

deux fonc

BI

P
1)



e

2) Montrons que (Vn € N); u,., = ¢

Soit n € N:ona: {(Vke {O; 1;2;__,;;1}) : %T—l —
k
Ih_—+1 U, > Ui Un+1
\ le =X =X X
DJDU L‘O u - u" u[}

I‘F-I H H —Hz ZH&—.—. =5n
m o ALf B jET =gty

Ues1 -5, . .
Donc : rl;. =g aoll i U S we

Parsuite: (VR EN) Uy =™ (4y = 1)

Déduction :
Soit n€N;ona: u:1=e™*;dou: —S, = In(un,)

Ainsi: S, = ln( HL )

Donc:(VnEN);S,,-—-ln( l )

Hn'ri
t ]j-H]Hn‘-I d— O 1 +
etona: {=—= - — 4o
(VR EN) ity 30 srulinsi
= 1im In( ) =+oo
H—T= Hn+l

= lim S, =+

n—+oo

Donc: Iim S, =+

[Exercice £1

1) Montrons que (Vx € R);e*>1+x:

On considére la fonction f définiesur R par: f(x) =e*—x—1

La fonction f est dérivable sur R, car elle est somme de deux fonctions
dérivables (x — ¢* et x ——x— 1)

etona: (VxeR); f'(x)=e" — 1

'SoithR;f'(x)=O=re"——— E-SoithR; fx)>0e=e'—1>0
—=x=0 = e > |
= x>0

Donc: f est strictement croissante sur R' et strictement décroissante sur

R,

Fonctions exponentielles ~ 75




Puisque -
Ainsi : w;EEi'f:;’I*] :
[:e <77

b)mntroniquei?fe}—xl
soit 1 < |-x:11; on a d’apres la question précéd

e
|—1>0,alors: 77 7

ente.

| —1< e ;etpuisque
Donc - }—:l'_—;i*f

. I
Donc: (vr€]-x:1{l:e <7

. l -1
Z)a)Montmnsque:fan_- }: gl—r—] <e<(]+n)
Ona:{imxelR1:l-x<g¢

Soitne ' ;ona. I*E—I<e:;d'0£.|: {l++}1—)' <e (1)

etona:i{vic|-x:1]i:e < ll—!
anprend:f"—“l——*&;ena t < 1
_ ] )
Donc : e+~ < l -:ainsi - e < l-'-;lz—
] ;1-1—1

Donc:e<(1-——}i-.}“ (2)

D'apres (1) et (2); on a alors : (1 —r——’l?—) & B ( 1 )'

e —
1

b) Déduction :
Soit n it

D'ou : O0<e—u {'E;
n

D'autre part, d’apres |3 question 1

]O; +‘_x,[ ) 1 < Itx < g pour tout x de

Donc : (VIE]O;-%-'x[);O < In(1 ) < %

Donc : (Vx€]0;+m[);0 < ln(l +-1-) o
X E
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you: 0 <n(1+5) <4
Ainsi: 0 < H]H(I +'}1}') < ] d’gﬂ v ] < t.;_.'*iﬂ[l r-,f.,-}

b .. ' 1 ;
cest-a-dire : % (l o ;}-) <e.Donc:l < u

£

i
parsuite : 5 <7 donc: 0 <e—u. < ::

Conclusion : (V71 € N):0 <e—u < .f;’;

o Déterminons lim ., :

-t

[(VHGN*);O < e— U <-§

L‘iﬂ% =0

Ona:

< e ainsi: | < f*‘“(““ < ¢

< @

d'aprés un critére de convergence : lim(e — ) =0

e s

Donc : limu. = €.

n—+oc

Exercice &%

Partie A:
1) « Etudions les variations de la fonction [
* . : x 4 i\"‘ v
(vxeR'); fl)=xe + = g ¢ -*
On pose : X = X lIm 3‘*_-.{--"”3: = lim\Ne ' = lim \a. = ()
: 4 ; [x|=tx 4 e i \ Y i1
.4 _o-dou: lim fix)=0
etona: lim— =0;dou: lim f(x) =
fl‘l—-'i'ﬂcx [a]estox
X st dérivable sur IR, ainsi que la fonction x ¢

La fonction: X ——74

est dérivable sur R, €t |a fonction

Par produit, la fonction / €st dérivable sur K,

x — X est dérivable sur K.

g X - (l ot _}_jm){;h

Ona:(vxeR);f(x)=e*~72¢
1 8

=(2—-x")7¢ "

i

Et puisque : o1 > (; alors le signé de /' (x) es

Tableau de variations de f est le suivant .

o

t celuide 2 —x".
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* -e =2 42 T®
P DR N, S

-2et7 0
2) a) Equation de la tangente (A) alacourbe (C) au point d'abscisse (-
(A):y=f(0)(x—0)+£(0) et f(0)=0; £(0)=1
Donc: (A):y=x

b) Etudions la position relation de la courbe (C) avec la droite (A):

it X
Soit xeR;ona: flx)—x=xe 4 —'x:x(e’ 4 —1)
2

Ona: —%EO,d’oU: e'%:ﬁl,ainsi: (VxER);e‘IT—IEO

Donc on a le tableau suivant :
X —60 0 +o00
bt ket T 0 -
Cela veut dire que (C) est au dessus de la droite (A) sur ]-ﬂm;O[

et (C) est au dessous de la droite (A) sur |0; + oo|

c) La courbe (C):D’aprés a qui precede le point O est un point d’inflexion
pour la courbe (C).

¥ 1
3
r————— e, o ——tmn = ==

Partie B:

On considé ' 5fini
sidere la fonction g définie sur R* par:

1) Etudions les variations de g sur R*.

X

Ona: (VXE]O; “m[);g(x)zx(%~1~_5 )

T

dx



. s _ "
puisque : im "~ F o el liw_( l F{ ) - ]
. 1 i . )I
alors - ‘“_"!( \ 4 b
etona: lim v 1o dou T gty) — 4o
e l2 fﬂnfﬂl-‘ll'l L esl til:’"ll\h'i[l'ﬂ s I ‘_I SIRINGETG llr* ek Tone tiaors

r.
)

dérivables sur K" o v et et vy t )ﬁl (oo W) ptg e )

puisque = (Vo I e alors g o0 0 poue fout v de B

Le tableau de vatlations de g ost lo sulvant

I | .
vy
3 o
L |
y

),f" *\lj;;

{ | { B * |
;nn.l:;:(J) A 2§ 0,12)

| i
2) Montrons que (V.\ t I-l; | o

, A
Soit ' ¢ l--l: NN

3 | il
d'ou : *‘"'(-:l ) S0 et puisque goestutictement crolssante sur 10

{ ! |
alors : (Vﬂl ( II AN );,L.'H) | L( | } NINE (V\ ( | A | '1,“;;;(_1') ()
3 ‘ %

Par suite ; (V.\'t 4‘ o )f.l' <N |
Partie C:

. "y | i
Soit ne N ;ona: u, LJ(M ot v, ¢ 1 b,

&~ 4
i ¢ /1 l % n | (h 1y
1) Soit n € N"; montrons que : vV, .Z( ’ p )p fu
i1y \ "L : . (i)
On a. "n*l e Hull —+ 2" | | L,/(,\) l lf’ 1
Ao

Donc : j
1y | "' AN __ (i) i
V=V, = fln+1)420 4+ 20 (e 7 2 17 207

P l) i AR K (! |y
=t 142-2057"0 )e " Anr 3y 2™ M

3 f,'é“.t* l)f; " !1”

DDnc " (Vﬂ & N*); Por1 = Wy = 2( 2




St 1_‘ ﬁ'_ﬂ .y
Soit & € -\ (003 b
- ﬂ______d__':i"h:_ """-.. _:'_..-
;‘."—";?* - 4 e .;
- - | :
= | v T 8 — 3
Or iwf o A U™ g 4
i ;
| . :
Donc: < i 3
- ar - o 5 80 -
: - "4 . T 3 L,
Dbﬁ ; z"“ﬁ‘ N = T N N i ~ - 1
b, ~ S o " - | - . ke ;__;
Parsuite : 25~ ) < 0 Cest-d-dire : Ve T W <
> - ~

3 suites 13i. X M nt adjacentes:
3) Montrons Que Ies Gaun SUITES Lt et (v, 1. SO ]

it ne N ona - =0T 1) etona: 1n

"'li——%?"’—'—i_;' P

ainsi: (vne N Viw- —w >0

d’ou: la suite i, ) est croissante. d'autre part ; )

donc: (vn& N )i, —u >0 ainsi: (T2 T

Etpuisque : lime < = lime' =0 (en posant: x ==

alors : lim(v. — i) =

et d'apres la question precedente (1.) . est décroissante.

Donc : (u.) et (1.) sont adjacentes.

4) Montrons que {i-— (] < 107° :

Ona:(Vhe N ):u. <(<y, dou: (vn e N):|lu,— (<2 -5
Il suffit de déterminer » te que : < 10

: - _ " -4
Ona:2e <10 e ¥ <V

~r == an(14)

= n"24In(2 x 10)
= n = 2\/111(2 X 10*)




s QY T A Sl M R N

par suite : | ur

5 10™ pres.

' et D -
1) Montrons que€ réquation f(x) = x admet deux solutions & B

soit x € R; fx) =x = flx) =x = 0

soit ¢ la fonction définie par : g(x) = f{x) ~x
Les deux fonctions f et u:x —— X sont dérivables sur R,
donc g =ft u est dérivable sur R.
stona: (VxeR); g (x) =€ —1
it tER; e g)=0=¢=

—x =0

e tableau de variations de g estle suivant : - 4
| ' —— (vérifier que : lupg(.x) =+00
l X T O O +m | x—+o0

o o +_ . et llmg(x) :_I..m)
- 0 : X——00C

e La fonction g est continue et strictement décroissante sur |—o0; 0]
donc : g réalise une bijection de |—o0; 0] vers g(J—o0;0]) =[—1;+ oo

Puisque 0 € [—1; + ool ; donc I'équation g(x) = 0 admet une solution uni-

que B sur |—o0;0].
Et puisque : g(—1) < 0 et g(=2)> 0;alors: —2 < B <1

e De la méme maniére on montre que I"équation g(x) = 0 admet

une solution unique @ sur 10; + 00[ etque: 1 < a <2 etpuisque:
fX)=x = gx) =0

Alors 'équation f(x) = x admet deux solutions @ et £3.

2) a) Montrons par récurrence que : (Vvne N');u, € |—2: — 1]

¢ Initialisation : pour n=1;0na: u, =fluy)) =e"— 2 =—1
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5. — 1] et on montre

"t-t.”a

DoncC: it s [*-;': # i, © l#

4 Heﬁdﬁe y Soit N <
g
- E{H" 1] | o .
Ona:u. €37 o == 1__1) (car f est strictement ¢ra

Donc: fA—< 2
o : =2 < e Sy ZA-1 <]
sncs =3 L e £ 1 [CAFE W = Au.))

-

N Yi— 2. S

D’aprés le principe de recurrence : (Yn € X
b) Montrons par récurrence que (1.) est strictement decroissante:
Montrons que : (Y71 € N)iu.-, < u.

e Initialisation: Pour n =0,0ona:u. =0 et v =— 1;donc: it < i
o Héridité: Soit 77 € 1\, on suppose que : .- < ix- et on montre que ir.-- < .
D’apres ’hypothése de récurrence : .- < .

etona [ eststrictement croissante sur -

donc: flu.-,) < flw.) d'ol: u.-» < u.-- Par suite - (va e N):;
Donc : (u.) est strictement décroissante

3) a) Montrons que (vx €[-2: — 1D Fo]<e
Soit x€[-2:~1]ona: £ (y)=,

“RBXE~ | w2 g g

Donc: (Vx €[-2: - L] £ (x) )| < e

b) Déduisons que - (Vx e[=2

Soit x€[-2;—l] etona:ﬁ’e[—-z-




3¢ € ]-’»\ﬁﬁ[ ; f(-’f) ""ﬂﬁ) =(x— 31;"((.)
or | @I< ) et B =4

(J’
x— 8]

ponc : | fx) = B = (l
Cette inéquation est verifiée dans le cas oli x = # et on obtient le méme
résultat si x > 5.

ponc: (Vx €[=2:—1]):] f(x) = g < ;l;;l.r - 81

4) a) Montrons que (Vn € N): 'HH - I ] < B( {1)

Soit n€ N;ona: u, € [—2; - ]

Donc, d’aprés la question 3)b) : | flu,) — B < : L1, — B |

Dot : |t — B = %lu” — B

ponc: (Vk € N);|luwn — B = El,-lm =1

En remplacant k par les valeurs respectives : 0 122t = 1

On obtient : [ — B = ‘ﬁl' o — |

= B1< Hlu— B

])ﬂlurb’\

. ; . < | —
tifs précédentes on obtient : |u,— B1= ( e

_1_ H
Or u, = 0; donc: (VHEN);lu”—Blﬂﬁ(&,)
b) Déterminons la limite de |a suite (un) :

Ona: (‘v’neN);‘m"ﬁlfﬁ(%)”

. _1_)” =%}
PUESQUE s 1,7 ““ij < 1, alors : "111;11( ¢ ﬂ

' et limu, = b
D'aprés un critére de convergence (1,) est une suite convergente €t fC T
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Frerclces

1) # Calculons lim Sx):

- 4 ., donc: lim nin(x) =
S .' E_;_’ B L _

tona: i, fim( % 7

l + ﬂlﬂx) = 400 d’au }Ergf(x) — 4+ 00

+ o0 pour tout n de "

Ona: I Inlx) =

Donc : hm( po

2 Yig

o Calculons 1 (%)
ne N’);lim nin(x) =

Ona: lim Inlx) == donc : (¥ 0"

etona: l:m ;] = |;doncC: llm £ix)=—®
infinies de Ia courbe de la fonction 4

2) Etudions les branches |
lim f,(x) =—; donc I'axe des ordonnées est une asymptote

e Ona.
4 la courbe (C) ).
: H x
eOna: lim [(x)=Tx;0N calcule lim f; )
o ik
Soit x ¢ |0); 4 x|;0na: PN 6 12 + 7 In(x)
x ¥ X X
Et ﬂUi‘bfjljﬁi ]J'!ﬁ'ﬂ; =+ hm(v—_]—-) nx _
o lim(——7)=0et lim===0
/(%)

Alors : I - 2 =+

Ainsi 14 courhe de la fonction f, admet une branche parabolique de

direction Vare des ordonnées au voisinage de +oc.
3) a) Montronsque: (Yx e 2);1 +(x—1)e* = 0
On pose : #(x) = 1 +(x—1)¢" pourtout x de R .
Ona:(v/xc #)iplx)=1+(x—1)e'; et g’ (x) =
Ainsi le signe de ' (x) est celui de x.

Le tableau de variations de g est le suivant :




On a : 0 est une valeur minimale absoluede; sur B _
donc: (Vx€R);g(x)=0

ainsi: 1 +(x—1)e"* = Opourtout x de P

b) Etudions les variations de f;

Ona: J estune fonction dérivable sur R*";

Ftona: (Vx € ]O;+m[);fj,(x) = 1+(_x;- 1)e” iy
X X

etona: (vne I**:J');(vxe]o;+m[);% > ()

et d’apres la question a): (Vx € ]0; + oo[):1+(x—1)e* > 0

Donc : (Vx € J0; + oo|); f(x) > 0

Ainsi : f, est strictement croissante sur ]0; + oof .

Tableau de variations f,:

| x 0 : +oo'
i ] _|
_fax) B R
-I-rxa;

— 0 _i

4) Etudions la position relative des courbes (C,) et (C,-1):

Soit ne V" : x € ]0;: +oo[;0na: fisi(x)—fi(x) = In(x)
0 1 4o |

( 'x ,
S -0 F

Position | (C),) estau (C,) estau 1
~ relative de ?; dessus de |'| dessous de i
_ (C,,) et (Cnﬂ)_ . (Cn+|) | | - (Cuui) - E

5) Montrons que toutes les courbes (C,) passent par un point fixe 5:

Soit ne N': x € ]0: +oo[;ona: firs(x) —filx) = In(x); donc:

ﬁﬂ(X) =ﬁ,(x) = X =



) est un point Comimin

yie le polnt H0H2 .
Crily= e - | donc le po e o
e plus 1) =¢ : sy
> hes (¢*) el (C}); 8l COMME los (001

(( ") '-H]t,‘l}f"flf [1e1] fes 201111 l:_
I

i

SEIILIGE
indépendantes de 1 alors tonles Jes

| cr] (fHIEr /r |
6) a) Montrons que i) o IH. J.“;”" (]

; ¥ - ¥ I f}(J f_‘ ‘-.r
AT TUGHL I-’.f'f,ll"i"ulllh‘! A l‘), ' 't oy
it b

La fonction [ est continue
yaid) )
particulier sur I'intervalle 10,2540, | »
: v ' {-”I'l ;' ¥
tona: 4(0,2)%A(0,9)« 0 (véritler cer TiF
grona:. | - _ ;

| | « ()
b) Montrons que @ (Vi ¢ M {1)q i ery)

Méthode 1: - B
b L)
Soit ne N" {l};ona: /() ” / | N
v g ] & ):r? ~ 1);
Donc: /i (a) ey 4 nlney (- 1) Inay etque 0,2 < ¢
alors : In(er,) < 0

h Etona:n | >0 (car n = 2)donc: fi(er) < 0
" Méthode 2 :

r D'apres la question 4), ona: (Vi ¢ 11" ):(vVx « 0, 1) £ (x) < f(x)
Done: (Ve 0 1)) i) < f 1 (x) < < fi(x)

et puisque : & ¢ [0;1], alors : /() < S

@), parsuite : [ (¢,) < O (car:
fla)=0)

¢) Montrons que (V) ¢ N {1 }):(De, ¢ i 1) Jila,) =0
Soitne N"~{l};ona:la fonction

est continue et strictement
Croissante sur I'intervalle |(); -

- ool ; donc elle

| réalise une bijection de
10; + | vers S]o: + o) = R

Et puisque : 0 € IR | alors 'équation
@, sur |0: + | .

Jix) =

0 admet une seule solution

Montrons que ¢, < 2, < 1:
Méthode 1:

La fonction £, est continye et strictement Croissante sy

J0; + x| etona:
R A . ..




j,:(dl) <0<f(l);donc: @, < a, < 1 (on rappelle que : f(a.) = 0)

méthode 2:

(on utilise un raisonnement par I'absurde)

On suppose qué &\ = @, et puisque f; est croissante sur R,

alors : fi(a:) 2= fi(a,

or fi(a)) < 0;dou: fi(a.) < 0 ceci est en contradiction avec f.(a:) < f.(a.)
ainsi notre hypothese est fausse; par suite : ¢, < @,

e On montre de plusque @, < 1;donc: @, < @, < 1

Méthode 3:

Ona: fi(a.,)=0 et fi(a,) < 0, donc: filay) < fi(a,)

et puisque /. est strictement croissante sur |0; + oof .
et f, est une bijection; alors sa bijection réciproque f.' est strictement

croissante sur R ;

D'ou : fﬂlﬂ(ﬁ(a!)) <f_l,,(ﬁ(ﬁf,,))

par suite : @, < @,; et on montre de méme que : @, < 1

.t__l
7) a) Montrons que : (‘v’xE]O;l]); E = <e—1

=]
On considére la fonction A définie sur 10:1] par: h(x) = = e+ 1
. 1+ (x—1)e
Ona: h est dérivable sur J0;1] et (Vx € 10;1]) ;A" (x) = "

Donc : (Vx € |0; 1Dk ()2 0, d’apreés la question 3)a)

ainsi |a fonction 4 est croissante sur J0; 1 |; et puisque A(1) =0

Alors : (Vx € ]0; 1]); A(x) =0

e -
Dot : (Vx € 0;1]); € = <g—1

b) Déduisons que : (Vn € N'); In(a,

| —e
J &

x__l B
Ona:(VxE]O;]]);Ex =g
ean_l _- n \n =O;
et puisque : 0 < @, < 1;alors: 4, <¢—1deplus fi(a.)

d'ol ; £ ‘; L - — nin(a,)

s ewmemnantallac g 37



mite de la suite (i)

1~
1= Sy A
' N"ona:m(au)i 2 sdonc: @n =
Soit ne IV S
@, <1;donc: e =@ = 1pourtout n ge ),

c) Déduisons la li

Et d’aprés la question 6)c);

l—e _ 0: et la fonction x — ¢* est continue en 0,
1

Ona: Iim

n—+toc

=

1-¢
Donc: lime *

n—+x

— [}...—.
__e-—-

et d'apres un critére de convergence, la suite (t:l',r,)ﬁ,:,ll est convergente et de

limite 1.

8) Tracé de (C)) et ((,):

=
30

Partie 1

1) a) Calculons lim f(x) et lim f(x)

*Ona:(vre ]O;+‘Lll);,f(x) e St o £ ™ | X

——

Et pujque . | 2 1 e’
AN = : |
ax o teo, alors lnnﬁ';:U

Ainsi: limﬂ.x*) = ] E

*Ona:(vxe ]“-oo;()]);f{.r} = ] =x'e* = l ( | )
. s — _l"
Et puisque : lime' = 0" im .
E Hm ; alors ‘lllnirﬁ =+ o0
tona: lim—x'=+44 - |
.11_1_111 X =0 ; par suite - lim f(x) =4 o0

y .
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b) granches infinies de la courbe ()

ona: im fix} =1

ponc la droite d’équation y = | est une asymptote horizontale a la

caurbe (C) au voisinage de +«
i f(x) = X1 1
Oona: il'lil:llf(.l) =+x et 11_1_,_11 = = }{1}1‘_?—1“ (e_)

Ainsi: la courbe (C') admet une branche parabolique de direction asymp-

=—0C

totique celle de I'axe des ordonnées au voisinage de —.

2) Etudions les variations de f

On a la fonction f est dérivable sur 2 (comme somme et produit

de fonctions dérivablessur X : x——x" ; x—e™ ; x— 1) et
(vxeR): f(x)=—3xe " +xe*=xe*(—3+x)

et puisque (Vx € Z);x7e™ >0 ; alors le signe de f'(x) ast celuide x — 3

e f(X)=0e=x=00u—-3+x=0 ffx)>0e=x—-3>0

e=x=0oux=3 b 2t
Le tableau de variations de f est le suivant :
x = 0 3 +oo
f (%) = 0 = 0 4 '
i o~ ,
¥ 1
|-

et - — — == S _—— = ———
e

3) Montrons que I'équation: f(x) = 0 admet deux solutions & et 3 et
Quel<ag<3<Ag

I est continue sur R (car elle est dérivable sur R)

Etﬂna:f(l):]_-——é—:e;l et f(3)=1 %; -‘-'63;327

® puisque 3 > e,alors: 27 > ¢’ ; ainsi f(3) < 0

OF kst
tp“'“!“? -€e>lalorse—1>0 :;dou J(1) >0




(X {(3) <0
£ est continue sur [1;3] et f(1)*/(3)

as le théoréme des valeurs intermédiaires : Ju ¢ |I;%] 1ef e
D'apres or

flz)=0 te sur Vintervalle | 3]
v jssante 5 L1V 7757

| : * trictement decroiss:

et puisque f ests

quel<a’<3

ol

D'autre part : / est continue et strictement croissante sur {3 1 | oA
AL3:+oo) = [ /13X 1

Donc | réalise une bijection de |3; 1 o] vers | /(3); 1]

et puisque : f(3) < 0, alors: 0 ¢ | f(3); 1]

ainsi 314 €3, + oo| tel que : f(f) - ()

Donc I'équation /(x) = 0 admet exactement deux solutions « et f1 telle
que l <a<3<p

4) Le tracé de la courbe (()

Remarquer que le point A((): 1) est

un point d'inflexion de |2 courbe (¢
car /'(0) =

0 et [ ne change pas de SIgNe au voisinage de (.

Partie 2

1) Tableau de variations de Jo Suivant | Parité de 4

rOha: filx)= | -
A {J

i ) . _f;_ ™ ]
et puisque : Im-5 =+ o0 ; a10rs - lim% ..

e 0 doy lim f,(x) == 1

Soit x & JO, -+ m[



" it —3 5 Al o T |
puisque : lime ; alors : lim 2 =+ oo

X 0 X —— o

"=+o00 si n est pair; limx" =—

X=—=—p0

o si n est impair
4ol lim fi(x) =+oo si n estimpair

I_.-""'l'.'.:'

lim f,(x) =—o0 si n est pair

La fonction /. estderivable sur R (somme et produit de deux fonctions
dérivables sur R : Xr—x": x——e™ ot x . )

eton a: (Vx € R); fr(x) =—nx""'e™ + x"p~ = X" (x—n)
ona: (Vx€R):e">0etx—n>0 x> 7

ot le signe de x""' dépend de la parité de »

si n est pairalors n—1 estimpairdonc x*'> 0 e x > 0

Tableau de variations de f,

e Si n est pair

A —oo 0 n + o0
fa(x) 0 0 -
| |
| 1 |
-
! s f.(n)
* Si n estimpair
X  —o0 0 n + o0
L B
gf”(x) = 0 0 +
J + o0 ]

. fi(n)”

2) Montrons que I'équation f,(x) = 0 admet deux solutions u, et v, tels

ue:l<y <n<y,



1____(11)” o 6'";:1”
g ] ST 4
ona: fi(1) e
n>€”
, , 4 >e=N
Puisque : 11 2
" ﬂﬁ(ﬂ)*io

e Cas ol n est impalr:

1:n] et £i(1) x f.(n) < 0

_ ntinue sur [
Ona: ﬂ est CO ;diaires HHHE]I;H]!ﬁ(”n) :O

y——. . r . I.F-"' :
ont décroissante sur ] o0;11], alors : I'équatie,

: * trictem ,
et puisque Ju €S2 <ur 'intervalle ]-—oo,n] avec

£(x) =0 admet une seule solution U

| <, < H

" o )
tre part la fonction f, est continue et strictement croissante sur |'jp.

D’au
tervalle [n; + o<l
d’ou f, réalise une bijection de [n; + | | £(n); 1[

et puisque f,(n) < 0 ;alors: 0 € | £.(n); 1|
N d'ou v, € |n; + ool ; fi(v,) =0

| Par suite I'équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions u, et v,

tellesque: 1 <u, <n<v,:
/ * Cas ou n est pair : On a le méme résultat sur I'intervalle [1; + oof .
4 3)Soitne N etn=>5
a) Montrons que f,(u,-) = u}~le™'(] — U,-)

On a ; _f,,(un_i) = ] _(un—] ”E—u”-t et ﬁ"](“ﬂ‘|) — 1 s (M”—])”_IE-“”_I -

—_— =

— Wl Sy o .
donc 1 (u”' I) € , dINS| ﬁ(MJ’!"l) = (Mn=l)ﬂ_l€_u”_] T (””_1)116'—11;;—!

Donc fi(u,-1) = (U )" (1 — Uy-1)
b) Déduisons que J(t=1) < 0

Ona:l<y,. <
' =1 SN=1;donc ] — .
un—- 1 < 0 et (u"'- ] )ﬂt 1 e—uu'-l

| > 0
Par suite f,(u,.,) < 0
c) Déduisons que |3 < (i
que la suite (u,) . est décroissant
gente €€t que (u,) est conver-
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On a: (VH 2 5) ; Jli-1) < 0 et flw) =0

donc: VA Z 5 flil-1) < £lu)

et puisque : f» est strictement décroissante sur "intervalle [1:n]

onaalors : (Yn =2 8 ity > u,

C'est-a-dire la suite (u.).-, est décroissante

et puisque elle est minoree par 1 alors elle est convergente.

4) a) Montrons que : (Vh24). ]l —ue>0

i — lim“r Et a [ - x
ona: u = limu, etlasuite («.).. est décroissante

donc: V(n=4):u=<u,, etdautre part: u, > 1;dol u> 1

ponc . (VJ’I = N n= ) i S ",

et puisque 1 < u, < n et f, est strictement décroissante sur [1:n] (dans

les deux cas)

alors : fi(u) = fi(u.), et puisque f.(u,) = 0O

Alors : fu(u) 2 0

Cest-a-dire (vn=4);1—u"e" =20

b) On suppose que u > 1 ; calculons lim I —u'e "

+oo (caru>1l)ete“>0, donc: liml —u'e” =—x

Ona: limu" =

c) Déduisons la valeur de u

4):u, > 1;dou: limu, =1

N—"T

Ona: (Vn =

Ainsi: u>1;donc: u>1ouu= 1
On suppose que u > 1; D'apres |2 question 4) b),

ona: liml —u"e " =—o0o0,
n—+oo
4) 1___ n —:120

et ceci est en contradiction avec (V7 2

Donc: y =1




Txarclce £1

Partio Al _ 7
& &, “} (1 POt ) 4 \ pf)Ur “Jlj[{-f. v

.
E

,;_” (v | 2} N “fni

(RINR

{6)) = §
Lol /

1) a) Montrons (ue [ et continie o eresfie: en 0

: )
Ona: X\ r‘ , done - X

;) ; ‘ A )
Alnst i /Gy _ll!lg( v | ,{)H ()= [(0)

A |
(car: lm 12 el e 0)

A

D'ou la tonction [ o5t cantinue a droite en 0,

h) Montrons que [ ot ddérivable a droite en O

[y [0) (x4 2)¢ I\
1 = (I | % )r* :

N -
Ona: (Va ) ) .~ [} 5

) ) " , ,
lll'{t v Lllmll = A ) llln(r*" Xe™) = ()
(car: e’ O ot lun Xe* = 0)

\ - A ‘

Donc: [ est dérvable g droite en 0 et L a(0) = ()

) Montrons gue [ o5t strictement croissante sur intervalle IU' g %’

X x* (

Donc: (Vy - (0), /" (y) (x+ 1)’ +3 2
| ."C; £ 3

D'ou: (Vi > 05/ (x) > 0) cainst [ ost

10; 4 o strictement croissante sur

2) a) Calculons i /(v

}

On pose Y & e L "
v +ONna: |HII‘/'(‘\) |”“( < | ,]) __
" ' -» oy . 4 7 L
[lime = AR f o
Car:_;\'” : :
='. ) 2 AINSE T f(y) s
‘ I!II \ |:x} 1 I iy -
Vo) '




b) Montrons que : (VIe R'): 0! pp- | & )

_;.
Soit 16 R ;onpose ulty v' vy Vet ) o'ty | /2
Les fonctions u et v sont dérivables sur IV etong: (Ve 1)y (1)

et vV()=—e'+1-—1==~-yl

=y (1) 2 ()
— Y est croissante syr 12’

Donc (Yt & R );ult) =z u(0) ; donc u(t) = O (car: u(0)) =)
etona: (Vie R ); v (1) == uly)

Donc: (Ve R ): v (1) < ()

Ainsi ¢ la fonction v est décroissante sur ¢

Donc : V1 E[O; i %[ cy(t) < v(())
plou: (V1€ [0;+ x|);v(t) = 0 (car v(0) = 0)

Ftona: u(t) 2 () pourtout [~ J¥

g t—121

e +i—1—%5 0 ,

Conclusion: (Vi€ B');0<e '+ 1= 175
4

4 . - 2
c) Montrons que (Vx> 0) ; —, 7 Jx) —x= =

Y VR
Onposet—;,dou X ="

Par suite : (V71 &€ Jfr-’:")J

2 | L l +t /
donc: f(x) s’écrit sous la forme : (f- 2 2)&* = 2.5 3€

et puisque x > () ; alors ¢ - 0, et d’apres la question b) :
t}f

]"”'Z*f:f.?!f;]“"l'*'z
et puisque 1+ 1 > 0 alors 1 =1’ <(1+pe' <1 -1+

: 2(11--*:2) < 2(]z+ z)gfﬂgg_(_fl_z—f) 140

Dot

- (1+1) ,_2
Cest-d-dire : 2 — 2 < 2 Dg Sy 2UFIHL

L (1 +1)

= g L e ]



e —

(Vx > 0);"%éf(x)—xa -
) admet uné asymptot
4 2

2 )RS Ty
Ona: limf(x) =too et (Vx> 0): x“‘*f(x) £

e oblique (A)
d) Déduisons que la courbe (C;

¥ —=+0oc

- :1.._2):0_
Puisque : lim-——z—:O et Ilm(x:a X

—~+
-r_-,l—.-I__ I . | o

D’apres les limites et 'ordre ; on a: }ﬂ(f(x) )

Dol |a droite (A) d’équation: y = X est une asymptote a la courbe (C,)

au voisinage de to©

3) Tableau de variations de f est le suivant (d’aprés 1) c) et 2) a)

X 0o | + oo
fx) 0 +
| -
f

0

i

M\ Le tracé de (C)):

- Onaladroite (A)

; i
s«*/

- Y = X est une asymptote oblique 3 Tach

Partie B -
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soit x € J0: + 0| ;on a ﬁ('?:ﬁ(o) *‘( +~3-)e‘%
b, X
Onpose: X =—7%
S =)
on aalors : Jim =G = lim(1 ~ Lx )o¥ = lim(e* = 1-Xe') = 0

(car: lime’ =0 et limXe' = )

f-—x=

ponc f. est dérivable a droite en 0.

2) Etudions les variations de £ sur R

¢ Limites : On pose X :——%

IPITEn  e1
lim f(x) = ilfﬂ( % "*‘}?‘)E' =00 (Car : ]im_——%:+:n: et lime' = 1)

Lol

w =
| i -
i i

- Variations

soit x€]0;+oc[ ;ona fi(x)=eF+ 2 (x+ 2),-4
X

donc (Vx € J0: + oc[); £1.(x) > 0 ; par suite 1. est strictement croissante

sur K-

- Tableau de variations de f, est le suivant :

x 0 s
e a g N
+ 00
g 0

3)a) Soit n € IN™ ; montrons que I'équation : f,(x) = % admet une seule

solution a, sur ]0; + |
La fonction £, est continue sur R™ (car elle est dérivable sur R")
et f, est strictement croissante sur R et £,(R") =R’

donc: £, réalise une bijection de R* vers R’

et puisque % e R*, donc 3la, € ]0; + o[ ; tel que fi(a) = %
Cest-3-dire I'équation : f(x) = %— admet une seule solution a, sur l'inter-
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Sl U S e o, T g : ges3t 5
“.
NS = &l & N .
\ \ soit 7
-
kY
-: & :.'-“ i‘\ 1""-1 II‘. 1 I
% "y
‘ -
-
T g i-.: & = ‘l\l ‘—* H
i = - > :
: 3 H o Par S
- -
£ T b o ) M
- b " ‘
- h B On a
- bl :
) | : . On a
. —
| ‘ est C
4 5
= = S
alor

- - ™ | Xy -.
T - _-: e . | |
" . rl
i 4R

—
- -y e - - -
— - "~ -— il s T { !
L DS UGS = i o — - - - . - i e b | b1 w |
R oy s iy e N L - 2 . LS H . ! " . { : f ‘
® b i L LS e [ T L o ’l.. ’\.1’.]1{. I}‘t'll][{"l
]
it
] = ;
- — [ - ‘
- e ey ™ L
b — — P e \‘HH‘ \Ii
| ok
L
- — - -~ — S =
- -p-I-.: — i T e R T
L Ly ] =~ - . - -
e e — — - L — ATIF TARTENE i P MY i Tl
. e w, . ! ] B ol P 1) i 1
- b & . L ¥ . L I;. .'11
- | F
- h |
— — — I
et 1 s | —
=5 s L'l{_
L =y O A
/) _—
e L - s
: pL
=T M = o —_
—_— - .:: - —
\
x>
|
r-"r-‘- Ll T e - i~
- L - -
el -FI-I':

e — -

est stricter O
- trictement croissante Sur I
w? il % ﬂ“»_

D

, A0U |3 su
U 13 suite \.) est décroissante

est L"OIWE‘IEHHH




d) Montrons que : (Va & N°); na, = 2e& — ,

soit ne N' ;002 fa) =2 o g4 2y 4 . 2
H
¢
Q==#(H+i=—':- }g:
e il R
a, = =(ev— 1)

— Hna, = 23%__ 2
par suite : (Vi € N'); na, = 2¢v — 9
a) Montrons que a = (

Onaa=0car(VhaeN’); a.>0 supposons que:a > ()

T 2L e 2 2 2
a: lima,=a, d'ot: lim - == et puisque la fonction x — ¢
. 2
est continue en -4
e 2
alors : lime# = ea
n—+oc
N o & . . |
or &=, e8 =1 et lu}l;{ = 0 donc; lima, = 0 contradiction avec a > ()
n—<oc n—+o
Donc: a= 0

[Exercice £

1) * Calculons lim f(x)

A == X

Ona: lim % = (0, et la fonction exponentielle népérienne est continue en 0 ;

X ——1

i |
donc: Ilime*=¢e"=1;dou llmﬁ" —n=1—net llmx = —00
A g V)

par suite : lim f(x) = 0

x -

* Calculons : lim f(x)

x — ()

Ona: liml=— coet lime*=0;donc: lim/() =

X ==

* Calculons lim £(x)

x -~ 0

Ona: lim%:+ .

r -0

lim e* =+ oo ; dONC: ‘li'nl}j.'(x) =

* Calculons lim £(x)

A = W

Ona: lim<L = 0 , et la fonction exponentielle néperienne est continue en 0,

X ~ 4 50
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W
done ! lime® = ¢" = |
L) « 4 g

2) a) Variations de ¢, B
i e L o0
La fonction ¢, est dérivable sur les intervalles }- oo, of

' L] -]__ +..1_)
Ona: (vxeR'): c,,(x):é”(‘_;ﬁf(I x)

X X
(21
X

Donc le signe de ¢, (x) dépend de celui de x(2x + 1)
. | S
Et on a: _limr:,.(x) = limn—e* — =R ]

L=t A =t m

lim\c*,.(.r) = |limn — (1 ‘3 ]E)e% =n—1

N—=—m U= -

lime,(x) = limn —(] + %)el =—o0

y0* vy )

s :
lime,(x) = limn — (1 + 1)1}6’% =n (car _}_I.IE?EI - llmXe =0)
A=) a=()
D'ou le tableau de variations
> — 0 -‘]2* () 4+ C
¢’ (x) +- 0 — o
-2
nte n— 1

Calx)

e ~ /
n 00

b) Montrons que 31y, & 10; + oo, ¢, (x )= ()

On a la fonction Ca €St continue et
J0; + oo

“1>0carnen
-{1} d'ous -
{ }dou_o ’ ]_m""“ 1[: par suite 0 admet un

Fonctions €Xponentielles

A

D’apres |z

de c.(x)

Tableau




seul antécédent x, d’oy - (

¢) Déduisons le signe de ¢, (x) ;i xER

(x.)=10

D’aprés le tableau de variations de C» ;0N en déduit que :

(we]—m,[l[)c,,(x)b O,(car; n—1 > Oetn>0)

et la fonction ¢,

Donc : (‘v’x = ]OJ:[) ¢.(x)<c,(x) et (vx e]

c'est-3-dire : (Vx & ]0,%[)&(5”) <Oet (

Résume :

X, ;+ oo :)cﬂ (x) >c.(x)

Vx € ]xﬂ ; +m[: ¢,(x) >0

- ¢.(x) > 0 pourtout x de ]“-oo;O[LJ]xn;-l-m[

- ¢.(x) < 0 pour tout x de J0,x

3)a) Tableau de variations de la fonction o sur R

| S 1
RO (veeR): fi=—K ¢ - —
X X
_n={st1 e ¢ (x)

» ks
X x*

D'apres la question 2) c), on en déduit que le signe de f/(x) dépend du signe

de ¢.(x) pourxe R’

Tableau de variations de la fonction /. est le suivant :

5
_ i - — 00 0 el i
;* fi(x) * o ! L4
,' + % + o0 0
ji f;*r / | \ /
" £i(x,)

b) Montrons que pAES B4

Lafonction f, est continue et strictement croissante sur |, ; + oo
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lle [ . + oof réalise une bijection de [ .,
lﬂterva €|

)=[£x) lim ,:m[ =[£):0]
¢ ; d'ou: Ex) =D

 }
Donc la restriction surf |

vers J tel que : J-:f({"’ 4*’3’“[

0
Et puisque : [*, ; +m|¢¢alors[f(x) | #

* Déduction : La fon
triction surl’ intervalle ]{J X [ est une b”emond

‘intervalle ]U;.x,__[ donc la res

i | que:
fJ:.r,_[ vers un intervalle J tel g

J :-A'(JU;I”” = ]j,'(.r, ): !im_f,(.r J[ = Jj:{.r,‘); + :::c:[

g - _
Ft puisque fl;(x") b : alors O & L(I‘_ﬂ)""ﬂ:[ ’ dOI"IC 0 adet un seul

antécédent o, sur l'intervalle ]U;,rﬂ: dou: (a. <€ ]O;x,.[) s S0 =10
|

nx. )
MT+x,

Ona:ic(x)=0e¢sn ~(l +%){*-’Ir =1

o h;)l
“""I"(]'*I e

= In(n) = m( 1{1_)Jr

4) a) Montrons que X, = ] (

[

I
N ln{”)h—ln(l {_)'— In E‘IFI(I; | )

P nx
Y, ~In l4x
= x = e
mﬂ.
l“(mz)
b) Montrons que-
que: (vn e N'—{1})
; X 2 ts :
I'absurde. 1 =X, €n utilisant |e raisonnement par

On suppose que : (ﬂn eEN - —11 })

La fonction c. _ 3

E s
donc : X.-, -’fnﬁcri(xm)if*C(r)

1
(I*i- % )E‘*»l o

=Hz:>(] ___1__%) 3
x __Jew

e (1)
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Tine N - {1})) x,.,<x, par consequent la suite (x,

) est décroissante.

on sait que : (vn € IN - 11})x,> 0; Donc la suite (x,) est minorée par 0 ; d’'ou

olle est convergente.

lim x,

-4 2

' _¢) Déterminons

‘Ona (x,) est une suite convergente ; on pose limx, =0 avec { = (

On suppose que : ¢ >0

ona: lim = 130

: T X | _ 0 .

onc : ﬂl_”Pmln(l + x,,) B ln(1 + ﬁ) ’

s _ | _ 13 1

d'ou: limx, = lim — [im

| n—+0o n—+oo 3 n—+oc x
1“(1 +xﬂ) l“("")ﬂn(] T )

‘Donc 0 = 0 ce qui est en contradiction avec ¢ >0

_ =)

et la fonction In est continue au point ¥ 3

X

0

Et puisque ¢ = 0 alors ¢ = 0 donc: "léillmxﬂ = )

‘5 Position relative de (F ;) et (I's):

= ] 1

e s = r RO [
«SmthR ona: f(x) fx) = & = 2. 8 s

le tableau suivant résume la position relative de (I",) et (I'5):

e
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ar

;““a 2 im 5 s T4]

;d'oﬂ limx, = lim = |im

: l Mﬂ i —+ou
(1)

5 Position relative de (I",) et (I's):

:j-_:_:'5°“ x€R ;ona: fx) — flx) = &2 - E==F

iletableau suivant résume la position relative de (I"2)

oM

ﬁ’-utfe part; 0N 3 : € () =0 s 41— (1 41 )i = g

n !

T 2(‘+J—)ef (2)

'.I'|!."' i

1) et (2) on déduit
d“apl'éf'( ) et (2) QUe:n>n+1 cequiest absurde donc :

(w eN'-{1}) x,=x, par consequent la suite (x,) est décroissante.

on sait que : (Vn € IN - \14)x,> 0; Donc Ia suite (x.) est minorée par 0 : d’oi
elle est convergente.

f-,) Déterminons lim x,
Ona (x.) est une suite convergente : on pose limx, =0 avec § > 0

On suppose que : { >0

0

( .
et la fonction In est continue au point T ¢

X

; . 5 T [ £\ ..
.Danc.ﬂly;nmln(l T x,,)_ ll‘l(l o ﬂ) ;

] . ] —0
ln(n)-l—ln(l_f_ )

—t‘lm T 'l{'l.'_u

TE

T

Donc (= 0 ce qui est en contradiction avec ( >0

n -4+ %

I'_Et puisque ¢ = 0 alors ¢ = O donc: limx, =0

% g @]

et {I's):

0 =3

+ I =it —

(I"3) est au dessus de (I'2) (T,) estaudessousde (I"2)
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