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3'h c.’et ouvrage est conforme ay programme aﬁ’icnel FI' éﬁ“ ne aux
e -:étéves de la deuxiéme année du cycle du baccalauréat : )
mathématiques A et B, comme aux nouveaux admis en
préparatoires scientifiques (MPSI, PCSI) et économiques (ECS)
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Ce livre propose des résumés de cours, des exercices de synthése et des

€xamens nationaux qui visent & mieux préparer les devoirs surveillés et
a se familiariser avec I'esprit de I'examen national.

Il est essentiel pour I’éléve de fournir un effort de réflexion par rapport
aux differents exercices, nous encourageons les utilisateurs de ce livre
a effectuer un travail d’'observation, d’expérimentation de méthodes,
ou de tatonnements avant de se reporter immediatement aux corrigeés

qui doivent étre soigneusement etudiés, le but étant de comparer les
résultats et de trouver des axes d’amélioration.

Nous esperons que cet ouvrage servira de guide pour la préparation de
I'examen du Baccalauréat.

Nous tenons a remercier la maison «EDITIONS PLUS» pour |‘effort
fourni pour I’édition de ce livre.

Nous aurons le plaisir de recevoir vos suggestions et remarques , afin
de répondre au maximum aux besoins des lecteurs.

Les auteurs




DERIVABILI
ETUDE DES FONCTIONS

Formes indéterminées :
0

— * 4+00— 0 ,

0 ’

. () X o0

J

L7
o0

%3 Limite d’une fonction polynéme en o:

Quand | x| tend vers +oo, lalimite d’'une fonction polynéme est égale a la limig

de son terme de plus haut degré.

B Limite d’une fonction rationnelle en oo

Quand |x| tend vers +oo, la limite d’une fonction rationnelle est ega
3 la limite du quotient des termes de plus haut degré du numérateur et di

dénominateur.

Y8 Limites usuelles des fonctions trigonométriques :

sSr . . o tant o . . 1—cost |
]lm { T ] ’ [1m { = 1 s ]lln [: |
=10

-0 [ =0

Y|

%1 Limites et ordre :
Soient f, g et h des fonctions numériques définies sur un ensemble E de |8
forme la—r.a+r|—{a} ouaeR et re R etsoit ( un nombre réel.

esi(VxeE)glx) = flx) = h(x) et l‘iTg (x) =10 et limh(x) =
alors : liilfl;l‘/'(.l’) = .
osi (VxEE)| flx) =1 <
o si (Vx € E) f(x) = g(x) et limg(x) =+oo alors : limf(x) =

< g(x) et Ilmg( ) =0 alors : limf(x) = 0

A=l

o si (Vx €E) f(x) = g(x) et limg(x) =—o0 alors : limf(x) =—

X=(]

Remarque :
Ces propriétés restent valables quand x tend vers +o0o ou tend vers ~0 0
tend vers a a droite ou tend vers a a gauche.

B hapire 1 profsalm.blogspot.com
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TR U ;.'.f-'fonctlon définie sur un intervalle de la forme ]ﬁ ! "',;-'--_?3"-,: o =

'; »:g fﬁrt que f est continue a gauche en a si limf(x) = = f(a) ST A

x—a :
L3 :.L*- - S

n Propriété : S
pour qu’une fonction f soitcontinueen a, il faut et il suffit qu’elle soit conﬂf;_;ﬁe

3 droite et a gauche en a

. Prolongement par continuité :
Soient f une fonction numérique et a un nombre réel tel que : aZD;

si |a fonction f admet une limite finie { en a,
alors la fonction g définie par : {g(x) = X)X 7 @
gla) =1

est continue en ad

| 3 fonction g s’appelle le prolongement par continuité de f en a
etona: D, = D;,U{a}

I3 Continuité sur un intervalle :

¢ On dit qu’une fonction est continue sur un intervalle ouvert [ si elle est
continue en tout point de /
e On dit qu’une fonction est continue sur un intervalle ferme la;b)(a < b)

i elle est continue sur l'intervalle ouvert |a; b| et continue a droite en a et

continue a gauche en b

. Continuité des fonctions usuelles :
» Les fonctions polynémes et les fonctions x — sin(x), x — cos(x) et x — |x|

Sﬂnt continues sur ¥

.' ‘I@ute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans rm ;
o & "'*

La fonction x ~ y/x est continue sur R’

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonct =




E"@ nues sur un mtervalle I telles que g ne ﬁ’a “# e .;.

h_‘r

est continue sur /

__"_d-," : g o
P

TN

£ Cc ﬂité de la composée de deux fonctions : B
" £ une fonction définie sur un intervalle / et g une fonction définie sur
2t unintervalle J tel que f(I)CJ et a un élément de [

1,.

 Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors la fonction goj €st.

i‘r-' W

f' "'-'#'.'-.ZSIJ f est continue sur / et g est continue sur J
~ alors la fonction gof est continue sur /

m Continuité d’une fonction de la forme \/_ : f'f
Si f est continue et positive sur un intervalle I, alors la fonction \/_ esty
continue sur / b §

i} composée d’une fonction ayant une limite finie et d’une fonction

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ pointé de centre a et g
une fonction définie sur un intervalle ouvert J de centre ( tel que: f(/) CJ

Si limf(x) = { et g est continue en {

X—a

alors : limg (f(x)) = g(0)

X—4a

’image d’un intervalle par une fonction continue :

e 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
e |'image d’'un segment la,b] par une fonction continue f est un segme t

[m,M] ou m = mf (f(x)) et M= sup(f(x))

x€laib x€[a;b]

_ Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotm;;i;

i o e, el

i Uimage f(1) f _
f strictement croissante | f strictement décroissants
[f(@).f(b)] /) f(ﬂ)l

Elmf(x) hm f(x)[ o E% f(x),,




et 1 “’“@ ‘é&aﬁs valeurs Intermédlams : 2

:u eﬁcantlnue sur [a,b] alors paur‘l‘:ﬁfut ﬂa entri

i) iflexrste au moins un nombre ¢ de [a,b] tel qua
= %»"5“ f est continue sur un segment [a,b] et f(a) X f(b) < 0, alors I'é

) = 0 admet au moins une solution dans la,b|

e Si f estcontinue et strictement monotone sur la,b] et f(a) xﬂﬁ?

'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans ]a,b| !

Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement mono
un intervalle : g

e Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est

une bijection de 7 sur f(/) et lafonction réciproque f' est définie, continue et

strictement monotone sur l'intervalle f(J) et varie dans le méme sens que f

e Les représentations graphiques de f et f', dans un repére orthonorme,

sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x

Fonction Arctangente :
Définition :
e L3 restriction de la fonction x — tanx a l'intervalle ] ‘gg[ est continue et

strictement croissante sur ] g 'g [ donc c’est une bijection de ] ‘g = g [ vers R
Sa fonction réciproque est appelée fonction Arctangente et notée Arctan

Propriétés : o
e L2 fonction Arctan est définie sur R et a valeurs dans ] ) [

e Pour tous x de R et y de ] gag[,ona . (Arctan(x) = y) = (x = tan(y))

e La fonction Arctan est continue et strictement croissante sur R

o (Vx € R)tan(Arctan(x)) = x
’ (Vx € ] 72T g D Arctan(tan(x)) = x

* limArctan(x) = -*72;* . lim Arctan(x) =-“72£

k.0 (Vx € R) Arctan(—x) =— Arctan (x)




R R
rtous x et yde R',ona: Ya="yesx=y et
-,.Q.:'.r_ﬁ.'__;-f:_'fﬂn x — 2/x est continue sur R" et lim n/x =+oo

4 ,* lim
“Qf. r_ e L
~ Opérat ions sur les radicaux :

> «ﬂ"‘@r é:nt n et p deux éléments de N' —

"‘?!'f"'.. ~Ona:

%}fiﬂ" LI .. 5 = M Vo _fl n \/a.

5-:---!5'5‘--a><\/§—mb \/b_n\[g(b3£0)
= nfp‘/___ﬂpf .nf=ﬂp,p‘ap

" Continuité et limites de fonctions contenant des radicaux :
Soient u une fonction définie et positive sur un intervalle / et a un nombre

réel.
e si y est continue sur / alors la fonction x — “Ju(x) est continue sur /

o si limu(x)=10(0€R"), alors: lim"u(x) = ”/_

X—a X—=d

—{1} et a et b deux éléments de R*,

e si limu(x) =+, alors: hm” u(x) =+oo

X—a

Puissance rationnelle d’un nombre réel strictement positif :

Soient x un nombre réel strictement positif et P un nombre rationnel non nul
q

telsque: peZ et ge N ,ona: x7="%x" |
Les opérations sur les puissances rationnelles d’un nombre réel strictement
positif s’effectuent de la méme facon que sur les puissances entiéres d'uﬁ.
nombre réel non nul. |

“ DERIVABILITE : profsalm.blogspot.com

Fonction dérivable en un point :

Soient f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et ¢ un élémenﬁ Je j |

e On dit que f est dérivable en a si la fonction x — < 4] admet s

Chapitre 1
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~ Lenombre 0, est appelé le nombre dérivé a droitede f en a etnoté fula)
~ Définition 2:
On dit que f est dérivable a gauche en a s'il existe un reel 1 T
o R

s f(x) -ﬂf(a) R mi
e, L =

xX—=4a

Le nombre (, est appelé le nombre dérivé a gauche de f ena et noté f.(a
Propriété :
f est dérivable en a si et seulement Si

a et fula) =f(a)

»
;5 :

f est dérivable a droite et a gauche en

B Dérivabilité et continuité :

Si f est dérivable en a, alors f est continue en a

ﬂ La fonction dérivée :

Définitions :
e On dit que f es
tout élément de |a,b|

f sur la,b| et se note f
e On dit que f est dérivable sur le segment [a,b] si elle est dérivable sur

Vintervalle ouvert Ja, b, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b
Tableau des dérivées des fonctions usuelles :

) Lo &)

e ——— i

¢ dérivable sur I'intervalle ouvert Ja,b| si f est derivable en
_la fonction x — f (x) est appelée la fonction dérivée de

S ———_ L -

e e =

k (constante réelle) 0

e N T - . = o o |
L s -
. =
Lt _' ¥
! ;‘l
i
i L b F g
Sl

s o i <

l x (re Q' —{1})

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonc foh




es fonctions —1—-

*3 pour tout x de 7, alors

i
o
£
S

v!

"-...-‘ 3, H ny. ’ ’
ST O e I a_ﬂHV—H[
=y e (s)-

"""'Géﬂséquences : 4 .
« Toute fonction polynome est dérivable sur | _ 3
e Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans ﬁ.;_l;._.:

ensemble de définition.

&l Dérivée de la composée de deux fonctions :

Propriété :
Soient f et g deux fonctions définies respective

J tellesque: f(I)CJ | 1
Si f est dérivable sur [ et g est dérivable sur J, alors la fonction gof est

dérivable sur I etona: (Vxel)(gof)(x) =g '(f(x)) X f"(x)

Conséquence : |
Si f estdérivable sur I'intervalle / alors pour tout n € N"—{1} lafonction f*

est dérivable sur / etona:(f")=nf'f""

ment sur les intervalles I et

h

3 Dérivabilité d’une fonction réciproque :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /

si f est dérivable sur / et f"(x) # 0 pour tout x de /,
alors /' est dérivable sur /= f(I) etona: (Vx & J) () (x) = I

Dérivées des fonctions x — 1/5 et x — "Vu(x):

Soit n un nombre entier naturel supérieur a 1

e [a fonction fix — "/x est dérivable sur R'' eton a :

L R 1 bk
(vxeR”) f'(x) = ﬂ"\/«?""' =

|
fi(xh
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74 ‘%ﬂ Dérivée de la fonction Arctangente :

. La fonction Arctan est dérivable sur R etona:

. ’ 1 | T ek S
(vx € R) (Arctan) (%) = T332 e

o si u est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction e e
Fo% — Arctan(u(x)) est dérivable sur / etona: (vxel) fx)= T

F |

- .l ..‘;_..._.I: T

, Ly & ;'| ;I z !
u(x)]|

Théoréme de Rolle :

Si f est continue sur un intervalle fermé
ouvert Ja;b| et f(a) = f(b), alors il existe au moins un élé

que: f (c)=0

[a,b] et dérivable sur I’intervalle
ment ¢ de Ja,b| tel

Théoreme des accroissements finis :

Si f est continue sur un intervalle fermé [a,b| et dérivable sur 'intervalle
ouvert Ja,b[, alors il existe au moins un élément ¢ de la,b| tel que :

£(b)—fla) = (b—a)f (c)

Inégalité des accroissements finis :
Propriété :
Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur la,b| et il existe deux nombres
réels @ et B telsque: @ <[ (x) < A pour tout x de Ja,b|

alors : a(b—a) < f(b) —fla) = A(b—a)

Conséquence : |
Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur la,b| et ¢'il existe un nombre réel

positif & tel que (V¢ € Ja,b|) | £ ()| =k
alors : (V(x,y) € [a,b])| flx)=fy)] < k| x — vyl

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonctions
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et llIn an

H—I+Eﬁ'

gmvergente et limu, = ¢

"-hm

ﬂ" ,_'_.'.-. -
5"; *‘gﬁ% *s;fa partnr d’'un certaln rang,ona: U, = a. et

.r ~di =40 |
G - ——oo alofsy
g ik . . . < llman =—o0 4 Ofs /
~ C,: si a partir d'un certain rang, on a: =0 € o

n—+oo

C- : Toute suite croissante et ma jorée est une suite convergente.

C. : Toute suite décroissante et minorée est une suite convergente.

C, - Si (u,) est une suite croissante et n‘est pas majorée alors : lim i, =+00

Cs: Si (u,) est une suite décroissante et n ‘est pas minorée alors : limu, ==00

n—+oo

Limite de la suite géométrique (g") ol g € R:
¢ Si g > 1alors: limg" =+o0

n—+oo

eSi—1<g<1alors: limg =

n—+oo

M —

e Si g <— 1 alors la suite (g") n’a pas de limite.

¥ Limite d’une suite de type i, = flu.):

Soit f une fonction continue sur un intervalle / telle que f(/)C/ et soit '

(1,),.. une suite numérique définie par: u,, € I et (Vn = ny) tye1 = flutn)

Si la suite (u,),., est convergente alors sa limite est une solution de I'équation

ix) = x
E} Limite d’une suite de type v, = f(u,):

—

Soient (1,) une suite numérique et { un nombre réel
si limu, = et f estune fonction continue en (
~alors: lim fu,) = f(0) |
i . Hi—+m o b Sote L
- i

Lot
3+
|
h ..__l
T

o

lima, =+oo alorsla suite (u,,}




UDE DES BRANCHES |NF|N|ES
4 B _ B

-i"' e

”Lr me fmctlan numénque d"une ariable réelle et (CTE
' \tative dans un repere orthogonai eta et b deux nombres ré

- i il F _: ) | 4 T T 5 _— i
; r '@ ALALX. 1
1 5 g *"._ Bt et 15 5 fy
Wi
Lo x—a

" - w., la courbe (C,) admet une asymptote verticale d equatt
A ’Si limf(x) =b

X—=0o0

.'" 'a;:-lﬂrs la courbe (C;) admet une asymptote horizontale d’e
fi:) = (0 alors la courbe (C,) admet uneh

3) Si limf(x) = oo et [im

parabolique de direction I'axe des abscisses. S )

4) Si limf(x) = oo et Lim f( ) —  alors la courbe (C;) admet une branc

X— 00
& . _l . 3 l'
i = L)

parabolique de dlrectlon l axe des ordonnees.

5) Si liﬂmf(.x) = oo et lim ix) =a (a#0) et llmf(x) ax = oo alorsla com'he
(C;) admet une branche parabolique de dlrectlon la droite d’équation y = ax

& o B =a (a#0) et llmf(x) ax = b alors |a

6) Si li_{nf(x) = oo et lim~
courbe (C,)admet une asymptote oblique d’équation y=ax + b

Remarque:
Si limf(x) —

X—00

d’équation: y = ax+ 0

(ax+b) = 0 alors la courbe (C;) admet une asymptote oblique

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonctions




1 1) Calculer m L

| 2) a- Montrer que f est continue €n 1

b- Montrer que f est continue sur ]R//

Donc : lim f(x) =t

x—too

« Soit x un élément de l'intervalle -0, 1]
rsin(x—1) | o I
B Ix —-1]

On a: |sin(x—1)| < 1, donc: -

.t x=}
-etpuisque:}ﬂ xfl\ = () alors: }_1_12 31;15_1 ) = =0

et puisque la fonction cos est continue en 0

Alors : ljglcos(ﬂsﬁ(;x; ) ) = cos(0) =1
Par suite : lim f(x) =
3 —
2)a-*0Ona: llmf(x) im= 2x + |

I-|+ xz"—l
(x—1)(x*+x— 1)

= lim

vy x=1Xx+1)
aae 1 **+x—1

hﬂrp g g

Donc : limf(x) = %—-= f(1)

y o

Par suite : f est continue a droite en 1

Chapitre 1




. an t@ut point de R-— {*--1 1}
tin ué’*’éur 11, + oof

L DA T sin (x 1) e N
=;.{.,J.-,;:f:~~"- lon u: X — = 1 est une fonction continue sur ]“' AL, |

ient de deux fonctions continues sur |—oo, 1[ et (Vx € |—oo, iﬂ %

: m‘ue la fonction x — cos(x) est continue sur R T
j__""f_s,;_,_aﬂ.e est continue sur u(]—oo, 1[) e

nsmx =1

Par suite la fonction x — COS( ) est continue sur ]—c:o, 1[

K=ot
D'ou: f estcontinue sur |—oo, 1]
Conclusion :

La fonction f est continue sur R car elle est continue en 1 et sur chacun des
intervalles |—oo, 1] et |1, + oo|

On considére la fonction numérique f définie sur R* par: f(x) = ot
1+ Vx
1) Calculer lim f(x)

X—=T00

2) Montrer que l'equation f(x) = 1—x" admet au moins une solution dans

Vintervalle |0;1]
3) a- Montrer que f est une bijection de R* vers un intervalle J que l'on

déterminera.
b- Calculer '(x) pour tout x de J




)f(x)>0

Par . + ta fonctmn f est strictement croissante
est une buection de R* vers ! mtervalle

x—+oo

1+f e
= (/yf—x/y—x=0

Le discriminant de cette équation d’inconnue \6 est: A =x"+4x

+ /x* + 4x x — /x> + 4x
Danc:f“’(x)"—*yﬁf:x 1/2 ou vy — 0
Z'F S Z'F
y:xﬂ/.; 4 X J; Ax EO)
¢===>y=7iﬁ(x+\/x2+4x)2

Par suite : (VxeR') f'(x) = x+\/x + 4x )

Soit f une fonction continue sur I'intervalle fermé 0: 2] telle que : f(2) f(ﬂff'f
Montrer qu'il existe au moins un élément ¢ de V'intervalle 10: 1 ]

( +1)—f(c)
il

o T,

| tel que :

" %
e

-

profsalm.blogspot.com



On considére la fonction f définie sur R par:
U
> {_1 %>

£ =
=75
f) =2 +(x— Vsin(17) s x <1

1) Calculer lim f(x) et lim f(x)

xX—too X~

2) a- Montrer que f est continueen 1
b- Montrer que f est continue sur R
3) Soit g la restriction de f alintervalle /= 1, + ool
3- Montrer que g est une bijection de / vers un intervalle J

déterminera.
b- Calculer g”'(x) pour tout x de J

que l'on

x+yx—2
l

1)eOna: limf(x) = hm— =

X -++00 X—too X
e
| Jx X
= lim- 1
X—+00 l i W
X

En déduire que : I_ig;nf(x) = ]
-# On remarque que : X+ Jx = 2_ =(yx) +yx-2

=(y/x—1)(yx+2)

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des f«
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L, 1
'''''
'''''

1 gsest continue et strictement décroissante sur [1; -+ m[

» .__. “ ’!‘- -

4 IC eﬁs‘tune bijection de [1; + oo| vers lintervalle J = g([1; +o0])
= |limg (x), 3(1)]

|

'b- Soient x un élément de ]1;%[ et y un élément de J1; + oof
Ona: g'(x)=ye=gy =

Et puisque : g(1) =% alors: g (%) =

* el )= ¥ 3

g'(x)—- = T <y <=

Par suite : (x 1)
g (

@)-

Remarque: (V-"'E]L%]g‘l(x) (i ch)z

| erersice S5

| 1) Calculer Arcmrz(tan( _275” ))

2) Montrer que : Arctan( —32~) = Arctan(%-) = Arctan( é—)

3) Calculer lim xArctan( 1 )

¥otoo +1
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etpusque: 0 < § < let0<g<let0<y <l

alars . 0 < Arctan (-%—) < %4[ et 0 < Arctan (-é—) < %— et 0 < /
En déduire que : —%5 < kT < —g-* doti: k=0 e

= Arctan(%) +Arcran(%-) e
Arc tcm( x_l*_ 1 )

1)

et puisque : hm( X1 )— lim-y hiny 1 =4 i

Par suite : Arctan(

)
3)Ona: limxArctan(xi 1 ): limxf_l .

x—+t+aoo Y —+00

| 5
: Arcran(x+ ] ) . Arctan(t) _ ,

i x+ 1

3 | N
alors : lim xArcz‘an( e )— ]

r—+00

,. ; i 1 |
1) Montrer qu’il existe un réel unique @ de l'intervalle ]—*2—;0[ tel que : .

e i)y
‘/a+l_af+]

2) On considére la fonction f:x— x'—x"+3x+ 1
a- Montrer que : f(a) = 0
b- Montrer que f est une bijection de IR vers R
¢- Montrer que : (Vxe R ) f '(x) < 0

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude de: —




it x un élement de R~ cest-a-dire: x <0

est aussi stricteme

Puisque f est strictement croissante sur R, alors g

croissante sur R
Par suite: f'(x) < £ '(0)

et puisque : f(@) =0 alors: f'(0) =
Parsuite: (VxeR ) f'(x) < a
et puisque: @ < 0 alors: (VxeR) f'(x) <0

| oo

On considere la fonction numérique f définie sur l'intervalle [ = l27r;_
flx) = tan’(x) — 2+v/3 tan(x)

1) Montrer que f est une bijection de I'intervalle I vers un intervalle J que I'c
déterminera. |
2) Calculer o (x) pourtout X de J

_— — —

m profsalm.blogspot.com

1) La fonction f est continue et dérivable sur / et on a pour tout x de [ :
£ (x) = 2(1 + tan’(x))tan (x) = 2/3(1 + tan (x))
= 2(1 + tan’(x))(tan (x) — /3)

_ Et puisque : (Vx € 1) tan(x) — \/§ < () (I = [ZIE‘M—D




*='tan(y 27r) J3—/x+3 e
= y—2m = Arctan(/— Jx+3) (car (y— 3;1-)5]_ -, 2

¢=ry-—27r+Arctan(\/_ Jx+3)
Donc: (Vx €J) £ (x) = 27 + Arctan(y/3 —/x +3) . _h

Résoudre dans R les égquations suivantes :
47r

1) (E,): Arctan(2x) =
2) (EE): Arctan(x) +A?’Cfan(%x) — %

3) (E:): Arc tan( 1 2xx )= 2Arctan(x)

47 T T
1)0”3:_7‘"5] 2’2[
Donc I'équation (£;) n’a pas de solution.

2)*0Ona: (E,) = tan (Arctan (X} Arcrcm(%x)) = ]

x+%x
- =1
5 3
]'—x.*z*x
Zats = 3x’+5x—2=0
&

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des o - 'ff




2 1.
oone: rctan( § ) + Arctan(§ )= + ko o K€ E
‘Et 'gtﬂfs.que HO< Arctan(%) < %‘ et 0 < Arctan (%) < %
Alors : 0 < Arcran(%) g Arctan(%') < lzf_
Clest-a-dire : 0 < Z-+km < 7

e 1 5
C’est-a-dire : 7l e 7

Et puisque: k€ Z, alors: k=0

Par suite : Arctan (%) i Arcfan(%) = %

Donc le nombre *:13— est une solution de I'équation (E,)
Conclusion : |
'ensemble de solutions de I'équation (E,) est: S = {3 }
3) » Soit x un élémentde R—{—1;1}

tan( Arctan(l %xxg )) = tan(2Arctan(x))

Ona: (Eg) =5
—% < 2Arctan(x) < %

2x _  2tan(Arctanx)

[—x" 1 — tan’ (Arctanx)
——g— < Arctan(x) < —i—%
P e .
1]l —-% 1=
=] <5 %

=—]1<x<1
* Est-ce que tout nombre compris entre

o -.l'
Vi, A
" F-'J' L]

e S

i

“Let1est une solution de I'équation (&

& B |
Tary LY Ny 4
SIS R
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Soit f une fonction continue et strictement croissante sur I'intervalle [7172'] telle | | *
que : f( 5 ) <Oet f(r)>1 "
Montrer qu’il existe un élément unique ¢ de l'intervalle ]—- 71‘[ tel que :

f(c) =(2¢ — 1)cos(c)

m profsalm.blogspot.com

On considere la fonction g définie sur l'intervalle [2 vzr] par :

g(x) = SE) — (2x — 1)cos(x)
La fonction g est continue sur [%x] car c’est la somme de deux fonctions
continues sur cet intervalle, d’autre part, pour tous a et b de [%r:rr] ona:

a < b= fla) < f(b) (car f eststrictement croissante sur [%‘*71’])

et: a<b=2a—1<2b—1
et: a < b = cos(a) > cos(b) (car la fonction cos est strictement

décroissante sur [%JTD
Donc: a < b = f(a)— (2a — 1)cos(a) < f(b) —(2b — 1) cos(b)

= g(a) < g(b) .
D’oul la fonction g est strictement croissante sur [*2—: 7{]

par suite, g est une bijection de [7%] vers l'intervalle

o((%F:7))=[s(5 ) s(m)] = [ AT )z + 22 =1]
et puisque : f(-z—) <

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonctions




1) Calculer lim f(x)

X—+oo

2) Déterminer les valeurs de a et b pour que la fonction f soit continue
I"intervalle ]——;21 * m[ 4

| _ _ _

| sotwwen g

e = It 31)(1\/1 +41 +2)
o +11 75 = 0 (car lim(vx+ 1 +2) =+oo)

2) © En utilisant les propriétés des opérations sur les fonctions continues, montre
que la fonction f est continue sur chacun des intervalles :

|-5-0[ ; [0;3] et 13, + oo

Par suite, [ est continue sur l'intervalle ]
continue a gauche en 0 et a droite en 3

ﬂ' l ) e
5 00[ Sl et seulement si elle est

: WS ol el P 7
et lim/f(x) = lim Rl > tal;l (x)cos (x) = im a0 (x) 1= cos(x) 3 1 .

Chapitre 1 |



On considére la fonction numérique f définie par :

1) = Aretan( 155

1) Déterminer D lI'ensemble de définition de la fonction f

2) Montrer que f est continue sur D
3) a- Montrer que f est une bijection de D vers un intervalle I que on

déterminera.
. b-Calculer f'(x) pourtout x de [

¢- En déduire que : (Vx € D) f(x) = /2 — Arctan(x)
f(x)

4) Calculer hm 7

|

oy — L
1)Ona: D={x€R/1+x#0 et Awm”&1+x)20}
={xeR/x#—1e %HI}O’

Etudier le signe de % J:x et en déduire que : D = |—1;1]

2) La fonction x — } J_rx est continue sur D

Donc la fonction x — Arctan( } ;x ) est aussi continue sur D

Et puisque : Arctan(} +x)_i>:. 0 pour tout x de D

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonctions

.....

pr= -

PPl | i
=




l._
35

OSSR ol : . et puisque f est con
SRR i S _ ssante sur D ’
B e o & ctrictement décroiss : :
g eSSt 1;1] vers Iintervalle :

)

L

A

1;1]) = [ £(1), lim f(x)[ = 0y/7]

i
SR TR
oF =

L W .
b -
-_"'_.-

¥

LS -
Lk
=]
- =

b 3 %
! !
i

Ap

= Fg,

3 k d

i i ¥

- -:-_I

O s T b

e L

_ AN

=

= CrEH

e

[ jl -
Lied,

S T s|ément de
“b- Soient x un élément de [Ou,/ —2—[ et y un elemen
Ona: f'n)=y=fy)=x

1_.
ﬁ\/ArCl‘an(l_’_i)_'x

1_
=Arctan(1 +§) S

¥

=
O
d
s4=
-
.
s
]
T

-1;1]

1_.

1 — tan(x?)
1 + tan(x?)

=y =
1=ry=tan(%4r-—f)

Donc : (V.x = [0\/%[) F ()= tan(—z*—xz)

¢c- Soient x un élément de |-1;1] et y un élément de [0’\/ "72_['[
Ona: f(x) =y e x=f"(y)

profsalm.blogspot.com
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On consideére la fonction g définie par: g(x) =x""'—2x"+1ou n € N" — {1}
1) Etudier les variations de g sur R”

2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique dans ]nz-!{ll =2[

1) La fonction g est dérivable sur R™ et pour tout x de R™

Ona: g'(x) =(n+1)x"—2nx’
=ln+1)x~— 2n]x"

D’ou le tableau de varlatrons de Ia fonctlon g sur R":

m
xﬂ ,O__ i g 1 2 + 00
g’ (x) -~ () o +

2(x)




Zn
lle [+1

s
I-\.

| :u i wh-? G“ﬁﬁh’lﬁl@ﬂ ;miﬂlle dans I interva
-“' ﬁtq’tf*

Exemce 13

r le segment [~ 1:1 1
Soit f une fonction continue su ] 1:1[ tel que : f(c) = c 5 E

e
| Montrer qu'il existe au moins un élément ¢ d iy

by e

2 _ (2= 1)f(c)—2¢ =0

On remarque que : f(c) = 57
Pour cela, on va considérer la fonction g définie sur 'intervalle [— |y 1] par :

b

gx) = e~ 1) () — 2 : Dl b
La fonction g est continue sur [—1:1] car les fonctions fetx—x"—letx

sont continues sur [—1;1]
etona: g(l)=—2etg(—1)=2

donc: g(1)Xg(—=1)<0 4
Par suite d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe au moins

élément ¢ de |—1;1] telque: g(c) =0 |

Par suite: (3c e |-1:1]) flc) = 622_01

| Erercice 144
On considere la fonction g définie sur R par : g(x) = |x \Arcrcm(Zx)
1) Etudier la parité de la fonction g
2) a- Montrer que la fonction g est strictement croissante sur R*
b- Montrer que la fonction g est une bijection de R vers R
c- Montrer que la fonction réciproque g' est Impaire.

3) On consideére la fonction numérique A, définie par :

m Chapitre |
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b= ¢ ViC t que 8 ; est CGntmue sur R s e
e fanction g est strictement croissante sur R*, et Bli ﬁ o ,F. j impaire

...l--q = F
W

i :-:n'L:B. y

-:i"'--'

continue sur R alors elle est strictement croissante sur R -?‘:-i’-‘ Sh

* En dédmre que g est une bijection de R vers g(R)y wis
g(R) =

c--Sment x et y deux élémentsde R,ona:
g'—x)=y=—x=g(y)
= x==g(y)
= X = g(—y) (car g est impaire)
=g (x)=—y
=—g (x)=y
Donc: (VxeR) g '(—x)=— g (x)

Par suite, la fonction g' est impaire.
3) a- Soit x un élémentde R,ona:

xeD,=g'(1—-x*)=0
— 1 —x>=> g(0) (g est continue et strictement croissante sur R)
e 1—x*=0
e—=— 1 <x=<1

Donc: D, =[—1;1]

b- ¢ La fonction x — 1 — x> est continue sur [—1;1] et g

Donc la fonction x — g ' (1 —x’) est continue sur |—1;1]
Et puisque cette fonction est positive sur —1;1] AN
alors la fonction x — "/ g (1 —x*) est continue sur [—1;1] ¥
Donc : la fonction A, est continue sur [—1;1] car c’est la somme
continues sur cet intervalle, par suite, la fonction h, est continue sur [0;1]

=3

est continue sur R

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fol s
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| g(l) Arctdn(Z)
-;Eﬁ“mﬂsque 2 > /3 alors Arcta,n (2) > Ar ctan(y/3)
C'est-a-dire : Arcran( 2) >Z T

Et puisque : 3 > | alors g(l) o]

b- La fonction u:x — g™' (1 — x?) est continue et strictement décroissante sur ﬁjl
Donc : u(]0;1[) = Ju(1);u(0)]
=g (0);¢7" (1)
=]0;¢7' ()]
Et puisque 1 < g(1) alors: g7'(1) < 1
Dot : u(]0: 1[) c Jo: 1|
C'est-a-dire : (Vx € ]0;1[) 7' (1 —x*) €]0; 1]
Dot : (Vx € ]0;1[) g (1—x%) > /g7 (1 — &
et puisque : (Vx € |0;1]) —x""' > —x”
alors : (Vx € 0;1]) huii(x) > h,(x)
c- Soit n un élémentde N'—{1},
Ona: x, € [0;1] donc: A, (x,) > h,(x,)

C'est-a-dire : h,.i(x,) > 0 (car h,(x,) = 0)

D"gﬁ $ hn-H (X,,) > hnH (xﬁﬂ) (Car kn+] (xn-H) = O)

Et puisque la fonction A
Alors : x, < X+

itre 1 y
M_— profsalm.blogspot.com
. . r— e - Hﬂ. &

1 st continue et strictement décroissante sur ]0;1| -.i'-'
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i a1
a- Montrer que la suite (v,) est géométrique. |
b- Calculer u, en fonction de n puis en déduire limu,

n—+oo 3
c- Calculer en fonction de 7 I3 somme: S, = _1__;__1__|___1_+ . +_L S
ul uz u3 sea uﬂ

5) On considere les suites (a,) et (b,) définies par :
a, = U, et b,, — U+ POUr tout n de N
Montrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes.

e
e [ =
-'_ :l'l .
-l i "1',
. il ,"'."'_ r
. o
T e = S
Y
g i
ST L
. ;’.1.‘

1)'«-Ona:—l~=%(£}I +-1—)
1

> Uy
1
Et puisque Z(ul 357 2%(14'2):% alors sz"%—

* Montrer que : u; = 5
2) Montrons par récurrence que: (Vn N) ":12* S, <1

-Ona:%ﬁuuil(car Hn:_é_)

Donc la propriété est vraie pour n = ()
*Ona: %SH]S 1 (car u, = 1)
Donc la propriété est vraie pour n = |
e Soit n un élémentde N
- | |
On suppose que : A Su,s1et bl S U1 = 1 et montrons que : JZ_ S itk s i)
Ona: 5 <u, <1 et <t <ldonc:l1<l <2et]s< L <>
n n+ |
Par suite : 2 < 1 : ! S4dou:l=< 1(1 # l )<2
' % Hn u!i‘f’l i . i 2 un urn-!rl 33

clestddire: 1 <1 <2 dou: L <y, < &

Un v 2

2”_!1 ';:.:".

3) Montrons par récurrence que: (VnEN) u,y, = 41 ~

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des foncti
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L
2

B - | et
. p,, '* H"‘+2 4un+l & I

ERe
.I\.__ :
s _qu

il T i

4 3-59!1: n un élément de N

3 4
*@ha: Va+t1 — u:_‘_l 3
4“::_1 4 p— 1 -_.1 +2‘

_1(1 4)__Lv

o 3 s |
Donc la suite (v,) est géométrique de raison g =—7
b- ® Soit n un élémentde N

4
Ona:v,= i g,donc: %;=§+Vn
3

Dou:u,,=4+3vﬂ 2

Et puisque la suite (v,) est geometrique de raison (—%) et de premier

e . 4 2
s 3 3

alors : v, = v q" = %( %)

par suite : u, = 1 ) pour tout n de N

3
4+2(-%

3
oOna: u, = » pourtout n de N
4+ 2(——%)

Et puisque : —1 < "'%— < 1 alors : Iim(--—%—)” =0

Chapitre 1
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Par suite: (Vne N") §, =

3 N
5) » Remarquons que (V&€ N) u,. = 2% — = f(u) ol f0) = g
< 4@ﬁj_'1 & | 4&1*’“1 Ao ik 'i?
e Montrons par récurrence que : a, < a,.; pour tout n de N R
1 R
Donc: a, = a o
- Soit n un élément de N sy

Supposons que d, = d,+, et montrons que a,«1 < A+ |
On a : a., = a.+1 et la fonction fof est croissante sur chaque intervalle de son

ensemble de définition

Donc : (fof) (a.) = (fof) (a.+1)

Et puisque : (fof) (a.) = f(f(a,)) = A fuz)) = Attzas1) = Uoner = Quss
et (fof)(@,+1) = an+2 alOrs: G, = Auea

par suite, la suite (a,) est croissante.
e On utilise la méme méthode pour montrer que la suite (b,) est décroissante.

e Montrons que lim(b, —a,) = 0

Fl =+ 00

Ona: lim(b,— a,) = lim(uz,+) — Usy )

n—+nog ne=+oo
.Et puisque la suite (u,) est convergente (liin Un = E) :
: . et o
alors : lim(uzns1 — ) = 7~ 7 =0 T
Hsd oo : -

par suite : lim(b, —a,) = 0

Nee ¥ 00

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonctions 5 .
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intervalle [0, T ool

4
‘i:

f une fonction dérivable sur |

!
=

T .
! X—Tmx ; X 0"_-—. par .
‘On considére la fonction g définie sur | lntervalle [ ) ]

g(x) = f(tanx); 0 S x < 5

O
g(5)=0 x|
1) a- Montrer que la fonction g est continue sur [0= )

(8
b- Montrer que la fonction g est dérivable sur ]0’ 9 [ | i 1
2) Montrer que : (3¢ €]0; + o) £/ (c) =0 (on peut appliquer le theore

T
Rolle sur la fonction g dans I'intervalle [0=-2—])
3) On suppose que f est deux fois dérivable sur J0, + oo| telle

(Vx €[0, + oo]) f"(x)#0
Montrer que le nombre ¢ est unique.

m profsalm.blogspot.com

1) a- La fonction x — tan(x) est continue sur [Oﬁ%[ et tan([O*%D c [0, + oof
Et puisque f est continue sur [0, + oo| :
alors la fonction x — f(tan(x)) est continue sur [Oﬂ—g-[ , Par suite la fonction g e

continue sur [O%[

D'autre part,ona: lim g(x) = lim f(tan(x)) = lim f(f) = 0 = g(gzz'_)

(%) ~(3) e
Donc la fonction g est continue a gauche en -%r—

par suite, la fonction g est continue sur [0—‘%]
b- Ecrire une rédaction similaire POUr montrer que ¢ est dérivable sur ]o,lzr-[

2) La fonction g est contin = gios 3
e Rt [0 2] et dérivable sur ]Os%[ et on

IR
2(0) = g(%)
Donc d'apres le théoréme de Rolle. j| existe
’ ad
a-dire : (1 + tan’(@))f’ (tan(a)) = ( 3 ]

iil Chapitre 1
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On considere les suites (a,) et (b,) définies par :

arl' + bﬂ an b"

=2, 00= 1, an="5"" et b= pour tout n de N

1) Monter que, pour tout n de N : a,.; — b+ = éf(l;_f;)z) et 0 <b, < @,

2) Etudier la monotonie de chacune des deux suites (a.) et (b.)

3) Montrer que (Vhe N) a,:1 — bpsi < 17(«:1” = b,) |
4) Montrer que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, puis en déduire qu’elles sont |
convergentes et déterminer leur limite commune.

1) ¢ Soit n un élément de N

LS CI,; + bn anbn
Ona: ﬂn+|‘-bn+1 = 9 ot

gn + bn 2an bn — (aﬂ + bﬂ)2 by 4anbn
2 d, + br: 2 (an + bh‘)

o - (aﬂ' == b-"l)2
- ala,t i)

eMontrons par récurrence que : (Vn € N) 0 <b, <a,

|

*Pour n=0ona: a =2 et by, = 1

Poneg: 0 < b, < a |
* Soit n un élément de N, supposons que 0 < b, <a, et montrons que

S

0 < bﬂ*l < aﬂ+ | | ._-_.:.. :__ :;*: -




i

>7 b,,(an A bn)
T ey

b,(a»— b
Et puisque 0 < b, < a, alors — “1 - > 0

par suite, la suite (b,) est croissante.

3) Soit n un élément de N

2.,
i g, D, — b

R £
Olna . Ap+i _bn+l o % < +b (an bn)
a.—b,
Et puisque 0 < a,— b, < a,+ b, alors : Sy <1

t _Ian-bn<__1_
par suite . ZCIH"'bﬂ 2,

BONc . @1 — Du < -Q—(an —b,)

) » On a vu que la suite (a,) est décroissante et la suite (b,) est croissante

e Montrer par récurrence que : (Vn € N) 0<a,=b.< (%

de la question précédente)
Et en déduire que : lim(a,—b,) =0

ne—+m

par suite, les suites (a,) et (b,) sont adjacentes
donc elles sont convergentes et elles ont la méme limite.

nestou

.'.-:-.1*,;:-,,- sque : (VYn e N) b,., = 3"?:’ alors (Vn € N) @, bysy =

ar suite (a,b,) est une suite constante de valeur a,b, = 2
Donc: (Vn € N) a,b, = 2 et par suite : (" =2

“» Onpose : lima, = (

—-) (utiliser le résultat




X Arc tan( + Arc tan | &
f() i J_

1) Calculer fV3), lunf(x) et lim f(x)

X—=—00

2) Vérifier que (Vx € D) (%) =
3) Montrer que :

(Vx € J-o0; = V3[U]0; + oo )f(x) = &
3—1)

et (vx € ]-v/3;0[) f(x) =
(2\/§+ 1)=_2,_;_z_

4) En déduire que : Arctan( 3

1) Vérifier que : f(43) = Arctan( )+ Arc zan(_xgl) _z

V3

: T AT i R

et imf(x) =—7 —'g =—73 et limfe=0+3=3 il
2) En utilisant la formule : [Arctan(u(x))]= ' >, montrer que :
: 1+ [u(x)] Wi

3)Ona: (Vxe D) f (x) = e

donclafonction f est constante sur chacun des intervalles J—oo0; — /3], |-¥/3 0
et |0; + oo

par suite : (Vx € ]0; + oof) f(x) = (/3) =3 (/3 €]0; + o)

et (Vx € J-o0; — /3] )f(x) = lim f(x) = 5
et (Vx € ]—ﬁ;O[) f(x) = limf(x) = 25{{

243 -1
4)Ona: f(2) =Arf.'tan(é) | Arcfan(—zﬂﬁ )

gy gl
et f("'2)=Arctan( ;) Arclan(ﬂ 2 +/3 )

24/3 + 1
=-Arctan(%~)+Arctan( 2‘/: \/5 )

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude d_il'_._ ! .i,'._;_. 1S



3 n considére la fonction f définie par: f(x) =—1+ J/x — Arctan(x)

. et Vo R 3
trer que : (Vx € R*) x — 3 < Arctan(x) < .
‘;;j_v.'..‘_}a*ﬂtrer que I'ensemble de définition de la fonctlon f est R" puis ca ul

J’
r.r

13) :Etud’i-er la dérivabilité de la fonction f & droite en O puis interpréte
| géométriguement le résultat. |
| 4) Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout x de R"

5) a- Montrer que f est une bijection de R’ vers un intervalle J que ifj

| déterminera. 4
b- Etudier la dérivabilité de la fonction f ' sur l'intervalle J :

c- Soit @ l'unique solution de I'équation f(x) =

Montrer que : (') (0) = 2(1 4 #)

A Solution

ﬁ’MGntrer que la fonction u:x — Arctan(x) — x est strictement décroissante
"R en montrant gue (Vxe R)u' (x) <0 '

 (Vxe RY) ux) < u(0)
Cest-a-dire : (Vx € R")Arctan(x) —x < ()
ﬂﬂ : (Vx e R") Arctan(x) < x

irer que la fonction v:x — Arctan(x) — x + —3" est strictement cronss

ﬂ montrant que (Vx € R)v' (x) =
»éﬁ*) v(x) = v(0)

en ¢ ' E; (Vx € R') Arctan(x) > x — _3%.
' #ﬁ R
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Et puisque : lun@ 0

x=0"

fx — Arctanx

alors : lim v =)
x—0"

c’est-a-dire : lunf(’jg JS(O) o

x=0"

par suite, la fonction f est dérivable a droiteen 0 etona: f4(0) =0 = "“1
e Interprétation géométrique : _
La représentation graphique de la fonction f admet a droite au point A(0;—1)

une demi-tangente horizontale.
4) La fonction x — x — Arctan(x) est dérivable et strictement positive sur R

Donc la fonction x — \/:’r — Arctan(x) est dérivable sur R™

par suite la fonction f est dérivable sur R"
2 2

]
4 P fo\ — l 1F+Hx — X — —3 H_ff‘
etona: (vxeR") f (x) = 2/x—Arctan(x)  2(1 + x*) v/ x — Arc tan(x)

5) a- Il est évident que : (Vx € R") f7(x) > 0
Donc la fonction / est strictement croissante sur R ik

Et puisque f est continue sur R* alors f estune bijection de R* vers

Vintervalle : J = f(R") = [ f(0), lim (0] = [—1; + oo
._h-f’?_'  fonction [ est dérivable sur R* et (vx € R™)f' (%) #0 :
£ est dérivable sur fR") = ]-1; + oo

Limites - Continuité - . Dérivabilité - Limite d’umm ?
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par st fff‘m)“ =2(1+7)

=
.
|
-\_ N
¥

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un segment [a,b] telle que :

+
A252) = 3 r@ +f)] "
1) Montrer qu'’il existe deux nombres ¢ et d tels que : a < ¢ < & 2 y <d<bet
fe)=f(d) 9

2) En déduire qu’il existe au moins un nombre @ de |a,b| tel que " (@) = 0

———— e —

—_ e e —

e

1) La fonction f est dérivable sur [a, d ; b ]
a+b]
2

Donc elle est continue sur [a,

Donc d'apres le théoreme des accroissements finis -

(aee]a,%—b-[)f(a+b) fla) = (a+b )f(c)

fﬁﬁe ta méme fagon, on montre qu’il existe un nombr ]a it 2
ol ".' 4 e d de ' g F-r'-':p:'." .
P =fla) = b-af' @ et

d@yx nombres ¢ et d tels e, a5 00k ﬁ ;o8

A "4":1!._"

S : ! :-"" - por -:' | :
i !.1'*__ - ‘ .-thr i -
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@h’cmsrdére Ia fonction f définie sur R par: f(x) = Arctan(
| 1) Calculer lim f(x) et lim f(x)

2) a- Montrer que : (V¢ € R*")Arctan(z) + Arc tan(—lf-) = -7-21'—-

b- En déduire que : (Vx € R) f(— x) = & —f(x)
3) Soit g larestrictionde f a R*
a- Montrer que la fonction g est une bijection de R" vers un intervalle que I’oﬁ

déterminera. A _ s
.’X.' I ? x E 1
b- Montrer que la fonction g™ est définie par : g (x) tan(Zx) ] 4 [
=1 ( T ) g
& \4

c- En déduire que : (Vx € R) f(x) = ﬁ %Arctan(x)

m sy

1)Ona: lim(y1+ x> —x) =+o0

donc: lim f(x) = limArctan(yx’+ 1 —x) = limArctan(s) = _TQE.
1 = | i .
etona: lim(y1+x" —x)= = lim—=—=s—= 0 (car lim(y/1+ 2* + x) =+ o0)

lim f(x) = limArc tan(/1 +x* + x) = Artcan(0) = 0 (car la fonction

X —T00

donc :

X—+c0

Arctan est continue en 0)
2) a- Soit ¢ un élément de K™

| T |
Ona: tﬂﬂ(‘g A"Cm”(r)) tan (Arctan(f)) B tan( 2 a) ~ tan(@) )

n
et comme () < %—-Ammn([) < 2 car: 0 < Arctan(t) < ol

alors -‘% — Arctan(t) = Arc ta”('l{)

c'est-a-dire : Arctan(t) + Arc tan(%-) = —g—

il i




ia \ction f est continue sur R
et par suite sa restriction g 8 R* est continue sur R

*@9 b)E(RF,ona:a<b=y/l+a +a</1+b'+b
;E-"::;Piﬁ'j.' 1 5 1

B " N+d+a” J1+b+b
wfTFa—a>IFF b
= Arctan(V1 +a* —a) > Arc tan(y/1+ b* — b)
= g(a) > g(b)
donc la fonction g est strictement décroissante sur R" (on peut trouver le mé
résultat en calculant la derivée de g). =
* De ce qui précede, on conclut que g est une bijection de R* vers

g(R") = |limg(x), g(0)] ] ]
b- Soient x un élément de ]O;T] et y unélémentde R*,ona:

g W=yesx=g(y
& x = Arctan(y/1 + y* — y)

@y+tan(x)=\/1+y2 ;le
& 2ytan(x) + tan’(x) = 1 i
I =tan”(x)

= Yy=

2 tan(x)




o2y = Arctan(l ) (car 2y € ]O;LZL[)

£

o 2y = g Arctan(x) (car Arctan(x) + Arctan("lf) % %J b ,'::

Sy = 'g % Arctan(x)

donc : (Vx € R")f(x) = - — 5 Arctan(x)

o Soit x un élémentde R, ona: f(x) =45 —f(—x) (dapres 2)b-)

( z 5 Arctan(— x)) (car (-x eR")

i % Arctan(x)

e
 e—

!
2
T
2
T
s

donc: (Vx € R77)f(x) = g 12Arctan(x)

eOna: f(0) % et z aArctan(O) = %

donc: f(0) = 741' %Arcmn(())

Conclusion :
(VxeR) f(x) = ‘Z éArctan(x)

| crerice 224

On admet que : (V(x;y;z) € (R")?) (x +y+2)" = 27xyz

i PﬁﬂrmUt n de N, On pOSE - un+l - _:]j-(un + vn + wn)

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude de: ':.r'. o
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....

‘men N on suppose que: w, <V,
‘%‘F w..)” 27U Vu W,

= Vu,,v,,w,, c'est-a-dire : U+ = Va+1

LR GRY 2
: n Vi wﬂ);unvuwn
e e 3 ror (L1 )5
o U, +vﬂ W, i SJHHVHWH ,parsu'te B(er | Vi i Wi ; Va+1
1

|
:> ’ ‘ L] {
T AT GO : Wiei = Vyo

parsuite : w,. =< V,+1 < Uy
2) a- Soit n un élémentde N

c’est-a-dire :

L Ona: Hn+| _*un ='%_(un+ Vn+wn)_ Hﬂ

— :]3—((1;ﬂ —u,) +(w,— u,))

Et puisque v,—u, <0 et w,—u, <0
alors u,.; — u, < 0, par suite, la suite (i,) est décroissante

B 1 _1/1 1,1 1
*Ona: Wos1 = W, 3(14, Wa U, w,,) 9
Et puisque w, < u, et w, <

B o] ] <0

i: O dOI"ICZ Wi+ ; W,




Montrer que : (Vn € N)(3! /S T 1
1) Montrer g S ) + (n+ 1) x| ) tan(x,) = Xa

2) a- Déterminer la limite de la suite (x,)
b- Montrer que : (Vne N) x, = (n+ 1)7 + Arctan(x,)

3) Pour tout 7 de N, on pose: u, = %-F (n+ 17—,
a- Montrer gque la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

n—+oo

1) Soit n un élément de N
eMontrer que la fonction g:x — tan(x) —x est une bijection de l'intervalle

]—72?--+n7£',"2—+(n+ l)fr[ vers R

e Donc I'éguation g(x) = 0 admet une solution unique x, dans l'intervalle

|Z 407, 5+ (n+ D7l

cest-a-dire (E'Ix,., & ‘% +nr, % +(n+ UED tan(x,) = x,

n-—<+oo

H,” a:(vneN) x,> _j +nn ex |1I‘I‘l(—“2— a ¢ mr) =40

™
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:“? ﬁlfte (u,.) est convergente et sa limite est é83|e CRY |
'- £ | s 2
b- sait que : (vt € R™) Arctan(t) + Arctan ( ) 2 -
S t n un élément de N

‘na U, = —Z——Arctan (x,) et x, € R"

Donc : u, = Arctan( ;ﬂ )

..F

Arcran( ch ) .

|
D'ou : nu, = nArctan( x,,) T T
X
Et puisque l_lin"lj = 0 (car lfﬂx =+o0)
flx) = Arctin () . x # 0 est continue en 0

et la fonction f définie par :

o) =1

x") = lim ) =f(0) =1

n-—+oo

: -g—+n7r A <12T*+(n+ )7, donc :

n |
G i
Xn T
2n+7r
~Let lim I R
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INBEGVES " o) ¢ X e e e R
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonor

1) a- Calculer }.1.13.1 f(x) et lim f(x)

X==0o0

b- Montrer que la fonction £ est continue en (- 2)
2) a- Etudier la dérivabilité de la fonction f agauche en (—2), D‘ulsm |
géométriquement le résultat. S

b- Montrer que : (Vi€ R*) ¢ — ‘%‘ < Arctan(t) < ¢ B

: 3ibia g e i

c- Etudier la dérivabilité de la fonction J adroite en (—2), puis interpréter |

géométriquement le résultat. .
3) a- Calculer f'(x) pour tout x de K—1—2¢ %

b- Etudier les variations de la fonction h:f — —° Arctan (t) sur R

1BS
c- Donner le tableau de variations de la fonction .

4) a- Etudier la branche infinie de la courbe (C) au voisinage de +oo

b- Montrer que la droite d’équation y = 2x + 4 est une asymptote oblique a
la courbe (C) au voisinage de —oo
¢- Construire la courbe (C)
5) On considére la suite numérique (u,) définie par :
uo =1 et u,.. = flu,) pour tout n de N
a- Montrerque : (Vhne N) 0<uy,<1
b- Montrer que I'equation f(x) = x admet une solution unique @ dans
I'intervalle ]0;1]
¢- Montrer que : (Vx €|0;1]) | ' (x) |< % (On peut utiliser le résultat de
la question 3)b-)
d- Montrer que : (Vne N) |u,., — a| < %M”—- a |

e- En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite. l

e

1)a-0na: lim f(x) = lim """ €12 2

x—=+oo X =+ X + 2

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des"



= lm 1
x—(—2)

1/x +2;

Wau f n’est pas dérivable a gauche en (— 2) E
| mterpretatlon géométrique : la courbe (C) admet au point A(—2;1) une
demi-tangente verticale dirigée vers le bas.

b- Etudier les variations de chacune des fonctions

3
f— Arctan(t)—t¢ et rr——-Arctan(t)—t-l-% et en déduire que :

3
(VteR*)r—-%—EArcran(t)Sr

, o —=1—2) . Arctan(x+2)—(x+ 2)
. Ona':r:u X2 111:{];1,:* (x+2)°
= [ Arctant — t
B £

3

Et puisque (VIe R") 1 — ~3— < Arctan(t) <t

Arctan(t)—t
t?

alors : (Ve R"’) --—__ <

par suite lim Arct?;zt—-t =0 car lim _3_1‘ =0
t=0* t-0*
3 s~ 2 . . . .
D'ou : S )x+f£ - = (), donc la fonction f est dérivable a droite en
:—-[*2}

(=2)etona: fu(-2)=
:,_ : nterprétation géométrique la courbe (C) admet a droite au point A(— 2; 1
_une demi-tangente horizontale.

Chapitre 1




alors (Vx € ]-o0;—2[) f/(x) > 0 (] -
d’ou le tableau de variations de f : A

X pelt =y +00
JE(x) + it | 2
1
f(x) \
,h W 0

4) a-Ona: limf(x) =

X =100

Donc la courbe (C) admet, au voisinage de +oo, une asymptote horizontale
d’équation y = 0
b-Ona: limf(x)— (2x+4) = Ilm Jxi+2x—(x+1)

X == 00

l_\/x +2x

=

== Ilm— -

car lim(x+ 1) =—o0 et lim— x>+ 2x =—o0

X==w X——00

"r

Donc la droite d’équation y = 2x + 4 est une asymptote oblique a la courbg <
Rt

Limites - Cotifgtf nP bioguisot eote d’une suite - Etude des fonctions
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rrécurrence que (Vn e N)0 < u, <1 en utilisant la
la fonction f sur [0;1]

' Ia fonction g:x — f(x) —x et montrer gu’elle est continue ef

' i monotone sur [0;1], et puisque g(0) X g(1) < 0 alors I'équation
g .-'»0 c’est-a-dire 'équation f(x) = x admet une solution unique « dan
- Vlintervalle JO;1[ (ona @ # 0 et a # 1 car g(0) X g(1) # 0) 1

_ -—-l'

- Lo ot -:Hl"
ﬁ
:l-"

it x un élément de [0;1]
0SxS122<x+2<3
= h(3) = h(x+ 2) <h(2)et 9 € g_

) x+2)°
:( 10 Arctan(B)) Bix+ 7)) = {Z—Arcl‘ane))

=9 (Arctan(Z) - —2*) ==f () S% Arcmﬂ(3)

"f’(x)ﬁ%

B alrwi<s
| }.;_,:-_'ctlon f est conhnue sur [0;1] et dérivable sur ]0:1[
]9 1Dy (x)l<
que ﬁé[O 1] et (Vn & N)u,, 10; 1
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On considére la fonction f; définie sur R* par: £,(x) = x" -+ Arctan(x)— 1 o n & N

q—l‘-.-. AL =.r

1) Montrer que, pour tout n de N', I'équation f,(x) = 0 admet une solution uni- |
que x, dans R" et que 0 < x, < 1 .

2) a- Vérifier que : (Vn € N') £ (x.) = ()" (x, — 1)
b- En déduire que la suite (x,),., est croissante
3) a- Montrer que la suite (x.,).-, est convergente
b- On pose : lim x, = £, montrer que: (Vn e N') x, <

n—+oo

c- En déduire que : ¢ = |

|
: S b
. _
| y
LS . g
i
i

1) Soit n élément de N’
La fonction f. est continue et strictement croissante sur R”

Donc f, est une bijection de R* vers £,(RY) =[-1, + 0|
Et puisque 0 € £,(R") alors I'équation f.(x) =0 admet une solution unique x,

dans R’ 2
Et puisque £(0) X £(1) <0 (£(0) =—T1et f(1) =)

alors 0 < x, < 1
2) a- Soit n un élément de N

Ona: firlx,) = (x,)"" + Arctan(x,)— 1

'-3 vk

Et puisque f,(x,) = 0 alors Arctan(x,)—1 == (x,)"

Parsuite; £..(x,) = (x.)""' — (x)" = ()" (xa — 1)
b- Soit n un élément de IN'
R | < 0 et (x,)" >0 (car 0 < x, < 1)

Donc f.(x,) < 0 cest-a-dire fi+1(x,) < £l
Et puisque la fonction f,., est strictement croissante sur R

alors x, < x,,,, Donc la suite (x.)..o est croissante

'r‘- N "--_'




hm (1 — Arctan(x,)) = 0 car (x,)" + Arctan(x,)—1 =0

u-—-+m

= T-.
l‘afﬂ t-3-dire : 1 — Arctan(0) = 0 car la fonction Arctan est continue sur R

_3-dire : Arctan(0) =1
ff_E{'t;;p'u‘isque 0<0<1alors 0 <Arctan(l) < %

Parsuite 0 =1 < % ce qui est faux, Donc ( = 1

On considére la fonction numérique f, telle que : f.(x)=—1 +Zxk

ne N —{1} o

1) a- Etudier les variations de la fonction f, sur R" et calculer £,(0) et £(1)
b- Montrer que, pour tout n supérieur a 1, I'équation f,(x) =0 admet
solution unique a, dans l'intervalle [0; 1| puis déterminer «,

2) a-Montrer que: (Yn € N' = {1}) fi1(@0i1) = fil@ui ) + (@) .
| que : f,(a.+1) <0 ( 1) eten dEd

b- Montrer que la suite (a,),-, est décroissante, puis étudier sa convergenc '

¢- Montrer : - Lo e O]
o que: (VxeR-{1}) f(x) = prpen ’T et en déduire que :

18




___________

fonction { est mntl nue et strlcte ment croi*ssa:nte @@F

danc I'équation f,(x) = 0 admet une solution unique a, &aﬁ&

§ = i
b ir 1d
I e . ] i TES ]
R AR s -~
_'. i :-.:: ﬁ:_'-;r'; | "..{-. ‘:‘; "-' ":"Ii. | |.

@'ﬁﬁ"ﬂ*ﬁ(ﬁn) =0 et a:c ]0 1[

sest-3-dire : (@.f +@.—1=0et 2 €]0,1]
e 1

D'ou: @2 = ‘/—2

2) a- Soit n un élément de N — {1}

n+1

Cya ﬁﬂ(aﬂﬂ) g +Z(Gn+1)k
=—1 +ZI:(&'”+1)*+ (Cx”+|)n+l :ﬁ:(frn+1) (anﬂ)

n+1

n+1

Et puisque fi+1(2.+1) = 0, alors FA@r1) == (@ni1)

Par suite fi(@,+1) <0
b- Soit n un élément de N"—{1}
Ona: fi(@.) < 0 cest-a-dire Flser) < RlER)

¥
-
''''''

Et puisque la fonction f, est continue est strictement croissante sur R

alors @,+: < @,, par suite, la suite (a,),-, est decroissante
Et puisqu’elle est minorée (par 0) alors elle est convergente

c- # Soit x un élément de R —11}
n+ |

On a: (Vn22)§:x = ,111_ X = xlﬁ_x (Ex est une somm
k=1

consécutifs d’une suite géométrique de raison x)

e ¥ 't —
Pt x - x" — Iy + 1
Dones(vn > 2) ) =~ 1+ 75 = 5

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fon

e de termes




20 et soit (C) sa courbe représentative dans

X x <) repere orthonormé.

Arctan(x)
M@ﬂtrer que f estcontinue en 0
ﬂ@ En appliquant le théoréme des accrmssements finis a la fonction Arctan

| montrer que : (Vx <0) x <Arctan(x) <

1 + X
b- Etudier la dérivabilité de J adroite et a gauche en 0, et interpréter géomeé-
| triguement les résultats

i

| 3)a-Calculer lim f(x) et lim f(x)

X =00

" ntrer que lim x (7 + 2Arctan(x)) =- 7




.l- s

1111

11: x un élémentde R

)nction Arctan est continue sur l'intervalle [x,0] et dériva&l’*eﬂﬁ
lan:e d’apres le théoreme des accroissements finis :

(3c € |x,0)) Arctan(x)— Arctan(0) = (x — 0)(Arctan)' (c)

cest-a-dire : (3c € ]xO[ Arctan(x) = 1 _fcz

Et puisque x < ¢ < 0, montrer que : x < Arctan(x) < T

f ar—(0) Arctan(x) * o
b-eOna: x—0 }LH;_ 2 p

.:—-{}

'''''''''''

=—2

Donc f est dérivable a droiteen 0 et f.(0) =—

X

O i, Arctan()

x—=0
| Arctan(x) — x 1
—I—Hn]( x) % Arctan(x)

X

(8

Et puisque : (Vx € R~ x <Arctan(x) < 1 fxz

Arctan(x)—x = —x

alors: (Vxe R )0 < . <1+x2

Arctan(x) — x

En déduire que : lim - = ()
x—0

' ~ 0
Et puisque lim Arct;m(x) =1, alors lirnf(x; _{)( ) 0

Par suite, f est dérivable a gauche en O et f.(0) =
Et puisque £(0) # f,(0) alors [ n ‘est pas derwable en 0

Interprétation géométrique : i
La mee (C) admet au point A(0,7) deux demi-tangentes, ['une h d; | e
coefficient directeur (— 2) et l'autre a gauche horizontale e
f ér fler que: lim f(x) =0 et lim f (x) =+o0

X st o

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude des fonction




AT .:"

22‘(7 — Arctan (t)) = Ilm 21‘Arctan(

i
g Arc(trjﬂ;(t ) % E_Hﬂl“ 5 Arctin () 9

f—+00

{ \
@wa lim f(x) = ~'_

X—+oo

i@murbe (C) admet au voisinage de +oc, une asymptote horizontale d’équs

3 a: lim f(x) =+oo

_f(x) B T
e X ,lj_ij Arctan(x) 2

T x(r+ 2Arctan(x)) _ =2 _ 4
,ﬁf(x)+2x-—xl__1r25 Arctan(x) ; _12; T

3 ¢ la courbe (C) admet, au voisinage de —oo, une asymptote oblique d’éq
£ ’f‘.i; ,.} “L y D - 2x + _
‘r:f-.- _ fier que la fonction f est dérivable sur chacun des intervalles |0, + m[

que (VxeR") f'(x) = ] _é:

'. .::___ - R.. + ) f (x ) e (Arc ﬂ' ( A retan ( x)

tan(x))’ + x2 )

_'|.+' |

st ﬁécralsﬁante sur chacun des intervalles ] 10, + o

| ¥
0.
e ﬁ "1.--* Tk
2
I

£y { ’:V#ER)f (x) <0 & 'w

'..
< = =1
T 8|

_ #JJ:P‘ 1 &
&0 B _.l'\-:.. I h
S ¥ '3 L L ':J ) ,l;-
B e .Jr :. Ef .0
> ® _'.-' H—"' 24, ‘-.-..,,'
; *,F ‘_|.| oV g ?

[ Lalefe [ FANT I ;
; T ¥ F i
e e ;_.-.‘_.,..:__ oy -I'.'-":T- 4"!' *-F e _I"




5) a- Soit 7 un élément de N’

Ona: u,= ikf(k)
k=1
= ik(ﬂ' — 2Arctan(k)) = i zk(-g— — Arctan (k)) == zﬂ:ZkArctan(lr)
k=1 e G

Donc: (Yne N') u, = zik Arctaﬂ(%)

A= 1

b- Soit n un élément de N’

pourtoutkdeNtelquel<k‘:H0 “}; IE

| Donc Arctan( -1;;) > Arctan(;;) c’est-a-dire : kArc tan(%c-) 2 kArc tan (—}1—)

ZZk Arctan(;l;) ‘est-a-dire : u, = 2Arctan(-%;).ik
k=1

k=1

p MU, 2 2Arct aﬂ(_rlf) : (ni-l- H

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etudld

gl oy
| ey fagre

I"-l‘i.-ﬂ S e "- = '
- | Lty e B i il =




P B sfinie sur "
Pour t mt entlﬁr naturel non nul 7, on considere la fonction f définie sur R pa

} =x’+nx—n

b ) Montrer que pour tout n € N* léquation fi(x) =
- | x, dans R etque 0 <x, <1

2) Montrer que la suite (x.).=1 est croissante puis qu’e

1‘ 3) Montrer que : (Vvne N') 1 — —1* < x, < 1 et en déduire ,,ll.mm'x"

0 admet une solution um

lle est convergente

1) e Soit 7 un élément de N'
La fonction f, est dérivable sur R etona: (vxeR) f.lx)= 3x*+n >0
donc la fonction £, est strictement croissante sur IR

par suite, la fonction £, est une bijection de R vers £(R) =

Or 0 € £(R) donc I'équation f,(x) = 0 admet une solution unique x, dans R

e Soit n un élément de N’

() =0, (0)=—net f(1)=1

Donc: £(0) < fi(x,) < £ (1)

Or la fonction f, est continue et strictement croissante sur R
PoRc; 0 <ux, <1

2) ¢ Soient n un élément de N" et x un élément de ]0;1]
() - L) = t+t(nt+tD)x—(n+1)—(’+nx—n)

=x— 1

ﬁﬁnc (Vx € ]0;1]) fie1(x) < fi(x)
#gﬂmme o € J0;1] ona: £ (X)) < £(%))
est-a. a-dire : 0 < £, (x,0)

" L= * oy
';' .'.'ir.*-,a"l... '{ H
| ----1:. = LN
-
" Vs T
.--'



N . 8 o o P (s
1) On consideére la fonction f définie sur [—1, + o[ par: flx) = e {8

a- Montrer que I'équation f(x) =x admetune seule solution @ dans l'intervalle
b- Montrer qué (‘v’x = [O’TD L F )] = g
2) On considére la suite numérique (i,).en définie par: uo =75 et

(Vn E N) Un+1 =f(un)
da
a- Montrer que : (Vn € N)u, € [O,—z—]

T |
b- Montrer que : (v € N) |1 — @ ISg\un- a |

in+ 1
c- En déduire que : (Vn € N) lu, — a | < (-12—) puis que la suite (u,) est conver-

gente en déterminant sa limite
d- Vérifier que u, est une valeur approchée de &

3 107

TP — v ——

A Solution

‘1) a- On considere la fonction g:x — fx=x

Y “ "‘:I'-_-r

ontinu
- N l‘?‘hh e

» - ]

g est continue sur [O,-H car somme de deux fonctions

)

f
. .' l'l:-- - : # b T
= :-'_E" L

Limites - Continuité - Dérivabilit - Limite d'une suite - Etude des fonctio
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ol

1
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2 5

1 --'_r ._ F e T AN .-Ta-. i :
i r _: L & AT _"'.g_:;"lt

ol I e L g ) PO LR T
- y = o T IEEE Fal o
quation f(x) = x, admet une solutior

Ak st il g iy bl et i 'i--".‘-;" ‘,._.-'-. i B 3 ’
s’
. ! -1.'I - &y :
. & i

_l
t

%

4 = 5*dll‘e | (x0)] < <
:@- Montrons par récurrence que (Ve N)u, € [0 —%]
eOna:u= % donc u, € [O%J

~*Soit n € N, supposons que : u, € [Oé—]

donc f(u,) [ D c’'est-a-dire que u,., € f([ D

Or f est continue et strictement décroissante sur [O, %—]

ﬁﬂﬂt' Un+1 € [ %)J (O)] c’est-a-dire : u,., € \/-2_ 1

1 V2+/3 2
: nc FlUner € [0;2—-]

b La fonction f est continue sur [O,Q—J et dérivable sur ]031

%e JO D | f ()| < —é-

et comm ae[O,-Q-J et (VneN)une[o,%]

Mo d'ap yrés I'i - | Hond

al {_;:_3__%:_& s 'inégalité des accroissements finis, on a :

(vr flu) =~ f(@)| < {u,~ o |
| ﬁEN)lum“ali'-lu,,—a'l
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i .'-: LY b | il bl L ¥ S e B
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. 2 Onc uﬂﬂf‘l —_— ﬁ < B oy .-
- T, I} o 1 r
. "l [ - 'l
= .L.-\.Ill i * IIL,.\Il ™ *I" b' - i
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ns que la suite (u,) est convergentg

: limu, = @

1 %3+ e
h—a|< (“2—) donc: | —us| < (%)m S SR

10 b
par suite, la — ;| < 107 car (“15) =10 g

donc u; est une valeur approchée de @ a 10~

On considére la fonction f définie sur R" par f(x) = Arctan(?k/z + 2‘-\/})
1) Etudier la dérivabilité de f adroiteen O

2) Montrer que f est dérivable sur R** et calculer f'(x) pourtout x € R™
3) Montrer que f admet une fonction réciproque f' dont on déterminera son
domaine de définition ./

4) Etudier la dérivabilité de [ sur J

5) Calculer f'(x) pour tout x €/

6) a- Montrer que pour tout 7 € N I'équation f(x) = —};1— admet une solution uni:
que x, dans R"

b- Montrer que : (Vn € N') 0 <x, <1

| S*Etudier la monotonie de la suite (x,)nen
i déduire que la suite (x,).=1 €st convergente et déterminer sa |im‘ite

i R ———e e

|

S ——— e

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude m ; :"_f":
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par sul _:._.{,,_4;5 ibn f n’est pas dérivable a droite en Zéro
flontro sque f est dérivable sur R*

1 “ ion x — %/x + 2%/x est dérivable sur R*" car somme de deux fan ctig

l‘es sur R"

me la fonction x — Arctan(x) est dérivable sur R

;,f_‘fﬂ}fﬁ:f%l*a-*fﬂnctmn f est dérivable sur R"

‘» Calculons £ ()

ﬁ‘mt xeR",ona:

= 1+(3f+2ﬁf)
3[1+(3»/_+2ﬁ/_)2]

3) La fonction f est continue sur R’
La fonction f est strictement croissante sur R* car: (Vvx € R™") £/ (x) >0

Donc f est une bijection de R* vers /= f(R") = [ £(0), 1_@ f(x)[
Ona: f(0) =0 et lim f(x) = lim Arctan(t) = -2—

X —t00 }—++00

Donc f est une bijection de R' vers J = [0’7[

eipar suite f admet une fonction réciproque f' définie sur J = [O,%[
)*Ona f estdérivable sur R et (vx € R") f"(x) # 0

TN T
-I.- "k
h

'“u:uf la fonction ™' est dérivable sur f(IR"") —] ,E[

2B
J

: "uﬁ rﬂ aa ‘e parton a :

L



-ﬁ} (X ; -a-y=¢x f(y)
o =X = Arctan(}/y +24/y)
— %y +2%/y = tan(x)
¢=r(ﬁ\/;)2+2ﬁ y+1=tan(x)+1
@(6\/§+1)2=1+tan(x)

—%/y+1=41+tan(x) (car &/y+1 > 0)

&L y=(y/1+tan(x) — 1)

Dnnc:(VxE[ Df(x)—(\/1+tan(x)-—l)

6) a- Soit n € N’ . 1 :
Comme f est une bijection de R" vers [0;—5[ et — € [O;—z—[

~1- admet une solution unique x, dans R’

Alors I'équation f(x) =
or f(0) =0 donc x, € R“
b-Soit neN",ona:

£(0)=0, fix) = et f(1) = Arctan(3)

et comme ; ) < -}; <1 < Arctan(3)

Donc: £(0) < f(x,) < f(1)

Or f est continue et strictement croissante sur R’
Pontsd < x, < 1

1
mntinue et strictement croissante sur R’

ar (x,).-1 est décroissante (strictement)

< -1— cest-a-dire : f(x.1) < f(xa)

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d'unl

F ot N T :'_'




1
re la fonction f définie sur R" par: ST e an(x) x#f_
h- f(x) =9 ~

I:h” . x—to
rer que f est continue a droite en 0

yoro Jier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter géomeétriquemer

:.';;*T ri

@Montrer que: (Vx € R™) 2A"‘7fa”( : ) | -fx

b~ Calculer f'(x) pour tout x € R"" et dresser le tableau de variations de f

| = 1
5) On considere la suite (u,),cn définie par : {u

a- Montrerque: (Vvne N)0 <u, <1 (Vn € N) 1 = fun)

b- Montrer que la suite («,) est décroissante
c- Montrer que la suite («,) est convergente puis déterminer sa limite

S ————— e S — il =
S = e —— s — =

Solution

1) Calculons lim f(x)
- gPr® ]
,:j:' L5 ; Arc fﬂﬂ(_)
Ona: lim f(x) = lim x. 2

o "':—-‘_ by :

"-. I"...;I e

1 ‘- _-'._.; -:l-
T A X
. '-:';I':.I_.' . r-lr j

__1__)
. e . Arctan(t)

L
r ] T T — lm —
. L X e M Tl AN 1
I- r-I-. ¥ - 4
i et 3 e [
SEa o e "o/ !
Lo, e hE e Y
il - L " :;.l' L
|-_I_ 1 - -ﬁ I._'!* -i e
- . Lol Razs Wik
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| ey P ] l'! s
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I g el S
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. -,




. - s
N - &

on ean déduit que la fonction g est strictement décroissante sur R

ponc : g(R™) —]x[{lnmg(x) llmg(x)[ 10: 7|
par suite, (VX € R*)g(x) >0
" 4% ]. b 4 - e - =
D'ou: (VxER )2Arctan( ) i
b- La fonction f est dérivable sur R etona: -
e
(vxeR”) f ()= xArctan( 1 )+x xl >
I - (x)
— x(ZArctan(—lf) 7 -fxz)
+* 1y, __x
or (vxeR )2Arcran(x) > g
Donc (vxeR*") f(x)>0
D'oll le tableau de variations de [
X O' | SR + o0
(0 _____m__*' 2
) i
f(x)
5) a- Mot 0<u. <1

5) a- Montrons par récurrence que (vneN)
*0na:u = 1donc 0= u =1

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - Etude % j ctions

o R



ot = 4
s I i ¥
LT wha Pl

.u or ¥ i N o ! ol l..:__l.-::' e

'A o~ "'"5-”1‘.-2- e R

—E I.q1. 2 .'-ul: e LT A !' -4

I -4, ETLE P ! F LT i

g W R wig o

' S, L 2 Wi 11

-+ Ayl et . k. PR e o
—
i

i "

. F s
_—
) 1_1';

+ ; [ IHI.

~aee

* La suite (u.) est décroissante, et elle est minorée (car (Vn € N)u, > i

Donc elle est convergente

. — -
-‘q

f e

|

i

*0na:(Yn€N)u., = f(u,) et (Vne N)u, €[0;1] b

L]
—-'_L-_ -

g el

‘etcomme f est continue sur [0,1] et A([0,1]) c o, 1] (car £([0,1]) = [0,.,.";

gt

la suite (u,) est convergente L
Alors la limite de (u,) est une solution de 'équation f(x) = x dans [0,1]
x>0

i e e szrcran(%) =X

x>
Arcran(lg) =1

X
Qr I'équation Arctan(t) =t admet une solution unique qui est t =
Donc: flx)=0 = x=0

. ¢

: .l‘gﬁlﬁ&iﬁ&; limu, =0

N—+o00

= x=0 ou

0

N | — e
== e %

A\ Exercice 32

¢ _ Arctan(x
el _;@ﬂmnsidére la fonction f définie sur R par : {[ flx) = x'+ 1 )  x2 0

i, r .. -
i 1

=
".:..H l.

| etsoit (C) sa courbe representati
SR : ative dans un l ) = (1 )
pere orthonormé f1x) = 5" Arctan X 5o

. o A
ol [fl""
1 e

- W 1,
EX 0§ SR PN
e o ¥

B

"oNtrer que f est continue en zéro
la dér . llj;é dﬂ J en zéro et inter ultat ¢

e
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- |es variations de la fonction u:x — 1 — 2xA

B - -
il et = -
L | T
!'._.';_ 5 o e
=1
1HIi1l1c.1
" N A 4
15, Bt e T "~
: 4

B er que: (Ve R) £ (%) =
e s ) F@ (1) T
" b En déduire le signe de f’(x) sur R” B

s P i
!- ai‘a. _Mfont.rEr que : (Vx cR ) 2Arctan(?) < 7 fxz

b- En déduire que f est strictement croissante sur R™

: 4- Dresser le tableau de variations de f

5) a- Vérifier que a)= > a'(ll e et en déduire un encadrement de f(a@) a

! b- Construire la courbe (C)

Partie 3 : o =—1
1) On considere la suite (u,).cn definie par : {(v” e N) thes = £l

a- Montrer que : (vneN)—1=u, =0

b- Montrer que la suite (u,) est croissante i
c- En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite

2) a-Soit n € N telque n=5

Montrer que I'équation f(x) :;1; admet une solution unique x, dans [0,a]

b- Montrer que la suite (x,),-s est decroissante | B
¢- En déduire que la suite (x,),-s est convergente et déterminer sa limite

J‘__-'-—!ll—ll_r_, e —— I—




ﬁft’tan est contmue sur [¢,0] et dérivable sur 1£,0]
r?'é‘s le théoréme des accroissements finis :

@D Arctan(t) — Arctan(0) = (¢ — O)Arr:mn' (c)
+ ¢

[
| g

1 < Arctan(t) <

=cart < 0)

t
1+ ¢

hté précédente on déduit que :

Arctan(t)-—t ot
tﬁ 1 +I,2
Arctan(t) —t
= () alors lim t( )
f={)

= lim (.ﬂc2 Arcmn(

X s = 03

= Ltm X Arctan(

=

.-.-"--
- Eas

‘=..




F ',‘.,;_-\-.::.,-

51 I]ne bijection de R* vers ]'—m 1] R :.7;33-

t comme 0 1), alors "équation u(x) =0 admet une seule solution @

«/5)_1 mg/—

et u(l) = 1——%—

u(x)
(1+%%)°

b- Le signe de ' (x) sur R™ est celui de u(x)
et d’aprés les résultats des questions 1) a- et 1) b-, on a pour tout x de R* :
ux)=0=x=a
ux) > 0= ulx) > ula)
X < O
ux) <0 = ulx) <ula)
e X > a
B’au le tableau suivant qui donne le signe de " (x) suivant les valeurs de x appar-

2’) a- Vérifierque: (VxeR™) f(x)=

R 10 X a +00
ol . 1EJ- I-l_:ﬂ'_ F E O
T
L ¥
=N 3 L -
! 'n:;}_ﬁ‘«"f -~ =
s ey i SRS S, —
il = B ety
Wt
i =L "
. -“‘..-JI' I ——
[ e =
% i x
N . o e
i s 2
n, '|Il' "
By e Fumiyy _—
g } - L
o

ek Bty . s |
oit x un élément de R ", donc - < 0
' de la question 4) a- (Partie 1),on a:
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vyl
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S f est strictement croissante sur R | _
) D’apreés tout ce qui précéde on obtient le tableau suivant des vari

(vxeR") f () >

.
I '—'~

ations de {

Y - 00 0

a

+ 00

1

f (x) ~ 0

+ 0

f(x) /

| fla)
0 Iy

| Arctan(@)
5)a-*0Ona: fla)= ric+ a,(z

Or: u(a) = 0 donc 1 — 2aArctan(a) = 0

par suite, Arctan(a) = 2_1¢:f

1

B 22 ]
Donc: A&)=TY 7 = 2a(1+a)

'na : -’/3—5- < a < 1, endéduire que : Elf <

343

Clestaedire : § < f(@) <

|
20(1 + a%) .

8
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ntrons par récurrenceque: (VneN)—1<u, < -e..: @
F n=0,0na:u=—1donc: -1 <y <0

“. soit n € N, supposons que : —1 < u, <0

Or f eststrictement croissante sur R~

Donc f(— 1) < f(u,) < f(0) c'est-a-dire : —% Sa=49

T
et comme —1 <— "z donc =1 <.y =0

b- » Montrons par récurrence que : (Vn € N) u, <

ePour n=0,0na: uo=—1et u = f(u) =—%

Donc o = U 5 .,_;‘_;
g
o Soit 7 € N, supposons que @ U, = Un+i ¥

Or f est strictement croissante sur R-

donc f(u,) < f(un+1) C'est-a-dire @ Un+, < Un+2
e Donc (Vn € N) uy < tn+

D'ou la suite (u,) est croissante

¢- » La suite (u,) est croissante et majorée (par 0 ), donc elle est convergeﬁ_i}"f;;__ﬂ,:;"3‘
eOna:(vneN)u. = flu) et (Vvne€N)u, el-1,0] ke

et comme f est continue sur [~ 1,0]
[ 1,00 =[-F0]c[-1,0]

etlasuite (u,) est convergente
lors la liry lte de (u,) est une solution de I'équation f(x) ﬂx

._’._‘J-'I
"fa '

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d'une suite Etude di

i -.,f-'h
.:__- ‘u

TSN oy e Ll oawa i ‘ 3
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5 est décroissante 3
(%) s est décroissante et minorée (par 0), donc elle est converg
é;;;.”‘nt de N telque n=>5 E:

estriction g de £ a [0,a] est une bijection de [0,a] vers [O,f(

Y __,.n
|' I"’

3 .' n."-‘t {:l
; '... ..I" ._rl
b L_.___.::'l‘, .J H ',i- :, -

“@f‘ Hg"(l)donc limx, = lim g (1)

n—+oo n—+oo n

,b ' _._ 4 = 1 - . \ .
nme lim--=0 et g’ est continue a droite en 0

n—=+oo n

. __.!' f" T x;, *I(O) -

| i o ;'l-
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A Exercice 33

T 3 :
91} Montrer que : (Vi€ R") t—% < Arctan(t) < { — %3, +%‘

ﬁfﬂ déduire que : lim elanty) | =)

()" o

considere la fonction g définie sur |- 1, + oo| par :

Arctan( ] )

h tableau de variations de la fonction g _
ww; 4‘“’ Iéquation g(x) = 0 admet une seule solution @ dans 'inte

-~ ."-‘-_E;-_. =
. SR
*1q -;, 4 .=.'3..

1r

ﬁl ﬂ(x) suivant les valeurs de x
n :‘~".-; 5 Ll



.......

ﬁrmcer dans unre Dére orthonormé |a courbe reprrésentati.ve de la for | T~ "
prend: @ =— 0,75 et f(a) =0,7)

e

1) 1) * Considérer la fonction u:7 — Arctan(t) — t + t3 et montrer qu' e;ﬂe f_ Cfon

sante sur R* en calculant sa dérivée
ponc: (Vt€R') u(®)= u(O)

Cest-a-dire : Arctan(t) —t Tig 3 =0

et par suite : (Vt e R") Arctan(t) = t — -t,;_.

e Considérer la fonction v:t — Arctan(t) — ¢ T3
croissante sur R’

Donc: (vte R") v(?) < v(0)
et en déduire donc que (Vi € R") Arctan(t) <t 3 | 5

2)0”3:(VIER+)f‘“%‘SAF‘CT(M({)SI 7+ S

Donc (Ve R") —% Ama—?;(’—) L ¢

et comme 11_1‘_13]1(#%—) = () et Iim(

Arctan(t) st

i % fanctlon g est dérivable sur |-1, + oo

373
ISHer que : (vae - 1,+ oo]) g'(x) = (2x +(2x+ 1))2

----

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d'une ' i
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i

es‘t mntmue et strictement décroissante sur ]—1 = '—[

"";'?‘.rc:tion 3 cet intervalle est une bijection de ]——I =7

e 0 |2 1.2 - 1|

~_'| '§' .?‘?"..l’équatron 3(x) = 0 admet une solution unique & dans ]— [

ll

"
-

-:.dE [—%—,+m[ ona: gx)<0etgx)=0e=x=0
et pour tout x de J—l,-——é—] ona: g(x)>0e=xe|-1,0|
g(x) < 01=be} ,—“%*l

g)=0=x=«
D’oul le tableau suivant qui donne le signe de g(x) suivant les valeurs de x :

4
g(x) + 0 - 0 -

m” 1) a- La fonction x — x+ [ est dérivable sur chacun des intervalles |-1 1,

iz
‘e

' X ;i "
i lfa fonction x — Arctan( i ) est derivable sur chacun de ces deux int

e J '? fonction x— —-Arcmn( _’T_l) est dérivable sur ]-—1 0[* e
Mle produit de deux fonctions dérivables sur chacun d de ces

1 r;‘ri '* .:l. B

". _j T._i e
K i ‘1", -.:lr'_'.
# 2 l- el

- k ; - '-._E;il ol |
& - ¥ i .
3 -,f?-' ?."__L O TR
i 4 - - R

'''''
.......



= lim;;Arctan(xf_l)—-}?

[ g

) L i f)z | ~f
. [ Arctan(t) —t
= lim ( rc ar;( ) 5. Arct.;m(t) Arctadion 1)

=0—2%X1+0-+1==1

Donc la fonction f est dérivable a droite en zéro et f4(0) =—1

= flx) =71

Montrer, en posant 7 = ~+ ] due: lim ooy T 1

x—=0

donc f est dérivable a gauche en 0et £,(0)=—1

par suite, f est dérivable en zero et f(0)=—1

3) a- Considérer la fonction w:t — Arctan(t) + AFCIW(%)

et montrer que (Vi€ R ) w' (1) = 0
Donc la fonction w est constante sur R™
-i":‘\ar suite (Vee R ") w(t) = w(= 1)

N 13
Cest-a-dire: (Vi€ R ") Arctan(t) + Arcran(—i- ) o s

Limites - Continuité - Dérivabilité - Limite d’une suite - ,': _1 "
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-
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|
( x1)+1 ()

x 1+(x-f-1)2
= ;2(2x2+3x+ 1 Arctan( 37 ))

Clest-a-dire: (Vxe|-1,+0o[—{0}) f (x)= '%fg(x)

Ona: f'(x) =—%Arctan

* La signe de f'(x) est celuide g(x) car J’E > 0

et en utilisant le résultat de la question Il. 3) on obtient le tableau suivant des
riations de f :

X o a 0 + 00
@ (z-r v+ 0 - -1 -
/ .f(a) \ _m__w“_—_“_
f(x) 0
L. \
e 2 4 5.

murbe de f admet au voisinage de +oo une asymptote «honzon '

ﬂ g g =1, admet au point A(,(f(2)) une tangente «horizontale»,
: 0(0 () une tangente de coefficient directeur (— 1) et admet é dr

- *-.E'
& i
] b

-
B

y L1
X '_Jn'_:- ‘“;!
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FONCTIONS M(f—?s:, NENTIELLES

WA\ PRIMITIVES D'UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE: S

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle /
On dit qu’une fonction F est une primitive de
et F'=f

B Propriétés :
e Les primitives d’'une fonction f sur un intervalle I sont les

x — F(x)+ ¢ ou F estune primitive de f sur / et ¢ estune constante rée 1{:_-____
e Toute fonction continue sur un intervalle 7 admet des primitivessur [

e Soit f une fonction continue sur un intervalle [ 4
Pour tout (a,b) € I X R il existe une seule primitive F de f sur I veriﬁ'f

F(a)=b

“LOGﬁaR ITHME NEPERIEN:

¥ Définition :
La fonction logarithme Népérien, notée In, est la primitive de la fonction x —
sur l'intervalle |0, + oo| quis’annule en 1

f sur I si F estdeériva bl‘ee:;;_

E_ Conséquences :

e ’ensemble de définition de la fonction In est R

e In(1)=10
e La fonction In est continue et dérivable sur R™" et pour tout x de R*" on aﬁ

(In) (x) = +

e La fonction In est strictement croissante sur R’
e Pourtous a et x de R" ona:

In(x) = In(a) = x = a

In(x) > In(a) e x > a

In(x) > 0 e x > 1

In(x) < 0 e ) <x <1

Chapitre 2 A
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; | 2 : I j o P - 3
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e

Iimln(x) =—o0

p = i

limxIn(x) =0

x—e0F

In(x . I T o
Iim _(,l)zl EEI% s =1

lim m(f) =0 ne N limx"In(x) = 0

x—+oo X x—0"

E Le nombre ¢ :

¢ est le nombre qui vérifie In(e) = 1
¢ est un nombre irrationnel etona: e~ 2,7

E Dérivée de la fonction fix — In|u(x)] :

" Propriété : :
Si 4 est une fonction dérivable et ne sannule pas sur un intervalle I, alors la

. ; u (x)
fonction f:x — In|u(x) | est dérivable sur [ et (Vx e f' (x) = (%)

Conséquence :
~ Soit u une fonction dérivable et ne s’annule pas sur un intervalle /

!/ - | il
Bk : u (x) : o
~ Les fonctions primitives de la fonction x — = 3" sur lintervalle I sont les

i Il .
e TR ..?-
|

6] f ions x — In|u(x)|+ ¢ ol ¢ est une constante réelle

, ) W

Fonctions logarithmes - Fonctions exponentielle
= prcg?salm.%ﬁ'ci)gspg .com



ar on rémproque de la fonction x — In(x) est la fonction E'.‘X ﬂ“’*
DEri -'-.'_'.:_ne elle est deflnle sur R par x — e B

; i {Vx = R) e >0

t*f'- ~ ® pour tout x de R et pour tout yde R ona: ¢ =y <= x=In(y)
* (VxER) In(e’) =x
{' (Vx & R+*) elnfx] P

B Propriétés :

iiin,_,

4 Ir tous x

: o

—
S

AR

'€I>€"'<==¢x>y

c
e




_fﬂﬁnélémentde R =1 o
» Pour tout x de R et pourtout y de R* ona: g* = D
é (vx€R) a* =™ o
e La fonction x+—— a* est dérivable sur R et sa d@ﬂ

x — (In(a)).a”

Exemce 1

On conSIdere la fonction f, définie sur R par:

[ﬁw B ol x| ;x4 O
w0 = 1 | A

ol m est un paramétre réel non nul, et soit (C,,) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O; ;] ) &
1) Etudier la continuité de la fonction f, en 0

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f, en 0
3) Montrer que le point A(0; 1) est un centre de symétrie de la courbe (C.)

4) Etudier les branches infinies de la courbe (C,) suivant les valeurs de m
5) Montrer que toutes les courbes (C,) passent par trois points fixes
6) Etudier les variations de la fonction f, suivant les valeurs de m il
; ":.g-’_ a- Donner le tableau de variations de la fonction f T,.;;_f'f"‘f
Montrer que la courbe (C)) coupe I'axe des abscisses en un poll

~ atelque:3<a<4 e
¢ Tracer la courbe (C))




7 0 x—0
f n‘est pas dérivable en 0O, quel que soit m appartenan

(0;1) est un centré de symétrie de la courbe (C

3 Suﬂ:e la fonctlnn
3) Montrons que le point A
Pour cela, montrons que, pour tout

20— x)ERetﬁ,ZXO x) =

Soit x un élément de R’

Oona: (—x)€R

etﬁf('—x)+f(x)—1—x+mxln\
'—2+m.xm|x|—-mxln|x\

Et puisque : f»(—0) £ (0) =

alors: (vxeR) fu(—%) +ﬂ1(x) =
Par suite, le point A(0; 1) est bien un centre de symétrie de la courbe (Chn)

2 X 1—f(x)

—x |+ 1 +x-—mxln|x|

4)Si m > 0, alors :
lim £,(x) = lim (1 +x(1 —mIn(x) ))) =—o0

v n (X
e i A~ i (1 +1- o)
(Etsim < 0,alors lim /,(x) =+oo et lim ) ,;x) oo

te la courbe (C,) admet au voisinage de +oo une branche parabol

dire fjf : n I'axe des ordonnées
g $ Gswbe (C,) admet un centre de symétrie, alors la cm!‘
e ranche parabolique de direction 'axe des ordon IV
m

.';'1 1'_:_': ,. r
| '_ '_"\I '.I." ‘ -"ll = 0 a
S PRI p
Ay LW [ = 1‘
i " 11+ -

o d -u'l"a..--r '

- . '-i' :‘I‘-'I !- :
- ‘Tfr
ol :;-“:. -t_iL-'-.
r - :II,‘-.I+ -



1 =me mm "
Etsi m < 0, alors le tableau de variations de f, est : e
1 —m oA
X =00 —g m 0 e'le _:. &
Foax) + 0 — | = 0 fﬁ
| —m i:.
1 —me ™ + o0
Jn(X) / RS 1 _.
i A l—m :
o 1 +me m

X =00 .“‘1 0 1 + o0
; f (x) = 0 +A\ +

il i — e e — ——————— L —— g o o e e —

fi(x) 1 R

e e e e —

b- l.--‘a- fonction f est continue sur "intervalle {3,4]| etona:



5‘4'1 "t.. 11 -| .,._ .!
r‘sﬁw
'-'-',‘-,_t”i _"';', *.{ -

- -éu"

4 x .' '. 4
U el il '-
LB . "‘_
§ By - e

r-" ‘ - -

m.

-r'l" e

= t‘-‘-"'-».'--

-

‘fv -' " .- i
l-n_: - i

e -

_-'.‘r
-._i..-
X

: .;.-_ ; LK X 2
U Montrer que pour tout x de [ 0, ]
-' R

. t -5 <In(1+x) <x—F5+%

e S
h* En déduire lim ( ) et lim :

2
S0 X x—07 X

On EfﬂnSIdére les fonctions u et v définies par :

3 }a: Benner le tableau de variations de chacune des fonctions u et v

‘irg wh Montrer que I'équation v(x) = 0 admet une solution unique @ dans ['i
ZWHE* ]-4,-3]

| c¢-En déduire le signe de u(x) et le signe de v(x) suivant les valeurs de x
1) 1] On consideére la fonction numérique f définie sur R* par:

it ( 7) &a courbe représentative dans un repére orthonormé (O: i :
;._;j .f_;-,'tinuité et la dérivabilité de f en1
nner le tz I:eau de variations de la fonction f

'l"-.l ‘}‘.-
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: sau de varlatlons de Ia fonction h

'l'l- 1‘ 1y -EI-E'_ '-_1"_ o T e

h. "'r-".’

{ -
L] F P o Bt = o
= ’ 3 - i e s |y oy
— — PR Ly T i Y i
r s il T
- 3 ~ - %
y T L =T i ¥
B e % :
'K A 2 T C
¥ o = R O
: - ] T
' e =" _"-.I- - o
\ Y ;:-'-"' R 1ot j
b e
L : ]
el ] L
H 1

h(x)

11111

(orefo3) hnc

;.:.;:-i--_:j-S@Uifte, (Vx & [0,%—]) In(l —x) <—x— _Jé_

| X x <In(1 —x)
X

“ﬁﬁ ) procédant de méme, montrer que : . <

_X s In(l +x) = x B X our tout x de [0 —2-] i




* Po r- *‘Efaﬂt X de R"' ona:
V@ =—1+In(-x)+1=In(-x)

' ;‘Earbleau de variations de la fonction v :

tion v est continue et strictement croissante sur l'intervalle [—4
I’("‘ 4)=5-8In(2) et v(—3)=4—31In(3)

~4)<0etv(=3)>0
I'é m.:atlon v(x) = 0 admet une solution unique @ dans |—4, — 3[

Si de u(x) :

: _-,..-,_1,

au de ‘«‘Wﬂaﬂons de la fonction u, on déduit le tableau de signe de

'.‘+ 1.:1
1

=W e el
- T'-v—r..:-lt . = e el T -

R A o Ty
& —_— | Sl -

i a

g
R
SN

e VAN
|-1. H-tgltl e

ol




-
; ﬂ*.,',!-. ) ;,..

A%L.ﬂ%? -+"':"- iR -“ e |
: &7

-'l'-—-l (1 x) SCPTLE -_‘i;'f:‘;::_:;--.-. “ :
™ 2(In(1—=1¢) + 1) 3y AR
A :Hn* t° 2 X Pyl 1 TIPS

" est dérivable a gaucheen 1 est £, (1) =—1
que, fu(1) =f(1) alors la fonction f estdérivableen 1 etona:

".f-'f""'j‘,hlaau de variations de f :

g—too x—+too 1 2 __1_

. ol

=2X0X1=0

. . l _
etona: lim f(x) = lim2- ?ij)f)' 1 1

r——0c X——00

es : 2
o \férifier que : f (J’C) = .JL()CM( )) pour tout x de ]01 I[U]L 4 00[

E’Iff(x) fre __xz(;(f)])z pour tout x de ]"— oo,()[ q

4 ﬁﬂ le tableau de variations de la fonction f :

X -0 o 0 | +00
e —
f (%) B R




_ In((-0?
o Tl

L ;
. -

les courbes (C)) et (C,) sont symétriques par rapport au point O |

&
]
#
ol 2 ?

&




I "'—f ; . )
e I-. i _},l..‘
»
5
-

A Wi

idere la fonction f définie sur intervalle 0, + oo par:

__1; (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; 7
1) a- Montrer que | est continue en 1 sy

| - p- Calculer hm f(x) et Il_{_mmf (x), puis interpréter géométriquement les rés ”-;-:.:'
obtenus. & 5
2)0n considere la fonction A, définie sur I'intervalle |0, + oo| par:

hx)=(1—a+In@)x—1*—(1—-x+Inkx)(@—1)° ot acR"—{1} B
. a- Calculer h.(a) et h.(1), puis en déduire qu’il existe un nombre b compris
]l —a+In(a)

entre 1 et a tel que a=1’ - 7b

b- En déduire gue la fonction f est dérivableen 1 et f" (1) =—%

[ 3- On consideére la fonction g définie sur Vintervalle 10, + oo| par:
g(x)=x—1—xIn(x)

a- Montrer que : (Vx € 0, + oo|) g(x) =0 i

(x) : R
Montrerque (vxe R —{1}) f(x) = x(f— [j7 Puis donner le tableau d‘e

variations de la fonction f |
fﬁa termmer 'équation de la tangente (7T) ala courbe (C) au pointd absmssé

cer la tangente (7)) et la courbe (C)
mrer que la fonction f est une bijection de l'intervalle |

P
b
a

}-

J que 'on déterminera | "
r que la fonction £ est dérivable sur intervalle 4
I _-;"_‘- “‘E’ 1) (1) *
| il méme repére, |a courbe de la fonctlm't



* *ﬁn éfément de R™—{1}
que: ho(a)=0 et h,(1)=0

S * onsque: a > | o . g
PP m h, est continue sur le segment [1,a] et dérivable sur | mtervall‘___;

ha(a) ha(1) S
d‘apres le théoreme de Rolle : (3b € J1,al) ha(b) =

-f'_"?."..i_.-%-:-d.:re .@ella) 20—a+@)-D—(@-1) (" =+ %) —4
e -atin(e _—1
Wﬂu’ , (a 1)2 =e0h
"« On obtient le méme résultat dans le casou a < ]
S In(x) —x+1
g} (JC = 1)2

‘Soit x un élément de R -1}
'D’apres le résultat de la question précédente, il existe b compris entre x et

) 2+ 1 _ -1
e G-17  2b

b2,

=
s
I- -
2

:}{:__':;puisque 2; est compris entre -—12~ et & ;

‘alors : ln(x) Al est compris entre —% et 2;

=—-§— dastid-dire : lim

X—1

%mvable enlet f'(1) _____%_
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| tion f est continue et strictement décroissante sur R*

bijection de R'" vers l'intervalle J = fAR"") =
tion f est dérivable sur R"" et (vx € R"™) f'(x) #0

: k
i : ;
i 1

S est dérivable sur fAAR")=R"
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est un axe de symétrie de la coy

| o | F, " sl : 3 =5 1
1) Mon e la droite (A) d’équation X = 5
(C.) et calculer luy g(x)

tudier la continuité et la dérivabilité de la fonction g en 1
onner le tableau de variations de la fonction g sur R, puis en déduire le

et soit (C) sa courbe représentative dans un repéere orthonorme .

1) Etudier la continuité de la fonction f en 0 b
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f en O, puis interpréter géométriquemen
| le résultat 3
3) Calculer les limites de f aux bornes de D, !
4) Etudier les branches infinies de la courbe (C) 3

5) Montrer que : (Vxe R'—{—1,1}) f'(x)= P -—%ﬁnlﬂ)g puis donner :
tableau de variations de la fonction f

6) Etudier I'intersection de la courbe (C) avec I'axe des abscisses puis tracer I
| courbe (C) ‘_

‘L‘a_ "

;:.j un ¢ gment de R"—{1}, montrons que ; (2 X

lI |.F

ol

'- F e f !
' I.It': ko : ;
{l}e=x=1oux=
L 3 o
N R
. =l M _ :
i | il B S .
- % i




b= T

....

& Iﬂnxln(x)

S x—17

ot 5‘ = DIn(x—1) = lim¢In(r) =
13 fonctlon g est continue a droite en 1
‘**@n a: limg(x) = hmx In(x) + (1 —x)In(1 — x)

r—=1

L}
T '7..';'_ "'-l-_.'.‘-'i
4 =
. x—
e
ot £ -
'F-'!‘ .'- e i 5

}Etputsque limxIn (x) —

. x—1 I
et ﬁm(l =x)In(l —x) = hmuln(u) = 3
u—~0" o

alors lm;l_g(x) =0=g(D)

.?Eﬁn-c la fonction g est continue a gauche en 1

Par suite, la fonction g est continue en 1

. x)—g(l) . l I
e \érifier que : _{Erll A o ‘i" = {1_1}'}(3«7 xnix% In|x — 1|) =

Donc la fonction £ n’est pas dérivable en 1
_;.:ﬂ'iVérifierque: g (x)= ln(’xf 1 ‘) pour tout x de Bl[ 1, + oo

— =1 3

= X
= x—]l=xoux—1==x (car x > 0}
l

@xz"z—

>-]

Fonctions logarithmes - Fonctions expc
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#~%¢|

i ?\‘:“ ’-'tr : _

e

= S e Jant qui donne le sig
B . 1 \ariations de g, on déduit le tableau suivant g

Donc liﬂf(x) =0 =/(0)
Par suite, f est continue en 0

i) —f(0) _ In(]=x)
2)Ona: m=="—7 = m= in[x]
o —1 _ln(l-—x)
—xEIHIXI (_x)

Et puisque lim- '1 - 0 (car lxi_n_‘{]lnlxl =—00)

Bl ~x) _ s ln(lt-H) _
{—0

Par suite, la fonction f est dérivableen 0 et f"(0) = 0 et la courbe (C)
point 0(0,0) une tangente horizontale £

) o Vérifier que : lim f(x) =—oo, lim f(x) =+o00, lim Jx) =—c0 et
(T X~ ] x—(=1)"
’f(x) . o s

& xm-rf l g
e M for) = lim nl(;(x) )
i In(x) + ln(l - _15)
o R T I




J-I.

=—oc0 et hmf(x) —+m

I‘_‘I 'l. "5 I:I i..-'-._, '.Llp'l':i -r .

?ﬂ . (C) admet une asymptote vert%ea
| ’ f(x) =—oc et lim f(x) =+c0

,;.;c—n x—(=1)"

Var’ﬁerque (VxeR —{-1,1}) FiGI=

g}e tableau de variations de la fonction f :

x(x = 1)(ln|x‘|7‘”

X =00 ‘“‘1 0 1
g () : t 0
x(x—1) * + QU
£ (x) + + () +
=0 + o0
f(x) 0
S “:W/ — 0

6) Soit x un élément de K" — {—1,1}

il v~]=1oux—1=2%]

5 I
e f(0)=0, alors la courbe (C) coupe l'axe des absm

o Y = i 5 § = A |
™ |:. & ...lh'. " | -, gt :..-ll_l'._'-:ilr-{r;!!llr-"



3
| R

| I. On considére la fonction g définie sur [lintervalle
o= 25— (1 +x)In(1 +x)
| 1) Calculer lim g(x) et hmg(x)

x—(=1)* x—+oo
| 2) Calculer g’(x) pour tout x de |—1;+ oo[, puis donner le tableau de
de la fonction g ;

3) a- Montrer qu’il existe un nombre réel unique @ de l'intervalle Je — 1: + w }

que g(la) =0 et 145 <a<4

i

b- En déduire le signe de g(x)
ll. On considere la fonction f définie sur R par:

flx) = Ln(gx) 8> 0

[ Lf(0)=0

| et soit (C’) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O: 7 7)
1’ a- Montrer que f est continue a droite en 0

e | b-Calculer }_{Hlf(x) puis interpréter géométriquement le résultat.

P - = -' Py 4 i
'-r,_.r.':- :':"_I'.-' |II r T

.ler la_dérivabilité de la fonction f & droite en 0,
quement le résultat.

f (x) pour tout x de |0; + oof, puis denner Iﬂ a

IIIII
llllllllllllllllllllll



: limg(®) = 1im2x — (1 + x)In(1 + )

f "' x#‘l"ﬂ

X—+oo

. limx(2 (L+ 1)1n(1+x))._____m

tableau de varlatlons de g :

X ~1 ek
g (x) + 0 =

g(x)

'.g

;m+m[
15
mrt ona: g(4 )>0etg(4)<0

Jue g est continue et strictement décroussante &ur

%4

-I
-.“"
we

. ik
¢ S



L]

ourbe (C) admet au voisinage de +oo une asymptote horizon

50 s

o

/) -/(0) _ . In(l+2)

xlh-IEIIl} X \/;'

=1 B g
g:"l.:'ﬂ.;_". - ; T FE :
] o b :."- k .'. ! a
e Wi,
Pl -
N
E
B

e Inll +3) 1
X = e (e lim

 la fonction f n’est pas dérivable a dro
int 0(0;0) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

'\-I'*

-

PPESigne de f’(x) est celuide g(x)
le tableau de variations de f :

i
245

I -

f

s

g ey 0 > e

i -:;F.';r i . e -""j.l_.l z ) be I

=21 |
- |
o 3 14
§ ]
=
-

.&_-'r_.*.-. ] ] "
i e e SRR

s e e e 2 AN L
A e e P " X o s
L L 2 L, W - i L

'y

.-_":.:h

St %

In(1 +2)
x u-...-r

Pt

ite en O et la courbe (C) adn

L "
-, Iﬁ}h T s - "



& «r ﬁt n un élément de N'— {1}

ﬁ.tﬂ <o =75 <f(D) (car f(1) =In(2)), donc: -—-e[@f 1;1] 5:_. |

: %@ flo:1]) ' -'-:f~'f-"-=~

x '?anctlon J est continue et strictement croissante sur [0;1], dgm}j
3 [0;1] est une buec'non de [0;1] vers £([0;1])

-- 1;1-'.

mrs I’équation Kx) = — admet une solution unique @, dans 'interv |
Soit #» un élément de N {1}

1 1

a7 < <-- Donc fla...) < fla,)

=§g puisque f est continue et strictement croissante sur [0;1]

&ﬁ’@m aﬂ"‘l S a'n

fﬁ :_;___;_.c la suite (2,),., est décroissante
Et pursqu ‘elle est minorée (par 0) alors elle est convergente. e &
Consuderer les fonctions u:x — In(1+x) —x et vix — In(1 +x) = S &
ontrer que la fonction u est strictement décroissante sur [0;1] =
1c: (Vo €[0;1]) u(x) < u(0)
o ulre que: (Vx€[0;1]) In(1+x)<x
Vontrer que la fonction v est strictement croissante sur [0;1]

%:E[O 1)vix) = v(0)
uire que (vx €[0:1]) 3 5 < In(1 +x)
(Vxe[o 1])5 < In(1+x) <x
de N° {1}




A Exercice 5 Juin 2003

1!

S

':;1. "Lﬂ ﬁ:@nsldere la fonction numérique f définie sur l0; + oo| par:

o “
.
h Pq A

éf ji= o 2(’”) L ot soit (C) sa courbe représentative dans un repére
'.*,-;eﬁ?r"* X 2
i

"__".;"hanarmé (O:7;7) (unité: 2cm)
st 1) Calculer limf(x) et lim f(x), puis étudier les branches infinies de (C)

| i & 4(1-21
'2) a- Montrer que : (Vx €]0;+ 0]) f'(x) = = n(x))

k b- Donner le tableau de variations de f |
| 3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions dlstm

aetPtellesque: 1 <a<ye<f<3 |

| 4) Déterminer I'équation de la tangente (7) a la courbe (C) au point d’abscisse
| 5) Tracer la courbe (C) \ 3
[ II. Montrer que : (Vx € R") x——z— <In(l1+x) <«

o~

|5

4 8 et - i
"lll:,:'_:;'-‘;i'.:r; "[":: i |'II
e N

k 1‘1""' _1._,....
a

- ': -.‘.L_.:ﬂ: --'._, .l

e A
|

=y 1

i

‘:.: ]

ﬁg*

'Jli! On considére la fonction f, définie sur |0; + co| par :

#(x) __g_zl;z(x) % ol ne N —{1;2;3}

Jﬁt (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1) Etudier les variations de la fonction f

' oy mrla concavité de la courbe (C,) et montrer qu’elle admet un pal a@.
n ’abscisse ¢ .38
[ (x) et f..i(x) suivant les valeurs de x .
déduire I mltlen relative des courbes (C,) et (Cw)
& e} equatior ﬁ?(x) e 0 aﬁmat ﬁx&cte Jl td ution

-‘h‘.".'
'..E

=8

ll-T '.tr !IF |'|,'

i i
} ! .:ru_._ o= - .‘I' .1:‘
5. BT i, == a0 e I‘ Ir ; 0 > . .
It ae §ool
- [ ' |$:'_I| S E" i |., ' r E!t. X ¥ - > “
ru.r’.l ! ”ﬁ 1__‘_ = :_Illi wt ..I.-:h! .. 1r.-_| I g [ [
i | ry 1 | ' ™M '.| ™1 i




| I'I:"_:L 'dmre que hm ¥ =

n—+oo

q_"-.

',_4.. '-'

:r ":r.,‘
< = -r,«

ﬁ@n d 1‘2111(1‘) > U 5 ll’l(.ﬂf) < 5

ﬁx</§

D'oll le tableau de variations de f

X

T (x)

f(x)

'_OD

ntrer que la restriction de f a 10;/e] est une bijection de

i
(I
-
| g
soif &
1w

= -m;% % %* alors I'équation f(x) =0 “"’?‘f“‘.— bf.

- 2 o
:.. = | i B .l.:. r 2 1.-. y
“dans [0;y/ ¢ e
I' I -?* ! e [ - " ' ' : :

Ld

5

E

11
> i s
ki
. -
= f

l|F.II

i -r.' “,::




2

-iE’E en déduire que : (Vx = R+) u(x) =20 et (vxeR)vix) >
‘donc : (VxeR*)x~—+ In(1+x) <x

m. 1) Vérifier que : (Vx € R"™) f.(x) = n{ n(x))

3
X

d’oul le tableau de variations de la fonction J,

X 0
fn(x)

m

_'Ef"

T \

n(—=5+6In(x))
x4




nc le *:;'Et JE \L,) adet Un pOInt d? hﬂmﬁh '!! “‘1 A
”ﬁ élément de N' - —{1;2;3} et soit x u :.,s |

f %)”f(x) (n+ l)m(x) ln(x) | ln(x)

X x>
[ alors f.+1(x) —fi(x) < 0, par suite fin (%) < £(x)
ix€]l +cﬂ[ alors f.+1(x) = f.(x) > 0, par suite S () > £(x)

lalors frer (1) f(l)—'—-—

‘tableau suivant donne la position relative de (C,) et (C,.,)

| diihed 0 1 P } - w
| ﬁH(-x)_ﬁ(-x) - ? e |
T
(Cn+l) ESt (Cn+1) ESt
position au-dessous /(C.+1) au-dessus
relative de de (C,) et (C,) se\  de (C,)
) et (C) coupent au
y, point E(l,-*

i i o el e b St e

| .' procédant de méme que pour . 3), montrer que I'équation f,(x) = 0 admet
,«g ement deux solutions distinctes u, et v, tellesque : 1 < u, < Je <,

t n un élément de ' —{1;2;3]
ﬁn> 1, donc fuei () > £ (u4n) (d’apres I .3) a-). "

te fii (1) > 0 (car £i(u,) =
I(un)>ﬁ+l(un+|) (Car }(nll(unu)

un et u,., sontdeux éléments de I"mtervalle 1; Jel et for1 €
1 nt croissante sur cet intervalle |

.I‘J-;* e
o A
Fonctions logarithmes - Fonctions
L - | RPN o ey it e
" _'r""'_ 1ot
i ae i

e —




o B L

Lol

Laev 2n P < Je <38
dot: 5= <u,—letu—1=73= (ona 3—u, > 0 car u, Yo

e, -
R

. uﬂ e 1 uﬂ' . { n ,__;
par suite : =71, S < et 5 <7, etpuisque: 2n Lt e —

alors : 2171 <u-1<% o
d-Ona: (‘v’rz}ﬁl)é—ﬁun-l S%
et puisque lim& =0 et lim 21n, 0

n—-+mn n—+t+oo

alors la suite (4,),,, est convergente et sa limite est égale 3 1

¥ 5n*3€

7)a-Ona: f,(v,) =0 et f(eﬁ Py

et puisque n = 4 alors f(eﬁ) > ()

par suite : £(v,) < f,(ev)
Et puisque f, est continue et strictement décroissante sur [y e; + oof

ai@rs Vo > ei’ 2

uisque : v, = 2nIn(v,)(car f(v,) = 0)

i
¢ ¥ L L
AT
W e 4. i 1 R
I.I oy | .
5 gy~
A '.. . E Itﬁ:' . ..
OFS . > N CESt- ire: v -
. o =r :H * n 3 R s~
: % : j' : r X b ,_1: -r..: L1
L _.I"I."‘- T ‘:L;" --':"|- N a
. ’ v ;..;'1 I I, -L'-'r_l ] -r
I ¥ -




1' |

EI%“ Vg s

i oN
v T

e g
.'-1'". *

ﬁ’m:tlﬂn numMeérique f d fin e

it (C) @% wurbe représentative dane un r N R
ﬁ_k rque f estimpaire, STMOHERER

r le tableau de variations de f 0

2) Montrer que la courbe (C) admet ay Voisinage de +a§ ﬁ . :"'.' |

A) et étudier la position relative de (C) et (A)

| montrer que la droite (A’) d’équation Yy =x+2 est une asymptaﬁe' 514,

urbe (C) au voisinage de —oo et étudier |a o
position de et (A")
acer (A), (A') et (C) (C) et (

‘.'.:. *J'Uﬁon

fpourtout x de R ona: (—x)e R

1§ 1 WV
DL e
A R o
o Ll

"" %)ty o x— 2 e—rﬁ.l_ e 2 4

ey A (] gy h . 1
N e 1 e
- - R il [ = T L e .
R PO R ST < o s - =

L —4d+tdae —4qe +4

1 —¢€
Donc f(—x) +f(x) = 0 et par suite f(—x) =—f(x)
Donc f estimpaire .1.- >
2)Verifier que : (Vx € R') f'(x) = 1- (ef_f 7 o -
fou le tableau de variations de f

"

pour tout x de R’

Fonctions logarithmes - | ons expo



_I_

position relative
de (C) et (A')

(C) est

au-dessus de (A’)

(C) est
au-dessous de(A")

x’ﬁv :
4 :
ﬁ,;;*/ o

|
L / 41
\9 /4 4

/4

4 4
7 |
X 2




L 3
s AR

RSN e =t
QRS e & N

iy > E r
E¥ i N e J

G | 4) Etudier les branches infinies de la courbe (C), puis tram:r
| 5) Soit g la restriction de la fonction £ 3 R* St
| a-Montrer que g est une bijection de R** vers R**

b- Calculer g7 (x) pour tout x de R*’

1‘»} s Soit x un nombre réel
é"fnar: xeDreoer—1#0
& e # 1
sx#0
ponc D, =R = J—o00; 0l U JO; + o0
e Montrons que f est paire
pour tout x de D, ona: (—x) e D,

Donc f est paire. 1
2) Vérifier que : limf(x) =+oo etona: _Hlﬂf(‘ﬂ = |im g e i 0

X~ +00
x-0"

et puisque f est paire alors limf(x) =+oo et _.l_iflf(x) = 0
: e’ (1 +e)(1—e)
ﬁ’hfér‘lﬁer gue (Vxe Dy) f (x) = : (& __) D)’

x==1)

e de [ (x) est celui de (1 — ¢*), d’ou le tableau de va r-l_a-ti;ﬁl’ri{f;

Fonctions logarithmes - Fonctions exponet tiel




___..:'?La; fonction g est continue et strictement décroissante sur R™

a = R'H

I
‘.

Donc la fonction g est une bijection de R™* vers R**
soient x et y deux éléments de R*




| 1. on considere la fonction numérique g définie sur R* pa: R
| .y calculer limg(x) et mo : = T
e Ttz Co) et montrer que Bitg )=t i
2) Donner le tableau de variations de g puis en déduire le signe de & A
i1, On considere la fonction numérique f définie sur R*" par: | e

—

f)=— —In(x)+ xe~

et soit (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé
1) Calculer lim f(x) et montrer que : limf(x) =+o0

x—+o0 ot

2) Montrer que : f'(x) = (x — L)g(.x)

de variations de la fonction f
3) Etudier les branches infinies de la courbe (C))

4) Tracer la courbe (C)

pour tout x de R™" puis donner le tableau

— =, =

1) Montrer que : lirpg(x) =] etona:

X =+=T00

. = ef e
R - £+ " = lim (= 1+7) =+es

(on a posé f = 31:—)
AN | 1 |

2)Ona: (VxeR ) g (x) = }3(] — e7)

Et puisque (Vx € R*'*)el—- > 1alors (VvxeR")g'(x) < 0

d’ou le tableau de variations de la fonction g :

x R .,
¥ r-|- S 7
—— BT = -3
- . N
'.‘
T
o =
g’ x — 4 - U . D
( ) - T =5 - =
T
W - s
i
5 e o . =
. 25 - - - " L 3 ]
+ m e K
) "E_Tm' -
" g A o
o o f
L .:1- -
. o 3 .,
i el S,
. -t i A
( A ';r.l'-".. _r'd A l
; - | o
. 2 b s’ -.-.. 18
B e
. Y ..- ! " ._:l I.:'I-I. ‘.
.ﬂ| - - - L TN 5 b
a - i o b e i i
- . . .
O e
i
¥

Fonctions logarithmes - Fonctions




o1 .
- i

g e e A
I.| = -; ; _..-:J"Tli‘ ¥ ?_"!:.. hﬂ
: Y- = T o,
VY i 1.-]"'-1 e 4
. : - i “'i"

Fa courbe (C;) admet une asymptote verticale d’équation x = ()

f( 5 — ¥ "
By letlimf@-x=1im(Zleem2 1 oo\

—

(C/) admet au voisina
ction la droite d’équation y=x

Yy




- Donner le tableau de

R 1 — g e
et i o 'l"f f " — s ,
| (meR)I-—Ti7<7x

~(1-33)]=c
| pugi;sf_i-n’f&?fpféter géometriquement le résultat.

5) Tracer |a courbe (C)
11, Soit () la suite numérique définie par: u, =1 et s =1 —-
tout n de N

1) Montrer que : (Vn € N)u, > 0 :

2) a- Montrer que : (Vne N)u.: < > U

b- En déduire que la suite (u,) est décroissante.

Tk
FFFFFF

3) Montrer que : (V7 € N) u, < (%)ﬂ puis calculer limu,

n—+oo

1) Montrer que :
pour tout x de D, ona (—x) € D, et f(—x)+f(x) =0

2) Vérifier que : lim f(x) =—oo ¢
| Esec j 1 (e*— 1Y)
3) a- Vérifier que : (Vx € R)f(x)= 2 (EI+ ] )

b- ¢ Tableau de variations de f sur R :

.

—

X

f(x)

|

|

—=-
| |
|

| |
| |
|

f
b AP




Il. 1) Montrons par récurrence que (Vn e N) u, >0
*Ona: u >0 (car up=1)

® Soit n un élément de N :
Supposons que u, > 0 et montrons que : i,., > 0
Ona: u, >0 donc e > 1

c'est-a-dire: ¢“+1 > 2 dou:

m;ﬂ?l" Sl.lite 1 + eu., > i ]

1 .
[+e" <72 b

iu g 1 Ee“" > 0 c'est-a-dire : u,s; > 0
; ]t n un élément de N
> 0 alors d’aprés le résultat de la question (3) b-) on a

ug C&St-é dire : Unt) S 5“::

II".
"'.-.__'_
il



, e AR : i1 45 el
et puisque: s S (2 ) alors 5 u, < (7) (8)
& preés () et (B), on déduit que u,+, %(

o Calculons hm Un :

Ona: (vneN)O0 < un-"é(%)
et puisque — 1 < % < 1 alors llm(%—)": 0

| —
~—v
o

n—-+oo

i -.'
-

On considére la fonction numérique [ definie sur R par:

[0 = (2x— Der;x # 0
f(0) =
et soit (C') sa courbe représentative dans un repére orthonorme b !

1) Etudier la continuité de f en 0
2) Etudier la dérivabilité de f agauche en 0
3) Calculer lim f(x) et lim f(x)

X+t X = — 0

4) donner le tableau de variations de [

"'__-5) Etudier les branches infinies de | courbe (C)
| 6) Etudier 'intersection de la courbe (C) avec l'axe des absmsﬂ;




C ritinue a gauche en O
—1)=—1et limer = lime' =+

x=07 f—+oo

| ? f n’est pas continue a droite en 0

|'_'l

:1- e

Conclus F’on . la fonction f n’est pas continue en 0
:L,'l- :u

"| g% lim fx) —[(0) = lim (2x — 1)( )— 0

Hﬂﬂp_ - i"‘*ﬁ- x

x—-0"

(2~ 1) =— 1 et lim—e¥ = limze' =

x—ﬂ_ $=E 80
‘Donc la fonction f est dérivable a gauche en 0 etona: f,(0) = 3
Rer marque : la courbe (C) admet a gauche au point O(0;0) une deml-tan

lim f(x) =+ et hmf(x

xX-+o0

(vxER*)ff(x)z 2x2-‘2x+1

1
X <

| i':"' 5(%: ER )2’ =2x+1> 0 et v > ()
d'oli le tableau de variations de la fonction f :







S f - et soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthnno

BV ﬂa—&lculer lim f(x), lim f(x) et lim f(x.x)

| résultats. i v o '
b- Donner le tableau de variations de la fonction f, puis tracer la courbe (C

' 2) a- Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g ;_,3,_,:
determinera son ensemble de definition. -

b- Montrer que: (Vae N')(3la, e R") g(—};) = a,

et interpreter geo metriquemeng

¢c- Calculer a; et étudier la monotonie de la suite («,) b

n/n=1

d- Montrer que la suite (a,),., n’est pas minorée, puis calculer lima,

n—+oo F,

1
J

1) a- Vérifier que: lim f(x)= 0 etona: lim f(x) = lim——*— =+

X =00 X—+toc

puba 4 -1

f(x) X =4 (car (Vvn e N’ )l1m-£i =50

X—+too

';; :#-r"l‘m . ,:[--+m 1 | ]_
2 I
X

onc la courbe (C') admet voisinage de — oo une asymptote horizontale d’éq

o @% et admet au voisinage de +oco une branche parabolique de dll‘EC‘l‘.’I F N
Aa Ic ) ﬂées_ :

r{que; (Vx e R)f'(x) = x—1)e

. (14 z)z



2) a- La fonction f est continue et strictement croissante sur R

Donc f est une bijection de R vers f(R)=

Par suite, f admet une fonction réciproque g définie sur R"

b- Soit 7 un élément de N’

Puisque f est une bijection de R vers R et -~ € R"

f(L)=c,

_Etpulsque 1 < 1 alors fla,) < f(0)

il existe un nombre unique ¢; de R™

pour n=1ona: fla,) = I

Ll il
o

......

Par suite: @, < () (car f est continue et strictement croissante sur
tel que: f(a',,,)ﬁEE

[N

i

alors il existe un nombre unique @, de R tel que: ﬂa’n)= n




st-a-dire: (vn € N) n<AB) e
i lensemble N est majorée par le nombre AB), ce quiest faux
Donc la st ite (2,),>, N'est pas minoree k.
Et puisqu’elle est décroissante alors lima, =—0o

n—+oo

On considére la fonction f définie sur R par:
flx)=2¢"—¢"—x et soit (C) sa courbe représentative dans un

-

4
(=

orthonormé (O;7;]) |
I, 1) Calculer lim f(x) et lim f(x) ,_

_r_..-l-m X =s—00

2) Donner le tableau de variations de la fonction f
3) Montrer que I'équation f(x)=0 admet exactement deux solutions & et

telles que: — 1 <a'<-—%— et é—<,8< 1

4) a- Etudier la concavité de la courbe (C)
b- Etudier les branches infinies de la courbe (C)
¢- Etudier la position relative de la courbe (C) et la droite (A) d’équation y =

d- Tracer la courbe (C) 'l
I, On considére l'intervalle / = [—2—; l] et on pose: g(x) = f(x) +x

| 1) a- Montrer que: g(/)C /
b- Montrer que: (Vx & /) lg'(x)]| < %*

5

—

________
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" IT1E2T |

o T -_:'-... -

2 . J'_,

i
e

1 f'(x) estceluide (/3
_'f.;jt::ajble'au de variations de f:

-IL.‘JI

et ':::"' ¥ 3
r

.t‘r- F
|
i, T

f(x) + 0
/3

| e

B e la restriction de J a J=00,In(y3 =1)] est une

S

3 e _.,. P
]_m,m(ﬁ-— 1)] vers J_m, \/2_ ll’l(ﬁ“‘ 1)] {

t-ﬂ"l-ﬂ-l o
L i

Et puisque O EJ-—m, ‘/25 In(y/3 —1)| alors I'équation Ax)=0 ad'met-:-'f%f
solution unigue @ dans 'intervalle ]—m,ln(\/g" 1)]

Verifier que: f(—1) < 0 et f(_%) 4

Et en déduire que: — 1 < « <'%

De méme montrer que I'équation f(x)= 0 admet une solution unique
L by 3 — 1), + m[ et 7 L ,8 S L
Conclusion: 'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et P

I
D o

= :
i L



s e
[ el w i = E
IlrF |.‘I o= Ry = . _—
A S T
- e i B, byl
' - T s
"_W

nc e point Al In{<, ) est un point d’infﬂexmn ée*
- | %?r —f-—m et lun(f(x)+x)— Hm2e *—e > = 0

x—+oo x—+mo

| J ourbe (C) admet au voisinage de +oo une asymptote d’équ

lﬁl:. .". 1 ._- :. - 4
St T
ol et =N ]
i = .t 4 el :
= ..lr—- N . i { : o Y — ——
I'I. LW i .I.l 5 4 -
T h i 3

-
&
Rk 4

ik

L ) . [(2er—e™ e
ek }_l_{ll( X 1)_ g (—x)(

CF
] J“,:r__'
-y S
— Do l] =+col

ﬁar hm —+oo et lime ™ =+

x——oo X——o0
Donc la courbe (C) admet au voisinage de —oo une branche parabolique

direction 'axe des ordonnées.

c-Pourtout x de Rona: flx)+x=2e"—e > = 4 5 :
e

D’ou le tableau suivant qui donne le signe de f(x)+ x et la position ,fl':;:_;_;-
courbe (C) et la droite (A):

X — 00 —in{2) + o0
flx)+x - (:)
(C) est (A) \a (C) est
position relative | au-dessous /coupe (C')\ au-dessus

de (C)et (A) de (A) au point de (A)
B(=1n(2),In(2))




| “*@}Lafanctnon g est continue sur [%1] et ona ;

"‘-'3
F -

x&. [,,?:, 1]) gx)=2e*(1-e")<0

ponc la fonction g est strictement décroissante sur [2 : 1]

Dot (1) =[3(1)*5’(_)] [26— : ZJ_- 1 ]

— 2 — 1
Et puisque —;— < €€2 : J_ < lalors g(I)c1

b) Vérifier que (‘v’x E [% ID — —é— <g(x)<0

On peut dresser le tableau de variations de g' en calculant g"(x)

¥ ¥ 3
ol " = .'q'.r T T

Dou (Vx 1) |g'(x)] = %— o
2) a- La fonction g est continue et dérivable sur I et (Vx € I)| g'(x)| < -
Et puisque B € I et (Vn e N) u, €I (utiliser un raisonnement par Lﬁ
alors d’aprés I'inégalité des accroissements finis on a: e

%EN) 8(u) — g(B)| = 5 lus— Bl
WUE g(u,) = ups et g(B)=fB)+B=F

P &N) Iunﬂ 5"(:#,“” 5'

H
’k

- = _r-‘ e E'__ E : 5 "
‘f h'fL -l..:l s il I ¥ LN e

F

: ﬁ.-'. e I
..I . ,.I' ¥ S



]

Et puisque —1 < % < 1 alors n@pﬁ(‘j)

Par suite, la suite (u,) est convergente et sa

o — B ‘ =0
limite est égale a B

—

"ction numérique k définie sur R par: A(x) = ae™ + be* + ¢

1. On considere la fo ‘
ou a,b et ¢ sont des nombres réels et soit (C») sa courbe dans un repére

orthonormé (O, 17,)) | - |
Déterminer les nombres a,b et ¢ pour que les trois conditions suivantes soient

verifiees:
e La courbe (C,) passe par le point O 3
e La fonction derivée h’ s'annule pour x = ln(a—)

e La droite d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la courbe (Ch) au |

voisinage de —oo
Il. On considére la fonction numérique f définie sur R par:

flx)=2e"—3e"+ 1
1) Calculer f(ln(g—)) : f(ln(%)) , Illr_rlﬂx) et lfﬂﬂx)

2) Donner le tableau de variations de la fonction f
3) Etudier I'intersection de la courbe (C;) avec I'axe des abscisses

4) Determiner I'équation de la tangente (7') au point d’abscisse 0
5) Etudier les branches infinies de la courbe (C;)

6) Etudier la concavité de la courbe (C;)

7) Tracer la courbe (C;) (on donne: In(2) ~ 0,7 et In(3) ~ 1,1)

lll. On considere la fonction numérique g définie par: g(x) = In( f(x))
1) Déterminer D, et calculer les limites de g aux bornes de D,
2) Donner le tableau de variations de g

3) Etudier les branches infinies de la courbe (C,)
4) Etudier I'intersection de la courbe (Cy) avec I'axe des abscisses.

5) Tracer la courbe (C,) dans le méme repére.

——— e e e

e |

l. ¢ La courbe (C,) passe par le point O signifie que h(0) = 0
c'est-a-dire a+ b+ ¢ = ()
* Pourtout x de R ona: h'(x) = 2ae™ + pe*

La fonction 4" sannule pour x = ln( 1) signifie que h’(ln(-%)) = ()

Chapitre 2




= J El
- i
rrrrr

etableau de variations de f €

3)Ona: ix)=0=(e"—1)(2e"—1)=0

1- - )
= e = loue“Zj

= x=0oux=—1In(2)

Donc la courbe (C;) coupe l'axe des abscisses aux points ﬁ‘i )
A(=1n(2),0) i
4) Vérifier qu’une équation de la tangente (7') est y =x
5)Ona: lim f(x) = |

X=——e=00

..-1

Donc la courbe (C;) admet au voisinage de —oo une asympta’egp ori
d'équation y = | 8

e R.\
etona: limﬂ P ltm—~-(2€’—-3+-+17) +oo (car 11m-—-==+m )k

Xtoo SRR, | x—=too X M
ﬂm__la courbe (C,) admet au voisinage de +oo une brarr._;"';j.” |
f l‘axe des ordonnées. AR
' que: (Vx € R) f"(x) = (8e'=3)e"
ableau suivant qui donne le signe m “ ‘_




. 1) Vérifier que: D, = ]—oo, — In(2)[ U |0, + oo .
et lim g(x) =—occ et lirg;g(x)=—oo et limg(x) =+o0 et limg(x) =0

x~(~n2)
2)Ona: (VxeD,) g'(x)= ?((;))

"l"_...+1:l:| Iw-l-_m

.’-'“_;'ﬁﬂ,.l.e tableau de variations de la fonction g:




..........

.I ¥ ‘ .I.. f _-j'.:" | "‘

l@ courbe (C,) admet au voisinage de +oo Une asymptde
geuaton y= 26+ 12 i

= flx)=1
= (2" —3)e" =
3

:-re“:7

3 T
= X = ln(—) T |
2 L{- ﬁ

-‘.i.-.

Et puisque In(%*)ED alors la courbe (C,) coupe I'axe des absmss&elﬁ ”ﬁ’v _

8(in(3 }0)

5) Voir la figure précedente.

On considére la fonction numérique f définie sur R—1{1 } par:

[f(x) = mﬁ(:)ﬂ x> 0

{f(x) =(x+2)er ;x<0

f0)=0

et soit (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé
1) a- Calculer lim f(x) , limf(x) et llmﬂX)

aba x=1"

Fonctions lmﬂhmn - Font

*‘i"’

4 o
el L LSS S bRl L &



' 'mﬁewaﬁanﬁns def f

¥ feem

1 - o - - s

] i 7 'I " 'i' - I o

Ir' L™ [ ? _I_u
o ne B ) aron LS x A
o m— IJ':ii W W it * -
= h"'l &y b . I
i Y 1= ¥ b
¥ R S Ny
® § . ¥ .'I L'\l 1 x x

AR g

= E,;__I'.'_‘"wu.*"'f les branches infinies de la courbe (C)
racer la courbe (C) (Remarquer que f(—2) =0 etonf prenel

'f’_, ntrer que I'équation f(x) = x admet une solution unique a dans

- |etque 1,76 < < 1,78

| 6) On considére la suite (1,) definie par: uo = et (Vn €N) r = flus)

a- En utilisant la courbe de f sur ]I, + ool representer sur I'axe des absci

les nombres uo, uy, > et us
b- Montrer que la suite (#2,),. €st croissante et majorée par le nombre a

c- Montrer que la suite (i:,),.y est convergente et determiner une propnété
sa limite.

; ;1. -.' .

X —==00 R o Xx—1

4 1
‘b-0On a: lim f(x) = lim ln( ( ))

X—+oo x—+00 (

o+

= [im1 4 ) = 1

% \Vérifier que: lim f(x) =—oo et lim f(x) =+oo et limf(x) =—

b R . .'-a-. ...-"-. e P A P Sy [
-"_ '- . L' S # . " - -. ‘- .;-\.:-ll : l_ e -
" BT e
= - ol s L. -
- e L A - '-..-l I-" . o iy
R - i : *}1""3F. ot L X
B o e ot SRR

x-++00 lﬂ

‘ Ilmm(l 3 _.1_.) = () et limln(

x=—=+tm X x—+too

3“ on a: llﬂ'lf(.%‘) = |im(x + 2) $ = 0

Xx==0" x-0

: lime* = lime' = 0 et lim(x+2) =2

-‘,I;.' Vestal A ik,

Dol f est continue & gauche en 0
.fiﬁﬁgi;ﬁ; r, a7

B i (s ) = [im 1D i 4y )

O S £ x=0' In (x )




et ‘r "
L Hi 5 -'

f'h -1 Jn considere la fonction u:x — xln( x)—(1+ x)ln(l 5

(VxER'*) W' (x)=In(x)—In(x+1)

'Bﬁc (vxeR") u'(x) <0
par suite, la fonction u est strictement décroissante sur R"

Et puisque hmu(x) —

alors (Vx € R*') u(x) <0

(x+1)(x—2) 1

_64'0"['1 a. (VIE R') f"(x) — xlg 8%(x2—x— 2) = xi ex
0 In(x)—(x+1)In(x+1)
B ue: (Vi e RY) f1(x)="— - o jl)(m(i))’f
u(x)
~ x(x+ 1)(In(x))

En déduire que (Vx € R") f(x)<0
D'ots le tableau de variations de la fonction f:

O..

X




e Bk x) +oo et lim flx)=— o
A% - ! A X— - ’ ’ - . 1 Ly ] = : -: L-'..q".
i%murbe (C) admet une asymptote vertlcale d’équation x = & 3

5- Considerer la fonction g:x — f(x)—
et montrer qu’elle est continue et strictement décroissante sur |1, + oo|

Par suite, la fonction g est une bijection de |1, + oo| vers R

Donc I'équation g(x) =0 cest-a-dire I'équation f(x)=x admet une
‘unique @ dans l'intervalle ]I, + oof




1 Jl‘r,!‘

s 1 __1_

S P

e My R
4 | -_;1' b

= e
A
Il \IJI' i i

e

s . un élément de N , supposons que Uz, = Uszn+2
£ est croissante sur 11, + oo et A(J1, +o0]) C 1, + ool

nction fof est croissante sur 1, + oo|

ona:

ponc la fo

par suite: fof () = Fof (tane)
< Usn+a

dest-a-dire: Uz =
Efdfaprés le principe de récurrence , on a: (Vn € N)than < Usnsz

ponc la suite (42
o0na: U< @ car o= 1,5

. <
v soit n un élément de N, supp0osons qUE e = a

Donc fof(u) < fof(@)

cest-a-dire U < @ car fofla) =1 (fla)) =fla)=a .
(VH e N)Hzn <a

) est croissante.
et @ > 1,76

el | . . - £ n a:
donc d’apres le principe de récurrence, O
par suite, (u,,) est majoree par le nombre &

Doncelle est convergente. _ s
I'r1r:"?*"' N) u2n+2 - f Oﬂ u:n) et (Vn E N) Kz e ]1 : + m[ ._ -* :L e

=l

o
* T
e

R CH

Fonctions logarithmes - Fonctions e les




par ey e”
on unique & dans

. Ia fonction f définie sur R
e S _ 0 admet une soluti
| 1) Montrer que réquation flx) = 0 ad

o t (Vvn € N)upa =
2) On considere la suite (un) définie par: u ] 1| et (

Montrer que: (Vn € N) E‘ <un <1 T ,
3) Montrer que: (Vn € N) (o — | < €¥lu— a | puis en déduire la limite _.
suite (i) : o
4) Pour tout n de N , onpose: Vo = Huk

S
Montrer que v, = e*° puls en

1) La fonction f est continue et dérivable sur R (somme de deux fo
dérivables sur R) _ :
et pour tout x de R ona: f'(x)=1+e

Donc (Vx€R) f'(x) >0
par suite, la fonction f est strictement croissante sur R

Et puisque f(1) >Oetf( )<O
1

alors I'éguation f(x) = 0 admet une solution umque @ dans l'intervalle ]—&7

déduire la limite de la suite (V)

2) Montrons par récurrence que: (Vn € N) > <<l

-9.paurrn=0 on a: “lé"( U < 1

e Soit n un élément de N

'-mﬂpasans que: -, L < u, < 1 et montrons que: -1— S il
-L S < 1donc -1 <—y, <-——1- par suite ¢” < e < ee “ Cles st

.E,Ji

.....



B jl

£t puisque |u, — @ | < <(g*)

alors e flun a| < ()"

n"'al

donc |y — a | < ( e'%)””

Ma'—ﬂ"

Conclusion: (vn € N)|u, — a| = ee)

.-'iiiﬂéﬂlafsque —1 < e+ < 1 alors lim(e#)' =0

n—+*+oo

ﬂ‘dite lim(ee) |uo—a|=0

N—+too

, Donc ln(un) B2 e flg



i S s b
.

B =0 et imet =

n—-'l"m

B\ Exercice 17

On consideére la fonction f définie sur R par:

:-I**H f-i'-
nx)=x ; x#0 et soit (C) sa courbe représentative dans un repére
A0)=0

orthonormé.

1) Etudier la continuité de f a droite en 0

2) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et Interpréter ge’ométriquem&f

| résultat. £
3) Calculer lim f(x) , puis étudier la branche infinie de la courbe (C) au #
de +oo -'L']

nmrque (Vx€R") f(x)= puis donner le ta *

G . G "" ""I. =
R ‘* . et
" u:l- I..:-:_:",“_!"", i

f(x) g (x)
x

”



L h
-..';.- "'q.."—"' "Ir-l 1h -"u

l.. '.' _'i'
r "II'-"'i g "

uuuuuuu

= limx¥ = % n(x)
x—0 = lmx* = limex

- a
= .
o o

[——0c

f(.X) 4 ‘TIt In(x)=Inx __ ¢ lox s
’_.:-_.lrra }fﬂﬂx) =00 et !”E T _Tl_l.q]f 3 xl_l.rpme R
Inf.:'rllI 1 e'“i"‘:' -] er__ DS
ot 3 =+ i = |im &t
i) = linin3) £ = ot =i
x X

‘i ;

‘* 3 courbe (C') admet au voisinage de +oo une branche parab@hqmé de

4"_.? L:_.r

la droite d’équation y = x

—-1

que (VxeR") g'(x)=
2au de variations de g:

..

.....
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Définition:

Soient f une fonction continue sur un intervalle I et F une primitive de f

“cmcm INTEGRAL:

I et g et b deux élements de /

Le nombre réel F(b)

%2 Propriétés :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et a,b et c trojs

— F(a) noté

. Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle : 3

oy,
-

f.e.-, f(x)dx s'appelle intégrale de f

et on écrit: f " Ax)dx =[F) ] = F(b)— F(a)

éléments de / et @ une constante réelle, on a:

® _[ﬂf(x)dx= 0
o [ Ax)dx =

—ff(x)dx

o [((fx)+g(0)ax = [ flx)dx+ [ g(x)dx

o [aftax=a | flx

o fbf(x)dx = [:f(x)dxwL[b f(x)dx (Relation de Chasles)

)dx

£} Tableau des primitives usuelles :

| G T o — e —

L-llh—

La fonction F est une primitive de f' sur l'intervalle [ :

F(t)

£ (constante reelle)

|

T ThEart
’ B e Ty = i il
4. k = — r » '
L ) St 7 < 1". ot i Y
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e R

1
u(x)

Vu(x) fonctien u e 3. ériva

et strrcteme& L-j Ve
. ] estl'interv: '
(u(x)y fonction u etde

rel et strictement f"*"‘.

1 _:xz Arctan(x) R

u'(x) Arctan (u(x))

n(|x|)

u(x)

ulx)

u'(x)e

o T
o " ? et Ordl'e p
st
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{ 1alal-d

e £ une fonction continue sur un intervalle / etaun él-ém-ent’djafi?_
la fonction g:x — f " f(t)dt est dérivable sur I et pourtout x de I

ona: g'(x) = flx)

Remarque : La fonction x — f f(t)dt estla primitivede f sur / qui s’

A ’-*i-_' :

en a
ﬂ Intégration par parties :

Propriété: 4
Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / telles queles
fonctions dérivées u’ et v’ sont continues sur /, et soit (a,b) € I

On a: [bu(x) X v'(x)dx = [u(x) X v(x)]; — [bu'(x) X v(x)dx

B Intégration par changement de variable

Propriété : :
Soient f une fonction continue sur un intervalle / et g une fonction déw
* surunintervalle J telle que g’ est continue sur J et g(J)C I £

Pour tous a et b de J on a: f flg(x)) X g'(x)dx fg[b f(t)dt

| g(a
ﬂ Calcul d’aires :
Propriété:
Le plan est rapporté & un repére orthogonal
~ Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b)(a < b)
gk ere du domaine limité par la courbe (Cy), l'axe des abscls-ws et» €
 Htauations 3= et x=b est [7| /1)l en unic dave 4

!
" S
-=.J
. C A




q10 Calcul de volumes

Belient £ une fonction continue sur un segment [a,5](a <

pmprlété 1:

courbe dans un repére orthonormsé.

(un tour complet) autour de I'axe des abscisses est- f 7( f(x))zgﬁg m‘“ ni

:;,..
E

volume.
Propriété 2:

Soient f une fonction continue et strictement monotone sur un mtervﬂﬁ

la,b](a < b) et (C) sa courbe dans un repére orthonormé.
Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de Ia courbe'

(un tour complet) autour de I'axe des ordonnées est: V =

en unité de volume
et side plus, f est dérivable sur [a,b]

alors V = fr/blef’(.x)fdx en unité de volume.
Suite dont la limite est une intégrale :

Propriété:
Soit f une fonction continue sur un segment [a,b] (a < b)

pour tout n de N ou pose:

f(a-!-kb a)etv,, b aZf(a+kb a)
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v
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Bkt 1,
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E,:'l -"'I"--' R

sont convergentes et ont la méme Jt; e égale




" tior caractérlsthue si A< 0 alors g

o est ; &“"‘ a'—4b f(x) = (acos(gx)+ ﬁsm(qx))ﬁ‘“ |
fﬁﬂ f ou p + qi est une solution comptexe‘

- -
J..r-_':"'_ql i i

= b

I’équation caractéristique

Si A=0 alors f(x)=(ax+ f)e™ ou @*'

solution de I'équation caractéristique

i
il

Remarque :
Dans le cas ou A < 0, on peut écrire les solutions sous la forme:
x — Ae” cos(gx + B) ol A et B sont deux constantes réelles.

1) Soient f une fonction continue sur un intervalle ouvert I et a et b deux
éléments de /

Montrer que: [bf(x)dx = [bﬂa + b — x)dx
2) On considere les intégrales:
3 : i
e “[% COSE(ZC))S+(;3’13(I) sl «[2 cosa(j?lzi)na(x) o
a- Montrer que: A = B
| b-Calculer A+ B
¢- En déduire les valeurs de A et B




isque cas(lzr— —x) = sin(x) et sin(~2—_~ —x)=

[% | sina(x)a 3

sin®(x) + cos®(x)

s cos’(x)+ sins(x)dx
iy cosg(x) + sin®(x)

":"""rdétermmer Ies valeurs de A et B, on résout le systeme:

satidt,

| Exercsce 2

e —————

On c0n5|dére les intégrales suivantes:
- (*In(l /1) _ [l _gretk= / _{ dx
I .[ 1 dt , J _[ 1400 .[ e

',-_ l ﬁU'El’ K
'”"-5'f “’jw que: J = 2K (poser: 't =X)
H une intégratlon par partles mont

rer que: /= 4In(3




: u(t)=In(1 +1»/? peet v () \/_1‘_
Donc 7 =[u(t)v(2)] —[4 u'(2)v(t)dt
4
1
= ) — [ dt
2/t +VOk- | T

par suite; /=41In(3)—2In(2)—J
eOna: J=2K et [ = 411'1(3) 7o 2111(2) st |
Donc: I=4In(3)-2In(2)— 2K = 41n(3) - 2In(2) - 2(1 + In(2) = In(3))
par suite: /=6In(3)—41In(2)— 2

| ool

1) Résoudre I'équation différentielle suivante :
(E):4y" + 4y' + y= 0

2) a- déterminer la solution f de I'équation (E) telle que : f0)=—4
et £'(0)=4

.{ b- En déduire la valeur de I'intégrale / = [j(x)dx

3) pour tout n de N' , on pose : u, = ';f—zZ(k —n)ed

k=1

~ | Montrer que la suite (u,),., est conve rgente en déterminant sa limite,
B = e o ":%1-3'21;':-_'-_‘ |

b

il
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Exercice 4

| | . 1 [ _::?
Pour tout n de N, on pose: u, -——[ (1 ¥ )e dt

b | Lot
1) a- Montrer que: (vn € N') 0 =, = —2‘(6 ) |
| b-En déduire que, si (u,),., est convergente alors sa lim
iler 'intégrale: [ = [ Y dt
"isa.

a ’.n El’ que: (Vn - N ) §id ok <] eﬂ
' ala valeur de lim U,

n—stou

ite 0 Vérifie:
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- b- On suppose que (u,),., est convergente de limite ¢

puisque (Vhe N’) 0 <y, < --2-(6" -1)

’ }, l; ﬂ ._ % o AF 1 e%‘ s 1 e -L : e.t S 1 i
| |

Donc I=1—-1n(2)
3)a-Ona: (Vne N')(vte[0,1]) 1 Sem <en
Done: (va € N') (vie[0,1]) 15 <1

R v N flird’gq[llifeﬁdrge'%f t
D'oti (vae N°) 1< u, < ler

b- on a: (Vﬂ = N.) (l = 1[](2)) S s (I . ln(Q))gjn‘
'q_ﬁl-es%ﬁan précedente)

Et puisque lim(1 —In(2))e

n-—=tox

(d’apres le résultat de la

[ i L

3 =

=1-=1n(2) (car limenr = 1)

N —4+00

ﬁasrs la suite (u,),., est convergente et on a: lim Uy = 1= 1n(2)

I.
‘Z‘" N~ + 00

Exercice 5

On considére la fonction numérique

' f de la variable réelle «x
| Sx)=e"In(1 +¢)



x un nambre réel.

e —¢e = e’
Ede

e o

one (Vx € R) fx)+/(x) = 12—

fﬁtll de /(e ) en fonction de a :
| (Vxe]R) f(x)—-Hl_e f(x)
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X -; e e el

iﬁse u(x) =x" Lty g
u'(x)= (n-—'l)x“ v(x) = \/EC"'I

Donc : u, =[u(x)v(x)]§,-'[ o' (x)v(x)dx
et T Ih—(n—1) [ x7/x + Ldx

D'ou : un+(n-—- l)un = \/5 —(n—1)tn-;

B e 1+ 11— Du, =2 —(n—1)tse
Do : (Vn=3) nun =2 —(n— 1)t
b- En utilisant I'égalite précédente pour n = 3, on obtient: 3us = J2 — 2%

\/5 1388 2(\/5 it X )
par suite: u; = 2 —3‘/—2_

' 3) a- Soient n un élément de N" et x un élement de [0,1]

Ona:yx+121,Donc ——— <1

Va'+ 1

Dou: u; =

E L .|r1 -
= i
4
= 'I.' |'.'r 5 i\ 5

- R4 chapitre 3
-- K fE Ly
.. _'I'

LA A E
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L, ;ril-f:l.-: ik "_.'__' -_.-'I = b -.- ._- B s L I:__'_-_; "R -..r. 4 ,1.-..:,:--.:*._‘-1'*1; .1*‘ -u,'.fﬁ_;_ i .-:,.. ) :
suite (Un),>, €stconvergente et limy = (
ok R e ”‘1-- o= B el = U LR bR PR T H T F-JLE;!;-._ —_— \ J
R - R R
.l iy gty T T L Lt 2 L gl 55" L

l"_._l_‘. "_".'-'
L

1111
=4 .

& < o . o, | 2 1 1
on considere |a suite 1(u,,)x(3eﬁnle par: i, = [ e .
EI(VHEN ) Hn:'[ de

1) Calculer uo (calculer la dérivée de la fonction fix — In(x+y/1+x%)) _
2) Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis en déduire qu’elle est
onvergente et determiner sa limite.
;t;r!:'ourgtout nde N"—{1},onpose [,= [x"'z\/l—+—x1dx
2-Montrer que : (Vvn e N —1{1,2}) u,+ 2 =1, e
b- En déduire que: nu, +(n— 1)u,, =2 etque(2n— Du, <v2 <(2n =
pour tout n de N"—{1,2} (on peut utiliser une intégration par parties) il
¢- Montrer que la suite (nu,),., est convergente et calculer sa limite.

- B 1

i
e

o Ly
‘.
'I|_:
=T
x
]

| Solution

J A
o " L |
1
=
i
5

-'__? on f est dérivable sur R et pour tout x de I ona:




c, Ia sunte (u,,) est minorée (par 0)
o La suite (1,) est décroissante et minorée, donc elle est converge
e Soit n un élement de N’

n

Ona: (Vx €[0,1]) \/xf_!_ ==w

D'ou: O S[I /xf; 1 dx S.[lx”dx c’est-a-dire: 0 = u, S[nx+ 1]:
A 1
Cest-a-dire: 0=u, = —

Et puisque lim n-}— = 0 alors: limu, =0

3) a- Soit n un élementde N'—{1,2}

n+ n-2
On a: u,,+u,,2'—[ 1/1 fx dx

-—[ 2+1)dx—[1x”'2\/l+x2dx

Donc: (Vn=3) u,+ un-z =],
b- Soit n un élementde N'—{1,2}

Ona: uan[l \/lf_xz _xn-ldx
On pose: g(x) = x"" et h'(x) =

/1 +.x
g(x)=(n—1)x""; h(x) =41+

Il [ g (x)h(x)

1‘::

é.'{“

3
- o .4
i 3 ¥ .'. - ! I-;Irl- :.. . :L



smte (nu,),-, est convergente et hm |

nN—+x
cvercice 8

On considére la fonction numérique g deﬁnle sur R* par: g(x)=
1) pour tout x de R, on pose: k(x) = f e dt TR
& Vérifier que: (Vx € RY) g(x) =—k(Vx) K
b- Montrer que la fonction g est continue sur R" et dérivable sur 2 et calcule
g'(x) pour tout x de R, puis en déduire que la fonction g est st 4- |

R’
décroissante s(u; - o(x)— g(O)
2) Montrer que: (VX € x - \/_ rrr

tn déduire que la fonction g n’est pas dérivable a droite en 0, puis mt&&' _
graphiquement le résultat obtenu. i

“’EM x un élément de R

*‘*k(\/_)-—-[ e dt = '/; e dt = g(x)

(‘ﬁ’xeR) g(x)=—k(yx)
_n* x+— y/x est continue sur R’ et k est &@ j-

‘ﬂ' ﬂ..l l 1
tive sur R de la fonctlon ti-—-w r _. ,;1

o ---..

LLLLL
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Par suite, la fonction g n’est pas dérivable a droite en O et la courbe (C,)
droite au point A(0,g(0)) une demi-tangente verticale dirigée vers le ba.sgc_.

Pour tout n de N, on pose : u, = [4 tan” (x)dx
1) Calculer u; et u;

2) a- Montrer que : (Vn e N°) u, = 0

b- Montrer que la suite («,),., est décroissante.

3) a- Montrer que: (Vn e N°) u,., + u, = HJIF 1
b- En déduire que: limu, = 0

n-—--l+m

| 4) Pour tout n de N*, on pose: v, = ity.s — u, et S, = 2 Vik:

- |V : . — 1 1
a- Montrer que: (Vae N') v, = g ey

5 b- Montrer que: (Vn eN ‘) St = Uinsa = Us

4 c- Er ﬂéduire la valeur de lim (1 :15 + 4

N —+x




L site, (vn € N') [ tan"ﬂ(x)m f N

é’*est-a dire: (Vne N’) u,., <u,
ce qui signifie que la suite (u,),., est décroissante.
3) a- Soit n un élement de N’

ONa: Upy T U = [T(tan"+2 (x)+ tan”(x))dx

_[ tan® ()t (x) H AR In+1t3n"”(x)f

= _ 1
ponc: (Vn € N°) sz + s = e

b- Soit n un élément de N’

OI'I a. U, n_}_ 1 — Un+2 Et —Un+2 E 0

]
Donc.OSunSn+1

. : | -
Et puisque lim = () alors limu, =0

n_—-*l-mn + l n—+oo -L ..':
4) a- Soit n un élément de N’
US V. = 1. — U,

o (un+¢ e Hnu) = (un+2 i Hn)

o -1- - -lf— I (d’apres le résultat de la questio m& 3] )
f' Pﬁur n=1ona: s =V:=Us— U= Usxae2 ™ W2 | _.l
*S0it n un élément de N’ -;};.: ;
ons que s, =tz ~ U et MONtrons que: S = Uanes = ‘“"‘

ru‘l



et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé
1) Montrer que la fonction f est paire
2) a- Montrer que: (VI €[1, + x|) " <e¢* N

b- Montrer que: (Vx € [1, -+ co[) 0 Sf(x) < £ ;E
puis en déduire la valeur de lim f(x)

X—*00

i

3) a- Montrer que: (Vx€R) ¢ > x+ |
b- En déduire que: (V€ R") l — r <l e <1

[ [ -.'--3_
¢- Montrer que: (Vx € R*") ln(2) —jx <flx)<In(2) puis en déduire qu
fonction f est continue et dérivable en g

4) a- Montrer que la fonction f est dertvable sur R*
— 3\ A
b- Montrer que: (Vx & R*) flx)= (1 ex Je

¢- En déduire les variations de la fonction J sur R puis donner son tablea
variations sur R o

d- Tracer la courbe ()

SOlution
AV D 1||’._:E|.}



ol T "

e i F o e
......

b . i

= f "dt c’est-a-dire: j( x) < __#[_ e"“FEi ‘;'1._ |

=X

. \'H

parsuite: (Vx € [1, + o) 0 < fx) < =€

- e_z_t X S i ,u J_,‘
~ = 0alors: lim f{x) =0 ""“",_f_ 1;;..

X—+o0

ff&* Etudier les variations de la fonction x — ¢* —x — 1 sur R etefn duire que
_fvxeR) gz =x+1 |
- Soit ¢ un élément de R

-__ -:. .'
..-- .1-|I'!:-' 'la l" -

Ona: e’ <1 & :L:_
etona: ¢ =— 1+ 1 (d’aprés le résultat de la question précédente)

| e +1 < et <1

Dol _];___ < _@_rz_ < -1—

j’d‘&ﬁlt x un élément de R
(VIE[JL’ ZI])T—I(%““SJ{

f (G -t)ar< [“rars [
et die: [m(z L1 < ) < [n(0)

;x e R"”) In(2)- —-x"‘ < flx) = In(2)
i m(z)-—-—- )=1n(2)
)=ﬂo)




hsur R

? ast une fonction primitive de la fonction |
et la fonction vixr— 2x

“Et puisque la fonction H est dérivable sur R”
srivable sur R* et y(R™) c R”

ﬁ[@-‘% la fonction H est dérivable sur v
dérivable sur R”

(R"), par suite , la fonction x —

chc la fonction f est dérivable sur R*' car c’est la somme de deux fonction;
dérivables sur R
b- Pour tout x de R on a: i
F(x) = 2H'(2%) — H'(x) = 2h(20) = h(x) = 2 5 =5

-4’

Donc (Vx e R*) f(x)= (1—e*)

c- Le signe de f'(x) sur R" est celui de (1—e*)
pour tout x de R ona: 3x* > 0

Donc: ¢ > 1 Dol: 1 — g* < (0

par suite, (Vvx € R"") f'(x) <0

D'ol f est strictement décroissante sur R’
‘Et puisque f est paire alors elle est strictement croissante sur R~

‘D’oli le tableau de variations de f sur R:




e —— — ——— e

| on considére la fonction nu S
Oon meérique £, définie sur R* par £(0)=0 "L

et (vx€R") f (x) = xex et soit (C.) sa courbe représentative dans v Wiy ﬁ |

orthonormé (O, 17,7) il “ ,

1) a- Etudier la branche infinie de la courbe (C,) au voisinage de + oo
b- Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction £, a droite en 0 3
¢- Etudier les variations de la fonction f, sur R* , puis donner son tabﬂlewﬂ ’
variations. ]?ﬁ""“ :

d- Tracer la courbe (C)) .
2) a- Montrer que, pour tout n de N, il existe un nombre réel unique a, de H“
tel que: f(a,) =1 i
b- Montrer que la suite («,),., est croissante.
c- Montrer que: lima, =+too

n—+0o

3) Pour tout n de N, on pose: [, = 5 1_&, Eﬂ*lﬁ(x)dx
n+1 n ~a,

i) 1

a- Vérifier que: (Vn=>1) @, e@n = ga,,;,
b- Montrer que: (Vn=1) 1 =1, = e et en déduire que la suite (/, )m lj,@":;-?i;i.—‘-
convergente en déterminant sa limite.

B o
.llm f(x) = limxe* =+oo car: hme sl

=1 et lun(ﬁ(x)"'x)ﬁ rsa

#'- +ao __J. X #U_)‘q_
- ',ﬂ ..,;-. ~§, ""“‘.'-'f; Yudwent 2
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e

: ;fm:ﬂon J» est continue et strictement croissante sur |
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Ilﬂ;‘.; @'1"}
e a:r n) =

It{"ri'..:. "*"-",_I"

.......

| "I"':.-:'u. 4 1
4 LFY i e
L e _-.-.lﬁr {

ey

posons que la suite (@,),., est majorée -
,mu ‘elle croissante alors elle est convergente, p@ af 0
ona: (vn€N) @, = a: Donc: (= a, Dot >0

I n—-+moo

Et ;ﬁ_uisque lim @, In(a,) = ﬂln(ﬂ) et limn =+oo alors I'ég

- el -. :

]
T g
L -y
I;.} — .HF
- — -
L3

i

impossible
ponc la suite (@5),-, n'est pas majorée
gt puisqu’elle est croissante alors: lima, =+co

n—=+oo

T

‘ !-T 'r":- ;
I i

ik

S5 -

.- e ’-
o iy e L iy
*I.F'; "

.I;I#"‘v. r

L R kb
£8

3) a- Soit n un élément de N’ s
_nt1 1 TR

5 18

ONa: @,.1€%% = Qper. € 1. €
: 1

=ﬁ+1 (a’nﬂ).e“”” = ] X gam

By

1

Donc: @n+1 g = @i
b-Soit # un élement de N’

Pour tout x de [a,, @,..| on a:

%em <f(x) < a,nei (car £, est croissante sur R")

l“’# % dll’e l <f(j\j‘) = €rfn+1
" | ﬂ e G ﬂ‘m;
Idx ..<.. (x)dx < @ a4 f
bl
; dlp — (a'nﬂ'—a’n)ln S(d,,ﬂ—a’n)eﬂm

g 1)1 S < eﬂm
=] (car lima@y« =+4+00)

N —=*+00

4 o T Y
NE ST In

% b .
e 4
e "f

EEE = T o

i

r L
iy
i-—-",, -‘u

- 3

o ."'.,’..,:_ * Beh.
que. lim e
'I.{l.'. ... . #

o est convergente et sa imite est é

v —-"”* )
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= J_r
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: c f, e ¥ ) : % 5 ‘r = & .r, 4 _'_"'. K] | . | | 1 |.'I : r { L1
v l‘l - q‘-:. 1‘-" 4 .' L .|- 1 i Vl .._-.Z-'- L :ll. e = 1 LA LA St A
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. i | ) ) gt & » 3 H 1 = r .
 que la fonction F est défin Ty o e
Vo B 1
..—d'-l--'-'-‘-- ‘I. i

Beoraue: (vx <o :-—-[u]I +ool)
inuité et la dérivabilité d _____

: .F-.- '.'l 'r""' !‘ﬁ 5

R ~_'_‘" dier la conti e
| géométriquement le résultat. i e de la courbe ( ;} au voi
| eCalaaler lim F(x) et étudier 3 branche 7 =

.:I:—-hﬂ

' _ | puis en déduire la valeur
| 3) Montrer que : (vte[l,+oo]) In() =1 1, puss e

limF (x)

)0 sfinie sur R*™ par:
4) On consideére la fonction numérique v définie su p

V(f) S 2¢t+ In (1) : ] [
a- Montrer qu’il existe un nombre unigque & de l'intervalle |0, 5

...

= A
t'r'

oy "

V(fr) " 0 2x & . 1
uis calculer lim F(x)
b- Montrer que (‘v’x E[ 7 [) F(x) = 2_[ ok 1 P i

5) a- Montrer que F est dérivable sur chacun des intervalles ]O, 2[ et ]I,.

puis calculer F’ (x)
b- Donner le tableau de variations de la fonction F, puis tracer la courbef

(on prend : F(2) =~ 2, 1)

1)  La fonction F est définie en 0

*Si x EJO,—H alors [x,2x] c |0, 1]

e A

= . 1 .
Et puisque la fonction ¢ — 1 "y est continue sur 10,1]

2x ) A
alors elle est continue sur | x,2x/, par suite 'intégrale f lnl(t) dt est bien déf
donc F' est définie sur ]0,—%—[
oSix €I, +oof alors [x,2x] C |1, + oo

J__,_Ewm_sque la fonction 7 — - 1( ;) est continue sur )1, 4+ oof




___________________
[ B RN [ B |

L”” ' EIE 111(2“)

‘i-}

r F est continue a drmte en0
. —{0}) = b ST
. Bn a. (Vx F In(zx) X = ln(x)

: A d
£t puisque : 1"“+1n(2x) —Uet G

. Fx)— B
a-dire : lim by, = ()

0" '

e

ponc F est dérivable a droiteen 0 estona: F,(0) =
par suite, la courbe (Cr) admet a droite au point O(0, O) une dempta

zontale. . | ;: i
c-oOna: (Vx € Dr— {O}) In(2x) < F(x) - 4 |
tpuisque im 777y = Jim o gy =0 e MNP TEE U

F(x) ]
sOna: (vxe D —1{0}) ln(lgx) = :(:c Eln(x)

et puisque : EII] lnl(x) =0 et Il.i_.[}]mln(Zx) =0

3Parsmte, la courbe (C,) admet au voisinage de +oo, une branche ﬁ:

direction I'axe des abscisses. ’ w
courbe de la fonction 1 — In(z) est concave et I'équation @& ng




e = el i =
e 2Ly L L S e

!?ﬁﬁiaf@hctlon V réallse une bijection de ]0;‘2‘[ vers |—oo, 1 In(2)[ 48

%tpmsque 0€]-o00,1— In(2)|
alors 'équation v(x) = 0 admetun€ solution unique a appartenant a linter

b

b- ¢ Du tableau de variations de |

ola1D= ([ )01
— [0:1— In(2)Ju[0;1 — In(2) ]
= [0;1 - In(2)]

donc (Vte[a,1]) v()=0
D'ou : (Vz€|a,1]) lnl(t) < 2t~1—2

5 fonction v, on deduit que :

e Soit x un élément de [a,%{

Ona: 2x €[2a,1[, donc [x,2x] C [a, 1], par suite (VI € |x,2x])

g dt ol
D'ou,

M@rs (Vxe[ ZD F(x )<2f t—-l

._:;r!-ﬂ,n.a.: [ 7:4:% 7 ln( 2xx: 11)

pone: (vre[od]) Foo<im(21)

T e

| ’;gyf;sque : lim %-ln( -25:-—1—) =00




-
Ty

fagcm, on montre que F est dé
x de Dr—{0} ona: ;

(x).G'(h(x))— G (x) = 2

B
In(2x)

0




N

=LY ewmE N

(A) d’équat . f ”3?1 "“"x estune ﬂw mptote O o

2)a ‘,J ﬁu"de variations de la fonc
g t F la fmctian définie sur R* par: F(x) = [ In(1+e™)
. ; N utfﬁsant le résultat de la question I. 1) b-, Donner une mteﬁrp f

+*

" 2} E‘tudser les variations de la fonctlon F

| 3) a- Montrer que : (Vx € R") x+ it +x)<x

b‘ ’ ; [I e_z'r - - x _th
En déduire que : T+ o7 dt <F(x)< | e “dt etque

5 ln(2 1[1(1 +e ) <F(x) < 1 %e pour tout x de R” —-

c- On admet que la fonction F admet un limite finie { quand x tendv rs 4

Montrer que : +In(2) < (<7 3

4) a- Etudier la concavité de la courbe (Cr)

b- Tracer la courbe (Cr) dans un repére différent (préciser la deml—tan ente
(Cr) au point d’abscisse 0).

II. Pour tout n de N, on pose u, = f In(1 + e *)dt

1) Montrer que : (vn € N) 0=<u, <In(1+¢™), puis calculer lim u,

n—+og

2) Pour tout n de N, on pose : S, = Zuk
k=0

a- Montrerque : (Vne N) S, =F(n+1)
b- En déduire que la suite (S,) est croissante et majorée.
c- Calculer la limite de la suite (S,)

i e T
- -al,".' i
i e HE

3l et

a1 & F L M s
i R
' '; %’l

" 1) a- Vérifier que : (Vx € R) f(=x)=f(x) et montrer im .
UE ' X
‘b- # Soit x un élément de R que ST

*@ﬂa S(x) =In(e" +e™) i
=In(e’(1+¢™) = In(e") +In(1 +¢ )

._...,




g)Ona: F(a@) = [In(1+e™di= [ (£~ )t 3
Donc F(a) est l'aire (en unité d’aire) du domaine plan limité par la courbe ( ‘%
1~'_'..'f;_,:ﬂfmtes d’équations respectives y=x et x =0 et x =a :_;.: et
Lafonction F est la primitive de la fonction x — f(x) = x sur R* qui sanm e

i'f
i

E “&-—.\

e ; (Vx BR) F(x)=fx)—x ' .
uis HE (Vx & R“) f(.%') x>0 g

-- --.;._ fonction F est strictement croissante sur R*
mrer que la fonction u : x — In(1 +x) = x est décrolssa

R"‘) u(x) < u(0) i

luire que : (vxeR') In(l+x)=x
,.:. janctlon y: x— In(1+x)—

“"j._



4) a- Vérifier que : (Vx € RY) Fre)=f(x)—1<0

Donc la courbe (Cr) est concave sur R

b-

La demi-tangente a la courbe (Cr) au pomt O est definie par le systema

y = F3(0)(x—0)+F(0) [y = xIn(2)
c’est-a-dire -
=l xe2 U

I, 1 ﬂ ﬂ’fn éﬁéme ntde N

$ﬂ+ 1 m“. sm

i H"-"!.‘:- 'n. i’

1!

B 'I'. ok '_Pq\'-q.l'
i I..#T.-""'I.."'_|,_b|

WA




: suite (S,..) est croissante et majorée

est convergente
IEIS HI_I,TMF(H+1)“Q (car hmF(x) 0)

On cansxdere la fonction numerique f définiesur D =R —{2} per

Jix) = et soit (C) sa courbe représentative dans un repére or
1) a- Calculer les limites de f aux bornes de D

b- Calculer lilp f;x)

'2)a-Calculer f(x) et donner le tableau de variations de f

L , P ‘4 b =
| --_ho-M'ontrer que: (VxeD) f'(x) = A é":_ 2?5 ¥

et interpréter géométriquement le résultat.

PR kt
5 '"'.Hl R
)

ﬁfMBntrer que 'équation x'— 4x”+ 8x —4 = ( admet une selutmﬁ} Ul

ﬁ‘ans R appartenant a 'intervalle ]2 1[ et en déduire GIUEFE‘ C.

o il I‘__. P oa
s i
E_ '.t -I.
. ‘;E B
3 Y, ¥

t un point d’inflexion puis tracer (C) e
ns dére la fonction F définie sur E = |=00,0 [U]jrf

(t) dt

rm:*“

la fonction F est dérivable sul' hacun des |

ftout ¥ dAE

= e
=

I -*_



du ire : hmF (x) (le calcul de [ g()dt n'est pas dem

x—2"

":;‘ F:; ., 0 | .AI_- .
T h'- Montrer que : f ”_fz au= f oy 5 2 du (remarquer que la for

x—-—+u::.~ '. .
u ey

u— € 3dmet une fonction primitive sur [0;1 1)
et 2 ue' o

e € sduire que : lim [ =

c- Montrer que [ iy du =~ eten déduire que : lim | —5-du =

x—+

d- En déduire que : lim F(x) =—o
4) Vérifier que : (Vx € E) F(*_lg) =— F(x) et en déduire lmﬁ:lF(x) et hm)‘
—(3

i&. 1,}35- Vérifier que : lim f(x) = 0; lim f(x) =+o0; lim f(x) =—o0
. x—+oo r—2° x—32
t lim f(x) =+oo

D a1

na n ——
~ ; LA s x el . —x & l

- |- eaurbe (C) admet au vonsmage de —oo une branche parabollqr. y
-ﬁes ordonnées.

gfque (VxeD) f()_(““xz(l‘ixz“)'})e"




| ol .

x .

o 5= L-J'- o= ki

A
-

'Tl.

- o

: '-‘j

\ctio ar s armule en changeam cfen & ﬁw _t,f g2
y— |

r‘

(C) admet un point d'inflexion @ bsciss sed el
' q,rf- rl ; ““‘I_hf'

a* Montrer que ' est dérivable sur £ et pourtout x de £ ona

x’(l —2x)e "+ (x — 2)6’
(x—2)(1 — 2x)

te F’(x) > 0 pour tout x de |—oo, 0]
méme facon, on montre que F'(x) < 0 pour tout x de *12%, 2

x un élément de ]2 : 2[

Y, P
t_2dt 2e ft- dt

' pw - 2 [l - 2l = F ~ 2¢7[in@ =) ~1nl2

[
-
: P




ost cont ween 2 |
.:;1 %nct‘ran ¢ est continue sur R
e admet une fonction primitive sur R

cona: [ i =[GOL 4
8 = G(x) — G(l ) ( G est une fonction prlmltwe ol

itﬁumsque G est dérivable sur R alors el le est continue sur R

par suite, limG(x) = G(2) et 1_1_11210(31;") k- G(é )

x—2

Donc : lim Ig(t)dt=G(Z)—G(é)'—j;g(t)dt

d- Soit x un élément de B*, 2[

Ona: i‘xg(f)dt = F(x)—2e™ ln( xl(x—_zg) )

: . (xx—2)
Donc:F(x):'j_‘ g(t)dt+2e 111( 1 — 2x )

Et puisque : lim g(t)dt f g(t)dt et lim2e " In

e i X2

(x (x— 2) ) o
1 —2x b
alors : limF(x) =—o0

X2

3) a- Soit x un élément de |1, + oo|
Ona: F(—x)= [;f(t)dt

-

- te"
2% .L YRS 2 df

sai on pose u =— 1

F(—x) ,[ _L.‘_eu( g”)




Y AP P B e
=

o o Lyl T £
1 .'-!"1F"q""!|""1’ PR e
1

T T e
ot | i

alors : lim

x—+

R

d-On pose x =— 1
Donc: lim F(x) = lim F(~ 1)

il o e
o ] |

4 :"I':*'

’ "
el
L "

/
= im—f
| —=+00 u

32 du =+o0 et lim

{—+ 00

f F(t)dt




: ] 1
AN\ Aoty
~1.,, ey

i i @?< I(-‘;::ji)s: .!ﬁe et ( Vx € R') If )I ‘ i

s = ' tsarft deux mtégratlons par parties, montrelr qlf RN
l .-I-.. -I‘,::" -1-.1.'- . ' _1-."- 2 1 AL x i s '_1.-. e —_— e -..-‘_
Ao SR n.;._i**ﬁéﬁuire que ;EHH X 7 et Imon(d+2)

) | ;*i?.'_"'l..‘-.-.;cﬂnisidére la fonction numérique f définie Slfr R* par(i(-"’) Ri; H
| Etudier les variations de la fonction f et en déduire que : (VX &
(on admet que : (Vx€R) e*=1+x) gt ol

F(x) =
1. On considére la fonction F définie sur R" par: P +.= In() °

| o e—1-— e"'—l"‘x
1)Montrerque:(VxER ) : % “2Fo s In(1 + x)

2) Montrer que F est continue et dérivable a droite en O

P i ol g T e
s -

n.-au v b 3
B gy |, A o

..-_.._1_ Tjee R

3) Montrer que F est dérivable sur R*" et que (Vx € R ) F'(x)= xln( i/
4) Calculer lim F(x) et donner le tableau de variations de F

xr—+oo

5) Etudier la branche infinie de la courbe de la fonction F au voisinage de -

Solution i

gy e —1

Li, PR a: .EI—IE X $al K

1' X

=] . = 1—x

Et puisque : 11__{13 - =lalors;£m St )

il g

el —~X _ . X o Vs
e lim ey = im iy =710
X
'2) a- « Soient x un élément de R" et ¢ un élément de [0, x]
Donc:1<¢ <e




(X t‘)2

h “& !culons l'lntégrale I(x) = [ e'dt

Bonc: 1) =[OV~ [ Ov(o)d
—[('x_t) -e' +f (x—pe'dt= “—*+'[ (x—1t)e'dt

[ culons 'intégrale .J = j (x—1)e'dt

t

}** w(t)—x—t et v (1) =¢
25'_'? v ()=—1, v(i)=¢

s

L,__J='-'-[(x ne'l +[ e'dt

2

I(x) "'--7---x+e we ]
ﬂn élément de |0, + oof




—
- T = SR T -
s Y

=12 1

Wmntmns que : 11 im xln(l e el

gi=ilt=—x
e—1—x _ .. :
Ona: P_l?:lxxln(l+x) lgr.{} In(1 +x)
X
ST e —1-x_1 . In(l+x)
Et puisque : £1_r_13 e =7 et JIEEI% e 1
e 1 —x _ 1
e illrcl.xm(1+x) 2 3
3) La fonction f est dérivable sur R™ et pour tout x de R"" ona:

F@=cin(1+x)+75-—1

Soit x un élémentde R""

Ona:e'=1+x,donc: 75 =1 (car 1+x > 0)

Dou: 17— —120

dautre part,ona 1 +x > 1, donc In(1 +x) > (

Pm' suite, (VxeR*™") £ (x) >0

D m: f est croissante sur R'

Dlou f(x) = f(0) pour tout x de R*

que f(0) =0 alors (Vvx e R*) f(x)> 0 et

;, ent x un élément de R*" a8
(1 < et 7 un élément de [1 + x, e‘] f' _

_.F




¥ --: -i. I :‘*

lim ) 0 donc: llmF(x)
E’intinue a droite en ()

Al :._‘: - ..

E ons que F est dérivable 3 droite en ()
it x un élément de 0, + oo

uu——1 k. F-F@) _

7 =i 1' ' 2

| Y Ii- ' | L I-I. -
e _-_l'_“:':l -i'-.;':i 'y x x s
¥ ._.* ..-h- ¥ -
. T rfl.-

I—"l_sz : ex—-l—-x
- i Eﬁlxln(l-l-x) .

.‘,_4 ] h que lll]{;l xz
o i PO _
-alofrs . hm x=0 2

@* S{ﬁte F est dérivable a droite en 0 et ona F,(0) = %

., a fonction 7 — ] l(r) est continue sur ] T m[

} &félle admet une fonction primitive G sur |1, + oo

"'

._ ar suite, F(x) = G(e*) — G(1 +x) pour tout x de R’

. " f@nctlon h:x — e" est dérivable sur R™ etona: A(R") =1, +
4;4, .W isque la fonction G est dérivable sur |1; + oo| alors la fonction ¢ g
JI s > sur R* 3 bl

méme, montrer que la fonction Gok est dérivable sur R** ou k eﬁt nc

K —s i+x

k’(x)G (h(x)) k' (x)G'(k(x))
= | " ln(] + img
E(e) L't +% = xIn(1+x)

lément de 10, + oof




-

e &l s 1
limE =+ et lim—7

1 B -,‘I‘:_ a LAt . i1ik11 Ay x
- ki - - Y L
= -.._1:;. 2 o A _ "~ .f""_" +m—
. W s [k N s 4§ SO 4
. Y g T

e 1 3 ,,

,1 w’ de dlrectlon I’'axe des ordonnées.

1C
.ﬂ"'-'

Premiére partie :
1) a- Vérifier que : (VIER) e = 1+1
- x X
b- En déduire que : (VvxeR™) e'—x—1=75

3) Montrer que : lim — =7

x—0

Deuxiéme partie :
| | On considere la fonction f définie sur R* par :

flx) =€ ;eh S0

A0y =1

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

| 1) Calculer lim f(x), puis interpréter graphiquement le résultat obtenu

Xt o0

| 2) Montrer que la fonction f est continue sur R

- Verifer que : (v € R o=l ——%——L“"" t

L | A3 ‘ﬂr
£ ) -I“;_--.I:.i._.‘ I

e X

‘I : __-* ":J'-:ﬁl.‘.l -. -|.+ :
ook Cad S ¥ e

- By T 3
Ay : e L e &
! el A A e - b 1 L .
f1 ) .r' " - i - \.:.l_“l F. A ]
e ¥ ¥ N o D dn [
k' 5 e T.l_ il 4
F - Y

&
=




e

: “_“i le Ia fon ction F est deﬂnle et dénif; b e e A
tol Hh x ‘e R+* ] Sl IL"STH .. waill
ntrer que pour tous a et x de R* ona - f :

d jéduire que (Vx € R™) F(x)_[

ontrer que : (Vx € R™) ¢ In( ) < fx—_—dt =V a lﬂ(

= ga déduire que : lim F(x) = [ ——dr etque: F(0) = I e
pectwes y=0etx=0etx=AouAd>0
| Calculer ﬂ{{_‘}fl A(A), puis interpréter géométriquement le résultat.

—— e e e e ':_ = 3 Tk I :
fat sy ~
. i - .
|:... = f L] Pl ™ I..-L. — ...
yolution - TN
s T
i 5 o N

re partie.
Etudier les variations de la fonction u : t—e'—t— 1

léduire gu’elle admet une valeur minimale absolue égalehjl}., eint
. f_-_,g_-e R)u(t) > 0
i & Re=>t+ 1
tx ur “élément de R™
E R) g2+ 1

,. f(t+1)dtcest—é dire : [é’]i;"'[

L ___If_. _“.:' i "ii’-h “3Ps
ﬁUf tﬁﬂt %‘ dﬂ | ol

|t '-.“1 FT_:_ ";ﬂ j’ F-_n_. T
| -\.'-. . "-l'l'_..TIll’. 3 :_q_‘ | i- L »
- II | I : r_‘t %l f 'I|Ib' ..'-l . .,F:' KTy b

A, N AU S o




[ 5
_____

on y = 3
;"_ fﬂnCtan f est continue sur R** (quotient de deux fonctions cor

-Zx 1 -3;r

;;m im /) = lim =55 X (- 2) = {5 X =)

x—0"
X (=2 -1 X(3=1=1)
Donc f est continue a droite en 0, par suite, f est continue sur R"
3) a- Soit x un élément de R™
Ona: A e 3 0 e —
X

xZ

_e*4+2x—1 e +3x—1
. x° x°
. -f0) _ .. fx)-—1
b-Ona.ji% >y —}LT 3
= e +2x—1 e*+3x—1
— 1l 2 p
x—0" X X
_ e +2—1_ . ,e—t—
Et puisque : ILT x22x L 1_11‘}]14.6 ttg 1 (On a posé t =— 2x)
_ 1 -
—4X2—2

(On a posé ¢ =— 3x)



o R

'''''''
-

Remarque :
hdemi—tangente 3 la courbe (C) au point A(0; 1) a pour coefficient di
e partie : ; |
) *Soit x un élément de R", la fonction f est continue sur R" ,donc f
e sur tout intervalle fermé d’extrémités 1 et x A

signifie que la fonction F est définie sur R’
f est continuesur R" et 1 € R’



(d’aprés le résultat de la ‘
précédente)

= '[ -e—t—dr+ j: -——-dt (Relation de CHASLES)

c fa XERVF@) = [ Car— [ ar
) S ﬁt x un élément de R*’

ﬁ dmite en ()
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