s COMPLEXES

. P
ProfSalmi ;

scrivent sous la forme a+bi oy 4
bre non réel vérifiant: i =—1 &

Eg’ ’ensemble C:

mble des nombres qui 8’

C est I'ense
n nom

sont deux nombres réels et i U
e d’'un nombre complexe :

exe z s'écritd’'une maniére unique sous laforme algébyr
nombres réels. Que
partie réelle de z eton le note Re(z)

o Le nombre réel b s'appelle la partie imaginaire de z eton le note Im(y)

¢ Si Re(z) = 0, ondit que 2 est un nombre imaginaire pur.

o 'ensemble des nombres imaginaires purs se note iR
. (VzEC)zERcﬂIm(z)= 0et(vzeC)ze iR Re(z)= 0

@ Forme algébriqu

« Tout nombre compl
z=a+biouaet b sont deux

o Le nombre réel a sappelle la

; Egalité de deux nombres complexes :
(V(z,7)€C?) z=17 < (Re()) = Re(z) et Im(z) = Im(z"))
(vzeC) z=0e(Re(z)= 0 et Im(z)=0)

4 . . , a8
[:J Représentation géométrique d’un nombre complexe :

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonorme direct

(0,en,e,)
Soit z=a+bi un nombre co Y

mplexe ol a et M
deux nombres réels. b sont by ‘j;(..Z)
L Le i ! e 3 l‘
compﬁz;r: ?4(5’(;,5) Tlaplpi:e I'image de 7z et le nombre /\‘0 '

pelle I'affixe du poi A
M(z) ou 2= af( M) point M et on écrit & v
o e

-—

eton écrit u(z) ou z = gff(iy)
e !
plan (P) s'appelle |e plan complexe

* 'axe (Og,) ¢’
(0é,) sappelle I'axe rée| et laxe (O¢,) s’
2) s'appelle I'axe imaginaire.

%
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[l conjugué d’un nompbre o
péfinition : :

Propriétés :
Pour tous z et 2" de C et pour t
7 —, T Outnd
2tz =2tz e N ona
X=X 7= ()

1 o S
(-4 @- o
ztz= ZR_C(Z) i T=p= 2iIm(z) ;77 = (RC(Z))2+(Im(z))2
t€R=2=2 ; zeiRs7=—,
[ Module d’un nombre complexe :
Définition :

Soit z= a+ bi un nombre complexe oi (a,b) e R?

Le module du nombre z est le nombre réel positif : | z| =z 2 = /@' + &’
Propriétés :

Pour tous z et z' de C et pourtout n de N* ona:

|zxz'|=|z|x|Z|

‘z£| = % (z #0)

|Z|=]z]

|z+z’|§|zl+|z'|

lz|=]-zl=z]|=1-z]

5T P ;s . . ’ .
f7 Forme trigonométrique et ecriture exponentielle d’'un nombre complexe non nul :

Soient z = a + bi un nombre complexe non nul ou (a;0) e R*={(0;0)} et M
son image dans le plan complexe et soit @ une mesure

(en radian) de I'angle (ET,OM) |
e Une forme trigonométrique du nombre 2 est: M(z)

“a b
z=r(cos(a) +isin(a)) ol r=|z| et cos(@) =7

et sin(a@) = %

S
r/

B |

R
Les nombres complexes 1. ;:,J ‘
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| K4 - 3 x
* Lécriture exponentielle du nombre z est: 2= "¢

* Tout nombre de la forme -+ 2k ol k € Z sappelle U (a’)g“me"t deval o
on le note : arg(z) et on écrit : arg(2) = a[27] eton lit: arg{z) est congy,, . ;
modulo 21

=N

Cas particuliers :

Soit @ un nombre réel non nul. .
sia>0 alors: a=ae® et ai=ae’ 5
sia<0alors: a=—ae” etal =—ae
Propriétés : .

Pour tous z et Z de C’ et n de |

y 2

arg(zX7) = arg(z)+ arg(2) |

)_=_ arg(z)— arg(2) [27]

7' ona:

@ N =™

el
arg(Z') = narg(z)[27]
arg(—2) = arg(z)+ 7 [27]
arg(7) =— arg(2) [27] )
arg(%) ——arg(z)[27]

€R = arg(?) —kr(keZ)

1€ iR = arg(@ =%+kx(keZ)

L@ Formules d’Euler : o By ‘
Fote”= 2cos(@) ; €°—¢ "= Ztsm(a)‘

@ Nombres complexes et géométrie :

Notion géométrique Ecriture complexe
La distance AB AB=|z—12l
I milieu du segment [AB] = _L_\%@_
A, B et C trois points alignés % cR (A#B)

- —A

— — =\ _ e 2a
Mesures de Iangle (AB,AC) (AB,AC )= arg( s ZA) [27 ]

A B l Z -_— Z/ .

A, B, C et D quatre points
cocycliques (A, B et C ne sont (ZA_ & . U Zu) cR
ioné w— L W AW

pas alignés)

profsalmm
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[} Expressions complexes de certaines transformations :

soit M (') image d’un point M(z) par une transformation:

. R ]

(B Transformation Expression complexe
Translation de vecteur 5 7 =z+afflit)
Homothétie de centre Q(w) et
de rapport k 7 —w=k(z— o)
Rotation de centre Q(®) et 7 —w=eé(z—w)
d'angle

Remarques :

Soit f une application dans le plan complexe dont I'expression complexe
est 7 =az+bou (a;p) e C' xC

-si a=1alors f estla translation de vecteur u(b)

_sia€ R —{1} alors f est ’homothétie de rapport a et de centre Q(

: )
1—a
_sia=¢€" ou @ ¥ 0[2x], alors f est la rotation d’angle a et de

: )
centre Q(l =

il Racines n®™ d’'un nombre complexe non nul :

Définition :

Soient ¢ un nombre complexe non nul et n un élémentde N"—{1}

On dit que le nombre complexe z est une racine n®me du nombre t si 2" =t
Propriéteés:

e Soit ¢ un nombre complexe non nul, de module r et d'argument &
o a+ 2k
les racines n®™s du nombre ¢ sont les nombres z= frets )

ke{o,1,..,n— 1}
« La somme des racines né™s d’'un nombre complexe est égalea 0

ou

Remarques :
’
e Les racines niemes de 1 sont appelées racines niemes de I'unité

ce sont les nombres @; = e “ ou ke{0,1,..,n— 1}

e Les racines carrées de I'unité sont : 1 et -1 B

« Les racines cubiques de l'unité sont: 1, j = =€ et j=j=e
« Les racines 4™ de I'unité sont: 1,-1, i et —i

¢ Pour déterminer les racines n®™ d'un nombre complexe non nul, il suffit de
multiplier 'une de ces racines par chacune des racines n®*™* de |'unité.

-4
3

g
4
i

Les nombres complexes { 85
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_al
7—3

Exercice 1
TN =3+
Pour tout z de Cc—{3}on pose - /@ ¢ 2=
lexe =1
1) Ecrire sous forme algébriau® p n)o-r-n:re o
2) Résoudre dans C requation f(2) =
3) Dans le plan complexe, déterminer |es deux ensé

E={M@)/f0 R et~ (M@If(2) € iR} |
A BetC d'affixes respectives 1+i, 2~ g .
I

4) On considére les points ctive
A, BetC ne sont pas alignes.

a- Montrer que les points . :
b- Déterminer le point D pour queé ABCD soitun parallélogramme,

c- Calculer les distanceés AB, BC et AC
t un rectangle.

s ' 2i

1)Ona:f(2—-i)=3+7_%-£_’3‘=3—1+l
_3+i_ G+i)1—i) _3-3i+i+t1 _4-2i
1+i  (Q+i)(1—1i) 1+1 2
Donc: f2—i)=2—1
2) Soit z un élément de C—{3}
2i

-

Ona: fld=ze=3+,-3 7%
— 3(z=3)+2i=2(z—3)
—=7—6z+9-2i=0
Le discriminant réduit de cette équationest: A" =9—=9+2i=2i = (1+if
Donc les solutions de cette équation sont: 21 = ﬁ#— et 7, = 3 _11 —1
Par suite, 'ensemble des solutions de 'équation est : § = {4+i,2—-i}
3) o Soit z un élément de C—{3}, onpose: z=x+yi ou (x:y) € R2—{(3:0)}
Ona: flz) =3+——2b = 2i(x — 3 —yi)
x+yi=3 (x—3)+y
_3(x=3)+3y°+2y . 2(x—3)
(x—3)2+y2 l(x—3)2+y2
*Ona: fl) eR s 20x=3) _ 0
(x— 3)2 + y2
=x=73
Donc E est la droite d'équati
*Ona: f(z) eiR e equatlor: x =3 privée du point A(3)
= 3(.76_ 3) + 3y2+ 2y: 0

e (=P 2 g2
(x 3)+y+§y=0

mbles suivants :

Chapitre 2
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== 3P+ (y+ 1) - 1y

ponc F estle cercle de centre Q(?,- -1

3) et de rayon 1? privé du point A(3)
..ZC—ZA__6+1—1~
onar A=yt 5 5(1+2i)

zc
Et puisque : 2o — 24 ER alors les points A, B et C ne sont pas alignés.
b-Ona: (ABCD estun parallelogramme) = CD=BA

=14+ 2

"= s
STt
= z=1+i+6+i—2+1i

Donc: 20 = 5+ 3i est I'affixe du point D =7, =5+ 3]

¢ AB=lm—al=12-i-1-i|=|1-2|= T+ (=27 = /5
BC=|zc—zB|=|6+i—2+i|=|4+2i|:m=25
AC=|ze—z|=l6+i-1-i|=|5|=5

d-Ona: AC* = AB* + BC*

Donc le triangle ABC est rectangle en B, par suite ABC est un angle droit

Et puisque ABCD est un parallélogramme, alors : ABCD est un rectangle.

On considére dans C Iéquation (E): 22— (3+i)z+4 =0
1) Déterminer z et z, les solutions de I'équation (E) telles que : |z | < | z|
2) a- Ecrire chacune des solutions z et z, sous forme trigonométrique.
b- En déduire dans C les solutions de I'équation : z°—(3+ i)z’ +4 = 0
3) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O;u;v), on
considere les points A(z), B(z) et C(i)
a- Montrer que le triangle ABC est isocele et rectangle.
b- Déterminer 'affixe du point D pour que le quadrilatére ADBC soit un carré.

¢- Déterminer et construire I'ensemble (I") des points M(z) tels que +31 est

&ombre réel strictement positif.

ey

1) Vérifier que : A=—8+6i=—9+6i+1=(3i+1) et en déduire que :
Zl‘l*letb 2+ 20

Z)a-Ona:z1=1—i=\/'(‘/‘ \/7) f(cos( Z)+isin(—%))

| =]

Les nombres complexes nsBT'
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.

e =2420=2/2( Z 4 42) = 22 (( )+ s 5)

b-Onpose: =72
- Donc I'équation proposee est équivalente a I'équation : £ — (B+i)+ 4

Clest-a-dire : t = /2e T ou t = 2¢/2¢T (d'apreés le résultat de la questnonpé.é
C'est-a-dire : z —/—e TouZ 2/_.«34

——+2A7r THr .
C'est-a-dire : z ) e( 3 )ou = 3v2/§e( 3 )_ou kE{O;I;z}

7r+8krr :
C'est-a-dire: z= 6/_e ) ou z—fe =) ou ke{0;1;2}
Par suite, les solutions de I'équation : z s—(3+i)72+4 =0 sontles ”Ombre

GJ_e 17 Gfglz 6\/'_84 \/_612 \/—64 et/-gl2

= _ 2+i _ (1—21)_ X
3Ja-Ona: —  =1=3;~ 1-u =€

dente]

anc: IZB—ZCIZIZA_ZCI et arg(é:—zz

Clest-a-dire : CB = CA et (CA,CB ) = 4 Lo ]

D’ou, le triangle ABC est isocéle et rectangleen C

b- Puisque ADBC est un carré et vu la position du point D (voir figure)
Alors le point D est I'image du point C par la rotation de centre A et

" T
d’angle (—7)
C'est-a-dire : z,— 7, = e"%(zc = zA)
Clest-a-dire : 2o =—i(—1+2{)+ 1 —;
Doli: z,=3
c- Soit z un élément de C - {3,;)

LN chapite 2
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V

ona: Mz el) = é“31 c R

= arg(fzﬁ)z o[2r]

= arg(%x 2—3)5 0[271-]

1
— arg(~ i) + arg(£=3) = 0[27 ]
= arg(zz__?)g—g—[zn] (arg(—l)E‘%[ZN])
T

ponc : (I') est le demi-cercle de diamétre [CD] qui passe par B privé des points
C et D (voir figure).

\EXercice
| EXercice

\ s

L g T

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonorme direct (O;u;v), on

: : 2 3. e |
considére les points Ald+1i), B(4—1), C(—§ 3 1) et Q(2—1i) |

1) Déterminer affixe du point A’ Iimage de A par la rotation r de centre Q et |
d’angle %
2) Soit & la transformation du plan dont I'expression complexe est :
o3 < 5.

a- Déterminer I'affixe du point B’ I'image de B par h

b- Montrer que h est une homothétie dont on déterminera le centre et le i
!

rapport. ’ o
3) On pose C’ = hor(C), montrer que les points A’', B' et C’ sont alignés. J
g ——
Les nombres complexes | U.’\l
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ey

) Puisque - r(A) = A’ alors: zv— 2 = ei%(ZA ~ )
Donc: zo=i(4+i-2+i)+2—i
Par suite : 7, = ;

2)a-Ona: 4(B)=B', donc: zn'=“‘%23+ 5

1

ji
Par suite : 7, =— 1 —;
b-Ona: —Jz45-Fizre3r=5-3
=Sz7=2-]

Donc le point Q(2 — i) est le seul point invariant par la transformation

Par suite, 2z’ =—%—z t5- %i =7 —(2-1i) =—%z +3- %[
=7 -2-)=-3(~(2-1)

Donc h est I'homothétie de centre Q(2 - i) et de rapport (—%)

3) L'écriture complexe de la rotation r est :

Z=(2-i)=i(z—(2 1)) cest-a-dire: 7/ = iz+ | — 3;

et 'expression complexe de I'homothétie 4 est : 4 =—%z+ 5= %i

Donc I'expression complexe de hor est : z’ =—%(iz +1-3i)+5- ij

c'est-a-dire ; 7’ =—%iz+%+ 2i
Et puisque hor(C) = C’ alors : z~ =_%iZc+%+ 21
Parsuite: zz=1+3;

LTz 1 +3i—0 1420
Btona: S oT=i=i  —i-2 — |

o — Za
Donc ; eR
ne g — 2w

Par suite, les points A", B" et C’ sont alignés.

L (R
e et

Soient a et b deux éléments de C’, on suppose que I'équation x*+ax+b =0
admet dans C-deux solutions distinctes x, et x,

lb]=1
1) Montrer que : |x|=|x|=1=1{|a|<2

2arg(a) = arg(b) [27]
|b]=1

2) Montrer que : y|a|< 2 —|x|=|xn|=1

2arg(a) = arg(b)[27] ///J
I
Proi Chapitre 2
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P

pappel : xi et x; sont deux solutions distinctes de I'’équation :
ponc: X +x,=—aetxx;=»b

1) » SuppOSONS que: |x|=]x|=1

ponc: IblzlxIX2|=|x||X|x2|= IX1=1

et comme:: |+ x| <[ | +] x|

ponc: |—al< 1+ 1, parsuite: |a| <2
.ona: 2arg(a) = arg(h)[27] = arg(a®) —arg(b) = o[2r]

= arg(%z) = 0[27]

= %2 e R”
Donc pour montrer que: 2arg(a) = arg(b)[27 ], il suffit alors de montrer
que : %2 e R”

2 2
.L—M_xl X
Ona: b X1 X2 - x2+_.;C-1-+2

!
!
g

posons : x1 = €° et x, = e” (car |x|=|x|=1)

[S]

Donc : a — ei(a—ﬁ)+ e—i(a—ﬁ)+ 2
=2(1 + cos(a—R))
(X T B
4 cos ( ) )
2
par suite: gb_ eR" (a#£0caraeC)
2) supposons que : [b[= 1, la| <2 et arg(b) = 2arg(a)[27]

donc: a=re“ et b=¢" ot @ ER et rel0;2]
ax + b = 0 est donc équivalente a I'équation YAréx+e*®=0

Il

l’équation : x” +
Le discriminant de cette équation est :

A=(re") — 4™ =™ (rr—4)= (iya—rte®)

donc ses solutions sont :

X = é—e"“(—r+ iJya—r)etx= —é—e"" (—r—iva—r’)

On aalors : |x1|=%Ie”"]x|—r+i\/4—r2|=%><1x2= 1
et:|x2|=%|e""|><l—r—i\/4—r2|=%><1><2= 1

Soit ¢ un nombre complexe non nul, on considere dans C I'équation :
(E):22—2z+1+a*=0

Les nombres complexes

— ProfSalmi profsalmi.blogspot.col
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ﬁ

|

1) Déterminer les solutions z et z de Iéquation (E)

. . T
2) On pose: g =e“ ol @ € }g"—g—[
| Déterminer en fonction de @ une forme trigonomeétrique de chacune des solutj, |
ns

ZI Et Zz |
3) On considére dans le p

(0,u,v), les points A(l +ai) et B(1—ai) o .
a- Montrer que les points O, A et B sontalignessi et seulementssi g g ;p

b- Montrer que le triangle OAB est rectangle en O siet seulementsj |q| = 1

N —
; m

1) Le discriminant réduit de I'équation (E) est: A’
Donc: z=1+taietz= 1—ai

lan complexe rapporté a un repére orthonormg direcs |
ct |

~ |

=1 —(l-f'az):—'az:(ai)z

2)eOna: = l+tai=1+e7e" =€+ o+7)
b e’(%*’%) (e"’(%"’%) + ei(%‘*%’))
= 2cos(&+7 )T
4 . T
Et puisque : —%< @<y alors: 0 < 7-1— 4 <5

; Par suite : 2005(%4‘%) >0
Donc: z = 2005(%"‘ %)(COS(%'F%)

/8
o Vérifier que : 22 = 2 cos(—gi = Z—)(cos(
B#0
3)a-eOna: (0, AetB sont alignés) = B = O ou L%
Zs — 2o
a#t—i
= ag=—10u iig; cR
e Soit @ un élément de C—{-i} ’

_

ons: {22tk (1Z5)- 124
_ l-ai_l+ai
1+qgi 1—a
= (1—ai)1—-ai)=010+ai)l+a)
=ai+ai=0

—=a=—aq

<=>aEiR—{—i}
Donc: (0, A et B sont alignés) = a =—i ou a € iIR—{— i}

—=a€eiR
b-Ona:(OAB est rectangle en 0) = (OA) 1 (OB)

‘J{’; Chapitre 2
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1 + ai w3 " - ’
=1 =4l €iR (ona: a#—i carles points O, A et B ne sont pas alignés)

(1+ai = =kai
= —

1—ai 1—ai

1—ai _—1—ai :
Sl+ai l1-a !
= (1—ai)l—ai)=(1+ai)(~1-ai)

¢==>aE=1

=lal =1
=|al=1
ponc le triangle OAB est rectangle en O si et seulement si la|=1eta#—1i

| Exercice @Jlum 2003
on consideére l'application: £ C' — C
2ti |

Z »—.f(z) — |
. ; Z {
I. Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que : | f(z)|= 1 %{

I1. Résoudre dans C I'équation (E): j(lf) =277 |

IIl. On pose : z= cos(f )+ isin(8) (8 IS ]075 D
1) Représenter les points B(i), M(z) et N(z) dans un repére orthonormé direct
(0,u,v)
2) Soit P le point daffixe z+i
a- Vérifier que le quadrilatére ONPB est un losange.

b- Montrer que : arg(z+i) = % — % [27]

c- En déduire un argument de f(z) en fonction de v
3) Calculer | f(z) | en fonction de 6

. On pose z = x + iy ou (x,y) € R —{(0;0)}
Ona:|f(@|=1 4=*l%|: 1
¢=>|_z_+i|=|2|
e |x+i(l=y)]=]x+iy]
s+ (—y) =2ty

Donclensemble des points M(z) telsque: | f(z)| = 1 estladroited’équation: y = %

e e

Les nombres complexes | '}'ﬂ}
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Autre Méthode -

Ona:|f(z)|= =|z+i|=|¢]|
®|F|=|ZI
=|z-i|=|z]

e MB = MO o B(i) et 0(0)

Doncl'ensembledes

points M(z) tels que: | f(z)|= 1 estla Mediatrice g, ”
[0B] | ent
i
. 1\_ - 2 - =
Il. Soit z un elémentde C',0Ona: ](;) =il 1 12
Z

- _ = 3 :

Donc j(—)—z 1 z=§+%z ou z=——§+%z

3 . 3 :

> <=>z=§—%z ou z=—§—%z
/' Parsuite, l'ensemble de solutions de I'équation (E) est:

e {ﬁ_i-,_ﬁ_i-}
L2 T T

. 1) Comme [ i |=|z|=]7|= 1 alors les points B, M et N Appartiennent ,

cercle de centre O et de rayon 1

B(i)

| M(z)
;| |
V; :
YATE
o i
N(z)
2)a-Onj: 4ff(ON)=7 et aﬁ‘(ﬁ)’)=(z+i)~l=z
DonC'W\/EW

PM | profsalmi.blogspot:com
Prof
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Y

EtP“'Sque ON = NP car |z-0l~ Let|(z+ §)— 7=
lors le quadrllatere ONPB est yn losange,

). 0" rappelle que : sin(a) = 2sm(7)cos(%> et 1 —cos(a) = 251“2(%)
- 7+i=cos(0) —isin(@)+;
= cos(@) +i(1 - sin(f)) = sin( X

—
tow:i

== bl == . E_Q -
ponc: |+ 1= 2sin(§ z)etarg(zﬂ)z%—%[zn]
+

L ona: arO(f(Z))—afg( $)fon]
z(arg(z+l)—arg(z))[27f]
E% Q_H[zﬂ]
E% 76[2751
B _ T 0
ona: |/@|=| 27 “lzijll|‘2sm<il 2 = 20in( - §)

1'}5(4%4( .?/ /Juin 2016

x,;’-» =

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v )

On considére dans le plan complexe deux points M, et M, tels que les points O,
M, et M, sont distincts deux a deux et non alignés.

Soient z et z, les affixes respectives des points M, et M, et soit M le point dont

o - ) _ 222
I'affixe z vérifie la relation z = 7+
—2.% _
1) a- Montrer que : ? Xt=—1
2

—Z Q

b- En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OM, M,
2) Montrer que si z; = z, alors M appartient a I'axe réel.
3) On suppose que M, est I'image de M, par la rotation de centre O et dangle «
ol @ est un réel de 0,7

a- Calculer z, en fonction de z etde @

Les nombres complexes /)< |

bt !
e ofSalmi profsalmi.blogspot.com

Scanned with CamScanner




Pro

b- Montrer que le point M appartient a la médiatrice du segment [y M,

4) Soit @ un réel donné de Iintervalle 10,7 o
On Suppose que z et z, sont les deux solutions de I'équation :

6t2_(€,0+1)t+(eu9_1):0 e/ﬂ_l
a- Sans calculer z et z, vérifierque: 2= z—eT”:T

b- Donner en fonction de @, la forme trigonométrique du nombre COmpleyq A

———

2212 Zl(Z|—Z2) p— _@h Zz(z\
- cn—z2=7— = et =2 =~ d
l)a-Ona:a-z=a-7 1, s & 2" 7+ 1 Z+?.z)
| ZZ
Donc:——z'zzxﬁ=———z'(z‘_zz) X & =_1
27 & —ZZ(ZI_ZZ) a

b-Ona: O, M, et M, sont des points distincts deux a deux et ne sont pas aligne,
2—2,2—0
X =—
etZz—Z z—0 leR
Donc les points O, M,, M, et M sont cocycliques.
Par suite, le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OM, M,

2)Sin=2

2212_1 2|ZI|2
lors: z= ==
A0 2=+ % 2Re(z)
Donc: ze R

Par suite, le point M appartient a I'axe réel.
3) a- Vérifier que : 2 = €“z
2

22 ia a2
- . =2 = - X 2= =
bOna.Zl e’ et =27 1

2 — 2 ¢“=—1clest-a-dire: z—z=(z2—2)e™

Par suite: |z — z| =]z — z| c'est-a-dire : MM, = MM,
D'ou : M appartient a la médiatrice du segment [M,M,]

Donc:

4) a- On rappelle que lorsque I'équation : ar> + bt + ¢ = 0 (a € C’) admet deux

racines, distinctes ou non, alors leur somme est —% et leur produit est &
. a

i6 0 _
DonC: Zl+22= £ g_l et U = e 6 1

- 16 —
Par suite, 7 = 242 e — 1
2tz el + 1

b-Ona:é?’—1= e’%(e’g - e“%) = e'%Zisin(g)

i o ii ,‘Q —ii .
et e”+1=¢(c7+, 2>=e%.2cos<g>

e profsalmi.blogspot.€om
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(0
it ) sin\ w5
ponc: 2= 2%:'?% = 2i cos(é)) = 2itan(%) = 2¢an(§ ).¢*

e:0<5<”a|°f510<%<% parsuite:tan(%)>0

|
|
|
(&)(cos(5)+ isin(%)) |

gt puisd"

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0,u,v) |
iz

r tout nombre complexe z distinct de 1, on pose : f(2) = 5]

pou
1) a- péterminer les racines carrées du nombre (1 — 41\/5)
p- Déterminer et z les solutions de I'équation : f(2) :—l\/?
c- Montrer que le nombre z + 25 estréel.
2) a- Montrer que pour tout z de C—{1} ona:
flz) EiR e z=2z0U |z = 2Re(2)
p- Déterminer dans le plan complexe I'ensemble E des points M(z) pou
f(z) estun nombre imaginaire pur
3) a- Déterminer dans le plan complexe les deux ensembles :
(A)={M@) /| f)|= |z|} et (C) = {M(2)/argf(2) = argz [27]}
b- Déterminer (A)N(C)
//,/,I, =

| oy

e = - i

1)a-0na;1—4i/§:4—4lﬁ—3 2 !,
_ 52 —22i/3+3y3) .
=(2-i/3)

4i\/§ sont 2—iy3 et —2+i/3

rlesquels

Donc, les racines carréesde 1 —
b- Soit z un élément de C— {1}

Ona: fQ) == e y3i7 2+ 1=0

/3 _1—4i/3=02-i/3)

le discriminant de cette équation est: A

| L
Donc les solutions de I'équation f(2) = /3 SR

_1+2-iy3 1 —2+i/3
V3

1 e Y=
4 2/§l et 2 2‘/’3‘1
—‘/g—et Zzz%-"lré_

C'est-a-dire : =—%”i )

—
Les nombres complexes | ‘?77}}
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C-Ona: g =—5 =iy = cos\ 73~
etz = —‘/l—g(—é—g+ %z) = —/%(‘cos(% + isin %)) = ?e'g
Donc: g6+ 2¢ = () + (L)

= e:8ﬂ+_21_7€m

- 1_21_7

par suite : z} +z5 = %67, d'ot (zf+z5) e R

2) a- Soit z un élément de C—{1}
Ona: f(z) €iR =m_= —=f(2)

—iz'_ i

z2—1 z— 1

2 -2 — -2
=7—zZ —7z7+zz =0

=(z-2z)z+2)—zz2(z—=2)=0
=((z-7z)(z+z—-22)=0
=z—z=00uz+z—-22=0
<=z=z ou2Re(@—|zf=0
=z=z ou|zf=2Re(?)
b-Posons: z=x+1iy ou (x;y) € R*—{(1;0)} (on a:(x,y) #(1;0) car Z#1)
Ona: M(z) €E = f(z) €iR
= z=zoul|z]=2Re(7)
—=y=0ou x*+y =2
—=y=0ou(x—1\+y*=1
Donc I'ensemble E est la réunion du cercle de centre A(1) et de rayon 1 et I'axe
réel privé du point A
3) a- Soit z un élément de C—{1}
+Ona: M@ €(8) = [f0)=
o, lzf
|z—1]
=lzllz|-lz=1])=0
=|z]|=00ulz—1|=|¢]
= M=0 ou MA = MO

Donc I'ensemble (A) est la réunion de la médiatrice du segment [OA] etle
singleton {0}

=|z]

]
1928

ProfSalm
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4

o M@ E (C) = argf(z) = arg(z) [27]

' = 7+ 282 arg(z - 1) = arg( ) [271]
=ag(7Ey) ==L
= (m) E—%[zn]
|ensemble (C) est le demi-cercle de diamatre [OA] privé des points O

A (Vourflgure)

b- Soit z un élément de C"—{1}
ona: M2 €(C)N(A) =|f@)|=|z| et arg(f(2)) = arg(z) [27]

4:»’@\: ] et arg(@)zO[Zn’]
1o
Z

= fl2) =
=(1-i)7-2z=0
. (car z#0)

leio

4
Donc: (C)N(A) = {B(% + %l)}

[r—

Em@*@ 9

\j
Pour tout nombre complexe z distinct de i, on pose : f(z) = z—l

1) Montrer que pour tout ze C—{i} ona: f) eR=]z|=1
2) Résoudre dans C I'équation f(z) =iz et écrire les solutions sous forme

l

ey |

Les nombres complexes | (7)) ]
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v

;“gonometrque
) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormeé direct (0,37 ;)
a- Déterminer I'ensemble des points M draffixe 2 pour lesquels 7,
@) o
Un

nombre imaginaire pur.
points M(z) tels que:

b- Déterminer et construire Pensemble des

argf(z) = 7 [27]
T 4 9k pour tout k € Z

4) Soit @ un nombre réel telque: @ 7F 7
tan(f4—+7), ouis déterminer les solutjg,
S de

Montrer que : f@) =€ =27

1Y =(z=1)

I'équation : (iz—

na: f@€ER — ) =f)

1)SoitzE(C—{i} 0
m—lZ"l iz—1
zti z—1
e T R z—z—z+i
—=zz=1
=]|z|=1

2) Soit ,eC—{i},ona:

fl) =iz = 2+ —i)z+1=0
(1 +i)z—i=0

inant de cette équation est

1+
Donc: f@=iz=27 ‘/‘(l+z )ou z=
Par suite, I'ensemble de solutlons de I'équation f(z)

{[+11+l) f( +i)}
LB 4= ”fxf(-?—w?)
26 (o) isin( )
1—2J§(1+l ___,_f(__[_lf>
82 (3 isin )

) tels que f(z) estun nombre |

(on a multiplié par (=i))
A=6i=3(1+i)

_ﬁ(1+i)

iz est:

Le discrim

etona:

et

3) a- Soit (E) Iensemble des points M(z

pur,ona:
MG EE=flciR et z#i

e

I 'C [!1 Chapitre 2
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Q) =—S(2) et 24
—iz=1 _ ziz+1

=T T+ 6=l SHE G
=22 272 =izt T g4 etz
e—z=—2et z#i

wZEl‘R—{i}

. rensemble E est 'axe imaginaire privé du point A(i)
soit F rensemble des points M(z) tels que : argf(z) = [2r]

iz~ 1
na;M(z)EF@afg(li—i )E%[Zﬁ] etz#ietz#—i
i(z+i)

e

0

)Ezr[27r] etz#ietz#—i

Z+1i
=

:»arg(i)+arg( )En[Zn]etz#ietz¢—i

z+i
Z—1

= arg(

= (m’,M_B’) = % [272’]
‘oU A est le point d’affixe i et B est le point d'affixe (—i)

)E%Dﬂ'] et z#i et z#—i (car arg(i) 5%[2”])

SRR

e S o)

ponc lensemble F est le demi-cercle de diameétre [AB] privé des points A et B

(voir figure)

A
»
F
i
' o] i / '
>4
—
B

4) e Soit @ € R tel que: (VkEZ) a#%*‘zkﬁ
Ona: f(z) = " = l;:l.l =e"
— 7" —ie" =iz~ 1
je” — 1
e’ —i
SerE) 4 g
¢ +e 2

= 7=

= 7 =

Les nombres complexes
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T
2005(%”‘4’)
=" X ——/T
=ie 2005(%+‘4‘)
/s s ain(
sm(’g—’*'(%‘j)) (Rappel : Sln(7+x)= Cos
== o s ‘ x)
: COS(’2-+ 74")
E—
TR .’ )
eOna: (iz—1y=(z— iV = (’g —il ) — 1 (i n’est pas solution de I’éqUation)
=(f@) =1
— f(z)=lou fla=jou f@=]
carl, j et j sont les racines cubiques de 1 ou J =—%— P i—\/;— = o7
Donc: (iz— 1) =(z—i)f = f(z2) =¢" ou f(2) = ¢% ou fQ) =e'
Et, d’aprés le résultat de la question précédente, on a: 5
' ' e
) (iz— 1) =(z— i) @z=—tan(%+%) ou z=—tan\ 7 %)

_2r
ou Z=—t_an(%+T3)
e- z=—1ou z =—‘tan(z—§) ou z= tan(lﬂz—)

=—1ou z=2+\/§ ou z=2—\/§

= 7

| ExerciceS1(

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonorme direct (0,e,,e), on pose:

f(z)=z—l_z—l- pour tout z de C—{i} |
1) Ecrire le nombre f(1 + 2i) sous la forme algébrique.
2) a- Montrer que : (vz€ C—{i}) f@) R |z[ =Im(z)

b- Déterminer (E) 'ensemble des points M(z) pour que f(z) soitun nombre réel.
3) On considere les ensembles ; |
(C)={M@D /| f)—i|=2} et (A) = {M(z)/arg(f(z) —i)= E—[M]}

a- Montrer que (C) est un cercle dont on déterminera le cent3re et le rayon.

b- Montrer que (A) est une demi-droite privée du point A(i)

c- Tracer (C) et (A), puis déterminer leur intersection.

1 14 Chapitre 2
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T 3m

tout f de ]—_2_’ 21 {%}; on pose : z = ¢"

de f(2)

pour ==~ :
) Détermlner, suivant les valeurs de 8, la forme trigonométrique
" gterminer 6 pour que le triangle OMN soit isocéle de sommet 0 ou M(2)
ot N f(2) /J
EI N ,
1) yerifier aué : f1+2i) ==t %l

- Soit Z un élément de C—{i}
ona: f(z)eRmf(;)jf(z)
s ZLZ — iz
z+i T
¢==>—E£Z—i)= 72(z+1)
= 27z2=—i(z—2)
= 2|z} =—i2i.Im(2)
=|z[=Im()
na:_M(z)E(E)‘:'f(Z) eR

=|z['=Im(2)

b-0

On pose : z=x+iyou (x,y) ER*—
ona: M(z)E(E)mx2+y2=y

2 1V 1}

—G=0r+(-3) = ()

ponc, (E) estlecer
Soit z un élément de c—-{i}
] -1

3) a-
Ona:f(z)—i=zfl-—i:—zjl—-
Donc : M(Z)E(C)«:»If(z)—i|=2
<=>|,”_l_ =2
71
_1

<==>AM=7

Par suite, (C) est le cercle de centre A etderayon 5

b- Soit M(z) un point du plan complexe tel que : 2 #1

Ona: M(z) e(A) = arg(f(2) — i) E%’[Zﬂ]
= arg(f:%) = %[277 ]

ProfSalmi

{(0;1)} (on a:(x,y) £(0;1) car z )

1 (A estlepoint d’affixe i)

Les nombres complexes
profsalmi.blogspet.

Scanned with CamScanner
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% [2n ] |

= arg(~ 1)~ arg(z— =7
=1 —arg(z— i)E%[ZF]

= arg(z—i)= 2—71'—[27r ]

= (a,aM)=2L 27 ]

Donc:: (A) est une demi-droite dorigine A(i) privée du point A (Voir figye )

c-

(A) L. 2

\\3

\

\

A\ _ L _ ____
(C)
;. ‘
ol &z

Soit M(z) un point du plan complexe tel que : z # i
| f)—i|=2
arg(f(2) — i) = 5-[2n]
4=>f(z) —1=2e"3
=i 1+iy3

Ona: M(2) e(C)n(A)«:»l

)

Donc: (C) et (A) se coupent au point d’affixe _Z z(

8) a- « On rappelle que : & + ¢# = ¢l (1) 4 o1 ))
=2 cos( )
. i i(5+6)
o _ __ " €Y L
*Ona: f(z) = z P S (car i =¢7)
ei(%w)

104 Chapitre 2
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b/ S
— <@ < 7
T
)+zsm<%+i4‘))
o T pootts 2 ‘est-3-dire : 2 < 0 < s
gmecas:Si y <y Ty <TC 2
0 r«
Alors : COS('Z‘+ 71—) <0
_ - 1 ei(%+3T”+7r)
par suite : (@) = 8
2005(74' T)
—1 A5+ ) —1 %) (1L ==L an))

2cos(%+7
b- Le triangle OMN est isocéle de sommet O si et seulement si OM = ON |
ona: OM=|z|=|e’|=1
1 |
et ON=| @)= 5 pe |
4 |
‘005(2 + 4>| §
L |
Donc: OM = ON<=»|COS(%%~E—)‘=-2— |
|
1 6 __1 |
4=>cos(%+—§~ =75 ou cos(7+ 4)— 5 zl
§
4=>—g—+%—=—7320u—g—+%=27”(car0<7+774r—<7r) j

Les nombres complexes |ill
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T _
=0f=%oul="

Conclusion : Pour que le triangle OMN soit isocéle de sommet O, il faut et il suffy

| (reR" et 0€R)

Soit u = re® un nombre complexe non nu

On pose:j=—L+i‘—/2_3— etz =uj et z=ul

2
1) Ecrire z et z sous forme trigonométrique.
. — at2z
2)Onpose: Z ST

a- Ecrire le nombre j — i sous forme trigonométrique.
b- En déduire 'écriture exponentielle du nombre Z en fonctionde r et @
3) a- Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles le nombre Z est un nombre rég|
strictement positif
b- Déterminer les valeurs de @ pour lesquelles le nombre Z est un nombre
imaginaire pur.
4) On considére dans C I'équation (E): 2’ —ujz’ +u’z—u’j=0
a- Montrer que le nombre —iu est une solution de I'équation (E) -
b- Résoudre I'équation (E)
¢- Montrer que les images des solutions de (E) dans le plan complexe
appartiennent a un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

I S by

1)Ona:z=u=re

Donc: z = r(COS(5 + ’2§7[‘) t+isin (6 + 2%))

0 g% = rolt%)

. o L (94X
etona: z = ui = re® ¢7 = re®7)

R /4 .. T

Donc: z = r(cos(ﬁ + 7) + zsm(@ + 7))
2)a-Ona: j—i= ¢+ 5 = ¢ (¢ + ¢'17)
= ZCos(lleﬁ—)e'

=—200$( —17T—2>el =2cos(12 P

)
(cos(%l) ik isin(%))

X
5

Et puisque : ZCOS(%) >0alors: j—i= 200s<%)

[—
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S R
T SRR ) P

—_—
.

o wjtui _ it (G- _ G-)G-i)

—
—_—

e e i) -
jonai 277 a% aijou (G- uij(j = 1)
— 0 L i
SN M T A
wii(G=10)  re?ete™ 2 c’os(%)e‘%l 4 e

.4-riture exponentielle 2 os(E
o c,estlecnture expo le de Z car - 005(12) >0

4-ona: Z€R+‘<=><9+%= 2%k (ke Z)

=>Q=—%+2kn(ke%)

b_ona:ZEiR«=0+71—’2‘=%+kn (ke Z)

= 0= +kn (keZ)
(= iu)f — (= i) + v (= in) = wj= i+ it — i —wj=0.
bre (—iu) est une solution de I'équation (E)
t la division euclidienne du polynéme: 2—ujit

4) a Ona:
ponc le nom
p- En effectuan
7+ iu, on déduit que :

Fouwt 'z $j= (72— (ui+ wz+ wij)(z+ i)

7z u3j par

par suite : (E) ezt iu= 0ouzZ—u(i+j)ztuij=0
i——inoug—(ataztan=0
esz=—iUoUZ=20UZ=2

Donc l'ensemble des solutions de l'équation (E) est: S = {—iu, uj, ui}

c- Les solutions de I'équation (E) sont: ui, —ui et uj

etcomme:Iui|=|u|><|i|=r><1=“r (Jul=re’|=1)

et |-uil =|—ulx|il=rx1=71
et |uj|=|ul x| jl=rx1=7r
Alors les images des solutions
appartiennent au cercle de centre

de I'équation (E) dans le plan complexe
I'origine du repere et de rayon 1

Exercice '1"%/“

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct. ‘

Soit m un nombre complexe distinct de (1—1i) ‘
4

On considére les deux nombres complexes z = (1+ m—2ietzn= (1—- Pm+2

1) a- Montrer que : |z1|=|zz|<=>|m—1“i|=|m+ 1+i
b- En déduire I'ensemble des points M(m) pour lesquels |z |= | z2|

1 Les nombres complexes
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T

2) Dans cette question on pose : /1 = J2e" ‘

3- Donner I'écriture exponentielle de 2 o |

b- Verifier que : z est un nombre imaginaire pur:
a—m__ m-—2 _
-2 2m-1+10)

b- Déterminer I'ensemble des points M(m)

M (z) et M,(z) sont alignés.

4) Soient / le milieu du segment [ :

a- Donner I'expression complexe de la translation
b- Vérifier que : (QI) L (MiM.) et 1Q = IM,

¢- Dire comment construire M, et M,  partir du point M?

|
|
3) a- Vérifier que : i
E

pour lesquels les point M(m)

)

MM, et Q le point d'affixe (2 - 2))
t qui transforme M ep ;

1)8-Ona:|z,|=|z2|¢=»|(1+i)m—2i|=|(1"i)m+2|
|1+ am= 73| = [0 = D+ 127)
=1+illm=1-il=1—illm+1+i]
=|m—1-il=|m+ 1+l (carll +i[=]1-i]= /)
b- On consideére les points A(1 +i), B(—1—i) et M(m)
Ona:lz|=|z|le|m—0+)|=|m—(=1-1i)]
« MA = MB
Donc I'ensemble des points M(m) pour lesquels |z |=]|z| est la médiatrice du
segment [AB], son équation est : y =—x
2)a-Ona:z=(1+i)m—2i=2.6%2e%+2e71
= 2(e % +¢7F)
= 26 (/1% + ¢71F)
_=4cos(%) s

Et puisque cos(%) >0 (car 0 < z—g < %)

1)

Alors I'écriture exponentielle du nombre z est: z = 4cos( -ifg

b-Ona: z°’= (4 Ccos (71*76[))408"'% = (4 oS (%))4Oe_i5_£r_

— (4 COS(%))MQ_"% (_ST”+ o = —_)

(o2
Donc: 7 € iR

EoTT
10f:] chapitre2
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| B
L—m _ m—2

srifier que : =
3)a- vérifier g 2= 2(m—1+i)

Remarque:Ona: aFEncarm# 1 —i
2— MR

p- » Pour que M, M et M, soient alignés, il faut et il suffit que: %, — 7,

z—m m—2
AT ceRe=
eONad- 71— 2, 2(m_1+l)€R

= (Z(mm—_12+ i)) - 2(mm——12+ i)

m=2 ___m=2
2m-1-1i) 2(m—1+1i)

—ilm+m)—(m—m)—4i=0
e 2iRe(m)— 2iIm(m)— 4i= 0
e Re(m)— Im(m)—2=20

—

ponc I'ensemble des points M(m) pour lesquels M, M, et M, sont alignés est 12

droite d’équation x—y—2 =0 privée du point d'affixe (1—i) (car m# 1 1)
4)a-Ona: t(M) = I, donc le vecteur de la translation ¢ est MI etona:

— + N
aﬁ(M[):ZI_m__:leZz_m___Zm'i‘zz 2l—m=1—i

Donc l'expression complexe de |a translation ¢ est: 7 =z+ 11
LT U 2—2i—m—1+i
o na . = A 1 N
b-0 22 —dmi+2+2
— +1— 1 . .
= m 1 L :'l‘:—é_l:'ie )

— 1
Donc : arg(Z’_Z’)=—%[27I] et IZQ"‘ZIl':'Z_IZz_le

C'est-a-dire : (MMMT” z———fzf— [27] et 1Q = %Mle
Do : (MiM,) L (QI) et QL= M. (I estle milieu de [MM,])

¢- Soit M un point du plan complexe.

On construit tout d’abord le point I
, puis on construit la droite

I'image du point M par la translation de

vecteur (1 —1i) (A) passant par [ et perpendiculaire

3 la droite (1Q)
Les points M, et M, son
de centre I et de rayon /Q

t les points d’intersection de la droite (A) avec le cercle
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1. 1) Calculer (\/_ 3y
2) Résoudre dans C I'équation : 7 + (ﬁ +i)z+20+ l\/g) =
3) On considére les nombres complexes : a =—2i, b =—/§+i etc=1+;73
Montrer que: (Yn € Z) b+ " = 24" |
II. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0,e;,¢;), on
considere les points A(a), B(b) et C(c)
A 1) Montrer que O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC
' 2) Soit H le point daffixe (1 —4/3)+ i{(«/g— 1)
Montrer que les droites (CH) et (AB) sont perpendiculaires.
3) Soit r la rotation de centre O et qui transforme C en B
a- Déterminer I'expression complexe de la rotation r
b- Montrer que le point H' = r(H) appartient a la droite (AB)

=—=2cmi1,

1.1) Verlfler que: /_ 3i) =—6—6\/§i
2) Vérifier que: A=—6-6y3i,donc: A=(,/3 - 3;)
et en déduire que: S ={—y/3 +i, - 2i}
3) Soit n un élément de 7
Ona: b+ ¢ = (2%)™ + (¢%F)™
— 212118110117r + 212nei4n7r
=27+ g0 = i g g = 9 x i

= Qitn+1
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L2

2a|2n = 2(2 2) :
et on a . _ 2 X 2]2,; x e—i6n7r — 2|2n+l.elf) = 2|2n+|
o Clzn — 2al2n

00:;0 .. 0A=lal=1=2il=2 et OB=|p|=|- 5 +|=1
!

! ,|c|——|1+l\/7|—

“ on=08=0C

DonS e, le point O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC
par U™

W% - (1-Y3)+i(/3-1)-1-i/3
2) 0N 75— 2 —/3+i+2i

_—ﬁ—zzl(z(—lﬂf)) L
T -3+3 B\ -1+i3 )5

w—% R
ponC: 7, — Za
par SUlte; (CH) ( )
3)3 Ona: r(C)
i W= e'g(zc Z0) ol @ est I'angle de la rotation r
ponc: 28~

0 .————
par suite : € = 7. = 5%
ponc l'expression complexe de la rotation r est:
7=z

.ona: r(H)=H |
gonc: = 12n c'est-a- dire- =1 —f+l(1 _ﬁ)

—0=i(z—0) cest-a-dire :

( f+z(3 s/—_
—/_+31

(1= /)1 =is5)
~ o B0-iv3)
_/3-1
3

Donc: X —%4 R

s u: H €(AB
Par suite, les points H', A et B sont alignés, d'oli: H e (AB)

|

Les nombres complexes E}, 11 |
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| ercic 2 67 juin 2017

;S:z',tﬁ':I _ mbre complexe non nul
(E): 2,7 * On considere dans C I'équation :
2T =2m+ 1+ )z +m+ (1 +H)m T L= 0
1) Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est: A = (2im)?

2) Résoudre dans C I'équation (E)
rthonormé direct (0 2)
11,6

Partie 2 : Le plan complexe est rapporté a un repere ortf
_ _1_'2f_l_(m +1)

On suppose que : m € C* {1,i} etonpose: Z

et 7 =1>Ln+i)
On considére les points A, B, M, M; et M, daffixes respectives 1, i, m, 7, ¢, |
o)

1) a- Vérifierque: z =iz t1
b- Montrer que M, est Iimage de M. parla rotation de centre le point Q d'afﬁxQ‘

@ = 1 ;l et d’angle de mesure 12[-

£ ope ZH—m .m— 1
Z - ) =y
) a- Vérifier que 2 —m l m—1i

b- Montrer que si les points M, M

et M, sont alignés alors M appartient aul

cercle (I') de diamétre [AB] |
c- Déterminer I'ensemble des points M pour que les points Q, M, M et M, ;
> soient cocycliques (remarquer que : - ", ~ i) !
—
Partie 1:

1) Le discriminant de I'équation (E) est:
A=d(m+1+)*=4x2x(m*+(1 +i)m+i)

Vérifier que : A =— 4m’
Donc: A = (2im)’
2) Les solutions de I'équation (E) sont:
_2m+1+0)+2mi _ (m+1)(1+10)
= 4 - 2
_2m+1+0)—2mi _ (m+i)(1—1i)

et = 4 2
par suite, 'ensemble des solutions de I'équation (E) est: §= {2,2}
Partie 2 : . _
1)a-Ona:izn+1 =i><1—2——l(m+i)+1 =l2ii(m+i)+1
e - . :
=12lm+121+1=1;'lm+1;'l
ny
=%(m+ 1)

, : ig Chapitre 2
m
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v
w=¢e2(—w)

cequi S|gnlfle que M estl'image de M, par la rotation de centre Q(w) et
gangle 7 1_
Z)a'ona' a—m l+l

‘———(nz+-1)—

_ A=dD(m+d—-2m
(1+)m+1D=2m
_1ti-m(+) . a+pa-m
THitmG=1) " T+ i+ i+ hm
_1=-m _ —i(l-m)
1+im — —i(1+ im)

DonC- 7 —m = m—i
b-Si M, My et M, sont alignés

—M R
a—m

22
alors :

par suite : ]

V.
Dou,m

ce qui sugnlfle que (AM) 1 (BM)
Donc M appartient au cercle (I') de diametre [AB]
¢ Soit (E) 'ensemble des points M(m) tels que les points Q, M, M, et M, sont

cocycliques
esim=1ialors M=M =B, dans ce cas il s'agit de trois points Q, M, et M, qui

Pl
ne sont pas alignés (car —

'sim#i

Ona: M(m) € (E) =

ProfSalmi

m:leR

1 € iR, c’est-a-dire: LR
M — 2B

EE R), donc ils sont cocycliques

)eR

N(\l

)ER

: A |\ MRS | B W W \ A W——

=
=(3=
(

lm XZ)ER
m—

= '
i

= m —'i cR | '

(M, A et B sont alignés) /
[ras &

Les nombres complexes |15 ‘
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o Me(AB)~{B)
Conclusion ; fensemble (E) est la droite (AB)

|- Soit @ un nombre complexe non nul. on considézre dans C I'équatiop,
d'inconnue z: (E):2¢' — (3 +iy3)az+(1 +iy3)a* =0 v,

1) Vérifier que le discriminant de 'équation (E) est: (—1+iy/3 )4

2) Résoudre dans C I'4quation (E) - L
II. Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormé direct (O"ﬁ" v)
On consideére les points A, B et M d'affixes respectives a, b = ge's

1] 7[’
Soit r la rotation de centre M et d angle 7
Onpose: A =7r"(A) et B, = r(B) oli ' estlarotation réci
Soient @, et a, les affixes respectives des points A, et B,
1) Vérifier que le triangle OAB est équilatéral

et ;

proque de |3 otation ,

2) a- Montrer que : g, = (% - i@)a + (% + i@)z
et b = (—% + i@)a + (% - i@)z

b- Montrer que le quadrilatére OA, MB,
3) On suppose que M # A et M+#B
2= b . %=b a
a- Montrer que —a - z=g % b
b- Montrer que les points M, A et B,
M, O, A et B sont cocycliques.

est un parallélogramme.

sont alignés si et seulement sj |eg Points

—_—

\

I. 1) Le discriminant de I'équation (E) est :
A=[(3+iy3)al -4 X2X(1+iy/3)g?
=(3+i/3Ya-3(1 +iy/3)a

=a2(9+6iﬁ—3—8—8iﬁ)=az(—z—zi/i)

etona:(-1+i\/—3—)z=1—2i\/3_—3=—2~2i\/§

Donc : A=(-1+i/3)g

2) Les solutions de I'équation (E) sont :

Zl:(3+ix/§)a+a(—1+i\/§)_1 /3
w‘(#l?)@

" Zz:wza

H‘Wf Chapitre 2
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mble de solutions de I'équation (E) est § = { (L+ i—‘@-)a}‘
b _ aes 2 2

gof‘C' '/zi;@--——— =T
||1)O"a w2 40 z
- B” 2\ _TT
| gl=lum vl etan($=2) = Sor )

|
po"c y —
ta d e OB — OA et (OA,OB ) = l[zﬂ']
¢es onifie que le triangle OAB est équilatéral.

ce U: ona:rest la rotation de centre M(z) et d’angle 3
o est |a rotation de centre M(z) et d’angle _%f_
0
Dt puisque F(A) = A alors a—z=¢"¥(a~2)
E 1 _ .3

e, 0=+ (T3 o

1 'ﬁ)a+(l— ——‘/E-)z

oou = (7"' 2 g 7Y
ponc: b~ 2=¢*b=2)

p
M ¥
pou: b ”('%“T)‘”(l@—z% Z
/3
*’0“‘“"ﬁ(OA')'“'Z(‘%‘“’T)“(%“—ng‘)z
/3 _
et Gﬁ(BlNI)—Z—bl—Z_(—lf+l—é;>a— %__l__\/zz)z
(-2l

Donc : aff(OA) )= aff(BiM

ce qui signifie que : OA = M
Donc le quadrilatére OA MB, est un parallélogramme.

1_./3

. 2 : iz
& A (z—b)eT _z=b o
i ' z—d

Les nombres complexes |1/~
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Ry =2zr_)
tpulsque: <8 . —a :-—-e-"ﬁr_:el}r (—-—!:Tl):—*-}r 5
b gt
alors;%b::_Z“b X_Z_ b
~-a z—a tsi L=
—_€R
=

b-s Les points M, A, et B, sont alignés si et seulemen

*Ona. 2—b z=b 2R
a"z—a:ER‘:z—axb
= 0—a
‘:'(;—-Cbzxo—b)ER
z—b . 0—b
‘E'(z——a ’ O—G)ER

> (les points M, 0, A et B sont cocycliques)

Conclusion : ' ) _
Les points M, A et B sont alignés si et seulement si les points M, O, 2 et §

sont cocycliques.

| Exercice 10
On considére les deux nombres complexes a = 1+ i/g et b=y3+i

1) a- Ecrire chacun des nombres a et b sous forme trigonométrique.

b
/ b- Montrer que le nombre @’ + 5" est réel
c- Déterminer les nombres n de N pour lesquels a" = b"
2) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,v)
On considére les points A(a) et B(b) et I'ensemble (A) des points M(2) tels que
z= %az |
Montrer que 'ensemble (A) est une droite qui passe par O et B
3) Soit M(z) un point du plan distinct de B et soit M'(Z') le point tel que

Z’ = dz— b ’

a- Montrer que (z=b) (22 b) e R”

b- En déduire que (A) est une bissectrice de I'angle (W BM’ )
4) Soit f l'application qui a tout point M(z) associe le point M'(z') tel que
az = b7 |

a- Montrer que f est une rotation dont on déterminera le centre et une mesure

de son angle |

b- Déterminer I'image de (A) par la rotation f

1)a-Ona:a=1+i/3 = 2(%+i§) = 2(COS(%)+ iSin(%))

]

Ei\, 1 f(fﬁ! Chapitre 2
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cb=y3+i= (ﬁ _l_.)~
aons:0 =322 4 i) ofe( ) )
b-ONa: 2 + pH0 = (2@‘%)2‘”" +(2c‘rlg)|44o
= DWW i6nr 4 2140 i240r

— 220!9e1'7r + 2I440ei-0

—J- 22019 + Q10
Donc (a20|9 4 bmo) c R
¢- Soit n un élément de N

N N
ona: a"=b"e 2""s =%

i .
= e3 =¢'s

nr _ nw
=3 =""+%r (keN)
=n=12k (keN)

Donc I'ensemble des nombres n de N pour lesquels a" = b" est 'ensemble 12N
(fensemble des multiples positifs du nombre 12)

2) » Soit M(z) un point du plan complexe et posons z = x +iy ol (x,y) € R’
Ona: M(z)e(A)<=>z=%az

= xtiy= <%+z\/2§)( iy)
=xto=(pre g o
_1 . V3 /31

=bx—7X+Ty etszx_fy
:ox—ﬁy=0et \/?:x—3y=0

_V3
=Y=T3

Donc I'ensemble (A) est la droite d’équation y = T3x
o || est évident que O € (A)

etona: Be (A) car 1 =L3§—ﬁ (B(/3,1))
Donc (A) passe par O et par B

3)a-Ona: &= b)b(zz' —b) _ (2= b)(bazZ— 2b)

b2| I ——Z_FZ-*-Q‘

Or:i—zei%_.l_ l: <L L A _ %

b2_4e’%_2 et =ecety=es
' donc: &7 b)b(zz—b) |z|2 e5z— e 7+ 2

Les nombres complexes {1117/
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7
(et

Il

L
2 n
1y, p—2Re(ze ) +2
—2|z|
z—b) (@ —b) cR
2

Par suite, ez bz =57

Et puisque Re(ze™®) <I e et 2% 1=zl

alors — 2Re(ze™%) == 2|z
(z—b)(@ —b) Z%(|Z|2‘4|Z|+4)

par suite, ,_,bz————

-0 =b) 1. 1_9Y)
C'est-a-dire : (Z’—)b(zi"“ 2 ‘2‘(| z| 2)
Do

Et puisque z# b alors ' # b
(Z_b)b(zz - b) = R“

nc:ﬁé_‘_blb(_zzl_’i)_ew

par suite, .
b- Pour montrer que (A) est la bissectrice de I'angle <BM ,BM’>, il suf &

montrer que (B—J,W)+ (EUW) = 0[27 ] (car O € (A) et B (4))

En effet,Ona: (E(_)',BT/[) + (Bﬁ,W) = arg(z_—bb)-F arg(z__bb )[27{]
| —b)(Z — b
I = arg<(Z )b(zz )>[27r]

= 0[27 ], car (Z_b)b(f ) cpe

4) a- L'expression complexe de I'application fest: 7= K
Cest-a-dire: 7 —0=¢s(z=0)- i

Donc f est la rotation de centre O etdangle ‘¢

b- On a vu que la droite (A) passe par O etpar B

Donc I'image de la droite (A) par la rotation f est la droite (A") passant par f(0)

et par B' = f(B)

Ona: f(O)=0 ) ) i
etona: gy =€z, =€ 200 =27 =a
Donc: f(B) =A

par suite, image de la droite (A) par la rotation f est la droite (OA)

1) a- Vérifier que le discriminant de (E) est (1 — i\/§)2
b- Résoudre 'équation (E), on note a et b les solutions (& est la solution réelle)

]18 Chapitre 2
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ans | plan rapporte a un repere orthonormé direct (0,%,v). On considere
2 guX points A(a) et B(b) et la rotation Ri de centre A et d'angle ZZL et la
|e5 d'on R, de centre B et d’angle %

ti
rota .

jent M(2) un pointduplan et M (z) et M,(z,) les images respectives de M par
50

R ,

R e'tcrirze 5 et 2 enfonctionde z

.é , :
: ponnef |expreSSIon’ complexe de R,0R, et en déduire la nature de R:0R: €t
b- y éléments caracteristiques

’ b

: 2 =1

" montrer aue: arg( b— a) =3 [27]
d- Soit ¢ un point du cercle cigconscrit au triangle OAB distinct de A etde 0
Déterminer un argument de —— -

j)ar vérifier que A = (5‘+ iV3Y —4(6+3/3i)=(1-i/3)

,. Montrer que [es solutions de (E) sont: a=2+iy/3 et b =3
7)a Ona: M(le =R (M(Z))

jonc:a— 4= ¢2(z—a) cest-a-dire: z=a+i(z—a)

etona: M:(z2) = R.(M(2))

jonc: 2= b= ¢'T(z—b) Cest-a-dire: =b+i(z—b)
poeOna: ME@) —— Mi(z) —— M(Z)

R20R)
par suite : 21 = a+i(z—a) etz =b+i(z—Db)
donc: 2 =p+ila+ilz—a)—b)
Cest-3-dire : 7 =—z+iata+b—ibet c’est I'expression complexe de R.oR
+ De 'expression complexe de R,oR: on déduit que :
a4 =5—/3+i(y3-1)

(555

donc : 7

dest-a-dire que le milieu de [MM'] (ou M’ est limage de M par R:0R)) est un |

5-43 ﬁ—1)
2

point fixe I d’affixe ( 5 +1i
Par suite, RyoR, est la symétrie de centre /

¢-Ona:_b _ 3
b—a” 1-i/3

= 31+ iY3)

3y )= sl

wlkl
N’

Les nombres complexes ﬂﬂg
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donc : arg(b L a) = Z[2r]

d- Le point C appartient au cercle circonscrit au triangle OAB etC # e,
donc les points O, A, B et C sont cocycliques # 4

Par suite, (5:2 : 2:2)€R

donc : arg(cfa)—arg(bfa)E 0[r]

et par suite : arg(cfa)zarg(béa)[ﬂ

Hr]

"Exercice 1 8/MMPILE

m est un nombre complexe différent de 1

I. On considére dans C I'équation d’inconnue z :

(E):Z2=(1—=iD)(m+1D)z—im*+1)=0

1) a- Vérifier que le discriminant de I'équation (£) est A = ((1+i)(m— 1)}

b- Résoudre I'équation (E)

c- Déterminer sous forme algébrique les deux valeurs de m pour lesquelles |a
produit des deux racines de (E) est égala 1

2)Onpose z=1—mietn=m—1i

Dans le cas m = ¢” ou 6 € ]g JZ'[, écrire z; et z, sous forme trigonométrique.

Il. Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct (O, e, e,)
On consideére les points M, M, et M, d’affixes respectives m, zz =1—mi
etn=m—i
1) Déterminer I'ensemble des points M pour lesquels M, M, et M, sont alignés.
2) a- Montrer que la transformation R quia tout point M(z) associe le point M’ (7))
tel que z' = 1 — iz est une rotation qu’on déterminera I'affixe de son centre et une
mesure de son angle

b- Montrer que le nombre

Re(m) +Im(m) = 1

c- En déduire I'ensemble des points M pour lesquels les points Q, M, M, et M,
sont cocycliques. J

Lo o=
-

est imaginaire pur si et seulement si

l. 1) a; Ona“ A =((1=Dm+ D) +4im*+1)=2i(m—1)*

et (1+)(m—1))=2im—1)*

Chapitre 2
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: e
_onpo® ,)(1*"“)— 1<=¢—z(m + 1)— 1

on?d esm=—1+i0
= x+iy)y=—1+i
'xz_yz_:_l
—{2xy =1
P +y =2
x2=\/i"1
2
{ o Y2+1
{xy>0
' J2-1 [__ y2-1
y= ) l)’_— 2
|
-1 . [V2+1
Donc:(m“i)(l‘mi)zl‘:'m: \/—2 T 7
J2-1 . [J2+1
m=- 5 2
=1+

g)eOna: Z1—1 im= 11 )
) —e 2 4 (e %_4)—{-6_'(%—7))

=208 (% - %)6'(%—%)

vteraue: = 2cos( §+ Flos( 3 -5+ 5n(5 - )

I.L1])eOna: M, = Mem—i=m
— i =0, ce qui est faux

Donc M # M,
* Posons m = x + iy ol (x,y) cR*—{(1,0)} (car m# 1)

MmeR
— m

Ona: (M, M et M, sont alignés) <

l—im=—m _p

= m—i—m

Les nombres complexes || %]}
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— (i+m—im) ER
=[x+ +il+ty—n]eR

—=1+y—x=0

¢:y=x’1

Donc Pensemble des points M pour lesquels M, M et M, sont aligng est

droite d’équation y = x — 1 privée du point /.1(1) o
2) a- U'expression complexe de la transformation Rest: 2 =1—iz

; 1 1.
etona:z=1—zz<=»z—7 ok

(Le point Q(% = %z) est le seul point invariant par la transformation R)
) : e e
Donc: z' =1—ize=z —(%——:lz-l)=—zz+—2—+7z

— _(%_%5):—1'(2—(%‘—%"))
=z ~(b-d)= il (b-41)

l. ) T
par suite, R est la rotation de centre .Q(% - jz) et d’'angle —

b- Posons m = x + iy ol (x,y) € R*—{(1,0)}

Ona:%eiﬂ%:»(mi-kl—i—m)eiﬂ%

22
= i—y+1—i—-x—iy iR
—=—x—y+t1=0
——Re(m)—Im(m)+1=20

Donc : 22— ¢ iR s Re(m) + Im(m) = 1
LM

c-Ona:z=1—im cest-a-dire zy, = 1 —1 zZu

Donc: R(M) = M, _
car une mesure de I'angle de la rotation R est (——725))

par suite, (QM) L (QM)) (
D'oui le point Q appartient au cercle (C) de diamétre [ MM,]

par suite, la points M, M, M, et Q sont cocycliques si et seulement si M,

appartient au cercle (C)
C'est-a-dire si et seulement si (M, M,) 1 (MM,)

c’est-a-dire si et seulement si —ZZ% e iR
2
c’est-a-dire si et seulement si Re(m) + Im (m)=1

Conclusion :
L'ensemble des points M pourlesquelsles points Q, M, M, et M, sontcocycliques

est la droite d'équation y =—x+ 1 privée du point A(1)
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juillet 2011

partie1: .
on Cf)pgdereed;ns C LequatiOp HE): 2= (1+20)2+3(1+i)z—10(1+1) =0
g) vérifier qu nombre (= 2i) est une solution de I'équation (E)

2) Déterminer les nombres complexes o et § tels que :

3 __ "\ 52 .
(VZ€ Q z (1+ 21)? t3(1+i)z—10(1+i) = (z+2) (P +az+ B)
3)a- péterminer les racines carrées du nombre 5 — 12:
b- résoudre dans C I'équation (E) |
partie 2:
Le plan (fomplexe es.t rapporté a un repére orthonormé direct
on con5|de|je les points A, B et C d'affixes respectives @ =— 1+ 3i, b=—2i

1) Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocéleen C

2) On considere la rotation R de centre B et d'angle % et la rotation R, de
centre A etd’angle (—ZT”)

soient M un point du plan complexe d'affixe z et M; = Ri(M) et M: = R,(M)
a- Vérifier que 'expression complexe de la rotation R, est

. (1+iy3

: :( 2f>z‘ﬁ L

b- Déterminer 2, |'affixe de M, en fonction de z

_En déduire que le point I milieu du segment [M,M.] est fixe

Bl B

Partie 1:
1) Vérifier que : (— 20— (1+2i) (=2 + 30+ ) X (= 20)—10(1+i)=0
Donc (— 2i) est bien une solution de I'équation (E)

2) En utilisant le développement et Iidentification on trouve: @ =—1—4i
et f=—5+5i

(on peut effectuer la division euclidi
par (z+2i))
3)a-Ona:5—12i=

ennede 22— (1 +2)Z7 +3(1+i)z— 10(1+10)

9—12i—4=32—2><3><2i+(2i)2=(3—2i)2
Donc les racines carrées du nombre 5— 12i sont 3—2iet—3+2i
b-Ona: (E) = z=—2iou z2—(1+4i)z—5+5i=0

le discriminant de 'équation 2 — (1 F 4i)z—5+5i=0 est:
A=(1+4i)P—4(=5+5)=35" 12i= (3 - 2i)’

1+4l'+3"2i =2+ie_tl—t4’i:ligiz_l+3i

2

Donc ses solutions sont
ions de 'équation (E) est: ‘

par suite, 'ensemble de solut
§={-2i2+i,—1+3i;

l
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Partie 2 .

1)Ona: b—c _ —2i—2—i _2+3 1= %
Gl a=c  —1+3—2—{ 3-2i 3=2

— T
donC|b~C|=|a—c|etarg(z_g)E—[Wf]

c’est-a-dire CB = CA et (ﬁ) - %[2”]
Par suite, le triangle ABC estisocele et rectangle en C
2)a-Ona-: RIM)=M = z-b=e%z—b)

—z= (%-Hi;—)(z-i— 2i) = 2i

+ .
= 7 =(1 21\/§)Z_\/§_l
,_(1+iy/3

Donc I'expression complexe de la rotation R, est 7’ = ( 2 )z~ \/§~i
b-Ona: R,(M) = M, s 2—a=e'F(z-q)

=.z;=(—%—i—‘/2§)(z+l—3i)—l+3i
-_—1 = + . —
=’ZZ=(\1 21‘/§)z—\—3 23‘/§+z(9 2‘/5)

¢- Le point 7 est le miliey dy segment [ M, M,)
donc: z, = %zi

() (215), 3 3 (o)

2 2 "W
- | 2 -
_=5/3-3 7-/3
=Tt

Donc le point I est fixe

rcice’ 7 9 /juillet 2010

1) On considére dans C I'équation (E) : 7 —4jz— 17 + 2iy/3 =
a- Vérifier que le nombre ¢ = [ + i(2—1/3) est une solution de I'équation (E)
b- En déduire Ia deuxiéme solution b
2) a- Montrer que : a* = 4(2 — /3)e's
b- En déduire la forme trigonométrique du nombre a
3) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,u,v), on
considére les points A(a), B(b) et C(2; + 2¢'7) et le cercle (I') de diamatre [AB]
a- Déterminer I'affixe dy point Q le centre du cercle ()

b- Montrer que les points O et C appartiennent au cercle ()
C—

¢- Montrer que c _Z est un nombre imaginaire pur
d- Déterminer I'angle de I3 rotation r de centre O et |e rapport de I’homothétie

h de centre O tels que hor(A) = B

Chapitre 2 |
profsalmi.blogspot.com
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g)a-O"

a:
02/41-0,2”,\/5 =(1+i2=3)f - 4i1 +i(2 - /3))- 2+ 2iy/3
=0
est une solution de I'équation (E)

ponc & =" ,
4 rappel : Si et 2 sont les solutions de I'équation : a2+ Bz+7 =0 (@ #0)
__B
alors: 2 + 2 —'_E et u Xz = %

a:a+b=4i

on . L
onc: p=di—a=4i—1-i(2=y/3)=—1+(2+3)i
g)a-Ona: @ =(-6+4y3)+i(4-2y3)

ona: 42— VD= a2- 3+ 1)
=2(2/3-3)+2(2-3)i
:(_6+4\/§)+i(4—2\/§)

Donc : 2 =4(2—43)e

p-Ona: 7= 4(2—y3)e

Donc : a=me% ou a=—/a(2—/3)ef

Et puisque Re(a) > 0 et Im(a) > 0 et COS(ILZ) >0 et sin(lﬂz—) >0

alors: a = mg‘% = /’2_ . /4——’2/——3_41%
=2 /(317 =12(/3-1)e
e, o =5 Dol ) 50( )
3)a-Ona: Q estlecentre du cercle (I') dont [AB] est un diametre

Donc Q est le milieu du segment [AB]

. atb  1+i(2=/3)-1+Q2+B)i _,,
parsuite, o= "5  ~ ) =2
b- le rayon du cercle (T') est:

O = |2, — | = |1 +i(2—y3)—2il=[1-1/3]=2
etona: QO =|2i|=2, Donc 0e(l)

etona: QC=|2¢7|=2,Donc C € (I")

c-Ona: [AB] est un diamétre du cercle (")

Donc le triangle CAB est rectangle en C

par suite (CA) L (CB)

Dot g:g est un nombre imaginaire pur ‘
ation r de centre O etd’angle O est 77 =e%z et

d- L'expression complexe de la rot
I'expression complexe de homothétie i de centre O et de rapport k est 7' = kz i

ProfSalmi Les “°']3‘FGFS%9M%R§Q’SD'6{J§com i
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"
Donc écriture complexe de la composée hor est: 7' = ke \
Et puisque hor(A) = B, alors: p = ke'a
~ ' 4e'F
parSU ’m:-’i:Q: 2+2l\/§n= = i
Ite, ke = @ T =3 42— 3)ek (2+\/§)e?
Do . JX=2+3  [k=-2-/3
ou: _ ou =
0= 7121 9= 2r ]
Le plan complexe (P) est rapporté a un repére orthonormé direct g
Soit A le point d’affixe 2 et f V'application qui associe a tout point @ | |
(7 3.3\ .1 .43 * Poiny
M’ (Z') tel que : 7’ =(T+iT)Z+7_i_2—

1) Montrer que A est le seul point invariant par f
2) Soit M(z) un point de (P) distinct de A et M’(z') son Image par £

|

J

\

a- Verifier que: 7/ — 2 = @e'%(z— ety —z= %ei%ﬂ(z =2) '
b- En déduire que le triangle AMM’ est rectangleen M’ et AM’ = ‘éiAM t
3) Soient 4 I’homothétie de centr |

0 e A etde rapport
A et d’angle 6

a- Montrer que f= hor

|
|
b- Déterminer par S I'image du cercle (C) de centre O et de rayon | i
\
|

4) Onpose f=f et f,, = fof. pour tout n € N”
Soit M, I'image de O par f, etsoit z, l'affixe de M,
a- Caleuler z et vérifier que (Vvne N°) M,,, = f(M,)

b- Montrer que (vne N') z,—2 = V3 {21
| c- Calculer lim M,M,.,

n—+eoo
|

1) Soit a) I’é#ixe d’un point invariant par f
Donc: w = (%+i£)(u+L— [3—

| 4)9%y iy
| c’est-a-dire : (—711- + i@)w =—%+ il/2——3—

En déduire que: w =2

i
' Donc A(2) est le seul point invariant par f

f
|
| —
! fi:y’»{f; Chapitre 2
[ |
|
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V3 2
- 35 i)t
3 =z
-9 izie'ﬁ (z—2) o
p-Ona: 77 =1 2 =43¢

STAf AL A T
cest-a-dire : (M M MA ) E~—2—[27r]
par suite, le triangle AMM’ est rectangle en M’

/3

Dautre part,ona: z — 2= —z—ei%(z— 2)
| 3, =
Donc : lz'—2|=—§—|e‘6||z—2|

3
par suite : AM' = —‘/;AM

3)a-Ona: M(z) — M (z) LM ()
L )\

hor

x , 3
Ona:z—2=¢€%(z—2) et 2 —22’\/2:(21—2)
Donc :

ProfSalmi
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par suite : 7’ = (Z_+i4~3—i>z+—é-—i§, et c'est I'expression complexe (¢ Ko

D'ou: f= hor
b-Ona: (C) =%0,1)
Donc: r((C)) = (C") = E0’,1) ot O’ =r(0)

par suite, f{(C))=h((C"))= % (O”’—\/g.)

V3
ou 0" = h(0') = h(r(0)) = f(O) daffixe %— ziz——
4) a- » Le nombre z est 'affixe de M, = £(0) =f(0) = 0"

1.3

Donc: z =7—i—2——

* Soit n un élément de N’

Ona: M = fn(0) = A{(£(0)) = f(M,)
b- Soit 7 un élément de N’

Ona: M., =f(M,)

e

Donc: w1 —2 = —2—e‘%(zn —-2)

. : /3 oz

et si on pose u, = z,— 2 alors on obtient : u,+, = Te’6 Un
o 3
(#.),5, est donc une suite géométrique de raison €'

V3 s /3

n—1 n—1
par suite : u, = u (Te 6) = (T) e"("Z])”(zl -2)

Dol: z,—2 =~ 3 b .(_%_ ‘/g)

2n_l .o 6 1‘2—
_ _2‘,,/_?5("3”” @Jr%i)
SEEWCE
c-Ona: MM, = |21 — 2|
= (%+ j@)zﬁ %— i@— znl
g s (3-0)
|- (305
l3- 1 diama
- | e ()

—

%: Chapitre »
By
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Tii <£< ] alors: lim(@) =0

2 n—+w

- , complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u,v)

Le pl%éterminﬂ les racines carrées du nombre complexe 3 + 4i

1) a;(ésoudfe dans C I'équation (E) : 422 —10iz—7—i=0
;oient 4 et b les solutions de I'équation () telle que Re(a) <0 etles points A

B images respectives des nombres a et b dans le plan complexe
e

a- yérifier qué g
p-En déduire que le triangle AOB estisocele et rectangle en A
3)Soit C un point d’affixe ¢, distinct du point A et soit D I'image du point B par

g rotation R de centre C etdangle g— et soit L I'image du point D par la trans-

jation ¢ de vecteur AO

5- Déterminer, en fonction de ¢, le nombre complexe d I'affixe du point D

p- Déterminer, en fonction de ¢, le nombre complexe { Iaffixe du point L

i puis en déduire la

=1-i

¢- Déterminer la forme algébrique du nombre complexe g:
nature du triangle ACL

j)a-Ona:3+4i= 4+4i—1=4+4i+iP=@2+i0)’
Donc les racines carrées dunombre 3+4i sont 2+i et —2—i
b- Le discriminant réduit de I'équation (E) est:

A =—25—4(=T—i)=3+4i=Q2+i)’

+2+i_ 1,3, 5i—=2—1i 1 ..
Donc ses solutions sont : 1 = —51——42’L= 7+71 et = _I—Z—l :_74_,
par suite, son ensemble de solutions est: §= {% + %ia — %+ ,‘}
1 3. . -
faona: bo2 2 - L3 _(143)(=1-20) _ —1-2i=3i+6
na:g="1, . —1+2 1+4 5
2
b
Donc: - =1~1i
b-ona: 2oy ;o 1-L=;
a—b _ &
=g=0 ¢

—

[ARRE sies.

Les nombres complexes || L',
[ ——
f
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Doy : [4=b|_ a—b\_ 7L ¢
C’ A . —_——r T ] M/
est-a-dire : AB = AO et (AC,AB )= 527 o
Donc le triangle AOB est isocéle et rectangle en A é

3)a-Ona: Ry =D e d—c =T~

)i

e d=ilb—c)tc s

—d=ib+c(l—1) 4

_ =340 ¢
Donc: d= 2 +(1—10c

b-Ona: (D) = L < DL=A0 (

= (—d=—a
—=0=d—a

_ ; ) 1—2i
="t T

Donc: 0=—1——:12—i+(1—i)c

(1 )
EPRED T
cona.ﬂ"‘c-___ 1 2l lc;—_i’%,_l’—c-—zlzei%
ra—c¢ -—%+i—c —5 ti—c

Donc le triangle ACL est isocéle et rectangleen C

On considere, dans C, I'équation (E): ’12—23 —(1+DZ+2(1+)z—4i=0 j
1) a- Vérifier que le nombre 2i est une solution de I'équation (E) '\

b- Déterminer les autres solutions z et z de I'équation (E) (Im(z) > 0)

c- Ecrire chacune des deux solutions z et z SOUS forme trigonométrique \

d- Déterminer les nombres entiers n pour que le nombre z} soit un nombre réel |
2) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (0,e,e,), on\
considere les points A(l + i/3), B(1— ivV3) et C(2i) ;
a- Montrer que le triangle OAC est isocele |
b- Déterminer l'affixe du point D milieu du segment [AC] ﬂ

c- Montrer que % est une mesure de I'angle (Z,O—D)), puis en déduire les Va-\\
5T ) (57

leurs de cos( 12 et Sm(TZ—)
d- Déterminer I'affixe du point O’ I'image du point O par la rotation de centre A

: s R
et d'angle (*—2—) et déterminer l'affixe du point B’ I'image du point B par la

rotation de centre A et d’angle %

Chapitre 2
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qolt [ le milieu du segment [0B]
eﬂ

Mon”erque s droites (A7) et (O'B') sont Perpendicylair
es.

ooy

=2

st - . 1 .
)@ verifier que s (20" = (1+0)(2iy2 4 (1 4 D2—4i=0
. Montrer aue 'équation (E) est équivalente 3 'équation
N =
e 21)(722 2% 2) 0
scolvantl'équation 572 — 749 =
eterlfeS . } .2 2t2=0,0n trouve que les solutions de I'équation
(E)SontI 21 et 21—1+l\/§ et Zz=1—iﬁ
s cifi e: =2 IVt isin( &
. verifier qu, - (COS( 3 >+ zsm( 3 )) etz = 2(cos(—%)+ isin(—%))
g-Soit 71 un élément de Z
ma:4=2"¢> o
ponc: 2 ER = 3= =kn (ke Z)
=n=3k (keZ)
par suite, I'ensemble des nombres entiers n pour que le nombre z! soit un nombre
reel est I'ensemble 3Z (I'ensemble des multiples du nombre 3)
7)a-Ona: 0A=|z|=I1+i/3]=2
o 0C =2 =12i]=2
ponc: OA = OC, par suite, le triangle OAC est isocele de sommet 0
b-Ona: D estle milieu du segment [AC]

Donc: Z» = %(zﬁzc) A
par suite, Zo = %*’(1 +—2‘>i
-oOna: (E,D_D*)E(Z,UA’H(OT,O—D»)

= arg(z4) +(5X55)
2 D
cl—
1 f\ e
g '/
| 12
?‘,
é z
3 >

Les nombres complexes 1|
s
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de sommet O et D estle miliey g s

Et puisque le triangle OAC est isocéle g
alors [OD) est la bissectrice de | angle (OA OC> qui a pour mesure % g /
par suite : (3,00 ) = arg () + 4 (0A,0C ) [27] |
=5+ plen] f

= ST [27 ] ¢

12
)= —51127— [27 ] et on sait que (2,55) = arg(2)[27 ]

L

°*Ona: (2,51_5

Donc: arg(zp) = 7o

NN R =N

St
1
Etona:|z|= (

L —
Donc: cos(%) = _5_2—__ _ V2-V3

: (57r>:1+i2—3— :v2+/§
g; et sin( 75 m 5

d-Ona: O est |’|mage de O parla

Donc : zo—2s = €7 (20—2)
par suite, Zo =ztiznn=1 —f+z(1 +\/'
etona: B estl lmage de B par la rotation de centre A et d'angle 2 |

Donc: w—2=€2(za— 20)
par suite, Zz =z ti(zs—2) =1 +2/3+iV3

e-Ona: I estlemilieu dusegment [OB]

/3.

—_——

rotation de centre A et d'angle —%

- s—‘ \.n “..‘

‘Donc: z,=%(0+23)=j2-

(1+2/3+iy3)—( (1-y3 +i(1+3))

el

T ZaT U 1+l\/‘ (__ _2_>
EIR
ZA
par suite : (O B’) L (Al)

v

par suite

donc:

e yy:. .
Exel i\n.- "1/ juin 2011 s

Voot b S LT j

Part:e 1:

Soit m un nombre complexe non nul

On considére dans I'ensemble C I'équation d’inconnue z
(En):Z2+[(1=Dm—4lz—im*=2(1-i)m+4=0

Chapitre 2
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gifier V€ 1€ Tombrel 4 ==m+ 2 egt
j) 5o deuxieme solution de I'éqyat;

) Saontrefque 2= 1= im*+ (] -
"

Une solut; . .
on de I'équation 1
On (Eln) q (EM) }

| Dm—3 =
Détermi”er les valeurs de m poyr lesquelles on A1z =1
‘ ¢ Ll

g N repere orthonorme direct

la ..
1eP e Iapplication S quij : )
on considere PP Qui a tout point M(z) associe

o 7177 Detlamotation R decentre (1 4. et g
(affixe du point M" I'image de M par I3 rotation R

a_MontrerqueI’application S estla symétrie centr
_Montrer que 2 =1 zt2

j) on suppose Aue M7 O et soit A le point daffixe 2

(O,u,v)
le point M’ (') tel

|
a
|
|
i
|
\
;
i
|
a

‘angle % et soit 7 |

ale de centre le point d’affixe 1

P S

- Calculer =77 puis en déduire la nature du triangle AM’M"

b- Détermin?r I'ensemble des points M pour que les points A, Q, M’ et M’
coient cocycliques

=

partie 1 :
1) vérifier que 7 +[(1—Dm—dla—im* = 2(1=m+4=0
) a- » On rappelle que I'équation a’ +bz+c =0 (a€C’) admet des racines

b .
distinctes ou non, et leur somme est — - et leur produit est %

Donc zzz =—im°—2(1 —i)m+4
Ona:zzn=1e=—-im—-2(1-im+4=1

—= im*+2(1—i)m—3=0
b- Le discriminant de I'équation im*+2(1 —i)m—3 =0 est:
A=4i=202)=2(1+)*=(201+D)
ﬁ)ﬂ’(l ﬁ) ou

Endéduire que: zzz=1=m= <l L

Partie 2 :
Ya-Ona: M'(z)= S(M@) =7 —1=7 (2~ 1)
7 —-1=e"(z— 1)
Donc Iapplication § est la rotation de centre le point d'a?ffixe 1 etd’angle 7, c'est-
a-dire S est la symétrie centrale de centre le point d'affixe 1

i

Les nombres complexes
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b-Ona : R(M(2))=M" (") =2 —(1+D _ oh—(1+D)
R |

_5 =1 et arg(—zf—:—g—)z-‘zzf‘[zﬂ

Donc: 7 —

par suite AM” =AM’ et (AM JAM )_——:—12[‘[27{]
e triangle AM'M" est isocele et rectangl
u triangle AM'M"
le (C) car le triangle AM'M’ est rectangle en 4

een A

ce qui signifie que I
b- Soit (C) le cercle circonscrit a
[M'M’] est un diametre du cerc

Donc:
(A, M', M" et Q sont cocycliques)
e JQ = IA (I milieude [M'M'])
|"'Z+ 2+iz+2‘2

<=>I_Z+22+i2+2—(1+i)|= ;
=|i-De= 2= (i — Dzl
=|z—2]=z]
— MA = MO
Donc I'ensemble des points M pour
cocycliques est Ia médiatrice du segment

lesquels les points A, Q, M et M" sont
[0A] qui est la droite d’équation x = |

Exercice Zé?juiuet 2013
I. Soit @ un nombre complexe différent de 1 |
On considere dans I'ensemble C Iéquation d’inconnue 2 : |
(E):222—2(@—- 1zt (a— 1)’=0

o _(@=1) : - |
1) Montrer que : z =~ (I +i) et = (a 5 D (1 —i) sont les solutions de

I'équation (E)
2)Onpose a=¢’ ol 0< G <

a- Montrerque a— 1 = 2sin(%)ei(ﬁzﬂ)
b- En dédui i Stri
uire la forme trigonométrique de chacune des solutions z et & %
e |

I. Le plan s =
suppoSe quzog:('exe est rapporté 3 un repére orthonormé direct (O,u,v), on|
a) <0 et on considére les points A(a), B(—1i), C(i) et B'(1) :

profsalmi.blggepo@]



fonction de a les affixes des points ./ et K les milieuX respectifs l

eren
, mlner |
ster ats [ AC] et[AB] | i cet
e8™ |5 rotation de centre J et d’angle - et 1, la rotation de centre |
| |
7 .
"~ =n(C) et A’ = 1(A) et soit ¢’ I'affixe de C” et a’ 'affixe de A |
OnP"Se' e:d =2 et =2 |

r—c . , , el
d —C puis en déduire que la droite (AB') est une hauteur dans le |

Calculer a 1 I
gl A’B,C J—

ﬂ "’iﬁszrvi’r\ninant réduit de 'équation (E) est:

d
! }),Liw 26— ==(a—1’=lila=DF

ses solutions sont :

pon¢ . —1—ila—=1 a—1 :
_+i@a=D _(a-1 : _a-l-ile=D (1—1)
=2 ( 2 )(1+l)e”2 2 ( 2 )
._1::e"8—-1
.0Ona
4 _ et - )
= e"%- 2isin(-§—) = o520 s'm(—g—)
. () (&=
ponc:a— 1= 25‘“(7)6( *

—1 .
b_.Ona:z1=a2 (1+1)

= 17 zsin(%)ei(eé”) J2e%
= /2sin(§ )t
Et puisque sin g >O(car0<—2—<12r—)
g sl )
cona: = (451 ) - |
-1 2sin(§ ). /2¢
= ﬁsin(_g_)  o5+%)

.. (0 T
o - s § - onlE )
I.1)Ona: J estle milieu de [AC] et K est le milieude [AB]

Donc: aff(J) = “;”' et aff(K) = aé_l

Les nombres complexes {{

ProfSalmi profsalmi.bl

Scanned with CamScanner




.

2)e0Ona: A’ = r:(A) et r; est la rotation de centre K(az_ ’) et d'angle 7
2

Donc: o’ — az—i —e"z‘(a az“i)

D’Ol‘]: ar - a2_'i+i(a;[.)

=q+)-51+)=(25L)a+i

parsuite: @’ = z .
*Ona: C"=r(C) et r estla rotation de centre J(a;-l) et dangle L
ati l(c a+ z) 2

Donc: ¢’ — = "2

2 2
ST + - '
D'ou: ¢ ( ) (aTl)(l—t)
parsuite: ¢’ =z
3)Ona: a'—c'= :
a—1 a—1 =
.2 Zc .
Donc : ZA—ZB'EIR

ce qui signifie que : (A'C") 1L (B'A)
Donc la droite (B’A) est une hauteur dans le triangle A'B’'C’

[FCIED 245 juin 2018

Soit m un nombre complexe. B
I. On considére dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation (E,)

d’'inconnue z:
Z2+(im+2)z+im+2—-m=0

1) a- Vérifier que A = (im — 2i)’ est le discriminant de I'équation (E,,)
b- Donner, suivant les valeurs de m , 'ensemble des solutions de I'équation (E,)

2) Pour m=1iy2, écrire les deux racines de I'équation (E,) sous la forme

exponentielle.

II. Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (0, u,v )

On consideére les points A,Q,M et M’ d'affixes respectives a =—1—i, w

etm' =—im—1+i
1) Soit R la rotation d’angle —7 qui transforme M en M’

=i,m

a- Vérifier que Q est le centre de R
b- Déterminer l'affixe b de B, ol B est le point tel que: A = R(B)

2) a- Vérifierque: m' —a = 6(3—
b- En déduire que les points A,M et M’ sont alignés si et seulement si les points
A, B,Q et M sont cocycliques.

ﬂa‘amﬂe :
i i profsalmi dm
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ye l'ensemble des points M tels que les points A,M et M’ soient |

er
ontr ’ R
gs est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

M

| algn

|

e

=(im+2)2—4(im+2—m)

gz 0" ok
I P+ Amit+4—4im—8+4m=—m’'—4+4m
B 2
i 2 i (m—2)
e :——(m2—4m+4)=—m2—4+4m
= (im' 2i)2
admet une solution unique Z telle que

C: ’ o
Cim—2 T2 o
o m 7 alors I'équation (E,) admet deux solutions z €t 2 telles que:

—im— e
= 2

F (car cos(égl) >0)

3
Donc: 22 = 24/2 cos (7%_)6
) ot Q' est le centre de la rotation R

I.1)a-Ona: Zw — 22 = e 7 (zu— 20

—1+i+im:—1+i=i(1+i):.
[+i [+i T+

e Q estlecentre de la rotation R

_ M
Donc: Zo = Y
1—e?

par suite zo = Zo , C€ qui signifie qu

b-Ona: R(B)=A

Donc: za— 20 = €2 (25— Z0)
w—zate %

_in .
,—e Tzy _ —un
oM —

1 —i—i—iXI
—1—i—im1Xl =9

I Eulte' ZB —12

2)a-Ona: m'—a=—im—1+i+l+i=
O . .
et a(m_b)zljlr_,:l,zﬂ(m_g)

142 o)=Lt 2 (-2 D It

=255 fm=2) e )=5n=2)

—im—2) =—im+ 2

ProfSalmi Les nombres complexes
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Donc m—g=0=g

w=p(m=b)
@ alors M= 4
eS points A M et M’ sont alignés et les points A p et g .
0

*Sim=
Par Suite, |
Cocycliques
*Sim+ g (C'est-3-dire m #F—1-1i)

etsi A N &t M’ sont alignés alors ’;nn':céll €R
Par suite (3% R) m'—a=k(m-a)

D'OL\IZ m = k(m_a)+a

Donc: @=a _ =g _ Km-a*a~a_ m-aq
w=b m—=»b m—>b m—=>b
D'O‘: \w—a°\m—a =
u @W=b'm—b keR
Ce qui signifie que les points A,B,Q et M sont cocycliques
* Réciproquement, si A,B,Q et M sont cocycliques

m—a w—a
alors: :
m—b w—» eR

nt

om—a m —aq
par suite m=b" m=b eR

. m—a
D’ou: eR
m —a

Ce qui signifie que les points A,M et M’ sont alignés .
Conclusion:

Les points A,M et M’ sont alignés si et seulement si les points A,B,Q et Y sont
cocycliques.

¢-Ona:(A,M et M’ sont alignés)
= (A,B,Q et M sont cocycliques)
= Me(C) ou (C) est le cercle circonscrit au Triangle ABQ

Donc I'ensemble des points M tels que les points A,M et M’ son
cercle (C) circonscrit au triangle ABQ

Or A estI'image de B par la rotation de centre Q et d'angle —%
Donc le triangle QAB est rectangle en Q

par suite, le centre du cercle (C) est le point I milieu du segment [AB]

D'oi: Zl:zﬁz-zg :—1—2i+2 :% 1.

et le rayon du cercle (C) est: 52 = %l +1+i|= J/10
| Exercice 2127 juillet 2008

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v) l——l
On considere I'application r qui 3 tout point M(z) associe le point M, (z) tel que

t alignés est |e

N

Chapitre 2 .
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ProfSalmi

J3HE
) , et 'application & qui a tout point M(2) Jssocie le point

—2z+3i

que 2 =

.
-
Y4l

el
Mz(zz)t = hor
pose '~
ont cminerla nature et les éléments caractéristiques de

chacune des app|ications

1)Déth
Zr)?)tn Considére les points Q(i) et A(@a) ouaeC —{i}, et on poseé:
)%a), C= (D) et D F(C) |
- montrer qﬂge Sl 'M’(Z') est I'image de M(z) par Iapplication F alors |
Z/,i:26'3 (Z"l)
b- montrer que Q est I'unique point qui vérifie F(M)=M
3) o péterminer, €n fonction du nombre complexe a, les affixes b, ¢ €t d
respectivement des points B,C et D
p- Montrer que les points Q, A et D sont alignés.
.- Montrer que Q est le barycentre du systeme {(B,4);(C,2);(D, 1)}
D appartient a

d- péterminer I'ensemble des points A(a) pour lesquels le point

|'axe réel.

//

1+i/3 (3
7 ¢ 2

1)* Lexpression complexe de |'application 7 est: 71 =
chons les points invariants par r:

cher
1+iv3 3+1 : .
ona:z=f~2b/:‘z+\/ﬁ2 ~ — z=1i,donc Q(z)estleseulpointinvariantparr
1+iv3 3+1 o 1+1iy3 3+1
par suite © 21 = 2[z+[§‘i<:>z1—z= zl[z-l———z—’l—i

e Q(i) etdangle 13[

tion h est: z=—1227T 3i
est le seul point invariant par 1)

donc r est la rotation de centr

* 'expression complexe de I'applica
Etona: z=-;2z+3i<=>z=i (Q(i.)
—j=—2z+2i

—i=—2(z—1) |
(i) et de rapport (-2)

Donc: ,=—2zt+3i=2
—

par suite, /; est I’homothétie de centre Q

Les npmbres AT BIRBESp ‘
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2)a-Ona: bl £ M(Zl) ( )

L,’lhor ’,J
i)

Ona:z—i=et(z—1i) Etz_"'Z( _
2¢' 3( =

Donc: 7/ —i=—2¢%(z—1) = 265 (z—i) =
b- Soit @ [affixe d'un point invariant par F
Donc: @—i=2¢F (@ —1i)

Cest-a-dire : (w—i)(1— 2¢3) =0
C'est-a-dire: w =1 (car 1 —26 7 #0)
Donc Q(i) est I'unique point qui verifie F(M)=M

3)a-Ona: B=F(A) ,donc: b—i= 207 (a— 1)

En déduire que: b= (—1—iy3)a—y3 +2i

De méme vérifier que: ¢ = (=2 + 2iy/3)a+ 2\/§+ 3ietd=8a—Ti

d—i_8la—i) _
Ld—i
Donc: = eR

Par suite, les points Q,A et D sont alignés.

¢- soit G le barycentre du systéme {(B,4);(C,2);(D,1)}

4b+2c+d
4+2+1

Vérifier alors que: z;=1i ,donc: G=Q

Donc: 7z =

Par suite, Q est le barycentre du systéme {(B,4),(C,2),(D,1)}
d-Onpose: a =x+iy ol (x,y) € R*~{(0,1)} (car a#i)
Donc: D €(0u) = (8a—7i) e R ( (Our)est l'axe réel)
= (8x+@8y-7)i)eR
=8y—T7=0
—y=L
=3
Par suite, I'ensemble des points A(q)

pour lesquels le point D appartient a l'axe

réel est la droite d’équation y= %

11/8] chapitre 2
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Aéésoudre dans C I'équation 72+ = (
I-Z) igne la Somnonje cette équation qui vérifie Re(a) > 0)
( Déterm'ner le module et un argument du nombre complexe 1 +

2 7 _@

En déduire que: COS(‘g—) = 5
/A ks 1 + - = 1 1 4 . {
(. verifier que: ( a)(l—a)=1+i, puis en déduire la forme trigonométrique

ans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v), on

.

onsidere les pOIIntS. A,B,M et M’ d'affixes respectives a, —a , Z et 7 eton
eque 22 ti=0

SUppoS . dl ff'l = H
) soit N le point d’affixe z le conjugué de z. Montrer que: (ON) L (oM')
2) a- Montrer que: 2 —a =i Za_ za

|

_wontrer que si Z#—a alors 7 #—a e Z:_a sy el
b-M 7 : Z ta zta
3)0n suppose que les points A,B et M ne sont pas alignés.
le point M appartient au cercle circonscrit au triangle ABM

Montrer qué
| e

B

I.1)Ona:z2+i=04=»zz=—i
4=PZ2=€_'%
—z=e'F ouz=—e'"
2 W2 2 W2
O I

Donc lensemble de solutions de I'équation z*+1= 0 est:

={2 A2 2,2

V2 _ i—\?— (car Re(a) > 0)

_

Remarque: a = 79
/2

_i_’

2)a-Ona: 1 +a= 1+~2£
—1+eT= eE (e + ¢ %) = 2 cos (%—)e“%

Et puisque: cos(—g’) >0

alors: |1 +a|= 2cos(—7§—> et arg(1+0a) E_%[?‘ﬂ]

y y T
b-Ona: 1+a= 1+——2—2—~if2g et I1+a|=2c:os(§>
Les nombres complexes ‘X
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Donc: 2005(-%)= (1 -
C'est-a-dire: 2cos<%) = /57/7

D'ou: cos(%) = ‘2%@:

h . ! .:1—a2 1 | )
c-*Ona: (1+a)(1 a)=1—(—i) (car a est une solution de I'équatiq,
=1+ Zz+i=0) .
FNRTRRE C3 SO .4
*Ona:l—a= = Tz
. I+ 2005(%)e 8 |
Donc: [ —a= 1 5 =-——————-am(8 +isin{ g~

Bld)’

[eos(§)

II.1) Ona; A —% = (_I. =iz2
=

v — 2o

Et puisque: zz=|z[ €R"

alors: izz€ iR

par suite: (ON) L (OM’)

2)a-Ona:az(7 —a)=azZ —a’z

=—ai+iz (cara’=—1)

=i(z—a)
i(z—a)
az
b- On suppose que: z#—a
osi 7 =—q alors: —az=a’ (car zz' =—i=a’)
par suite: z=—a ce qui est faux
Donc 7' #—a
-a_z—ar_—i—az_ad—az __z—a
74+a ' +az —itaz d*taz z+ta
3) On suppose que les points A,B et M ne sont pas alignés
Ona: 2—a.z+a _(Z—a)z+a)
z=a’zta  ({+a)z-a)
> “(Z—a) . Zta (car Z:—a :_z;a_)-
ita z-—a 7 ta zta

=—1

Dou:7 —a=

* Ona:

Z7—a 7 +a

z—a'z+ta k

par suite, les points A,B,M et M’ sont cocyliques

Ce qui signifie que le point A" appartient au cercle circonscrit au triangle ABM

Donc:

‘ Chapitre 2
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considere
0 2 (2m +

ondédg"e
.pon
)
m="2
d péterminer,
cubiques de

considéfe les po

a- Montrer 4
p- Ecrire SOUS

A pa
c-Détermi

b- Mont

passant par

1) a- On a‘: A =

b- Vérifier que:

c-* Pour m=—

dans C I'équation suivante:

(E"'"Vériﬁer que le - .
1)@ ssoudre dans C l'équation (E.)
i par 2 et 2 les solutions de cette équation telles que Re(z

ner l'écriture exponentielle de chacune des solutions z: €t 2 pour

pans le plan comp

et ¢~ 1
ue: OB = AC et (OB) L (AC)
forme algébrique le nombre p I'affixe du

r la rotation 7 de centre C et d’angle %—

ner le nombre ¢ I'affixe du point F Iimage du point B
¢ de vecteur u

3) a- Montrer que Z — 3
rer que les points A,C.E et F sont cocycliques

c- Déterminer les valeurs de m po

I

=

1)z+2m*+tm+im=0oumeR
discriminant de 'équation (E.) est: A= (1~ 2mi)

) > Re(Zz)

suivant les valeurs de m, les écritures exponentielles des racines

2
,61,62) ’ on

lexe rapporté a un repére orthonormé direct (0
p=m+mi

ints A,B et C d'affixes respectives a = | +m—mi,
point E l'image du point

parlatranslation

*( 4’f5+ : “’Zén"')

est un nombre imaginaire pur

ur que la droite (BC) soit tangente au cercle

ACEetF

-

(2m+ 1) —4@2m +m+ im)
am’+4m+1-— {m*— 4m — 4mi

| — 4mi—4am* =1 —2mi)
o= 1 +m—mi et 7z =m+tmi

2
—A— ona:

2

z:=1+m—m,‘=1_(_2,_,

- Y4 .4 T . l.3_7L
- het— o) 2isn( e = 250

Et puisque sin(%)>0 alors I'éc

ProfSalmi

riture exponentielle du nombre z est
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w

: A

= ZSm(%)e 8

- Sz
o \Vérifierque: z=¢¢
d)Ona: zz=m+mi
*si me R*" alors: 2 =my2e'*

. r 3

par suite, les racines cubiques du nombre z, sontles nombres z’, = \/m\fz e.(a%.\,,)
ou kef{0,1,2}
*sime R alors: z=—my2e™*
parsuite, lesracinescubiquesdunombre z, sont les nombres 7', = \/m\ﬁe‘(% |
ou k€{0,1,2}

b=0_mt+tmi _1+i _._ &
2)a-Ona: a—c m—mi 1-i ‘'~¢°

Donc: |b|=|a—c]| et arg(b O)_ 2[27?]

C'est-a-dire: OB = AC et (OB) L (AC)
b-Ona: r(A)=E ,donc p—c=¢e*(a—c)
par suite, p=ila—c)+c=i(m—mi)+1
dol: p=1+m+mi

c-Ona: #(B)=F, doncq=b+4m5+5—2§ni
par suite, q—1+9§n+3§
P—4q 1

3) a- Vérifier que: a—gq =——2—i

Donc 5:3 est un nombre imaginaire pur.

b- On a; g:g iR , donc (FE) L (FA)

par suite, le point F appartient au cercle de diamétre [AE]

Etona: r(A)=E et r est la rotation de centre C et d’angle %

Donc (CE) 1 (CA)

par suite, le point C' appartient aussi au cercle de diamétre [AE]

Conclusion: Les points A,C,E et F sont cocycligues.

c- Soient / le milieu de [AE] et (") le cercle passant par les points A,C,E et F

A+m—mi)+1+m+
Ona: z = 5 ml)_H_m

eton avu que [AE] est un diamétre du cercle (I") , donc:

e ..,r

Pfofsglmfhap'trez profsalmi.blogspot.com
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rangente au cercle (T") — (BC) | (sc)

(8C) b—
= ZI*E €iR
m+ mi— .
= ’,Zl 1eiR (car meR’)
ﬁ((l_%)+z)EtR
_1 _
=1 ar =0
=m=1
bonc: (BC) est tangente au cercle (I") sj est seulement si m = 1

0T 1Y) juin 2004
1)3 Résoudré dans C I'équation Z2—Z+1=0
ouis scrire ses solutions Z, et Z, sous forme trigonométrique (Im(Z) > 0)
p- En déduire dans C? les solutions du systeme: {Z3+ £=1 o0 Im(f) <0
zt=1
2) On considere dans C I'équation (E):Z*—3Z— 1= 0 et soient z et ¢ deux|

qnombres complexes tels que: z7= 1
a- Montrer que z+¢ est une racine de I'équation (E) si et seulement si

3 3 —
7+t = 1
b- En déduire que I'ensemble des solutions de I'équation (E) est

¢ = {2 Cos(%), 2 cos( 75 )’2005<1—397L)}

|

l)a- 2= %+ i%?_ = cos(%)-i— isin(%)

/3 (—l> + isin(—%)

S
etZz—j—z 5 =cos\=73
b- Soient z et ¢ deux éléments de C
oh 3¢ {z3+r’= 1 @{z3+t3=1
zt=1 22Xt =1
Donc Z* et £ sont les solutions de 'équation Z'—Z+1=

. 3 ’ \ ’ Sl 3 — —iZ
Et puisque Z,(£) < 0 alors £ = %—— 1—2\/: (d'aprés (1) a-) c'estadire: 1" = ¢

0 dans C

_,'_7L
par suite, ¢ est une racine cubique de e3

PR
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Donc: ¢ = /Tl =) = o-5+%) ou ke {05152}
Dol 1= ¢ ou t=¢¥ out= s )
Et puisque z¢ = 1 alors z=%

K o _ lm

parsuite:{zs+t3=l={ =€ ou {t—eig ou {1—39

zt=1 z=e"v 7=e e’
Conclusion:; [z3 +r=1

L'ensemble des solutions du systeme izt =1 est:
Im(£)<0

~ - w@\

e,6%) (%, e7%) (¢, )}
2) a- Soient z et ¢ deux nombres complexes tels que z¢= 1 et S Iensemy,
solutions de I'équation (E) i

Ona: (z+1)eS e (z+1f = 3(z+1)—1=0
4=z3+3zzt+3zt2+t3—3(z+t)—1=O I
S2HP+3(z+)(zi—1)—1=0 |
=72+P=1 (car zr=1) 4

b-Ona: ZeSe—=Z=z+ret 2 +p= letzr=1

=Z=zn+houZ=z+1 ou Z=7+t,

Et puisque 2+ 1 = 2 cos(%-) et 7+ 1, = 2c05(~ 2L ) = 2cos( 132

9
9

alors § = {2 oS (%) ;2 cos (777[), 2cos (BTK)}

et t+n= 2cos(—11i) = 2008(77”)

e 2l juin 2005
Pour tout z de C~{-1}, on pose: flz)= ﬁ
, . Z+1
1) a- Déterminer le nombre réel y tel que: f(iy) = Iy

. Rclés.oudre dans C F'équation (E): f(7) =,

On désigne par 2,7 et z les solutions de 'équation (E)
et Re(z) > Re(z,)
2) a- Vérifier que: 7 + | = o' etz +1=¢c

b- En déduire la forme trigonométrique de chacun des nomb
3) Dans cette question, on suppose que z=¢" o 0 < Or<n A
| a- M,ontrer que: f(z) =iz f(z) SenT
| b-Déterminer « sachant que: A2 +Az2) =0
| ¢ Ecrire f(z) sous la forme Az)=re* oy (nB)eR™" xR |

telles que: Re(z)=10

profsalmi.blogspotscom
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lz|=1
Re(f(z)) =+

'termi"er z sachant que: ’
e

~ un élément de R
5-S0it Y —y—1 _

==y—1=iy(=y*+ 2y +1)

=2y —y—1+i(y’—y)=0
=2-y=1=0 ety'—y=0
=0-D2y+1)=0 et y(y-1)(y+1)=0
=y=1

ponc: fli) =1
p- Soit Z un élémentde C—{-1}

_ iz—1 _
Ona:f(z)—z‘z’ (z+1) =2

=72+272+(1-i)z+1=0
= (z—i)(Z+(2+i)z+i) = 0 (Effectuer la division euclidienne de
2+222+(1—i)z+ 1 par z—1)

Vérifier que: o =1 et z1=3/§§—— —%i et 22:_\—/25_— —%i
2)a-Ona:
at 1= —@— %i = COS(*%)‘I‘ isin(-%) = cos(27r - %)+ isin(27r = %)
= cos(1—16n—>+ isin HTH)
Donc: z+1= e
etona: 21+ 1 2—9—51’ =— cos(%)- isin(%) = cos(7r +%)+ iSiH(ﬂ' +%)
= cos(lg)+isin<7%>

)
Donc: 7, +1 = e‘T”

b- On rappelle que: 1 — cos(a) = 2sin’ (%) et sin(a) = 251n<%>cos(
Ona:

1= e —1 =_(1 — cos(—lléi))+ isin(l—lér‘>
T

=— 2sin? (111%) + 2isin(1T12—) cos(%) = 2sin(1—112l>(— sin(lle”—) + icos(l—llg—))

)

(ST

P |
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L . R 4

i)
= 9g} m_)(cos(% llél‘ )+ 1sm( ) 12 |
Donc: z =S:lsfn22%[_).(cos( )+ lsm( 17 )) (car Sm(_lllT”) >
| 1

3r
et vérifier que Zz=25in(’172 )( (1132”)+lsm( 12 ))
;= —;— (car | z|= VzZ)

3) a- On rappelle que: si |z|=1alors 2=

.1
— —i—l-—-l zz(—-l—z"‘l)
TN _lz‘-l:_-__,i_———z_-———")z‘-‘
ona: A2)=71 ¥~ (1+2) (1+z
(7“) =g
_—iz—z

(1+zY = (z+_1Y =iz f2)

b-Ona: f(z) +/(z)= 0 flz)+iz fz)=0
—{1+iz)f(z)=0
s 1+iz=0 ou flz)=0
—=1+iz=0 ouiz—1=0

e z=Il0Uuz=—
2 _ —ix
—=z=¢c2o0uz=e?

Donc: a=% car0a<rm

c- Ecriture de f(z) = z—:—)z- sous la forme f(z) = re”

ue: e +e " =2cos(x) et e —e "= = 2isin(x) (Formules d’Euler)

On rappelle q
i-’zLeia —1

Ona: f(z) (1 o em) [ei%e(e_,-%Jr e‘%)]z

_ I o) (57 — o5t %))

B (e 3 2cos(g ) i 4 cosz(%)e"’

_ (Zzsm(%— it %—)) sin(%—: %—) A58

4 cos’ (%—) e’ 2 cos’ (7).(3“’
_ sin(% + %—) 55 E) sm(? +a%) M%)
2 cos® (%) 2 cos’ (7)

Et puisque 0 <a < 7 , alors % < % +% < :Z[ par suite sm(—il[—Jr%) >0

7
i"‘f 4 Chapitre 2
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s'm(l + 4
Conclusion: fz)= —2co\4s’(li))

2
40 rappelle que: (Vi€ C) ¢+ 7= 2Re(t)

alg

e-9%)

|z|= 1 - lz]=1
o {Re(f(Z))‘:% A+ 2

_1
2 -2
.=.{|Z|=
A+ Az)=1
§{|z|=1
N2)+iz f(z)=1(dapres (3) a-)
[I§|=1

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u,v )

soit A le point d'affixe i , a tout point M(z) distinct de A on fait correspondre le

point M'(7) tel que: 7' = 1
i
Z

b- Soient z et z les solutions de 'équation (E) telles que Re(z) < 0

1) a- Résoudre dans C I'équation (E):z' =

Montrer que z*° + 2> =0

o1
2) a- Vérifierque: 7 — 1 = =T

b- En déduire que AM’ X AM =1 et que les points A,M et M’ sont alignés.
¢- Comment construire le point M’ a partir d’'un point M appartenant au cercle
de centre A et de rayon 2?

R n_ 2l —Im(z)
3) a- Montrer que: Re(z’) = “_j_(l_-Zz)F et Im(z) = Ct+izf
b- Déterminer les ensembles (E) = {M(z)/z’ € R} et (E.) = {M(z)/z' € iR}

S

Les nombres complexes | [(}

ProfSaimi profsalmiblog

Scanned with CamScanner




::1 élément de C "{i}

1) a- Soit Z :

=7 —iz=1=0 /3
3 1l (amny
@Z=g3—+%i ouz=—"5"+ i (A=i+4=y)
v/3 l1.-/3

Donc I'ensemble de solutions de I'équation (E) est: S = {T + ii,T+ i
2016 2022
5.4

b-Ona: 72+ 2 = (-—2—‘ + 7 7

_ (ei%)zom n (ei%r_)z()zz

— eil6801r+ ei(3367r+1r) — eixo +ei;r =1- 1

Donc: Zl2016 + zz2022 — O

2) a- Soit z un élément de C —{i }

z_

1-iz
Foi=2 . =i

1-iz  —i(z+i)

=1

Ona: 7z —i=

Donc: 7' —i=—=—;
? =
b- « D’aprés le résultat de la question précédente ona: (7' —i)(z+i) =1

Donc: |7 —i|x|z—i|=1

Par suite: [z —i|X|z—i|=1

Dot AM' X AM =1
1
e Ona: Z’_.l'z E‘f‘l
4= d =1
_ 1
=Dz
_ 1
lz—if

Akl
Donc: =i R
Ce qui signifie que les points A,M et M’ sont alignés.
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r

M’XAM—I

¢ aéAM' — | (car M appartient au cercle de centre A et de rayon 2)

pon® 1
su lte 2
Pl e (AM)

- A
Et pr est le point d'intersection de la droite (AM) avec le cercle de centre

alors
ot de 1ayO" )

«(A,2)

3)a- Soit Z Un élémentde C—{i}

Jona: 2 +2 = 2Re(z')

= 2Re(7)

Z
Donc:y—jz 1+l
- M—ZRe()

par suite, (1+zz)(1+lz)

Re(z)
D'ou: Re(z') = T+izf
eona: 2ilm(z) =2 —2'
I R
T1-iz 1tiz
;ﬁr_zy,—,ziﬂ_z.
1+izf
_ 2i|z[' = 2iIm(z)
— hi+izf

|z —Im(z)
11+izf
b- Soit z un élémentde C—{i}
Onpose z = x + iy ou (x,y) € R*—{(0,1)}

Donc: Im(z') =

Les nombres complexes 11131}
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h 4

*Ona: M(z)e(E)=z7€R

e Im(z')=10 ‘
| z['=Im(2) (d’aprés (3) a-)
= x+y' =

: 1V _ (LY
-0+ (r-2) =(2)

, 1o
Donc (E,) est le cercle de centre Q(%l) et de rayon 5 prive du point A(;)

eOna: M(z)e(E) =7 €IR
— Re(z')=0
—s Re(z) =0 (daprés (3) a-)

=x=0
Donc (E,) est I'axe imaginaire privé du point A(i)

(et sk juillet 2012 ~
T

»E:.izp ol :
es parties | et Il sont indépendantes.
mé direct (O, u,v)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonor
. On considére dans C I'équation (E):2" — 4(1 + %i)z + % +4i=0

1) a- Vérifier que le nombre z = 1+ %i est une solution de I'équation (E)

b- Montrer que l'autre solution est z; = 3z

2) Soit @ un argument de z
Ecris le nombre %-F 4; sous forme trigonométrique en fonction de v,

Il. On considére trois points A,B et Q distincts deux a deux d’affixes respectives

abetw. z
Soit r la rotation de centre Q et d’angle 3~

Onpose P=r(A), B=r(Q), p l'affixede P et g Iaffixe de O
1) a- Montrer que: p =@+ eia—w)etg=w+e T (b—w)

— 0T ar
b- Montrer que: T =g
l—e"
p—a_w—a /A
c- Montrer que: = 3
q g—b w—>b ¢
— e‘ 3

@
2) On suppose que -, —,
a- Montrer que APQB est un parallélogramme.
b—a ) = %[271] puis en déduire que APOB estun

b- Montrer que arg(p =5
/

rectangle.
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Dy 4i=37 (car z, = 34)

parsuite: arg(% + 4i) = arg(3z!) [27 |
= arg(3) + 2arg(z)[27 ]
=0+ 20 [27[]
=260 [2n ]

yarepart | 3+ 41]= /5 +16= /BT 13

_ 1
arsite, 3+ 41 =5 {cos(26) + isin(26))
I.1)a-Ona: r(A)=P,Donc p—w = ¢ (a—w)

par suite, P = —w+ei(a—w)

eton Q)= B,Donc r'(B)=0Q

ou 1~ est la rotation de centre Q et dangle —%
oar suite, g —@ =€ 5(b—w)

Dol =@ T e 5(h—w)

4 1___1,_1'@. 'l'_l—[?)—
1—¢3 2 2 2 2
b-On a: . _ L &
=% 1.3 Ly
stig 272
= g——l—f— = e"%l = e‘(—ﬂﬂ”)
e’
|- ax
Donc: _‘7r':'€'3

ProfSalmi Les nombres complexes |
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par suite, AP = BQ |
Ce qui signifie que le quadrilatére’ APQB est un parallélogramme. |

b-Ona: b=a _ b—w+w=a

p—a p-wtw—a
_b—w+(@-b)eT

(a-w )eJ+a) a

w-b ¢5-1_ 1 1-¢%
a—.a)'e"%—1 —e,.z_3_ v — 1

o —  2m =
—1-€7T T +1

3, .43
-3+ .
WA lf1+lf_l/§ /3%
L,./3 1403 .
)
2r]

7"

) Donc: arg(z g) [

Cest-a-dire: (AP,AB ) = 7[27?], Donc (AP) L (AB)
par suite, le parallélogramme APQB est un rectangle .‘

\i;g%@g%g:?ilFévﬁer1998

Soit m un nombre complexe non nul. .
On considére dans C I'équation (E): 22— (3m — 2i)z+ 2m* — dmi = 0
1) Résoudre I'équation (E)
2) On suppose dans cette question que m =1 +
Soient z et z, les solutions de I'équation (E) telles que |z | < |z
a- Ecrire z et z sous forme trigonométrique
b- Vérifier que (—z) est une racine cubique de z
¢c- En déduire les deux autres racines cubiques de z, sous forme algébrique.
3) Le plan complexe est.rapporté 3 un repere orthonormé direct. Soient A,B et C

les points d’affixes respectives i,2m et m —2i et on suppose que le nombre m
n’est pas imaginaire pur.

a- Montrer que les points A,B et C ne sont pas alignés.

Chapitre 2
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|
|

b ng soit rectangle

5 I'extéri i
t a l'exterieur Eiu triangle ABC un point D pour qué le trian
et isocele en D. Soit d I'affixe de D
3m+im—2—2i

gle

,3m—im+2—2i
2

d= oud=

M

p)

ontrerque:
iner m pour que le quadrilatére ABDC soit un carré
S

Iter
Ca De

-ant de 'équation (E) est:

e discyimlrl |
1) L; (3 — 21)2 _ 4(2m2 _ 4ml) — m2 + 4m;— 4= (m N 21)2
pAonC jes solutions de I'’équation (E) sont:

Citmt 2 i B
I 212 = 2m et 2m 2% _ i
e, ensemble de solutions de Iéquation (E) est § = {2m,m = 2i}
Remarq092 Sim=7 21 alors S = {_41}
z)a-pour = 1+iona;

- = __71_ . T
ﬁ(cos( 4 )+ lsm(_?))

e [ F i 1=
,=1ti 2i=1

Y e = 2a{es T i)

p-On a:
— — 2 —_— ._’——
= 2,/2( - —ity

ponc (—z) estune racine cubique de 2

c- Les racines cubiques de Iunité sont 1, j
ot (—z) estune racine cubique de z:
acines cubigques de z sont: —Z

Donclesr
o 1=y3 .1 +3
Cest-a-dire: —1+iet 7\[’—1 5 et
3) a- Pour montrer que les points A,
28— Za
que Zc— Za eR

On a: s — ZA 78 RA\ — Zp — ZA
ZC—ZAERC::}(ZC—ZA> (2c~zA)
e
‘:j( om—1 .),
m— 201
@_2_711—+i:2m—z:
m+ 3i m— 31
=>2m;n_~6mi+
— 5i(m+m)=0

= m=—m

@mEiR

ProfSalmi

) = (2T =22 ¥ ==
/2 ﬁ)= 2+2i=2

= g’%l ::-—?12——{-—

B et C nesontpas align

ol sl F)

i—‘/zi et j= e

X1, —aX] et —z XJ

1+/§+i\/§2—1

2
és, il suffit de montrer

om—1
m— 20— 1

mi+3= ymm — im + 6mi + 3

Les nombres complexes
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Et pUiSque : s —Z
m 1 LA
& iR alors T, R

Par suite, |eg
b-p

points A,B et C ne sont pas alignés.

OUrque le triangle BCD soit rectangle etisocéle en D, il faut et il sy Qe

Soit I'j ' a v
'Mage de B par la rotation de centre D et d angle - ou par Ia "Otation 4
8
Centre D et d'angle (—%)
C'est-3-dire | il suffit que: 22=4 — ; oy Z=d __;
e il faut et il suffit que: —d Lo =g Tl
ract s i I —2i— . m—2i—d :
C'est-3-dire j| faut et il suffit que: meZ_zd_d —louTa g T
Cest-a-dire; ¢ = M= im2+ 22 ou d =M% im2— ==

C- ABDC est un carre si et seulementsi A # D et les deux triangles ABC et DBC
SOnt rectangles et isoceles respectivementen A eten D

[Z=3m—im+2—2i [ZA=3m+im~2\2i
Donc ABDC estun carré = ! 2 ouy 2
lZD _3m+ zmz— 2—2i lZD _ Q%

3m—in12+2—2i —ioud= 3m+im2—2~2i:

—

I
Sm=—Il+ioum=1+]

| Exercice :j%/ juin 2019
Soit m un nombre complexe non réel (m e C-R) \\

. On considére dans C, I'équation d’inconnue z définie par:
(E):22 =1+ +m)z+2im=0
1) a- Montrer que le discriminant de I'équation (E) est non nul.
b- Déterminer z et z, , les deux solutions de I'équation (E)
2) On suppose dans cette question que m=¢" avec 0 < @ < 1
a- Déterminer le module et un argument de z + 2,
b- Montrer que si zz, € R alors 7, + 7, = 2;
Il. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;L_Z,V)
On considére les points suivants:

A le point daffixe a = 1+, B le point d'affixe b = (1+i)m, C le point d'affixe

¢=1=1i, D I'image du point B par la rotation de centre O et d’angle % et Q
le milieu du segment [CD] '
1) a- Montrer que I'affixe du point § est ¢ = W)
b—a
@
c- En déduire que (0Q) L (AB) et que AB = 200

b- Calculer

o T ————

Todtget g :
}H‘?:l“ Chapitre 2
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d 3 st
. h=a UPoint 1y gryee
2) Montrer que b—a est un réel et que h d afﬁxe h

’ en déduire h en fonction de 4, b~4q estunimaginaire pur.

o

¥ Le discriminant de '4quation ( E)

A=+ (1+m) - g
= 2i(1 + m) — g
=2i(1—my

isque m#lcarm € C—-R

est:

[ 1)

et pU
plors: A#0 : 2
pona: 8= 200 =m =+ (L= mp = (1 4+1)(1 )y
ponc les solutions de 'équation (E) sont:

1+ D)+ m)+(+ )1 - m)

L= =1+

(1+i) (1L +m)=(1+i)(1—m) |
et = 2 =m(l +i)
3) On suppose gue m = e’ avec 0<f<r

gona ata =(1+i)1+m)
etona: 1+i=y2€7

et puisque cos(-g—) >0car0<f<m
r, 0
Nors: |z +2z|= Zﬁcos(g—) et arg(z+2) = Z+7[2”]

b-Supposons que: 21z € R
Donc: 2im € R , par suite: m € iR
et puisque m = ¢” et 0 < g<r
alors: 6 = 12[— donc: m=¢€r=i
: =(1+i =(1+if =2 .
ﬁ.():)c:;):é;ue(ll;;s)flr;Zg)e di B par la rotation dg cer'1tre 0 etd’angle 75
alors: z,— 7, = ¢'% (75— 20) Cest-a-dire: = ib :'(”1 +i)m
et puisque Q est le milieu de [cD] , alors son affixe est:

i Les nombres complexes ‘
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c+zD_1—z+(—1+z)m (1—i)l—m m)
G="7 7 2
14+)m—-(1+i) _ 2(1+i)(m—=1)
o ba) _((;L—l-)zgz(l—m)l (1—i)(1—m

= —2(1+1 .
Donc: bwa=———1(jl——) — 21

b—a __»;
c-eOna: ;) 2i

Donc: Z Z’ € iR

par suite, les droites (0Q) et (AB) sont perpendiculaires.
eOna: b—a=-2i(@—0)

Donc: |b—al=|-2illo— 0]

par suite: AB = 20Q

2) a- » Le point H appartientala droite (AB)

Donc les points A,B et H sont alignés

. ..  h—a
€ R, cest-a-dire: 37— e R

C’est-a-dire: 2 -
eOna: (0Q) L (AB) et H € (0Q)

donc: (OH) 1 (AB)

par suite: ; Z’ € iR , c'est-a-dire bh € iR
bOnaZ cRety aEiR
Donc: g:g = Z:Z et F—E = b——ha
dou: g:g; 5% =hoa_ Ao
2h=a —aa , par suite: h = ———gé—_a[;b)

C’est-a-dire: — =7
b—a b

orabh—ab=(1+)1-im—1—A+i)m=2(m—m)

et 2(a—b)=201+i)(1—-m)

o (l_1\m=—m . ,_(L_ 1
HOnEst: (2 )T dous h=(3+ 5

=

| i
|\ ) EXercice ijulllet 2019

__._—_-—,/

Sont @ un nombre complexe non nul.
I. On considére dans 'ensemble des nombres complexes C I'équation d’inconnué 2+

“1

§ .
ProfSaIml profsalmi.blogsped.com
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QG ING
RN Gy ¢ a am———

._azz()

‘Z2 - ldﬁz . e i ?
(E")'Vériﬁer que le discriminant de (E.) est A= ¢’ |
3) ssoudre dans C l'équation (E.) |

i schant que @ |a/|.e (A € R) , mettre les deux racines de I'équation (Eo) |
2)° forme exponentielle. x

us 4 . o
3 on suppose que le plan complexe est rapporte a un repére orhtonorme direct |

Y, - |
i) i 1+iy3 |
(()2 Considére les points Q.M, et M, daffixes respectivement @ , 2 = ’,2,‘/:0 5

~af & i\/g . .
£ —1 T2y etsoit R larotation de centre O et d’angle %—

)ar vontrer que R(Q) = M, etque R(M) =M,
p- EN déduire que les deux triangles OQM, et OM M, sont équnatéraux, |
7)a vérifierquer 2 -2 = a

p- Montrer que les deux droites (QM,) et (OM,) sont perpendiculaires.
c-En déduire que OQM, M, est un losange.

ur tout rée L7 =2 ,
que po tréel B, lenombre: Z="—4 " 7 "|ale

i0 ‘
— '/Zr‘ak,, est un réel.

|
1
\
\
\
|

1)a-Ona: A= (—iay3) —4%1 x (—a?)
=—3a*+4a’

ponc: A= a’

b- 'ensemble de solutions de I’équation (E,) est:

S:{(Hizﬁ)a ,(—1+2if3'>a}

2) ¢ Ona: 1/+21J§ a= (%— + [—\/2’§f>la/ |eM
= ¢ |ale”

Donc: (xij3)e +i2\/§)a = |ale™?

° : —1+i\/§ ._<__,1_ _\/'§—> iA
Ona.r_,,f,2 Q= 2+12 lale

=% |ale’
Donc: =1+ iv3)e +2iﬁ)a :‘a|e"(“'23l)

Il. 1) a- * Lexpression complexe de Ia rotation R est:

7 —0=¢3(z—0) Cesta-dire: 7=¢

T
¥z
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. g | +iV3
et Puisque: ¢'3z, = e'%'a = —l"i"‘-d a

(:r ) M an el l\/—3—
*Ona: e'vg =T eTa=e7a=
Donc: R(M,) = M,
b-+0Ona: R(Q)=
—— T
Donc: 0Q = OM, et (0F,0M1) = 3127]
par suite, le triangle OQM, est équilatéral.

*Ona: R(M) =
Donc: OM, = OMz et (597,001 = Zl2n]

par suite, le triangle OM; M, est équilatéral

1+2i\/_3_a_—1-;z\/§a

2)a-Ona: z— 2=
Donc: z— =«

/3 1.>
-0 X =
Z 1+iy/3 2(‘%‘+i[3—)

L~ fe° [ez

Zl_

Donc:

) \ . . Z2_ = .
c'est-a-dire : ZI_O 3

EzR

Par suite,
z

Donc: (QM;) L (OM.)

c)Ona: z—z=a ,cest-a-dire: Zu,— 2w, = 20— 2
Donc: MyM, = 00

par suite, OQM, M, est un parallélogramme
D’autre part, les diagonales (OM,) et (QM,) sont perpendiculaires
Donc OQM, M, est un losange.
3) Soit & un nombre réel

z—a _(=3+i/3)a 25(‘£+%i>

On a: = 2 — /7€
a=a  (-1+i/3)a ( 1 4/§> ﬁei%n
A
2 2
Donc: —[efz
eton a: Zz—-—Lleﬁ: la' lei(/sz’r)— la’ |€h9 _ ei(/l+2T”) elﬁ
a=lale’ " g T-|qler = Iy
Chapitre

profsalmi.blogspot.com

Scanned with CamScanner



ProfSalmi profsalmi.blogspot.com

Scanned with CamScanner



Divisibilité dans 7 :

7 tels que @ # 0
nombre entier relatif k tg|

a- Définition
deux éléments de 1u=
alb, s’il existe un

Soient a et b -
On dit que @ divise b et on écrit
ue: b=ka -
i albw(ﬂkeZ) b= ka
On dit aussi qué @ est un diviseur de b ou b est divisible par a ou b est yp
multiple de 4
b- Propriétés
ddeZ :
eda

pour tous &, b, cet
o], (—1), aet (—a)s
ur de a autre que Ces quatre

ont des diviseurs d

nombres s’appelle un diviseur propre de

Un divise
a

« Tout nombre entier non nul est un diviseur de zéro
o Sid|a alors: |d|<]al

oSi a|b et blc alors: alc
b et na|nb et (Vn € N*) a"|b"

o Sialb alors: (vneZ’) alr
eSi d|a et d|b alors: (V(a,B)EZ) d|(aa+ Bb)

oSial|b et cld alors: ac|bd

Division euclidienne dans 7

Soient a et b deux entiers tels que a # 0
Il existe un couple unique (g,7) de Z X N telque: b=gqa+r et 0=r< la|

Lopérati ' : '
pération qui permet de déterminer ¢ et r s’appelle la division euclidienne

de b par a
b est le divi Vi
le dividende, «a le diviseur, ¢ le quotient et r est le reste

=!] Congruence modulo 7
a- Définition
(Sjouznt ne€ N et (a,b) € 7?
ndit que a estc
ongru a
b modulo n eton écrit a = b[n] si n divise (a—b)
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a = b[n] = nl(a—b)

_ propriétés
o un nombre entier naturel non nul
sol

Saen) a=alil
.(V(a,b)EZZ) a=b[n]=b=aln]
(v(a,b,C) e7) (@a=b[nletb=c[n]) = a=c[n]

4 — + Eb+d[”]
, (V(a,b,c,d) € Z') (@a=bln]etc= d[n]):{gc zcbd (]

(V@b €Z) (FpeN) a=bll=a =t [n]

(v €TNVPEN) pa=phlpn]—a=bln]

o (Va € Z) a=r [n] ou r est le reste de la division euclidienne de a par n

o pour tout (a,b) € Z*; a = b[n] siet seulement si a et b ont le méme reste
dans la division euclidienne par n

c- lensemble % 7

on considere la congruence modulo n (ne N'—{1})
pour tout @ € {0,1,---,n— 1}, on note a l'ensemble {x € Z/x = a [n]}

i sappelle la classe d’équivalence de @ modulo n
rensemble {0, T,-+-,(n = 1)} est noté %Z

Wab)e (b)) a¥b=arberaxb=axb

Plus grand diviseur commun

a- Définition

Soit (a,b) € (Z')

Le plus grand diviseur commun de ae
de lensemble DN Dy : a Ab=max(D.N D)

t b noté a A b estle plus grand élement

b- Remarques

e g\ b est un nombre entier naturel

* aAb divise a et divise b

°Sicla et ¢c|b alors c SaAnb

*anb=|a|A|b]

*Pour tout (a,h) € (N : aAb=bAa, aha=4a, aNb=a<=alb

¢-Algorithme d’Euclide
Propriété
S0it (a,b) & (N'Y tel que b ne divise pas a

Si 7 est le reste de |a division euclidienne de a par b alors: aAb=bAr

o
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Corollaire

Soit (a,b) € (N'Y tel que b ne divise pas & ,
a b est le dernier reste non nul dans «les divisions successives de a par p,,

d- Propriétés

Pour tout (a,b,c) € (Z')
°SiaAb=d alors: (EI(M,V)EZ2
e Pourtout e € Z', si a|a et a|b alo
e cahch=|cllanbd)

e (aNb)Ac=aA(bAc)

) d:au+bV
rs . O'Ia/\b

‘| Nombres premiers entre eux
a- Définition

Soit (a,b) € (Z') N
On dit que a et b sont premiers entre eux sl aNb=
b- Théoréme de Bezout
Soit (a,b) € (Z')
arb=1=Q3wv) €

c- Théoréeme de Gauss
Soient a, b et ¢ trois éléments de 7"

Si a|bc et anb=1alors ale

Zz) au+bV:1

d- Corollaires
o Soient a et b deux éléments de 7' et d un élément de N
b _

Ona:a./\b=a’<:>%/\d
e Soient a, b et ¢ trois éléments de 7"

Si a|c et blc etanb=1alors: ab|c

e Soient n€ N et (a,b,c) €(Z’)

Si ab=ac[n] et ann=1alors: b=c[n]
o Soit (a,b,c) €(Z')
SiaAb=1letaAc=1alors:aAbc=1

e Soit (a,b) €(Z')
Sianb=1alors: (Vim,n) e(N')) a"Ab" =1

"] Equations ax + by = ¢ dans 7’
Soit (a,b,c) € 7°
Véquat _ :
équation ax + by = ¢ admet des solutions dans Z> si et seulement si: a A b|c¢
| Plus petit multiple commun -
a- Définition
Soit (a,b) € (7')

Seamat)
z‘ q.ﬁég Chapitre 3
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1

tit multiple commu
nde a et b noté aV b est le plus petit élement

LePIUSpe .

je rensemble (laIN)N(b|N) :
aVb=min(la|N"n|p|N)

gemardues

va=lal; avb=lalv|b|;avb=lal=bla

b- propriétés

, Soit (a’b) € (Z*)Z etsoit m=aVb
out @ € Z°,si @ estun multiple commun de a et b
est un multiple de m

nt dit: (a|a et bla) = m|a ouae

pour t
alors &
Autreme
corollaires

0 (V(a,b) € (
 (v@h X))
o (V(a,b,€) € (Z')

(aZNbZ)= A € mZ.

7°F) (aAb)X(avb)=|alx|b]
3a/\bz l e aVb=|alx|b]
) caVch=lclavb)

7] Nombres premiers

a- Définition

it pEL ~ {~1,1}
on dit que le nombre p est premier s'il admet exactement quatre diviseurs:
|, -1, pet=p
Autrement dit: P est premier ¢il n"admet pas de diviseur propre.
Remarque
sile nombre p est premier alors le nombre (—p) est premier
b- Propriétés
esoit n€N —{1} telque 7 n'est pas premier
Le plus petit diviseur positif de n différent de 1 estun nombre premier
esoit ne N —{1;2; 3} tel que 7 nest pas premier
p|rz. et p= \/J_z

Il existe un nombre premier positif tel que :
s distincts Alors = p Ag=1

e Si p et g sont deux nombres premiers positif
eSoitneZ
Si p estun nombre premier qui né divise pas n alors P An=1

+ Soit (a,b) € (Z') etsoit p eN
Si plab et p premier alors pla ou plb
eSoient a€Z et n € N°

Si P.| 4" et p premier alors pla |
* Soient p,--- et P des nombres premiers

Si p est un nombre premiertel que p | o2 P

Alors il existe i tel que P =P
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c- Théoréme de Fermat

Si p est un nombre premier positif

Alors (Vn € Z) n”=n[p], etsi p nedivise pas 1, alors n = 10p]

W “’. \
Systémes de numération

Soit b un élément de N*—{1} -

Tout nombre entier naturel non nul n peut s’écrire d’une fagon unique sous la
forme : n=a,b"+ - +wb +ab+a ol a,d,"" et a, sont des nombres
entiers tels que 0 < @ < b— 1 pour tout i de {0, l,---,m} €t an 70

On écrit: n = andn -G

_ ! . ération de base p
et on dit qu'on a écrit le nombre 1 dans le systeme de num

\fm’@fﬁ? 1 /Juin 2003

<.

On considere dans (N°)’ I'équation suivante : —l
E) : #EE+T)=y(2xFY) |

Soit (x,y) un élément de (N') et soit d le plus grand diviseur commun de x ety |
Onpose:x=daety=db , .

1) On suppose gque (x,y) est une solution de I'équation (E)

a- Vérifier que : @’ (d*a’+7) = bh(2a+b) L

b- En déduire qu’il existe un nombre entier naturel k telque: d'a t7= kb

et 2a+b=ka’

¢c- Montrer que : a = 1

d- En déduire que : (b+ 1) = d+8
2) Résoudre dans (N') I‘équation (E)

1)a-Ona: (x,y) est une solution de I'¢quation (E)

Donc : 20 +7) = y(2x+y) cesta-dire d'a’(d'a’ +7) = db(2da + db)
Dou : d(d*d’+7)=b(a+b)

b-Ona: xAy=d et x =da et y=db,Donc: ahb=1

Et puisque a’(d*a’+7) = b(2a+b) alors b la*(d*a*+7)

Et puisque bAa’ =1 (car bAa=1)

alors : b|(d*a*+ 7) (daprés le théoréme de Gauss)

par suite, il existe un nombre entier naturel & tel que: d’a’+7 = kb
Donc: a* X bk = b(2a + b) (d'apres le résultat de la question 1) a))
D'ou: 2a+b=dk

c-Ona:2a+b=kda’,Donc b=alka—?2)

par suite, alb,Dou:anb=a

Et puisque: aAb=1,alors: a = |

profsalmi.blogspot.cdm
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2,afza2-{—7)=b(2a+b) eta=1
a:a( 2 Vi Y . 2
d.O" —-2b+b cest-a-dire: d°+7+1=b"+2b+1

:J‘+7”
Dor!c‘ (b+1)2:a’2+8
ol Ay=d
x=da
Z)Onai(E)‘;ﬁ*y:db
(@@ +T) = bQ2a+b)

a=1
= p+1)?=d+38

a=1
=:>{(1;;+ 1—-d)(b+1+d)=8
[a =1 [a =1
o ib—d+1=1oulb—d+1=2 (arb+d+1>b—d+]1)
lp+a+1=8 |p+a+1=4
—a=1letb=2etd=1
—x=lety=2
ot on vérifie que le couple (1;2) est bien une solution de 'équation (E)
ponc 'ensemble de solutions de I'équation (E) est § = {(1;2)}

on considere dans (N')* 'équation (B): *(x+y) =y (x—y)°
1) Soit (x,y) une solution de 'équation (E)

Onpose: d=xAy, X = ad et y="bd

a-Vérifier que : db*(a—b)* =(a+ b)a’

b-En déduire que : b = 1

¢-Montrer que : a # 1 et que (@~ 1) divise (a+1)

d-En déduire que : a =2 ou a =3

2)Résoudre dans (N°)* I'équation (E)

o g (ad + bd) = b*d*(ad = bd)’

2d3 a+ b) = b2d4(a ‘—717)2
ZZ?(a(er):bzd(a—b)' (car i £ Q)
b-Ona: ¢’(q+ b) = b*d(a — b)*, Donc: 19|612(a+b)2 B
®puisque : xAy=d,alors: aAb =1, par suite : @' Ab = l
Donc:: b (g + b) (d'aprés le théoreme de Gaus§)
Etpuisque: b|b alors: b|(a+ b~ b) c'est-a-dire: bla

Ya-Ona: 22(x+y) =y (x =y’

Arithméti%lr% ans r%  Lige
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dou:aAb=1b
Et puisque: anb=1alors: b=1 ~
c-eOna:d(a—1)'=(a+1)a’ car b= 1 i est faux
Supposons que : a = 1, Donc: 0 = 2 ce qul

Donc: a# 1

*Ona:d(a—1)>=(a+1)a’ et a#1

Donc: (a—1)|a*(@+1) _

Et puisque: (@a—1)Aa=1 (cara—(a—1) 1)
alors: (a—1)Aa*=1
par suite, (a— D)|(@+ 1) (
d-Ona: (a— D|@+1)
etona: (a— D|a—1)
Donc: (@— D|@+1)—(a—1)
Cest-a-dire : (@—1)|2

par suite, a— 1 =1 ou : - o
2) » Soit (x,y) une solution de I'équation (E) dans (N°)

d’aprés le théoréme de Gauss)

a—1=2 cest-a-dire:a=2oua=3

Sionpose: xAy=d B _ _
Alors d’aprés ce qui précéde (x = 2d et y=d)ou(x=3d et y=d)
C'est-a-dire : x = 2y ou x = 3y ' .

si x =2y alors: 4y’ X 3y = y* X y* clest-a-dire: y =12 D'ol: x =24

si x =3y alors: 9y’ X 4y = y* X 4y’ c'est-a-dire: y =9 D’ou: x = 27

* Réciproquement, vérifier que les couples (24;12) et (27;9) sont des solutions
de I'équation (E)

Donc: S ={(24;12),(27;9)}

e —

\EEre Eh ) uin 2004

e 1, J

1) Soit 7 un élément de N

a- Montrer que si n est impair alors 5? = 1[8]

b- Montrer que si 1 est pair alors 12 = () (8] ou n” = 4[8]
2) Soient a, b et ¢ des nombres entiers naturels impairs
a-Montrer que: @’ + b*+ ¢? plest Pas un carré parfait

b- Montrer que : 2(ab + pe + ca) = 6[8]
(Remarquer que: (a+ 5+ ¢)2 = g2 4 2 4 ¢*+2ab + 2bc + 2ac)
¢- En déduire que 2(ab + pc + ac) n'est pas un carré parfait
d-Montrer que (ab + pe + ca) n'est pas un carré parfait

— et

1) a- Soit 5 un nombre entjer naturel impajr

!f':"{&:j Chapitre 3 profsalmi.blogspot.com
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_ 1[8] ou n=3[8]oun=5[8]oun=7[8]
o "~ 2 1[8] ou = 9[8] ou n? = 25[8] ou n* = 49(8]
parSUItels " cas: e 1[8]
oans 10"  nombre entier naturel pair
- SO n:0[8] oun=2[8loun=4[8] oun=6[8]
por” p=0[8] ou n*=4[8] ou n*=16[8] ou n’ = 36(8]
ParSUItils cescas: ' = 0[8] ou = 4[8]
par ye:apartir des résultats de ces deux questions, un carré parfait est cOngru
Rem‘arg oua louad modulo 8 .
S()itasoient a, b et ¢ des nombres entiers naturels impairs
; a.osons que a*+ b*+ ¢* est un carré parfait 1
D’apfés le résultatzde la question 1)a)Ona: a = 1[8] et b* = 1[8] etc = 1[8]
Donc:02+b2+c =3[8] (%)
erdapres 1es r6sultats des questions 1) a) et 1) b), la proposition (+) est fausse
par suite, 4+ b?+ ¢’ n'est pas un carré parfait.
p-Ona: 2(ab+ bc +ca) = (a+b+c)—(@+b+c)
fton sait que la somme de trois nombres entiers naturels impairs est
un nombre impair
ponc: a+bt+cestun nombre impair
par suite : (@+ b F ¢)*=1[8]
Etona vu que : &+ b+t =3[8]
Donc: 2(ab+ bc + ca) = (1 - 3)[8] clest-a-dire : 2(ab+bc+ ca) =—21[8]
par suite: 2(ab + bc ca) = 6(8]
¢- Supposons que 2 (ab + be + ca) est un carré parfait
ponc: (e N) 2(ab+bc+ca) = n’
lenombre n® est pair, d’ou 1 est pair
etdaprés 1) b-ona: n* = 0[8] ou n’ = 4[8]
cette proposition est fausse car d'apres 2) b)ona: n'=6[8
Conclusion : 2(ab + bc + ca) n'est pas un carré parfait.
d-Supposons que ab + bc + ca estun carré parfait
Donc: (IneN) ab+bec+ca=n’
par suite, 2 (ab + be + ca) = 2n’
Etpuisque : 2 (ab + be + ca) = 6[8] alors 2n° =0 [8]
Etpuisque : ab + be + ca est un nombre impair alors n® est impair
Par suite 5 est impair
Btdaprés 1) a) ona: n? = 1[8], donc: 2n° =2 [8]
Ona: 2n' = 6[8] et 2n* = 2[8], donc: 0 = 4[8], ce qui est faux
Parsuite, (ab + he + ca) n’est pas un carré parfait.
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Exercice 4

B

e — RO

. Soit p un nombre entier naturel premier tel que p =5

1) Montrer que p* = 1[3] |
2__ 1 =
2) a- Montrer qu’il existe un entier naturel ¢ tel qué: 7 1=4g(@+1)

b- En déduire que p* = 1[8]

3) Montrer que p* = 1[24]

II. Soit @ un nombre entier naturel tel que a /A 24 =1

1) Montrer que a’ = 1|24

) : [24] .. an telsque @’ T +ax = 23997

2) Existe-t-il des entiers naturels @, -
et (vke{l,,23}) aA24=17

I.1) p estunnombre premier tel que p >5

donc le nombre p n’est pas divisible par 3

et puisque 3 estun nombre premier o o
Alors d’apreés, le théoréme de Fermat: p=1[3]c ost-a-dire p* = 1[3]
2) a- Le nombre p est impair

Donc: (3geN) p=2q+1
D'ol : p2—1=(2q+1)2—1=4612+4q=4q(4+1)

b- On sait que le produit de deux nombres entiers conséc
Donc: (ke N) gqlg+1) =2k
par suite : p*— 1 = 8k, d'ou: pr=1[8]

3)Ona: p'= 1[3] et p’ = [8]

Donc: 3|(p’— 1) et 8[(p*—1)

et comme 3 A8 =1, alors (3 x 8)|(p*— 1) c’est-a-dire 24 [(p*— 1)

par suite, p’ = 1[24]
II. 1) Soit @ un nombre entier naturel tel que a A 24 =1

etsoit a =pi"---pi la décomposition de a en facteurs premiers

, Et puisque : a A 24 =1
” Alors: (Vi€ {l,---,n}) pA24=1et p= 5 (2 et 3 sont des diviseurs de 24)
f Donc, d’aprés le résultat de la partie I): pi = 1[24] pour tout i € {1,---,n}
et par suite : @* = (pi)" - (pa)” [24]
=1X1X--X1[24]
Dol : a* = 1[24]
2) Supposons qu’il existe des entiers naturels ai, ---,a; tels que
at+ - +ak=23997 et a, A 24 = 1 pour tout k €{1,---,23}
D’aprés la résultat de la question précédente: (Vk €{1,---,23}) ai =1 [24]
Donc: ai + - + a3 = 23[24]
c’est-a-dire : 23997 = 23[24]

utifs est un nombre pair

pamows
W7[t] chapitre 3
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e 23974 =0(24]
C,est" 24 divise 23974, ce qui est faux

don;ite, i| n'existe pas des nombres a, -+, ax tels que :
o = 23997 et (Vk € {1,23) @n24=1
1]

1) péterminer les nombres entiers naturels 1 tels que : m*+ 1= 0[5]

) soit P un nombre pre.mier telque: p=3+4k ot ke N

soit 7 N nombre entier naturel tel que : n*+1=0[p]

.- verifier que s ()" == 1lp]

b- Montrer que les nombres n et p sont premiers entre eux.

. En déduire que : (n")"*=1]p]

4-En déduire, de ce qui précéde, qu’il n’existe pas un nombre entier naturel n qui
Jérifie 2+ 1=0[p]

4) pour déterminer les nombres entiers naturels m tels que m’+1=0 [5], 0nva
iliser le tableau suivant de la congruence modulo 5:

m= 0 1 2 | 3| 4
m’ = 0 1 4 4 :
m+1= 1 2 0 0 2 ‘

D'oU:m2+1_:_O[5]<=>m52[5]ou m=3][5]
— m=21+5k ou m=3+5k (keN)

Autre méthode :
Ona: m2+150[5]<=>m2~450[5]
—5|(m—2)(m+2) _
—5|(m—2) ou 5|(m+2) (car 5 est un nombre premier)
e m = 2[5] ou m=3[5]
e m =25k ou m=5+3 *keN)
da-Ona: i’ +1=0[p]
Donc: n* =—1{p]
D'ou (nz)‘”" = (_ 1)1+2k [p]
par suite, (n?)' "% =— l[p]
b-Ona: n*+1=0[p]e=(EFkeN) n’+1=kp
—@keN) kp-n=1
(ke N) kxp—nxn=1
Donc: pAn =1 (dapres le théoreme de Bezout,

ProfSalmi ArithméRauFaairt.b ot.comJ
Scanned with CamScanner



Autre méthode :
Ona: n*=-1[p], donc p ne divise pas n?, par suite P 1€ d

et comme p est un nombre premier, alors p A7t =1 deF
c-Ona: p est premieret pAn= 1, donc d'apres e théoréme de Fermaton 5,

jvise pas n

nP“l = l[p]
Et puisque : p =3+ 4k
alors : %' =1 p]
par suite, n** = 1[p]
D'ou : (n?) ¥ = 1[p]
n tel que /12+ 1 = O[p]

d- S’il existe un nombre entier naturel
alors : (nz)|+2k = 1[[)] ot (n2)l+2k =— 1 [p]

par suite, 1 =— 1[p]

D'ou: 2= 0[p]

Donc: p|2 ce quiest fauxca
Donc, il n'exis

r p estde la forme (4k +3) -
te pas un nombre entier naturel 7 qui vérifie

Conclusion :

W+ 1=0[p]
Remarque :
Un nombre premier est soit de la forme (4k + 1) ou de la forme (4k +3) )
Dans la question 1), le nombre premier 5 est de la forme (4k + 1) etonavuqu i
existe des entiers 72 tels que n* 1= 0[5]
VS0 e & Jvillet 2011 -
! Soif x un norh‘bre entier naturel qui vérifie 107 = 2[19] l
1) a- Vérifier que 107 = 1[19] i
b- Montrer que 10 = 1 [19] |
commun des deux nombres 18 et (x+1)

2) Soit d le plus grand diviseur
a- Montrer que : 10° = 1[19]
b- Montrer que : d = 18
c- En déduire que : x = 17[18]

1)a-Ona: 10*=2[19]

Donc: 10X 10 =10 X 2[19]

Cest-a-dire : 10" = 20[19]

Et puisque : 20 = 1[19]

alors: 10**' = 1[19]

b-Ona:10A19=1 et 19 est un nombre premier

Donc d’aprés le théoréme de Fermatona: 10”"' = 1[19]

714 Chapitre 3
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e 1072100
por S g (ot DA I8 =d
Z)aC: (g(u,v) eZ7?) (x+Dut18v=d
Jisque les nombres (x + 1) et 18 sont positifs
EtF; o5t leur plus grand diviseur commun
ors 1 €8V ont des signes contraires
aercas: ,>0etv<0cestadreu=0et—v> 0
1 10(,,“)“ — 10d—18v = 10¢ % (1018)—v

nc.
DO y o lo(x-H)u = 1[19]

uisqu
E::OF:-S : 0'= 1[19]
Jeme €as p<0etvz0
en utilisant la méme méthode, on montre que : 10° = 1[19]
p-Ona: 10°= 1[19] et d est un diviseur de 18
d=2oud=3o0ud=6ou d=9 oud=18

donc : d=1ou
etona:
10'=10[19] et 10 = 5[19] et 10° = 12[19] et 10° = 11[19] et 10° = 18[19]

donc: d= 18
c-Ona: 18 divise (x+ 1)

ponc: xt 1= 0[18] clest-a-dire : x =~ 1[18]

erpuisque s —1 = 17[18]
alors: X = 17[18]

‘13;(:)(;’3(;(':‘ 74 Juin 2011

e A

Soit N le ndrﬁbre entier naturel don
N=111---11

t V'écriture dans le systeme décimal est :

2010 uns
1) Montrer que le nombre N est divisible par 11

2) a- Vérifier que le nombre 2011 est premier et que: 10°°—1=09N
b- Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N
¢- En déduire que le nombre 1011 divise le nombre N
3) Montrer que le nombre N est divisible par 22121

ey

Yona: N=111--11
2010 uns

=l1+11><102+11><1()“’+-..+11><1o
D =11x(1 +10%+ 104+___+ 102()06+ lozoos)
oncle nombre N est divisible par 11

2008
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Aut 3 1 B .
re Tlethode : Utiliser le critere de divisibilité par 11 !
Ona:-U—D+U-D+-—-+(1-1)=0 K
r donc I 1005 fa;{t (l.— |.) - |
e nombre N est divisible par 11

2)a-*Ona: /2011 ~ 44,8 et les nombres premiers positifs inférieurs a \/2q7;
sont 2,3,5,7,11,13,17, 19,23,29,31,37,41 et 43

Et puisque 2011 n’est divisible par aucun de ces nombres

Alors le nombre 2011 est premier
eOna: N=1+10+10>+ --- +10* (somme des termes consécutifs d’'une ;
107 — 1 suite géométrique de raison 10) =

:1)(

10—1
_ 102010 — 1
9
Donc: 9N =10"°"—1
b-Ona: 2011 est premier et 2011 A 10=1
)

Donc : 102 = 1[2011] (d’aprés le théoreme de Fermat

par suite, 10™°—1= 0[2011]
Dot : 2011 divise (10*°°—1)

cest-a-dire 2011 divise 9N
c-Ona:2011|9N et 2011A9 =1 (car 2011 est premier)

Donc : 2011 divise N (d’aprés le théoréme de Gauss)
3) On remarque qué 22121 =2011x11
Ona:11|N et 2011[N et 2011A1T =1

Donc: 11 X 2011|N
par suite, 22121 divise N

On considére dans Z’ I'équation (E):3x°+3x+7=y
1) Montrer que 'équation x° +x+ 5 = 0 n‘admet pas de solution dans Z/3Z
2) Soit (a,b) une solution de I'équation (E)
Montrer qu’il existe un entier k telque: b
3) Résoudre dans Z” I'équation (E)

=3k+ 1 etque: @ +a+2=0[3]

\

Solution/

Ty

1) Le tableau suivant donne la valeur de x*+x+ 2 dans 2/32 : |
o - |
W |

= Jaf1 > \
x’ 0 1 } 1 |
xX*+x+2 2 il l 9 1
|

f
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x*+x+ 2 #+ 0
i (vx € %Z) o
'équation x?+x+ 2 =0 n‘admet pas de solution dans %Z

itel H ’4 H
arssuoit (a,b) un€ f)lu}tlon de I'équation (E)
)’ 42+3a+7’b o
302 1[3] clestrandire 3 (b— D +b+1)
3 estun nombre premier, donc: 3|b—1 ou 3|b*+b+1
a0 " 1= 0[3] ou b +b+1=0[3]
VE 1[3] ou p+b—2=0[3]
c:est'f"‘dre: p=1[3lou (b—Db+2)= 0[3]
C,est-? _1[3]ou b~ 1=0[3] ou b+ 2=0[3] (car 3 est un nombre premier)
c’est-z‘a—dire: p=1[3]
okl b=3kt
oI =) o 3q+7 = b, Cestandire: 3a7+3a+6 = (b= DG HbF 1)

oOna' _ 2
donc:3(a2+a+2) =3k’ +b+1)
arSUitef az+a+2 =k(b*+b+ 1)

; ], donc: b*+b+1=0[3]

E 1[3
gar suite, £+a+2=0[3]
3)D'apres le résultat de la question 2), si (a,b) est une solution de I'équation (E)

Jors:a’tat2= 0[3]
o daprés le résultat de 1a question 1), 'équation x* +x+2=0 [3] n"admet

pas de solution
donc I'équation (E) n’admet pas de solution dans 7?

1)Soit n € N, montrer que : Qn+ 1D Anr’=1

2) Déterminer I'ensemble des entiers 1 de N" telsque 2n+1)A5=5

3)Soient @, b, ¢ et d des entiers relatifs non nuls

aMontrer que :si aAc =l et d|calors ahd =1

b-Montrer que : si a Ac = 1 alors abAc = bAc

Ya-Montrer que : (Vvne N°) n’(n*+1)A(Cn+ D=Q2n+1)AS5

b-En déduire 'ensemble des entiers naturels non nuls 7 pour lesquels le nombre

m+1  estirréductible.

1) Soit n E

Mna: g|( N', posons d = (2n+ 1) An’

- dong. 4 2nt1) et d|n’
| +dln(2n + 1) = 2n* c'est-a-dire: d|n

Arithmétique dans Z 1| ,’?:i
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par suite, d[(2n+ 1) = 2n cest-a-dire : 4|1
donc: d=1
Cest-a-dire: 2n+ 1) An*=
Autre méthode :
Ona:d4n’—(2n+1)@2n—-1)=1
Donc d’aprés le théoréme de Bezout pA2et D)= 1
2)Soit ne N",ona: |
Qn+1)A5=5=5/@2n+1)

— 2n+1= 0[5]

= 2n= 4[5]

- car2A5=1)
. I’ensemble.:d.; _ezt[iz]rs( " de N pour lesquels
E={5k+2/keN}
Ac=1et dlC

x 3) a- Supposons gue : @ : .
| Ona:a/\c=1,donc:(B(zt,v)EZ) au+cv
et puisque d|c, alors (FkeZ’) c= kd

(2ﬂ+1)A5:5 est

donc:au-l—d(kv):l o
par suite, d’aprés le théoreme de Bezout : a
e-anc=1

osons : d =abAc¢ etd =bAC

eOna: dlab et dlc

il or:a/\c=1etdlc

Donc: aAd =1 (d'apres 3) a-)

et puisque d|ab alors: d|b (d'apresle théoréme de Gauss)
Ona:d|betdlc,donc: d|(bAc) cest-a-dire d|d
eOna:dlbetdlc
donc: d’|ab et d|c
et par suite, d'|(ab A ¢) Cest-a-dire : d'|d
eOna:d|d etd|d,doncd=d
Conclusion :si aAc = 1alors abAc = bAc

4) a- Soit n € N’

Ona: (W +DARn+1) =@+ 1A (2n+ 1) (d’aprés3)b-)car (2n + DAn*=1)
Etenposant: @ = (n*+1)A(2n+1) et B =2n+1)AS5, montrer que: al|B

et 8la,donc: @ =f

Dou: (W*+1DAQn+1)=02n+1)AS

et parsuite, n”’(* + 1)A(2n+1)=2n+1)AS

b-Soit n€ N",ona:

I
|
i
\ b- Supposons qu
l
\

" 7Li1 Chapitre 3
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,12(”2*1) irréductible) =P+ DAQn+ 1) =1

Uik = 2n+ DAS=1
= 2n+ DAS5#5
=n#2[5] @n+1=0[5]sn=2[5)])
—=n¢E - (E={5k+2/ke N})

-
|
|
|
|
i
|

Z)Modéduire que I'un des deuxnombres (a — 1) ou (a + 1) n'est pas divisible par 4
B;E”n cuppose que (a—1) n’est pas divisible par 4 |
4

,-Montrer que les nombres (ag 1 ) et (a+ 1) sont premiers entre eux

- En déduire que \/ —ag L ot Ja+1 sont des nombres entiers qui divisent le |

nombre b S |

fona: a*=2b+1,Donc: aXa+(—=2b)xXb=1
it daprés le théoréme de Bezout, ona: aﬂ/\ b=1
))Ona: a = 2 +1,Donc: @’ — 1 =2b°
desta-dire: (a—1)(a+ 1) = 2b°
onpose: d=(a—DA(a+ 1)
Dou: d|(@a+1)—(a—1) c'est-a-dire: dl|2
parsuite, d =1 ou d = 2
tpuisque : (a— 1)(a + 1) = 2b°, alors (a = 1)(a+ 1) est un nombre pair
par suite, (@ — 1) et (¢ + 1) sont tous les deux pairs ou I'un d’eux est pair
etfautre est impair
Epuisque: (a— 1)+ (a+1)=2a
dors: (a— 1) et (g + 1) ont la méme parité
Parsuite, (@ — 1) et (¢ + 1) sont pairs
Dou: g =2 Cest-a-dire: (a— D A(a+1)=2
3)Si les deux nombres (a— 1) et (a+ 1) sont divisibles par 4
tors: (g DA(a+1)> 4, Et ceci contredit le fait que (@a—DA@+1)=2
Donc fun des deux nombres (¢ — 1) ou (a + 1) n’est pas divisible par 4
Q~(L)en SUppose que (a — 1) n'est pas divisible par 4
Nombre (g — 1) est pair et n‘est pas divisible par 4

' Arithmétiquedans 7, 1177~ J
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Donc: (3keN) a—1=202k+1)

parsuite: a+ 1=2Q2k+ 1)+ 2=4k+ 1)

D'ol : (agl)/\(a+l)=(2k+1)/\4(k+ 1)

Et puisque : (2k+1)A4 =1 (car 2k + 1 est un nombre impair)
et: 2k+ DAG+1)=1 (car 2(k+1)— (2k+ 1) =1)

alors: (2k+1)A4(k+1) =1 cest-a-dire : (a"z' l )/\(a+ D=1

b-Ona:(agl)(ale)=b2

Onpose:x=az1 ety=a+1

Ona:xy=b'et xAy=1

Onpose: xAb=qa o
Donc il existe x" et b’ de N tels que: x =ax’ et b= ab et X' Ab =1
Ona: ax'y = (ab’)’ cest-a-dire : x'y = ab”

Donc: a|x'y et x'|ab” 7

Et puisque: @ Ay=1 (car a|x et xAy=1)et X Ab?=1

alors: a|x" et x'|a

Doli: ¢ =x’

Donc: ay=ab?,Dou: y=b"etx=ax' =&

par suite, x et y sont deux carrés parfaits

Et puisque : xy = b* alors : JxJy=b

c’est-a-dire : 4/ a;l Ja+1=b

Donc 4/ ag 1 et J/a+ 1 sont deux nombres entiers qui divisent b

| Brercice 104

Soient p et ¢ deux nombres premiers positifs et distincts

1) Montrer que: ¢"' = 1[p] et p*' = 1[q]

2) Montrer que : p*"'+¢"' = 1| pq]

3) Résoudre dans Z’ I'équation: (71°°+617)x + 4330y = x + y [4331]

T

1) Les nombres p et g sont deux nombres premiers positifs distincts, donc
pAg=1

Et d'aprés le théoreme de Fermatona: p'' = [[g] et ¢ = 1[p]

2)Ona: ¢ '=1[plet p"'=0[p]

Donc: p~'+¢" ' =1[p]

etona: p''=1[glet ¢"'=0[qg]

25 Sy |

f‘z?‘fﬁg{ Chapitre 3
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Y= 1[q]

uiter | g = 1) etql(p +g" = 1)

P e pha = 130T pal(p™ +q' = 1)

ft PU'Si e = 1[pql

par Suconsidére les deux nombres premiers distincts 61 et 71

0" ¢ le résultat de la question précédenteona: 71°+ 61" = 1[71x61]
pop"® o1 61" = 1[4331]

cestardire” M

o St (719 +61")x + 4330y =x+ y[4331] = x + 4330y = 2 +y[4331]
= 4329y =0 [4331]

it puisque: 433104329 =1

o y331=T1% 61 et 71 et 61 ne divisent pas 4329)

ors réquation proposée est équivalente a I'équation y =0 [4331]

cesta-dire s Y =433k ou kEZ

semble de solutions de I'équation est donc:

conclusion : I'en
s ={(x,4331k)/ (x,k) € 7%}

ier naturel n, on pose A =6n*—3n—2 et B, = 2n+1 et on

ation (E,): Axx+B.y = 1 |
u moins une solution dans 7}

1) a- Montrer que I'équation (E,) admet a
b- Résoudre dans 72 'équation (Ex)
2) Montrer que 113 est un nombre premier

3)a-Montrer que : A, — Ba = 113[n+4]
b- Déterminer les entiers naturels 72 tels que (n+4) divise (A.— B)

L—_—_——ll = = e -
-

-

Ja-Soit ne N

Ona: 6n*—3n—2=2n+1)(Bn— 3)+1

Donc:: A,— (3n—3)B, = 1

par suite, d'apres le théoréme de Bezout: A, AB. =1

Donc Péquation (E,) admet au moins une solution dans 7¢ (une solution
Particuliere de (E,) est (1,3 —3n))

b- Soit neN

ProfSalmi
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Ona: (En) = Ax+ Bﬂy =A,—(Bn— 3)Bn |

= A(x—=1)=3—-3n—y)B- ]
A(x—1)=3-3n—y)B: 1

B.|A(x—1) f
{A..(x— 1)=GB—-3n—y)B: i'
BJ(x=1)  (car AAAB.=1) |
o {A,.kB,, =(3-3n—Y)B.
x—1=kB, (k€ Z)
o {x = 1+kB,
y=3—3n—kA.
Donc: §={(1+kB,,3—3n—kA)IkE L}
2)Ona: /113 ~ 10,63
Les nombres premiers positifs inférieurs a /113 sont 2;
Aucun de ces nombres ne divise 113
Donc 113 est un nombre premier
3)a-Soitne N
Ona: A, —B,—113=(6n’—3n—2)—(2n+1)— 113
=6n"—5n—116
=(n+4)(6n—29)
donc : (n+ 4) divise (A,—B,— 113)
> par suite, A,— B, = 113[n+4]

ke Z)

3:5et7]

b-Soit ne N

Ona: (n+4)|(A,—B,) < A,—B,=0[n+4]
— 113=0[n+4]
— (n+4)[113
e—=n+d4=1lount+4=113
= n =109

W xXercice i1 »/jwllet 2005

1) On con5|dere dans 7Z* I'équation (E):(x+ 1)* =9+ 5y

a- Soit (x,y) une solution de I'équation (E)

Montrer que : x = 1[5] ou x = 2[5]

b- Résoudre dans Z* I'équation (E)

2) Montrer que : (Vk€Z) (5K +4k—1)A(5k+1)=(k—3)A8

1217 = 59 |
3) Résoudre dans N* le systtme : {xAy=§ |
x=1[5] |
[(‘] Chapitre 3
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e solution de Iéquation (E) dans Z°

1)3’,(x+ » T .
; 29 =5y cest-a-dlre.(x+1—3)(x+1+3):5y

on?" t 1) -
e’ e 2)(x+4) =5y, Ponc 5 divise (x —2)(x+4)
20 S estun nombre premier alors: 3 |(x—2) ou 5|(x+4)
etP”'s,q e 0[5] ou x+4=0[5]

parsultej y=2[5]oux=" 4[5]

c’est'?'d!;z c=2[5]oux= 1[5]

4 (x,) Une solution de I'équation (E)

pS" q[s]ou x=2 [5] (d'aprés le résultat de la question précédente)
”e [5] alors X = sk+1 (keZ)

i o 95y = (5k+2)°
_ st +4k— 1

po

U :
po: 5] alors x =5k +2 (kED)

gar uites 9 +5y=(5k+3)’

D'Olllz y= Skz + 6k

,Rédproquement, vérifier que pour tout kdeZ,
ot 5k 2,5kt 6k) sont des solutions de I'équation (E)

jon : l'ensemble de solutions de I’équation (E) est:

- —1)/keZ}U{(5k+2,5k2+6k)/kEZ}
J)0na: (VkEZ) sk + 4k — 1 =k(OOk+ D+@Bk—1)

pou: (kK + 4k~ DAGk+D = (5k+ 1) AQGBk— 1)

sona: Skt 1= 23k—1)— (k= 3)

Dou: (Sk+ DAGBk—1)= Gk—DAK— 3)

stona: 3k— 1= 3(k—3)t 8

Dou: (3k— DAGK—3)= (k—3)A8

conclusion : (Vk € Z) (5k" + 4k~ DAGk+1) =6k 3)A8
Remarque :

Ona utilisé le résultat suivant

Pour tout (a,b,q,@) de 74 sia=bgta alors: a

Montrer ce résultat en posant d = @ /\ petd =bAC
[x2+2x+ 1=5y+9

les couples (5k + 1,5 +4k—1)

b=bAl

[m(x) — 5’9‘0)
Jlesystéme {xAy =8  estéquivalentad systeme {xAy =8
x=1[5] x = 1[5]

0 . 3 . 2 -
navuquesi x = 1[5] alors les solutions de Péquation x*+2x F 1 = Sy+9 sont

(Sk+1,5k* + 4k — 1) ot k € Z

L
\ tOnamussique:(5k2+4k—1)/\(5k+1)=(/<‘3)/\8
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Donc: xAy=8 e (k—3)A8=8
— 8|(k—3) ;
= k=3+8a (¢eN)

@x=40a'+16 (GEN) ;

y =320+ 272+ 56
Conclusion : i
L’ensemble de solutions du systeme proposé est :
N} c

{(40a + 16,3202° + 2722+ 56)/a €
J

e 14
i . " ‘}?

T
N

| Exercic
Soit n un élément de N’

On pose: b, = 2.10"+1et ¢ = 2.10"—1

1) Montrer que: by A€ = Cn A2 |

2) En déduire que b, A Cn = 1
3) Trouver un couple (xy,ys) de Z* vérifiant: boxa +Cayn =1

1) -Oh pose: d = ba A Ca etd =c. N2

Ona: dlb. et dle

3-dire: d|[2

Donc: d|b.— ¢, cest-
par suite: d[c. A2 Cest-a-dire: d|d’
eOna: d'lc. et a2
Donc: d'|(b.—c.) + cn (car b, — ¢, = 2), clest-a-dire: d’|b,
Dlou: d' b, A c. clest-a-dire: d'ld
7 et d'ld donc: d=d" (d et 4’ sont deux entiers naturels)

Conclusion: On a: d|
D'ol: ba A€ =Ci N2

2éme méthode:
n euclidienne de b, par Ca

Ona: b,=c,t2et2est le reste de la divisio
(car 0 <2 < ¢)

Donc: b A Co=Ci N2
=210"—1, Donc ¢, estun nombre impair

2)Ona: ¢,
Dol: c, A2 =1
Et puisque: ¢, A2 = b, A ¢ (d’aprés le résultat de la question précédente)

alors: b, Ac, =1
3)0Ona:c,=2(10"—1)+1
ponc: ¢, = (by—c,)(10"— 1)+ 1 (car 2= b, —¢u)
Cest-a-dire: ¢,—b.(10"—1)+c,(10"— 1) =1
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Hils 10")+¢:.10"= 1
’ : Xny Yn = 1 g " n Ty
e e couple ( ya) =(1=10",10") vérifie b, ¥ oy, = 1

g
!

juillet 2007

e dans Z le systeme (S) suivant: {x =d|p]
10 x = blq]
| ot g sont des entiersrelatifset pAg =1
ol ‘_I’M’ontrerqu'il existe un couple (u,v,) de Z? tel que: pus + gvo = 1
que le nombre xo = bpi, + agv, est une solution du systeme (S)

12
_Montrer )
.. . yne solution du systéme (S) , montrer que le nombre pq divise le

N[yt 7
il nombre (x’XO) . '
| st X U1 ~ombre entier relatif tel que pg divise (x —x)

Je x est une solution du systeme (S)
rensemble de solutions du systeme ()
{x =1[8]

x = 3[13]

) en déduire
e dans Z le systeme

g pésoudr

)a-Ona: pAG = 1
ponc, d'apres le théoréme de Bez

puUJrqvo:l
peOna: xo—a= bpuo T aqvo—d

= bpuo+algve— 1)

| = bpu, — apUo

) | = p(bu, — a)

Donc; p|(x,— a) , et par suite Xo = al p]
tnax—b= bpue + agve— b

= p(pup— 1)+ aqve
=—bqv, +aqve

= g(av,— bv.)

Donc: g|(x, — b) | et par suite: X0 =D [¢] | e 5}
De ce qui précede, on déduit que Xo est une solution du systeme (

YSoit x une solution du systéme (S)

out, il existe un couple (1o, vo) de Z° tel que:

Done; | % = al p]
x=blg]

PR Arithmétique dans Z hu’i
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Et puisque x, est une solution du systeme () alors:

par suite: {x =x[p]

x = x[q]
D'oti: pl(x—x) et g|(x —x)
Et puisque: pAg =1 alors: pql|(x—x,)
Conclusion: Si x est une solution de (S) alors: pql(x'%)
3) On suppose que pg|(x —x,) , donc: (Fk € Z) x— X0 =k P4
D'ou: x = x, + kpg
Et puisque: pgk = 0[p] et pgk = 0[q]
alors: x =x[p] et x = x[q]
Et puisque : x, = a[p] et x, = b[qg]
alors: x =a[p]et x=b[q]
par suite, x est une solution du systeme (S) |
Conclusion: Si pg| (x —x,) alors x est une solution de (5)
4) Soit S’ I'ensemble de solutions du systéeme (S)
D’aprés les résultats des questions (2) et (3) on a:
x €S = pql(x—x)

= (Fk€Z)x=x+kpq

Donc: S’ ={x+kpg/ ke L}

Nt

5) Puisque § A 13 =1, alors d’aprés le résultat de la derniére question, I'ensemble

x=1[8] ogt 5 = {x,+104k/k € Z}

de solutions du systeme
x =3 [13]

Et puisque: 5 X8 —3 X 13 =1 alors on peut prendre : uo =5 et v, =—3

Par suite: xo = bpuo+ agve
= 3x8X5+ 1X13%x(—3)=8l

Conclusion: §' = {81+ 104k / k€ 7}

" Exercice i‘f‘juin 2014

WS

oit ne N*, on pose: a, = 333..31 (n fois le chiffre 3)

n fois

1) Vérifier que les deux nombres a; et a, sont premiers.

2) Montrer que pour tout n de N" : 3g,+7 = 10""'

3) Montrer que pour tout k de N : 102 = 7[31]

4) Montrer que pour tout k de N : 35, = 0[31], puis en déduire
que 31 divise asy+

5) Montrer que pour tout n de N, si n =1 [30] alors I'équation a,x+3ly=1

n‘admet pas de solutions dans N2

Pr6f§a

|
I
|
1
i
|
|
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~_~3)et3l est un nombre premier

“; a~ Al
1),0{13 _33let /331 =~ 18,2
iers positifs inférieurs a v331 sont 2,3,5,7 11,13 et 17

e
'0”3 pres pre™
L e chacun de ces nombres ne divise pas 331

i P“'Sq1 pst UN nombre premier.
5
alofdusion: g et @ sont ({es nombres premiers
¢on £ un slément de N
50 =
é)na’ 3, + 7= 999...93 +7
nfotsnzuf
— 1 00..00

(n+ 1) fois 2éros
onc: 30,177 10"
e ON a: 31 estun nombre premier et 31 ne divise pas 10
e 0" =1 [31] (d'aprés le théoréme de Fermat)
st kEN
a1 o =1 [31],donc 10™* x 10> = 10°[31]
J uisaue 10> = 7[31], alors: (vkeN) 107 =17 [31]
g) soit & UN glément de N
,on a: 3 +7=10"" (dapres le résultat de la question 2)
sond: | w2 = 7 [31] (d'apres e -ésultat de la question 3)
poncC: Jaon+1 +7= 7 [31]
parSUitEI 3on+1 = 0 [31]
»On a: 31 divise Yass L 31A3 = 1

(d’apres le théoréme de Gauss)

ponc : 31 divise o+
5) Soit 7 un élément
oon: (FkeN)n= 30k + 1
(d'apres le résultat de 1a question précéd
i gx+31y =1 admetune solution (x,Y)
ftpuisque : 31|31y alors: 31| ax+ 31y
oarsuite: 3111, ce qui est faux
Donc pour tout n de N, si 7= 1
de solution dans N

[30]

de N telque: n= ]
0 [31]

_par suite : dn =

ente)
alors 31a, etdonc 31 |anx

[30] alors réquation ax T 31y = | n'admet pas

il’vff‘a:(:a cice 171
Yso rer que le nombre 2017 est premier
YSoit ¢ un nombre entier relatif tel due a=— 1[2017]

i a-MOntrer que aZOI6 = 1[2017]

ProfSalmi
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b- Montrer que @™ =— 1[2017] puis en déduire que @ = 2016[2017]
3) Résoudre dans Z I'équation : &’ =~ | [2017] |

\SI T/

1) Ona: V2017 ~ 44,91
2017 sont:

Les nombres premiers positifs inférieurs a
2:3:5;7;11;13;17;19;23;29;31;37;41 et 43 |
Aucun de ces nombres ne divise 2017
Donc 2017 est un nombre premier.

2) a-Ona: @’ =—1[2017]

donc 2017 ne divise pas a

et puisque 2017 est un nombre premier
alors , d’aprés le théoreme de Fermat: a
Clest-a-dire: ™= 1[2017]

b-eOna: & =—1[2017]

donc: (a°)® = (—1)[2017] clest-a-dire: 7™ =—1[2017]
o On a: @™ = 1[2017] c'est-a-dire: 2% X a=1[2017]
or: @ =—1[2017] ,donc: —a= 1[2017]

Dlot: a =— 1[2017] ,donc: a=—1+ 2017[2017]
Cest-a-dire: a = 2016[2017]
3) D'aprés ce qui précede: ©=—1[2017]=x= 2016[2017]
Réciproquement , si x = 2016 [2017]

alors: x =— 1[2017], donc: x* =~ 1[2017]

et par suite on a I'équivalence : X =—1[2017] = x = 2016 [2017]

Donc: S =1{2016+2017k/k € 7}

\Mjuin 2017
ier et que: 2016 = 2°X 3* X7

On admet que le nombre 2017 est premi
Soit p un nombre premier tel que p = 5
1) Soit le couple (x,y) de N"x N tel que: px+y" ' = 2017
a- Vérifier que: p < 2017
b- Montrer que p ne divise pas y
c- Montrer que y*~' = 1[p] et en déduire que p divise 2016
d- Montrer que: p =7 |
2) Déterminer, suivant les valeurs de p , les couples (x,y) de N" X N vérifiant: -
px+y'™'=2017 }

20171 — 1[2017]

—

[(] Chapitre 3
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i un éléme—nt de (N')z tel que: px+y’™"' =2017
1)3'501)x/ 2017 =7 y' et -y <0
a-
0 ¢ 2017
gon :Sque 21 alors: p S px
ui 7
etpsuiw: ¢ 201 N
o ontrO"S que p he divise pas y
b pogons qu€: 4 |y
el alors Pl
. p|2017 , ce qui est faux car 2017 est un nombre premier

etP™
suite- £ -,
Parnc qe divise pas ¥
pon¢ F' ' &t premier et p ne divise pas y

Qna

SR s N
poncd'apres Ie:clheoreme de Fermaton a: y"~' = 1[p]
ona: P rt =2017

o0& 1 =2017(p)

e q;Ji signifie que * P divise 2016
jona: p est premier et divise 2016 et 2016 = 2°x 3 X7
Donc:p=20u p=3 ou p="71

ttcomme: P > 5alors: p=1
J) Considérons dans (N') I'équation (E): px+y" = 2017
bre premier supérieur ou égal a5

gtsoit S SON ensemble de solutions.

Dapres ce qui précede:
Wi p# 7 alors S=¢

v5i p=17 alors: (E) = 7x +y* = 2017
y: u {y: 2 ou {)’: 3
7x = 2016 7x = 1953 7x = 1288
@{y—”—l ou {y:2 ou{y:3
x =288 x =279 x= 184

017 et 4°> 2017

Remarquons que : 3° < 2
(279,2),(184,3)}

Doncsi p = 7 alors: S = {(288, 1),

- ¢/ Juin 2009 E—
P Ly
I?Ur tout n E N* ) on pose: a. = 2;1 + 3,1 + 611 i 1
|| a-Vérifier que a, est pair pour tout 72 e N’
Arithmétique dans Z ’],Bh,;
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b- Déterminer les valeurs de n pour lesquelles a, = 0[3]
2) Soit p un nombre premier tel que p =5
a- Montrer que: 2" =1[p], 3" '=1[p] et 6" = 1[p]

b- Montrer que p divise a,, |
3) Montrer que pour tout entier naturel premier ¢, il existe un entier nature| Non
nul n tel que: a, A g =g |

Voo /

1) a-Soit ne N, on a:
2"=0[2] et 6"=0[2] et 3" = 1[2]
donc: a,=0+1+0—1[2]
C'est-a-dire: a, = 0[2], donc: 2 divise a, .
par suite, a, est un nombre pair pour tout 71 € N
b- Soit n€ N', on a:
4, =0[3] = 2"+3"+6"—1=0[3]
e (—-1V+0+0-1=0[3]

= (—1)=1[3]

e n est pair |
Donc : a, = 0[3] si et seulement si n est pair
2) a- p est un nombre premier positif différent de 2 et de 3

-pA2=1let pA3=1
i?onrz, diprés le théoliéme de Fermat, 27" = 1[p] et 377" = 1[p]
et comme: 6 =2 X3 donc pAG= 1

par suite, on a aussi: 6" = 1[p]

b-Ona: a,.=2""+3""+ 6% =]

donc: 6a,-» = 3207 423" +6"" =0

ot comme: 27" = 1[p] et 37 = 1[plet 6" = 1[p]

donc: 6a,.,=3X1+2X1+1 —6[p]

=0[p]
par suite, p divise 6a,-
et comme p A6 =1 donc p divise a,-
3) Soit ¢ un entier naturel premier
oSig=2,alors: (vneN") a,A2=2
car tous les nombres a, sont pairs (d’aprés 1) a-)
eSig=23,alors (vne2N") a,A3=3
car tous les nombres a, ol 7 est pair sont des multiples de 3 (d’aprés 1) b-)
e Sig=>35,alors a,-. A g =g car g divise a,-, (d’apres 2) b-)
Donc pour tout entier naturel premier g, il existe un entier naturel non nul 7 tel

que a,Aq=q

.
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aie)

_E,(ei'ci e
> iere le nombre: A =101""-1

ns ;
fier que 101 est un nombre premier et que 2 et 5 divisent A

~ un diviseur premier de A tel que p > 7 et soit ¢ le

50t Pl qui verifie: 1017= 1[p]

lr:mtrer que: a # | |

2 Montferque siun nombre n de N vérifie 101" = 1[p] alors a divise n
.n ourra considérer la division euclidienne de 1 par q) |
ovérifiequ93 101" = 1[p] et en déduire que: a = 101

 wontrer ques 10177 = T1p] puis: p=1[101]

g) vérifier que 811 est un nombre premier, est-il un diviseur de A?

//,,__4_“,‘&_*“_ _— S,

on©
Ve |
plus petit entier na- |

|
|
{

ure

g) e Les nombres premiers positifs inférieurs a /101 sont: 2 ;3 ;5 et 7, et aucun
Je ces nombres ne divise 101

donc 101 est un nombre premier

Jona: 101 = 1[2] et 101 = 1[5], donc: 101" = 1[2] et 101" = 1[5]
par suite, 7 et 5 divisent A=101" -1,

g)a-Si a= 1 alors: 101 = 1[p], donc: p|100

et puisque p est premier, alors p =2 ou p =15, ce quiest fauxcar p=7
donc: a # 1

b-soit n € N tel que 101" = 1[p]

Ona, dans la division euclidienne de n par a: n=ga+r ou g €N
et0<r<a

donc: 1017 = 1 p], c'est-a-dire: (101°).101" = 1[p], donc: 101" = 1[p]
ar: 101° = 1] p]

Sir#0,alors: 101'=1[pletr<a

Cela contredit le fait que a est le plus petit entier naturel non nul tel que:
01'=1[p]

etparsuite r = 0 , donc: n = ga , d'ou: a divise n

- Lenombre p divise A

donc: 101" — 1 = 0[ p]

lel‘]: 101101 = 1[p]

.PUIsque: 101" = 1[[7]

donc 'apras 2) b- on a: a divise 101

®puisque 101 est premier et a # 1
Alors ¢ = 101

d-eQp a: 101" = 1 p]

Arithmétique dans 7 3 J
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donc p ne divise pas 101

et comme p est premier, alors: 1017 = 1[p] (d’aprés le

*Ona: 101" =1[p]

donc d’aprés 2) b): a|l(p—1)

et puisque a = 101, alors: p = 1[101]

3)eOna: /811 ~ 28,48

Les nombres premiers positifs inférieurs a
2:3:5:7:11:13: 17:19 et 23, et aucun de ces nomb
Donc 811 est un nombre premier.

¢ Si 811 divise A

Alors , d’aprés le résultat de la question 2): 811 = 1[101]
or: 811 = 3[101] , donc: 3 = 1[101] ce qui est faux

théoréme de Fermat)

811 sont:
res ne divise 811

par suite le nombre premier 811 nest pas un diviseur de A
1) Résoudre dans 77 Péquation (E):51x— 11y=1
, _[sx=7011] }
2) Résoudre dans Z le systeme: {Zx 1] |
%une solution particuliére de I'équation (E)
D’aprés l'algorithme d’Euclide on a:
) 51=4x11+7
11=7+4
7=4+3
4=3+1
Dou:1=4-3
=4—(7—-4)
=2X4-17
=2x(11-7)=7
=2X11—-3X7
=2x11-3%x(51-4x11)
=—3X51+14X11
par suite, 51 X (—=3)— 11X (—14) =1
1121 chapitre 3 |
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)ﬁ51x~11y=—3><51+14x 11
g s1(x+3)=11(y+14)
{51(x+3)— 11(y+14)

11]51(x+3)
_ 51(x+3)=11(y+14)er11|(x+3) (car SIATT = 1)

> 51(x+3)=11(y+14)etx+3= 11k (k€ Z)
sy =11k=3ety=5lk—14(k€Z)

jon:
Concleus'b|e de solutions de I'équation (E) est: S ={(11k—3,51k— 14)/ke L}
pense™
Ona:
4l {Sx 7[11]
’ ,1[7 2x = 8[7
5x = 7[11
[—4
4[7]  (car2AT7=1)
k+4)=7[11
[0S
x=7k+4
@{2 (keZ)
xX= k+4
@{Zk 01 (kez)
x=Tk+4
@{x Tk+ 4 (keZ) (car: 2A11=1)
—1011
k=11a+10

wy=Tla+74(a €Z)

Donc I'ensemble de solutions du systeme {5\ 711} est S={77a+74/a € 7}

2 = 1[7]

\M mw 7//

/
Soit p un nombre premier tel que p =3
Onpose: 4, ={1,2,..,p— 1}
1)Soit @ un élément de A,
&Montrer que @’ est une solution de equatlon ax = 1[p]
b-Soit r le reste de la division euclidienne de a” * par p
Montrer que r est la solution unique de I'équation ax = I[p] dans 4,
Aa-Résoudre dans Ay I'équation 3x = 1[71] et en déduire que: 3% = 24[71]
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b- Montrer que le nombre: (3% + 4%+ 6% + 8%+ 9%) est un multiple de 7,

e e e —

1) a- Puisque a € A,, alors: aAp =1 (car p est premier)
donc, d’apres le théoréme de Fermat: "™ = 1[p]
C'est-a-dire: a X a” > = 1[p]

Donc, a”* est en effet une solution de I'équation ax = 1[p]
b-Ona: a"* =r[p]

donc: @’ = ar[p], or: @' = 1[p], donc: ar = 1[p]

et par suite, 7 est une solution de I'équation ax = 1[p]
etreEAcan 1 <r<p-—1

Supposons qu'il existe r’ de A, tel que: ar’ = 1[p]

donc: a(r—r) = 0[p], d'ou: pla(r—r’)

or: pAa=1donc: pl(r—r'

et puisque: —p < r—r' <pcarls
alors: r—r' =0, par suite: r =1

(0 est le seul multiple de p compris strictement entre —p et p)
Donc 7 est 'unique solution de I'équation ax = 1[p] dans 4,

2)a-Ona: 3x = 1[71] = 3x = 72[71]
o x=24[71]  (car 3ATL=1)

e 24 € A, alors 24 est la solution de I’équation 3x = 1[71] dans A,
e, 24 est le reste de la division eucli-

r<p—1et1<r'<p—l

et puisqu
et d’aprés le résultat de la question précedent
dienne de 3% par 71

Cest-a-dire: 3% = 24[71]

b- On obtient de méme (dans le contexte de I'exercice):
4% = 18[71], 6® = 12[71] ; 8" = 9[71] et 9% = 8[71]

Donc: 3 + 4%+ 6% + 8 + 9 = 71[71]
=0[71]
par suite, le nombre (3°+4% + 6% + 8% + 9%) est un multiple de 71

9 lo ly

\ “).‘Elr(r;(r; LD
\ )
o A ———————————— —_— \ y

1- Soient 1 un nombre entier naturel non nul et x un nombre entier naturel tels
que: (x+1)—x"=n
Soit p le plus petit diviseur premier positif de n

a- Vérifierque: (x+1)' = x"[ p]

b- Montrer que: pAx=1let pA(x+1)=1

c- En déduire que: x”' = 1[p]et (x+ 1) = 1[p]

d- Montrer qu'il existe un couple (i,v) de N* tel que nu—(p—1)v =1

“7 }“ Chapitre 3
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ue x+l__[p] | 1

o de ce qui précede que I'équation (x+ 1Y —x"=n n'admet pas de

ond- PI” gonc: pl((x+ 1) =2") car n=(c+1)" ="
) g (1= =x'[p]
ol ”p ns que: p/\xsél
bsup x car pest premier

d0 rSUItel pl
donc pln+x" etparsuite: pl(x+1)

etqn.aéll(]ylc"' 1) car p est premier
d'ou'lx Jonc: pl(x 1) =2
g'rest-a dire P pl1 ce qui est faux (p est premier)
A =

g:nc(fﬂ _ x'[p], donc: (x+ 1) % 0[p] car x" % 0[p]
Ce a-dire p neé divise pas (x+1)°

cph ne divise pas (x+ 1) et par suite pA(x+1)=1car p est premier
Le nomb re D est premier et ne divise n| xni (x+1)
fonc cd'apres le théoreme de Fermat: x* = =1[p] et (x+1y"'=1 1[p]
¢S ah(p~ 1)#1
Jors exuste un nombre premier ¢ positif divisant 7 et (p—1)
nads —1,donc: g <P et gln
Ce qui contredit le falt que p estle plus petit diviseur premier positif de 7
oonc: AP~ 1)=
et par suite - A(a, B)EZ2) on+pB(p—1=1

e signe car 1t et p—1 sont strictement positifs

zet f ne sont pas de mém
donc: (3w, v y) e N?) nu —(p-1v=1

e.0na nu= 1 +(p— 1)v ou (u, y)eN?
Or:(x+1)ﬂgx"[p]

donc : (x+ 1)’"‘:_:_35 [p] (u E N)

cestadire: (x+ 1) =% - p]

donc: ((x+ l)y_l)v‘(X‘i" 1)=x (X'J-I)V[P] (ve N)
or(x+1f ' = 1[P] ot x"' = l[p]

e x+ 1= x(p]

2)On considére équation (E): (xeN) (x+1y—x"=n
dans N

| 2"'9‘1“3“0” (E) admet une solution
os;x+1= [p] ou p estle plus petit diviseur posmf premier

| (dapres ce qui précede)

Pri)fSaImi Arithmétique dans Z 193
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par suite, p|(x+1)—x cest-a-dire : pll
Ce qui est faux car p est premier
Donc I'équation (E) n’admet pas de solution dans N

Soit n un nombre entier naturel non nul

Onposea=11n+3 etb=13n—-1

1) Montrer que a A b divise 50

2) a- Déterminer une solution particuliére de I'équation 50x — 11y =1 dans 22
b- Résoudre dans Z* I'équation (E):50x — 11y =3

c- En déduire les valeurs de n pour lesquelles a A b = 50
10 —

3) a- Montrer que: b'" = b[11] et a° = 1[11]
b- Déterminer les valeurs de 1 pour lesquelles b = 0[1 1]

c- En déduire que si n = 6[11] alors ((13n—1)(11n+ 3)F = 1[11]
= ]

| Solution |

1) Soit ne N, onpose d=aAb

Ona: dla et d|b
C'est-a-dire: d| (112 +3) et d|(13n—1)
donc: d|13(11n+3)—11(13n—1)
C’est-a-dire : d|50

2)a-Onpose: 50 =aetll =4
Ona:a=48+6etf=6+5et6=5+1
donc: 6=a—4dBet5=F—-6=50—«a
et:1=6-5=(a—48)-(58—a)

et par suite : 2¢ — 95 =1

C'est-a-dire: 50 X2 —11 X9 =]

Donc le couple (2;9) est une solution de I'équation 50x — 1y =1

b-Ona;: 50x2—11X9=1,donc: 50X6—11X27=3
par suite, (E) e 50x— 11y = 50X6— 11X 27
= 50(x—6)=11(y— 27)
(:,{so(x—ﬁ): 11(y—27)
11150(x = 6)
@{50(% 6)=11(y—27)
11x=6 (carllA50 = 1)
ﬁ{x—6= Lk (ke 7Z)
50(x=6)= 11(y— 27)

Chapitre 3
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x—6= 1k (e 7)
y-—27= 50k

- X= 6+ llk (kEZ)
y" 27+ SOk

1 lensemble de solutions dans Z* de I'équation 50x — 11y = 3 est
_{(6+ 11k,27 +50k) Ik € Z}

-0na: (anb)|50 d'apres 1)
Donc anb =50 50la et 50|p

qona: S0la = (Ix € N)a = 50x
=(@AxeN)1ln+ 3 = 50«
=(EAxeN)50x— 11n =3

= (Ik e N)n= 27+ 50k (d’apres le résultat de la question
précedente)

=

3=

etsin=27+50k ol ke N

alors: @ = 11(27 + 50k) + 3 = 50(6 + 11k)
et b=13(27+50k)—1 = 50(7 + 13k)
donc: SO |a et 501|b

Les valeurs de n pour lesquelles a Ab = 50 sont 27 + 50k ou k€ N
3) a- Le nombre 11 est premier

donc d’apres le théoréme de Fermat: b'' = b[11] et " = a[11]
Ona:a=11n+3,donc a = 3[11]
et par suite 11 ne divise pas a
Donc: ¢ = 1[11]
b-Ona: b= 0[ll]e= 13n—1=0[I1]
— 2n=1[11]
= 2n=12[11]
=n=06[11] (car2all=1)
=n=1lk+6(keN)
c-Soit n € N tel que n = 6[11]
donc: b = 0[11] c'est-a-dire 11 ne divise pas
Or 11 est premier, donc: b = [[11]
Onaaussi: ¢ = 1]11]
donc: (ab)’ = 1{11] et par suite: (ah )" = 111]
Cest-a-dire: ((13n=1)(11n+3))"" = 111)

ProfSalmi profsalmi.blogspot.comga..
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1) On considére dans 77 Iéquation (E):195x — 232y = 1
a- Déterminer 232 A 195
b- Montrer que I'ensemble de solutions de I'équation
s = {(163+ 232k, 137 + 195k)/k € Z}
c- Déterminer l'unique entier naturel d qui vérifie:
0<d<232 et 195d = 1[232]
2) Montrer que 233 est un nombre premier.
3) Soit A I'ensemble des entiers naturels compris en
On considére I'application f de A vers A définie par: pou
fla) est le reste de la division euclidienne de ¢ par 233 |
a- Montrer que: (vae A—{0}) a"*= 1[233]
b- Montrer que pour tout (a,b) de A, si fla)=f(b) alors a =5 |
¢- Soit (a,b) € A? tel que f(a)= b , Déterminer a €n fonction de b |

d- En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque f

(E) est:

tre 0 et 232 |
rtout a de A, l’entieri

1) a- Dékcgrﬁp\bsons les nombres 232 et 195 en produit de facteur premiers:

Ona: 232 =2°X29 et 195=3%X5X13

par suite: 232 A 195=1 |
b- ¢ On a: 195><163—232X137=31785—31784= 1 !

Donc le couple (163,137) est une solution de I'équation (E)
eOna: (E) = 195x— 232y = 195X 163 — 232 X 137
s 195(x — 163) = 232(y = 137)
> ‘:’{195(x— 163) = 232(y — 137)

195/232(y — 137)
@{195(96— 163) = 232(y — 137)
195/(y—137)  (car195A232=1)

={x— 163 =232k (1 ¢ 7)
y— 137 =195k

‘:,{F 163 +232 (1 c 7)
y =137+ 195k

Donc I'ensemble de solutions de I'équation (E) est:

S ={(163 4232k, 137+ 195k)/k € Z }

c-Ona: 195d = 1[232] < (3d' € Z)195d — 232d’ =1

Et d’aprés le résultat de la question précédente on a: d = 163 + 232k (ke Z)
Et puisque: 0 < d < 232 alors: 0 < 163 + 232k =< 232

|
|
J
i
|
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jon /233 ~ 15,26

s nombres premiers positifs inférieurs 3 /233 sont 2,3,5,7,11 et 13
, puisque aucun de ces nombres ne divise 233

lors 233 est un nombre premier.

3) - soit a un élémentde A—{0}

on a: 233 est un nombre premier et @ n'est pas divisible par 233

Donc: 2 = 1[233] (d'aprés le théoreme de Fermat)

p- Soient @ et b deux éléments de A tels que f(a)=f(b

ona: a195 Ef(a)[233] et b' Ef(b)[233] q f( ) f( )

ponc: @ =™ [233] ()

et puisque le couple (163,137) est une solution de I'équation (E)
Jors: 195X 163 = 1 +232 X 137

par suite: a1 = "% [233] (d'apres (*))

Cest-a-dire: a X (@) = b x (b*)7[233]

et puisque: @™ = 1{233] et b™* =1 [233]

Jlors: a = b [233]

Cest-a-dire: a —b = 0 [233] cest-a-dire: 233|(a—b)

etpuisque: 0 <a <232 et 0 =b =232

alors: =232 <a—b < 232

Parsuite: a—b =0 d'ol: a =b

(0 est le seul multiple de 233 compris entre -232 et 232)

Conclusion: (V(a,b) € A?) fla)=flb)=a=D

e Soient g et b deux éléments de A tels que f(a)=b

Donc: a'*° = b[233]

Et puisque: 195 X 163 = 1+ 232 X 137

alors: (a"*)* = b'® [233]

par suite: a X (a*)” = b [233]

Et puisque: > = 1[233]

alors: a = b'® [233]

Donc g est le reste de la division euclidienne de b par 233

d- D'aprés le résultat de la question (3) b-), on déduit que f estinjective
et d'aprés le résultat de la question (3) ¢-), on déduit que f est surjective
Par suite, f est bijective de A vers A et sa bijection réciproque /' est définie de
A vers A par:

Pourtout b de A |, I'entier £ (b) est le reste de la division euclidienne
de p' par 233

Arithmétiquedans Z = *
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Exercice’ 26PN

Tl Te—

. On considére dans Z* I’équation (E):35u—96v =1

e
1) Vérifier que le couple (11;4) est une solution de I'équation (E) | .,;
2) En déduire 'ensemble de solutions de I'équation (E) i
II. On consideére dans N I'équation (F): x* = 2[97] ' 4
1) Soit x une solution de I'équation (F) i
a- Montrer que 97 est un nombre premier et que : XA 97 = l E ]
b- Montrer que : x* = 1[97] | §
¢c- Montrer que: x = 2''[97] 1
2) Montrer que si un entier naturel x vér;fie x=2"[97] w /
alors x est une solution de I'équation (F b
, . équation (F) est {11+ 97k/ke ||

3) Montrer que I'ensemble de solutions de l'equatio (F) \&

I. 1) Vérifier que: 35X 11 —-96 X4 =1 o (
Remarquer alors que: 35A96 =1 (d’apres le théoréme de Bezout) .
2)Ona: (E) = 35u— 96v = 35X11—96 X4
s 35(u—11)=96(v—4)
§{35(u— 11)=96(v—4)
35]96(v— 4) g
‘z’[35(u— 11)=96(v—4)
35/v—4 (car: 35A96=1)

‘:’{11—11:96/( (kEZ)

v—4 = 35
‘:’{u:11+96k (keZ) [
p= 4+ 35k |

Donc I'ensemble de solutions de I"équation (E) est: |
S={(11+ 96k 4+ 35k)| k € 7} ‘
Il.1)a-eOna: /97 ~ 9,8
et les nombres premiers positifs inférieurs a y/97 sont 2,3,5et7
Et puisque aucun de ces nombres ne divise 97
alors 97 est un nombre premier.
* Soit x une solution de I'équation (F)
Ona: x¥=2[97]
Donc 97 ne divise pas x (car 97 ne divise pas x?)
Et puisque 97 est premier alors: x A 97 = |
b- On a: 97 est un nombre premier et 97 ne divise pas x
Donc: x” = 1[97] (d'apreés le théoréme de Fermat)

E!_ -Z,{j Chapitre 3
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%= 1[97], donc: (x™)' = 1[97] c'est-a-dire: x°* = 1[97]

0 aiqb’;x _ x[97], cest-a-dire: x™*"' = x[97]

. X _
doﬂc.5>< 11,96><4 =1
or 3’ il = x[97]
pon " e = (x°)" [97]
cest? pz2" [97] (car x* =2[97])
par U/ © un élément de N qui vérifie x = 2" [97]
9) SOI' x35 = anss [97]
Donc-" - x35 = 21+96><4 [97]

5 t,a-dlre.

o = (2 x2[97]

arUisque 97 est un nombre premier et 2A 97 =1
etP

yors: 2 = 1[97]

par suite: ¥ =2[97] | o

ponc, X estbien une solution de I’equ’at|on'(F)

3)Soit S rensemble de solutions de I'équation (F)

plapres ce qui précede, ona:

ce(F)e=x= 21 [97]
= x = 2048[97] |
—x=11 [97] (car2048 =21x97+11) )

e x=11+97k(keN)
Donc:S={11+97k/keN}

—_—
)

T ————————

N ﬁr "“"”J;, °
\@Qf%‘ %’Z/{/juln 2016
» == |

Premiére partie: , . , T
Soit (a,b) un élément de N X N tel que le nombre premier 173 divise a" + b

|
1) Montrer que: a =—b"" [173] (Remarquer que: 171 =3 X 211 \‘
2) Montrer que: 173 divise a si et seulement si 173 divise b |
3) On suppose que 173 divise a, montrer que 173 divise (a+b) |
4) On suppose que 173 ne divise pas d o |
a- En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que: a™ = b [173] |
b-Montrer que: a'" (a+b)= 0[173] |
¢- En déduire que 173 divise (a+b) |
Deuxieme partie: ‘,
On considére dans N' X N* ’équation suivante: (E):x*+y = 173(xy+ 1) *
Soit (x,y) un élément de N* X N solution de (E),onpose: x +y= 173k
avec k e N*

1) Vérifier que: k(x—y) +(k—1xy =1 |
Wue k = 1 puis résoudre l'équation (E) }

Arithmétique dans 7 ‘("7»"
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1) On a: 173,((13 +b°), donc:a® =— b’ [173]

Par suite: (a*)” = (— 4°)"[173 ]
Cest-a-dire:a™ =— b [173]
2) On a:
173|g < g = 0[173]
= a" =0[173] (@™ =0[173])= a=0[173], car 173 est un nombre premie
==b0"=0[173] (car g™ = — p™ [173)
=b"=0[173]
= 173[p™

= 173|b (car 173 est un nombre premier)
3) On suppose que: 173|a
Donc: 173]p (dapres le résultat de la question précédente)
Par suite: 173|a +p
4) a- On Suppose que 173 ne divise pas a
et puisque 173 est un nombre premier
alors : ' = 1[173] (d'apres le théoréme de Fermat)
Et puisque 173 ne divise pas a alors 173 ne divise pas b
(d’apreés le résultat de |a question 2)
parsuite, b' = 1[173] (daprés le théoréme de Fermat)
Donc: a' = b [173]
b-Ona: a”(a+b)=a"+4"p
Et puisque: a'” = '™ [173]
alors: @™ +a'" b= b"™+ 4" p[173]
=b(b" +a") [173]
= b X 0[173] (d’aprés le résultat de |3 question 1)
=0[173]
par suite: @™ (a+b) = 0[173]
¢-Ona: 1731a"™ (a + b) (dapres le résultat de |a question précédente)
eton a: 173 est un nombre premier et 173 ne divise pas a :
Donc: 173Aa =1, par suite : 173 A g™ = t
D'ou: 1731a+ b (dapreés le théoreme de Gauss)
Deuxiéme partie: {
1) e Remarquons tout d’abord que:
X4y = (a4 y)at —xy +y2) = 173k (s —xy+y’)

’ 4“ SiaeH profsalmi.t_)Iogspot.coan
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(x'y)2+(k— Dxy = k(x —y) + kxy — xy

’Oﬂa:k — 2 2
—k(}x —2xy+y +xy)—xy=k(x2—xy+y2)—x)’
_xX+y 173(xy+ 1)
(73 W=y Tt lTY

(x—-y)z—i'(k" Dxy=1

c-
;’)";na; k(x—y) (k= Dxy=1
? _ OV —

onc: k(x=3 =0 ou {k(x =1 (car k(x—y) €N et (k— Dxy € N)
-y =1 W=Dy =0
t . - _ 3

a1 SUite: k=0oux=y ou {k—let(x—yY—-l

P k—1=letx=1lety=1 k—1=0

fo = O = n’a pas de solution car x+y= 173k

gt puisaue le systeme {
k—1=letx=1lety=1

= = ’ = 1 =
alors: {k Let (x y) , donc: {k 1

k—1=0 (x—y) =
oar SUite: {x+y= 173 o4 {x+y =173
x—y=1 x—y=—1
Yo {x—87 ol {x= 86
y =286 y =817

Et réciproquement, vérifier que les couples (87,86) et (86, 87) sont des solutions

de léquation (E)

Conclusion:
lensemble de solutions de I'équation (E) est: $= {(87;86),(86;87)}

NE @RI 745 juin 2015
| ISR N

Soit x un nombre entier relatif tel que = X
11) Sachant que : 1436 X 1051 —~ 2015 X7
| premiers entre eux.

2)Soit d un diviseur commun de x et 2015

| a- Montrer que d divise 1436

. b-Endéduire que : xA2015=1

1\ 3) a- En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que -
et x*=1[31] (Remarquer que: 2015 = 5% 13X 31)

| b- Montrer que : ' = 1[65] puis que : o = 1[2015]
-14) Montrer que : x = 1051[2015]

s = 1436 [2015]
49 = 1, montrer que 1436 et 2015 sont

1440 — 1[5]’ xM-lO = 1[13]

p il
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1) Comme : 1436 X 1051 —
Alors, d’aprés le théoreme de
2) a- Soit d un diviseur commun de
puisque : x'** = 1436 [2015]

alors : (3k € Z) x® = 2015k + 1436

et comme : d|x et d[2015

alors : d|x"¥— 2015k

C'est-a-dire : d]1436

b- On pose: @ =x A 2015

a est un diviseur commun de x et 2015

Donc d’aprés la question précedente : & divise 1436
par suite, @ |2015 et @ |1436

Dol : @|(2015 A 1436)

C'est-a-dire : |1

Donc: @ = 1 et par suite: xA2015=1

3) a- » Le nombre 5 est premier et ne divise pas x
car x A 2015 =1 et 5 divise 2015

Bezout : 1436 A 2015
¥ et 2015

Donc, d’apres le théoréme de Fermat : x* = 1[5]
par suite, (x*)* = 1[5] cest-a-dire : x" = 1[5]
e Montrer de méme que : x'° = 1[13] et x"* = 1[31]

b-eOna: x* = 1[5] et x"° =1[13]

donc: 5|(x"*°—1) et 13](x"**~1)

et comme : SA13=1alors: 5X 13|(x"*—1)
Cest-a-dire : 65[(x"*°—1)

d'otr: x*° = 1[65]
eOna:65|(x"*—1)et31|(x'""—1)et 65A31 =1
Donc: 65 X 31 (%' —1)

cest-a-dire : 2015|(x"*°~1), d'ot : 8™ = 1[2015]
4)Ona: x"=1436[2015]

Donc: 1051.x™” = 1051 X 1436[2015]

Cest-a-dire : 1051.x™ = 142015 X 749 [2015] (car 1436 x 1051 — 2015 x 749 = 1)

Donc: 1051.x™ = 1[2015], d’ou : 10515 =x[2015]
Or: x™ =1[2015], donc : 1051 =x[2015]

e e e —

| Exercice Z:)E/ juillet 2012

1) a- Vérifier que 503 est un nombre premier.

b- Montrer que 7°” = 1[503] et en deduire que : 7" = 1[503] ‘

=
Imi

2015x 749 =1 o

T
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re dans 77 I'équation (E): 49x — 6y = 1 |
:8) est une solution de (E), résoudre dans Z* I'équation (E)
1+7+72+ 4 72007
3)on Pose r que Ie couple (7™ N) est une solution de I'équation (E)
Mot que: (4] et N=0[503]
b M e N est divisible par 2012

d dulfe que e o e

w 565~2243

t 19,
)% on’ ombres premiers positifs inférieurs a y/503 sont 2,3,5,7,11,13,17 e
117 n de ces nombres ne divise 503

sidé
q ue (

etau bre prem|er

est un nom
pont 5030mbre 503 est premier et ne divise pas /
ele) &5 le théoréme de Fermat: 7 = 1[503]

d/
D%nnC,a; 750 = 1[503]
' ' 7502)4 — 1[503]

:
222: sdire: 7" = 1[503]
xy) EL )
é)sglti%y— Gy =1 49x— 6y =49 X 1-6X 8
n

e 49(x— —1)= 6(y— 8)
49(x—1)=6(y—8)
"'{6|49(x—1)
49(x—1>:6(Y‘8)
<=:'{6|(x—1)
19 % 6k = 6(y —8)
‘Iz’{ —1=6k (kEZ)

‘:’{y:8+49k (

(car 6 A 49 =1)

donc: §={(1 + 6k, 8 + 49k)/k € Z}
3)a-Ona: 49 X 7 — 6N = 72% — 6N
2008 2008 __

CoN=1xL St = =
Donc: 6N = 728 — |
Par suite, 49 X 77 — 6N = 1
Dol : (72 N) est une solution de | réquation (E) y
L bsona:N=(1+ ) (PPHT) + (77 + T )[4]
| 5(1—1)+(1—1)+---+(1—1)[4]

T profsalmi.blogspot.com
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Donc: N=0[4]

Autre méthode :
Ona:6N=7""~1et7=—1[8]
Donc : 6N = 0[8]
Par suite, 3N = 0[4] (si pa = pb| pn]alorsa = b[n])

et puisque: 3A4 =1

Alors : N = 0[4]

e Ona: 6N=T7""-1

et comme : 7 = 1[503] alors : 6N = 0[503]

C’est-a-dire : 503 |6N

et comme: 503 /\|6 =1, donc d'aprés le théoréme de Gauss 503 |N
Par suite : N = 0[503] |
c-Ona: N=0[4] et N=0[503]

Donc: 4|N et 503|N -
ot comme : 4 A 503 = 1, alors: 4 X503 [N cest-a-dire : 2012|N

| EXercice

que: p=3et soit x un nombre entier relatif. |
[p’] |

e e

1) Soit p un n\ombre premier tel

Montrer que si x = 1[p] alors: " =1

2) Soit a € Z tel que : an4225=1
a- Montrer que : ' = 1[5] et a” = 1]

13]
v 156 puis en déduire que : @™ = 1[4225]

b- Déterminer : 20

I

1)Ona: x"— 1= (x— D(x""+x
or: x=1[p],donc: Gk € Z) x—1=kp et
Donc: (x '+ 1+ =+ x*+x+ 1)=plp]
par suite, (x7' + x>+ =+ x*+x+ 1) = 0[p]

Dou: (I €Z) '+ txt 1=kp

Donc: x*— 1 = kp.k'p = kk'p’

Par suite : x” = 1[p’]

2)a-Ona:and225=1

et comme: 4225 = 5% 137

Alors: anS5=1letaAl3=1

et puisque : 5 et 13 sont des nombres premiers

alors, d’aprés le théoréme de Fermat : a* = 1[5] et ¢ = 1[13]
b-e0Ona:20=2*X5et156=2*X3X%13

Donc: 20V 156 =2*X3X5X 13 =780

g x4 1)
(vie{l,..p—1}) x'=1[p]

'{ﬁ{:f‘f‘; Chapitre 3
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= 1[5], donc: (a*) = 1[25] (d"aprés 1) c'est-a-dire : a* = 1[25]
,Onﬂa;' {[13], donc: (a)" = 1[169] cest-a-dire : a"*° = 1[169]
¢ “wz1[25]eta™ = 1[169] (ona: 20 X 39 =780 et 156 X 5 = 780)
o e s 251(a™ 1) et 169 (@™~ 1)
cest? e 25N 169 = 1,alors: (25x169)|(a™—1)

et ptui‘:.?jirei 4225|(a™ — 1) et par suite : @™ = 1[4225]
ces

—

|

ent 13 propriété:

bit de l'exercice est de déterminer les entiers naturels 7 supérieurs a 1 qui

l 'f. s e . . .
verslolit ne N'—{1} tel que n vérifie la propriété (R) et soit p le plus petit
;:viseuf premier positif de n

(R): 3"—2"=0[n]

- Montrer ue 3"—2"= 0[p] et en déduire que p= 5

b Montrer que : 27" = 1[p] et 37" = 1[ p]

.- Montrer qu'il existe un couple (a,b) de Z* tel que : an = b(p—1)=1
4-soient 7 et g le reste et le quotient de la division euclidienne de a par
(p-1) (q€Z0=r <p—leta=gq(p—1)+r)
qu'il existe un entier naturel k telque: rn =1+ k(p—1)

Montrer ] . . . Y \
re de ce qui précéde qu’il n’existe aucun entier naturel n supérieural

3) Dédui ip
qui vérifie 1a propriété (R)

.

ousT

fa-*Ona: 3" —2"= 0[n]

oonc : n divise (3" —2")

etcomme p divise n, donc p divise (3" —2"), par suite, 3"— 2" = 0[p]
*Sip=12

Nors: 3'=0[2] car: 3" —2"=0[2] et 2"= 0[2]

Cest-a-dire : 1 = 0[2], ce qui est faux, donc: p # 2

*ip=3

dors: —27= 0[3] car: 3"—2"=0[3] et 3"= 0[3]

Cest-3-dire : 3[2", donc: 3 |2 car 3 est premier, ce qui est faux, donc: p # 3
* p est un nombre premier positif tel que : p £2etp#3
Donc: p> 5

b p est un nombre premier ne divise ni 2 ni3(car p=9)
Donc d'apres le théoreme de Fermat : 277 = 1[p] et 377" =
“Montrons que: nA(p—1) =1

1[p]

Arithmétique dans Z |
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Si n et (p—1) ne sont pas premiers entre eux

Alors n et (p — 1) admettent un diviseur premier positif commun &
Donc n admet un diviseur premier positif @ vérifiant @ <p — I<p
(caral(p-1)) |
Ce qui contredit le fait que p est le plus petit diviseur premier
etparsuite: nA(p—1)=1

Donc, d'apres le théoréme de Bezout : (3(a,b) € Z°) an— b(p—1)=1
d-Ona:a=gq(p—1)+rou0<r<p-1

Donc: an=nq(p—1)+nr

Or:ian=1+b(p—1),donc: nr=(b—ng)(p—1)+1

Le nombre (b — ngq) est entier, montrons qu'il est positif

Sitb—ng <0 alors: b—ng <— 1, par suite, (b—”q;(p— =1-p
D'ou: (b—n —1)+1<2-p cestadire: nr=2-p
Or: p(Z 5, d%)rff: 2 —)p <0, par[:uite ar < 0 ce quiest faux (car 7= Oetn=2)
Donc le nombre k = b — ng est un entier naturel, etona: m =1 J”rk(li =1)

2) Supposons qu’il existe un entier 11 supérieur a1 tel que: 3" =2 [n] o
Donc il existe (r,k) de N* telque: m = 1+k(p— 1) ou p estle plus petit diviseur
premier positifde n et p=5

Par suite, 3" = 2""[p]

Clest-a-dire ; 3" "= 2" p]

Clest-a-dire : 3x (37" =2x (27 [p]

or: 3 '=1[p]et 2= 1[p]

Donc: 3=2[p]

D’oli : p divise 1, ce qui est faux

Donc : il nexiste pas de tel entier n

positif de n

Exercice g%)/mm 2012

On considére dans 7’ I'équation (E) : 143x — 195y = 52
1) a- Déterminer 143 A 195 et en déduire que I'dquation (E) admet des solutions
dans 7°
b-Sachantque (—1;— 1) estunesolutionde (£), résoudre dans 7° I'équation (E)
2)Soit ne N" telque: nAS =1
Montrer que : (Vk € N) n* = 1[5] |
3) Soit (x,y) €(N') tel que : x =y|[4] |
a- Montrer que: (Vne N*) p* = p (5]
b- En déduire que : (Vne N') " = p* [10]
4) Soient x et y deux entiers naturels tels
I'équation (E)

que le couple (.x,y) est une solution de

Chapitre 3
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our tout entier naturel non nul #, les deux nombres n* et n” ontle |
nités dans le systeme de numération décimale.

|
(

!
|
J

gref u
Mon g chiffre des
rne

= 143152
>, 195 = 142
ik 143.;2><52+39
=3X 13+0
dern?egr reste NoN nul est 13
le .195A143==13 )
pon¢: - ona: 195=13x5x 3 et 143 =131l
ytremet™ _
Alw:19 143 = 13 .
Do” yation (E) est: 143x— 195y =
(LA A 105 = 13 et 13 divise 52 |
et Of ?équation (E) admet des solutions dans Z°
o
Dogna: (E) = 1lx~ 15y =4
d (-1)—15%(=1)

s 11z = 13p= 11X
— 11x+1)=15(-1)

Flu+4)=1ﬂy-1)
p—]

11|(y—1) (car I1A15=1)
1Hx+U=1SXHk“EZ)
Sly-1=11k
v=15k—1 .
) ke?)
@{);:1]/(4—1(

MM:S:HHk-L1M+JWkEZ}

2)Soit n € N tel que = 7 AS=1

lenombre 5 est premier et /2 /A 5=1

Donc, d’aprés le théoreme de Fermat :

par suite, (vk € N) (n') =1 [5]

Cest-3-dire : (ke N) n" = 1[5]

3)a-Soit (x,y) e (IN') telque: X =Y [4]

*Soit ne N telque: nAS =1

Si: x>y alors: x = v+ 4k ot kEN

Par suite, p* = ;7% = 5" X n*

et Puisque : p* = 1[5J

Algrs; e i1y[5]

p?rsxs yalors: y=x-+4k ot k€ N
Uite, n* = "% = p* x n*

at=1[5]

Arithmétique dans .
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Dol : n’ = n*[5]

*Soit ne N telque: nAS5# 1

Donc : 5 divise n

Par suite, n* = 0[5] et n” = 0[5]

Dol : n*=n’[5]

b- Soit (x,y) € (N') etsoit ne N'

Les deux nombres n* et »n’ ont la méme parité, donc: 2" = w'[2]
etona: n* = n’[5] (daprés la question précédente)

Donc: 2|(n*—n’) et 5|(n*—n’)
etcomme: 2AS5=1,alors: 2X5|(n*—n
D'ou : n* = n’[10]

4) » Remarquons tout d’abord que le chiffre des unités d’un nombre entier nature|
e la division de ce nombre

») clest-a-dire : 10 [(n*—n)

est, dans le systéme de numération décimale, le reste d

par 10
C'est-3-dire, si n = u[10] et 0 < u <9, alors u estle chiffre des unités du nombre
entier naturel n

)e N? etsoit n € N’

» Soit (x,y) une solution de I'équation (E) tel que : (x,y
Donc: 11x— 15y = 4, par suite : 11x— 15y = 0[4]

Ft puisque 11 =— 1[4 ]et— 15 = 1[4]

Alors : —x +y = 0[4] clest-a-dire : x = y[4]

Donc d’aprés le résultat de la question 3) b-: n" = n’[10]
Par suite, les deux nombres n* et n’ ontle méme chiffre des unités dans le systeme

de numération décimale.

VYl it e Mo 1
| EXercice 99,

\
R e covsausanin,

1) Soit n un entier naturel premier.
Montrer que si n divise (5"—2") alors: n =3
2) Soient p et g deux nombres entiers naturels premiers telsque : 3 < g <p
et pq divise (5" —27)(5'—2)
a- Montrer que ¢ divise (5" —2") |
b- Soit a un entier naturel tel que : 2a = 5[q] |
Montrer que g ne divise pas a et a’ = 1[q] et a"' = 1[q] i
c- En déduire que a = 1[q] (Remaquer que: pA(g— 1) = 1) f
3) En déduire de tout ce qui précede que si p et g sont des entiers naturels
premiers tels que : ¢ < p et pq divise (57 —27)(5"—27), alors : (p,q)=(13;3) |

J

1) Soit 1 un entier naturel premier tel que : n divise (5"—2")
D'aprés le théoreme de Fermat : 5" = 5[n] et 2" = 2[n] (car n est premier)

H'L; Chapitre 3
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r ' 1

. "= 3[n]

.5
oﬂc' . n__nn
Dt puisque' nl(5"—2 ), alors: n|3,dou: n=3 (car n )
¢’ onad: q lpg et P4 (57— 2°)(57—27) est premier)
2= 25
po™ ¢ : g ne divise pas (5"~
43 donc pas (57— 2°) (d'apré .
r[{Jis ue g st premier prés la question 1)
etP /\(54,24)51

glors qnt a

onc 4%P s le théoréme de Gauss : ¢ (57— 2°)

oS givise @, alors: 9a = 0[q], donc : 5 = 0[g] clest-a-dire: ql5

parsuite 4 .

or: 5'~ r=0lg

ponc * sr—2"= 0[5]

par suite = 0[5] Cest-a-dire : 5 |27

faux et par suite : 4 ne divise pas d
5[61], donc: (2a) = 57(q]

] (d'aprés la question précédente)

, donc: 5 |2 car 5 est premier, C& qui est

,ona: 20 =
sar Suite: 27 (a’— )=5"- 2'[q]
c'est-z‘a-dire: 27 (a’ — 1)= 0[q] car g divise (57 — 27)
or: q/\2”z 1 donc: a—1= 0[q]
Jrsuite, @ = 1[q]
t ne divise pas @ (car @’ = 1[q])

. le nombre ¢ est premier €
.o de Fermat: a’ = 1[q]

_1<gq,donc: g—1<p
emier, alors p/\(q—-l)=1

et comme P est pr
e de Bezout: (A(u,

Donc, d’apres le théorem

vOna:a’ = [¢], donc: (a"") = 1[q]

et par suite : a = (] Cest-a-dire ! a(a’) = 1[q]
or: o’ = 1[q], donc: (a") = 1[q]

par suite, a = 1[4
turels premiers telsque: 4 <P

3)Soient p et g deux entiers na

et Pq |(5P — 2;7)(5:1 _ 24)
'Si:3<g<petaun entier naturel tel que: 24 = 5[q] (untel nombre existe: 1
- +
Z”ff't par exemple de prendre @ = ’7’5‘)
Dl(;JrS (d'apres 2)c):a= 1[(]]
nc: 9 =
Etp:. 2.= 5[g], cest-a-dire : 3 = 0[q]
i rs_“'te g divise 3, donc: 4 — 3 ce qui contredit e fait que: d 7 -
C'EStz;,_d-z onaurait: 5" —2°= 0[2] car 4 (5" 2r) d'apres 2)a)
Done - ql;e :21 = 0[2] ce qui est faux.
ProfSalmi
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* Alors nécessairement : qg=3
Ona donc: p> 3 et 3p|117(57— 27)

Par suite, p|39(5” - 27)

etcomme p # 3 (car p > 3) alors p ne divise pas (5" = 2") (d’apres 1)
et puisque p est premieralors: pA(5"—2")=1

Donc, d’apreés le théoreme de Gauss : p |39

Par suite, p = 13 (car p premieret p > 3)

Donc: (p,q) =(13;3)

Soient a et b deux élémentsde N'—{1} telsque: aAb =1
1) Montrer que : (a*+ab+b*)A(a*+b*) =1
2) Soit p un nombre premier tel que : p =5 et pl(a* +ab+b?) |
a- Montrerque: pAa=1let pAb=1
b- Montrer que : a* = b*[p]
c- Montrer que si p = 5+ 6k o k € N, alors : a = b[p], puis que : p|3gp

d- En déduire que : p = 1[6] 2
3) Résoudre dans (N°) I'équation : x* +xy +y* =34(xAy)

1) Onpose : (a*+ab+b )N (a*+b°)=d
eOna:dla®+ab+b>etd|a+b

Donc : d|ab (car: (@*+ab+b*)—(a’+b*) = ab)
Dol : d|ab’® et d|a’ + ab® (car: a(a’+b*) = @’ + ab®)

et par suite : d|a’

e de méme on obtient : d (b’

eOnadonc: d|a’ et d|b’°

D'ou: d|a’ A b’

Or:aAb=1donc: a’ANb> =1

et par suite : d|1, d'ot: d =1

Donc, (a’*+ab+b*)A(d*+ b2) = 1

2) a- » Supposons que: pAa # |

Donc: pAa=p (car p est premier), par suite, p la
Donc: pla*+ab (car: a®+ab = ala+b))

Or: pla®+ab+b?, donc: p|b* (car: (@ + ab + b*)—(a*+ ab) = b?)

Ona: plaet plb?, donc: plan b 3
|
|

profsalmi.bloqspdﬁJ
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pll,d'oU: p = 1 ce qui est faux

Y ER
ot demémeque:p/\b=l
. MO -aJ'-bSZ(a—'b)(az“*'ab-f-bz)

a:
p-0"° o pla*+ab+b’

et PV |a3——b3, d'ou: a* = b*[p]
alof;l}pposons que: p=>5t6k (ke N)
c-.ombre p est premieret: pAa= let pAb=1
. nc Japrésle théoréme de Fermat: a””' = 1[p] et b""' = 1[p]
gf:;t—’é—dire: a4+6kk__;_ l[p] et p**o = l[p]
ponc : o= pl
dire: a.(@)* =b.(0")""[p]

lest-a- : , -
Ce. 3 = bs[p]’ donc: (a3)l+2A = (b3)l, "k[p]
a.(a")'”* = b(a3)1+2k [p]

t ar suite :
EF Aa=1alors: pA(a’)

et comme : 14

ponc : aEb[p]
JOna: 2= b[p], donc: pla—b etparsuite: plla—b)

or: p|a2+ab+b2, donc: pl(@*+ab+b’)—(a- )i
Cest-a-dire : p[3ab

d- Un nombre premier est soit de la
5ip=06k+ 5, alors d'aprés le résultat de
or: pha=1let pAb=1,donc: pAab=1

par suite p |3,donc: p= 3 ce qui contredit le fait que p =5
Donc: p=6k+1 (k€ N) et parsuite: p = 1[6]

3) soit (x,y) € (N') tel que : X° +xy+y =34(xAy)
Onpose: d =XAY

Donc: (3(a,b) € (N'Y) x=daet y=dbeta Ab=1
par suite, d(a*+ab+ b*) = 34d’

Cest-a-dire : @ +ab+b"=2X17

et par suite : 17|(a* + ab + %)

Donc, d’aprés ce qui précede : 17 = 1[6]

Ce dernier résultat est fausse.

Donc 'équation : x* +xy +y* = 34

Fa:@w; 35/
- S A g SO T

On considére dans 'ensemble N* I'équation : (E): (xyz ") =2 [899]

1)a-Résoudre dans 7> l'équation : 143u — 840v = |

2;"Sf)if;déduire le plus petit nombre entier naturel d qui vérifie : 143d = | [840] ’
n un nombre entier naturel premier avec 899 |

1+2k — 1

forme 6k + 1 ou de la forme 6k + 5 (ke N)
la question précédente : p |3ab

2

(x Ay) n'admet pas de solution dans (N')

:::::

Arithmétique dans 2, 11 11
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/ a- Montrer que 2 est premier avec 29 et avec 31

~ En déduire que ; 0 = 1[899]
c- Montrer que si 7' = 2[899] alors: n=2* [899]
3) Résoudre dans N* I'équation (E)

e S

TR e

5}) a- ¢ Il faut d'abord trouver une solution particuliére de cette €quation, oy, utif
algorithme d'Euclide : e

840 = 5 x 143 +125(1)
143=125+18 (g
125=6X18+17 (3)

18 =17+1 (4)
Ona:1=18-17 d’aprés (4)
I=18-(125-6x18) d’apres (3)
1=7%x18-125 {
1'=7x(143 - 125)— 125 d'apres (2) :

l

SR

—

TR T

1=7X143-8x125

1 =7X143 -8 x(840 — 5 x 143) d'apres (1) ;
Donc: 143 X 47 — 840 X 8 = | L

*Ona:143u—840v =1 143u—840v = 143 X 47 — 840 X § f
= 143(u—47) = 840(v—8) @(
{143(u—47)=840(v—8) |

= 143 840(v - 8) f
143(u — 47) = 840(v — 8) !;
{143[1»—8 (car 143 A 840 = 1) |
143(u — 47) = 840 X 143k ‘

‘z’{v—8=143k (k&) |

{ i = 840k + 47 |
= v =143k +8 |

Donc I'ensemble de solutions de I"équation : 1431 — 840y = 1 est :

S ={(840k+ 47,143k +8)/k € 7}

b- D'aprés ce qui précéde, ona: (Vk € Z) 143(840k + 47) — 840(143k +8) = |

Donc : 143(840k +47) = 1[840] (*)

Par suite, le plus petit nombre entier naturel d qui vérifie 1434 = 1[840] est égal

a 47 obtenu en remplagant & par 0 dans la relation (*)

2)a-Ona: 899 = 29 x 3]

Et puisque : n A 899 = 1 alors les nombres 29 et 31 ne sont pas des diviseurs de

Et puisque les nombres 29 et 31 sont premiers

(ke ?Z)

[ . Chapitre 3
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rs:n 29=letn/\31:1
Noon g: 1A 29 = 1 et 29 est un nombre premier
b N R [29] (d'apres le théoréme de Fermat)
o quite : (n™)° = 1[29]
par 7= 1[29]

Clest—é-dire :31 =1 et31est
a0 0 1] (e SR TR
- ponc = prés le théoréme de Fermat)
gar SUITE (n ):40:,1[31]
C'eSt'é'dire: n = 1[31]
gonc: 29 (n©— 1) et 31{(n"* = )
et pul que: 29 A 24}) =1
plors 29 x 31 [(n*° — 1) c'est-a-dire : 899 (%= 1)
or suite - 0 = 1[899]
. 0n suP oseque: n'’ =2 [899]
etcomme - 143d — 840X 8 =1 (onavuque: d=47)
Doncil 3d"——'840x8+1
et puisqUe : 24 = 2[899]
plors : ey =2 [899]
Cest-a-dire : o = 2° [899]
Clest-a-dire : () .n= 2¢[899]
et puisque : .40 = 1[899] alors: (n) = 1(899]
par suite 1 1= 2¢[899] -
3) Résolvons dans N? 'équation (E): (xyz )" = 2(899]
onpose : 1= xyz" -
on peut appliquer les résultats précédents car le nombre xyz"" est ecrit dans le
systéme décimal.
"ona:n#0 [899], donc 99 ne divise pas 1
~ par suite, les nombres 29 et 31 ne divisent pas 7t (car 899 = 29 X 31)
Dol 29An=1¢t 31 An=1(car les nombres 29 €t 31 sont premiers).
'~ Donc: (29 X 31)An=1 clest-a-dire : 899 An = 1
it puisque : 1’ =2 [899]
Nors - n = 297 [899] (dapres 2) c-)
l Cest-3-dire : n = 345 [899] (montrer gue: 51 = 345[899))
Parsuite : n = 345 T 899k ol k €
aai‘ Zt puisque : 100 < n <999
» Aors: k=0
Earsuite . n =345
Donc:x=3ety=4etz=?
. lutions de I'équation (E)est: 5= {(3;4;5)}

f )

~ Conclusion :L'ensemble de sO
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On admet QUé 2969 est un nombre premier. )
. 8 — .

Soient 1 et m deux entiers naturels vérifiant : ng.+'m = 0[2969] 7‘
1) On suppose dans cette question que 2969 ne divise :
|

i

l

|

’

a- En utilisant le théoreme de BEZOUT, montrer que . (ueZ) un= ][2969]

2968 _
b- En déduire que : (n.m) =— 1[2969] et que:: (um)™ == 1[2969]

(On remarque que : 2968 = 8 X 371)
C- Montrer que 2969 ne divise pas u X m
d- En déduire qu’on a aussi (1 X m)’® = 1[2969] N

2) a- En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n
b- Montrer que : n*+m® = 0[2969] = n = 0[2969] et m = 0[2969]

pas n

1) a- On suppose que 2969 ne divise pas 7
et puisque 2969 est un nombre premier

alors: 2969 An =1
Par suite, d’aprés le théoreme de Bezout : (3(u,v) € Z*) nu+ 2969y = |

Donc: (3(u,v) € Z*) nu+ 2969y = 1[2969]
etparsuite: (Ju e Z) nu=1[2969]
b-eOna: n*+m®=0[2969]
donc: u*n®+ utm® = 0[2969]
cest-a-dire : (uxn)+(mxu) = 0[2969]

et puisque : (uXn) = 1[2969] car u X n=1[2969]

alors: 1 +(mxu) =0[2969]

Donc: (m X u) =—1[2969]

eOna: (mXu)=—1[2969]

donc: ((mxu))" =(=1)"[2969]

c’est-a-dire : (m X u)”" =—1[2969]

c- Si 2969 divise u X m alors : u X m = 0[2969 |

par suite, (uxm)” =0[2969] ce qui contredit le résultat de Ia question
précedente

Donc : 2969 ne divise pas u X m

d- Puisque 2969 est un nombre premier et ne divise pas u X m, alors d’apres le
théoreme de Fermat, on a :

(uxm)”™" = 1[2969], c’est-a-dire: (u X m)* = 1[2969]

2) a- Si 2969 ne divise pas n

Alors, d'apres les résultats de la premigre question; on a : (i X m )*® = 1[2969]
et (uxm)™ =—1[2969]
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22 1,.1[2969]
- 0O" " dire: 2969 divise 2, ce qui est faux

’eSt’
poﬂc . 2969 divise n
' gpposons aue . m=0[2969] et n=0
) b-* m8 + I’ls =0+ 0" [2969] [2969]
59] pon¢ 5
. +n*= 0[2969]
.t +m® = 0[2969]

5
res le résultat de la quest|on 2)a), le nombre 2969 divi
1se n

ponc @
site, 1 , = 0[2969], d'ou: n® = 0[2969]
ponc i 0[2969], d’'ou 2969 divise m"*

sque 2969 est premier

qu
2969 di

vise m, par suite : m = 0[2969]

|,Solt lque: p=7
l)a-\/enﬂer que le nombre P—;—— est un entier pair et que : 2 < ;1 <p—2

uire que (P~ 1Y divise (p— 1)!
ntelque: (p— N =p"'—1

p- En déd
) On SUpPOSe 9

u’il existe un entier naturel non nul

n—1
k

p

ot on POSE S=
k=0

5- Montrer que s=nlp— 1]
1) divise S eten déduire que (p~ 1) divise n
(vm € N —{1}) m"> 14+ m!)

b- Montrer qué (p—
1y < p" (on admet que :

.- Montrer que (p—
| ot en déduire que : (p— r<p'—1
II. Déterminer les nombres premlers pos;tlfs p pour lesquels il existe un entier non
ol 7 tels que s (P~ i =p=1
1+ 11+ 11°+... T 11" ' = 362880

E il Résoudre dans N léquation :

couégala’

re premier supérieu

l.1)a- » Comme p estun nomb
4k +3

| aors: (ke N ) p=4k+1oupP=
p-1
5 —2(k+1)

par suite, p;l — 2k ou

est un entier pair.

P 1

—1
- >3 dou:2<7 2

|0 .
ha: p=>7,donc:

i
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- =
etona:(p—z)_p2 s p2

donc:(p—Z)—p:,z—1 >0car p=7

par suite, p2—11 <p—2

D

d'ou: 2 < 7 <p—2

b-¢Si p>11,0na:
(P=1)!I=1x2x3xx(p—1)

— — +
=2x3x...xp 3><p lxp lx.--x(p—z)X(p—])
2 2 :
pt1 X...x(p—Z)X(p—l)

-3
=3x...xp2 x(p—l)X )

N + 1
= (p= 1 x(3 0 x B2 L3 x(p=2)

Donc: (p~1Y divise (p—1)!
*Sip=7,0na:(7-1)!'=6!=720et (7—1) = 36 et 36 divise 720
* Par suite, si p est un nombre premier tel que : p =7

alors (p— 1) divise (p—1)!

2)a-Ona: S=1+p+p'+-+p"!

etona:1=1[p—1]et p=1[p—1]

Donc: S=1+1+~+1[p—1]

n fois

C'est-a-dire: S=n[p—1]

n—1 I___pn pn_l
b-eOna: S= = I X =
;p l=p  p—1

donc: (p—1)S=p"—1
et puisqu’on a supposé que : p"—1=(p—1)!alors: (p— DS=(p—-1)
et comme (p—1) divise (p—1)!, donc : (p—1)!'=a(p—1) ob @ est un
nombre entier naturel non nul
par suite, (p—1)S=a(p—1), dou S=a(p—1)
Donc: (p—1) divise S
*Ona:S=0[p—1]car: (p—1) divise §
Or S=nlp—1],donc: n= O[p—l],parsuite, (p—1) divise n
c-Ona:(p—1)|n,donc: p—1<p
°Sitp—1=nalors:n'=(n+1)—1 car (p—1) =p'—1
par suite, (n+ 1) =nl + 1
Or: (n+1)>n">1+n!
Ce qui contredit I'égalité : (n+ 1) =l + 1
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ponc: p-;l < n) c'est-a-dire: p <n
ar suite p—1) <p’etp"<p", donc: (p—1)
’ . < p"
, pour tout ke{l,2,..p—2}ona:k <pp—1 Fer
Jonc: (p'(‘2)! ;(p—l)”‘z
i —)x(p=2) <(p=1)" cest-2
paFSU'te' P p | <(p—1)" clest-a-dire: (p—1 -
Or(‘U"'l)p1<(p_1)p8t(p—l)p<p" (P 1)’<(P“1)”1
donc:(P'l)! <(p—1)y'<p
par suite, (p— 1!+ 1<p", dou (p—1)<p—1
1, Soit p un nombre premier positif,
oSipz et ¢'il existe un entier non nul n tel que : (p—1)=p'—1
(p—!<p'—1 d’aprés ce qui précéde, ce qui est impossible.

pAlors
ponc pour les nombres premiers p telsque: p > 17, il n'exist :
n =1 epasd’
tel que (p-D!=p"—1 pas d’entier n
oSip=9S,0na: (p—l)! =24 et p’—1=24

ponc: (5—1)! =5"-1
.sip=3,ona:(p—l)!=2 et p'—1=2
Donc : -1)1=3-1
oSip=2,0na: (p—1)
Donc:(2"1)!:2"1
Conclusion :

Les nombres prem

tels que : (p—'=p
m.soit n€N,ona:
{+ 11+ 11°4 -+ 11" = 362880 = 1111": 11 = 362880

— 11"— 1= 3628800
— 11"- 1= 10!

(11— 1)=11"-1
| > 7, alors d'apres le résultat de la partie Il
as exister.

1=letp —1=1

iers positifs p pour lesquels il existe un entier naturel nonnul n
"—1sont2,3et>

e’t'comme 11 est premier et 1
légalité 1+ 11+ 112+ ~+ 11" = 362880 ne peut p
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