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PREFACE

Cet ouvrage a été congu pour étre, durant toute l’année scolaire ,

un outil de travail complet pour les éléves des classes terminales

section mathématiques.

Il se compose de onze chapitres.
Chaque chapitre comporte : |
= Un rappel de cours (Résultats a retenir).
= Des exercices classés par difficulté croissante bien choisis.

= Les Solutions détaillées de ces exercices

Cet ouvrage, qui est conforme au nouveau programme a pour

but la préparation intensive au Baccalauréat.

Enfin , Nous tenons a remercier Mr Gafsia Salahedine qui

a mis tant de soin a [’édition de cet ouvrage.

Les auteurs

AMARI Hédi & BEN CHERIFA Brahim



Continuité et Limites R 4°™ Maths

]

Résultats a retenir:

@ e Toute fonction polyndme est continue en tout réel .

e Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son ensemble

de défiition .

e Les fonctions x F> cos x et x ™ sin x sont continues en tout réel .

e Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre
enunréeladel.

S’il existe une fonction &€ définie sur I , continue en a et telle que
g(x)=f (x) pourtoutx a,alors limf (x )=g(a).
X >

. sSinx
Iim =1
x -0 X

| e Une fonction / définie sur un intervalle ouvert I est continue en un
réeladel, sietseulementsi, lIimf (x)=Iimf (x)=f (a).

esi lim L&)

X =+ x

est infinie , alors C; admet une branche parabolique

de direction (O,j ) au voisinage de +oo .

oSn limf(x) =

X —>+0 x

0 , alors C, admet une branche parabolique de

direction ((),i ) au voisinage de T .
(x

/()

Si lim- = a ( acR") alors deux cas peuvent se présenter

X =>4+ x

selon Iim (f (x)—ax).

X =400

e Si Iim (f (x)—ax)=b(b € R )alors la droite d’équation y = ax + b

est une asymptote oblique a la courbe C,au voisinage de +oo .
eSi lim (f (x)—ax) est infinie alors la droite d’équation y = ax est

X =>4+

une direction asymptotique a la courbe C,au voisinage de +% .
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e Soit u et v deux fonctions . soit a, b et ¢ finis ou infinis .
Si limu(x) =b et Iirr}}v (x) =calors limv cu(x) =c
X —> X —a

X —>a

e Soit f , u et v trois fonctions définies sur un intervalle I sauf peut-étre
enunréeladel.

Soit deux réels £ et ¢' |
* Si u(x) S v(x)pourtoutx #aet si limu =/ et limy =('

a a

alors £ < (',

* Siu(x) = f(x) = v(x)pourtoutx *aet si licl;nu=limv =

o

alors limf =( .

Les résultats énoncés ci-dessous restent valables lorsque ['on
considere des limites a ’infini , a droite en a ou & gaucheen a .

e Soit / et u deux fonctions définies sur un intervalle I sauf peut étre en
unreéeladel.

*Si f(x)Zu(x) pour tout x #a et si limu = +oo , alors

7 e e et ) Lt Y 55 L YLyt N 53
T

X —>d
limf =+
; ‘\a
§ *Si f(x)<u(x) pour tout x #a et si )1(1{)[(1’2,{ = —oo , alors
. limf =-o0
a

7

Ces résultats restent valables lorsque ’on considére des limites a
I’infini, & droite en a ou a gauche en a.

| e L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

I

Theoreme des valeurs intermédiaires

Soit / une fonction continue sur un intervalle I .
Soit aet b deux réels de I tels que a<b .

Pour tout réel k compris entre f (a) et f (b) I’équation f (x )=k
possede au moins une solution dans I’intervalle [ a, b] .

En particulier , si f (a) . f (b)< 0 alors I’équation f (x) = 0
admet au moins une solution dans ] a, b[ .

W
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e Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle I .
Soit a et b deux réels de 1 tel que a < b. Alors pour tout réel k
compris entre f (a) et f (b) I’équation f (x )=k admet une unique
solutiondans[a,b].

e Soit / une fonction continue sur un intervalle I .

| Si la fonction / ne s’annule en aucun point de I alors elle garde un

| signe constantsur .

e [’image d’un intervalle fermé borné [ a ,b] par une fonction

| continue est un intervalle fermé borné [ m M].

* Le réel m est le minimum de / sur[a,b].

{ * Lerée M estle maximum de f sur[a,b].
¢ Soit  une fonction définie sur un intervalle de type [a, b[ ( b fini
| ouinfini).
* Si la fonction f est croissante et majorée alors f posséde une
limite finieen b .
* Si la fonction f es croissante et non majorée alors f possede
une limite finieen b .
| » Soit f une fonction définie sur un intervalle de type ] a , b ]
| (afini ou infini ) . 0
* Si la fonction f est décroissante et minorée alors f posséde une
limite finieen a .

* Si la fonction f est décroissante et non minorée alors f tend
vers —o0 ena.
e L’image d’un intervalle | par une fonction continue et monotone sur
[ est un intervalle de méme nature .
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_EXERCICES

Exercice1:

Calculer les limites

. x°+3x -4 . cos(x —1)—1
1o/ lim 2°/ lim—

x =1 x —1 x>l x 4+ 2x =3

. cosx —1 X 1
3%/ lim——— 4°/ lim x * (l—cos(—-jj

x =0 X +x X —>+m X

. E(x) . o
5°/ lim ou E(x) désigne la partie entiére de x

X 40 y +1

. tgx —1
6°/ lim —
.1'——)% 2Slnx —\/5

7°/ lim (x —Z[—]t X
5 g

n
x>
4

Exercice2:

Calculer les limites suivantes si elles existent :

. Vx+3-2 o Ax+2=2x+1
1°/ lm————— 2°/ lim .

r—1 x—1 =l x—1

3 3, .2 dx —

SVRTIR FiEd e AR SR le, <=2

x—>1 x -1 x—2 x(x’ —Xx —2)
o/ fim 1

x>0 x -Ix’

Exercice 3:

Calculer les limites suivantes :

2x% +x-3
1°/ lim =“=—>—= ot acR.
X—=>+00 _x"+ax
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2
2°/ lim V' + 225 39/ lim 3x2+x—1+x

X—>—0 2x Xo>-®

X 4D

. ') N by 7
4°/ lim vx” +x+1 —mx, ot m est un paramétre réel.

Exerciced:

Calculer les limites :

. sin x . sinx+sin2x ) sinx
1°/ lim 2°/ lim— : 3°/ lim - —
=0y x x=>08inx —sin2x X 5c0s” x +sin” x —4cosx
3
« D . . b
. X—smx ) (] . sin(ax)—sin(x”
4°/ lim ———— 5°/ lim xsin| — | 6°/ lim (ax) (x7)
x>+ 2 45inx X—>+0 X—>a a—Xx

X

‘Exercice 5:

xsin(—l—) si x<0
X

Soit f(x)=<—2x2 si0§x<l
T

xz(cos(l)-l) Si x>
x 7T
1°/ Déterminer lim f/ et lim f .
—o0 +o0

2°/ Etudier la continuité de f .

Exercice 6: .

f:R—>R
3\/4x2+2x+1+2x—3 si x<0
T Vs
X <x(x—— si0D<x<—
1x( 4) 2
—Ccosx+sinx+2 X /4
six>—
3x+1 4
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1°/a) Déterminer lim f .

b) Montrer que V xzij— ; Osf(x)s—z-. En déduire lim f(x).
X

X—>+00

2°/ Etudier la continuité de f en —;%

Exercice
Soit f:R—R
1 2
M si x#0
X .
O Si X = 0

m étant un parametre réel non nul.

1°/ Prouver que f,, est une fonction impaire.
2°/ Prouver que f,, est continue sur R.

3°/ Calculer liglfm et liglf,,,.

Soit meR" et f, :R—>R
xi——ém\/xz—m+2x

1°/ Préciser le domaine de définition de f,, .

2°/ Calculer limf,, et limf,, .
—o0 +00

_Exercice 9 :

Soit la fonction f:R— R

x> +3x+1 si x>0

X4 sinx

six<0
X

1°/ Déterminer le domaine de définition de f.
2°/ Calculer les limites éventuelles de f respectivesen +w eten —o.

3°/ Etudier la continuité de fen 0.
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Exercice 10

(f(0)=1
Soit la fonction f'définie par < f(x) =1++Jx  six>0.
f(x)=-1-+-x si x<0

1°/ Préciser le domaine de définition de f.

2°/ Calculer lim f(x) et lim f(x).

3°/ Etudier la continuité de f en 0.

‘Exercice 11:

Soit a un paramétre réel et f la fonction définie par :
f(xX)=x"+2ax+1 six>1
f(x)=ax? +3x six<l1

1°/ Calculer lim f(x) et lim f(x).

X—> o0

2°/a) Calculer lim f(x) et linll f(x).
x—1* x—1-

b) Déterminer a pour que f'soit continue en 1.

Exerﬂcel 2

[, (x)=+x +x +1 -mx ol m estun paramétre réel

1°/ Montrerque Df, = R

2°/ Montrer que f est continue sur R

m
3°/ Calculer suivant m, la limite de f en +0
4°/ Dans quel cas , la courbe Cf, admet au voisinage de +00, une

asymptote horizontale
5°/ Etudier le comportement de / au voisinage de +00
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Exercice 13:

2X +CcosXx

JS(x)= 1

X

1°/ Df
2°/ Calculer les limites de f a gauche et a droite de (-1) . Interpréter

3°/
a) Montrer que pour toutx > -l ona:

2x —1 < F) < 2x +1

x +1 x +1
b) Calculer alors lim f . Interpréter

X —>+0o0

4°/ Etudier la position de Cf parrapporta A :y=2

5°/ Calculer lim f

l-cosx
— pourx >0
X > x
Nx?+1-1
pourx <0
X

1°/ Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 .
2°/Ecrire le prolongement f, de f

3°/Calculer lim f et lim f . Interpréter géométriquement .

X —>—0o0 X =+

‘Exercice 15:

x
fx)= pour x <0
) Vx 2 +1

cos X - |
f(x) = ——— pourx>0
\ N
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[°/ Calculer lim f . Interpréter

X —>+00

—2
2°/ a) Montrer que pourtoutx >0 ona: ——<f (x)<0

b) En déduire lim f . Interpréter

X —>+0

3°/ Montrer que f est continue en 0

Exercice 16 :

f: R->R
2
ad pourx < 0
< 2.x+1
sin x
pour x > 0

Jx

1°/Montrer que f est continue en 0

X

2°/a)Montrer que C f admet au voisinage de —c0 un asymptotes

oblique A

b) Etudier la position de Cf et A sur R~

3°/Calculer la limite de f en +o0 interpréter .
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‘Solutlonl
1/ Ona: xX*+3x—-4=(x-1)(x+4)
2 — — 4
hmx t3x -4 = hm(x l)(x " ) = llm(x +4) =5
x =l X — x =l (x _1) Y|

2°/ Onpose X =x-1 lorsque x — 1 alorsx —0

doi fimSBX D71y COSX =L o1 deosX
=l x4 2x =3 20X (X +4) HOX +4 X

1
1—cos!| —
. 1 ( ) _
3°/ lim x* l—cos(m—j = lim X/~ lim ﬂzm
X —>+400 X 4o 1 0" X 2

X
4°/ Ona: E(x) < x < E(xX)+] = x—-1< E(x) £x
Pourx>0 ona: x+1>0 d’ou
x —1 - E(x) < *
x +1 x +1 x +1

) -1 ) X . E(x
lim X =1 et llm =] D’ou: Iim (*) =]
Xty +1 X >+ +] x>+ x +1

]O/Iim\/x+ -2 (\/x+ -2)(Vx+3 +2) (x+3) -
>l x -1 x—>' (x—1)-(Vx+3+2) ’f—>1(x—1)(\/x+3+2)

~1 i I
=lim =lim———=—
=l(x-1)- (\/x+3+2) >\x+3+2 4
5o/ lim\/x+2r—\/2x+1 (Jx+2 V2x+ D(Wx+2 +2x+1)

x=>1 x—1 Pl (x—=D(x+2 +42x+1)
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i FED-@x+D) ~(x=1)
=1 (x = DWx+2+42x+1) = (x=DHx+2 +4/2x+1)

=|im i i

—1
x>l «/x+2 +J2x+1 _\/§+\/§_2\/§.
\/x3+l —\/x3+x2 (\/353+1—\/x3+x2 )(x/x3+1+\/x3+2)

3°/ lim =lim
x—1 x—1 x—1 (x—l)(\/x3+l+\/x3+x2)

—— 2 p— —
lim l—-x _lim (x—-D(x+1)

x—>1 (x_l)(Jx3+1 +\/x3+x2) =l (X““l)(‘/x3+] +\/x3+x2)

T €20 B
X +1+4x° + %7 2

4°/eOna: x’ —x-2=(x+1)(x—2) et lorsque x — 2",

[x——2|:x—2 et ;xlzx donc

lim ‘x[-|x—2| = lim Xx=2)

1 1
=27 x(x* —x=2) w2 x(x+1)(x-2) o2 x4+l 3

Lorsque x — 27,

x—2]:—(x—2) et |x‘:x donc

i ]xHx—2| ~ lim -x(x-2) .. -1 -l
=2 x(x*—x—=2) =2 x(x+1D)(x-2) =2 x+1 3

ona: hm ‘xL-‘x—-ZZ‘ # i |xHx—2|

5 donc la fonction
=27 x(x" —x—-2) =2 x(x"—x-2)

X ’xL lx—2[ n’admet pas de limite lorsque x — 2.
x(x"—x—-2)
| 2
5o/ tim ® R D e

x—=0 xz — ’x' x>0 x°
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[ Solution3:

2x2 + x— :
1o/ tim 25X i 2 g
X~>+00 x" -+-ax X—>+D 'x
2 5
o el s
2°/ lim X X = lim X X  — lim X X
X—>—m X X—>—0 2x X~ 2x
- X ]+2___5_
2 1
= lim 2 = llm—l l+z——§,-:———
X - 2x X—>—o X x° 2
39/ lim V3x* +x—1+x= lim [x] 3+—1-——12—+x

X—>—0 N—=>—2

X X
: 1 1 : 11
= lm-x,[3+———+x= lim x(1-,/3+——— )=+ car
X—>—0 X b X—>»—=0 X X
: 11 =
fim 1—J3+———,=1—\/;<0
X—>—00 X X~
} I
4°/ lim vx* +x+1—mx = lim x( l+l+ — — )
X—=>+0 X—+w X x“
. 11
or lim fl+—+—-m=1-m
X-—>+0 X X ‘

. . )
e Sim<l: limvx +x+1—mx =4

X—>+®
- - 2
eSim>1: lim+vx +x+1—mx =—0
X—~>+00

eSim=1":

x(1+ )
X

2 2
. > .o X" H+x+l-x7 . |
limVx +x+1—x= lim = |lim -

X+ x>t [ 2 X400 1 i 2
X +x+1+x x( ]+__+_2_+]
X X
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Solution4:

1o/ lim. 22X~ 1 =1.

x—0 X
sinx sin2x
o osinx4sin2y .y 0 ¢ 142
2°/ lim— : = lim— . = =-3
x=>08inx —sin2x «~~0SINX SIn2x 1-2
X X
. slnax a
(car Iim =—).
=0 pbx b

2 . D 2
3°/ona: 5cos  x+sin”x—4cosx =5¢c0s° x + 1 —~cos” x —4cosx
2 2
=4cos”x—4cosx+1=(2cosx—1)" donc:

. sinx : sinx .
lim - — = lim —=+00 car sin—>0
,‘._,% 5cos” x+sin“ x —4cosx H% (2cosx—1)"

et lin}r(2cosx~—1)2 =07,

o=
3

4°/On a, d’une part Vxe R,-1<sinx<l = 1<2+sinx<3 =

1 1
—<—x<1Q
3 2+sinx M

et d’autre part : —1<—sin®x<0=>x—-1<x-sin’x<x (2).

En multipliant les 2 encadrements (1) et (2) on obtient : Vx > 1

. 2 « 2
x—1 x-sin”x x—1 x-sin"x
< : <x =>Vx>1, < - or
3 2+sinx 3 2+sinx
)
.ox—1 . XxX-—sin“x
lim —— =+ don¢ lim ———— =+,

x40 3 x40 D 4 Sinx



Continuité et Limites s 14 e 4™ Maths

5°/ Posons X = ! . Lorsque x — 4o alors X — 0" d’ou

X
) . . sinX
lim xsin—= lim =1.
X—>+o0 x X0t X
. . 2 . 2 .
6/ lim sin(ax) — sin(x ): lim sin(x”) sm(ax)-
x—a a—Xx X—a xXxX—-a

Posons A(x) =sin(x*)—sin(ax).Ona: h(a)=0 d’ou:

L2 )
lim 20X ZS109 i h(x) —h(a) = h'(a) (car h estdérivable sur R).

X—a X—a X—>a xX—a

Or H'(x)=2xcos(x?)—acos(ax) d’ot h'(a)=acos(a’).

- S
Conclusion : lim sin(ax) —sin(x”) =acos(a’).

X—>a a—Xx

‘Solution5:

. ) in X
1°/ e lim f(x)= lim x-sinlz lim —l-szz lim 202 o
X—>—00 x——0 x X-0 X X=0" X
1
(X=—,quand x > - alors X—07).
X
1
e lim x*(cos(—)—1). On pose X _1I ; quand
X-—>+0 X X
x —+oo alors X >0
alors lim x? [cos(~1—) ~1]= lim ~1—2(cosx—1) = lim 395X,~—_l=“—1.
X—>+0 X X—0" X X—=0" X~ 2

. 1 . * . . .
2°/ x> xsin(—) est continue sur R (produit et composée de fonctions
X

continues) alors f est continue sur ]-o,0[ .

e x> -2x? est continue sur R (fonction polynome) donc f est

continue sur ]O,—l—[ .
/A
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v e —
——— ——

® x> x° (cos(—l—) —1) est continue sur R (produit et composée de
X

. : : |
fonctions continues) donc f est continue sur J—, + o[ .
y/

Continuité de fen x, =0 :

e |lim f(x)= lim xsin(—]—) .
x—0" x>0~ X

\ -
Ona: Vx<0: —lgsin(l)SI d’ol x < xsin(—)<—x
X X

Et comme lim x=0 et lim(-x)=0 alors lim f(x)=0.
x—0"

x—0" x—0"

* lim f(x) = lim -2x* =0

x—0 x~>0"

ona: lim f(x)= lim f(x)=f(0) donc f estcontinue en x, =0.
x—07 x>0

.y ]
Continuité de fen x, =— :
T

lim f(x)= lim -2x*=—
- 1~

x—>— X—>— a

T T

lim f(x)= lim xz(cos(—l—)—]):—l—i-(COSE—l):;%—
ot el X 4 "

T T

lim f(x)= lim_f(x)=f(i) donc 1 est continue en x; =-1—.
1° 1 Vs 7

X—>— X~p>—
T V4

Conclusion : f est continue sur R .

Solution6:

19a) lim f(x)= lim 3V4x> +2x+1+2x~3

X-->—0 X——00

: . 2 1
= lim 3\/x2(4+%+%)+2x—3 = lim 3|x! 44+ —+—+2x-3

X—>—0 X X—>—w X X 2

x
. 2 1 R : N 2 1 3

= lim -3x {4+ —=+-—+2x-3 = im x(-3,[4+—+— +2~—) =+
X——w X x° X—>—00 X x- X
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b) eOna: Vxe[—;i,-koo[,—]SsinxSl et —1<—cosx <1
donc —2<-cosx+sinx<2 = 0<2-cosx+sinx <4
d’autre part on a : Vxe[%,+oo[,3x+l>0 donc Vxe[—i—-,-}-oo[, f(x)=0

2—-cosx+sinx < 4

eOna: Vxe[£,+oo[, 2-cosx+sinx<4 = <
4 3x+1 3x+1

4 _2_7C¥*D) 6 car xe[Z 4o doit Vae[Z oo, f(x)<2.
3x+1 x  x(Bx+1) 4 4 X

Conclusion : VXE[%,-}-OO[, 0< f(x) < ~2~
X

00na:Vxe[-Z~,+oo[, Osf(x)sg et lim g=0 alors lim f(x)=0.
X

X400 X X+

2°/e lim f(x)= lim_x(x—%)zo

X—>— X—>—
4
) . —COSx+sinx+2 2
e lim f(x)= lim o =
+ + n
T T x+ 3._+]

x> X—>—
4 4

2 . \
f&) ===~ donc f n’est pas continue a gauche en %, et f est

4 Ez—+-1
4

: . : T
continue a droite en 7

Sﬁlution Tiie

1°/ Pour tout xeR,ona: (-x)eRet f,(-x)=-f,(x) donc f,, est impaire.
in(mx?)

. S . * ,
2°/ La fonction x est continue sur R* comme composée et
X

. . . « . 1
produit de fonctions continues sur R : x> sin(mx?) et x> —.
X

: 2
: . sin(mx

e limf,(x)= Ilmx%—)-
x>0 x—0 <

X

. 2 .
limx=0 et lim M_) — lim sin(mX) _

3 m
x—0 x>0 X X—0 X
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donc linéfm (x)=0-m=0=f,(0) d’ou f,, est continue en 0.
X—>

Conclusion : f, estcontinue surR.

3°/ Vxe R, —1<sin(mx?)<1 donc pour tout x<0 ona:

lgf,,,(x)s-_—1 et comme lim L lim _—I:O alors lim f, (x)=0.
X X

X=X xo-0 X X—=>—D

¢ Vx>0, <f (<t lim 2= lim 120 = lim f,(x)=0.
X X—>+00

X X=>4m X X—>+o X

Solution8:

1°/ D, ={xeRtel que x> -m=20)

() x*—-m=0 x*=m.
e Si m>0 (*)admet deux solutions x'=+m et x'=—m .

x |0 —vm Jm

x2 —m

v ho-

D, =l-o0,~m]UWm,+f .

m

eSim<0:x2-m>0 D, =R.

m

2°/ lim myx® —m+2x= lim mlx’ l—ﬂz+2x

X——D X—>—0 X

e limx =+

X —=>—-x

e lim—m ’1——’2—+2:—m+2
X—>—-00 x"

m__ |- 2 +00
—-m+2‘ + b -

—Si m<2 = lim f,(x)=+0
X—>H—®

—Sim>2 = lim f,(x)=-x
X-—>—0
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2 2

~Sim=2 = lim 2Vx? -2 +2x= lim 4(x” —2)—4x
X—»—00 X w(z ’x _ 2x)

= lim ———————zo

X \/x"—-2-x

. llm fm(x)— lim m_|x~ (1——)+2x- lim mx ’1——’—7:— +2x
X—>+00 X—>+mw x°
= lim x[m /l-—~—+2]
X—>+0 X
or lim x=+00 ; lim m [l-——+2=m+2
X+ Xe>h 0D x°

m_ |-« —2 +00

m+2 ‘ - P +

—Si m<=2 : lim f,(x)=-o
X—>+0

—St m>-2: lim f,(x)=4o

X—>+0

2 a2
—St m=-2: ltm [ (x)=lim (- 20x? +242x) = lim Ax” —4lx +2)

e XD oy A xt 2

lim _—4:0

oy 2
T AT +2

Solution9:

1°/e La fonction x> x° +3x+1 est définie sur R et en particulier sur

[0,+00].

e La fonction y . 3MX est définie sur R et en particulier sur
X

]—00,0[ donc D,=R.




Continuité et Limites ¢ ]9« 4°™ Maths

2°/e lim f(x)= lim x> +3x+1= lim x* = +.

X—>+w X—>+w X—>+00

sinx 1

eona: VxeR, —1<sinx<1 donc VxeR’ ,_< <—— €t
X X X
. : 1 :
comme lim —= lim ——=0 donc lim f(x)=0.
X—>=-0 x X—>-0 X X—>—0

3°/e lim f(x)=lim x> +3x+1=1.

x—0* x=>0%
sinx
® lim f(x)=lim——=1.
x—=0" -0 X

donc lingf(x) =1= f(0) et par suite fest continue en 0.

Solution 10:

1°/D;=R.
2°/ e llm f(x)— hm—l—\/—xm—-

e lim f(x)= lim 1++/x =40,

X—>+o0 A—>+00

3°/e lim f(x)= lim 1+ Jx=1= f(0) donc festcontinue a droite en 0.
x—=0" x—=0"

e lim f(x)= lim-1-+-x =-1# f(0) donc f n’est pas continue

x—0" x—0

a gauche en 0 et par conséquent /' n’est pas continue en 0.

Solution 11:

-0  sia=0

1°/e lim f(x)= lim ax’ +3x={+0 si a>0

X—>—00 X—>—0

-0 si a<(

e lim f(x)= lim x’ +2ax+1= lim x* = 4.

X—>+0o0 X—>+00 X—>+00
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2°/a) o lim f(x)=lim x’ +2ax+1=2a+2.
I+

x—> x—1*

o lim f(x)=limax’ +3x=a+3.

x->1" x—=I1"

b) fest continue en 1 ssi lim f(x)= lim f(x)= f(l) <
x—1 x=>1"

2a+2=a+3=a=1.

‘Solution 12:

1°/Ona:pourtoutx e R : X’ +x+1>0(A=1-4=-3<0)
Dou: Df, =R
2°/P(x) = x>+ x + |
P est une fonction polyndme donc P est continue sur R

et comme pour tout x € R : P(x) > 0 alors P est continue sur R

Q(x) = mx

Q est une fonction polyndme alors Q est continue sur R

Ona: f = \/—}_)- -Q d’ou f est continue sur R

3°/limf = lim\/x2[1+l+ l,j—mx = lim(x \/l+l+%—mx]
+00 +00 X x° +00 X X

tme{ o)

[ lim x =+
Ona: < 1 1
lim \/1+—+—2*m:1—m
Lx—>+oo x x
m_ |- | +00

Pour m<1: limf = 4+



Continuité et Limites AR 4™ Maths

Pour m>1: limf = —oo

Pour m=1:

: : : N+x+l>x<
limf =limvVx’+x +1-x = lim
)
x| 1+—
X

= lim >~\(1+le =

B 1
~ lim ~
+o 5 ] ] + 1 ] 2
X+ —+—5 | +x N ey
X X X X

4°/Ona: limf  estfiniesim=1

m

D’ott pourm=1,Cf, admetau voisinage de +0o une

asymptote horizontale d’équation : y = 5

+oc pour m < 1
o/ 1t _
S /lganfm(x) T {00 pourm>1

l ourm=1
2P

Pour m #1 ona:

I f(x)_. Vxl+x +1—mx
1m = |lim

+o° x +o0 X

§\[ I+i+ 12 —~m]

= lim i =1-m
+x }\

m[f (x)—(1~-m)x |

= limvx’+x +1—mx —x +mx

+x

= limvx®+x +1—-x =%

] .
Dou: Dp:y=(l-m)x+ 5 est une asymptote a Cf, au

voisinage de +o0
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1°/Df =R\ {-1}

: .2
2°/limf = lim X Teosx
=1y -7 x +1
limx +1=0"
Ona: {7
lim 2x +cosx =-2+cos(-1)<0
x->(=1)

D’ou: limf =+

-1y
: . 2x +cosx
limf = lim
(-1 -0t x +1

lim2x +cosx =-2+cos(—-1)<0
-1

Ona: _
lim (x +1)=0"
x—>(-D*
D’ou: limf =-o0
-

D : x = -1 est une asymptote verticale a Cf
3°/

a) Pourtoutx € ]—1,+oo[ :

-l €cosx L]l = 2x—1 <cosx-2x < 2x + 1

Or pour tout x € ]—I,+oo[ ona: x+1>0

2x —1 Sf(x)Sszrl
x +1 x +1
b)
e lim 2=l - im & s
x—>+oox+l x>ty
e lim 2o im F s

x>+ x +1 X 40y

Et comme pour toutx>-lona:
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— e —

2x —1 <f@x) < 2x +1
x +1 x +1
Alors lim f =2

D : y =2 est une asymptote horizontale 2 Cf au voisinage de +o0 .

2 ~2x —
2°/dx)= f(x) -y = 2x +cosx _5 o 2x tcosx 2x -2
x +1 x +1

_cosx -2
x +1
Ona:pourtoutx e Df : cosx—-2<0

epourx €] —oo ,-1[: d(x) >0

d’ou Cf estaudessusde A sur]-1, 4o0of
epourx €]-1, +oo[: d(x)<0

=>Cf estaudessousde A sur]-1, +of

5°/ona: 2x—1 <2x+cosx <2x+ 1
pourx<-] ona: x+1<0

2x +1 : -
d’ou: Vx <-1: X <fx)< 2x -1
x +1 x +1
ona: lim 2x +1 =2 et lim 2 _1=2
xo-o x +] x> x +1
d’ou limf =2
Solution 14:
19/ lim - —%5%
x—-0" X
Vi+x? -1 (1+x°~1) : x’

lim = lim

= lim
20X S xWlax?+) Y x Wl4x? +1)
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= 11m =—=0

Ona: hrr(l) f(x)=0¢€ R donc f est prolongeable par continuité en 0

{fl(x) =f (x) pour x #0

fl(O)—hmf 0
3°/ lim f(x) ?

-1 €cosx £1 = 0L l—-cosx<2

2
= Pourtoutx>0: 0 <f (x)<—
X

2
0<f (x)<— pourtoutx >0
X

Ona: 5
lim —=0= lim f =0
X —>+o0 ¥ X =400
\/xz(”*la:j—] Y P
lim £ = lim a = lim X
X —>—on X —o—w X X == X
([
= lim X =-1
X —>—0 x x

D, : y =0 est une asymptote a C/ au voisinage de +o0
D; : y=-1 est une asymptote 3 Cf au voisinage de —o0

Solution 15:

1°/ lim £ = Jim u = lim — X (x<0 alors x| =-x)
X >~ X —>—o0 ) 1 X =% ] 1
X 1+__f ’x, +;C—2—
-1
= lim i = lim = -1
P ] 1 X =0 1
—X 1+'—"‘2‘* ]+*—'£
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——

Conclusion . liny =-1 donc D :y=-1 est une asymptote

'/, . . .
horizontale z‘x '} au voisinage de -0
g

2°/
a)(}( ‘~1<cosx <1
cosx —1
\[_ \/_ <0 pour x > 0
lim ——
X >+ \/_— )
b) Ona: 4 alors lim f =0
ez\/x—>o:;5f(x)so '
L Jx
D’ou: D': y =0 est ue asymptote horizontale a Cf au
voisinage de + o0
c ~ . I-c¢
lim f = lmﬂ-—l = hrn—\/;(——ﬂj= 0x0 =0
x—0" x =07 \/)_C— x—=0" X
39/ lim £ = lim ——— =2 _

x>0 x =0 /x 2 +1 \/i
Ona: limf =1limf =0=f (0)
x —0* x 0"
D’ou f est continue en 0
X

by *lim? IO el ]

¥ >0 X -0 X 0" X B x>0 /x2 +1
\

. hmf(x) -/ (0) _ cosx —1 \/‘[1 cosx )
x—0* x =0 ‘€—>0+ .X'\/; x 0" x“
= 0% =0=£,(0)

ﬂ 0) = fd' (0) d’ou f n’est pas dérivable en 0

C/f admet deux demi-tangentes en 0

= =
T]I Y * ;Tzl Y
x <0 x =0
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Solution 16

=0

1°/e lim f (x ) = lim
x =07 xy—0" 2x +1

elimf (x)= hmsmx :lim\/;51nx =0x1=0

x =0 x=0" \[x x 0" X

a: f(0)=0 et limf =( alors f est continue en 0

x° X
2°a hm -—=lm-—=—oo
) imf = n o= hm o
x
TNPALCD NN S [ . S T S
X x X-o oy x>-0Dx +1 X >-m Dy 2
2 -— J—
e lim f(x)—ux = lim | =—— -2 | = lim - :
X - X - 2x +1 2 X —>-m 4x +2 4
1 1 : .
D:y= EX - Z est une asymptote a Cf au voisinage de —0
x’ x 1 x?  2x -1
b) Pourx e R™: f(x)-y= ——— - .
) Four A (2 4) x+1 4
4 —(2x -DRx +1) 1
4(2x +1) 4(2x +1)

1 :
Pourx € ] —©0 ,-5[:f (x)-y <0 donc Cf estedessous de A

1
Pour x € ]- 5 0[:Cf estaudessusde A

sinx 1
3°/Pour x>0
J_ \/— \/—
Ona: lim —==0 et lim ——==0 alors limf =0

X =>4 / X >4 / X =40

D : y=0estune asymptote a C/ au voisinage de +0.
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™

Des résultats a retenir ;-

4 @ Soit ((u,) une suite réelle et a fini ou infini .

lim u, =a sietseulementsi, limu, =aet limu,  =a.

N>+ n—>+mn n—>-+o0

‘| ® Toute suite convergente est bornée .
:| @ Soit une suite (U,) convergente vers un réel a .

* S’il existe un entier Ny tel que 0 < u, pour tout n = N, °
alors 0< a.

* S’il existe un entier Ny tel que u, < 0 pour tout n > Ny,
alors a <0 .

| @ Soit un entier naturel Ny et une suite ( Uy),n = 0. on suppose qu’il

existe deux réelsmetM telque m<u, <M ,n > 0.
st la suite (u,) est convergente vers un réel a, alorsm < a < M .
e Soit (u,) une suite géométrique définie par u, =q",n > 0, ol q est
un réel non nul .
*Sig>1,alors lim u =+

X—>+®0

*Silg| <1,alors lim u, =0 .

X —>400
*Si q £ -1, alors la suite (u,) n’a pas de limite .
*Sigq=1, alors la suite (u,) est constante .

.| @ Soit /" une fonction continue sur un intervalle I et (u,) une suite

d’éléments de I .
Si (un) tend vers un réel a de I alors (f (i, )) tend vers f (a) .

e Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ( U,) une suite

d’éléements de [ .
Si lim u, ={ (finiou infini ) et si lln}f (x ) =L (fini ou infini),

X —>+0

alors lim (f (u,)) =L.

X ~>+oD

| ® Soit deux suites (u,) et (v,) convergentes respectivement vers deux

réelsaeth.
S’il existe un entier Ng tel que u, < v, pourtoutn > Nyalorsa < b .
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1 e Soit trois suites réelles (u,) , (v,) et (wy) . Soit a un réel .
On suppose qu’il existe un entier Ny tel que v, <u, < w,,n 2 Np.

Si limv, =limw,k =qg alors limu, =a .

X =300 X —>+00 X —>+0

e Soit deux suites réelles (u,) et (v,,) .
| On suppose qu’il existe un entier N tel que 0 < ]u”l <v,,n=N.

Si limv, =0 alors limwu, =0

X 400 X >+

| * Soit deux suites réelles (uy) et (vn) .
* S’il existe un entier Ng tel que u, = v,,, n = Ngetsi lim u, = +00

X —>+0
alors limv, = +o0.
X >+
* S’il existe un entier Ny tel que u, < v, n =2 Nyetsi lim o, = —©
X —=>4w
alors limv,k = —c0.
X —>+00 4

¢ Soit (u,) une suite définie pourn = 0.

*Si la suite (u,)est croissante et majorée , alors elle converge vers
un réel a et pour toutn > 0, u, < a.

* Si la suite (u,)est décroissante et minorée , alors elle converge vers
un réel b et pourtoutn = 0, u, < b.
e Toute suite croissante et non majorée tend vers +o0 .
e Toute suite décroissante et non minorge tend vers —co .
{ ¢ Soit une suite (u,) vérifiant le relation de récurrence u,. = f () ,

n > 0ou f estune fonction .
Si la suite (u,) est convergente vers un réel a et si la fonction [ est

continue en a alors a= f (a)

| e Deux suites (u,) » >0 et (vy)n >0 sont adjacentes lorsqu’elles vérifient
| les conditions .

*Pourtoutn = 0,u, <v,,
* La suite (u,) est croissante et la suite ( v,) est décroissante .

* La suite ( v, - u, ) converge vers 0 .
Dans ce cas les suites (u,) et (v,) convergent vars la méme limite .
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[__EXERCICES _

Exercice1:
Soit (Un), .
U, =1

_ Un
24U
1°/ Montrer que pourtoutn € N ona: Un>0

1
2°/a)Montrer que pour toutn e N U,y < 5 U,

.l H
b) Montrer que Vn e N: Un < (5]

3°/Montrer que (U,) est convergente vers 0
4°/Soit S, = Uy +U; + Uy + ...+ U,
a) Montrer que ( S,) est croissante

n+l
b) Montrer que S, £ 2(1- (%) J

¢) En déduire que (S,) est convergente vers un réel ¢ € [1,2]

n

14U
1°/ Montrer que pour tout n € N ona 0<U, <1
2°/

a) Montrer que (U,) est une suite croissante

b) Montrer que (U,) est convergente

c) Calculer lim U,

1-U,
1+U

n

3%/ Vyp=
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a) Montrer que : Vyuy = V)

(')
b) Montrerque: Vn e N : V,= (%)

4°/
4
a) Montrerque 0 < 1-Upy < 3 (1-Uy)

b) Montrerque 0 < 1-U, < (—:—J

c¢) Montrer que Pour toutn € N’

On considére la suite (U,) N tel que U, = Z(_IE'J
p=l p

1°/ Calculer U, et U,

2°/ Montrer que (U,) est croissante

3°/ Montrer que

1 1
a) Pourtoutp=22: — < ! ——

p- p-1 p
b) En déduire que (U,) est majorée
4°/ Montrer que (U,) est convergente .

On considére la suite (#,),.n définie par: u, =1 et

VneN, u, =~u’+2.

1°/ Prouver que Vre N, u, >0.

2°/ Etudier la monotonie de ().

o 4,2
3°/ On pose v, =u, .
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a) Prouver que (v,) est une suite arithmétique.
b) Calculer v, puis u, en fonctionde n.

4°/ Etudier ainsi la convergence de (u,,) .

Soit la suite (u,) .. définie par:

ul:i et VI’IEN*, un+l:3_ ~ '(3_un)'
2 2(n+1) =
1°/ Prouver que VneN', u, <3.
2°/a) Justifier que : u,,, —u, = 72 ——B~u,).
2(n+1)

b) Etudier ainsi la monotonie de (u, ).
3°/ Montrer que (u,) est convergente.
4°/ On pose v, =n(3—u,) ol neN".
a) Prouver que (v, ) est une suite géométrique.
b) Calculer v, en fonction de n.
5°/a) En déduire le terme général de (u, )‘ :
b) Calculer ainsi la limite de (u,,) .

—

On considere les deux suites (u,) et (v,) définies par :
{”o - 3?"!n tV, Uy +3vn

v, =2 el T T Vn+1=—ro

1°/Calculer u, et v,.

2°/On pose pour tout entiern : w, =u, —v, .
a)Prouverque (w, ) est une suite géométrique et déterminer sa raison.
b) En déduire que VneN, u, <v,. |

3°/a) Etudier la monotonie de chacune des suites (u,) et (v,).
b) En déduire que : VneN, u,>1etv,<2.

¢) Justifier que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /. -
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4°/On pose VrneN, a,=u,+v,.
a) Prouver que (a,) est une suite constante.

b) Calculer alors /. | | | |
5°/ Exprimer en fonction de », le terme général de (u,) et (v.,;) .

Soient les suites tels que : Uy =1 et Vy =2 et VneN,
2U,V \% -
el — "H'n et Vn+1 — UH + n .
u,+V, 2
1°/ Démontrer que 0<U, <V, .

2°/ a) Démontrer que (U,,) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante.

b) Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites convergentes vers la méme
limite / .
3°/ a) Montrer que VneN, U,-V, =2.

b) En déduire la valeur de /.

Soient les suites (U,),n €t (V,), \+ définis par :

1

n
1
U, -_-kz(';z etV,=U, +—

1°/ Montrer que (U,)) est une suite croissante et que (V,,) est une suite
décroissante. |
2°/ Montrer que VpeN, VgeN ona: U,<V,.

3°/ Montrer en utilisant le 2°/ que (U, et (V,,) sont deux suites convergentes
vers la méme limite.

Soit la suite (U,,) .. définie par :

Uo=1,U,=2, VneN, U,,, =221y,
n+2
!
1°/ Montrer que Vne N : U,, =—(-%P-224- ;
(n): 2°"

2°/ Soit neNetVV, =(n+1)U, U,,,.

Montrer que (V,) est une suite constante.
3°/ Exprimer U,,.; en fonction de » .
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n

Soit la suite (U, ),', définie par : U, Z

n+k

1°/ Calculer U; et U, .

n+l <uU <]+2n.

2°/ Démontrer que Vne N’ ,
n* +1 n

3°/ Démontrer que (U, ), .- converge vers 0.

1°/ Démontrer que Vx>0, Vn>2 ona: (1+x)" >C3x?.

n+1
n

2°/ Soit la suite (U,,),n définie par U, =

a) Prouver que Vn<2, U, < An+1) .
n’—n

b) Etudier ainsi la convergence de (U, ).

3
x )
1°/ Montrer que Vx>0 ona: x “_6 <smx <x .

nt(n+1)*

n
2°/ Montrer que Vne N, Zk3 = n

k=0
n

nos . e s ) . ak, .

3°/ Soit la suite (U, ) définie par: U, (a)= Zsm(—T) ol « estun
k=1 h

parameétre réel >0.

Prouver en utilisant le 1°/ que :

a(n+1) a’(n+1)’ n+l

Vn2>1 ona: <U, <a
2n 24n* ()

4°/ En déduire que (U, (a)) converge vers %.
C k

5°/ Soit la suite V = Zsin3(——,~) ; (n21)
_ n-

: .3 1. 3.
a) Etablir que Vxe Rona: sin’ x= —-A-l-sm 3x+zsmx :
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1

b) Montrer que Vn2>1 ona: V, :_ZU"(3)+231_U'{‘(1~)-?;‘. L

¢) Montrer alors que (V,,) est une suite convergente vers z€ro.

n .
Soit la suite (U,), - définie par: U, =» 27
k=1
1°/ Montrer que (U, ) est une suite croissante.
2°/ a) Prouver que Vk>1 ona: k!>k.

b) En déduire que Vn2>1 ona U, <1 —(—;—)" .

: i
3°/ Montrer que (U,) est convergente vers un réel./ G]E,l[ .

x2

2x—1"

Soit la fonction f définie par : f (x)‘=

1°/a) Montrer que Vx>1: f(x)>1.
b) Montrer que Vx>1: f(x)<x.

2°/ On considére la suite (u, ), .y définie par : {
Up = .f(un)

a) Montrer que Vne N, u, 21 . |

b) Etudier la monotonie de (u, ) .

c) Montrer que (u,) est convergente et trouver sa limite.

3°/ Montrer que Vn e N, U, =

1
— Ul‘l + —
n.n!
1°/ Montrer que (U,) est croissante et (V) est décroissante

2°/ Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes .

(neN)
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U,=2""sin [212 ] .y, =2 tarl(zi2 )

1°/Etudier le sens de variations de chacune des suites Uy et (Vo)
2°/Montrer que V, > U,
3°/Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes et calculer

leur limite

U, =1 V,=2
2U V ;
Un+l —_——n /4 = Un +Vn
U +V, i 2
1°/ Montrer que pour toutn € N
0 < U,<V,
2°/
1
a) Montrerque: V. — Uy < 5 (Vo=Up)

=

b) Montrer que: V,— U, < (é—]

3°/ Montrer que (U,) et (V,,) sont deux suites adjacentes .
4°/

a) Montrerque Vne N : UV, =2

b) Calculer alors la limite £ de (U,) et (V,)

X

I- Soit la fonction f définie sur R" par: f (x)=———
l+x +x°

1) Montrerque ¥Vx >0 ona: f(x)<x

2) Etudier les variations de  surR”
II-

N
) Un+l =f (Un)
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a) Montrerque VneN : U,>0

b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite
2)

a) Montrerque Vn > 1: f (—I—JSL
n) n+l
b) Montrerque VneN : U, < 1
n+1
3)
a) Montrer que 1< L1 <1+ !
U n+1

n+l n

b) Montrer que Vn eN' n< z]—l———l <n+ Zl
n k =1
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H

1°/ Ona: Uy=1>0
Soit n € N, supposons que U, > 0, montrons que U,.; > 0

Ona: U, = - Un = >0
2+Un
Conclusion : Pour Ve N :U,>0
2°/
1 _ _3 773
&) Upa- 10, = Ut ~y,= 22000, - UJ <
2 2+Un* 2 212+U72) 2+U,°
1
Dot pour Ve N : Uy < 5 U,
b) Pourn=0,0na: Uoﬁ(l)o
. v )
I <1 vrate
n n+l
Soitn € N :etU, < (_;_J ; Montrons que Uy < (%J
n+l
" 1
Ona: U,,u<_l :>—UnS—1-
2 2 2
]. n+l
or :  Up < -1, Dol ; Uy < (}_] -
2 | 2
Conclusion : Pour Vi € N : U, < (l)
2
f [lJn
0<U, <) —
3°/ Ona: 2
lim (l) =0 (-—l—e]—l,l[J
\n—)+o: 2 2
Dou: IlmU, =0
4°/a)Sn+1 - Sn = ( U() + U1 + Ug + ...t Un+1 )"(Uo + U] + Ug + ...t Un )
= Un+1 >0

D’ou : (S,) est croissante .
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b)Ona: U, < (l) :
2

Dou: S, <1+ (l) + (l)_ + ...+ (l
2 2 2

1

2

n+l
D’ou: S, < 2[1 - (l) J
2

n+l
¢)Ona: §, < 2-2[%) <2

(S, ) est une suite croissante o E
D’ou ( S,) est convergente

(S,) est majorée par 2

Onnote £ = lim S,

ona: S,=Up +U;+U;+...+U, >Up carU,>0
d’on: S,>letparsuite { =1

ona: S,<2 dou (L2

conclusion: 1< ( <2

1
1°/ Ona: U0=—2— d’ou O0<wyy<1

Soitn € N , supposons que 0 < U, < 1 et montrons que 0 < U, <1

Ona: Unﬂ‘—‘——z-g—"— > (0car U, >0
Lo +1
Uy -1 = 2(2]n = 2Un_2UJ"1 _ «(U,;—l)" <0
U, +1 Un” +1 U, +1.

Don: 0< U,,+_1<1
Conclusion: Vm e N :0<U,<1.
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2°/
a) Up. -U, = 2(21;,.. -U, zUn(l—lé,:)
U, +1 1+U,
Ona: 0<Un<1' d,Ol‘lliv (I-U,3)>0

Etparsuite: U, -U, >0
Conclusion : (U,) est une suite croissante

b) {(Un) est une suite croissante
(Un) est majorée par 1
d’ou (U,) est convergente
¢) Soit £ =1lm U,

X —>+00

U =f U,) ob f(X)“

f est continue sur R
Dou: £=f (£) etpar suite

(= 262'd’m‘1 B+ 0=20 signifie : £ =0ou { =1ou ( =~1
1+7¢ | '
U 1 A
Ona: L) alorsU_> — orU;<Il

: 2
(U, est croissante

d’ou %SU,, <1 et par suite %S€<1

Conclusion: {=1=1im U,

30/ |
_y,, - | :
0 Vo= LU _ U 1wz -2um {Hf) .
+U,, |, 20, 1+Ui+20, \1+U,
U7 |
1 0
-U, 7.1 (1
b) Vo= -0 =25_-|"]
1+U, 3 3 3
2
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| (27) ‘1 (2)
Soitn € N , supposons V, = (5) Montrons que : V. = L“J

o 3
Ona: V,,; = V> z{(%](z )J =(%)(2 <2 =(%)(2 )

1 (')
Conclusion : Pour Vn € N : V, = (-)

3
4°/ '
a) Ona:U,,; <1 dou: 1-U,+; >0
2
1-U
1-Upey =1~ 2U,,2 =( nv)
1+U; 1+U;
s Yoowuros v
1-U, 4 5-5U, —4-4U?
=(1-Up) | —=—— [ =(1-Uy)
- 1+U,; 5 | - 51+U,)
_(-U)a-5u,-4U,)
51+U )
Soit P(x) = -4 x> - 5x + 1
A =25+16=4]
s—val, s+ydl
X = ;X =
-8 -8
XI X" X'

P(x)

Or U, e [1,1] dou: 1-5U,-4U> <0
2

1
(x’<§<])etparsuite 0< l-Un+l_<§(]'Un)_
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b) Soitn=0

4y 1
0<1-Up < 5| vreie carona: U0=§—

4 n
Soitn € N , supposonsque: 0 < 1-U, < (E) et montrons que :

k
Conclusion: Vne N: 0<1- U, < (—)

k
c) Ona: 0 1-Ui< (-g—] pourtoutk e N
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39/
pe L _1_ 1
p-1 p (p-1)p -
1 (1 1] 1 1 (p-1)-p -1
* T A R - =
p* \p-1 p) p* (@-Vp p(p-1) pP®-D
D’ou : 12S : —l
p- p-lop
b) Ona > S 1 -—wl—'pou'rtout'p22
p- p-1 p

= ( U,) est majorée par 2

(U, ) est une suite croissante
4° ., Alors (U,) est convergente
(U,) est majorée par 2
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1°/ Montrons par récurrence cj’ue VneN , u,>0.
e Pour n=0 ,ona u;, =1>0 donc I’inégalité est vraie pour n=0 ;
e Soit n € N Supposons que u, > 0 et montrons que u,,+, > 0

Onau,, . 1/u +2 >0

Concluszon. neN, u,>0.
2°/ neN,ona

L. . ,. ) 2 2‘. : : ’ .
un+1—un—\/un+2—un— = == >0.
\/u,,“ +2+u, 1/u,; +2+u,

(Car u, >0 ). D’ott la suite (#,) est croissante.

3°/a) v,,, —v, =u’,, —u =‘(u2 +'2)—u2 =2 donc la suite (v,) est"

n+l

une suite arithmétique de raison 2 et de 1% terme v0 —ul=1.
b)Ona.vn—v0+n F=1420 =Jv, =1+2n"

4°/Ona VneN, u, =+1+2r donc lim u, =+,

n—>+0

Conclusion : (u,) n’est pas convergente.

1°/ Montrons par récurrence que Vae N, u, <3.
e Pour n=1,0na u <3 car y, <5.

e Soit 7 € N". Supposons que u, <3 et montrons que u,,, <3 .

~3=3- 3-u )~3=- -

n+l 2(n+1)( Aun) 2( +])( n)

Or u,<3=3-u,>0 d’od ————’-’—(3—un) <0 et parsuite .. - -
2(n+1) i CT -.;‘,11..-"&_“

Upy —3<0>u,,, <3.

Conclusion : Vne N, u, <3.

20/3) u,,—u, =3_—2—(7n_+3(3—:un)_un :3—un _—_(3_illl)
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n n+2
—(3—u,,)[1—2(n )_(3_,,,,)

+1) 2n+1)

b)Ona VneN, u, <3 = 3—u, >0et nt2

>0 d’ou
2(n+1)

VneN, u
3°/ La suite (u,) est croissante et majorée par 3 donc (u,,) est
convergente. |

4°/a) v,,, =(n+1)(3-u

ae1 — U, >0 et par suite (#,) est une suite croissante.

n+l =3- .
2(n+1)

1) or u -(3—12”) donc

_ n
)
n
2n+1)

3-u -(3—u,) et par suite

Vg =4 )= (3=, ) =2 (-0, )= 2,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison -i— et de 1% terme

b) v, =v,-q" ol q est la raison de la suite (v,) d’ol

) -6
V” =] — = — .
2\2 2
5°/a)Ona v, =n(3-u,) ,pour neN" = 3-u, =2

n
u, =3-2 Or v,,z(—l—) d’ot u,,=3~—i-(~‘-J .
n 2 n\2

1

b)Ona:—1<%<l=> lim(—l—) =0et lim —l—=0 donc lim u, =3.

n-->»+w h—>+n B N—>+®0

1+6 _7
4 4
2°/ a) Woit T Uyt =V = 3u” AL -2 * 3v”
. | 4 4
2 m2v Yo o1,
4 2 2
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. ’ ’ . . 1
donc (w,) est une suite géométrique de raison 5 et de 1% terme

b)Ona w, =w,-q" ou q est la raison de (w,) donc

w :_[?12-) <0 donc w, <0 > u,-v, <0 = u,<v,

n

3u, +v v, —u
3°/a) e VneN, u, , —u =—2—2 —y =2 " >0car u, <v
n+l n 4 n 4 “n n
donc la suite (u,) est croissante.
| u, +3v U, —v ,
e VneN,v ~v =—2—"_y =2 " c(Qcar u, <v
n+l n 4 n 4 n n

donc la suite (v,) est décroissante.
b) e (u,) est une suite croissante donc Vne N, u, > U, or
o =1=>u, 21.
¢ (v, ) est une suite décroissante donc Vne N, v, < v6 or
Vo=2v,L2.
c) *Ona: VneN, u,<v,<2=>u,<2.0na: (u,) est
croissante et majorée par 2 donc (u,) converge vers un réel /.
eOna: VneN, u,<v,oru,21=>VneN,1<y,.
Ona: (v,) est décroissante et minorée par 1 donc la suite v,)

converge vers un réel /'.
eOna VneN, w, .Or (w,) est une suite

n—+om

géométrique de raison % =>limw,=0=0=/-I'1=1".

Conclusion : (u,) et (v,) convergent vers la méme limite /.
3u,+v, wu,+3v,

4°/a) VneN,ona:a

n+l =

4 4 n n
Donc VrneN,ona a,,, =a, ce quiprouve que la suite (a,) est
constante et Vne N, aq, =a, =u, +v, =3 donc VneN, g, =3.
b)Ona VneN, a,=u,+v, 2> u,+v, =3 =
. : 3
limu,+ limv, =3 :>21=3:>I=5.

n—r+w0 n—>+w

un+|+vn+]= + - =u,+v, =a,.
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1%/ Montrons par récurrence que VreN, O0<U, <V,.

e Pour n= Oona 0<Uy <V, (caon—l etVo—Z)

o Supposons que pour un ent:er donne n on a: 0< u,<Vv, et montrons que

0<U,,;<V,,
il = M est le quotient de réel strictement positifs d>ou U,,; >0.
U, +V, .
\Y \Y
Ut =V = 'SU‘H \; . U" ; .
) —n + n o .

_4U,V, -(U, +V,)? _~(U,-V,)’ <0
2U,+V,) 22U, +V,)
d’ou U,,, <V, etparsuite 0<U_,, <V, .

Conclusion : YneN, 0<U,<V,.

= 2Unvn -U. = Unvn —Ui21 = Un(vn —Un)
" u,+Vv, " U,+V, u,+V, ‘
ona: 0< U < v, d’ol U,,-U,>0 = (U,) est une suite croissante.
U, +V, 'v _U,-v,
2 " 2
or U < V d’ou (V,,) est une suite decrmssante

2°/a)e U,,, ~U

Q’V -V =

b)Ona: U <V, et V < Vy (car (V) est une suite decr01ssante) d ou
VneN, U, <2.

(U,) est une suite croissante, majorée par 2 donc (U,) est conVei'gente:' '
(V,) est une suite décroissante, minorée par 0 donc (V,,) est convergente.
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Soit /= lim U, et /'=lim V, = lim V,;

n—+o N—>+x0 H—>+0

U,+V, _+!

Comme V,, = d’ou /' = [=1.

3°/ a) Montrons pér récurrence que VneN, U, -V, =2

epour n=0 : U,-V,=1-2=2

* Supposons que pour un entier donné nona: U, -V, =2 et montrons que
Upit Vi =2. | | -
v, - 2U0,V, U,+V,

u,+V, 2
Conclusion : YneN, U, -V, =2.
b)Ona: VneN, U,-V, =2

n+l

U

=U,V,=2.

n+l

n—r+w n—>+0

comme lim U, = lim V, =/ donc /*> =2 et par suite {l|=~/§

comme />0 donc l=\/5.

l= 1 >0
— k! (n+1)!
donc la suite (U,)) est croissante.
eV -V =U. +— U -L_y . -u + Lot
n+l n o Yn4l (n_+l)! n n!— N+l "(n+1)| n'

1 N 1 1 2 1
(n+1)! (n+1)! n (n+l)

_2-n-1_ -n+l

= Y _(n+1)!SO pour neN .

Ona Vn21, V,,;~V, <0 d’oi (V,) . estdécroissante.
2°/Soit peNet ge N,
I Cas :

Si p<g => U p» SU, (car (U,) est croissanté)
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1 y
Or Vq:U‘l+E = V,2U,don U,<U, sV, = U,<V,.

2™ Cas :

Si g<p = V,<V, (car (V,) est décroissante)

Etona: V,,ZU,, d’ou UPSVPSVQ = U,,SV[),.

Conclusion : YpeN geN , U, <V, .

eOna: VpeN qu', U,<V,

On choisit p=n et g=1donc U, <V, =3

(U,)) est une suite croissante majorée par 3 donc elle converge.

e On choisit p=0 et g=n donc Us<V,,.

Or Ug =1 = V, 21 et par suite (V,) est décroissante minoree par 1 donc

elle converge.
3°/ Soit /= lim U, et I'= lim V,

n—+0 n—>+w
] 1 1 . I
V,-U,=—or nt2n=> —<— = 0<V,-U,<— ..
n! n n n

lim —1—=0 d’ou lim V, -U, =0 et parsuite /=1".

n—+o N n—>+w

ar 1 @) 1
1°/ Montrons par récurrence que VneN, U,, = et 1
< (n!)Z 22"

-0)! '

e Pour n=0, U, =]=Q_9§);,_%
on- 2
: (2n)!
¢ Supposons que pour un entier donné n, U,, = (__'_)_2. T et montrons que
- (n

e (E2)
(n+DN? 220+D

2n+l) =

2n+1 U _2n+1.@2n)! 1

Ona: U = —— =
| T on+2 " 2142 () 2%
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w
__@net 1 @nadRe+) 1 ne2t 1

2n+ () 2P Am+D)(n+ () 227 (n+DN)? 22

!
Conclusion : VneN, U,, =-(2'3)—-—1-—
(n!)z 22”
Vn+l =(n+ Z)Um-l 'Un+2
2°/Ona: _n+l U = V,u=n+Hu,,-U,, =V,
n+2 n+2 n

donc VneN, V, , =V, et par suite (V,) est une suite constante.

3%/ Ona: VneN, V, =V =2 = U, U,y =—
n+l
2 @t 1
:> Uzn 'U2”+1 -—;_—I_—l- or U;," —W. 22”
! 2. 2n 2n+l . 1 2
= Uy = 2 (n) 2 —--—-—-——-—2 (1) .

@ni) @l o T T o

2
1 3 Z 2 2 2 2 121
-—:.'—-—,Uzz e s
2 2 k=08+k 8 9 10 180
o 3_ .3 3 1 1
2°/Ona: 0cksn o> s +ksnw +n > < 3 5‘?
n+n nw+k n
n n I N n 4 n < l.
= << = 35235—?:»
nw+n n+k n o tn on+k n
"(;”')su,,sffz—l- dou vneN', Loy ot
2 n 2
n +n n n° +1 n
) 1 ) ) )
3° lim n; = lim l=0 et lim itl--- lim -l~=0
ns+op° 41 n-o+on n->+0 nZ n—+o N

~ donc (U, ) converge vers 0.
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1°/ On a d’apres la formule de Bindme-Newton :

(a+b)" = Cfa*b"™*
k=0

~k _ k _k
On choisit @=x et b=1 d’oi (1+x)" ~ZC 1" C,x
k=0 k=0

n ) , .‘I‘ ,‘ .- . : . ) . T .- . .A‘
Ona: ZCﬁ x* =Clx®+Clx+C2x* +C) x> +..+C x" : c’est une somme

k=0
de (n+1) termes positifs (x> 0) d’ou ZCk xk >C2 -

k=0

et par suite (1+x)” >C2 x2.

2°/ayOna: (1+x)" > C,,x on choisit x =1 on obtient :

2">Cf, d’olt ] < ]2 = n+1<2(;1+1) car C,2,=-’3(—n;1-l_. L
2" Cs 2" n°-n 2. .
Conclusion : U, < ~2%-?—ﬂ-)—
n —n '
. 2n +1 . |
b) 0<U,,<2(?+]) .Ona: lim : (n )~0 d’ou lim U, =0.
n- —n n—+w n _..n N>+

(U, est une suite convergente vers 0.

1°/ @ Montrons que ‘v’x 20, sinx ‘S;Ix
Soit f(x)=sinx—x ;
S est dérivable sur R, et Vxe R, 'If'(x') =cosx—1<0 car Vxe R, ,'
—-1<cosx <1 | |
x (0 B oo

7' -

oo —




Suites réelles *51 e 4°™ Mathg
= e _—————  — — " |

D’apres le tableau des variations de /', on a : 0 est un maximum absolu de f
. ) ‘ ' o gk

donc Vxe Ry, sinx<x.

3
| X :
¢ Montrons que Vx e R, xv——6*,_<_ sinx .

x3
Soit g(x)=sinx +-6——]

g' est dérivable sur R, et Vxe R,, g"(x)=x—sinx >0 (car sinx<x).
Cx- 0o - s 400

g"(x) | +

0| |
0
g(x) / -

0

D’apreés le tableau des variations de g, ona: Vxe R., g'(x)>0 et parsuite

3
X .
Vxe Ry, x—-6—$smx

3
) X .
Conclusion : Vxe R, , x——6——55mx$x. _

: n oo 2 - 2
2°/ Montrons par récurrence que Vrne N, 'Zk3 = 2__(n4_+1)_“
' - k=0 . .

0 2 >
e Pour n=0, Zk3 =QM——
k=0 4 '

: s ni(n+)? )
e Supposons que pour un entier » donné , Zk = —————— et montrons

k=0

n+l 2 2
que Zk3 _ (n+H*(n+2)
k=0 4
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n+l
Ona: Y k’= Zk3+(n+1) AT (””) +(n+1)

k=0 k=0

2 n* +4n+4 , (n+2)*

=(n+l)2(%—+n+l)=(n+l)2(—-———z—-—)=(n+l)

n*(n+1)>

n
Cornclusion : VneN, Zk3 =

3

3%/ Ona: VxeR., x—--%—SsinxSx et Vk21, Va20, X 50

n
donc pour x_g_{c_ ona: ﬁ_a3k3 (ﬂ)<-‘ﬂ‘-=>
n’ " n? 6n® n? n?
"l bk & k° "ok
Z( — JsU”(a)SZ———z
k=1 n 6” k =} n

o Z(a k o k3)

_a nn+l) & Al(n+l)’ =a'(n+l)_a3(n+1)2'

k =1 6”

w2 e 4 2n 24n’
3 2
dou vnz1 : KD @ @HY y ycqtit]l
2n 24n 2n
; |
4°/Ona: Vn2l : aln+]) _a (n+1)” <U,(@)<a n+l
2n 24n* 2n
3 2 ‘
et lim (a(n+l) a (n+l) )= lim +1=£
n+0  2n 24n n—->+oo 2n 2
d’ou lim U, (a)=—
n—r+©
eix ~e'-ix
5°/Ona: ¥xeR, sinx=————i—'--— @2 =-1)
i

3

. 1 . > 1 . . > iy
— sin x_____é_.(elx_e :x)3 =__8_.(e3px_3elx +3e™ e Slx)
{ /)

— Sil‘l3 x = ___8!_.(e3ix ~3ix 3(elt —ix ))
i
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- l - » s @ A he
= sm3x=—-—.(215m3x—6tsmx) d’ou sin

8i

1. 3.
3x=——sm3x+*.‘£1~smx.

n n '
. _ .3, ko 1 . 3k, 3. &
b) Soit n21,V, = Zsm _(—n~2—) = Z(—ZSIH(?)+ZSln(_n2 )

———Zsm( )+--Zsm(——)--—U 3+ 2y, (l)

c)Ona: lim U,,(a)=-2— = lim U,,,(3)=5 et lim U,(D)=

n—y+c0 n—>+00 >+

dou lim V, =——x—4+=—x—=
n—>+ 2 2 4 2

Conclusion : (V) est une suite convergente vers 0.

n+l n
1%/ U)H-I*Un :Zz"k!_ZZ“k!=2—(IH‘I)! >0
k= k=1

d’ou (U,) est une suite croissante.
2°/a) kK'=k(k-1)x---x3x2x1=k(k-1)! |
ona: (k-1)!>1 d’ot k(k—1)!2 % etparsuite Vk>1 ona: kK2 k.

b) Soit la suite V, =2", |
(V,,) est une suite croissante car V,,; -V, >0.

K2k = V, 2V, = 2 >2" d’o 2"" <2* > Zz"" <Zz*"
k=1 _ k=1

n 1 k | . »
o
k=l 2) ' Lo B
] n
n k 2 n 1—(—] n
Ona: Z(l) zl-}-(l) ++(_]._) _—;l 2 =]_[_]_J
1 n
D'ou U, 51-(*)
2

’ . n - n
3°/Ona: —(%—] <0 = l——(—;-] <l d’ou Vn21, U, <1I.

(U,) est une suite croissante, majorée par 1 donc (U,) converge vers /.
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e
——

————— —

o
Ona: U; =22"‘!=—1—
k=1 2

Ona: vn2l, U, 22U, d’ou v—;-s U, <1 et par suite %$l<l.

x? B x—2x+1 (x—l)2

0/ 1._
8) f)-1=7"7 2xo1 2x-1

ona: Vx>1ona: 2x>2 d’ou 2x— 1>1 d’ou ‘v’x>l on a
Sf(x)-120. |
Conclusion : Vx 21, f(x)=>1.

) f0mre g e ) o sl
2x—1 2x—1 2x =1 2x=1
ona: Vx2>1,1-x<0et2x-1>0 dou f(x) x<0

Conclusion : Vx2>1, f (x) <x.
2°/a) Montrons par récurrence que Vne N, u, >1.

pour n=0,0na u0=2>1
Soit ne N, supposons que , =1 et montrons que U, > 1.
Ona u, 21 donc f(u,)=1 (d’apres 1°/a)) d ou “n+1 _l
Conclusion : Vne N, u, >1. '

b)ona~d’aprés'1°/b)~. Vx 21, f(x)<x.
On pose x =u, car u, >1 donc f(u,)<u, d’od u,,, <u, et par
suite (u,) est une suite décroissante.

c)ona: (u,) estune suite décroissante minorée par | donc (u,,)

est convergente. Soit / sa limite.
Ona:VneN, u, 21 d’ou [21.

Ona: fest contmue sur R\ {;} donc fest continue en I car e %
d’ou f(l)=I.

]
f=1 & o

[=0oul=1.0r [21 dod I=1.
Conclusion : (u,) est-une suite convergente vers 1.

2

1—1 o PP=2-lol’-1=0o 1(1—1) 0=



Suites réelles *55e 4™ Maths

3°/ Montrons par récurrence que Vne N, u, =

epour n=0 ona: 2° =1 d’on = =2=1u,.

¢ Soit ne N, supposons qué u, = N et montrons que

2

2
un

Ona: un+l =f(un)=

2u, —1

n

" Un+1 _Un=

>0 d’ou (U,) est une suite croissante .
(n+1)! |
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* Vi = Vo= Un+l + — —(U" +——_~1—_J
| (n+1).(n+1)! n.n!
1 1

n+).(n+1)! nn!
1 1 1
(n+)! (n+D)(n+D! n.n!

=(Un+1 —Uy) +

1 1 n+1
(n+D!I\ (n+1) n
([
_ 1 1 <0
(n+DN\ n(n+1)
D’ou (V,) est une suite décroissante

2°/ lim (V,-U,) = lim 1. 0

X —>+oD X —>»+© n .n

limn=+o0 alors Iim n.n! =+

X —>w® X =D

(n!21:>n.n!_>_n )
( (U, ) est une suite croissante

1 (V,) est une suite décroissante  alors (U,) et (V) sont deux
Llim(V" —Un)=0

X —>+400

suites adjacents
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W

\
Ona: ( nﬂ;s) € [0,7]d’ou sin[ fm >0
2 2" )

\

w
1 —cos (2’”3} 20

Conclusion : U,y — U, 2 0 et par suite (U,) est une suite croissante

VIH-] — Vn = 2n+2 tan(zzz;_,, ) - 2n+t tan (2:‘;3 ]
= gt} [2 tan ( 2123 ) —tan 2?;2 )

2tanx
Ona: tan 2x = ——— car
l.tan" x
sin2x 2sInx CoSXx 2sinxcosx 2tanx
tan2x = ——=-—— = 7 N 3
COS2X c€os‘x —sin”x » [, sinx | l-tan"x
cos“ x| 1— 5
i COS X

Ona: 0< ”ﬂ’ <£
AR 4

D’ou: O<tan( ”3]<I
2I!+

Et par suite Vi1 — Vo, <0

Conclusion : (V,) est une suite décroissante
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20/ | |
a) V,—U,=2""sin (2Z2 ] - tan( 2'7'z+2 )

Car ; sin(ziz) >0 et 0<cos(2’i2)<1

/4
2n+2

Ona: X=

Quand n — 400 alors X — 0"

Ona: lim (V,-U,)= lim 2"" tam[zzi2 )-2”” sin(zizj

X =r+0 X —>+0

= lim——(tan X —sinX ) = 1im-’5(tan.X _sinX j =0
2X X X

x =0 x——>02

| (U,) est une suite croissante
(V, ) est une suite décroissante alors (Uy) et (V) sont adjacents
lim@, -U,)=0 |

N>+
im U, = limV, =0
H>+0D 0 -—2+40
: /4 T . 7
U, =2"" sm[ n+2) = Ej—x;—sz o X = —

lim U, = lim 2304

n—>+o0 n->0"

Conclusion: lim U, = limV, —_-,72{

=>4+ n—>+o

U, =1

1°/0 < Uy <V, estvralecar: 3
| V, =2
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Soit n € N , supposons que 0 < U, <V, montrons que :
0 < Upn <Viu |

Ona: Un+l : _&L\]L > ()
U +V,
U +V U, =0
i = ——L >0 car |
2 V, =0
20V, U+, AUV —(U +V )
e Uy -Vit = — = n_n H n
U +V, 2 2(U, +V)
_4,NV,-U, 20N,V U=V,
2(U_+V,) 2(U, +V.)

D’ou: 0<U,<Vu
Conclusion: Vne N : 0<U,<V,

2°/ :
B Ve ~Upi= 2vp—Upy= L) Ly g
2 AU _+V) 20"
UV =V, +U )V, +U,)  UX=2UV +V>=V2 1
- 2U,+V,) 22U, +V)
_2,(U,-V,) _U,U,-V,)

car: O<U,<V,
2(Un +V.) U, + V, .

D’ou ; Vn-q-} - Un+l < é‘ (Vn“’ Un)
b)

0 |
1
Ona: Vo, —-U; < (—2—] vraie car: Uy = 1; Vy=2

Soit 7 € N | supposons que : V,—U, < (;—J

n n+l
Ona: Vy—Upg < (l(Vn—Un) < Ll < 1
2 2 \2 2

Conclusion : pourtout ne N : V,-U, < [%)
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p———

3°/
¢ Etude de la monotonie de (U,)
M_ U. = U"Vn —U: — Un(Vn —Un)

Un+l _Un =

U +V, = U +V, U, +V,
Ona: O0<U,<V, dou: U,y -U;>0
Conclusion : (U,) est une suite croissante
e Etude de le monotonie de (V,)
+V Uu -V
Vn+l*vn =Un n _Vn: n <0
2 2

D’ou : (V,) est une suite décroissante
* (U,) est une suite croissante
Ona: <* (V) est une suite décroissante
* Iim(V,-U )=0

n—>+00

Alors (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes

4°/ ay* UV = 1x2=2
* Soit n € N, supposons que U,V, =2
et montrons que : U,V =2

2U V -+ »

Up1 Vi = ., U,, Y, =UpVp=2
U, +V, 2

Conclusion: Vne N : U,\V,=2

b) (Uy,) et (V) sont deux suites adjacentes alors

IimU,=lmV, =fe R

Or UV,=2 doi: £>=2
Et par suite : (= V2 ou £ =42 Oru,>2 dou (20
Conclusion: lim U, = lim V, = \/5

17 —>+00 n—>+oQ

2
- 1
17 f (x) —x = 2x = xz(x +x +1)
x +x +1 x“+x +1
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- 2 |
- 7 xz * X x2 (x+1)$0 car x>0
x“+x +1 x“+x +1
2°/f est continue , dérivable sur R”
: 1d+x +x%)—x (2x +1 1-x°
fix)= ( 2 ) (z ) - > >
(x“+x +1) (x“+x +1)
X —~ 0 — 1 1 + 00
fw | - p e g -

]
fx) \ / % \
—-1
IL- 0
1°/
a) Ona: Uy=1>0.
Soitn € N , supposons que U, >0
u,>0
Ona: U, d’on Uy >0
Un+l = 2
1+U, +U,;
Conclusion: pourtout ne N : U,>0
B) Upi—-U, =7 (U)=U, <0 (d’aprésT) 1)
{(Un) est une suite décroissante

(U,) est minorée par 0
Donc (U,) est convergente
(= lim U,

U,a=f U
Ona: J n+t f( n) dOI‘lC g :f(C)
f est continue surR*

020
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—— T — e T T e ——— e — — et e
— ————— —— — —a———

{f(-€)=f R { ¢ . 3{f=€3+62+£
; |

(>0 Til+1 >0
Cr2=0  [PU+1)=0
. =
(>0 (>0
=0 oul=-1
| £>0
(U,) est une suite convergente vers 0
2°/
1 I
1 n n. n
a * — | = = = —
) f(nj “__1_“%__17 n*+n+l n'+n+l
n n n2
‘ f 1) 1 _ n B 1
n n+l ni+n+l n+1
-1 |
= <Qcarne N
(n2+n+1)(n+1)

D’ou : f(—l—JS :
\n)  n+l

b) *Uy £ 1 vraie

* Soit n € N, supposons que U, <

n+1
1 .
Montrons que Uy <
n+2
1
Ona: U, £ —
n+1

Or [ eststrictement croissante sur {0, 1]

Dou: f(O)SfU,)S (___1__)

n+l
|

n+2

0 < Uy < ( d’apres 2°/ a))

1
n-+1

Conclusion: Vne N: U, <
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3°/ S
1 1 _1+U,+U2 1 _ U, +U?
a) ‘ — = n + no 1 = Un' Un::l-f"Un
Un+l Un Un Un n
Ona: 0<U,X<
n+1
D’ou: 1S1+Un31+-1——~
| n+1
Et par suite 1 < oo <1+ 1‘
' .+l U, n+1
b) Ona: pourtout k = 1
< P <1+ l
u, U, -1 k
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e Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est dérivable en un

réel a de [ s’il existe un réel , noté L tel que 1imf x)=/ (@ =L,
X —=a x —-a

L est noté f'(a).
{eSoit/ : x Fax"+...+ax+ag
Une fonction polynéme .

La fonction f est dérivable en tout réel x et £ '(x )=na,x™' +... +a, .

e Si f est dérivable en a , alors le réel f (a) + f '(a)h est une
{ approximation affinede f (a+h) .

| o Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I est dérivable en un
réel a de I, si et seulement si, elle est dérivable a gauche et a droite

enaetfg'(a) =fa;(a).

o Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f Intervalle f'
x > x" ,neN\{0,1} R xt>nx"
PN _l_ neN Tout intervalle X b —p x
xm’ inclus dans R *
x > sin(fax +b) R x > acos(ax +b)
x > cos(ax +b) R X > —asin{fax +b)
Tout intervalle
inclus dans x —=a(l+tan?*(ax + b))

—t +b
X an(ax +b) I'ensemble de

définition

%

e Opérations sur les fonctions dérivables
Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

77
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Fonction Intervalle Fonction dérivée
f+g I f'+ g
af(aeR) I af”’
fxg I f'xg+g xf
Tout intervalle inclus ,
l dans i
f {er;f(x)#O} £z
f Tout intervalle inclus f'g—g'f
g dans {x eI;g(x) = 0} g’
", neN 1 nf' "'
1 R Tout intervalle inclus R
F’neN dans {xel;f(x)¢0} —n it

e Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un
réel a et g une fonction définie sur un intervalle ouvert J contenant

f(a) .

* Si f est dérivable en a et g est dérivable en f (a) , alors go f
est dérivableenaet(go f ) (a)=f "(a) x g(f (a)).

* Si f est dérivable sur un intervalle I et g est dérivable sur un
intervalle J contenant f (/) , alors go f est dérivable sur I et

(g0 f ) (x)=f'(x)xgLf (x)], pourtoutx del .
o Théoréme de Rolle:

Soita et b deux réels telsquea<b .
Soit / une fonction continue sur [a, b] dérivable sur Ja,b [ ettelle

que f (a) =1 (b) .

Alors il existeunréelcde Ja,b[telque f '(c) =0.

Si Crest la représentation graphique de f dans un repére (O,;,f) ,
alors il existe au moins une tangente a C; parall¢le a la droite des
abscisses .

o Théoréme des accroissements finis
Soit a et b deux réels tels que a <b et f une fonction définie sur [a, b].
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S ——— e e e
— ——

réel cde]a,b[telque f (B)-f (@) =f"'c)(b-a).
Si Crest la représentation graphique de / dans un repere (0 i , ])

A et B sont les points de Cy d’abscisses respectives aetb .

Ja,b[.soitdeuxréelsmetM .
Sim< f'(x) £Mpourtout xdela,b|,

alorsm(b-a) < f(b)—f(a) <M(b-a)

e Soit / une fonction dérivable sur un intervalle et M >0 .

Si V '(x)' < M pour tout x de I, alors [f(b)~f (a)l < M]b —ai )

pour tout réelsaetbdel.

e Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I .
* Sila dérivée de f est strictement positive sur I, alors la fonction
f est strictement croissante sur | .

* Si la dérivée de f est strictement negatwe sur [ , alors la
fonction f est strictement décroissante sur | .
e Soit / une fonction dérivable sur un intervalle I .

. ' “, . ) .
* Si ' est positive et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert
contenu dans I, alors f est strictement croissante .

* Si f' est négative et ne s’annule sur aucun intervalle ouvert
contenu dans I, alors f est strictement décroissante sur | .
¢ Soit / une fonction définie sur un intervalle ouvert I et dérivabie en

un réel a de I et Cy sa courbe dans un repére orthogonal (O, ;,j) .
On dit que le point A (a, f {(a)) est un point d’inflexion de Cr si C¢

traverse sa tangente en ce point .

e Soit f une fonction deux fois dérivable sur Ja—h,a+h[,(h>0)
et C; sa représentation graphique dans un repere orthonormé .
Si la fonction dérivée seconde f " de f s’annule en a en changeant

de signe , alors le point I (a, f (a))est un point d’inflexion de la

courbe Cs.

Si f est continue sur [ a,b ] et dérivable sur ] a, b [ alors il exnste un .

alors il existe au moins une tangente a C¢ paraliele a la drmte (AB) ot |

e Soit f une fonction continue sur [ a, b] (a < b ) et dérivable sur

ele ae e Surar

el s et . ars

e

[T PUNES? Yy V-
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_EXERCICES

‘Exercicel:

f R>R

Vx?+4pourx >0

X = xz

———+2pourx <0
X 42

1°/Montrer que [ est continue en 0
29/ |
a) Montrer que [ est dérivable en 0
b) Interpréter géométriquement le résultat .

Nx =1six >1

XYy ox?-2
5 pourx <1
x +1

1°/ Montrer que f est continue en 1
2°/
a) Etudier la dérivabilité de f en xp =1
b) Interpréter géométriquement le résultat .

y——

fx)=qllx|+x’

1°°Df
2°/ Etudier la dérivabilité de f enxp, =0
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s

Vx+1-

f(x)= - 1 pour x>0
X

f (x)=x°+ax +2bpourx <0

1°/ Calculer b pour que f soit continue en 0
2°/ Calculer a pour que f soit dérivable en 0

N—

fx)y=x>+2x -1

1°/ Montrer que f est dérivable sur R
2°/

a) Calculer f '(x) et f "(x)

b)  Montrer que Cf a un seul point d’inflexion I

35/ Ecrire ’équation de la tangente (T) aCf au point 1.

2

1°/ Montrer que V x e [O,E] ona:l-—<cosx<l-2
2 2 /4
/4 x3 x3
2°/ En déduire que V xe[0,=] :x——<sinx<x——.
2 6 £Y/4
3°/ Démontrer que lim 272 0.
- x°

Utiliser le théoréme des inégalités des accroissements finis pour montrer que :

1°/ ,a <tan(b)—tan(a) < b—ﬁa (0<a <b<—T£).
cos” b 2

Ccos a
<Jatl-Jas—— @>0)

]

2Ja+1 2Ja

2°/

o T T T
3/—2--2xs(cotgx)—ls—-—x (xe[z,g]).
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Soit f(x)=vx>+8-x.
1°/ Prouver que Vxe[l,2]Jona: 1< f(x)<2 et ]f'(x)ls—i-

2°/ Soit la suite (U,,) définie par Uy =1 et U,,, = f(U,).
a) Montrer que VneN, 1<U, <2.
b) En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis,

montrer que VrneN, UM—Z\/2 53 u,-2 2 .
31 3 3

o 2|_ 2

3°/a) Montrer que VneN, (U, -2 3 g(—j—) .

b) En déduire que (U,) est une suite convergente vers un réel [ que
I’on calculera.

2
x -1
2

Soit f(x)=

1°/ Etudier les variations de f .

Un+l = f(Un)

a) Montrer que Vrne N, —_31 <U, <0.

2°/ On définit la suite (U,) par : {

b) Montrer que Vxe[%l,O], ]f'(x)ls—g—g .
3°/ On pose VneN, V, =U,, et W, =U,,,

2n
27
Prouver que | W, -V, |< [7)_8_) W, -V,|.

4°/a) Montrer par récurrence que Vne N,
2n
27
W, -V, |s(%J | W — V|-
b) Montrer que (V,,) et (W,) sont deux suites convergentes vers la

méme limite /.

5°/ En déduire que (U,) est convergente vers /.
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2
Soit f la fonction définie par : f(x) = ﬁ_':_f_;f_l
X7+
1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (0,7, ).
a) Montrer que le point A(0,1) est un centre de symétrie de C;.
b) Ecrire une équation cartésienne de la tangente (T) a C;au point
A. :
3°/a) Etudier la position de C,et (T).
b) Tracer C; et (T).

Soit f:R >R

x> +2x* +3x-2

X >
xX“+3

A. On note (&) sa courbe représentative dans un repére orthonormé-
(O.i,)) .
1°/ Montrer que fest dérivable sur Retque: VxeR,
, (x+D*(x* —2x+9)
S = (x? +3)? '
2°/ Etudier les variations de f.
3°/a) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que :

VxeR, f(x)=ax+b+— :
x“+3 o .
b) En déduire que (£ ) admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de (£ ) et A. | |
5°/a) Déterminer une équation cartésienne de la tangente (T) 4 (£)
au point d’abscisse x, =0.
b) Montrer que (T) // A .
¢) Etudier la position de (£ ) et (T) .

d) Tracer (£) .

B. Soit la suite (u,),.n définie par: <et

un+l :f(un)
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1°/ Montrer par récurrence que Vne N, -1<y, S0,
2°/ Montrer que (u,) est une suite décroissante.
3°/ Montrer que(u, ) est convergente et calculer sa limite.

f(xX)=vVx*+4 i x<0

Soit la fonction f définie sur R par : 5
f(x):—j—x si x>0
x

1°/ Montrer que fest continue sur R.
2°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0. |
b) Interpréter géométriquement le résultat.
3°/a) Etudier les variations de f sur chacun des intervalles ]—oco,0[ et
10,+ oof .
b) Montrer que C, admet une asymptote oblique A.
4°/ Etudier la position de C; par rapport & A.
5°/ Tracer C; dans un plan P rapporté a un repere orthonormé

(O.i,]).

On consideére la fonction fdéfinie sur R, par f(x)=x- 1 _
o S | xvx 4]
1°/ Etudier la dérivabilité de fa droite en x, =0.
2°/ Ecrire une équation de la tangente A a C; en A d’abscisse x, =0.
3°/ Etudier la position de C; et A.
4°/a) Montrer que C,admet une asymptote oblique D.
b) Etudier fa position de C; et D.
5°/a) Etudier les variations de f.

b) Tracer C,dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0.7 ) .

Soitf: [0,7]>R
o1
x> 1+—cosx
2

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Montrer que C, admet un seul point d’inflexion I.
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3°/ Tracer C,dans un plan P rapporté a un repere orthonormé
0.1, )). |

Soitf: R —> R

Vx 2 +1

1°/ Etudier les variations de f |
2°/ On note (C) la courbe représentative de /* dans un repére

orthonormé (O,i—.,]—:).

a) Ecrire I’équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse

Xo=0
b) E(;udier la position de (C) et (T)
3°/ Tracer (C)
Uy=—t
4°/ On considére la suite (U,) ,_y définie par: { ° 2
Un+l' ':f (Un ) .

a) Prouverque Vn e N ,-1<U,< 0
b) Montrer que (U,) est convergente et calculer sa limite .

5°/
2

a) Démontrerque Vh e N ,0<U,;+1 < w[—(U +1)
25

b) Prouverque Vm e N,0<U,+1 < é—(——\g[——-) |

c) Retrouver ainsi la limite de la suite U, .

n

X

: X P ———— ou n est entier =1
Jx2+1

Onnote C, la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé

(0,1,]).

A)Soitf, :R > R
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1/

a) Etudier la parité de f,

b) Préciser les brancjes infinies de la courbe (C,) .
2°/

a) Determiner les points fixes de (C,)

b) Etudier la position relative ce (C,.;) et (C,)
3°/ Etudier les variations de f, .
B)
Uo€]0,1[et Vn e N, U,y =f, (Uy) ol kest un entier fixe > 1.
1°/ Prouverque Vn =2 1 ,0<U, <1

1
2°/Prouver que Vn 21 ,U,,, < —=U,

V2
3%/

a) Prouver que (U,) est une suite décroissante .

b) Prouver que (U,) est une suite convergente vers un réel que ’on
calculera .
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1°/ hmf(x)—hm\/x +4 \/_ 2

x —=0*

2

lim f (x ) = lim

x =0 -0 x -|-2

+2=2

a: li(l)nf =2=£(0) d’ou f est continue en 0 .

2°/
o % Y.
— 2
2) im L&) f(O)_llm x*+2
x—0" x —0 x =07 X
\ /
= lim — —O—f (0)
x=0" x T+ Xx
2
i LSO _ gy NxTA2
x —0* x —0 x —>0" X
(x*+4-4)

lm

50 x (Vx 2 +4+2)

X :
= lim =0=/£,(0)

0 21442 ‘
Ona: f,(0)=f,(0) d’oi f estdérivableen0et f '(0)=0

b) C,admet au points A(0,2) une tangente horizontale d’équation

D:y=f (0)x +f (0)=2
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1°/ hmf(x)—hm\/ =0

x -1 x->1*
lim f () = lim 2 2:0
x =" x->l" x —|—1
Ona: li{ﬂf =/ (1) d’ou f est continue en 1
2°/
e i/ T Dy ¥x-l L
x-l1* x —1 o x —1 x> x =1 .0 .

f est dérivable é droiteen 1 |
a 2
L@ L 2
x =1 x —1 A—>r(x2+1)(x—l)‘

i 265D
x>0 x 41

=2

/ n'est pas dérivable a gaucheen 1 et [ L (Hh=2

b)  Cradmet a gauche en'1 , une demi tangente verticale

y =2 -1

| x =1
C, admet a droite en 1, une demi tangente d’équation { -0
y =

1°/ Pourtout x ¢ R
Ona: |x{+x220
Dot Df =R

SRk xlex

20/ * 1imf x)=/ (O) =lim Y—"' = lim

x—-0" x =0 x =07 X x”’0+x'/x2+x
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x +1

= lim ———= =+
Y—)0+‘,x2+x
. — )
e i LSOy WXy &D
x =0 x =0 x -0 X x 0" /x +Xx

fim & =D
=0 v x4 x

f non dérivable en 0

= —0Q0

. x +1-1 1 1
1°/ lim 5 = lim _hm_-—__—w——-—._

e xT X0 "(\/x +141) 0 Jx?41+41 2
lirg_f(x)::Zb =/ (0)

. 1 : 1
Pour que f soit continue en 0, il faut que 2b = 3 d’ou b= 1
2°/

2 —
. 1imf(x) f(O)= lim > +ax +2b-2b
x 20" x =0 x-0" X
~1lim 2¥ YD _ i (x +a)=a
x =07 X x =07

Dot f,(0) =a

° llmf(x)—f(o) x2 2

x 0% x -0 x —0* X

m g AE D) -Q4x7Y
¥ 0" 2x° 0 2 s@Vx 1 +142+x7)
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e
—

—X ,

= lim =0=f,(0)
S0 N x 2 +1+2+x 7] 1

D’on a=0

1°/ f est une fonction polynéme d’ou f est dérivable sur R
2°/
a) f'(x)=3x"+2 ; f"(x)=6x

b)) f"(x)=0=x =0

xl 0
f'®) - ft+

f " s’annule en 0, en changeant de signe . d’ou Cf a un seul

point d’inflexion I{ 0, -1)

3%/ T: y=f (0O)x +f (0)
y=2x-1

/4 x2
1°/ Montrons que Vxe[o,-z—], l——7Scosx

xz xz
}--;Scosx <& cosx+—é—~—] 20

2
Soit f(x)=cosx+%——l 5 xe[O,-;i]

£ est dérivable sur [0,%] et Vxe [0,3;-], F1(x)=—sinx+x

/" est dérivable sur [0,%—] et ‘v’xe[O,g], f"(x)=~cosx+120 car

-1<cosx<l1.
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x |0

O
£ |0
o [0—

D’aprés ce tableau,.0 est un minimum absolu de f sur [0,—72E 1.donc

NN

2
. X
Vxe[O,%], f(x)=0 et par suite : Vxe[O,g-] , 1——2_——sCosx.

2

e Montrons que Vxe[O,%] 5 cosxsl-x— :
/4
2 2

X X
cosx<l—-——cosx+—~1<0.
T 4

2
Soit g(x)= cosx+——1, xe [0,§ ]
y/4 .

g'(x)=—sinx+—2—{ ; g' estdérivable sur [O,g—]
7
"n 2
g'(x)=—cosx+—
A

2 est dérivable sur [0,12‘:] donc g®(x)=sinx

X 0 3 z
4

£ [0 +

gPw) |20 A O

gx) |0 T~ g's(ﬂ) ) 0

goy [0 \\

d’aprés le tableau des variations de g , 0 est un maximum absolu sur

2

[0,Z1 donc Vxe [0,%], cosx<1-2—.
2 2 T
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2 2

Conclusion : Vx e [0,%],ona: l~%5cosxsl—-)f~—.
Y/

3
2°/ e Soit k(x)=x—%—sinx ; k est dérivable sur [0,12{].

- 2
Vx e [0,%—], k'(x)=l—x7—cosx$0 (d’aprés 1°/) .

r
X 0 )

k'(x) -

k(x| 0 \(—)\)
3

donc Vxe[0,7—2t~], k(x)<0 = x-wf6—£sinx.

. | x°
® Soit A(x)=sinx—x+—
3z

2
h est dérivable sur [0,%] , M(x)=cosx~1- X <o (d’apres 1°/)
/4

/4
x{ 0 3

h'(x) S -

donc Vxe[o;%], n(x) <0 et par suite ine['O,—;f] ,sinxSx-x—.

r
3 3
. n X _ X
Conclusion : Vxe[0,—~], x——<sinx<x——.
2 3r
3 U3 3 ' A X
T X : X X . X
3°/Ona: Vxe[0,—], x—~—<sinx<x-—— => ——<sinx—x<——
2 6 KV 4 6 A 3z
n x _sinx—x x - A -
Vxel[0,—], ——< —<-
2 6 X ] 3r
sinx—Xx

Ona: lim-2= lim-——=0 donc lim =0.

-0t 6 x-0" 37 0" x
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sinx —x
2

Cherchons lim
x—0" X

On pose t=-x.Lorsque x >0~ = r—>0"

. sinx—-x .. sin{(-f)+t . —sint+t . sint—t
lim 3 = lim ————~—2——=hm —2=—llm 5 =0
x>0 X x—0t ! x—0* t -0

. Sinx—x . Sinx-—x
Donc lim — = h > =0.
x-»0" x -0~  x
sinx—x

Conclusion : lim
x>0 x

19/Soit £ : ]—12’—,%[ SR, x > tanx

V4 T
est dérivable sur}——,—[ et Vx € ]—,—[,
I ] 5 2[ ] > 2[

f'(x)=1+tan’x =

cos’x

f ' est dérivable sur ]—%,%[

et Vx e ]——’25,%[ , £ "(c)=2tanx (1+tan’x )
x |0 5
f"®p +

fwy| __ —

]

Soientaetbtelsque 0 <a<b< —g .
[ estdérivable sur [ab] et Vx €[a,b] , f '@) <f '(x)<f'(B)
(car f 'est strictement croissante sur {0, -g[ )

<f)s—L
cos b

=

cos’a
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Donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

b -a)f (@<f®)-f@=<f'G)b-a)

©=9)  tan(s) - tan(a) < &=
cos” a cos b

2°/Soit g(x) = Jx

p—

1

2Jx

* * _l
g ' estdérivablesur R est Vx e R, , g"(x)= <0
4x’

g estdérivablesur R et Vx e R , g'(x) =

. , « *
Donc g ' est strictement décroissante sur R, .

Soitx>0,asx <a+l=>ga+)<g'(x)<g'(a)

1 \
=3 (a+1) =g )<2J'

gest dérivable sur[a,a +1] : ,

< dou <Ja)—Jas—
Vx €10,+d, <g(x)< atl 2va

]+oo[2J—— g’()zf 2/@) Va

3°/Soit A :[z—,—2~] ,X > cotgx

h est dérivable sur [E—,—{r-] et Vx € [1,-7—[—] ,

42 472
h'(x)=-1-cotg’x = _“21
sin” x

h' est dérivable sur [f-,—n;] et Vx € [—75,—7{-] \
4°2 4 2

ho(x)= 2sm.x cosx _ 2cosx >0

sin’ x sin® x

: . T V4
Donc A’ est strictement croissante sur[z,——] donc —sx < 5 =
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e e — e —————otmt e —
—— ——— ——— — ——

nE s <hy= 25k <1

hest dérivable sur{

-blhl

/4
>

<

T 7
Vx e|[—,—],2<h'(x)<-1
L [4 2] (x)

D’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finisona: -

/4 . T
= —-2x <cotgx -1 <——x
> A

‘ 2 2.
190 f(x)-1=vx? +8 —x—1=Vx? +8 —(x+1)= o @* D
Vx? +8 4+ x+1

7-2x

Wxl+8+x+1

or Vxe[l,2] ona: 2<2x<4 & —4<2x<-2 & 3<7-2x<5

et comme Vxe[1,2], vx° +8+x+1>0 d’ou f(x)-1=20
et par suite f(x)=>1.

* f(x)- 2-—\/x—+ (x+2)—x +8- (x+2) 4-4x

\fxz +8 +x+2 \/x +8+x+2

or 1sx<2 = 4<4x<8 = 4-4x<0 d’ou f(x)-2<0.
Conclusion : Vxe[1,2], 1< f(x)<2.
. f,(x)z___x___l___-'xb—\lx2+8 _ - f(x)
Vx? +8 Vx*+8  Jx?+8
V@) /@
S(x)
I | \/x +8. \/x +8

or 1< f(x)<2 etcomme1<x<2 = 1<x? <4 = 9<x? +8<12

3<Vx?+8<23 = <L 1
2‘/— x*+8 3

car f(x)>0
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On adonc :

_f_(il_s_zq
x*+8 3
Conclusion : ¥xe[1,2], |f'(x)|s—32—.

2°/a) Montrons par récurrence que VrneN, 1<U, <2 C

e Pour n=0, Uy=1 = 15U, <2 |

e Supposons que poui un entier donné n, 1<U, <2 et montrons que - .
1<U,,, <2. ’ '

Ona: U, €[1,2] or pour tout x€[1,2], 1< f(x)<2 =

1< f(U)<2= 1<U,, <2. -

Conclusion : YneN, 1<U, <2.

b)ona:
[ f est dérivablesur[1,2]

A

Vxell,2],

f ‘(x)| s% donc, d’apres le t}léoréme des -

VneN, U, €[1,2]

inégalités des accroissements finis :

£ _2_ ”-__:'_%
f(Un)—f(z\/;) Un 2\/;
. P2 2 2,2,
o =t 12 B2 el
Un+] —2‘/§ <g Un _2\/2 .
' 3 3
2

VneN,

o2
< —
3

Conclusion : Vh eN, <3

2 n
<|Z|.
)

3°/a) Montrons par récurrence que Vre N,

e Pour n=0, Uy=1 = ll—2€

<1

UH;QE

e Supposons que pour un entier n donné, 3

{3
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2 9 n+l
U, -2.]=<l=
n+l J; (3J
( n
u-2y2s(2) = 2y, -2 2
3173 3 3

et montrons que

Ona:

N\ A+l
<(3)
3

{2 2 [2 2| (2™

Or U”+1—2 3- S—3—U,,~2 -3- = U,,+]—2 -g S(;) .
) 21 2y

Conclusion : YneN, |U, -2 3 < 3]

b)Ona: VhreN,

d’od lim U, =?.\/z :
1>+ 3

n n
U,,—Z‘/zls(z) et lim [—%) =0 car -l<£<1
3 3 n-»+om\ 3 3

8x

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R, Vxe R, f'(x)= N
x° +
X —00 0 +00
f'(x) - P +

fx |1 1
X \ /

2°/a) Montrons par récurrence que VneN, —% <U, <0.
Ona: U, =0 donc —-—;-s Uy <0

Supposons que --13— <U, £0 et montrons que ——;- <U,u <0.

[ est strictement croissante sur R _donc :

_.;;g Uu,<0=> f(0).<_f(U,;)Sf(~§)
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i 1. 2 1
or f(O)=-—=, f(--)=-= d’o0 -=<U,, <0
r 1(0) 3 J( 3) 5 3 41

Conclusion : ¥Yne N, ~~31-s U, <0.
b) f'(x)= % . Etudions les variations de /" sur [—-1-, 0].
(x*+3)° 3

_8(x% +3)* —8x(4x)(x” +3) _ 24(1-x")

")

(x2 +3)* T (x2+3)?
X -% 0
S"(x) +
re |
-27
98

27
d’ou |f'(x)|<=—.
ob |1 <o
3°/ |Wn+] - Vn+l| = |U2n+3 - U2n+2| :'f(U2n+2)"'f(U2n+l )I

On a: f est dérivable sur [-~1§, 0] et Vxe [~—§-,0],

27
'(x)| £ = donc
reofsZ
d’apres le théoreme des inégalités des accroissements finis on a :

VX e [—1,0] et VYe [—1,0] ona: |f(X)—f(Y)|52|X—Y|
3 3 . 98
27
Donc |f(Uy2) = f(Uzpu)) $§|U2n+z ~Uppn| =
27
Iwn+l - Vn+l | b3 §|U2n+2 - U2n+l|

Or |U2n+2 —U2n+l| = |f(U2}1+1)—f(U2n )l s i—leznn -U,,

27

Donc |[W,,; -V, ,|< [-9—§

2
] W, =V,|.
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2n
4°/ Montrons que VreN, (W, - V,,l_(”) Wy - Vo

Opqur n=0 :|W, V0}<(' )OIWO VO|

27
98

2n+2
27 B '
IWn+l n+ll <(98] 1W0 ._V0|_

2n
* Supposons que |W, -V, | _( ) |W, — V| et montrons que

. . 27 2n+2
d ol |W,,( =V, s(——-) |Wo - V.

27 25
Conclusion ‘v’neN W, - Vl_[ 8} Wy — V.

b)Ona: -é-sv,,go

Etudions le sens des variations de la suite (V).

Ona: Vo=Uy=0, V;=U, = f(U))=fe f(Uo)= f(—)f—‘QZ.

Ona: Vy;>V,
Supposons que pour un entier donné n, V, >V,,, et montrons que

V.., >V

n+l n+2

, F 1
Ona:V,>V,, etfeststrictement décroissante sur [—5 , 0] donc

SV <S (Vi) -
Or f(V”)=f(U2n)= U2n+l
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S(V.)=f(U,,,2)=U,,.; donc U,, , <U,,., et par suite

S(Uzp)> f(Uy,,3) d’ou Uy, >U,,, done V,,, >V,
d’ou (V,) est une suite décroissante
* W =1(Va)

Wit — Wy = f(Vi) = f(Va) or Vi <V, et fest strictement
décroissante |

d’ott : f(Vpey) > (V) d’ot Wo > W,

conclusion : (W),) est une suite croissante

-uls(35) .-
n—>+x Of

et comme lim (V,- W
et lim (ﬂj =0)
N>+ 98

d’ou (V,) et (W,) sont deux suites adjacentes et par suite elles

convergent vers la méme limite (.

lim U, =/ |
50/ 4T = lim U, ={ (théoréme de cours)
Im U =0 n—>+% ‘

2n+l

n—>+=%

1°/ VxeR, x*> +1#0. fest continue, dérivable sur R
Cx+Dx> +D)=2x(x* +x+1)

VxeR, f'(x)=
ALY (x2+1)2
oy 2 4 2x+x? 4120 =2x7 —2x  —x? 41
f(x)-— 2 2 -, 2 2
(x“+1) (x*+1
X ~ 00 -1 1 + o0
f.,(x) : _ ( + | % —

iz ‘\%/% ~
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2°/a) VxeRona: (2x0—x)=-xeR.
0f(~x):x2;x+]
x° +1

x?+x+1 _2x2+2—x2—x—1_x2 —-x+1

X2+l x? +1 x4
Ona: VxeR, f(—x)=2x1-f(x).
Conclusion : A(0,1) est un centre de symétrie de C;.

b)T: y=/'(0)x-0)+ f(0) or f(0)=1 et f'(0)=1dou
T:y=x+1.

e 2xl—-f(x)=2-

2
3°/a) Soit o(x) = f(x) —(x +1) = L}’ilﬂ —(x+1)
X" 4+

_x2+x+1—(x3+x+x2+1)

x> +1
Ona: p(x)=—
x°+1
X — 0 0 + 00

® (x) + } —

C; est au dessus de (T) sur ]—,0].
C; est au dessous de (T) sur [0,+ oo .

Cs coupe (T) en un seul point d’abscisse 0.
b)

Sy,
i

N
N




Dérivabilité *80 e 4™ Maths

A.1°7a) D;=R
S est dérivable sur R car fest une fonction rationnelle.

Gx? +4x+3)(x* +3)—2x(x* +2x? +3x-2)
(x2 -9-3)2
x* +6x? +.l6x+9
(x* +3)?
or (x+1)2(x*-2x+9) =(x>+2x+ D(x*=2x+9) = x* +6x +16x+9

(x+D*(x* -2x+9)

VxeR, f'(x)=

VxeR, f'(x)=

d’ou VxeR, f'(x)=

(x? +3)°
2°/
X — Q0 —1 + 0
f’ (x) + ()] +
— 0
3 2
3%/a) ax+b+ 2c _ax” +bx -2#3ax+3b+c:f(x)
x°+3 x° 43
a=1
d’ou <b=2 d’ot VxeR, f(x)=x+2- 78
g x“+3
c=-—

b) f(X)-(x+2)=— et lim — =0
X°+3 o xt 43

donc la droite A : y = x + 2 est une asymptote oblique a (£ ) au
voisinage de + .

4°/ h(x)= f(x)=y = f(x)~(x+2)=

——<0 d’ou (£)estau
x°+3
dessous de A.

2

5°/a)T:y:f'(O)x+f(O)orf(0)=:3getf'(0):l donc T:y:xwg.

b)A:y=x+2. T et Aont méme coefficient directeur donc T // A.
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2

. (e 28X
¢) Soit k(x)= f(x)—(x 3) 3(x2

>0 donc (a-)é'e'stf:aﬁ- e

dessus de (T).

>

(0)v

] 1
'} —
LY

y

y=x+2 //

B. 1°/Pour n=0 ona: u, ::2—1 d’olt —1<u, <0.

Soit » € N, supposons que —1 <u, <0 et montrons que

"]Su”_H SO.

-1<u, <0
Ona: . . , donc:
et f eststrictement croissante sur R

DS fQ,) = 7(0) or f(=1)=-Tet f(O)::;:

d’ot —1<u,,, S%%SO.

Conclusion : VneN, -1<u, <0.

3 2
+2u, -3 2(u, —1 +1
20/ un+l__un :un ui; +3un __un — (un 2)(un )
u, +3 cu, +3
or -1y, <0= u,~-1<0etu,+12>20donc VneN, u,,, ~u, <0.

Conclusion : (u,) est une suite décroissante.
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3°/ (u,) est une suite décroissante, minorée par —1 donc (u,) est

convergente.
Soit / = lim u, .
n=>+00

Ona: u,,, =f(u,) etfestcontinueenldonc f(I)=1.

3 2

I* +3
~1<u,<0 > -1</<0d00 /=-1.
Conclusion : (u,) est convergente et lim u, =—1.

A=+

I°/e La fonction f;: x> vx* +4 est continue sur R et en particulier
sur R _.

e La fonction f, x> — x est continue sur R\ {—1} eten

x+1
particulier sur R .

o lim f(x)=2=7(0) et lim f(x)= V4 =2 = £(0)donc fest
X—> X—>
continue en 0.
Conclusion : fest continue sur R.
2
2°/a) e lim ACIaAC) = lim Y2 T 74 t4-2

x—=0" X x—0" X

0

2
X~ X

= lim = lim —————=

= x(Wxt 442 0 Y2442

donc fest dérivable a gauche en O et ', (0)=0.

2
L x-2 )
e lim f(x)_f(O)lem X+ 1 — !mi_:;_x_

x=—=0* X x—=0% X x—07 x(x + ])

= pim XXy 2223

x—07" x(x + ]) x=0" x4+ 1
donc f'est dérivable a droite en 0 et f', (0)=-3.
*Ona: f' (0)# f',(0) donc fn’est pas dérivable en 0.

b) La courbe de fadmet 2 demi tangentes ( le point d’abscisse 0 est
un point anguleux)
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x<0 x20

{y=fg'(0)x+f(0)=2 {y= £,(0)x+ f(0)=-3x+2
T]Z et Tz! :

X

3°/a) o Vxel-w,0[, f(X)=Vx>+4 = f'(x)=
x> +4
= Vxe]-o,0[, f'(x)<0.
X |- 0

S'® -

sy b \z

o Vx €]0,+o0[ , f(x)zx—iT—x o F(x) =

-1<0
(x+1)°

X 0 + o0

76 R
g b T

— 0

d’ou le tableau des variations de fsur R :

X — 00 0 + o0

S'® - -

+ o0
Jx) \

b)e Ona: Vxel0,+o[, f(x)=

—x et comme lim =0

X+1 x4 %+ |

donc la droite A : y = —x est une asymptote oblique a C; au voisinage

de +.

eOna: lim f(x)=+w et

X—>—m0
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[ 4 o -
)y VX H4 lim—xl+x2 im - 1+ =

lim = = lim - I+— =
X>-w X X—>—m X X—>—0 X X—>—0o0 X
et
2 2
x“+4-x . 4
hm (f(x)+x)— lim vx* +4 +x = lim ——— — = lim ————— =
o x4 -x T xP 44 —x

donc la droite A: y =—x est une asymptote oblique a C, au
voisinage de — oo
4°/ Etudions le signe de f(x)+ x:

® Vx€]0,+ oof, f(x)+x=-il->0 => C, est au dessus de A sur
X+ ‘

10,4+ oof .

® Vxe]-0,0],
f)+x=vx*+4+x= X +4-x >0 donc C; est
f

\/x+4x \/x+4x

au dessus de A sur J—o0,0].

Conclusion : C, est au dessus de A .

=2 =-3x+2
Y Cthi Y *
x<0

5°/ Demi tangentes : T, : {
x>0

(f)=0e x=1)
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1°/ Dy=R,
1
xX— +1

. f(x) f(O) x/x + 1 T x2 x+x+x\/;
lim = Iim = lim .
x—0* x—0 x—>0F X x->0* x(X\/; + ])

. ’x\/;+1+\/;

= lim =1

0" x/x +1 |
d’ou fest dérivable a droiteen x, =0 et f',(0)=1.
2°/A: y= (0} x—0)+ f(0) or f(0)=-1¢et f'(0)=1 d’on

A: y=x-1.
1+ xVx +1
3° h(x X X — —x+1=
(x)=ftx) -y = .xf+1 NCTY

iz

Vx>0 : h(x)= >0 d’ou C; est au dessus de A .
x\/_+1 ' .

4°72) lim (——
X—>+00 XA Xx +]

a C; au voisinage de + .

b) k(x)=f(x)—-y=f(x)—-x= — | <0 d’ou C; est au dessous
x\/;Jrl

)y=0 d’ou D : y = x est une asymptote oblique

de D.
34‘

5°/a) Vx>0 : f'(x)=1 >0.
a) Vx> f'(x) +(x\/;+1)

[ -+

fx) —1/"4-00 y=x
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b)

‘Solution 14: |

1°/ fest définie, continue, dérivable sur [0, 7],

Vxe [0,7] : f'(x):—_il—sinx
X 0 V3

S0 — 0

| T~

2°/ f' est dérivable sur [0,7] et ¥x e [0,7]: f'"(x) =:§lcosx.

X |O /2 n
SN

/"' s’annule une seule fois sur [0,7] en changeant de signe donc C;

admet un seul point d’inflexion 1(%, f(%)) or f(%) ~1 d’o 1(-’21,1)

est fe seul point d’inflexion de C; .
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39/ A
Yy=X
| :
R ORI /i ; )
J : Cf
0 — 5
P n

1°/ f est définie ,continue et dérivable sur R car Vx € R, x2+1>0

/-—x2+1_*x(x +1)
JxZ+1  l-x

Vx e R, f'(x)= =—
* S x2+1 x>+
X oo i +oo
@) A
f(x J2-1
/ \
) 0
x(1+l) 1+l
e limf(x)= lim xl 1 = lim xl ~1==22
x| 1+ — 1+ —
( ‘ xZ x2
1+l
o limf(x)= lirgl———-—x—l——1=0
' | —|/1+——,—
e

2°/
a) T:y=f (0)x+f(0) = y=x
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x +1 1
by f(x)-x= Sl mx=(x+1) (1)
x*+1 T Vx? +1
2 5
= f(x)—x= (x +1)(1:Vx +1) _ —(x +1)x 7
vx®+1 Qx +1Wx 2 +1
X o= -1 0 +oo

f(x)«-—x + ? ~ F -
o Sur ]~ ,-1[ona: f (x)-x >0donc C, esteudessusde T .

e Sur]-1,0[ U]0,+00 [ona: f (x)—x<0donc C, estaudessous
deT.
e C, NnT={0(0,0);1(-1,-1)}.

3°/

4°/
a) Montrons par récurrence que Vn € N | -1 <U, <0

: 1
. Pou"rn=O,U0=--i- = -1 <Up<0

!
e Supposons que pour un entier donné n, -1 <U, <0 et
montrons que -1 <U,,;<0 .

Ona: -1<U,;<0 etcomme f est strictement croissante

sur [-1,0] alors
fED<fU)<fO)orf(-1)=-1etf(0)=0
d’olt -1 </Ups <0
Conclusion : Vn e N ,-1<U,< 0.
Etudions le sens de variations de la suite (U,) .
Soitne N , Uy -U, =f (U, )-U,

I

|
N
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—- e, T rvent —an
— —m— ——— . ——

Or fix)- x <0 pourtoutréelx €]—1,0[ et comme U, €]-1,0[
donc f (U, )- U,<0 et par suite U, — U, <0 d’ou (U,) est une suite
décroissante .

Conclusion : (U,) est une suite décroissante minorée par -1 donc (U,)
est convergente .

n+l f(U,,) hl'{l Un = l

f est continue sur R en particulieren / donc f (/)= 1

= /1] =l4—l:>(l+1)[l~\ﬂ2+4 1=0= [ =-1
VIZ+1
dou [/ =0

1 ) i
Orona: Uy =-—et (U,) est une suite décroissante donc

\7’;’16N,U,,S—l ::>l$-—1~ d’ou [ =-1.
2 2

50/
U, +1

JUZ +1
1

1
Orona: —1<U,,§-5:>Z<U <1 :>—<U +1<2

a) UD'H +l =

W

=

1 1 4
< < —
2 U?+1 5

n

\P et comme -1 <Un<O§
JU +1 :
U,+1 _ 25

JU3+1-—
245

Conclusion: Vn e N ,0<Up, +1 £ —S——(Un +1)

= U,+1>0 d’ou 0<

1(2J5)
b)Montrons par récurrence que Vn € N , 0 <U,,) < -%~ (—3/—_—}
|

1 1 ,
. Pourn=00na:U0=-—2— :>O<UO+IS§ |
j
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s —— — . e > ————
= — e — e ——

e Supposons que pour un entier donné n: 0 <U, +1 < — L

2\/—}n+l

(245 )

et montrons que 0 <U, +1 < ( :

ona:0<U+1< gl/_-S_(Un+1):>O<U,,+,+I_§2_[5_.
5

5
2\/_)%1

5

N | —

25
5

= 0<Up+1< (
2

Conclusion: Vne N, 0<U,+1 < %[—2{?——} .

C) Ona:-1< —2—\5/_§‘<]:> Iim -..(2\[-}

g 2

d’ot lim@U,+1)=0 limU,=-1.

n—r40 n-—>+x0

Solution 16

A)
19 a)Vx e R,ona: x>+ 1>0d’u f estdéfiniesur R.
Vx e R,ona -xeR, f (=x)=(-1)"f,(x)

eSinestpair,ona: Vx e R, f (—=x)=f,(x) d’ou f, est
une fonction paire .

eSinestimpair,ona: Vx e R, f, (~x)=-f,(x) d’ou

f, est une fonction impaire.

b) eSin= hmf (x) = lim —~——\/_i§_-—= lim —£1—=1
x°+1 14—
)2

D’ou (C,) admet au voisinage de +c0 une asymptote horizontale
d’équation y = 1 et au voisinage de —oo une asymptote horizontale
d’équationy = -1 .
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2

Sin=2,f,(x)=——, Jim f,(6) = lim ——ee= o0

x—+1 X =>4+

lim f”—(x—)=1; lim / (x)-x= lim

X —»+0 X X —>+m X—)w(1+J1+W)J

D’ott y =x est une asymptote oblique a (C,) au voisinage de +00

lim f,(x) = +0 ; = lim 22&) _

X ——00 X ~>—0 x X —>~D

D’ou y = - x est une asymptote a (C,) au voisinage de —o0.

n-1

eSin>3, lim £, (x) = lim -'-’-‘-T=+oo
| 1+ —
X2
n-2
. . b
lim fa(x) _ lim —== =400 (n >3)
X —>+o0 x X >+ 1 .
1+—
X

= (C,) admet au voisinage de +0 une branche infinie
parabolique de direction (0,7) :
2°/
V2

a) C,n G :{0(0,0);/\(1,7)}

J2

f,0)=0, f,)= - d’ot (C,) admet exactement deux

J2

points fixesO (0,0)et A (1, 7)

x"(x —1)

2

x 41

b) dﬂ(x):fn+}(x)'fn(x) =




Dérivabilité * 101 » 4°™ Maths

o Si n est pair :

X = 0 - 1. 4w
x" + + +
-~ x—1 - - +
d,(x) - - P+

Sur ]—00,1[\ {0} : Cpsy est au dessous de C,
Sur] 1, 4o0[, Cusy est au dessus de C,

Chip et C,secoupenten O et A .

o Sinestimpair :

X |feoo 0 1 +o0
x" - + +
x—1 — - 0 +
' dn(x) + - ‘P +

Sur ]—00,0[\U]1,+00 [, Cyy est au dessus de C,.
Sur ] 0,1], C,+, est au dessous de C,
Ca+1 €t C, se coupent en O et A.

x" N n+(n-Dx?

(x2+DVx2+1
X 0

x n~1 b +

Ja(X) \ 0 /

eSinestimpair(n#1):
X 0
x! + 1 +

ol —

o 1
) (> +IWx 2 +1

X
~La ) *
falX) — 1
1

3°/ e Sin est pair (n 22):f,;(x) =

eSin=1
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B) |
1°/ Montrons par récurrence que Vn e N ,0<U, <]

Pour n=0,0 <U, <1 est vraie par hypothése .

Supposons que pour un entier donné nona: 0 <U, < 1 et montrons
que 0 <U,, <1. :

Ona: 0<U,<1 et f, est strictement croissante sur 0, 1 |

Donc f, ()< f, U,)<f,(Dorf,(0) =0 etfk(l)=%< 1 et

par suite 0 < U,y < 1.
Concluston: Vn e N,0< U, <1

| U (U ! -
2°/Upa =f,U,) = ”( ) =U,1.fk_1(U,1) or 0<U, <1 =
Ui+l
b ~ Uﬂ
fk_x (Un) <fk_](1) = U, -f-k_l (Uy) <U, -fk_l(]) d’ou Uy < \/5
3°/ a)U,. < U,,_l_ <U, d’ou (U,) est une suite décroissante .
2

b)Ona: (U,) est une suite décroissante , minorée .par 0 donc (U,)
est convergente .

Ona: U< —I—.Ul'

V2

U< L u,

¥2

Vn 2 2,Un< —\}_—-—Un-]
2

D’ou en multipliant membre a membre ces inégalités on obtient :

n-1
Vn =2 ) U2 . U3 Unr< [%) U] . U2 Uz Un-| (car Uk> 0

. . o . n-~1
pour ke{l,2,....,n}) d’ou Vn 2.2,0<Un<(lj U,
2

n-1 ‘
) 1 :
lim (w-J car U; =0 car -1<_1__<1 d’ou lim U,=0

n—>+w0 2 =>4
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résultats

;{ e Soit I un intervalle de R et / une fonction définie sur I .
® On dit que / réalise une bijection de I sur f (/) (ou que f est une

bijection de I sur f (/)) , si pour tout y de f (/) , I’équation
f (x) =y admet une unique solution dans I .

* Si f est une fonction strictement monotone sur un intervalle 1 ,
alors f réalise une bijectionde [ sur £ (/) .

PR P e I g g Tl A S R
T Fe SR Ty e i AR e e R > L2 2

¢ Soit f une bijection d’un intervalle I sur f (/). On appelle fonction

réciproque de f et on note £ ' la fonction définie sur f (/) qui a tout

e

y de f (1) associe I’unique solution dans | de I’équation f (x) =y.

£

o
A S

e Soit f une bijection d’un intervalle I sur £ (1) et £ ™' sa fonction

% réciproque .
| Pour tout x de I et tout y de f (1), f (x)=y, si et seulement si,
= x

f ! o f(x)=x,pourtoutxdelet f °f ! (y)=y,pourtoutyde f (/).

e Les courbes respectives d’une bijection f et de sa réciproque f !
dans un repéere orthonormé sont symétriques par rapport a la droite
A:y=x.

e Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un
intervalle 1 alors sa réciproque [ "' est continue et strictement
monotone sur ’intervalle f (/) et varie dans le méme sens que f .

e Soit f une fonction strictement monotone d’un intervalle I sur

f({), aunréeldeletb=/f(a).
Si f est dérivable enaetsi f '(a) 0, alors f ' est dérivable en b

e i R R B R B

0, - 1
et (f-)(b) f'(a)'
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e Soit f/ une bijection d’un intervalle [ sur f (1) .
Si f est dérivable sur I et ' '(x) #0 p'oturvtout xde'l, alors [~

1
FT o]

e Soit n un entier supérieur ou égal a2 .
La fonction x > X" réalise une bijection de R, sur R, . Elle admet

dérivable sur f (/)et (f ! )' (y)= pour tout y de f (7).

une fonction réciproque strictement croissante de R, sur R,
appelée fonction racine n'™

|| @ Pour tous réels positifs x ety , y = X", si et seulement si , x = 4y .

e lim {x =+

X >+

¢ Soit deux entiers n et p tels que n = 2 et p=2 et deux réels positifs
aetb. Alors:

o' =a ; (Ya) =a ; ab =4asb ; 1223 5 40
b b
Ja =l : (Va) ~4a ; G =z
Pour tout entier n 22, la fonction f i xe 2x est continue sur
1
n (n xn—l ) ’

| o Soit u une fonction dérivable et positive sur un mterva]le I et un entier
X n>2 .

La fonction / :x > %fu(x ) est continue sur I et dérivable en tout

&1\:

T

[0, +oo[ et dérivable sur ] 0 ,+o[. De plus, f '(x) =

pour tout x >0 .

iy ‘ o u'(x)
réel x de I tel que u(x) # 0. De plus, f '(x)= '
7 (\"/u(x ) )

,pour tout x de I tel que u(x)> 0.
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Soit f:R—R

| .
. ;—\/m six#0
0 six=0

1°/ Montrer que fest continue sur R.

2°/ Etudier la dérivabilité de fen 0.

3°/ Calculer pour chaque x#0, f'(x).

4°/a) Démontrer que f est strictement monotone sur R.
b) Montrer que f admet une fonction réciproque notée g.
c) Montrer que VxR, g(x)=x- 'x] :

5°/a) Montrer que g est dérivable en 0.
b) Calculer g'(x) pour x#0.

Soit f:R—>R
Ix—4+1

1°/ Préciser le domaine de définition D de f.
2°/ Montrer que f est continue sur D.

3°/ Etudier la dérivabilité de fen x, =2 et interpréter
géométriquement le résultat obtenu. |
4°/ Montrer que f admet une fonction réciproque f~' que I’on

déterminera.

Soit f:R—>R

XX+ x+1
1°/ Montrer que f est une bijection de R sur R.
2°/ Soit g la réciproque de f(on ne demande pas le calcul de g(x) ).
a) Calculer g(1).
b) Préciser le domaine de continuité et de dérivabilité de g.
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¢) Calculer g'(1).
d) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T a la courbe de
g au point d’abscisse x, =1.

Exercice

Soit f:R—>R

2x
x* +1

1°/ Etudier les variations de f.
2°/a) Ecrire une équation cartésienne de la tangente T & la courbe de f
au point d’abscisse 0.

b) Etudier la position de C; et T.
3°/ Soit g la restriction de fa I’intervalle [0,1].

a) Montrer que g est une bijection de [0,1] sur lui-méme.

X

b) Expliciter g™'.
¢) Calculer pour tout x €]0,1[, (g7')'(x).

Soit la fonction # définie sur R par: f(x)=vx* +8 —x.
1°/ Montrer que fest dérivable sur R et Vx e R ,on

a: f'(x)=— f(zx) .
x°+8

2°/a) Montrer que Vxe R, f(x)>0.

b) En déduire que fest strictement décroissante sur R.
3°/a) Montrer que fest une bijection de R sur un intervalle J que I’on
précisera.

b) Expliciter 1.

Soit la fonction f définie sur ]1,+ o[ par f(x) =—l—l—\/; :
x__

1°/ Etudier les variations de fsur }1,+ oof.
2°/a) Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution .
b) Montrer que 1,44 <a <2.
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——nm nre
—— —

3°/ Montrer que 1’équation f(x) = 0 est équivalente a I’équation:

(E):1+—-}—=x

Jx

4°/ Soit la fonction g définie sur ]0,+ o[ par: g(x)=1 +?}_—.
X
a) Vérifier que g(a)=«.
b) Montrer que g est une bijection de ]0,+ oo sur un intervalle J
que 1’on précisera.
c) Calculer g~'(x) pour chaque x €.

Soit g(x)=x>—x+3x+1.
1°/a) Etudier les variations de g.
b) Montrer qu’il existe un seul réel « solution de g(x)=0.

c) Vérifier que —% <a<0.

2°/ Etudier le signe de g(x).

x> —1

3°/ Soit h(x) == .
x°+3

a) Vérifier que h(a) =« .

b) Etudier les variations de 4.

Soit la fonction ¢ définie sur [0,7] par @(x)=1+4cosx.
1°/ Etudier les variations de ¢ sur [0,7].
2°/a) Montrer que I’équation @(x)=0 admet une seule solution ¢ .

b) Vérifier que T ca< 2n :
2 3
c) Etudier le signe de ¢(x).
3°/Soit f:[0,7]>R
x+>2cos’ x +cosx—1
a) Montrer que fest dérivable sur [0,7] et que :
Vxe [0,7] : f'(x)=—sinx-¢(x).
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b) Calculer f().
c) Etudier les variations de fsur [0,7].

Soit f:R, >R

x> Ax +2x +1
1°/ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter
géométriquement le résultat trouvé,
2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que f est une bijection de R, sur un intervalle J que I’on

précisera.
4°/ Expliciter f'.

: Exerclce 1

Soit f:[0, 7:] —R
X 2cosx+3

1°/ Etudier les variations de f sur [0,7].
2°/ Montrer que f est une bijection de [0,z ] sur un intervalle J que
I’on précisera.
3°/ Soit g = f

a) Calculer g(5) et g(3).

b) Montrer que g est dérivable sur ]J1,5] .

—1

Nox? +6x-5 |

4°/ Montrer que Vx € ]1,5[, g'(x)=

T
Soit f:[-—,—]—>R
S 5 2]

sin x

X > .
2+sinx

1°/ Etudier les variations de f.

2°/ Montrer que fest une bijection de [— % ~27-[—] sur un intervalle J que

I’on précisera.
3°/ Soit g la réciproque de f
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a) Calculer g(0) et g(%).

b) Montrer que g est dérivable sur ]— 1,%—[ .

4°/ Montrer que Vx € ]—],l[ ona: g'(x)= 2 :
3 (1-x)W—-3x% —2x+1

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = X :
Vx? +2x+2
1°/ Montrer que f est dérivable sur R et que Vx e R,
\ 1
Fl———.
JP+2x42)

2°/a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que fest une bijection de R sur ]— 1L,1].

3°/a) Montrer que Vx e |-1,1[ ona: f( 2—1):x.
e
b) En déduire I’expression de f~'
Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = S —]~
2Wx? 41 2

1°/ Etudier les variations de g.
2°/ Montrer que g est une bijection de R sur ]-1,0[.
3°/Soit f:R—R

x|—>_7x+l+%\}x2 +1

a) Montrer que fest dérivable sur Ret que VxeR, f'(x)=g(x) :
b) Etudier les variations de f.

c) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle E que !’on
précisera.

4°/ Montrer que ‘v’x ceEona: f'(x)=

|
+1-x
4(x—-1)
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Soit la fonction f: x> v2x—x> .

1°/ Etudier la dérivabilité de f.

2°/ Etudier les variations de f.

3°/ Résoudre dans R I’équation : f(x)=x.

4°/ Soit ¢ la restrictionde f a [0,1].

a) Montrer que @ est une bijection de [0,1] sur un intervalle J que ’on préé]

b) Expliciter ¢~ .

Soit g(x)=x" +12x-2.

1°/ Etudier les variations de g.

2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel o tel que g(a)=0etque 0 <a <1.
b) Etudier le signe de g(x).

3
x” +1
3°/ Soit f:x> .
4 x*+4
. o X8(x)
a) Montrer que fest dérivable sur R et que Vx eR, f'(x)=—5—=.
(x“+4)°
b) Montrer que f(x)= 3 —212a :
o +4

4°/ Etudier les variations de f.

Soitf:R—> R
x? -1
x% +1

1°/ Etudier les variations de f et en déduire f(R).

2°/ Soit (E) : f(x)=x.

Montrer que (E) est équivalente 2 g(x)=0 ol g est une fonction

X

polynéme de 3~ degré.

3°/ Déterminer le nombre de solutions de I’équation (E). Interpréter
géométriquement .

4°/ Soit ¢ la restriction de / a P’intervalle R, .
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a) Prouver que @ est une bijection de R, sur un intervalle J que ’on
précisera. |

b) Expliciter ¢.

Soit « €]0,1{ et ¢,:{0,7] >R
x = acos(ax)sin x —sin(ax)cos x
1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [0,7].
b) Montrer que Vxe[0,7],ona: ¢, (x)>0.
2°/ Soit £, :10, 7[> R

sin(a x)

sin x

a) Calculer lim £, et lim £,
0" x”

b) Etudier les variations de £, .
2

c) Vérifier que f,(x)=a+ . Montrer que (E) a une seule

solution dans I’intervalle ]0, 7] .

Soit :«Z[-,Z£ R
oit f:] 3 2]—+

X > tan x
1°/a) Etudier les variations de 1 .
b) Donner I’équation de la tangente (A) a Crau point x, =0.

c) Etudier la position de Cret (A) .
2°/a) Montrer que f est une bijection de ]—% ,Zrz—[ sur R .

b) On note g la réciproque de f.

Prouver que g est dérivable sur Retque : Vxe R, g'(x)=

=
1+x~

3°/a) Prouver que g est une fonction impaire.

b) Calculer fim 5%
-0 x



Fonctions réciproques e 12 e

4™ Maths

, 2
4°/a) Montrer que Vx>0 ona: 0<x~g(x)<x—3—.

g(x)—x .

b) Calculer alors lim =

-0  x

5°/ Soit 4:R — R

—‘—gﬁ si x=0
X X
1 si x=0

a) Prouver que ¢ est paire.

b) Montrer que ¢ est continue sur R.
c¢) Montrer que ¢ est dérivable sur R.
d) Calculer limg et lim¢ .

Soit £ ]0,%]—) R

/sin 2x

sin x

X
1°/a) Montrer que f est dérivable sur ]0,% [.

Etudier la dérivabilité de fen 12"-

b) Etudier les variations de f .

2°/ Montrer que f est une bijection de ]0,% ] sur un intervalle J que

I’on précisera.
3°/ Soit g la réciproque de f .

a) Préciser le domaine de continuité, de dérivabilité de g .

b) Calculer g'(x) pour chaque x>0.
4°/ Soit p(x) = g(v2x)+ g(\/z) -
X

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]0,+ o[ .
b) Calculer ¢'(x) pour x> 0. Que vaut ¢(1) ?
c¢) Calculer enfin ¢(x) pour x>0.
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Soit un entier n>2 et ¢, :[0,—725[—>R
X 3tgx

1°/a) Etudier les variations de ¢, sur [O,%[ :

b) Montrer que ¢, est une bijection de [O,%[ sur un intervalle J a

préciser. On note y, la fonction réciproque de ¢, .
c) Déterminer le domaine E’ de dérivabilité de y,,.

n xn»—]

d) Montrer que VxeE' ona: y,(x)= 5
B B

2°/ Soit N : [o,-g[—> R

x> 1+ tg2x —2,jtgx

a) Montrer que N est dérivable sur ]O,g-[ et que 1’équation

(x e]O,-Z—[ et N'(x)=0) admet une unique solution notée x,.

Calculer N (x;).
b) En déduire que I’équation N (x) =0 admet deux solutions dans

[O,g—[ . (On remarquera que N (%:—) =0).
c) Soit f:[O,%—[—) R

X Jtgx —Xx
Etudier les variations de f. En déduire le signe de f(x).

Vx2+1-=1

fx)= pour x >0
X

. X <0
- pour x <

J=m
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1°/ Montrer que f est continue en 0
2°/Montrer que f est dérivable en 0 et que vaut f, 0'

| 1 .
3°/ a)Montrerque D : y = > X est la tangente a C/ au point

d’abscisse 0 .
b) Etudier les variations de f
4°/
a) Etudier les variations de f
b) Montrer que f est une bijection de R surlJ.

A. Soit la fonction A définie sur R par: A(x)=x" —3x* +3x+3.
1°/ Etudier les variations de 4.
2°/a) Montrer qu’il existe un seul réel atel que A(a)=0.
b) Encadrer  a 0,1 pres.
3°/ Etudier le signe de A(x).

3
B. On consideére la fonction f définie par: f(x)= (x ]3; :
x p—
1°/ Montrer que fest dérivable sur R\ {1} et que Vx#1 ona:
: h(x)
x)= :
F@=5

2°/ Etudier les variations de f.
3°/ Montrer que C,; admet un asymptote oblique A.
4°/a) Etudier la position de C; et A.
b) Tracer C;dans un plan P rapporté & un repére orthonormé (0.i. /) .

A) Soitlafonction f : R — R
X > 2x —sinx
1°4  Prouverque Vx e R ,2x-1< f(x) < 2x+1
2°/  On appelle (C) la courbe représentative de / dans un repere
orthonormé (O,I'",]T) :

Soient les droites D : y=2x- 1 et D,: y=2x+1
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—— — —— ——

Déterminer les points communs a (C) et D; d’une part, a (C) et D,
d’autre part . Préciser les tangentes a (C) a ces points.

3°/
a) Etudier la parité de f .
b) Interpréter géométriquement ce résultat.
4°/
a) Calculer f ( x +27 )en fonction de f (x)
b) Par quelle transformation géométrique passe-t-on de la partie
représentant la restrictionde a[- 7 +2kx , 7 +2k7w}?2(k € Z)
B)
1°/ Montrer que f admet une application réciproque g .
2°/ Démontrer g(0), g(2n) et g(4k7m) (ke ).
3°/
a) Préciser le domaine de dérivabilité de g
b) Que vaut g '(0) et g'(2x).
4°/ Montrer que ’équation 2x — sin x = m admet une solution
unique Xy, .

On notera « la solution de I’équation 2x —sinx =4 .

O

1°/ Soit d: R > R: x I—-)—;-(4+sinx)

a) Montrer que ’équation f (x ) = 4 est équivalnte 2 J (x) =x

b) Montrer que Vx €,

, 1
@(x)|_<_2

2°/ Soit la suite (U,) ,_ définie par :
Up € R etVne N, Upt1 = %) (Un)

a)

Prouverque Vn e N , U, ., —al < —;—]Un ~—a'|

b) Montrer que (U,) , .y converge vers un réel que I’on précisera .
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1°/e La fonction x ]x} est continue sur R.

>0 donc la fonction x> 1/|x] est continue sur R.

. 1 : : : ;
e La fonction x— — est continue sur R donc fest continue sur R
x

comme produit de ces fonctions continues.

e lim f(x)= 11m ‘/__, llm\/-_

x—0*
1 = lim — ‘/— = I
* lim /)= fim = lim -y =0

d’ou lm?)f(x) =0=f(0) doncfest continue en 0 et par suite fest

continue sur R.

20/ lim =IO _ iy X|f —lim—— =+ donc f west pas

x—0 x -0 x—0 x—0 |Xl

dérivable en 0.

3°e VxeRY, f(x)= f:f(x)—T
o VxeR", f(x)=-v-x = f'(x)=- -1 1

W-x 2J-x

1

2|

d’ot VxeR', f'(x)=

4°/a)Ona: VxeR', f'(x)= } > ( donc fest strictement
2,/|x|

croissante sur R.
b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=R ce qui donne que fadmet une fonction

réciproque définie sur R.
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) f':R->R
x> T (x)=y.

=y e f(»=x.
e Pour x=0ona f'(0)=0 car f(0)=0.

e Pour x#0,0ona y#0 = Iyl\/_-xﬁ(l |\/‘_|) =

y]=+

eSix>0= f'X)> ) or /=0 f'(x)>0 = y>0
—>y=x"=x|x.

e Six<0 = ' (x)< f(0) or fT(x)<0 = y<0

:>y=—-x2=x-|x‘.

Conclusion : ¥x e R, g(x)=x]x]|.

5°/a) lim &) ~g(0) _ = lim— | ‘ = llmlxl 0 donc g est dérivable en 0

x=0 X x—=0 x x—>0

et g'(0)=0.
b) e VxeR’, g(x)=x" = g'(x)=2x.

e VxeR’, g(x)= —x* = g'(x)=-2x
Donc Vxe R, g'(x)= 2]x} .

1°/D={xeR telque 2x-42>0 }.
2x—420 < x22 donc D=[2,+ 0[.
2°/ La fonction x> 2x—4 estcontinuesur Det Vxe D, 2x—-42>0

donc la fonction x+> +/2x —4 est continue sur D comme composée

de deux fonctions continues sur D et par suite fest continue sur D
comme somme de deux fonctions continues sur D.

- f(x) f@ _ o N2x-4 2

= lim = 400
x—2* -2 —>2* x—2 -2 \x =2
car: lim+Jx-2=0". |
x—2*

Donc f n’est pas dérivable a droite en 2 et par suite la courbe de f
admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2.
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1

V2x-4 "~
VxeR., f'(x)>0 donc fest strictement croissante sur [2,+ o[ et
comme f est continue sur [2,+ o[ donc f réalise une bijection de

[2,+ oo sur [f(2); lim f(x)[=[1,+o[.
o [Tl 400 > [2,4 0
x> (x)=y
)=y f=xo2y-4+l=x2y-4=x-1&

_ 2
(x 12) +4:—;—(x—1)2+2.

4°/ e fest dérivable sur ]2,+ [ et Vxe ]2,4+00[, f'(x)=

Qy-4)=(x-1)ey=

Conclusion : Vxe[l,+o[, f7(x)= ?12-()6-1)2 +2.

1°/e fest définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,
F1(x)=3x" +1>0.

e fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur ]xl_iglwf(x);xl_i*r?wf(x)[: R.

2°/a) g()=x & f(x)=1 & P +x+1=1 x(x*+1)=0 &
x=0 donc g(1)=0.
b) e fest continue sur R donc g est continue sur f(R)=R.
o fest dérivable sur Ret Vxe R, f'(x)#0 donc gest
dérivable sur f(R)=R.

1 1
"1 = =
O &= T 7O

or £1(0)=1d’ou g'()=1.

ADT: y=g'(D(x-D+g()or g'()=1et g(1)=0douT:
y=x-1.

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R et Vx e R,
, 2(x? +1)-2x(2x) 2-2x*  2(1-x?)

J'(x)= 3 L 1\2 =TT 3 N2 1.2 2

(x*+1 (x*+1)° (x"+1)
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—_—— = —

76 - $ + 4 -
f®) " ‘
X \ } /" \ O

2°a) T: y= f'(0)(x—=0)+ f(0) or f'(0)=2 et £(0)=0 d’ou
T:y=2x. '
b) ¢ Etudions le signe de f(x)-2x.
2x 1 x*
Ox=
Jx)=2x x* +1 x% +1

—2x =2x( 1) =-2x(—
x°+1
Le signede f(x)—2x estceluide —x.

).

X — o0 0 + 00

()~ 2x + 0 -

e Sur ]—,0[, C; est au dessus de T.
® Sur ]0,+ o[ , C, est au dessous de T.
e C, et T se coupent en O(0,0).
3°/a) g est continue et strictement croissante sur [0,1] donc g réalise
une bijection de [0,1] sur [ £(0), /(1)]=[0,1].
b) g7':[0,1] > [0,1]

x> gl (x)=y
-1 | 2y 2 ‘
g (x)=y & gx)=x © = 1:x<::>2y:xy’+x<:>
Yo+ '
xy? —2y+x=0. |
®Pour x=0 ona: y=0.
1250 dray o LmVI=XD
e Pour xe ]0,1],A'=1-x">20 d’ot1 y'=—-—"— ¢t

X
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y,,:l+\/]—x2
X

5

or xel0,1}] = x<1l = —}—_>,1 et 1+vl—x" =1
X

[++41—x

donc 2>1 et par suite la solution )" est a rejeter car
X
ye6,1].
-yi-x® €10,1]
Conclusion : g”'(x) = X et i

0 si x=0
c) e gestdérivable sur [0,1] et Vxe [0,1], g'(x) =0 donc g“l
est dérivable sur g([0,11)=[0,1].

- 1—-v1—x?
e Pour xe ]0,1],ona g~ (x)= donc :
’ X

g 241=% _ 1A=y
(g )(X)— 2 — ; =
X xNI=x"

i \ B
Tl 2@ T EO?

ePour x=0ona: (g')(0)=

. 1
d’oti (g ‘)(0):5.

—xz st x€]0,2]
Conclusion : (g7')'(x) =+

X
—1- si x=0
2

19/ La fonction x> x° +8 est dérivable sur Ret Vxe R, x> +8>0

donc la fonction x > x> +8 est dérivable sur R.
¢ La fonction x> —x est dérivable sur R donc fest dérivable sur
R comme somme de ces deux fonctions dérivables.

_x—~\/x2+8 f(x)

——

2Xx
S = ,
2Vx® +8 vx? +8 Vxt+8

e VxeR, f'(x)=
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2°/a) VxeR,ona: x° +8>x> = 4/x* +8 >|x| or |x] 2 x donc
Vx*+8>x d’oit Vx> +8 —x>0 et par suite Vxe R, f(x)>0.

byona VxeR, f'(x)=- /() et f(x)>0 donc VxeR,

Vx?+8
S'(x)<0 et par suite f est strictement décroissante sur R.

3°/a) fest continue et strictement décroissante sur R donc fréalise
une bijection de R sur Iintervalle J =] lim f(x), lim f(x)[.
X>+D X——w0

e lim f(x)= lim vx* +8 —x = +0.

2
¢ lim f(x)=lim ¥x*+8-x= lim 22— fim 2

X—>+o0 X =>+00 X—3+o0 / —R4y ¥ /x +8+x

donc J=]0,+ oof .
b) f7':10,+0o[>R

x> f(x)=y
)=y & fO)=x &y +8-y=x o Y +8=x+y =
2
Y +8=(x+y) = ¥ +8=x"+1’ +2xy = y=8;x
X

2

done Vxe 10,+ o[, f7'(x)= 8
2x

1°/ f est définie, continue et dérivable sur ]1,+ o[ et Vx e ]1 + oo,
—1

f(X)“(x—l) 2\/‘
X i + 00
) -
Jx) HO\

-— 00
2°/a) f est continue et strictement décroissante sur 11,+ oo donc f
réalise une bijection de ]1,+ ] sur R et comme 0 R donc 0 admet



Fonctions réciproques + 122 45" Maths

un seul antécédent a € ]1,+ o[ par fet par suite I’équation f(x)=0

admet une unique solution a € ]1,+«[.

L,44)- f(2)<0 et
b)On a {f( ) 7(2) donc 1,44<a<?2.

f estcontinuesur[1,44 ;2]
1

1
_\/ S x—-l=— D 1+—==x.
X VX

4°/a)Ona f(a)=0 = 1+-—1—=a = gla)=«.
Ja
b) e g est définie, continue et dérivable sur 10, + oo et

<0 donc g est strictement

Vxe ]0,+0f[, g'(x):—zxi/;

décroissante sur ] 0, +o [ et comme g est continue sur ] 0, + 00 [
donc g réalise une bijection de 10, + co[ sur I’intervalle

J=] lim g(x), lim g(x)|[.

or 11m g(x) +00 et hm g(x)—l donc J =]I, +oo[

x—0*
c) g :]1,+00[~—>]0,+00[
x> gl (x)=y
1

1
g(M=ye gh)=x & l+t—G==x & —
ORI

=x-1

]

I 1
= = y= d’out Vxe]l,+o[, g7'(x)= :
Jy Pl e Nteol g W=

Solution 7 :
1°/a) g est définie, continue et dérivable sur Ret VxeR,
g'(x)=3x-2x+3 A’=-8<0 donc VxeR, g (x)>0

X — Q0 -+ o0

g) +

g(x) o
/
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b) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise un
bijection de R sur g(R)=R et comme 0 e R donc 0 admet un seul

antécédent o € R par g et par conséquent il existe un seul réel «
solution de I’équation g(x)=0.

1
g(—g)-g(0)<0 et |
c)Ona: < donc ~—<a<0.

g est continuesur [— %,0 ]

\

2°/ D’apres le tableau de variations de gon a :

X — a + o0
| + 00
g(x) ~ +
— 00
d’ou :
X l—oo o + o0
g(x) ' - f *

3°/a)yona g(a)=0 = o’ -a’+3a+1=0 = a(a*+3)=a’ -1

21
d’ou Ala)=«.

= a=
a” +3

b) A est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
2x(x” +3)=2x(x* -1)  8x

B (x)= =
(%) (x* +3)° (x* +3)°
X — 0 + 0
h(x) — 06+

e I,
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1°/ @ est définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
@'(x)=—-4sinx <0 |

X 0 T
@(x) (? - t]
I T,

2°/a) @ est continue et strictement décroissante sur [0,7] donc ¢
réalise une bijection de [0,7] sur [-3,5] et comme 0 € [-3,5]
donc 0 admet un seul antécédent a e [0,7] par ¢ et par suite
I’équation @(x) =0, admet une seule solution a € [0,7].

rco(g)-w(%’—’—ko o

9 /1 2
b)ona: : x 37 donec Z<a<Zl.
@ est continue sur [—2~,—2—] 3

\

¢) D’apres le tableau des variations de ¢ on a:

X 0 1o T
o(x)
\6\_3
X 0 Io4 T
(%) + f -

3°/a) La fonction x +> cosx est dérivable sur R et en particulier sur
[0,7] ; et la fonction x> 2x” +x —1 est dérivable sur R donc fest
dérivable sur [0,7] comme composée de ces deux fonctions ; et
Vxe[0,7],

f'(x)=—-4cosx-sinx —sinx =-sinx-(4cosx+1)=—sinx-p(x).
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b) f(a)=2cos’a+cosa—1 or p()=0 = 1+4cosax =0 =

1 . o 1, 1 9
osa =——d’ a)=2(——)" ———1=——.
c g dou S(@)=2(=0)"—7 3

c) fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-sinx-@(x) orsur [0,7], sinx >0 donc le signe de f'(x)
est celui de —@(x) d’ou le tableau des variations de f:

X 0 o ¥ A

) £ ~ 0 + 0
fe |7 ’
\ _% /

1o/
Jx(1+2%) 1+24x

* X x—0% \[; x—>0" ,\/;
donc f n’est pas dérivable a droite en 0, et par conséquent la courbe

de fadmet une demi tangente verticale au point d’abscisse 0.
2°/ f est définie, continue et dérivable sur R. et Vxe R,

o]
f(x)~2J;

=+ 00

x—0* X x>0

+2>0 X 0 +

pAey +

S ) / oo

3°/ fest continue et strictement croissante sur R, donc f réalise une
bijection de Ry sur f(R,)=[1,+ o[

4°/ f7':[1,+o[ >R,
x> f(x)=y
X)) =y @ f()=x & Jy+2y+l=x.
Posons z=‘[)7 = I’équation devient : 2> +¢+1—-x=0
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_—1-+8x-7 by 1+ A8x =7
4

A=8x~7 = t'= 2 et 1''=
—1++/8x-7
4

On a 1'< 0 donc cette solution est a rejeter d’ou ( =

«]8x—7-1)2 :4x—3—V8x—7 .
4 8

Ax -3 —-~/8x~7
2 .

et par suite y = (

Conclusion : Vx e[l,+ xf, f"‘(x) =

1°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,7] et Vxe [0,7],
f'(x)=-2sinx.Or Vxe [0,7], sinx>0 d’ou Vxe [0,7],
f1(x)<0.

X 0 w

£ 10 - 0

f& | s |
X \]

2°/ fest continue et strictement décroissante sur [0,7] donc fréalise
une bijection de [0,7] sur f([0,7])=[1,5].

3°/a) ¢ g(5)=x & f(x)=5 ©2cosx+3=5 & cosx=1<=x=0
(car xe [0,7]) donc g(5)=0. |

¢ 8(3)=x<:>f(X)=3<:>cosx=0<:>x:§ donc g(S):_]zi

(car x€[0,7]).
b) fest dérivable sur J0,z[ et Vxe J0,7[, _f’(x)iO donc g est
dérivable sur f(]0,7[)=]1,5]. | |
1 1 -1 —1

4°/ Soit x €]1,5[, g'(x)= = =7, B
/ Soit x €]1,5[, g'(x) FIFO1 fIg(x)] 2sin[g(x)] 2siny

avec y = g(x).
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Ona: y=g(x) = x=f(y) = 2cosy+3=x = cosy= x;3 =
>, (x-3) L, XP—6x+9 .,  ~x"+6x-5
cos” y= = l-smn"y= = s y=
4 4 4
= s:nyz\[x~;6x"5 car ye ]0,7z[.
’ ' ~1
D’ou: g'(x)= .
\/— x> +6x-5
Solution 11:
1°/ fest définie, continue et dérivable sur [—-725,-;[—] et Vxe [—~§—,§] ,
| cos x(2 +sinx)—cosxsinx 2cosx : :
f(x)= — = —— . Lesignede f'(x)
(2+sinx) (2+sinx)”

est celui de cosx.Or Vxe [~—72—[~,—g—], cosx >0

X -r/2 /2
0|0 + 0
@l

-1
2°/ f'est continue et strictement croissante sur [—g—,%] donc f réalise
.o . T T 1
une bijection de [——,—] sur ——,—D={-1,-1.
j [ 22] Al 22]) { _3]
3°/a) ¢ g(0)=x < f(x)=0 < sinx=0 < x=0 (car

T
\v4 ——,—])d 0)=0.
xe | > 2]) onc g(0)

inx | ) X
° g(i)=x¢:> f(x)-_-—l-c) Sm_k =— & S5sinx =2 +sinx
5 5 2+sinx 5
) 1 T 1 T
S sinx=— & x=— d’ou g(—)=—.
2 6 g(S) 6
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——ey

b) fest dérivable sur ]—%,-725[ et Vx e ]—g—,%[, f'(x)#0 donc

g est dérivable sur f(]— —725,%

4°/ Soit x € ]—1,—:1;—[ , g'(x)=

1
D=]- 1,5[-
_t
flgx)]
1 _ (2 +sin y)

f'(y)  2cosy
sin y

Posons g(x)=y = g'(x)=

Or gx)=y = f(y)=x = =x = siny=2x+Xxsiny

2+siny

: 2 2 . 2
:i>smy:~.7_x_::>(2+smy)“= l 4 )7 et cosy =4/1—sin” y
_x -

\/ 4 A1-2x-3x  J1-2x—3%]
= cosy=_[1— = =

T -4 - (car
1
xE]—I,E[)
4
1 (l_x)2 2
g'(x)= = :
2W1-2x 3% (I—x)V—3x% —2x+]1
I—x

2
(I—x)V-3x? —2x+1

Conclusion : Vx ] — 1,%[, g'(x)=

Solution 12 :

16 Ona VxeR, x> +2x+2>0 (car A<0)donc la fonction

X > \/ x> +2x +2 est dérivable sur R et comme la fonction

x> x+1 estdérivable sur R donc fest dérivable sur R comme
quotient de ces 2 fonctions.

x4 2x 42 - \/zz(“‘l) (x+1)
.VXER, f!(x): 22 X +2x+2
X +2x+2
x*+2x+2—(x+1)? 1

\/(x2+2x+2)2 ~x/x2+2x+2 . \/(x2+2x+2)3 .
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2°/a) fest définie, continue et dérivable sur R et Vx e R,

1
f1(x)= >0.
VG2 +2x+2)
X - 00 + 0
S +
f@) /‘
i (1+-)
X —_
e lim f(x)= lim X - lim > S
X~ X—>»—00 2 2 X~ J 2 2
~x1f1+——+—2 =X, 1+ —+—
X X X X
x(1+—1—
X 1.

e |lim f(x)= lim
x—>+oaf( ) X—>+D 2 2
x1/l+——+—,
x x°

b) fest continue et strictement croissante sur R donc f réalise une
bijection de R sur f(R)=]-1,1].
X
——1+1

39/2) (e 1) = Viox
Vi-x \/(—x S 2 1) 42

Vi-x? 1—x?
X X
= - = ] =X

3 X %y 2

1-x° — +1+ l-x" |—

byona Vxe]-1,1[, f(-——-D=x =
J1=x2
X 1.

fx)=
Vi-x2
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1°/ g est définie, continue et dérivable sur R et VxeR,

2 X |
vx +1- - X
o] Jaiel |1 P al-x
g(x)""z_ 2 -5 5
x"+1 2 (x2+ VX" +1
i |
= 1 V >0
2(x* +1)
X - o0 400
g +

¢ lim g(x)= lim

i 1
X—> 00 X—>=® 2 x> 2
~ x1/1 +- 2 I+L2
X

1
X—>+00 X—>+® 2

2°/ g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur g(R)=]-1,0{.

3%a)Ona: VxeR, x> +1>0 donc la fonction x F—)% x?+1 est

.. ) - X ..
dérivable sur R et comme la fonction x — —é— +1 est dérivable sur R

donc fest dérivable sur R comme somme de ces 2 fonction dérivables.

I 1 X

Vx e R, =——34— = .
xeR, f'(x) >+ g(x)
b)Ona g(R)=]-1,0] donc VxeR, g(x)<0 et parsuite VxeR
, f1(x)<0. X - 00 + 00
S ~

S Tam S i b 25 PR
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e lim f(x)=+o.

X—>-o

1 ] —x?
e lim f(x)= lim 1+—(\/ﬁ— x)= lim H—xf—m+
X —>+00 X+ . X—>+00 2 x- +14+x

= [im ].+-1—- ! =1.

X—>+00 2 /x2+1 +x

¢) f est continue et strictement décroissante sur R donc fréalise
une bijection de R sur f(R)=]1,+oof.

4°/ £, +0] > R

x> T (x)=y.
)=y o f(y)=x <:>—-§+1+~;-\/y2+1:xc>
1 y y2+] , y2
tl=x-1+= = =x-D"+(x-1)y+— <
5 y: 5 2 (x-D"+(x—-1)-y 2
Sy= +1-
TR

Conclusion : ¥xe]l,+ o[, f7'(x)=

+
4(x-1)

1°/a) e La fonction x > 2x —x* est dérivable sur R et
Vx€]0,2[, 2x —x* >0 donc fest dérivable sur ]0,2[.

¢ Dérivabilité de fa droite en 0 :

. f(x)-f(0) .. V2x-x* . 2x-x* . [2x-X%°
lim = lim —— = lim ————=lim -
x—0* X x—0* X x=0" [y 2 x—0" X"

2 .
= lim J— —1 =+ donc f n’est pas dérivable a droite en 0.
x

x—0"

e Dérivabilité de fa gauche en 2 :

i SO -S@) _ N2x X

x—2" X —2 x—2 x—-2
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H

2x - x°
= lim = lm —=
= (x 2 2)2x—x? 7 \2x-x?

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 2.
Conclusion : Le domaine de dérivabilité de fest ]0,2].

2°/ fest définie et continue sur {0,2] et dérivable sur ]0,2{ et:
2-2x 1-x

2\/2x—x2 \/2x—x2

Le signede f'(x) estceluide 1—x

Vxe 10,2[, f'(x)=

X —~ 00 1 + 0
l1—x + ¥ -

D’ou le tableau des variations de f:

X 0 ] 2
f'&x) + 0 -
]
f(x) | / \
0 0

3% f(x)=x & V2x-x'=x @ 2x~x'=x' @ 2x* - 2x=0 &
x(x-1)=0 &= x=0o0ux=1= SR={O,]}.

4°/a) ¢ est continue et strictement croissante sur [0,1] donc ¢ réalise
une bijection de [0,1] sur ¢({0,1])=[0,1].

b) 97 :[0,1]1-[0,1]
X597 (x)=y
o' (X)=y @ p(¥)=x @ 2y-y  =x ©2y-y =x' &
Yy —2y+x*=0.0na:A’=1-x> d’ou y'=1—\/1—x2 et
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y'=1+41-x",0or y<[0,1] donc la solution valable est

y'=1-+1-x> car y"'>1 donc Vxe[0,1], o (x)=1-+1-x".

[Solution 15 :

1°/ g est définie, continue et dérivable sur Ret Vxe R,
g'(x)=3x*>+12.0na VxeR, g'(x)>0 d’ou:

x — +
g'(x) +
g (x) / + o0

2°/a) g est continue et strictement croissante sur R donc g réalise une
bijection de R sur R et comme 0 R donc 0 admet un seul

antécédent « par g ce qui prouve qu’il existe un seul réel o tel que
g(a)=0.D’autre part ona g(0)-g(1) <0 et gest continue sur [0,]]

donc O<a<l.
b) D’apres le tableau des variations de gon a :

X — 0 4 + o0

+ + 00
g(x) /®/’

d’ou le tableau de signe de g(x) :

X — 00 o + 00

g (x) = 4 +

3°/a) fest définie sur R et fest une fonction rationnelle donc f est

dérivable sur R.
VxeR,

S'(x)=

3x°(x® +4)=2x(x* + 1) _ x(x¥ +12x-2) _ x-g(x)
(x? +4) (2 +4) (P + 4
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b)Ona g(a)=0 = &’ +12a-2=0 = &’ =2-12a donc
@ +1 2-12a+1_3-12a

a) = = = .
/(@) a’+4 o’ +4 a’+4
4°/ f est définie, continue et dérivable sur R et Vx e R,
\ x-g(x)
x)=—""°"
/') (x% +4)°

Le signe de f'(x) estceluide x-g(x).

X — o0 0 o + 00
ooy e |
g(x) - - ¢+
x.2(x) + ( — 0 +

D’ou le tableau de variations de f:

X — 00 0 (04 + o
fx) + (J —~ ¢ +
l
' g 4 o0
f& el \3_12& 7
- a’+4

Solution 16:

1°/ f est définie, continue et dérivable sur R comme étant fonction
rationnelle.

2x(x2 +D=2x(x* -1 _ 4x
(x2 +1) (x +1)?

Le signe de f'(x) est celui de x d’ou le tableau des variations de f:

VxeR, f'(x)=
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x |- 0 400
7 ¥
f(x)

1 i
\ —_1
e f est continue sur R donc f(R) est ’intervalle [-1,1[ .

x2

=x < x2—1=x3+x<:> P -xt+x+1=0

2°/ f(x)=x&

x% +1
Conclusion - (E) est équivalente & g(x)=0 ol g(x)=x" —x?+x+1.
3°/ g est continue et dérivable sur R comme étant fonction polyndme,
g'(x)= 3x2 -2x+1.

3x —2x+1=0, A=4-12=-8<0 = VxeR, g'(x)>0.

X l—oo 400

g{x) TO

Y

g est continue et strictement croissante sur R donc g est une bijection
de R sur g( R)=R et par suite 0 admet un seul antécédent o € R par g

Conclusion : (E) admet une solution « . « est I’abscisse du point
d’intersection de la courbe de f et de la droite A d'équation y=x.

4°/a) @ est continue et strictement croissante sur R. donc ¢ est une
bijection de R; sur ¢ (R,)=[-1,1].

b) (o—l :[_131[_> Rr‘r
x> (x)=y

o (N)=y o p(=x & i2+1 =X o yP-l=xy’ +x

= yz(l—x)=x+l

»  x+1
or x#1 donc Y =—
—x
o ox+1
or xe[-1,1[ donc l >0
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B4 1—x or yeR,dou T
- x+1
Conclusion : Pour tout xe[-1,1] , @ (x)= ‘1—__; |

1°/a) ¢, estdérivable sur [0,7] comme composée et somme des
fonctions dérivables sur 10,7] .

Vxe [0,7],

(0;, (x) = a[-asin(a x)sinx +cos(a x)cosx] —a cos(a x)cosx +sin{a x)sin x
= —a sin(a x)sin x +sin(a x)sinx = (1 -a*)sin(a x)sin x
Or0<a<l > 1-a*>0et 0<x<7 = 0<ax<~x

= sin(fax)=0 et sinx=>0.

Dol Vxe[0,7], @, (x)=0.

X 0 7T
99;, x)10  + 0
Do (x ) ' sin(ar)
0o—"

b) D’aprés le tableau des variations de ¢, , 0 est un minimum absolu
sur [0,7] donc Vxe [0,7] , ¢,(x)>0 et comme ¢,(0)=0 et ¢, est
strictement croissante sur [0,7] donc Vxe [0.7], ¢, (x)>0 .

sin{a x)
: . sin(fax ,
2°/a) e lim £, (x)= lim ( ) lim —%—=¢«
x—0* x—=0" sInx x=0* Smmx
x
. sin{ar x) . Sinx
car lim =qa et lim ——=1
x—0* X x>0 x
: . sin{lax
e lim f,(x)= lim ( )=+oo
x—r” x—>7~ SIinXx
car lim sin{farx)=sin(@z)>0 car O<ar <z et limsinx=0".
x—on X~

b) f, est définie, continue et dérivable sur ]10,z[ et Vxel0,7[,

acos(a x)sinx—cosxsin(ax)  @,(x) '
B ) =" 7~ 0
(sinx)” (sinx)”

folx)=
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X 0 T
Ja(x) {f +
~fst¥) +60
o
sin(a -—L~) sin( onEr *__Z.)
T N a+l _ o +1
C) fa( ) - -
a+1 ., T .., T
sin( ) sin( )
+1 o+l
sin(z — ——»75—) sin( 7 )
+1 +1

= = =1

sin(-—~ﬂ ) sin(——”—)
a+1 o+1

3°/ f, estcontinue et strictement croissante sur 10,z donc f, est

une bijection de 10,z[ sur Ja,+o[ et comme o + ela,+ o[

donc il admet un seul antécédent de ]0,7z[ par f,, ce qui prouve que
(E) admet une solution dans }0,7[.

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur ]—%,%[

Vx e ]—-’-;-,12’-[, fi(x)=1+tan’x >0

: 3 :

f @) +

J(x) +00
_.Qo/

b) Aiy=1"'0x+f(0) = A:y=x.
c) Etudions le signe de f(x)-x.

b

Soit g(x)= f(x)-x ; g est dérivable sur ]-

R
NN

Vxe ]—-721,1;-[ , g (x)=f'(x)-1=tan’x >0.
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¥ 4 V4
x 2 0 2

g'(x) + +

g |l _

D’aprés le tableau des variationsde gon a:

® Yxe ]—%,0[ : g(x)<0 = C; est au dessous de A .

® Vxe ]0,%[ : g(x)>0 = C; est au dessus de A .
e Csrencontre A au point O(0, 0).

2°/a) fest continue et strictement croissante sur ]—12[—,52[—[ donc f est

o T T
bijection de ]——2—,—2—[ surf(]~—2-,5[)—R.

: 1
Soit xeR, g'(x)= ou y = g(x)
')
1 |
gi(x)=——5—or y=g(x) < x=f(y) & x=tan y
1+ tan’y
o x? =tan’y et par suite Vxe R, g'(x)= 5
+x°
g()=x tan x=1
/2
c) ]_f_ zr[ ] i n < x=— donc g(1)=z.
*€l-=5 X € 75 [
g(\3)=x tan x =
-, = xel] ~— , — 3
xel-=. S| ] S5 [

3°/ a) Montrons que VxR, g(~x)=g(x).

Soit A(x) = g(-x); hest dérivable sur RetVxe R

S (x)=-g'(-x)=-g'(x).

Soit k(x)=-g(x) ; k est dérivable sur R et Vxe R, k'(x)=-g'(x) donc
VxeR, hix)=k(x).

Conclusion : VxR, g(-x)=-g(x) ce qui prouve que g est impaire.

b) ]imgg_x_) — lim g(X) - g(o) — g|(0) =1 car g,(x) _ 1

x20 x  x2»0 x—0 t+x?
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r—— ]

4°/ a) Soit A(x)=x-g(x) et x> 0. & est continue, dérivable sur [0,+ o[,

. ! x?
Hix)=1-g'(x)=1- == 220.
T+x 1+x
X 0 +00
h(x) 0 +

h(x)
o__—

Vx>0 ona: A(x)>0 d’od O<x—g(x).
3
o Soit k(x)=x- g(x)-—% (x> 0)

k est continue, dérivable sur R,

K)=1-g(x)-x> =——=-x? =X _<0
1+x +x~

X 0 400
k(x) |0 -

k(x) 0
\(M)\)
3

d’ou Vx>0 ona: k(x)<0 d’ou x—g(x)<x—-.

3
x ¥ glx)-x
b) x>0 ona: O<x-g(x)<— d’otil ——< —<0
3 3 X~
lim -2 =0 dou tim £ "X
x—0" 3 x—0" x-
o lim 8¥) X _ i 8COFL
x>0~ x° x>0~ l-
= tim -84 -0
x—0" t°
e lim E_(f_)j;x_: lim £ =X _ 4 ]img_(fl?___’ﬁzo,
x-0" x° x—0~ x2 =0 x°
5°/ Soit ¢:R—->R
g(x) si x#0
X k> X
1 si x=0

D¢=R; VxeR, -xeR.
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* ¢(-0) = ¢(0)
® Yy ¢0, ¢(—‘X) - g('_x) - mg(x) - g(x) ___¢(x)
—-X b4

donc ¢ est une fonction paire.
b) e ¢ est continue sur R* comme étant le quotient de deux fonctions

continues. (g = ™ est continue sur R comme étant la réciproque d’une
fonction continue).

e Continuité de pen 0 :

lim #(x) = 1im £ < 1= 4(0) = 4 est continue en 0.
x—0 >0 x

Conclusion : ¢ est continue sur R.
. ¢) o ¢ est dérivable sur R” comme étant le quotient de fonctions

dérivables.
e Dérivabilité de ¢ en 0 .
g _,
1imwz lim ——— = ]imi(,x_)___f:o,
x—0 x—=0 x—0 X x—0 x2

Conclusion : ¢ est dérivable sur R .

g 7

d)Ona: \;’xeR:—-”—<g(x)<—7E d’ol l¢(x)‘: < .
2 2 2}x|

e lim 2-=0 d’ou lim @ = lim @ =0

X400 Z’x} X——7 X—>+7

1°/

a) Les fonctions x > +/sin2x etx

. T
——sont dérivables sur ] 0,—[
sinx 2
' L . _
donc f est dérivable sur 10, —2—[ comme produit de ces deux fonctions . |

f@)—f (g—)
® lim = lim

/sin(2x )
V4

~(3) o« ) (3] & “%') sinx
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e e
— —— e

i&
|

X = -

~ lim \[sin(z—bc) 2\ —2x
5)

r-2x  (m—-2x)sinx

- lm \/sin(ﬂz-—Qx) ~1 2 L
x_)(g{)_ T —2x .\/7[—2x ‘sinx
2
. _ . f ‘-“ /)
ca hm \[leim SinX =] e lim ! =0

T—x oo\ X }‘H(E]" Jr—2x¢ sinx -

2

)

, T
Donc f n’est pas dérivable en 5

zr Eq—r.f___—%i.sinx —COSX +/sih 2x
Vx €10, -é-[,f'(x)z L

(sinx )’
_cos(2x).sinx —cosx sin(2x)  sin(x —2x) -1

Jsin(2x).(sinx )? - Jsin(2x ).(sinx ) sin(2x ).(sinx )

( on rappelle que sin a cos b — cos b sin a = sin(a-b))

Or sur ]0, %],sinx>0 = Vx €190, %],f’(x) <0

0 T
X 2
[ (%) -
J(x +eo
—
§in2xA
lim £ (r) = lim Y302% _ i V- 2x V2 _ o
x 0"

x=0"  sinx x0* sinx vx
X

. . . T
2°/ { est continue et strictement décroissante sur 10, —2~] donc [ est
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une bijection de 10, %] sur (0, -’i’-]) =[0,4+0[=]

3°/
a) e g est continue sur [ 0, +o0 [ comme réciproque d’une fonction

continue sur |0, -725] .
. /4 4
e f estdérivable sur ]0, 5[ et Vx €]0, 5[ , | '(x)#0donc

g est dérivable sur f (]0, %[ )=10,4c0[.

e Etudions la dérivabilité¢ de g a droiteen 0.

_ y =
m 88Oy ” 2 gy L

E eSO ez

,
2
7
fx)-f (E)
car on a : montré précédemment que lim =
x> x =2
2
donc g est dérivable en 0 et g, (0)=0
Conclusion : g est dérivable sur [ 0 ,+c0{.
: 1
b) Soitx €]0,+0[, g'(x)= — ou y= g(x)
J'»)

g'(x)=-siny /sin(2y)
Ory=g(x)
in2
Jsin2y -

, sin2y =x siny donc
sin y

Sf)=x &x =

g'(x)=-xsin’y
, Sin2y NN 2cosy

. X : .
Ona: sin’ y sin y
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sin’ sin’ 4 4
,,y = f =—=4-4sin’ y =>sin’y = -
cos’y l-sin“y «x 4+x
—4x
doug'(x)= :
&) 4+x*
4°/

a) Ona: g estdérivable sur[0,+o0[,

2
X =42 etx > ,.[— sont
X

r . * r . ¥ [ 4
dérivables sur R, donc @est dérivable sur R, comme composée et

somme des fonctions dérivables

b) Vx €]0,+00],

P'(x)=(2x)'g'(\N2x >+[\/§—)2g '(\/xz)

4|2
1 —42x 1 x -l L _,

= : . = + =
J2x 4+4x’ xz\/f 4 g xTHl x4

x X

Dou Vx €]0,+0[, @'(x)=0; (p(l)=2g(\/§)

Cherchons le réel x e 10, %]tel que g(v2)=x :

g(f2)=
\/sin 2x @sinzx |

sin x sin2x 2

. 2 )
.Sm z ==—1—<:>tanx=1:>x X d'oﬁ¢(1)=£
2sinx cosx 4 3

¢c) Ona: Vx €]0,+0[ , @'(x)=0 donc ¢ est une constante

= Vx €]0,+o0], qo(x):go(l)z%.
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1/

a) @, estdéfinie et continue sur [ 0, ~2—[ et dérivable sur 0, g—[ et

1
Vx € ]0, g[, qo,',(x)z:l(tanx)” ].(1+tan2x):
n

i-n

l+tan’x -
——— . (tanx ) " .

/9
X 0 —
] 2.

. (%) +

?n (X) / oo

0

, : , T
b) @, est continue et strictement croissante sur [0, 5[ donc ¢, est une

bijection de [0, 32’—[ sur @ ([0, 525[ )=[0,+00[=1J.Soit , ="
c)
- b4 T .
e ¢ estdérivable sur] 0, -5[ et Vx €10, —2-[ , ¢, (x)# 0donc
W, est dérivable sur @, (J0, -’25[) =10, +o0[.

e Etudions la dérivabilité de y/, a droiteen 0 :

hm Wn (JC ) —‘)Un (O) — llm Wn (x ) — lim y — hm y
x —0* X x=0" X y—=0" @, (y ) y—0" f,'/tan y
i
. y tan y . Yy b=
lim : = lim ——— .(tan n =0
y—0* tany n/tany y=0* tany ( Y )
Yy

1
J——
Car 1im 22 =1 et lim(tany) " =0
y—0 y y—0
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e L =S R

Donc y, est dérivable a droite en 0 et par suite {7, est dérivable sur
[0,4+0[=E’. -

d) Soit x €E'=[0,+0[; ¥, (x)=—— olly =¥, (x)
?,(¥)
. n '
Wn(x)z i-] Ory:'?[/n(x) ¢$X=¢”(y)
(1+tan’ y )(tan y )"
n-l
&x=12ftany < x"=tany d’ou y/,;(x)z ki = =X -
2n N 14x°
(A+x 7 )x") "
. : nx""
Conclusion: Vx €[0,+0o[,y= ¥y, (x) T
T+x°

| _ T
2°/ a)ex > 1+tan” x est dérivable sur ]——2~,*“[

, T
et en particulier sur ]O,-z—[
- T
e x > —2+/tanx est dérivable sur ]O,E[

donc N est dérivable sur ]0,“725[

1+tan’x

Jtanx

p) 1
=(I+tan'x)(2tanx — )
vtanx
3

d 1 - 1
<> (tanx )2 =— < (tan =—
(tanx ) 5 (tanx ) 5

e Vx e]O,—;E[ ,N'(x) =2 tan x ( 1 +tan’x) —

o W

N'(x) =0 < 2tanx =
tanx

: T T
Or la fonction g :]—5,%[ ~> 10,400[, x +>tanx est une bijection .

Eneffet, g'(x)=1+tan’x >0 = g est continue et strictement
2

. T . 3
croissante sur ]0,5[ et par suite le réel (5)3 admet un seul

antécédent x ; € ]O,g—[ par g .
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—— s —
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————
——

11 en résulte alors que I’équation N'(x) = 0, (x, ]0,12’-[ ) admet une

unique solution x .

Wit

e Ona:N'(x,)=0< tan x,= (%)

2 1 %
} -2\}(§-)

L o1y o) -
~20) =1+ (=) =1~

[ RN

= N(x,)=1+ [(—;—-)

L :
2 232

b) D’apres la question précédente , N'(x ) = 0 admet une seule solution

=1+ (

T . T

x ,dans JO,—[ et comme N' est continue sur ]0,—{ donc N'(x )
2 25

garde un signe constant sur chacun des intervalles ] 0, x, [ et

T o
]xo,—z-[ d’ou :

/4 n
X 0 a X — —
4 2
N'(x) . { I :
o \\ ‘ +°°
/
N(XO)

: - - T
Soit N la restriction de N sur [0, x, ] et N, la restriction de N sur [x ,,—[ .:

N, est une bijectionde ] 0, x, [sur [ N(x,),1]

3
OrN(x,)=1-—= <0. Donc 0 admet un seul antécédent
243
o€ ]O,xo[ par N; . N; est une bijection de [xo,zzr‘—[ sur

[N (x,),+o[ donc 0 admet un seul antécédent 8 € ]xo,—;i[ par N, .
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I en résulte que 1’équation
N({x)=0 v
: T
7 admet deux solutions dont I'une est anr N( -Z) = ()
_2_' .

x €[0,
s . (4
c) eof estdéfinie, continue sur-[O,—z-[.

T .
o f est dérivable sur }O,—-z—[ et non dérivable en 0, la courbe de

f présente donc une demi tangente verticale au point O(0,0) et

V4
Vx € ]0,—].
] 2[

1+ tan® x 1—_1+tanzx--—2\/tanx _ Nx)

S )= 2/tanx - 2\/tanx 2\ tanx

D’apres I’étude faite en b), il en résulte que :

Vx €0, ] U[% 4+, N(x) 20 et Vx e]a',ij—[, N(x) <0

X 0 o

r
4
f'(x) + $ - ( +
f(®) f(@) +oo
O P \ o

1-2=

z
2

 f (—Z:) =1- % > d’ot1, d’aprés le tableau des variations de 1, on
a: |

Vxe[O,%[ £ (x)=0.

Vx2+1-1 x2+1-1

1°/ li01+n f = lim = lim

20X "‘“’Ofx(\/x2+l+l)
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= lim ——— =0

20" Jx 2 +1+1
X
limf = lim ———— =
0 =07 2\ x 2 +1

Ona: limf =limf =f (0)
0* 0"

D’ou f est continue en 0

0

2 ——
20/ tim LT O gy Nx 717
x —0* x -0 x—0* b
x?+1-1 1 |
= lim = lim =—=f(0)
.t——>0+x2( /x2+1+1) x —0" ,/x2+1__] 2 !
&) O _ . 1 1

lim = lim -
x -0 X —O x—0" 2,’x2 +1
[ est dérivable a gauche en 0

Conclusion : f est dérivableen 0 et f '(0) =%

3¢/
a) La tangente 3 Cf au point d’abscisse 0 et pour équation

y =f(0) (x-0)+7(0)

1 :
y = Ex d’ot D:y= B x est la tangente a C/ au point

0
b) pour x>0
dx)=f(x)-y = . N Zx( )

~ 4(x‘7‘+1)—(2-1—x2)2
2x (2\/x2+1+2+x2)

3
d(x) = ad < 0

2(2 x2+l+2+x2)

Cf estendessousde Dsur]0,+oof
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X X __~—x\/x2+1
\/x 2 2Vx 2 +1
_ (1— X +) ( )(1+\/x +1)

2\/x +1 2Vx % +1 (1+)\/x2{r1:

zx?H@+¢H+Q

Cf estaudessusde Dsur]- o ,0].

Pourx <0: dx)=f(x) -y =

>0

4°/ pourx > O

(Jﬁ__l) w2 =[x 41-4x7 11

x) = =
/ x 2x 2 +1
(Vx+1- Q(x%H -1)
x2 ) 2Jx?+1
\/x +1(\/X'+l+])
2Vx 2 +1-2x ad
p v Vxi+1l 1
ourx<0:f'(x)= > =
4(x?+1) 2(x7 +1)Vx 2 +1
Onapourtoutx e R : f'(x)> 0
X i + 00
S +
!t
lim £ = lim f ¥ 2 o gimfe—

X -0 X - 2\/x2(1+x1—2J X ——o - 2lx\ 1+;c1—2
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\ 1
= limf = =-—
x—»—oof i 2
2.1+ —
x 2
2 1 |
\[x (1”*‘;‘2")—1 }'\ 1+_2_
lim £ = lim = limf = X
X =40 \—~)+cof X x-—>+oo'f >\

| f est continue sur R
b) Ona:

f ets strictement croissante sur R
D’oli: f estune bijection de R sur

S=f (R)=] fim s, Jim [ = 1o, 1

1°/ h est définie, continue et dérivable sur Ret Vx e R,
B(x)=3x" —=6x+3=3(x>-2x+1)=3(x~-1)* 20.

X —~ 00 1 + 00

H(x) + ) +
hex) / + 00

2°/a) h est continue et strictement croissante sur R donc 4 réalise une
bijection de R sur R et comme 0 € R donc 0 admet un seul antécédent

aceRparh = h(ax)=0.

h(0,6)-h(0,5)<0 et
b)Ona: = -0,6<a<-05.
h est continue sur [-0,6;—0,5]

3°/ D’apreés le tableau de variations de 2on a :
X o

h(x) @Q/V+ o0

— 00
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Conclusion :
X | — 0 o + 0

Wy | - { +
B.

1°/ f étantune fonction rationnelle donc fest dérivable sur D,= R\ {1}.

Vx %1 , fix)= (3x” -3)(x “1)2~2(j63—3x)(x ~1)
(x -1
3G =Dx —D-2(x* -3x)
i (x -1y
_3x7—3x’-3x +3-2x’ +6x
) (x =1’

x*=3x*+3x+3  h(x)

d’ ) : ! —
ou: Vx =1, f'(x) T 1)

2°/
X — 0 a ] + 00
@' - N
h(x) - 0+ +
fx) + [ R | +
d’ou :
X — 0 a ] + o0
f'(x) + 0 - +
Aa)
f(x) /v \ / -+ Q0
- ol b

b
A "32 dott lim f(x)=1
X (x._l) X—tw

2—.
]’(Jc)——,vc=ﬁ~——;},i d’ou lim f(x)-x=2

(_x_-] < x4
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— = —_— ——

D’ou la droite A d’équation y = x +2 est une asymptote oblique a C,
au voisinage de + co .

4°/a)
_ _x3—3x__ Hx3-3x~(x+2)(x~—l)2_ -2
Sy =y w2 (x~1)° C(x-1)

Ona: Vx=#1, f(x)'—y <0 d’ou C; est au dessous de A .

b)

)

(-0,55)° +3(0,55) _ 0
(-0,55—1)°
( f(x)=0 & x*=3x=0 < x=0 ou x=—+/3 ou x=43)

fla)= f(-0,55) = 6

1°/ Ona: Vx e R ,-1 <sinx <1 dou2x-1< f(x)<2x+1
2°/

e Soit M(x,y)eC nD;.Ona: y =1 &)
y =2x -1
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e,
—— ————

fx)=2x-1 <sinx=1 ¢$x=%+2k7r ot ke Z
Dou: y=7x -1+4knm
CnD,={Ak(-;5+2k7z,7z-1+4k7r),keZ}

y=f(x)

e SoitM(x,y) eC sz.Ona:{
y =2x +1

f(x)=2x+1 Ssinx=-1 & x =§§£ +2k

3 |
CmD2={Bk(7” +2k7 3 +1+4k7) . keZ)
e Equation de la tangente a C au point A; .

y=f'C+2km)x - Z -2k m)+f (Z+2k 1)
2 2 2
or f '(—725+2k72')=2—cos(~72£-2k7r)=2

doli 1y = 2(x —%—-2k7z)+7r-1 Ak = y=2x—1

d’ou : Dy :y =2x -1 est I’équation de la tangente a (C) au point Ay .
¢ Equation de la tangente a (C) au point B :

y=f (T4 2k -2k m)+f O 2k 7)

or f '(—32£+2k75)=2—cos(§-2£+2k n)=2

y=2(x _%E—Zkzz)+37r-1 +4k7w = y=2x-1

d’ou D, : y =2x + 1 est I’équation de la tangente a (C) au point By
3°/a)0Ona:Vx e R,-x e R: f (—x)=-2 x sin x = -(2x — sin x)
=-f(x)
D’ou f est une fonction impaire .
b) Le point O est un centre de symétrie de (C) .
4°/
a) f(x +27)=2x+4 w-sin(x+27w)=2x—-sinx+4rx

= f (x)+4




Fonctions réciproques - ¢ 154 ¢ . 4°™ Maths

b) Soit T, la translation de vecteur &7 =2k 77 i + 4k7 J .

Soit C, la courbe représentative de f sur [-7, 7 ].
Soit Cz =Tﬁ (C;) .

Soit M(x,y) €C; ©M=T,.(N) oaN €C, < NM =1

{x ~x, =2kx
Ona: ou -7 <Xy < 7T
y—=fxy)=4kx
Ona:y=f(x,)+4mx=f(x -2kn)+dk 7w =f(x)
- SxnNS T &-mw+2km S wH+2%k 7w |
S-rm+2kw <x< w+2k 7 d'ou G, est fa courbe représentative
de f sur P’intervalle
[-m+2km , #+2kx](k e Z).
5°/Etudions les variations de f sur[ 0, 7]
Vx e [0, 7] ,f'(x)=2-cosx>0

X 0 T
[0 +
F(x) — 2%
0

L’équation de la tangente & (C) au point O(0,0) esty = x

B
1°Vx e R, f'(x)=2-cosx>0
lim 2x +1=—-0 d’ou lim f =—oo (d’aprés A) 1°/)

lim 2x +1=+00 d’ot lim f =+
X | —oo oo
f(®) +

f est continue , strictement croissante sur R donc f* est uen bijection de
Rsur f(R)=R .

Conclusion : f admet une application réciproque g : R - R.
2°/Ona: f(0) =0 d’ou £ '(0)=0 = g(0)=0

f(r)y=2n dov gQRr)=n,f Qkrx)=4knmr dou g(4krm)=2k7m
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3°/ Ona: f estdérivablesur Ret Vx € R, f '(x ) # 0 donc g est
dérivable surR .

1 1 1 1
0)= = =1, 22
s TG r@ PEEP

1
- f@g@n) f'm) 3
4°/ f étant une bijection de R sur R donc le réel m admet un seul
antécédent par f , noté x,, .
D’ou P’équation 2x — sin x = m admet une seule solution x,, .
Q
1°/

a) f(x)=4 < 2x—sinx=4 < 2x=sinx+4

@%(4+sinx)=x<:> D(x)=x

b) [&'(x)|=

1 1 1
—COSX | = ——]cosx | <— -
2 2 2

2°/ & est continue , dérivable sur R, etVx € R,

) <L
@(x)|_<_2

Dot Vx e R ,Vy eR ona: |®(x)—®(y)|£—;—’x -y|

Onpose x=Uety= &
D(x)=8U,)=Un , Dy)=B(ax)=a car f (a)=4

Dou [U,,, —¢| s%Un -
b) Ona:|U, ~-«a S-;—Uoma]
1 1Y)’
U, -a S_EU,-oc{ S(EJ U, -«

1 1Y
]U3—a|S5|U2-af] S(Ej U, ~a
1 1Y

Donc on constate que Vi € N

U,-a g(%) U, -«



Fonctions réciproques * 156 ¢ 4°™ Maths

Vérifions ce résultat par récurrence :

0
e Pourn=0, Un-—a'! S[é—] !Uo—a‘ est vraie .

¢ Supposons que pour un entier donné nona:

lU" —-al < (%) IU0 —al et montrons que

1 n+l
|U,,+,-a|$(§J U, —al

Ona: lUm —a] S—;—lU” -——a‘ ( d’apres 2°/ a) )

U,n—a < —i—(%)n U, —al = (%)" U, —a

lim (—1—) on—a| =0 car -1< é—<]

X —»+400 2

D’ou lim ‘Un -—a| =Q0etparsuite imU, =«

X ~»+0 X —>+0c0

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers o .
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[ —— = e

g » Soit / et F deux fonctions définies sur un intervalle I . on dit que F est
une primitive de f sur I lorsque F est dérivable surl et F'(x) = f (x) ,

pour tout x de I . |

i e Toute fonction continue sur un intervalle [ admet au moins une primitive
| surl.

{ ¢ Soit f une fonction continue sur un intervalle I . Si F et G sont deux
§|  primitives de f sur [, alors la fonction F — G est constante sur I .

fi » Soit / une fonction continue sur un intervalle 1 .Soit x, un réel de [ et y
| unréel . Alors il existe une unique primitive F de f telle que F( X¢) = yo .
bl ® Primitives des fonctions usuelles et opérations:

Dans le tableau ci-dessous F désigne une primitive de la fonction f sur
lintervalle I et a, c, @ et ¢ des réels . '

f [ F
X FHa R X ax +c
‘ n+1
: X
x—>x',neN R X > +cC
n+1
1 _

X > —,ne N\ 10, +00 [ X
X (ou] —0,0[) T
{0,1}

2
X > X [0, 400 xi—>§x X +¢C
1

XI—)E— 10, 400 xl—)Z\/;‘*‘C

X > cos X R X sinx+c¢

X F>sin x R X > -cosx +c
1

X F>cos(wx+ @) R X > —sin( 0 x+@ )+c

o
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> si +
X sin(wx+ @) R -xp_)—-l-cos(oox“'([))‘*c
0]

T
X > 1 +tan’x | e | X B tanx +c¢
2°2 |

| » Soit F et G deux primitives respectives de deux fonctions f et g sur un
intervalle 1. | '

* La fonction F + G est une primitive surlde f + g.

*+ Soit A unréel . La fonction A F est une primitive suride 4 1 .

f Condition F
u'n", n entier naturel um!
non nul B
u'v+v'uy TR
' ? — ]
u u ne s'annule pas u
‘T,HEN\{O,I} Sur]
u -n +1
u'v-v'u v ne s'annule pas u
V2 sur | y
; .
u u strictement 2Ju
positive sur |
u
'/ u positive sur | 2
u'vu < udu
u'dfu u St.ri.ctement n2/u
. positive sur [
ne N \{1}
u'(w'cu) w une fonction w°u
dérivable sur u(l)
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~ EXERCICES |

1

Vx +1

Soit [ (x)=x"—

1°/Montrer que f admet sur ] -1 , +oo[ une primitive F .

2°/ Calculer F(x) tel que F(0)=0

1°/ Montrer que / admet sur R” une primitive F .
2°/ Calculer F(x) tel que F(0) =1

- —

f(x)=tan’x +2x oux € |~

1°/ Montrer que f admet sur |~ une primitive de F

— -

2°/ Calculer F(x) tel que F(0)=2

f (x)=sinx cos™ x

1°/ Montrer que f est continue sur R

2°/ Déterminer la primitive F de / sur R tel que F(0)=0




Primitives ¢ 160 ¢ 4% Maths

2x 4 =3x % +5
2

X

f(x)=

ou x €0, +o0]
1°/ Montrer que f posseéde une primitive F sur ] 0, +oo[

2
2°/ Calculer F(x) tel que F(1) = g

3x —4
(3x +2)

fx)=

1°/ Déterminer les réels a et b tels que pour tout x =0 on a:

a N b
Gx +2)*  (3x +2)°

f(x)=

2°/Déterminer la primitive F de / sur R" tels que F(0)=0

f(x)=2sinx +6sin’ x

On pose F(x) =a cos x + b cos”x

Trouver a et b tels que F soit une primitive de f

exercice 81

x°=3x*+5
(x —2)°

1°/Trouver les réels a ,b ,c telsque ¥x >2ona:

f(x)=

B c
f(x)=ax +b +—~—x Py

2°/ En déduire toute les primitives de f définie sur ]2, +oo]
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Exercice 9:

l

x2+1

S (x)=

1°/ Justifier I’existence et I’unicité d’une primitive F définie sur R tel que
F(0)=0
2°/ Montrer que F est une fonction impaire .

3°/ Soit G(x) =F (tanx) ou x € }—g—,%{

a) Montrer que G est dérivable sur }—%,%{ . Calculer G'(x)

b) En déduire G(x)
c)Calculer F(1)

|
4°/ Montrer que Vx >0ona: F(x)+ F(—) = %
X

Exercice 10:

fx)=A1-x’

1°/ Déterminer Df ?

2°/ Prouver Pexistence et I'unicité d’une primitive F définie sur [ -1, 1],

tel que F(0)=0

39/ Soit @(x )= F(sinx )oi x e [o,ﬂ

a) Montrer que @ est dérivable sur {0, %} . Calculer @'(x)

b) En déduire ¢(x)
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x> =3x? +7 .
(x-2)? i

Soit la fonction définie sur ]2, +o [ par : f(x)=

1°/ Déterminer 3 réels a, bet c tels que : f(x)=ax+b+ G2y
x —

2°/ En déduire la primitive de f qui s'annule en 3.

Exercice 12:

3
X

1+ x* ‘

1°/ Montrer que fadmet au moins une primitive sur R.
2°/Déterminer la primitive de f'qui s’annule en 0.

Soit la fonction fdéfinie sur R par f(x)=

Exercice 13:

Soit f(x)=cos(3x)sin’ x .
1°/ Linéariser f(x).
2°/ Déterminer la primitive F de fqui s’annule en 0.
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1°/ f estcontinue sur]-1,+ o]

d’ou f admet sur]-1,+ oo une primitive F

x3
2°/ F(x) = —3——~2 x+1+c

d’ou c=2

{F(O) =0
or
F(0)=-2+c

3
Conclusion: F(x)= %—ZVX +1+2

Solwion

4™ Maths

1°/ f est continue sur IR* comme étant le quotient de fonctions

continues sur R*

D’o0 f admet sur R* , une primitive F

2 3x?
2°0 f(x)=7.—F=—

3 24x? +1
:>F(x)=—§—\/x3+l+c

F0)=1

Or 2 d’olt ¢= —1~
F(0)=—3—+c 3

Conclusion : F(x) = % x° +1 +%
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19/ f(x)=tan’x +2x

5 L

. T . . el V4
f est continue sur ]—--2—,—2—{ donc f possede une primitive F sur J——i—

2°/ F(x)=? 5
fx)=(1+tan’x )+(2x 1)

Dot F(x) =tan x +x> —x+ A

Or F(0)= A =2 d’ou

Pour tout x € :I*%’%[ : F(x)=tan X+x —x+2

_;,S,Olujtidn_ | 4 ke

1°/ f est le produit de fonctions continues sur R alors f est continue

sur R

25 +1
—COS X
2°/ F(X)= ——— 4 ¢
2n +1

-1
F(0) = +c
Or ©) 2n +1 ‘ d’ott ¢c= !

F(0)=0 2n +1

1—cos®*' x

2n+1

Conclusion: F(x)=

Solution5:

1°/ f estcontinue sur] 0, + oo

D’ou f posséde au moins une primitive F définie sur J 0, + oo
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— s e

2/ f(x)=2x"-3+ 5,
N
D’ou F(x)=%x3—3x—§-+c
D X

Or F(x) = —i—-3-—5+c xi——8+c

—22+3c
F(ly= ————
() 3
OrF(1)= —2~:>:~2—?'i}~€=2®3 c=24 d’ott ¢c=38
3 3 3
Conclusion : F(x) = gx Y _3x —i+ 8
3 x
Solution 6: -
b
1°/f(x)=a(3x +2)~3+—b _ Sax +2a~:
(3x +2) (3x +2)
3a =3 a=1
D’ou ot
2a+b =4 b=-6
i 6

Conclusion : xX)= —
7 ) Bx +2)* (Bx +2)°
l 3 3

2°/ f(x)=—————— 22X
/&) 3 (3x +2)° (3x +2)

1 —m+l

: . u
Or on sait que sig= — alors G=
u

—n +1
Dob F(x)= 4] ~+e
3 Bx+2) (Bx+2)
I 1 1
Ona:F(0)=0 < ——+—+c=0 c= —
6 4 12
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———— 3

I N 2+1
33x +2) (GBx +2)° 12

d’ou F(x)

F'(x)=-asinx+3bcos’x (-sinx)
=-asinx—3bsinx (1 -sin’x)
=-(a+3b)sinx +3bsin’ x

F étant primitivede f sur R si FF=f <

3b=6 b=2
=
—a-3b=2 a=-8

D’ou F(x) =-8 cos x + 2 cos’ x

—7)2 2
IO/f(x):(ax +b)(x ;2) A C ) C 4Jf+4)+c
(x —'2) (.X' "2)_
ax’ —4ax® +4ax +bx* —4bx +4b +c
fx)= :
(x =2)

_ax’+ (b -4da)x’ +x(da-4b)+4b +c |

(x —2)° :
Par identification :
fazl

a=1
b—-4a=-3
) <<b =1
4a—-4b =0
4D +c =5
f(x)=x+1+

(x —2)°
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L — —— - ———

+c ¢ € IR

2 P =T tx -
2 (x —-2)

Solution9:

[°/ f est continue sur R donc f posséde au moins une primitive F

définie sur R .

Comme F(0) = 0 alors F est unique .
2°/ Soit p(x)=F(—x)+F(x)

@ est définie , dérivable sur R

@'(x)=-F(x)+F(x) =
D’ou ¢(x)=c

Or p(0)=F(0)+F(0)=0 d’ot c=0
D’ou pourtoutx € R : @o(x)=0

Et par suite F(-x) = -F(x)

Conclusion : F est une fonction impaire .
3°/
T T
a) G(x)=F (tanx) ol x € |——,—
( 2 2
Ona: G=Fgtan

tg est dérivable sur —-{T_,E[
2 2

et pour tout x € }—%,%{ :(tanx) e Df = R

et comme F est dérivable sur R
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alors G est dérivable sur }—%,%{

G'(x)=F'(tgx) .(1+tan’x)= f (tanx) (1 + tan’x)
= ——,-1—(1+tan2x)=1
tan” x +1
b) Ona: G'(x)=1 pourtoutx € R
D’ou G(x)=x+c
Or G(0)=F (tan (0) )=F(0)=0
Et puisque G(0) =c alors¢c =10
D’ou pourtoutx € R : G(x)=x
Gx)=x
¢) Ona:
G(x)=F(tanx)

D’ou F (tan x) =x

T T T
Pourx=— ona: F(tan{(—))= — d’ou F(1)=
1 ( (4)) A (1)

&N

4/ K(x)=1?(x)+r~“(l ) oll x>0
X

r . * 7 4 .
K est dérivable sur R, comme étant somme et composée de fonction

dérivables .

1

x2

o1 1 1 1
F(2) = 5= 1

b x*+1 x7) L
x')

Ona: K'(x)=F(x)-

1
= — _17=()
x“+1 1+x°

D’ou K(x)=b ou b est une constante
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PAma— e

[K(l):b

IK (D) =2F() szz_ d’ot b=

NN

.
3
4
-
.

Conclusion: Vx >0:F(x)+ F(}—j = ..g_
X

[Solution 10:

1 1-X 20X <1 & x| 1 -1 <x<I

Df =[-1,1]

2°/ f est continue sur [-1, 1]
D’ou il existe au moins une primitive F définie sur [-1 , 1]
Or F(0) = 0 alors F est unique .

3°/ a)@p(x )=F (sinx)

@ = Fosin
. , . T
sin est dérivable sur [O, 5}

VX e {O,—g} sinx €[-1,1] =Df alors ¢ est dérivable su{o,g—]

@'(x) =F(sinx)cos x= yl1—sin’x cosx =+/cos’ x cosx =cos’x
p'(x) = %(cos@x )+1)
b) p'(x) = —12~(cos(2x )+1)

Alors ¢(x) = é—(%sin@x )+x)+c
Or ¢(0)=F(0)=0

Doun 0+0+c=0 = ¢c=0
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|
Conclusion : pour tout x € {O,%} cp(x) = Zsm 2x +%

Solution 11:

(ax + b} (x =2)* +¢ _ (ax +b)(x* —4x+4)+c

1°/ f(x)=

(x—2)* (x—2)°
_a-x’—4ax’+4a-x+bx’ —4bx+4b+c
(x—2)°
_a X +x’(b—4a)+x(4a—4b)+4b+c
(x—2)°
(a=1
a=1
b—-4a=-3
d’ou < = <b=1
4a—-4b=0
c=3
4b+c=T7

d’ou Vx>2, f(x)=x+1+ .
@) —

2°/ fest continue sur ]2,+ o[ donc fadmet au moins une primitive F
définie sur ]2,+of :

2

F(x):x?-kx— + k.

x—2

0rF(3)=0 = *z—+3—3+k:0 = k:—i—

2
Conclusion : ‘v’x>2,F(x):x_+x_ 3 2

x—2 2

[Solution 12:

1/ VxeR, x* +1>0 dou D;=R.
fest continue sur R donc f admet au moins une primitive F définie sur R
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3
20/ f(x):\/x_4 on pose u(x)=1+x", #'(x)=4x’d’ot VxR,

1+ x

' / 4
Fy =22 L poy=d ey ee=YEE

4 u(x) 2 2
orF(O):0:>k+—1-:0:>k::—l.
2 2
/ 4

Conclusion : VxR ,F(x)= 1—;x -—%.

1°/ e™ =cosx+isinx ; e " =cosx—isinx .

Ona: cos3x= e et sinx = e’ e
2 2i
o 3% 47 i i
dou f(x)=( 5 X Y )
(€ + e ) (e —3e™ 43¢ — e—in)
- —16i
~ e% _ 30/ L3012 141 —3e 2 437t _ pmi0n
- —16i
(/%% — e %Y Z3(F — 7% ) 1 3(' 2 — o712
- — 16
_ 2isinbx —3(2isin4x) + 3(2isin2x)
—-16i

=1 3
d’ou: f(x)=-—sinbx+—sindx——=sin2x.
f(x) : . :
2°/ F(x) —_—1(_—]cos6x)+E(——]cosélx)—é(icost)+k
8 6 8 4 8 2

F(x)=—cos6bx——cosdx+ icost +k.
48 32 16

OrF(O):O::>—1—-———3—-+-§—+k:O:>k::—]l.
48 32 16 96

Conclusion : VxeR ,F(x)= Lcos6)c —icos4x +1—3600st _1 :

96



Intégrales ¢ 172 ¢ 4™ Maths

INTEGRALE D'UNE FONCTION
CON TINUE

Des résultats a retenir :

notée par u.a est I"aire du rectangle de dimensions H;N et “ﬂl .

e Soit / une fonction continue sur un intervalle I . St F et G
sont deux primitives de f sur [ alors pour tous a et b de I,
F(b) - F(a)=G(b)-G (a) .

e Le plan est muni d’un repere orthogonal .

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [ a , b]
et F une primitive de f sur[ a, b] .

L’aire ( en u.a)de la partie du plan limitée par la courbe de f , I’axe
des abscisses et les droites d’équations x = a et X = b est le réel

F(b) - F(a)
Le réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de f de a a b et est

noté _rf (x)dx .

e Soit / une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de
I et F une primitive de f surl.

On appelle intégrale de f entre a et b le réel , noté ff (x)dx

défini par ff (x )dx = F(b)—F(a).

e Soit / une fonction continue sur un intervalle I , a , b et ¢ des réels
del. Alors:

[roode=0 s [foode==[7 s
[f ( )dx + _rf (x )dx = ff (x )dx ( Relation de Chasles)

| ® Le plan est muni d’un repére orthogonal .

Soit f une fonction continue sur [ a ,b].

L’aire (en u.a)dela partie du plan limitée par I’axe des abscisses ,
la courbe de f , les droites d’équations x = a et x = b est le réel

mf(x)[dx.

e Le plan étant muni d’un repére orthogonal (O,i,j), 'unité d’aire ,

R )

e ARTT D w2
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il @ Soit f et g deux fonction continuessur[a,b].
1 Pourtousréels a et [,

[ (af @)+ pgeenan = a [ /ooy +p [ g
e Soit / une fonction continue sur [ a, b] . Si  est positive sur[a.b],

alors J:f(x)dx > 0.

¢ Soit / une fonction continue sur [ a,bjotta<b.Si f est positive
et ne s’annule qu’en un nombre finide réels de [ a , b] , alors

ff(x)dx>o.

e Soit f , g et h trois fonctions continues sur | a, b] .
Sih <f < g,alors fh(x)dx < rf(x)abc < fg(x)dx :
e Si f est une fonction continue sur | a, b], alors

U:f(x)dx < fif(x)|dx

» Le plan est muni d’un repere orthogonal .
Soit f et g deux fonctions continues sur [ a, b] .

L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de [,
la courbe de g et les droites d’équations x = a et x = b est le réel

[ c)-goo)dx

o Théoreme d’intégration par parties .
Soit f et g deux fonctions dérivables sur [ a, b] et telles que leurs

dérivées f 'et g' sont continues sur[a,b]. Alors

[70g @ =[rOg)] - [ 1 Og0).

Soit / une fonction continue sur [ a, b] (a<b ). On appelle valeur

i
3]

moyenne de / sur[a,b]leréel, noté F , défini par
f=_1_[fdx.
(b-a) ™

e [nterprétation géométrique de la valeur moyenne
Le plan est muni d’un repére orthogonal .

SRR B,

R,

Soit f une fonction continue et positive sur [ a, b].
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L’aire (en u.a) de la partie du plan limitée par la courbe de f , les
droites d’équations , x =a,x =b ety =0 est égale a celle du
rectangle de cbtés ( b —a) et 7 :

e Inégalité de la moyenne
Soit /* une fonction continue sur [a, b ](a<b ). Soit m et M deux

réels .

Sipourtoutxdefa,b],m <f(x) <M,alorsm S? <M.

.1 Soit f une fonction continué sur [ a, b] (a<b). Il existe
| c €l[a,b], tel que]T=f(c).

e L’espace est muni d’un repere orthonormé (O,;,}T,?{) .

Soit f une fonction continue et positive sur [ a, b] . Le volume V du

solide de révolution engendré par la rotation de ['arc
AB={M(x,y)telsquey= f(x)eta < x < b} autour de

¥ . 2
Paxe (0,1) est leréel V = Jrff (x )dx
0 Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de [ .

Alors la fonction F définie sur [ par F(x) = ff (t)dt est la

| primitive de f qui s’annule en a.
| ® Soit / une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de I .

Alors la fonction F: x > Ef (t)dt est dérivable sur I

et F'(x)=f (x) ,pourtoutréel xdel.

e Soit / une fonction continue sur un intervalle I , u une fonction

1 dérivable sur un intervalle J telle que u(J) 1 et a un réel de 1. Alors
i{x)}

la fonction F définie sur J par F(x) = J; f(t) dt est dérivable sur J

et F'(x) = f((u(x)).u'(x), pour tout x de J .

| e Soit / une fonction continue sur un intervalle | centré en 0 et soit a
| unréeldel.

« Si [ est impaire alors f f(x) =dx=0.

* Si f est paire alors ff(x) dx =2 Ef(x)dx.
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Exercice 1

Calculer I’intégrale A dans chacun des cas suivants :

o _ ] x2 o _ l 2

I/A_L—;\/T—zx;;dx Q/A_Iot]t dt

39/ A = j LY 49/ A = [ —1— dx
i(t +1) 0yl+x

50/ A = j02(1—|x—1|3)dx 6%/ A = [3cosxsin® x dx

0 z
7°1 A = ﬁrcos%cdx 8°/ A = J.03(cos3x+sin3x)dx

Exercice2:

Soit f:]—%,—;i[aR ; x> l+1gx.

1°/a) Montrer que f est une bijection.
b) Soit g = /' .Prouver que g est dérivable sur R et que Vxe R,

I
g'(x)=
x?—2x+2
2°/ Soit l'intégrale I = f—7—1—~—dx
X —-2x+2

a) Vérifier que I = g(2)-g().
b) En déduire que I= —

i

1°/ Montrer que (U,) est une suite décroissante, minorée par 0.
2°/ Soit # un entier non nul.

a) Montrer que la fonction f,:[0,1]—- R : x> x"vI-x admet un

maximum relatif que I’on précisera.
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b) En déduire que (U,) converge vers 0.
3°/a) Calculer Uy .
b) Prouver que Van=1,0na: (2n+3)U, =2nU, ;.

22I7+2 ! 1 '
4°/ Montrer que VneN, U, = i+ 1) :
(2n+3)!

T

Soit la suite (U,),.n définiepar: U, = jfcos"t dr.

1°/ Calculer U,, U,, U,.

2°/ Montrer, a I’aide d’une intégration par parties que :

n+l
U,,,=——U,
+2 n+2 '
2n)} =#
3°/ Montrer que : Vue N, U,, = )’ -22n+l .

4°/ a) Montrer que (n+1)U,,, - U, est indépendant de » .

b) Calculer alors U,,,,,-

Soit g un réel de P’intervalle [0, % [.

) asin®" ¢
Pour tout entier »>1, on pose 1, (a)= de.
0 cost
. 2pn . 2n
sin”’r _sin“ a
1°/a) Montrer que V¢ e[0,a], 0< <

cost cos a

s 2n
sin“" a
b) Montrer que 0<1,(a)< an 2

cosa

c) En déduire lim I,(a).

n—>+o0

dz

X
Soit F(x)= J'
0 Vit +1
1°/ Montrer que F est une fonction impaire.
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2°/ Etudier le sens des variations de F.

PR
NEN

b) En déduire que Vx>1, F(x)~F(1)<1.

¢) En déduire que F admet une limite finie / en +w .

On admettra que /= 0,92.

4°/a) Ecrire une €quation de la tangente (T) a Cr au point d’abscisse
xy=0.

b) Etudier la position de C et (T).

c) Donner Pallure de la courbe C  dans un repére orthonormé
(0.i,j)-

Exercice 7 (BAC Tunisien) :

3°/a) Prouver que Vi>1,ona:

V4
Pour tout entier naturel non nul, on pose 1, = J‘4 (tgx)" dx.
0

. Vs :
1°/ a) Pour tout réel x de ’intervalle [O’Z ] et pour tout entier naturel » ,

calculer la dérivée de la fonction x - (tgx)""!

b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul »,on a:
1

ln +In+2 :_I.’I—-%_l.

2°/ a) Montrer que, pour tout entier naturel nonnul,ona: I, 20.
En déduire que I, < L .
n+l
b) Calculer alors lim [, .

n—>+0

Exercice8:

x* 42
X +1
1°/a) Dresser le tableau de variation de fet tracer sa courbe

Soit fla fonction définie sur R par f(x)=

représentative (C ) dans un repére orthonormé (0,i, /).
b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans R une solution

. 3
unique « telleque: l<a <5
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2°/ On appelle g la restriction de fa R, .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~' définie dans 11,2]

b) Ecrire ’expression de g~'(x) pour x appartenant & 11,2 ].

c) Tracer la courbe (C ") de g™ dans le repére (0,7, ).

3°/ Soit ¢ la fonction définie sur [0,%] par: ¢(x) = jotgxf(t)dt.

a) Montrer que ¢ est dérivable sur [0,—7:— ] etque @'(x)=tg’x+2.
b) Calculer alors ¢(x).

¢) En déduire I’aire A du domaine limité par la courbe (C ) et les
droites d’équations respectives x=0 , x=1 et y=1.

Soitn eINet U, = fx“. 1-xdx

1
n+1

1°/a) Montrer que pourtoutn €IN:0 =U, S

b) En déduire lim U,.

n—>+o0
2°/Utiliser une intégration par parties pour montrer que pour tout ne€ IN

n+1Un

ona: U=
n+4

ost 2
39/ Soitx IR et ® (1) = f 1-x'dx

a) Montrer que @ est dérivable sur IR.
b) Calculer @' (t).

¢) En déduire @ (t) pourt € [0,%]. Calculer alors U.
Ml < Un+1 <1
+4 U

n

4°/ a) Montrer que pourtoutn € IN ona:

b) Calculer alors IHP EUE_L

¢) Montrer que pour toutn €IN ona:

Un«Un+]: U
2(n +1)(n + 2)(n + 3)

d) Montrer alors que : lim n Jn U,= |®

n—>+o 2
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2n+1

v, = [
Vx®+1
1°/Calculer Uy .
2°/ Montrer que pourtoutn € N ona: U, > 0
3°/a)Montrer que (Un) est une suite décroissante
b) Montrer que (U,) est convergente
4°/ Montrer que pourtoutn € Nona :

1 U<1

< <
V202n+2)" " 2n+2

Calculer alors la limite de (U,)

1°/ f (x)=x +sinx

Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ; (x'x) ; x =0 et
T

X = —

2

T

2°/ a) Calculer J = J: x sinxdx

b) C : la courbe représentative de f sur {0,32?—}

Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de C autour
I’axe des abscisses .

Exercice 12:

1
fx)=—=
cos” x
1°/ Déterminer D f

2°/ Calculer I’aire A de la partie du plan limitée par Cf ; la droite D :
/4
y=1,etlesdroitesx=0etx = T

sinx

3
COS X

3°/ Soit p(x ) =
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a) Calculer @'(x ) et prouver que@'(x ) =37 *(x)—2f (x)

b) Calculer le volume du solide (S) obtenu par la rotation de I autour

de I’axe des abscisses ou I'= {M (x,y)y=f(x)et0<x < %}

A) Soit la fonction f': ]-g, g[ — IR ; x> tgx

et Cr sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, .1) , j ).
1°/a) Etudier les variations de f.

b) Soit A la tangente a C¢ au point d'abscisse xo= 0. Etudier les
positions relatives de Cret A .

c) Tracer Cy.
2°/a) Montrer que f est une bijection.

b) Montrer que f "' est dérivable sur IR.

d
¢) Prouver que pour tout xe IR : f7'(x) = f ! -
1+t°
3°/ Calculer alors I = E dt, .
1+t

B) Soitn <IN" et a, = £(1~t2)“dt etag=1.

1°/ Montrer que : a,. —a, = - Etz(l —t*)"dt.

2°/ Montrer que la suite (a,) est convergente.
3°/a) Prouver a l'aide d'une intégration par parties que pour tout
nelN ona: Anry = M

3+2n
22n (n |)2
2n+D)

b) Montrer par récurrence que pour tout neIN : a, =
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n 1
C) On considére : U, = Z P ) ou nelN.
UIx3x5%x...x2p+1)

5 \ i+l
1°/ Montrer que pour tout neINona: U,=2. £ .

1+t
2°/a) On pose V= 21-U,,. Exprimer V, a l'aide d'une intégrale.
2\n+l
(];t)_ <1.
+1°

b) Montrer que pour tout te [0,1] : 0 <

c¢) Calculer alors lim V,

n—+x

3°/ Calculer alors : lim U,,.

n—>+x

W'g '
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l l
jx (d+2x%) 2 dx=— jéx (1+2x%) 2 dx

A= 'f\/1+2x

!

1

1 la+2x)2 | 43-1
6 1 C3
2 0
] }‘ ]
oA [ L 2y, =2 -]
2/14_[0:1 ¢ dt—2IO2t(l ) dt =3 3 ==
2 0
0 ¢ (2 +1)7? R
3°/ A = dt“.[Zt(t +D) P de=| —2 | =2,
1 +1)° - 4 8
/A= dx= 2[\/1+x]0_2(\/— 1.
01+ x
5°/ A = (1—|x~1]3)dx= j1(1—| x—1)dx+ jz(l—]x-—IP)dx
#0 0 1

= [a-a-»ax+ [ a-G-p)dx
0 I

1. 4 2
e =0t @t 3.3 3
4 1, 4 ] 4 4 2

z 5
X .5 3 3
6°/ A = |3 cosxsinx dx=|:sm x} =l(ﬁj =9‘/_.
0

Jo 5 5{ 2 160
0 0 R 0 o,
79/ A = | _cos’xdx= !,,cosxcos'xdxz J',,cosx(l—sm“x)dx
) 3 3
- in® x)dx =|sin _sin3x O —~———-—u3\f3—
= J‘E(cosx*cosxs x)dx = X 3 . =g

3
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8°/ A = Iog(cos3x+sin3 x)dx

= JE (cosx(1-sin? x) +sin x(1-cos” x))d x

4
= IG (cosx +sin x — cosxsin® x —sin xcos? x)d x

) sinx cosSx |6 27— 9\/5
=|sinx—cosx — + =_——
3 3 24

0

Solution2:

1°/a) fest définie et dérivable sur ]-%,g-[ et Vx G]_E’E[ on a

>0.

S'(x)=

COS™ X

: : . T
fest continue et strictement croissante sur ]— 5,—2-[ donc f réalise une

bijection de ]-%,%[ sur ] lim_ f(x); lim f(x)[=R

T 7
X Xy
2 2

21, £ )0,

b) * fest déri 2 T5 et vxe-Z
) * fest dérivable sur ] 2,2[61' x €] S

donc g est dérivable sur £(] —-725,5[) =

"(x)= 7@(;5 Posons g(x)=y

*VxeR ona : g

=1+tg2y.

1
d -1 o -
o g o S 0= cos’ y

Or g(x)—y<:>x—f(y)<:>x=1+tgy<:>tg)/—x—1c>tg2y:x”—2x+l
dou f'(y)=
PN
g xz—-2x+2.

2°/a) 1= [ =2 — = [ e =[]} = 2(2) -0

b)Ona: 1= g(2)-g(l).

x* —2x+2 et par suite VxeR ona :
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———— —_— —

* Calcul de g(2):
g(2)=x C>'f(x)=2<:> l+tgx=2 S tgx=1 & x:Z—

car xe]——%,g[. Donc g(2)=§—.

* Calcul de g(1):
g=x = =1 l+gx=1<1gx=0 x=0

T T
car xej]—-—,—[. Donc D=0 dou I=-—
x €] 5 2[ g(l) n

1°/ x> x"+/1-x estcontinue sur ] —o ,1] en particulier sur [0,]1]

1

d’ou “‘Ox”sz‘l—x d x existe.
1

U, -U,= J x"V1-x(x-1) dx
0

Vxe[0,1], x"V1-x(x-1)<0 d’oit VneN, U,,, ~U, <0 d’ol (U,)
est une suite décroissante.
Ona: vxe[0,11], x"Jl-x =0 d’ou U, 20 d’ou (U,) est une suite
minorée par 0.
2°/a) f,est continue sur [0,1] ; f,est dérivable sur [0,1]

-1 2m" ' (1-x)-x"
21— 2i-x

N x"! (2n—-2nx—x) _ %" 2n-2n+1)x)

2 1-x 21-x

Vxe[0,1], f,(x)=nx""J1-x +x"

x {0 2n 1
2n+1]
fu(%) + 0 -

f;1 (.X) -//Mn \
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n
M, = ( 2n X }]_ 2n :( 2n J 1
2n+1 2n+1 \2n+1) 2n+1

d’ouVvxe[0,1],0ona: Osf,,(x)s[ 2n ) !

2n+1) Jan+1

Conclusion : f, admet sur [0, 1] un maximum relatif égal a

n
M. = 2n ) 1
T o\2n+1) anel

]
b)Ona:0sfuh—stn:>05Unsjh@dx
0

0<U, <[Mx]y = 0<U, <M,

n -

. . n Log 72n I
limM_ =lime

——=0 car:
n—+x n—+»% 3 /21’] + 1

1

e lim =0
n—>+0 2 +1
. . 2n+1 | I
e lim nlLog = lim —nLog = lim —nLog(1+—)
H—+00 2n+l  n-+w 2n >+ 2n
_ ]im_-_lLog(l+X) ::l_
X-0 2 X 2

d’ou (U,) converge vers 0.
1

3
3q@1%=J}h—xdx=P;@fxﬁ} Z%

0

= xn u'= I’lxn_l
b) et o)
Vi=4l-x v=——(l-x)1l-x
3

!

5 ]

U, zji——?—’-(]—x)*\“—X'xn] +%an"_'(lf,r)x/I~—x dx
J

0

I
:%njo(x”Fl\/I ~x —x"yJ1-x)dx
| 1
U, zgn(J‘Ox”_lx/l—x dx— onf’x/l—x dx).
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3U,=2nU,,-2nU,= G3+2mU, =2nU,,.
In+2 | 1
4°/ Montrons par récurrence que VneN, U, = 27 n(n+ 1)
(2n+3)!

2 229251 +1)!

espour n=0, U, =
pour # 3T T 20+

donc la relation demandée est vraie pour n=0.
222 pl(n+1)!

e supposons que pour un entier donné nona: U, =
4 (2n+3)!

2n+4
Hi(n+2)
e montrons que U, = 2— 1t Dn+2)
(2n+5)!

Ona: U, =22y apres 39/ b)
2n+95

_@r+2) 22" Al(n+ 1)l 2n+1)2n + )22 gl (n+ 1)
(2n+5)!

lJn+l"'
2n+5 (2Zn +3)
22+ )+ 227 i+ D 27 (n+ DI+ 2)!
(2n+5)! (2n+5)!

2n+2 t H
d’ott VneN, U, = 2 mnt2)y
(21 +3)!

T

1°/ Uy = 'Ecosotdt: J‘fldmz

T V4

U, = .Pcosz‘ df:[simE =]
0

r P z
—_ — _ 2 X
U, = jzcosztdr= j.21——£9-§—t~dt= —t--lsm2t 2 =£.
- 0 0 2 2 4 o 4

z

2° U,y = I%os””tdz
0
u=sint

) u'=cost
Solent A _
v=cos 't V'=~(n+1)cos” tsint
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T V3
U,.» :[sintcos”*' t] g +(n+1) J:)z cos™ tsins d¢

2
U, =(n+l) Igz cos” t(1—cos? ¢) dr = U, =n+H (U, -Y,, )

n+1
= Upi =;‘:'2"Un-
o : @)t &
3°/ Montrons par récurrence que VneN, U, =-=5——.
(n)” 27"
Ot
® pour n=0, UO:E:(2 07).' 772 [
2 (on? 2%+
Cn)! 7«

® supposons que pour un entier donné nona: U,, = (—-'—)722”” e
.

Cn+2)! =«
((n+1)!)2 22I7+3
2n+1 U. - 2n+1Q@2n)! «

montrons que U,, ., =

Va2 =Uana =3, 75 V=35 (n)* 22!
Crn+1)7r Qn+2)x
T2 ) 2B (e 1))
_2nm) x

d ou VneN . Uzn -—“("}52_22’”_1 .

4°/a) Soit V, =(n+1U,,,-U,
n+1

Vn+l = (” + 2)Un+2 : Un+l = (n + 2) Un ) Un+l
n+2

=(n+1)U,-U,,; =V, = (V,) est une suite constante.

Vy =1-U, - U, =i2’~ dou VneN, (n+D)U,-U,,, =-2"l.
T Cn)t /4
b) (2”+1)U2n “Uspa :5_3 (2n+1)(n!)2 W 2n+l :3
Qn+1)! 1 ()2
(”!)2 27,, U2n+l == U2n+l (2n+1),
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[Solution5:

2N
. { . ..
1°/a) Soit £, (f) = - =5 fy est dérivable sur [0,a] et ¥t €[0,a],
COS
»2p-] 2 -2
. sin t(2ncos t+sm” ¢
fi0)= (2neos )0

cos“ ¢
ce qui prouve que f, est une fonction croissante sur [0,«] donc pour

.20 - 20
n m-= a
Si t < S

tout r€[0,a], f,(0)< f, (1)< f,(a) d’on 0< < :
cost  cosa

b) En intégrant entre 0 et a ces inégalités on obtient :

s 2 . 20
asm s asint a
Osj drsj d¢
0 cost 0 cosa
. 2 v 7 . 2
asin”" aq sin"a_., sin“"a
or dt = [t}, =a
0 cosa cosa cos a
s 2n
. sin” a
lt en résulte que : 0<1,(a)<a :
cosa
. 2n
sin“" a
¢)Ona: vnzl, 01, (a)<a et
cosa
Sin21‘?

lim « = lim
n—>+0  COSA  n—+n COSa

d’ou lim I,(a)=0.

(sin’a@)" =0 car —1<sin® a<]

1—y+o0
n-l
] 1 1 i 1
20/ U = = —+4 + Foeer 4
! §(2k+l>-22"‘*‘ 2323 5.2° @2n~1)-22"
sin’ (%) sin® (%) sin? (%)
=sin—+ 6 + 6 +...+—J_:F'7(_)
6 3 S 2n—1 6
or d’apres 4°/ b) :
T
T T 1 l+smg 1
lim F,(Z) = g(%) = ~Log(——2) ==Log3=Log3
>+ 6 6 2 1—sin—7£ 2
6

d’ou lim U, zg(z): Log\@.

>+ 6
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P . 1 )
1°/ F est définie sur R car la fonction ¢~ \[4_ est continue sur R.
7 +1

F est impaire si et seulement si Vxe R, F(-x)+F(x)=0

Sott K(x) = F(—x)+ F(x)

K est dérivable sur R comme somme et composée des fonctions
dérivables sur R .

Vxe R, K'(x)=~F'(-x)+F'(x)
d’ou K'(x)= =0

1
Vxt 41 \/x +1 \/x +1

Donc Vxe R, K'(x)=0 d’ou K est une fonction constante.
Or K(0)=2F(0)=0 donc VxeR, K(x)=0= F(-x)+F(x) =0
ce qui prouve que F est une fonction impaire.

1
2°/Ona: ¥xeR, F(x)= >0
) \/x4+1

d’ou F est une fonction strictement croissante sur R .

15_1__
2

NS B

Or F'(x)=

3°/a)Ona: VteR', t*+12t' = V' +122 >

1 1
S'_z"

1/ 4 !

| ds X dt
LU R

J.O\/t4+ '[ Vit +1 J‘] V1+¢?

en particulier pour tout 7>1 ona :

b) Soit x>1, F(x)=

or pour tout r>1,0na: : <—:> rw—gt——<ijdt
o Vi P Lyt
* ] -1]" -1 1
I —dt=| —| =—+1 or pour tout x =1, 1-—<1
lz A X X

X

<F()+1

d’ot .[ ¢ 1= F@ +J“ d
BN Z A T
= F(x)<F(l)+1= F(x)-F1)<I1.
Conclusion : Vx>1, F(x)-FQ)<1.
c) F est une fonction strictement croissante
et Vxe[l,+o [, F(x)<F()+1 (F est majorée sur [1,+wo [ par F(1)+1)
donc F admet une limite finie / en 4o .
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4°/a) La tangente (T) a C ¢ au point d’abscisse x, =0 a pour équation
y=F(0)x+F(0) or F((0)=1 et F(0)=0 d’ou(T): y=x.
b) g(x)=F(x)—x.

g estdérivable surR . Vxe R, g'(x)=F(x)-1= ]

—-1<0

x°+1

carVxe R, vx*+121
X —0 0 400

g'(x) - ' —

g(x) \(ik(r\)(_)

d’aprés le tableau des variations de g, on a:

x |- 0 +00

g(x) + (? -

donc : esur ]-w,0[, Crestaudessusde (T)
e sur ]0,+o [, C f est au dessous de (T)

e C ; et (T) se rencontrent au point O(0,0).
c) .y

[ / y=1

1°/ a) Soit f(x) = (tgx)"".

f est dérivable sur [0,—7-;—] et Vx e [0,%—], f'(x)=(n+‘1)tg"x(l+tg2x).
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e Vi
b) I, +1,,, = .04 tg"x dx+ J;;‘ tg " xdx
3 z
= 04 (tg"x+tg"x)dx = J‘04 tg"x(1+tg”x)dx

! jz(nﬂ)tg "x(1+tg*x)dx
n+14J0

i
4

U rovdee ool =T
"n+1~[0 f@dx=—=[f@} =——=[£C)- /0]

or f(%)zl et £(0)=0 dot I, +1,,, =—0.

s
2°/ a)e Vx € [O,%],ona:pourtout neN' | tg"x>0 donc .L4 tg"x dx>0

d’ot VneN , 1, 20.

eOna: |, —

" =-1,, orl,,=20donc -1, ,<0

n+1

d’ou I,,——l—g() et par suite I, S.—-]-—.
n+1 n+l

byona: VaeN', 0<1, S—i— et comme lim =0 donc lim I, =0
n+1 n—+o n+ 1 1>+

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur R et Vxe R,
2 2

) = 2x(x +lg—2x2(x +2) _ ;2x :

(x*+1) o (x*+)D

le signe de f'(x) est celui de —x d’ou:

x
/(%) + D —~

f(x) 2
1/ I ]
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LK< y ¥ 5 7

v

Y
) )

x% +2

x? +1
Soit A(x)=x"—x? +x-2 , h'(x)=3x> - 2x +1

Or A=-8<0 donc #'(x)>0 d’ou

=x& X —x?+x-2=0

b) f[(¥)=x

X | —oo 400
h'(x) +
h(x) +00

-

h est continue et strictement croissantes sur R donc % réalise une
bijection de R sur R donc 0 admet un seul antécédent « par /4 et par
suite I’équation f(x) = x admet une solution unique o dans R .

h(l)-h(3)<0 3
Ona: 2 donc l<a<=.

h est continue sur | 1,5 ]

2°/a) g est continue et strictement décroissante sur R, donc g réalise
une bijection de R, sur g(R.) = ]1,2 ] donc g admet une fonction

réciproque g~' définie sur]1,2] .
b) £g7':11,2] >R x> g ' x)=y

g”l(x)=y<:> gy)=x y;+712=x<3 y2 +2=xy2 +x &
Y+

V2 (-x)=x-2¢& 32 zi:—_—i (car x#1) & y=w/% (car yeR,)




Intégrales ¢ 193 4% Maths

¢) (C)=S,(C) ou S, est la symétrie orthogonale d’axe A:y=x.
3°/a) La fonction f est continue sur R donc la fonction

F:xt> r f(H)dt est dérivable sur R.
0
/4

Vx e [O,Z[ , texef0,1] <R

Vx e [o,%[ , o(x) = F(tgx)
¢ est dérivable sur [0,—;E [ comme composée de deux fonctions

dérivables.

Vxe [o,ﬁ[ ,9'(x) = (1+tgx) F'(tgx) = (1 + tgx) [ (tg x)

b)Ona: ¢'(x)=tg’x+2=(1+tg’x)+1=tg'x+1
= ¢(x)=tgx+x+C
or p(0)=0 d’oit C=0 et par suite p(x)=x+tgx.

c)A= jol(f(t)—l)dt (u4) car C; est au dessus de ladroite D : y =1.

0

] ] 1 ol
[[r@-nar= [ rodi- [ ar= {* rode-15 =0~

or p(x)=x+tgx d’ou go(%):%ﬂ

d’on A=Z— (ud) .

1) 0<x< 1 0<x’<1© -1£X0 01X <1<

0<Vl=x? <1 0<x"VI-x? <x"

don0< £x"d]—x2dxs Lx“dx & 00 <]

n+l

X
], donc

n+1

05U, _“1__
n+l
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|

b)Ona: lim

=0 dou lim U,=0
no+2 1+ | _

Nn-—=>+x
i
u'=-2x§1—-x"

2°/Up4p = .EXMZ J1—x*dx on pose : X! et

V=
2

-~

2 5
U=2(1—x2)?
34=x%)

Ve (n+1)x

k 2
2 —x""! 2 —(n+1) ;

Un+’>: _= 1“"X2 3/2 1 . “ Xn 1_x2 _a/ZdX

Sl 3 ( ) — lo 3 2 ( )
d'ou Uy, = (n;— D Lx“ (1-x*W1-x*dx=

1 N et
(n; ) L(x" 1—x" —x""41-x")dx
1 ]

Un+2 = (n * l) (Un - Un+2) soit Un+2 = 2";:'_ Un - “r%__ Un+2 ~d'ou Un+2
+n+1 U, = n+1 u.

3 3
ainsi (n+4)U,,=(n+1)U,,  donc pour tout n€IN : U= n +; U,

n-+

3°/ Soit g(x) = V1 —x"

a) * g est continue sur [-1,1] .
*0e[-1,1] , coste[-1,1] pourtoutteIR donc P (t) est définie
sur IR
b) Soit G une primitive de g sur [-1,1]  alors pourtoutteIRona: @ (t)-
= G(cost) — G(0) | I
@ est dérivable sur IR (comme somme et composée de fonctions dérivables)

@' (t)= g(cost).(-sint)  d'ot @' (t)= -1 —coszt‘.sim=-\sint\ sint
c)te [0,%] . @' (t)= -sin’t or cos2t=1-2sin’t

cos2t —1
donc -sin’ts———~

i g s anne s £
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1
d'otu @' (t)=- % + —12— cos(2t) et par suite D (1) =- é— t+ 7 sin(2t) + C

OI'(D(E):O donc -~ +lsin(1t)+C=0 don c=2
2 4 4 4
T ] 1 I
onapourtoutt €[0,—] : ®({)=-—t+—sin2t)+ —
pour tout t €| 2] ® A (21 A

U= [VI-x%dx = @ )= %

4°/a) (U,) est une suite décroissante donc U, S U U, et
comme U, >0

U i n+1<U

ona: —E < ML <] goit < —ml <
U, SR n+4 U,
]
n+1 n(l+ ) _ |
byona: lim ( = lim LU donc lim —tl =
" ont4n o n(l+--) e
n

c)*Uo=% et U;= J:xx/]vxzdx:-% £(—2x)\/1—x2dx

= l [bj__)ﬁ 1 :l
27 3/2 73
U=t Lo o 4
4 3 12 200+1D)(0+2)0+3)
T
supposons que : U,.Uy = et montrons que
pposor= 4 ' 2(n+1)(n+2)n+3) 1
Un-i-l-Un-i-Z: T
2(n +2)(n+3)(n+4)
n+ 1
Un+l-Un+2: Un+l '_"“_Un
n+4
_n+l Y _n+l s _ T
n+d " nad 2n+Dn+2)(n+3)  2(n+2)(n+3)n+4)

7T
2(n+D(n+2)(n+3)

Conclusion pour toutn€IN : U, Upy=
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n

dy U2 Ynu 5 doan 0’ U
Ui ond+ D)1+ 5y +2)
n n n
_ T 1
2(1+l)(1+—2—)(1+§~) Yo
n n n~ U,
n\/;Un= 1 RZ 3 'Ul on a: lim Uns =1
2(1+ (1 + 2)(1+ 2y —net o U
n n n U,
. T
donc lm n\/;Un‘—“\];

X 2x
1°°Ug= | ———dx = | ————dx
’ 'E\/x2+l J:2\/)cz+l

0
2n+1
2°/ Vx 6[0,1] ona: >0 dou U, =0
Vx?+1
2n+3 2n+l

X X

g [ g
Vx?+1 Vx?+1
D’ou (U,) est une suite décroissante .

U, =0

(U, ) est une suite décroissante

3°/ @) Upy —U, = E

b)Ona:{

D’ou (U,) est convergente

42/ x €[0,1]
0<Xx< 1< 0<x<]1= 1<x2+1<2 =1 <Jx2+1<2

1 1 1 x 2n+1
< < 1 = —x 2n+] < - < X2n+l
NCRENNEI V2 Vx?+1
N, 1 2n+l1 2n+l1
D’ou: ﬁ £x dx < Un < IjX dx
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|
ﬂ

1 1 <U < 1
J2 2n+2 2n +2
rhm 1 1
Ona:{ \/_12n+2 dot limU, =
lim =0
(>0 2 + 2

f(x)=x +sinx >0 pourVx 61:0,-75":{

9N

T 2
1°/ A= E(x +sinx )dx = [%—-—cosx}

0

T’
A = (—8— +1 ) unité d’aires .

2°/

f(x)~smx:> f(x):—coéx
glx)=x g'(x)=1

n

7
J= [-x cosx ]07 + Ecosx dx

J= [sinx]é{ =
by V= ﬁﬂfz(x)dx

= ﬂﬂ(x2+sin2x +2x sinx )dx

d cos2x +1

Soit K= Esm xdx = 'E- dx

N

-7
4

0

X 1
[2 4Sin(Zx )}
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x? |2
Ona: V=rx ? +7xA+27]

0

VAR = ,
V=| —+—+427x | unité de volume
24 4

1°/ D f =R\ {~7§-+k7r oﬁkeZ}

2°/ A= ﬂ/(x) 1| dx fsm xazx=E(1+rg2x “1)dx

COS X

z T
=[tgx —x]a‘ =1-7

A= (4—”}%
4
3°/ a)
)
. olx)= cos’ x +sin’ x(3cos X) _ 17 +3sm4x
cos’ x cos’x  cos' x
, 1 1-cos’ x
p'(x)= — +3( . )
Cos” x CoS” X
3 2

Q'(x) = ————5—=3"(x)-2f (x)

COS X COS X

b) V= ﬂﬂf (x )dx -7r£

COS x

Ona: £y - 2T @)

Dloi =£f(¢'(x)+2f(x)) dx

wla

[o(e)]¢ +—[f<x>dx

T e £ e LS < S -
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T .
V = — unité de volume

Solutlon 13

A) 1°7a)pourtoutx €]-&, E[ ona:cosx =0 festdéfinie,

272

continue, dérivable sur ]- % , % [.
on a : pour tout x e]-% . 125 (%) = 1+tg’x >0

f(x) +

+00
f(X) /
—0o0
*Ona lim tgx=-c car lim sinx=-1
-5’ x>’
et lim cosx=0". * lim f(x)=+o.
x5 x>

b) Soit A : y = (0)(x-0)+f(0) or f(0)=0 et f (0)=1 d'ou A:y=
X.
Position de Cret A : soitd(x)=f(x)—y=tgx-Xx

d est une fonction dérivable sur ]-5 5 T d(x)= 1+tg'x -1 = tg’x >0.

X —7/2 0 /2
d'(x) + 0 +
%) o
d\ X -
-) )
—00
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On a : pour x e]-%,O[,d(x)<0

d'oli Crest en dessous de A sur]-% , 0[

Pour x € ]—E, O[ , d(x)> 0 d'ou Cf estau dessus de A sur ]-— 7[
C¢ coupe A au point O(0,0).

c)

2°/a) f est continue, strictement croissante sur J- % , % [

alors f réalise une bijection de ]- & 20 Tl sur

J—f(]w- n[)_] llmf llmf[—] o ,+oo [=IR
P&

N
Cf N

X:

i
2

v

v
w
i
>
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b) f est une bijection de ]% 1;-[ IR

et f est dérivable sur ]-— ——[ et pour tout xe] 72t [ f'x)# 0
d'ou f' est dérivable sur IR.
¢)Ona(fyx) =1 =—L_ouy=f"(x)
f(y) I+tgy

ory=f"(x) dou: f(y) =X et par suite tgy = x
soit (f)(x)=

~L_at = [¢)ywae = [f'®F =) -f(0).
ona: [0t fm [aymat =17 ok =00 -£7(0)

or f(0) = 0 d'ou f (0)= 0 et par suite pour tout xe IR : "(x) = f :
1+t

o/ = dt _ ¢ 1y= = N —
3°/1= =f(1)=4 car:f(F)=1.
1+t 4 4

B) Soitn € IN"eta,= _E(l—tz)ndt et ag = 1.
19/ ape) — ay = _[(1 )" dt - J:(l—tz)"dt

J:[(1 )" —(1-tH)"1dt = £(1~t2)"(1—t2—1)dt = . j:tz(l—tz)"dt.
°/Onap0urtoutt e [0,1]: >0 et 1-t* >0 dou

£(1-t)" > 0 et par suite a,,;—a, < 0 donc (a,) est une suite
convergente.

n+ u'=1
3°/a) 2 = [(1-6)"dt _ ., dou
v=(1-t")

u=t
V'=(n+1)(~20(1-t")"

2. n+1.1

Ona: an = [tLA-)""] +2(n+1) -Etz(l—tz)"dt 8, = (20+2)

(a, —ay;) (d'apres B-1°)
On a ainsi ay+ = (2n+2)a, — (2n+2)ay.
et par suite a,.;(1+2n+2) = (2n+2)a,
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(2n+2)a,
d'otl pour tout nelN"ona:a. = “3n
2x0 2 2x0 2
A 2 OY) _1_j40nq=2 ©OY
b)Ona:ay=1et @0:1)! 1 1 d'ou ag 20+1)!
2n '2
Soit n € IN, supposons que : a, = 2 (n) et montrons que a,+; =
2 a1y’
Q@+1)+1)!
Ona.a. - @ntda, _ (2n+2) 2"m)’ _ @n+2)'2"'@mY’
™ 342n 3+2n (2n+1)!  (2n+3).(2n+2).2n+1)!
_ 2@+’ 2@’ _ 2" (@en@mYy)’ _ 2" ey
(2n+3)! (2n+3)! 2(n+1)+1)!
n c !
C) U, = ( p: J
pzz{; 1><3><5><....x(2p+1)
1o/ p! _ pl!(2x4x6x.....x2p)

1x3x5x....x(2p+1) 1><2><3><4><5><....><2[)><(2P+1):

PUXIX(2X2YX(2X3)XeeeeeX(2XP)) _ P! 2%, p!_ 2P (pv)
(2p+1)! (2p+1)' 2p-+1)!

_ &2y 1 2"pY _ <
O U, = 1-t) dt =
na :U ;(Zpﬂ)' ZZ b @p-1)] ) I( t")’dt =

L AP = N1t P
Ezz—p(l—t Ydt = fZ(—z—) dt
p=0 p=0
n+1 n+l
_lL | 1=t
= J: 4 dt=2.£ dt.
1-t
1-

2

n+1
)
2
2°/a) On pose V= 2I-U, = 2. E -2. .E > dt
1+t
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—_— ———— re————

n+l 2 n+l
2(1 (121: J ) 1,{1-21
_ 2 -
= 1 dt = dt

1+t 1+t R
b) On a pour tout te [0,1]:0 < 1€ < 1 d'ott 0 < (1-£°)™'<

( _tZ)n+l
0<t< 1 dou 1<1+# <2 dou 0<
1+t
2.n+l} 2. n+l
c)OnaV—ZE(lt) =%J:(lt)
2 (1+t ) (1+t)
2.n+l
On a pour tout te [0,1] : 0 < (- t)2 <1 dou 0 <
1+t
2.n+1
=) gt < fldt =[] =1
(1+t )
dou 0 <V, < Lﬂ, d'autre part lim —l—n— =( et parsuite lim V, =
2 n—>+o0 2 n—>+o0
0
3°/Ona: V,=2I-U, = etpasuite U,=21-V, = % -V,
Y = : lt.. - p E - = E - bt
fim Up= lim (5 -Vay= 3 -0= 7 car Jim V. =0
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e On appelle fonction logarithme népérien et on note In , la fonction
- 1
x> inx= [ =d x>0,
4

e Soit a et b deux réels strictement positifs .
Ina>1Inb,sietseulementsi,a>b.

Ina=Inb,sietseulementsi,a=b.
Ina=0, sietseulementsi,a=I.
Ina>0,sietseulementsi,a>1.
Ina<0, sietseulementsi,0<a<].

e lim Inx =+00;limInx =-; lim Ii)—C~:0;Iim Inx =1

X —>4o0 x o0* X400y x—=l x -1

e Sotent a et b deux réels strictement positifs .

In(ab)y=Ina+lnb. In (g—) =lna-Inb ln(-;—j= -Inb

| o Soit a un réel strictement positif

Pour tout entier p , In (a” ) =plna

1
pour tout entierp = 2, ln(\p/a) =—Ina.
p

| e Pour tous entiers naturels non nuls n et m,

In" x

lim =0et Iimx"In"x =0

x4y M x—>0"

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u (x ) > 0,

pour tout réel x dans 1.
Alors la fonction f

u'(x)

x> In(u(x)) est dérivable sur l etf '(x ) = , pour tout x dans I .
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!  Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u(x) # 0,
#l  pourtoutréel x dans .
Alors la fonction

u'(x)

Uuix

.; f x1in ‘u (x )‘ est dérivable surlet f '(x ) = , pour tout x dans I .

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et telle que u(x) # 0,
1 pour tout réel x dans I .
u'(x)

Alors la fonction f > x = ) admet pour primitive sur | la
u(x

fonction f :x > In }u (x )l +k , ot k est une constante réelle .

| o La fonction x > x In x —x est une primitive de la fonction x +> In x
sur R,

H e e o ok ok %3k
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Calculer les limites suivantes :
x —Inx

1°/ Iim 2°/ lim x *In x 3°/ lim x" In’x
o0t 2x + Inx x—0" x 0"
o/ Tim In(l1+2x)
x—>0° =0 In(l+x)
) : 1 +1
6°/ lim In(cos x) 7°/ Iim ln(\/; 1) 8°/ lim E(f————)—
x =0 X x —-0* X x—0 X
Exercice2:

Calculer les limites suivantes :

In(x*+1)

1°/ lim 2°/ lim x* —In(x * + 4)
X =40 x X —>+0

3/ limx In (o lim 0d+10x)
X =—>+00 X —>+00 x

5°/ lim x ln(zx +1) 6°/ limx Inx —(x +1) In(x +1)

X —~>+00 x + X oS40

Exercice3:

A) 1°/ Démontrer que :

‘v’xe[—Jz—,+oo[ ,ona:

2 3 4 2 3
x° x7 X xX° X
X ——+——-——=<In(l+x)<x ——+—
2 3 2 2 3
2°/ En déduire lim In(l+x)-x .

x =0 X 2
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B) Soit la fonction f définie par :

Vre]-1,0[UJ0,+ e[ : f (X)) = ——: £(0)=1 , f(~1)=0.
In(1+x)

1°/ Montrer que fest continue sur [—1,+ o] .
2°/ Etudier la dérivabilité de f .

3°/a) Etudier le signede : ]-1,+o[ >R : x i—)ln(l—!—x)—l
+X

b) Etudier les variations de f .

4°/a) Soit A la tangente a B, au point A d’abscissex, =0.
Etudier la position de G, et A .

b) Tracer B, dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0,7, ).

A) Soit p:R>R : x =>1-x>~Inx
1°/ Etudier les variations de ¢ .
2°/ Calculer ¢(1). En déduire le signe de ¢(x).

: 1
B) Soit f:R, >R : X I——)—II—JE——x :
X
1°/ Etudier les variations de f.
2°/a) Montrer que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique D.

b) Etudier la position de (C) et D.
3°/ Tracer dans un plan rapporté a un repére orthonormé (O,i,/ ) la
courbe (C)de f .

Exerciees:

2x

2

Soit la fonction g définie sur R, par: g(x )= T In(x?+1).

1°/ Etudier les variations de g sur R, .

2°/ Montrer que I’équation g(x)=0 admet deux solutions : 0 et o et

que l<a<?2.
3°/ Etudier le signe de g(x).
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In (x* +1)
4°/ Soit f:R, >R : x > X |
0 st x=0
a) Montrer que f est continue en 0.
b) Montrer que f est dérivable en 0.
¢) Ecrire une équation de la tangente T a C,au point d’abscisse 0.
d) Montrer que V>0, In(1+7) <t eten déduire la position de C;

par rapport a T.
2a
a’+1
b) Etudier les variations de f (on introduira la fonction g dans le
calcul de 7).

¢) Tracer Cydans un plan P rapporté a un repére orthonorme
(0,i,]).

5°/a) Montrer que f(a)=

1+ 1
1°/ Soit la fonction A :x — In( X ) —

X 2x +1

a) Etudier les variations de 4 .
b) Etudier le signe de A(x).

2°/ Soit f la fonction définie par :
£0)=x(x +Din
fO)=/(-1)=0

a) Etudier la continuité de f.
b) Etudier la dérivabilité de .
¢) Etudier les variations de 1.

) pour ]-o0,—1[U]0,+ o]
X

On considére la fonction g définie sur ]0, +o [ par:

g(x)=1+x>-2x" Inx
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e

1°/ Etudier les variations de g . | o
2°/a) Montrer que 1’équation g(x)=0 admet une seule solution d. '
b) Vérifier que 1,8<a <1,9.
¢) Déduire de ce qui précede le signe de g(x).
In x
1+x?

3°/ On considére la fonction f définie sur 10, + o[ par f (x )=

a) Montrer que fest dérivable sur 10, + o[ et que :

Vx>0, fi(x)=—E%
¥20: S x(1+x%)?

b) Vérifier que f(a)=

5
4°/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe (C) dans un plan

rapporté a un repére orthonormé (O,i, ).

Soit f :x ——>ln| In| x | ‘
1°/ Etudier les variations de f .

2°/ Tracer b;.
3°/ Soit g la restriction de fa ’intervalle }1,+ o] .

Montrer que g est une bijection de ]1,+oo[ sur un intervalle J que I’on

précisera.

P

Soit m un parametre réel.

Soit £, :x —>In(x +Vx*+m)

1°/ Déterminer suivant m, le domaine de définition de f,, noté D,, .
2°/ Etudier les variations de f,, .
3°/ Déterminer I’tmage de D,, par f,, .

4°/ Prouver que f,, admet une fonction réciproque.
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f,(x)=2—-nx+ ! pour x €]0,1[UT1,+ o[
Logx

A) Soit neN et
Ja(0)=2

1°/ Etudier la continuité de f, a droite en x; =0.

2°/ Etudier la dérivabilité de £, a droite en x; =0.

3°/ Etudier les variations de £, . (distinguer n=0et n=0).

4°/ Montrer que (B,) (courbe représentative de £, ) admet deux

asymptotes (distinguer n=0¢et n=0).

5/ Construire (B) et (6;) dans le méme repére orthonormé (0,7, ) .

B) Soit ¢, la restriction de £, a I’intervalle ]1,+ o[ .

1°/ Montrer que ¢, est une bijection de J1,+ oo sur un intervalle que

I’on précisera.

2°/ Montrer que pour tout entier » non nul ’équation ¢, (x) =0 admet

une seule solution¢,, .

3°/ Montrer que «,,, est I’unique solution de I’équation ¢, (x)=x.

4°/a) Montrer que la suite (a,),_,- est décroissante.

b) Montrer que («,) est convergente vers un réel />1.

c¢) Calculer /.

Soit f (x):~ln| COSX ‘
1°/ Etudier les variations de fet tracer G;.
2°/ Soit g la restriction de fa I’intervalle [0,12[— [.

a) Montrer que g admet une fonction réciproque.
b) Calculer g ' (In \/5) :
¢) Etudier la dérivabilité de g .
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r———
.

3°/ Soit la suite (U,),n définie par :

neN

n+] f(U )

a) Montrer que VneN, 0<U, g%

b) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans ]—73E % [ une seule

solution « .

¢) Montrer que (U,) est convergente et trouver sa limite.

“Exercice 12:

2
1°/ Etablir que Vx>0, x —%Sln(l+x)§x (%).

, , : . k
2°/ Soit la suite (U,), _..définie par: U, = E In(1+—).
n n

a) Calculer U, et U, .

n(n+1)Q2n+1)
p .

b) Montrer que Vae N, Zkz =
=

c) Utiliser (%) pour montrer que (U,) est une suite convergente.

Exercice 13:

]
1°/ Etablir que vx>1, | ——<Inx <—1—(x ~—1~).
X 2 X

2°/ Soit neN"\ {1}. Montrer que I’équation In(1+7x ) =x admet

une seule solution «, non nulle.
3°/a) Montrer que Vne N \ {1}, Inn < a, .

b) Montrer que 2, <2Inn etque o, <In(1+2n Inn).

¢) Calculer lim
n—+on np
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———

1°/ Calculer a ’aide d’une intégration par parties, les intégrales :
2 2
A = j] In(l+x) dx et B = j] In(-x +3) d x

2°/ En déduire les intégrales :

de ot D= [ Infl?-2x -3 dr

n
1°/ Prouver que U, —1< gl)C-sUn—l.
1 x n

* 1
2°/a) En déduire que YvneN , —+Inn <U, <l+Inn.
n

b) Calculer alors lim U, .

n—>+4w

Exercice 16:: -

Soit » un entier >1.
1°/ Démontrer que pour tout entier k, compris entre 0 et n—1,0na:

ksl
lln(lJrﬁ)Sjlk” In x dxslln(l+k+1).
n n T+— ’ n n

4]

k
=),

1 n
2°/ Soit la suite (U,,), - définie par: U, = —Zln(l +
n 4 n

‘ 1 2
a) Prouver que :VneN , U ——In2< I] Inx dx <U .
n

b) Montrer que (U,,) .- estune suite convergente vers une limite /.



Fonction logarithme *213 * 4*™ Maths

Soit f 1a fonction numérique définie sur ]0,+o [ par

1 , 1 1
X)=—x"—-———Inx
J &) 25 175

1°/ Etudier les variations de f.
2°/ Soit A un réel strictement positif.

a) Calculer I(1) = J'; f(x) dx

b) Déterminer lim I(1).
A—0"

: I %
3°/ Pour tout entier naturel n>2, on pose S, =— E f (E) :
n n
k=1

a) Démontrer que, pour tout k£ entier naturel tel que : 1<k <n-1,

ona:

k
1 k+1.

Lt h e [ s destrhy
n 14) — n n

n

b) En déduire que S, -—if(—l—) < I(—1~) <8, puis que:
n n n

IO <s, <1H+L 1
n n n 4]

c) En déduire lim S, .

=>4+

n—l

k
Soit x&[0,1] et P,(x)= > (-1)*” XT ol n>1
k=1

n-2 n—l
1°/ a) Montrer que V:€[0,1],0na: é(—t)k + (_1?{ = 11{
n-l
xf
b) En déduire que vxe[0,1], In(l+x)=P (x)+(-1)" IO - ds
+

1tn—l

2°/ Soit a, = j

dt (n=21).
0l+¢ ( )
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a) Montrer que |a, |< LN
n

b) En déduire lim -1y a,

A=>+00

_1 _ )'C .
3°/ Soit U, = Z( ]1() . Démontrer que (U,) est une suite convergente
k=] | |

et donner sa limite.
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X

In x ( -1) —1
. x-Ln x X ln X . In x
1°/ 11m+ = lim + 7 —l1m+—-2————-—=—1
x=0"2x +Ln x x-0 n x (____ 1) x =0 X +1
In x In x

2°/ imx’ln x =limx(x -In x)=0car limx -In x =0.

x =0 x—=0" x—=0"

n

3°/ lim x " (In* x)-ullm(x Inx)’

x -0
n 2

OnposeX—xE:D x=X". Lorsque x—>0+ X—>0"d’ou:
hn(;l(x’ In x)° —lln(’)l(X -In X") -hm( Y(X-InX)* =0
x__)l' X +

car lim X-In X =0.

X—0"

4°/ hm\/_lnx(

x =07
011m\/x_1n(x+1)=0
ohm\/—lnx—lnn\/_ln(\/_)——hmZ\/_ In Vx

) = lim (x In(x +1)-+x Inx)

x—>0* x—=0"
-hnOlZX InX=0(X=vx)dou lln(;l Jx In(x+1) 0.
21n(1+2x)
1n(1+2x) . 2x
5°/ im———~ =1lim
=0 In(l+x) x50 In(l4x)
X
x -0 2x X—0
o lim ln(l+x)=1 $oi im In(1+2x) _

x -0 X x =0 ln(l +x )
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6°/ lirré-h-l-(io-?—x—) =7 ._Soit la fonctionf (x ) = In(cosx ).
X > x

—sinx

f estdérivableenOet f(0)=0 et f'(x)=

 20055) i L)L O gy,
x—>0 X r-—aO' x__
7w%mfﬂ)&ﬁ%}u

11mJ1n po XD 1 (XD
= x 0" \/_ r X—)O+ X2 X0° X X B

On pose X = Jx

car lim 1 oo et hmM 1.
X—-0" X X-0"
2 2 S
2o/ lim In(x “ +1) limy In(x " +1)
x =0 X x =0 x -
limx=0 et limwzl(x_ ):>11m1—n~(£—-+—1) 0.
x>0 x —0 X x =0 X
lnx3ﬂ+-l)
3 o
1o/ lim BE D _ gy x’
X —>+m0 X X —>+om X
In (1+ 1 )
3 237
= lim [ X~ ]
X400 x X
ln(1+»1—)
+—3 |
—lim[3 X, X~ 1=040=0
X —>+0 x x

20/ lim x* —1ln(x’ +4) = lim x * —Inx (1+—4——)
X

X —>+400 X >+

= limx’~Inx"’ -—ln(1+—4—)—llmx -3 lnx—ln(1+i)-
X

¥ —>+o0 X X —>+00
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= lim x (x - 3———)-ln(1+-—) 0

X —>+0

car lim Inx _ =0 et lim ln(1+i—) 0.
X4y X —>+400 X

3°/ lim x ln(x +1)= lim x ln(1+—-1—)
X

X 400 x X 2>+

I
In(+-) a+x)

= lim ——%— =1lim =1 (X=i).
X ~>+00 1 X—0 X X
X
In(ln x (1+ )
1o fi DAY In x
X —>+00 X X =+ X
In(l+—)
~ lim In(lnx)+ In x
X >+ x x
In(1+—1)
- im In(lnx) Inx In x
x4 In x X X
o lim 200X) _ o X, (X=Inx); Ilim 2%8%_g
x>+ |Inx X+ X—>+0 X
1n(1+—~*) 1
o lim Inx” _ jim Linas—ty=0.0=0
X >4+ x X—)-}-oox ln x
don lim 2d*nx) o
X 400 x
s limx In(=—"L) = lim x In(Z+3=2)
x>0 2% +37  xoeen 2x +3
2
3 In(1- )
—limx In(l——2 )= lim —2%_. 2x +3
X —»400 2x +3 X o 2x +3 _2

2x +3
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o lim —2% —_
x—40 22X +
2
In(1- ) B
e lim 2x +3 -—limln(l+X)—l -2 )
X =>+00 -2 X0 X 2x +3
2x +3 |
d’ou lim x ln(2x +1)=—-1-1:—1.
X =40 2x +3 .
6% limx Inx —(x +1) In(x +1)

X >+

=limx Inx —x In(x +1)—In(x +1)

X —>+0 @

X —>+00

= lim x Inx —x lnx(1+-1—)—ln(x +1)
" v

=limx lnx-x Inx-x 1n(1+—1—)-—1n(x +1)

X —>+0 x

= lim —x 1n(1+—1-)—1n(x +1)
X

~In(1+ l)
o lim-x In(l+—)= lim
X ~>+o0 X X 40 _1_
X
—1lim —In(1 + X) 1 (X2
X0 X X

e lim —In(x +1)=—c0 d’ou

X —>+0

limx Inx —(x +1) In(x +1)=~c0.

X —>+0

X
A)1°/eSoit o(x)=x ——+——"—-In(l+x
) oit g(x) St 33 (I+x)
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|

i

7 . . r . l
g est définie, continue, dérivable sur [—5 ,+oo[ et

g'(x)=1—x+x2 —2x? - ! =(1—x+x2 ——I—)—Zx3
T+x T+x

3 3, 4
X 2x3=x(l 2X)

3+x 1+x
Xry o 0 400
g'x) 0 + ( -

g(x) __— J\

d’ou sz;,ona: g(x)<0

2 3 4

etparsuiterZ“—lona:xfx +x _x Sln(l+x)
2 2 3 2
xz x3
-soith(;c)=1n(1+x)_x+7_7

AP . L. -1
h est définie, continue, dérivable sur [—2—,+oo[

3

etth)z—J—h—L+x—x2==_x‘
| +x l+x
X3 0 +00
A(x)] 0 + —

h(x) / 0 0

d’ou ‘v’x.z—_z—I ona: h(x)<0

2 3
. - X x
et par suite sz—L,ln(l-i-x)Sx -
2 2 3
2 3 4 2 3
- x° x7 x x° x
Conclusion : sz—l,x~ +————<In(l+x)<x ——+—.
2 2 3 2 2 3
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2 3 4 2 3
—_ X X X . X X
2°/Ona: sz—l-, ——t———<In(l+x)—x £——+—
2 2 3 2 2 3
_ 1 x x? In(l+x)—x 1 x
Vx?_—l et x#0, ~—+—— < ( 7) < =
2 2 3 2 X" 2 3
1 x x 1 . 1 x 1
lim-——+———=——, lim ——+—=—-—

B)1°/ x — % est définie, continue sur 1-1,0[U10,+ oo
In(1+x) ‘

comme étant le quotient des fonctions continues.

X . 1 1
 limf (o) =lim s =IO

X
d’ou fest continue en 0.
X X-1 1
e lim f(x)= lim ———— = lim =0= D) (X=x+1
X —- 1+f( ) x —>-1 ln(1+x) X—-0* lnX f( ) ( x+1)

d’oui fest continue en —1.
Conclusion : f est continue sur [—1,+ o[ .

2°/ x _x est dérivable sur 1-1,0[U]0,+ x|

In(1+x)
_x
. limf (x)-f(0) _lim In(1+x) —tim —In(l1+x)
=0 x -0 x>0 X =0 x In(l+x)
ln(1+x) X 1 1 1
=1 1=
il ( x 2 ) (ln(l+x)) 2 2
X
car limM=l lm(ln(LHCz)_x):—l (d’apres A) 2°/)
x—0 X x—0 X 2

d’ou fest dérivable en 0 et f'(0) = —12— :
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See L e

X
o lim LS ED o Q) lim _*
x—-1" x +1 =11 x +1 x—>-1" (x +1) In(x +1)
= lim —=—=+400 (X=x+1) car im X InX=0"

x-0" X InX X—0*
d’ou fn’est pas dérivable a droite en —1.
Conclusion : fest dérivable sur ]-1,+ o[ .

3°/a) u est définie, continue, dérivable sur ]-1,+ o[ et Vx>1,
1 1 X

u(x)= I+x (1+x)2 ) (l+x)2

x| —] 4w
u'(x)] 0 — } +
u(x) \ /

0

d’ol Vx>-1, u(x)=0.
b) fest définie, continue sur [-1,+ o[

JSest dérivable sur ]-1,+ [ et Vxe]-1,0[U]0,+oo[,0na:

In(l+x)——>—

Vo l+x _  ulx)
f )= n’(I+x)  In’(l+x)
x| -1 0 +00
f'(x) +
f(x) /L/+oo
0
X -1 X

1
lim f (x)= lim = lim - =+0) (X=x+1).
I G = I X X k- ) X

4°/a) A:y=f‘(0)(x—0)+f(0)=%x+l.

Etudions le signe de d(x) = f(x)~(-;—x+ 1
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X X +2
Vxe]-1,0[U]0,+0f, d(x) = -
)CG] [U] + [ (x) hl (1+X) 2
_2x ~(x +2)ln(l+x) — 2 pex)—=" +2
2 In(l+x) X +2 2 In(1+x)
. B 2x N Doy 2x+2)-2x
Soit ¢(x)—-x ) In(l+x) ; ¢'(x)= (x+2)?  I+x
4 I 4+ x)—(x+2)° —x*
ok = L = <0
#'(x) (x+2) 1+x  (1+02+x?  (+x0)2+x) =
x| -1 0 +90
¢'(x) - ( =
#(x) \H)\D\ )
Ona: d(x)=¢(x)(x +2)
2In(l1+x)
x -1 0 o
xX+2 + &
2Log(1+ x) - ( +
d(x) + | =
d(x) - | -

Vxe]-1,0[U]0,+o[, d(x)<0 et par suite (C ) est au dessous de A .

b) lim /&) = lim b =0d’ou (C,) admet au voisinage
X+ X X =40 1n(1+x) '

de +oo une branche parabolique de direction I’axe (0,i).

Ary= %x +1 tangente a (C ;) au point (0,1).
y
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— e

A) 1°/ ¢ est définie, continue et dérivable sur R’ et Vxe R,
(P'(JC)=—2x—l <0 d’ou:
X

x {0 i +©0

@'(x) -

o(x) || T T

—Q0

2°/ (1) =0 donc, d’aprés le tableau des variations de ¢, on a le

tableau de signe suivant :

x|0 1 +00

ZO) I I

B) 1°/ fest définie, continue et dérivable sur RI :

2

x“=Inx o(x)

x’ x°

Le signe de /" est celui de ¢(x) d’ou

Vx>0,f'(x)=1_

x {0 1 400
rell 0 -
f(x) Pt I
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—— yom— — —s
— — — = ———— —— —

—— —

. .1 1 .
Iimf (x)=1m—-Inx —x =-—0 car lim —=+w et lim Inx =-d
x 07" x—=0"

X =07 x x —>0*
, . Inx . Inx
lim f(x)=lim ——x =—o0 car lim —=0.
X —>+400 X+ X X >+ y
In x . Inx
2°/2)Ona: VxeR, f (x)=—=—x .Etcomme lim —— =0
X X =>400

donc la droite D : y =—x est une asymptote oblique & (C) au voisinage

de +o.
b) Etudions le signe de f(x)+x :

_In | .
f(x)+x ==2% , le signe de f(x)+xsur R, estceluide Logx.
X

Doncg :
x |0 1 +00
mx - - 6 + |

D’o: esur 10,1, (C) est au dessous dé D
esur |1, +o[ ,(C)estaudessus de D

¢ au point d’abscisse 1, (C) et D se coupent. -
3°/

(©)

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R. et Vxe R, \

4x  2x  2x(1-x°)
x2+1)? P41 (P +1)?

- &)=
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Le signe de g'(x) sur R, est celui de 1—x? :
X | =1 ]

-9+ b

X 0 1 +00
g'x) [0+ 1) —

g(x) _—71-In2 ~
0 —0

2°/eOna: g(0)=0 et Vxe]0,1], g(x)>0 (d’aprés le tableau de
variations de g ) donc 0 est la seule solution de I’équation g(x)=0sur
[0.1]

e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +o[ donc g
réalise une bijection de [1,+w[sur] —oo , 1—-In2 ] etcomme
0e ] - , 1-In2 ] donc 0admet un seul antécédent
aell,+of parg.

Conclusion : L’équation g(x)=0 admet 2 solutions O et o >1.

3°/ On a le tableau de variations de g :
x]0 ] o +00

-2
g(x) (gﬂ/ N .

d’ou Je tableau de signe de g :
x{0 a +00

g(x){ 0 + *) —

2 2
472 tim f (x) = lim 2& D _ pyp X b7+ D
x =0 x->0" X Y 50" x
2
Or Lim In(x " +1) _ lim In(X+1) 1

x —0* X 2 X->0" X
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d’ot lim f(x)=0-1=0= f(0) donc f est continue a droite en 0.
x—0"

by lim 2= ©) _ limw= lim XD

x—0" X x—0" x° X—0"

donc fest dérivable a droite en O et £;(0)=1.
c)T:y=7,(0)x+f0)douT: y=x.
d) Soit la fonction ¢: R, > R ; t = In(1+¢)—¢

e Etudions les variations de ¢ :

@ est définie, continue et dérivable sur R, et VieR. ,

1 ~t
'l"-_'- —1:
') | +¢ [+¢

= VieR,, ¢'(t)<0.

10 400
XGIRY -

o0 |0 T —

D’apres le tableau de variations on a 0 est un maximum absolu de ¢

= VieR., p()<0 d’ott VieR,, In(1+¢) <t .
e Etudions le signe de f(x)-x :

1n(x2+1)_x CIn(x?+1D)-x’
X

VieR,, f(x)—x =

Le signe de f(x)—x sur R’ estcelui de Log(x? +1)-x>

Or In(x*+1)—x? =p(x?) <0 donc C, est au dessous de T sur R, .

5°/a)Ona: g(a) =0 = In(a’ +1) = 2705"1 = fla)= %a .
a -+

a” +1
b) f est définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R’ ,ona:

2
—%L-x ~In(x*+1) —&C—i—ln(x > +1)

2

fe)=EEl ¥ SRR gt)
X" X X

= Le signe de f'(x) estceluide g(x)
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x |0 o 400
[ 10+ -
S (x) 22
/ a’ +1 \
0 0
Inx>(1+ 1 )
. . In(x*+D . : )
. hmf(x):hm;—lzhm X
X —>+D X =>4+ X ->+0? x
» In(l+—) 2
. Inx’ 2 . Inx . 2 Inx
= lim X Or lim = lim =0 et
¥t x X X—>to oy X —+m X
In (1+—)
lim X =0 dou lim f(x)=0.
X >+ x X—>40
c) 0
J
f(@)
; a >

‘Solution6:

1°/a)y D= { xeR/ X+l >0, x#0 et 2x+1=0 }.
X

D/.,z ]-oo,——l,[U]0,+oo[.

h est définie, continue et dérivable sur ]-o,—1,[U]0,+ o[
=

VxeDy,, h(x)= X + 2 = _| + 2
x+1 x+? x(x+D @2x+1)°

X



Fonction logarithme ¢ 228 ¢ 4°™ Maths

—— ————— e
— -

_—(@x+ D7 4 2x(x 1) —(2x7 +2x+10)
x(x +D2x+1)? x(x +1)(2x + 1)?

Le signe de /'(x) sur Dj est celui de — (2x% +2x+1)<0 (car A'<0)

X, —® ~1 0 +00
h(x) -
h(x)| O +©
- . & NO

b) D’aprés le tableau des variations de £, on en déduit :

x| —w

2°/a) La fonction f x > x (x +1) In( a2

h(x) ] —

) est continue sur

]—o0,—1[U]0,+[ comme produit et composée de fonctions continues
sur J-o0,-1{U]0,+oof.
Continuité a droite en () :

lim 7 () = lim x (v +1) In(” +l
X => ‘X“—> x

)
= 1im+x(x +1) (In(x +1) =Inx)
=limx(x +Dln(x +D)—-x(x +Dilnx

x>0

. lim+x(x +Din(x +1)=0

J hmx(x+1)lnx—10 Ocar imx Inx =0

x -0t

d’ou Ilrgl+ f(x)=0= f(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x>

Continuité a gauche de -1 :

11mf<x)—11mx(x+1)1n< tl fim (2 & FD

x—-1" x —>-1 x—>-1 X
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x+1

g (x+l) ,(X——u—)

Ona: lim

x—>-1" X XO*

e lim x*=1d’0u lim f(x) 0= f( 1) et par suite f et continue a

x—-1" x=—=>-1
gauche en —1].
Conclusion : fest continue sur R .

x +1

b) e Lafonction x > x(x +1) In( ) est dérivable sur

1-o,—1{U]0,+ o[ comme produit et composée de fonctions

dérivables.
e Dérivabilité de f a droite 0 :

x (e +Din(C=0
X

x =0 x —0 x —>0* X

= hm 1 (x +1)1n(—-——) = lim (x +1)ln(l+—1—) +00
X

x =0

car lim (x+1)=1 et lim In(1+l)—~ lim In(1+X) =+o0

x—0" x —=0" K—>ton

et par suite f n’est pas dérivable en 0.

x +1
B x (x +1)1n(~—~—)
fim 2602/ CED
x -1 x +1 x—>=1” x +1
= lim x IE “) 0

x —=>-1"
et par suite fn’est pas dérivable a gauche en —1. . |
Conclusion : fest dérivable sur -0, ~1[U]0,+ o[ et &, admet deux
demi tangentes verticales aux points d’abscisses respectives : —1 et 0.
¢) Vxe ]-w,-1[U]0,+ [,

f(x)=(x +1) ln( ey —
x (x +1)
+ -1=(2x +1) [lan— 1 1 =@x +1) h(x)‘
’ X

2x +1
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X [—o0 —1 0 +00
2x +1 — %/ Zl +
_h(x) R / +
£(x) - / +
f(x) /0 //// / +00
—00 0
1
| In(l+-—)
¢ limf(x)=limxx+1) In(l+—)= lim(x +1) ——-l—x—
P — ¥ == X £ —p0 I
x
Ona: e lim (x+1)=-o
In(1+-) |
X —>—00 l X0 X bY
x
d’o lim f(x)= e
o limf(x)= limx(x +1) In(Ch
X —>+o0 X —>4-00 x
1
In(1+—)
= lim x (x +1) In(l+—)= lim (x +1) ———126————=+oo
X —>+o0 X X >+
X

1°/ g est définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R’ ,

g'x)=2x-2(2 x lnx+x2--1«-)=—4x Inx
x
x |0 1

8'(x) + 9

+00

gl 2~
1 _

o0
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) hmg(x)~—11m(1+x —2x (x Inx))=1car imx Inx =0

x—0* x =0 x—0*

e lim g(x)= llm(l+x (I-2 Inx))=-o0

X >+
2°/a) D’apres le tableau de variations de gon a :

e Vxel0,1], g(x)21=>Vxel0,1], gx)#0

e g est continue et strictement décroissante sur [ 1, +«[donc g
réalise une bijectionde [1, +o[ sur ]-o,2[ et comme 0€ ]-,2[
donc 0 admet un seul antécédent o e ]1,+x[ parg.

Conclusion : L’équation g(x)=0 admet une seule solution «.

g(18)-g(1,9) <0
b)Ona: et donc 1.8 <a <19
g est continue sur [1,8 ; 1,9]

c)Ona:

b I o +00
]

g(x)

d’ou le tableau de signe de g(x) :

x |0 o 100

g o+ 0 -

3°/a) e fest dérivable sur 10, +o [ comme quotient de deux

fonctions dérivables (x — Inx et x> 1+x%).

e Vxe]0,+mw],

l-(1+x2)—~2x Inx

Vey o X :1+x2—2x21nx _ g
fx) (1+x?) x(1+x?)? x(1+x%)
b)Ona: g(@)=0 = l+a’ -2a° lna=0 = lna=1+0f—

20
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1+a?

2
donc f(a)=-29"_ =
l+a® 2a?

4°/ fest définie, continue et dérivable sur R, et Vxe R’ ,

ey~ 8(X)
7' x(1+x7%)

Le signe de f'(x) estceluide g(x)

X 0 o +00
f'(x) + 0 ~
/) / ﬁ \
—00 0
* limf (x)=lim 112;‘2 = —o0
Inx
* 1 = i in X i X car lim —x-:0
xg{le(x)_xlg-lrl_}_xz _xll)r?y:]+x2 =0 Xy
X

&
NN

1/ f (x)=In | In| x ||
'Ofest définie si et seulement si x#0 et lnl x |¢0

In| x |=0  |x|=1 x=-1 ou x=1 d’ou D;=R\{~1,0, 1}
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e VxeDsona: -xeDy

F(~x)= f(x)donc fest une fonction paire et par suite il suffit de faire
I’étude sur 10,1[U 11, + o[
vx e 10,1[U ]],+oo[,f(x)=ln| Inx l

fest continue, dérivable sur ]0,1[U J1,+ o[ et f/ '(x) = ]

In x
b 0 1 +00
f(x) — +
f(x) FO~___ 7 4o
—00 —00

2°/ x =0 est une asymptote verticale & £ .

x =1 est une asymptote verticale a £, .
limf(x) _ fim In(Inx ) — im In(lnx) Inx _0

X ot x x otx X x>+ n x X
. Inx
car ® lim —=0
x=>+0  x .
In(In x . InX
e lim ( )=hm—-—:0 (X=Inx)
x>+ |nx X+

d’ou £, admet une branche parabolique au voisinage de +w de

direction I’axe (O,/).
A y

~_ e

=
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3°/ g(x)=In(Inx) ou x>1
1

g est définie, continue, dérivable sur ]1,+ o[, g'(x) = l >0
X mx
b 1 +00
g'(x) +
g(x) // +00
—00

g est continue, strictement croissante sur ]1,+ «[ donc g est une

bijection de ]1,+ o[ sur g(]1,+»[)=R.

1Dy ={xeR/ x*+m20 et x+Vx> +m >0}

e Sim>0 = VxeR, x> +m>0et x> +m>x*>

Vx? +m >|x’>—x:> x>+m+x>0 douD,=R

e Sim=0> :c+x/;2‘=x+|x|20

x+|x|:O<:> }x|:—x<:> xeK:>D,,,=Ri

e Si m<OQalors (x? +m20 < xe]—oo,—\/:—m-]U [H,-i—oo[)
Etudions le signe de la fonction g(x)=x ++x? +m sur

-0, ~y=mlU[v-—m,+ [ :
gx)=0= x+ 2 +m=0 {

impossible car m <0
d’ou Vxe]—oo,—ﬁ] U [\/——_177,+oo[, g(x)#0 et comme g est
continue sur chacun des intervalles

]—©,— \/—_m—] et [\/——m,+ o[ donc elle garde un signe constant sur

chacun de ces deux intervalles.
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Vx e]~oo,—\/:n_] , le signe de g(x)est celui de
g(—v=-m)=—J-m <0 -
Vx € [V—m,+o[, le signe de g(x)est celui de g(J——m):M>O
d’0u D,, = [v-m,+w].
Conclusion: ¢Sim>0=D,=R.

eSim=0=>D, =R

¢Sim<0=>D,= [v-m,+of.

2°/ 1 Cas : m>90. f, est définie, continue et dérivable sur D,, .

, \/x +m \/x +m+x 1
VxeDy, f,(x)=
x+\/x +m \/x +m (vc+\/x +m) x> +m

>0

X —00 +00

E)) +

f m (x ) —// +00
—0

. 11m fm(x)— hm In(x ++x? +m)~\ll>mfln(\/__ )
- X +m—x

= lim InX =-c0 (X= al ;Slx—> -0, X—>0")

X0 Vx?+m-x
° hmf (x)= lim In(x +vx* +m)= lim InX =+

X S>+7L Xt

2™ Cas: m=0. f(;(x)z——->0
X

fo(x) +

fo(®) /"“’+oo
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¢ lim f,(x)= lim In(x +| x |): lim InX = -
x —0* x>0t X—0*

e lim f,(x)= lim In(x +\ X l)= lim In X =+

X~ X—>+x

1

3™ Cas: m<0. f,(x)=—=x=>0
x* +m
= ”
ful) || +
Sn(®) o0 '
In(v-m) /

3°/e [ Casm>0 =D, =]-o,+x]
/o €st continue sur D, donc £, (D, )est 'intervalle ]—o,+o[=R.
e 2™ Casm=0=D,=10,+[ ; f,(D,)=R.
« 3 Cas m<0 =D, =[V-m,+o[ ; £,(D,)=[Log(x/-m),+o[ .

4°/ f,, est continue et strictement croissante sur D,, donc f,, admet

une fonction réciproque.

1
A) 19/ lim f,(x) = lim 2—nx +——=2
x —>0* x =0 in x

d’ou lim £, (x)= f,(0) et par suite f, est continue a droite en 0.
x—0"

2 —nx +—I——¥2
2o/ tim LT O _ in.x
x —07 X x —=0* X
= lim—-n+ 1 =—oo car limx Inx =0

x 0" x Inx x =07

donc f, n’est pas dérivable a droite en 0.
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3°/ f,est dérivable sur 10,1{U]L,+ o]
1

e pour n=0,f0'(x):;7;—x—)é-<0
X 0 I 400
fo(®) - -
fo(x) 2\ o~
-0 2
e pour n¢0,f,;(x)=ﬂn—;-(—lgl—)c)—2—<
x| 0 1 +00
fn () - -
fa(x) 2\ +00 \

4°/On a: lim f,(x)=+w et lim f,(x)=—o donc la droite d’équation
x—>1* x>0

x=1 est une asymptote verticale a C; .

e lim f,(x)=2 = ladroite y =2 est une asymptote horizontale a

X—>+00

C, au voisinage de +o .
JO

epour n=0,ona: limf (x)—(2-nx)= lim l———:O
X =+ X =+ I‘lx

d’ou la droite D, d’équation y =2 — nx est une asymptote a C, au

voisinage de +w .
5°/ @ Etudions les positions relatives de G, et G, :

Six) = fo(x)=-x<0
pour tout x€]0,1{U11,+ o[ done sur 10,1[U]1,+ o[, G est au

dessous de G, et G N G={ A0, 2) }.
e Etudions la positionde G etD;: y=-x+2 :

fi(x)—(—=x +2):—l~—1—— or sur J0,1[, Inx <0 etsur }1,+o[, Logx>0
X
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et par suite :
e sur ]0,1[, G est au dessous de D;

e sur ]1,+o[, G estau dessus de D, .

Y L

\ 4

B) 1°/ ¢, est continue et strictement décroissante sur }1,+ o[, donc
¢, est une bijection de]1,+ o[ sur ¢, (]1,+x[)=1,.
Or esin=0, ¢ (]l,+o[)=12,+o][

osi nz0, po(]1,+o[)=R.

2°/ Pour n=0, ¢, est une bijection de ]1,+w[ sur R donc 0 admet un
seul antécédent «, de ]1,+oo[ et par suite I’équation ¢,(x) =0 admet
une seule solution «, €} 1,+ o[ .

3° @, (x)=x © ¢,(x)-x=0 2—-nx +%—x =0
nx

]
> 2-(n+]) x +—=0& ¢p,,,(x)=0
In x
or ¢,,,(x)=0 admet une unique solution «,,,,.

4°/a)yOna: VneN, a, >1

pour montrer que «,,, <«,, il suffit de prouver que ¢, («,,,)2¢,(x,)

"

car ¢, est décroissante sur ]1,+ o[ .

Ol'] a: ®y (an+1) =y P (an) =0

Ona: «,,, >0 donc ¢,(2,,)>¢,(x,) dol a,, <a, et par

ntl —

conséquent la suite (¢, ), est une suite décroissante.
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b) («,) est une suite décroissante et minorée par | donc («, ) est
convergente vers un réel />1.

1°/ festdéfiniesur D= { xeR/ cosx#0}

cosx =0 x=%+k7r ol keZ d’ou D=R\ {g~+kﬂ,keZ}

e VxeDona: -xeDet f(-x)=f(x) d’ou fest paire.

e VxeDona: x+7reDet f(x+7)= f(x) donc fest une fonction
périodique dont la période est .

Il suffit donc de faire I’étude sur I’intervalle [0,£ [

Vx e[O,g— [, f(x)=—=In(cosx)

fest définie, continue, dérivable sur [0,%[ ; Vx e[O,% [,

)= sin x 50

coSx

x 0 “g'
f1x) | ¢ +
f(x)

A
y
-t

o N
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2°/ a) g:[O,%[—) R: x — —In(cosx)

g est définie, continue, strictement croissante sur [O,%[ donc g est
. . /4 /4 |

une bijection de [0,~2-[ surg([O,E D=R..

= ln\/i

b g (hV2)=y © g(»)=In 2 In(

cos y
< cosy=—J—5—c> y=-7£ car ye[O,E[ d’ou g '(In \/5)21[_
2 4 2 4
¢) On a: g est dérivable sur [0,%[ et Vxe [O,izrw [,g'(x)=0donc
g ! est dérivable surg(]O,gw [)=R]

Etudions la dérivabilité de g~' a droite en x, =0.

gl x-g7'0) . X-0 . ]

T T0 AT ) e TR f@)
X—0
. f(X)-£(0)
car Xlgrg <20 =£'(0)=0"

d’ott g”' n’est pas dérivable en 0.

3°/a) Montrons par récurrence que VneN, 0<U, <—

e pour n=0, OSU,,SZ— est vraie

: . V1
e supposons que pour un entier donné n ,ona: 0<U, <— et
T4

montrons que 0<U,,, < 1
0<U, < 7 7 et fest strictement croissante sur [0,%[ donc
fO)< /(U< f() or f(0)=-Log(cos0)=0 ;

f( )-—ln(cos— =InV2 <—4— d’ou 0<U,,; < %

Conclusion : VneN, 0<U, < Z
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b) Etudions les variations de la fonction #(x)= f(x)—x sur

I’intervalle ]-73[-,—)2Z [ . & est définie, continue, dérivable sur ]13{,% [.

vee 12,50, i) = £1(x) -1=2% _{—tgx—1
3°2 cosx
/4 n
o2 Y 2
h(x) +
h(x) /+w
/4
(ln 2)——3—'

h est définie, continue sur ]%,%[

) ) T
h est strictement croissante sur ]3—,5[

donc A est une bijection de ]%,

SRR

[ sur | In 2——13{, 400 |
Oc| ln2~—§,' +00 [ donc 0 admet un seul antécédent a par A

d’ou I’équation f(x)=x admet dans ]-73[—,%[ une seule solution « .
¢)Ona: U,,-U,=f(U,-U, =hk(U,)

or Vxe[O,—;E] , H(x)=tgx~I

X 0 z
4
A (x) — 0
h(x) 0 \\
/4
ll‘l(\/z) - Z

d’ou Vx e[o,%], h(x)<0.0r U, e[o,%] donc A(U,)<0

donc VneN, U,,, -U, <0 et par conséquent (U, ),y €St une suite

décroissante minorée par 0 donc (U, ) est convergente. Soit / sa limite.
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Ona: le[O,%],fest continue en /donc f()=/ =>h(l)=0=> [=0.

Conclusion : (U,) est convergente vers 0.

Solution 12:

2
1°/ Soit f (x)=x — x_2_ —In(1+x). fest définie, continue, dérivable

2
surR et VxeR", f'(x)=1-x- L _zx <0.
l+x l+x
X 0 +00

£l 0 -

[ | 0T —

2
d’ou Vx>0, f(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, x —%Sln(]ﬂc).

e Soit g(x )= In(l1+x)—x . g est définie, continue, dérivable sur

1

R.et VvxeR,, g'(x)z——v—l-———:x—SO
1+ x l+x

X 0 +00

g'(x) -
g(x) 10 W,

d’out Vx>0, g(x)<Oetparsuiteona: Vx>0, In(l+x)<x .
x2
Conclusion : Vx>0, Vx>0, x ——2~sln(]+x)sx :

1
2°/a)U, = > In(1+ 1"—2) =In2
k=1

2 k 1 2
Uy =2 In(l+ D=+ )+ I +2)
k=1

= ln~-5—+ln§=lni(2 = U, = lr1~]i
16 : 8
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— —

n(n+)2n+1)

n
b) Montrons par récurrence que : Yne N ona: Zkz =

k=1 6

1
e pour n=1, Zkz =]= ](H1)6(2+1) =1
k=l '

n(n+1D)2r+1)

#
® supposons que Zk2 = et montrons que

k=1

”Z”kz _ (n+D(n+2)(2n+3)
k=1 6

n+l n
S =NE (1) = ”(””)6(2””) +(n+1)

k=1 k=l

n(2n+1) +(n+1)):=(n+1)(2nh +67n+6)

= (n+1)(

_ (n+H(n+2)2n+3) dolt VneN, Zk2 _ n(n+1D2n+1)
6 6

k=1

¢) On prend x = —k;dans (*) on obtient :
¥

ko k? k k
n2 2n4£]n(1+;2—2—)3

2

6

n+l (n+1)(2:7+1) <u, < n+l1
2n 12nm 2n

o lim (n+1_(r1+])(211+1))=l_0:l
s+ 2n 12n° 2 2

d’ou Vn>1,

. n+l 1 s . 1
e lim =7 d’ott (U,),s; est une suite convergente vers 5

n—tn 2n
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e e P TR

1°/ Soitf(x)=1—~1——lnx (x>1).
X

f est définie, continue, dérivable sur ]1,+ o[ et Vx>1,

f'(x)z_lz_ml=1_‘2}_<0
x* x  x

x 11 +00

['(x) —
f(x) 0\(;)\)

o 1
d’ott Vx>1, f(x)<0 etparsuite Vx>1, 1-—<lInx
X

e Soit g(x)=Inx ——-1—(x _l) (x>1)
2 X

g est définie, continue, dérivable sur ]1,+ o[

1 1. 1. 1 1 1 2x-x-1

Vx>l, "(y=——(]+—)=——-——
g'(x) " 2( xz) 23 50 -~
2 (v _1\2
_ (x §x+l): (x 2]) <0
2x 2x
x| 1 400

g'(x) —

gx)y | 0T

1 1
ona: Vx>1, g(x)<0= Inx <§-(x -—)
X

Conclusion : Vx>1, 1 —l< In x <-;~(x —-—]~) .
x X
2°/ Soit ¢ (x)=1In (1+nx)—x . ¢, est définie, continue, dérivable sur

- —1-
-1 o[ et Vx> gt (x)=—— =PI
n n 1+ nx 1+ nx
n-1 1 1
=]-—>-——
n n n

$,(x)=0 & x=
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‘1

X ! 1_.1_ ; +00

¢, (x) + 9 -

¢n(X) / M>0\

-0

M=¢n(1“l)=1n (1+n —1)—(1—1):111 n'—(l——l—)>0 (d’aprés 1°/)
n n n

e Ona: ¢, estune bijection de ]——]— , 1——1—[ sur J—oo, M[
n n
or 0e]-o,M[ d’ou I’équation ¢,(x)=0 admet dans ’intervalle

] —l,l ——1—[ une seule solution. Comme ¢,(0)=0 et

n n

0 €] —-1—,1 1 [ donc cette solution est nulle.
n n

e Ona: ¢, estune bijection de [1—%,+oo,[ sur ]—oo,M]

0e ]-,M] d’ou ’équation ¢,(x) =0 admet une seule solution
«, dans I’intervalle ] ]-%,+oo[.

3°/a)Ona: In(l+na)=q,

Ona: a, >1——]— = na, >n-1=> na, +1>n

n

= In(l+ne,)>Inn = a, >Inn

b)Ona: ¢ 2lnn)=In(1+2nInn)-2Inn

=In(1+2n Inn)~Inn’ :ln(bﬂzﬂf—)
n
or Inn <%(n——l)::> 2n Inn+l<n’= ln(zn ln2n+l)<0
n n

= ¢ (2lnn)<0

Ona: 1—l<lnn <2lnn
n

¢, est strictement décroissante sur [1 _1 ,+oo[ ; a,ell 1 ,+o[.
n n
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= ——— e e e —

dnnell-L, sl ;4 2 Inn)<0=4¢ ()
n

d’otl @, <2Inn = 1+na, <1+2n Inn
or In(l+ne,)=a, d’ot a, <In(1+2n Inn) ]
Conclusion : Yn22, Inn<a, <In(1+2n Inn) :

o) 1< a, <1n (1+2n Inn)

Inn Inn
Infn Inn 2+ L )]
. In(l+2nlnn) n Inn
Iim = |im
1>+ ln 7 n—>+x ll‘ll’l
In (] In (2+ l )
=1+ Iim n (n ) non =] car:
n=+x  Inp Inn
i In(In »n) _ iy In X _0
n—>+x lll n X—o+x X
2+ i
et lim — " _0 dPout lim 22-=1.
0=+ In n n—o+7 ln n
170 A = [“In(l+x) dx
uv(x):l u(JC)=)C
Posons et 1
v(ix)=In(l+x) [V(x)=——
1+x
2
DotA =[x h(l+x)f-[ —— d x
'l+x
2
Calculons 'f dx.
V14 x
y 2 _ 2
J. X dx:j x+1 1dxzj 1——1—-dx
1 1+x 1 14x i l+x
2

= x——ln(1+x)],2:1+ln—3—
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d’ouA =2 In3-In 2—1—1n-§-:3ln3-—21n 2u1=1n-24l—1.

2 |
eB= j] In(-x +3) dx

u'(x)zkl : {u(x):x
Posons et —1
{v (x)=In(—x +3) V'(x) =

—x+3
B=x In(-x+3)]2-[ = d
[x In(-x +3)}{ - | o4

2 —x
Calculons I dx :
1 3—x

2 =X 2 -3 5
j‘3—x d x:ji (+5—) d x=[x+3In|3-x [];

=2-(1+3 In2)=1-3 In2
DouB =-In2-(1-31n2)=2In2-1

x -3
x +1

2°/e C = Lzln

l dx = “Inx ~3| dx - [“Infr +1] dx

or pour x€[1,2], x-3<0 = lnl x —3 ,zln(—x +3) et x+1>0 =

In| x +1 |=In(x +1) et par suite intégrale C s’écrit :

C=[“In(=x +3) dx - [“In(x +1) dx =B-A

—2In2-1-(nZ—1)=1n 16
4 27

D= Ilzln\/‘x2—2x —3] dx :%Lzlnfx2-2x -3 [ dx

] I I
=2 [ mlee -3 +1] e :Ejlzln]x -3 dx +§jflnlx +1] dv

1 1 27 |
=— (A+B)=—(2 In2-1+Ih=--1)==In(27)-1
5 (A+B)=2( 7 =57
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ndx 2dx ¢3dx nodx & el
10/0 . I = j + e - = _d
na 1 X 1 x +j2 X +»[n-—l X ;.“ X x

P
1 1 pi Y 1
or Vxe[p,p+l] ona: —lw<l5~;>——sj —dx<—
p+1 X p p+1 P X p

1 ndx 1
= —4—++—=< ) — <] —+ =+t

n 9 x 2 3 n—1
>y, -1< [ <y, -L

1 x n

n dx
2°/a)Ona: | —=[lnx] =lnn

b x

d’ou U, —1<Inn SU,,*-l— = In n'+l_<_Un <l+Inn
n n

b) lim lnn+-1—:+oo d’ou lim U, =+w.

H—>+7 n n—>+0

1+—I£Sx£1+—k—ﬂ:> ln(1+£)slnx Sln(l-«—k +
n n n |

)

car la fonction Log est strictement croissante sur R’ .

En passant a I’intégrale on obtient :

l+.lc«}-l k+| : k+l k+]
j " m(1+—) dx <j " In x dx<j " 1n(1+————) dx

n

k+1 I+ k+l - k k+l
= ln(1+—) [x] L " Inx dx <ln(1+———) [x]
k+1 ]
d’ou -l—ln(1+—k—)£r " Inx dx<-1—ln(1 b )
n n 1+—' ,

n

2°/a)Ona: YneN etpourtout 0<k<n-1:
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k+l
lln(l+-,i)£jl " Inx dx<—ln(l k+1)
n n i n

n

~1 /"*'] 1n-1 1

~—Z:ln(l+—~)<z“‘i ¢ Inx dx <—Zln(]

1n

)

- k n 1
r—>» In(l+— =——ln]+ 1 1+—— ~In(l+—)Y=U -—In2
© nZ ( n) ( Zn( n) n( n) " n

11
e Montrons que ~—Zln(l E:—l) U,

__"211 (1 + _"_““_1)_.-_(1 (1+——)+ln(1+——)+ +1n(1+~)) U,

.:Z;' J‘:?_llnx dx = _f"lnx dx+J.1+_”lnxdx+

+J.,,"21nx dx + ”_Ilnx dx = lnx dx

1+-—-—
n

Conclusion : YneN |, U, --1-ln 2< Jlizlnx dx <U, .
n

b) Ona: U, ——1In 2< [“inx  dx
n I

1 2
donc U, <=In2+ [“Inx dx
n ]

. » 2 ] 2
dou ¥neN', | Inx dr <U,<=In2+ ['Ix dx
n

limlln2+_[lzlnxdx:0+_[lzlnx dxzjlzlnx dx

n=>+x n

2 2
d’ou limU,,=J'] nx de=[x lnx-x] =2 m2-1=/.

n—>+

Conclusion : (U,) est une suite convergente vers / =2In 21/ .
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fest définie, continue et dérivable sur 10, +oc [

1 1 1 x*-1

f(x)=-é—x~—2;=5( )
x {0 | +00
/(%) — ( +
/(X) +OO\ /+OO
0
1 Inx Inx
llmf(x)~ lim x(————————) +o0 car lim ——=0
X X+ 2 x 4 A s

i s> 1 1 1 5 i
1 (l)zL(Zx'~Z——2—lnx) de(Zx“-Z) dx—zj/zlnx dx

3 1 3
2 1 X -4 A 1
S LSRRV E Gl S B
4 3 12 4 6
,2’ .
e Intégrons par parties : Llnx dx .

u'(X)Zl U(X):x
Posons e 1
{v ()=hx Y@=

D’ou

1 | 1 :
[nx dr=[x mx],-[1 dr=-2 nA-[x],=-2 ni-1+2

[l en résulte que :

3 3
I(/l)z—i+i-l+iln —i+l=~i——i+iln/l+—-
12 4 6 2 2 2 12 4 2
b) lim I(A)=~ car lim A4 InA=0.

A0 3 10"

3°/a) fest décroissante sur 0,1] et pourtout 1<k<wn-1ona:

RS 10,17 done X <x<®H o f(k—+—l)<f(r)<f()
n

n
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k+1
H

_ k .
En intégrant sur [—, ] , on obtient :
n

k
k+1 +

f(-—)jk:dvc< jk+lf(x)dx<f( ) [ dx

n

=
(—"—’f—‘——)/(fi‘-)< L f(x)dx<<f+—‘~—>f(-)

k 1 k+1
I en résulte que -f(——+—) <"
4]

1k
JS)dx<—f(=).
" n n
b) On a : d’apres a) pour tout 1<k <n-1
k+1
k+1 Ik
~f<~—+-) < Ji" Sdes— 1)

+

—1 kl
sZ " f(x)dv<——Zf( =) ()

k=1

1 n-1
:;;
°%Zf(k—+l)=—(f( 247+ S Crer £

k=l

O+ G 1O Gy s 7By - £y
n n n n h n

donc -if(—"—+—‘)— Ly - Lrdy=s, -y
n&""n" n"n" " 0’ n

-1 k+l 2 2 "
ijn J(x)dx= J‘"f(x)dx%r Jf)dx+---+ JE~1 f(x)dx
k=l n n o

En utilisant Ia relation de Chasles, on trouve que :
n—l  k+l

Z fo(x)dx_ I Fx)dx = I(——)

k=1
n—1
I B L N EN N T PO ety
nio n n n n n n ‘n

or f(%) = f(1)=0



Fonction logarithme *252 ¢ 4™ Maths

n-1
donc lZf(f-)=l(f(l)+f(3)+f(-3-)+f(i)+"'+f(ﬁ))=Sn
n P n n n n n h n

Les inégalités (*) sont équivalentes donc S, - ! f(=)< I(—l-) <S,.
n " n
eOna:sS, —if(-l—)s I(—]-) = S, S—}-f(l).g-](_l_)
n n n n n n
NS 1 .1 |
d’olt i{—)<S, <—f(=)+1(=).
n n n n

¢) ® On a montré que lim I(4) =% etona:
A-0"

.1 .
lim —=0" donc lim I(l)=l.
H—>+00 1 N>+ R 3

e Calculons lim f(—)

n—>»+oo 11
I 1, 1
fim —f (&) = tim (- Ll -
n—-H-acnf( ) "'—>+Tn(4 4 2 I’l)
—lim (e~ 1107y

n4x 4n3 dn 2 nm
on a donc pour tout n=>1, 1, (~1—)ssn < -l—f(l)f(l) + I(—1~)

et lim I (*—)—: lim ~f(—-) 1(1)—-— donc lim S, =l

>+ n—>+0 1 n n—>+00 3

n-2
1°/a) Pour tout reel t#-1, Z(—z‘) est la somme des (n~1) termes
k=0

d’une suite géométrique de 1¥ terme 1 et de raison ~

n-2 n-\ n-2 n-i
donc Z(~t)" =l;—(:+t—3—-——:> Z( -k + ) !

1+¢ 1+t

b) Pour tout x €[0,1] , on peut intégrer entre 0 et x les deux

membres de cette €galité d’ou :

n-2 n-1
rZ(—t)de J'X( D 4y J'x—l— dr
0 0 1+¢ 01+t

=0
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n-2
~1y" =[InQ+)]
k— B | .
tnwl
— 1 n—i
kz( 0 1+¢
n-2 k+1 1 1.2 -2 n—] n-l
-x ( 1) k- Ix
or S X oo X b ]
r;()m()]* . “Zu
_ X xtm—-]
d’ou In(1+x)=P (x)+(-1)"" — d ¢
I+x)=P, () + (™ [

2°/a) Pour tout réel r<[0,1],0ona: 0<r<i=> 1<l+r<2

1 tn—l
= <] = <!
1+1¢ 1+1¢

En intégrant cette inégalité entre 0 et 1 , on obtient :

14071 b Lo P i
I dtsjt” d¢ or It dt=|—|=— etcomme ma, 20 onen
01+¢ 0 0 n n

déduit : }a,,]sl.
n

. .1
b)Ona: VneN : |(_1)"-1 a,|=|a, ]sl et comme lim —=0 donc
Rn

H—>+0 F]

lim (-1)""a, =0.

R—>+00
3°/ D’apres 1°/ona:

.\'.[n—]

pour tout réel x€[0,1], In(l+x)=P,(x )+ (-1)"" {0 T dt

en particulier pour x=1, on obtient: In2=P (1) +(-1)""a,

(= )"_

PN=(-1)""a,-In2= —}: (-1)""'a, —In2

n-l ¢ ) g
= kz_;( kl) =(-1)""a,-In2= U, =(-1)""q, -—nln2 |

or d’apres 2°/ la suite de terme général (-1)""'a, converge vers 0 donc

la suite (U,) converge vers ~In2 .

Conclusion : La suite (U,)) converge vers 1n;- .
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e On appelle fonction exponentielle la fonction réciproque de la

fonction logarithme népérien .
I.’image d’un réel x par la fonction exponentielle est noté e .
e N pour tout réel x et pour tout réel strictement positif 'y ,
y=¢ <x=Iny.
« pourtoutréel x,ln(e")=x.
+ pourtoutréel x>0,e"*=x.
* Ine=1.

eSoitdeuxréelsaethb.

Q
+ b . e - 1
P, .e""=¢ xe ,eab=——,~)— el=—.
e

N

P, . pour tout entier n , ™ = (e“ )n .
P; . pour tout entier naturel q = 2, e =1e” .

L

P, . pour tout entier naturel q > 2 et tout entier p, e/ =Ve™

e —1:1‘

e lime* =0; lime” =+o0,lim

X —>—an X —>+0 x —0 X

e La fonction exponentielle est dérivable sur Ret sa fonction
dérivée est la fonction x e’
La fonction exponentielle est strictement croissante sur R .

e La fonction exponentielle est bijective deR sur R’ et pour

toutréel x ,e*>0.
eSoit m et n deux entiers naturels non nuls

nx

lim =400 lim x"e™ =0

X ~»—0 x X -0
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e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I .
La fonction h : x +>e"™’ est dérivable sur I et h'(x) = u'(x) e"™,
xel.

e Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I .

Les primitives sur I de la fonction x >z '(x )e""’ sont les

i s e e

20

fonctions x> e +k ke R.
b Ina

e Soit un réel a> 0 . Pour tout réel b , on pose a® = ¢° ™.
e Pour tous nombres réels strictement positifs a et b et tous réels
cetd,

2757

Dl

7

ac+d=ac ><ad : (ac)d= acd : ac-d — g : a* xb° = (ab)c ; aL: z[g_j .
a be \b
e Soit un réel a > 0 . On appelle fonction exponentielle de
base a | fonction x> a” .
L Soit un réel a> 0 . La fonction x> a* est dérivable sur R et sa
|| onction dérivée est al fonction x (Ina)a™ .

Xe

+ Sia>1lalors lima® =+0; lima* =0

X —>+0 X —>—a0

+ Si0<a<1 alors lima’ =0; lim a* = +o0 .

X —>+0 X —>—0o0

e Soit r un rationnel . On appelle fonction puissante r la fonction
XHer.!nx , X >0.
* Sir>0 alors limx" =+400; limx" =0.

X —»+0c0 X __)(}'*'

* Sir<Oalors limx " =0;limx" =+00 .

X >0 x —0*
e Soit r un rationnel . la fonction x> x " est dérivable sur R’

et sa dérivée est la fonction x> rx "
e Soit r un rationnel différent de -1 . les primitives sur R’ de la

. . 1
fonction x> x ” sont les fonctions x > ¥ "4k keR.
r+

| Soit r un rationnel strictement positif .

lim 2% 0 lim x Inx =0 : lim &

x—o+0 y ' x 0" x>0y T

= +Q0
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" EXERCICES |

Exercicel:,

Calculer les limites suivantes :

e** ~1 eF = 2x? L
a) lim b) lim —— ¢) lim x(e* -1)
x—0 ¥ —1 ' x—>+0  x+4 _ x>+ :
3 x+2 n_x ex +e—x
d) lim x’¢ e) Ilmxe (neN) f) lim
X—>—wm X—>—0 X=>+D (x+])

Ry lim In(e* +1)—x i) lim —l—v]n(e“' +e™)

g) lim
X >+ X X =+ X =>4+ X
Nlim A+ k) lime~In(l+e*) D lim Inx 7' —x)
X—>+00 X XL
2 20
1°/ Démontrer que Vxe[0,1]Jon a: 1-}-x+7ser §1+x+—-i-»+—:~.
2
.. . , - six>0
2°/ Soit f:[0,+o[>R: x> { " —]
1 six=0

Montrer que f est continue, dérivable en 0.
X

3°/ Etudier le signe de la fonction g: [0,+o[ > R: x> e’ —1-xe”.

4°/ Etudier les variations de £

5°/ Tracer (C ) dans un repére orthonormé .

X_ —-X
Soit f:R—->R: x &8

e’ +e* )
1°/ Montrer que f est définie sur Ret que Vxe R, 1< f(x)<1.
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e — o —rer— s ——————————————rerva.

2°/a) Montrer que fest dérivable sur R et que : Vxe R,
'@ =1-(f(x)".
b) En déduire le signe de f'(x) .
3°/ Etudier les variation de f .
4°/ Montrer que f est une bijection de R sur ]-1,1{. Expliciter 7.

5°/a) Ecrire une équation de la tangente (T) a Crau point O.

b) Etudier la position de C,et (T).
6°/ Tracer dans un méme repere orthonormé (0,i,)), les courbes C;
et C. pup

A) Soit :R—>R : xi»e’ —x-1.
1°/ Etudier les variations de 4 .
2°/ En déduire que Vxe R, e 2x+1.
- e’ -1
B) Soit g:R, 5> R : x4 5. 02%
g(0)=1

1°/ Prouver que g est continue sur R, .

six>0

2°/ Prouver que Vx>0, e™* < g(x).

3°/a) Calculer pour tout x>0, g'(x).
b) Prouver que Vx>0, g'(x)<—-e>*.
4°/a) Calculer lim g(x).

X=>+00
b) Former le tableau de variations de g .
5°/ Montrer que g est une bijection de R, sur un intervalle J que I’on
précisera.

..._I
Soit f:R—>R : x ¥ €" si x>0
In(l—-x) si x <0

1°/ Montrer que D;=R..
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2°/ Montrer que f est continue en 0.
3°/a) Etudier la dérivabilité de fen 0.
b) Interpréter géométriquement le résultat.
4°/a) Montrer que D : y =x—1est une asymptote a C,au voisinage de +oo

b) Calculer lim 2%

X—>—0D X

. Interpréter.

5°/a) Etudier les variations de f.

b) Tracer C,dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0,7, ).

‘Exercice6:

Soit/:R->R: x> si x#0

0 si x=0
1°/ Montrer que f est continue sur R.

2°/ Montrer que fest dérivable sur R!
3°/ Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (6)

dans un repére orthonormé (O,i, /).
-1

4/ Soit F : [I,+ o[> R : x|——>—;—e~rz .

a) Montrer en utilisant le théoreme des accroissements finis que :
V21 : fx+D<Fx+D)-Fx)< f(x) (*).

b) Soit la suite (U,,) - définie par: U, :lZf(k) :
n

Utiliser (%) pour montrer que : Vne N:Z————" <U

En déduire que (U,) .- estconvergente.

Soit f:[0,1] >R : x> —— .
x+2

1°/a) Etudier les variations de f.



—
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b) Prouver que Vvxe[0,1] ona: %sf‘(x)s;

2°/ Montrer que I’équation f(x)=xadmet dans [0,1]une seule

solution notée a.

3°/ Soit la suite (U,),.n définie par :
I1+l f(Un)

a) Prouver que Vne N, 0<U, <1.
b) Démontrer que VneN, |U,, —a|< %| U,-al.

¢) Montrer que (U, est convergente vers a .

d) Trouver le plus petit entier n, tel que Vr=n, U, - a[ <10~

-Exercice 8 :

Soit # un entier supérieur ou égal a 2.
X
On considére la fonction f, définie sur R par: f, (x)=1 +—XT_€” .
n+
1°/a) Etudier les variations de f,, .

b) Montrer que £, admet un maximum strictement positif que I’on

calculera.
2°/a) Montrer que la courbe (B,) représentant f, admet une asymptote

oblique A, dont précisera une équation.

b) Tracer (6,).
3°/ Démontrer que sur I’intervalle ]-o,0[, Iéquation f,,(x)=0admet

une racine unique que I’on notera x,, .

x —1
—).
x +1

B) 1°/ Soit x>1et ¢(x)=3+1n(
. X .

Etudier le signe de ¢(x) pour tout réel x>1.
2°/a) Montrer que f,,( 2) <0 (on pourra introduire (p)

b) Montrer alors que x, >-2.
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3°/ Soit x>0et w(x)=ﬂ+ln( al
2x (x +1) x +1

)

a) Etudier le signé de w(x).

b) Prouver que f, (2n In( " )= 2n w(n).
n+1 n+l1
4°/a) Montrer alors que x , <2n In( " l).
n+

b) En déduire que la suite de terme général x, admet une limite

finie que I’on calculera.

Soit » un entier naturel non nul.
-1
Soit la fonction f, définie par: Vx>0, f,(x)=xe™ et f,(0)=0.

1°/ Etudier les variations de £, .

2
! {

2°/a) Montrer que Vi >0, 0<e” —(1—t)s?.

1

2n’x

b) En déduire que Vx>0, 0< f,,(x)-(x-—l—) <
n

3°/a) Montrer que la droite D, d’équation y=x 1 est une asymptote
n

oblique a la courbe (B,) représentative de f,.

b) Préciser la position de (B,) et D,, .

¢) Tracer (G,).
4°/a) Montrer que 1’équation (%) : f,(x)=1 a une seule solution
a, dans ]0,+ o[ .

: , . 1
b) Montrer que «, est une solution de I’équation x Inx =—.
n

5°/a) Montrer que (), st une suite décroissante.
b) Montrer que (a,, ), €st convergente vers un réel que ’on

calculera.
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2 l3

A) 1°/ Prouver que V>0, 0£l—t+%-e” SE'

—p ! _
2°/ En déduire li'm’-l#.
1—>0" t°

-
3°/ Soitg:R+—>R.: > t |
1 st t=0

sit>0"

a) Montrer que g est continue, dérivable sur R. .

b) Prouver que Vs 20, 1+t <¢e’, en déduire le signe de g'(t‘) :

¢) Etudier ainsi les variations de g et tracer sa courbe (6,)
représentative dans un repére orthonormé (0,7, /).

I v oy i
B) Soit f:[0,+x[>R: x> ;(e —e ) | st x>0
| ' si x=0

1°/ Prouver que fest continue sur R, .
2°/a) Prouver que Vx>0, f(x)=2g(2x)-g(x).

b) En déduire que fest dérivable sur R, .

¢) Ecrire une équation de la tangente (T) a la courbe (B,) au point
d’abscisse x, =0.
e-2

3°/a) Montrer que Vx>0, f'(x)= 2- Qx+1-(x+1)e")
X

b) En utilisant A) 3°/ b), prouver que Vx >0, f'(x)<0.

4°/ Etudier f et tracer (C ;) dans un repere orthonorme.

‘Exercice11:

Soitf/:R->R:x —>In(l+e™).
1°/ Etudier les variations de f.

2°/a) Montrer que la courbe (C) de fadmet une asymptote oblique A.

b) Etudier la position de»(C et A.
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¢) Tracer (C ) dans un repére orthonormé (0,7, /).

3°/ Montrer que f est une bijection de R sur R’ et expliciter sa
réciproque.

4°/ Soit aeR’, M et N deux points de (C ) d’abscisses respectives —a
eta.

a) Montrer que la droite (MN) garde une direction fixe que ’on
précisera.

b) Montrer que les tangentes a (C ) en M et N se coupent sur I’axe

des ordonnées.
2

B) 1°/ Montrer que vVt =0, ¢ -%sln(] +t)<t.

-2x

' <f(x)<e™.

e
2

2°/ En déduire que Vxe R, ™ -

3°/ Soitt la suite (U,,),,»; définie par : U, = 1+ etvn>1 ,
e

1
Un+i = Un (1+__)

en+1

a) Prouver que Vn>1,U, >0.

b) Prouver que (U,) est une suite croissante.

4°/a) Prouver que VneN’, In(U )= Zf (p).
p=l

n 7
. 1 1
b) Calculer en fonction de » les deux sommes z — et E TR
p=1 € p=i €

5°/a) Montrer que (U,),»,; €st une suite convergente. Soit / sa limite.

b) Prouver que —2-%8;21-1—— <In/ < ——L

e’ —1) Te—1

A)1°/ Soitu: R, > R: x—e'—x-1.

Etudier les variations de # . En déduire que Vx>0, " 2x+1.
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2°/ Montrer que Vx>0, Inx <x —1.(On étudiera une fonction
convenablement choisie).
3°/ En déduire que Vx>0, e" —Inx 22.
X .
B) Soit¢ la fonction définie par : px)= e —Inx Stoxz 0
@(0)=0
1°/ Montrer que D, =R, .
2°/ Montrer que ¢ est continue, dérivable sur R, .
3°/Soith: R, > R: x> e (1-x)-Logx +1
a) Etudier les variations de 4 .
b) Montrer qu’il existe un seul réel o >0 solution de I’équation :
(E): h(x)=0. Vérifierque I <a <2.
¢) En déduire le signe de A(x).

4°/ Etudier ainsi les variations de ¢ .

‘Exercice 13 :

Soient f(x)=x2e> et g(x)=(ax* +bx+c)e’".
1°/ Déterminer a, b et ¢ pour que g soit une primitive de f.
2°/ En déduire la primitive F de f qui s'annule en 0.

e’ -2

Soit f la fonction définie sur R par :  f(x) =
e’ +1

1°/ Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que VxeR,ona:
be”

e’ +1

2°/ Calculer ainsi l'intégrale [ = £n2f (x )dx .

f(x)=a+

Soit F définie sur R, par: F(x) = £ﬁ.e" dt

( on ne demande pas le calcul de F(x) )
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1°/ Montrer que F est dérivable sur R, et calculer F'(x).
2°/ Etudier le sens de variations de F.

3°/ a) Montrer que V¢ 20, \/;$t+i:.
b) Calculer a l'aide d'une intégration par parties : £(t +%).e“"dt

c) En déduire que Vx>0, ona : F(x)S%

Exerclce _16

X_,~X

Soit la fonction f(x) = IO 2

1°/Prouver que fest définie sur R .
2°/a) Prouver que fest dérivable sur R .
b) Calculer pour chaque xR, f'(x).

3°/ En déduire f(x).

4°/ Calculer j

F

1°/ En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que :

VxeR,

e"—l‘six|elx|.

tgx

2°/ Soit xe]—; 0 et p(x) = j'

a) Montrer que ¢ est dérivable sur ]—; , % [ et calculer ¢'(x).

&

b) En déduire ¢(x).

3°/ Soit xeR, F(x)= J.i 1
t =+

a) Montrer que F est définie sur R et calculer F(0).

b) Montrer que Vxe[-1,117,

F(x)—%

Slx | e In2.

c) En déduire que F est continue en 0.
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Soit la fonction fdéfinie sur R par: f(x)=|x-1|.e*.

1°/ Etudier la dérivabilité de fen x, = 1 . Interpréter graphiquement.
2°/ Etudier les variations de fet tracer sa courbe (C) dans un plan
rapporté & un repére orthonormé (O,i , j).

3°/ Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (C), I'axe des
abscisses et les droites : x =0etx =2 .

o

Soit la fonction f définie sur R, par: f(x)= eV 1.

1°/a) Etudier la dérivabilité de f/ & droite en 0. Interpréter.
b) Etudier les variations de f.
2°/ Tracer la courbe (C) de f dans un plan rapport€ a un repere

orthonormé (0,7, ).
3°/a) Montrer que f est une bijection de R, sur un intervalle J que
[’on précisera.
On note g = f~'. Tracer la courbe (C') de g dans le méme repére
(0,i,]).

b) Montrer que Vxe[2,+o[, g(x)=In"(x -1).

4°/a) Calculer & ’aide de deux intégrations par parties 1’intégrale

e+l
J= L g(x)dx.

b) Que représente géométriquement J ?
5°/ Soit A I’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des
abscisses et les droites x =0 et x=1.

a) Montrerque A +J =e+1.

b) En déduire A.
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X
2x - eX _]
e lim2 = lim 2 =2-1=2 (X=2x)
x—0 2x X->0
et -1 M -
o lim =1 d’ott lim < ! =2
-0 X =0 g% —1
ex ex
o (5 -2) x(—~2)
b) lim —=—= lim x4 = lim x4
x—>+0  x+4 X—>+4o0 x(1+_) X—>+on 14—
x X
e |im l+i=l
X—>+00 b
2
. 7 >
. e . e ) 2
e lim —= lim lim | —
X—>+® x"’ X—>-+00 x"' X—>+0 X
e® X . et =2x
= lim (—) o(X=—)dou lim ———— =+
X+ 2 x—>+n x+4
1
il X
¢) lim x(e* ~1)= lim ——]= lim ¢ 1=1
X—>+m X>h0D _1_ X-=0 X
X

d) lim x’¢™? = lim x’¢%e? = lim e*x*(e3)’

X=>=0 X——m X~
al
= lim e*(xe?)’ = lim 2(3XeX) =0
X—>—0 X—-o»
X l
e) lim x"¢" = lim x"(e")" = lim (xe")"
X0 X—>—0 X—>—c0

= lim (nXe* )" = lim n(XeXY' =0 (X=2)
—- N

X—>~w
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eX -X X e—Y
lim = lim -+ lim
X—>+o (x+]) X+ ()C+1) \—)+oo(~(+])
—-X
o lim —%—= lim e —1 =0
X—>+0D (x + 1) X—>+om0 (x+ })
X
X X 3
e lim = lim —e—-—z lim (e ) 11 = +00
X+ (x+1) X->+00 3(1+_) X400 X (1+_)3
X
X
e3 1 X 1
car lim (—)—Xllm —(—;{—-) =+o0 et lim =1
—>+o +00 3400
X X - 3 X=~>+ (]+_~)3
X -X
d’ou lim e *e = 400
X—>+00 (x+])
. In(e* +1 . Inte"(Q+e™
g) lim ____n(e )= him ne” (I+e "))
X =+ x X =>4+ x
. Ine”* l+e™™
_ iy e +ln( e )
X >+ X X
) In(1+ 1 .
= lim 2+ M— fim 1+ —-In(l+e™")=1
X+ x X X—+7 X

h) lim In(e® +1)-x = hm ]n(e (I+e™ ) —x

X =+

= lim In(e* )+ In(l+e™ )—x

X =>4

=limx +In(l+e™)—x =limIn(l+e " )=0

X =>4+ N o+

i) him i In(e” +e¢™" )= lim lln(e (I+e™))

_,\'—)+73x X =+

In(e™) . In(1+e™) In(I+e™) |

= lim = lim 1+ = >
X =+ X X X ek e xe”
—2x
: : . ,
e lim In(l ti )=111nM=1 (X=e")
X =>4 e - X0
. . ¢
e lim =0 dou lim —In(e’ +e™7)=1.

X—>4+0 xe"x X =+ X
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1
j) lim (1+—-) = Jim In(e "
In(l+ 1)
Ona: limx In(l+—)= lim ——*
X >+ x X =>4+ l
X
ILICED ST
X—0 X X
d’ou lim e\m(]+ o

X o+% -1

=lime’' =e' =e¢ (thxln(1+l))
X

= lim (l+l)“ =lne =1

X =+ X

k) Posons X =e”. Lorsque x — +o0, X = +00

. . . In(1 In(1+ X
donc lime™ In(l+e” )= lim M lim In(l+X)
X 4L X ~>4 e ‘<—>+T X
InX(1 1 In(1+ !
o (I+5) . InX n( i)
= lim = lim +
Xrtn X X=-+r X X
In X
= lim l‘—+—1n(1+—) 0+0-0=0
) - & x? exl -
D lim In(xe* "' —x)=?; lim x(e* ' =)= lim 5
X >+ X—>+00 ' x>+ < ] ﬁ_f__
x? -1
2 xzx—l _ X _
lim =1; lim & L im &=l (x= =)
xo+® x< ] X—>+00 b X0 X x° =1
x? —1

X

d’ou lim In(xe*"-! —~x)—11mlnt =0 (r=xe¥—x).

X =+

PR Y
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2
1°/ « Montrons que Vxe[0,1], ]+x+%$ex

2
Soit h(x)=¢e" —%——x—l

h est dérivable sur [0,1]et Vxe[0,1], A'(x)=¢€" —x—1
K est dérivable sur [0,1] et Vxe[0,1], A'(x)=¢e*-120

X 0 1
h'(x) +
R (x) ,/g)’/—-»
0
LO T I G0 W
0

D’apres le tableau des variations de g, on a:

2
Vxe[0,1], A(x)>0 d’ou Vxe[0,1] , 1+x+%$ex

2 x3

e Montrons que Vxe[0,1], £1+x+—x5~+?

3
X2 X

Pour cela considérons la fonction 4(x)=¢" —1-x— CREY
J

E(x)=e* —1-x—x ; k"(x)=¢* -1-2x ; kD (x)=e" =2

ona:e -220 & e >2x>In?2

X 0 In 2 1
kY (x) R 0 +
k" (x) O\ (-) > &3
k'(x) 0 =)
kx) |0 ) .

d’apres le tableau des variations de £ on a :
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2 3
Vxe[0,1], k(x)<0 d’ou Vxe[0,1],e" 31+X+3—+x7
3

2 2,3

Conclusion . Vx[0,1], l+x+%—$ex S1+x+?+—§~.

~

2°/ o Continuité de f a droite en 0 .

¥ -1
e 1

) 1 )
= lim — =1 car lim
x>0t x

lim f(x)= lim

x—0" x=0" ¥ —1 xo0" ¥ —1

don¢ lim f(x)=1= f(0) et par suite fest continue a droite en 0.
x—07"

o Dérivabilité de f a droite en 0 :

X
| .
— X — e
fim LSO _ el gy, e #
x—0* b x—>0" X x=0" x(e* -1)
— \ — f—
- lim (e ’x 1 1
x>0 x” e’ -1
x
et . (" -x-1
Ona: lim 2 1=1.Calculons lim = 7x )
-0t x x—0" x>
2 2 3

D’apres 1°/, Vxe[0,1], 1+x+%—$e"' Sl+x+——2—+—;—
2

2 N 2 % x 1 e -l-x 1

—> —<e'-x-1< T+ - —<~ <——
3 3 2 x2 2

) 1 1 ,, . .. —(e"=—x- 1 .
im-2-L =L drou fim = ,x D_ L par suite
=0 3 2 2 x—=0" x~ 2
lim f(X)“f(O):M]_'
x—0" X 2

1

Conclusion  fest dérivable a droite en 0 et f,,(0) = - 5

3°/ g est dérivable sur [0,+o [ et Vxe [0,+o],
g'(x)=e'—e"(x+1)=-xe' <0
X 0 +00
g'(x) -




i ———
—_—
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donc d’aprés le tableau des variationsde g,ona: Vxe [0,+of,

2(x)<0.
4°/ fest définie, continue et dérivable sur [0,+ o ;

¥ —1—xe" __ 8
(" -1 (e -1)
X 0 +00

/' (x) -

o f—

<0

Vxe 10,40, fi(x)=2

0

X

. ) . e
lim f(x)= lim =0 car lim — =+
X—>r+0 x40 g% ] X>+o X

X X

, . =—x+1
e C ;admet une demi tangente T au point x, =0 , T: Y=o

AY x>0

Solution3:

1°/e Vxe R, e*+e™* >0 d’ou e" +e* #0 pour tout réel donc Dy =R

X -X —X —-X X -X X
e —e —e " —e  —~e +e —2e

d _l_f(x)z—l_ —\’= X -X - X —\'<O
et +e” et +e” e +e”

d’ou VxeR, -1< f(x).

X -X X —-X X —-X —-X
e —e e —e  —e —¢ -2e
o f(x)-1= -1= = <0
X -X X
e +e ’

d’ot Vxe R, f(x)<lI

¥

e’ +e e’ +e

Conclusion : Vxe R, -1< f(x)<1.
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2°/a) ® x> e* —e " est dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables.

e x> e +¢ *estdérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables d’ou fest dérivable sur R comme quotient de fonctions
dérivables.

2 2
vxeR, f(x)= (eT+e) ~(e" —e™) E;—_—em—)——l (f(x))’
(e" +e” ) (e" +e )
b)Ona: -1< f(x)<l = 05 ?(x)<l = 1- f2(x)>0
d’ou VxeR, f'(x)>0.

3°/ fest continue, dérivable sur R et Vxe R, f'(x)=1-f%(x)>0

x -X 2x
e — . e -1
e [im f(x)= lim = lim =—1
X—>—00 X0 ¥ L o™%  xo-m ¥ 4
X _ —X ]_ -
e lim f(x)= lim = lim — =1
x>+ x=>+m gt L o™ xotm ] 4 7
X | —0 =00
/') +

fol

-1
4°/ e fest continue, strictement croissante sur R donc fest une
bijection de R sur 7(R) =] -1,1].

o f1-1,1[>R; x> fTl(x)=y

y e—y e2v_1
M@=y o f)=x < =X & = =X
e’ +e Y +1
e —1=xe? +x < ¥ (I-x)=x+1 & ¥ = X+
<y %Log(x—ﬂ)

+1
).
—X

d’ou Vxe ]#1,1[,f"l(x):-;-ln(f

5°a) T: y=f'(0)-x+ £(0)
or f(0)=0 et f'(0)=1-7%(0)=1d’ou T:y=x
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b) h(x)= f(x)-x
h est dérivable sur R ; #'(x)= /' (x)-1=1- f2(x)-1=—f?(x) <0

X
H (x) - | R

h(x)
(ﬂ\ﬂ\(f)

d’ou Cjest au dessus de (T) sur -, 0]

Crestau dessous de (T)sur [0, +oo]
C;coupe (T) en un seul point O(0, 0)
6°/
Nx=1

x=-

y=1

Y

Y

y=-1

N
\1

e y=1 et y=—1 sont des asymptotes horizontales a C;.

. C;-' est le symétrique de C, par rapport a la premiere bissectrice

y=Xx.

Solution 4

A) 1°/ h est continue, dérivable sur R.
Vxe R, A(x)=¢e" -1

e (x)=0e'=1<>x=In1=0
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e )/(x)>0 = e >1 = x>Inl=0

x| o 0 400
h'(x)\ - 0+
e lim A(x)= lim " ~x-1=+0 (car lim e' =0)
X—>—m X—>—m X—>—o0
e [im A(x)= lim x(————]—l) +00 (car lim E——+oo)
X—>+0 e o X+ X
X |—o0 0 400
h(x) — ) +
h(x) | +o \ I
0

2°/ D’apreés le tableau de variations de #ona: A(R)=R. d’ou VxeR
, h(x)=0 et par conséquent Vxe R, " 2x+1.

B) 1°/ e x> e* -1 estcontinue sur R

e x> x-e>¥ est continue sur R

d’otl g est continue sur R, (quotient de deux fonctions continues)

lim g(x) = lim _1-——1?=1=g(0)

x>0 x>0 X e’

d’ou g est continue en x, =0.
Conclusion : g est continue sur R, .
e -1 e (xe™)—(e"-1) _x—e'+1 —h(x)

Iy : - 2 -
x-e™" xe** xe™* xe*"

-g(x)<0.

20/ e—2x _ g(x) = e—2x _

=2x

or Vx>0, xe?* >0 et #(x)>0 d’olt Vx>0o0na: e
Conclusion : Vx>0, e <g(x).

e (xe™)— (" —1)(e** +2xe™")
(xezx)Z

3°/a) Vx>0, g'(x)=
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xe¥ — e (1+2x)(e* -1) ¥ [xe’ —(1+2x)(e" ~1)]

- R - e
_xe' —e" +1-2xe" +2x -—xe' —e" +14+2x 1+2x—-e"(1+x)
B xZe"r - xze-?_x - ¥ e2r
b) g'(x)+e 2 1+2x 62\(1+x)
x‘e |
1+ 2x—e 1+ x)+x2ee™
N x2e?

D et (x+l)  (x+D(x+l-e")  —(x+1) h(x)
- y2p2¥ - 2o - 2p2%

or Vx>0, x+1>0 et A(x)>0 d’oll Vx>0, g'(x)<-e .

4°/a) lim g(x)= lim e—(l——f—) lim I-e
X—>+a0 x>+ xet x40 yo*
or liml-e " =1 et lim xe* =+ d’ou lim g(x)=0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00
b)Ona: Vx>0, g'(x)<—e > <0 (car VxeR, e 2*>0)
x|0 +00
g'(x) -
x)| 1
g - ;

5°/ g est continue, strictement décroissante sur R. donc g est une
bijection de R+ sur g( R+) 10,17.

[ Solution :

1°/0 x<0=> ~x>20 = 1-x2>1
d’ou In(1—x )est définie pour x<0.
-1 |
e xe* estdéfinie pour tout x>0 d’ou D,=R ..
-1 -1

2°/e lim f(x)= hm xe* =0 (car lime* = lim X =0)
x—0* x>0 X——c0

e Iimf(x)=Ilimin(l-x)=In1=0
x>0 x—0°
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it r—
-

D’ou : lim f(x)= lim f(x)=0= f(0) d’ou fest continue en x,=0.
x—0" x->0" .

-
3 -

3°/a) & lim Jx)-f0) _ . xet

lIm ——=1lime~* =0
x=0* x—0 =0t X x—0"
. |imf(x)_f © _ lim ]n_(l_j_): lim M:_l
x=0" x —0 x =07 X X—>0" -X

(Soit X =-x, lorsque x tend vers 0, X tend vers 0)
d’ou f n’est pas dérivable en 0 et en plus £1(0)=0 et fz(0)=-1

b) C;admet au point O(0,0) deux demi~tangéntes :
= f.(0)-(x-0 0 =~
le{y [ (0)-(x~0)+ 1 (0) :>T]:{y x

x<0 x<0

- {y=ﬁ}(0)-(x-0)+f(0) T, {y=o
x>0 _ x20

4°/a) lim f(x)=+o0

X—>+0

-1
X X X -
e |im M: lim e* =’ =1
X+ X X—>+0

-1 -1
e lim f(x)—x= lim xe* —x= lim x(e* —1) on pose Xz-:l
X

X—>+00 X~—>+® X=>+00
X
. —{e” -1
= hm _(._._..._...)_ =—1
X—0" X

d’ouD: y=x-1 est une asylnptote oblique a C,au voisinage de +o .

b) limf(x)z lim Inl-x) _ lim ln(1~x).(l—x);=0
x—>-r ¥ X oS- X X >—7 (l—x‘) x ‘
(car lim P=%) 1074
X —>—x I_x 1—>tx f

d’ou C; admet au voisinage de — une branche parabolique de
direction (x'Ox). |

-1 -1 -1
5°/a) ¢ Vx>0, f'(x)=e* +x-(—12—)e"‘ =(1+l)e"r >0
x x
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ESa— ———————— e LA ST

® Vx<0, f‘"('x)=1—*l‘—<0 )

X | —o0 0 +00
£(x) = ___+
f(x) +oo\ 7 4.
0

. ¥ r
est continue sur R comme composée et

1°/e La fonction x —» <

X
. . . *
quotient des fonctions continues sur R .

o Continuité de fen 0 :
! 1

]

3x? _ ——
11m f(x) = Ilm = lim(e )3 - lim(—3x-(——]2)-e 3x2 )3
x—0 x x—>0 X x—-}O Ix
_
= lim( 3 3.‘(2 )3
x~>»0
e lim(-3x)’ =

r—0

1
. 112’(1)((3-;—) e ) = hm (Xe ) =0

X =
( 3x?

; st x > 0alors X — —)
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e —

d’ou lirr(l) f(x)=0= £(0) et par suite fest continue en 0.

Conclusion : fest continue sur R.
1

e"2

x3

quotient des fonctions dérivables sur R .
e Dérivabilité de fen 0 :
] |

f@-SO) e e

lim = lim —— = lim(

x—=0 X x>0 x x>0 x

2°/e La fonction x —

I4 . * 7
est dérivable sur R comme composée et

)4

1
= lim(—4x)“(——l—2—-e 4"yt =0

\

x—0 4x

1

car lim——l,—-ewy = lim (Xe*)=0 et par-suite fest dérivable en 0 et
x>0 4x° X—-o

f1(0)=0.

Conclusion : fest dérivable sur R . |

3°/ On remarque que fest une fonction impaire, il suffit de faire
I’étude sur [0,+ o]

) T a2
VJce]0,+oo[,f'(x)=x3 : = (2-3x7)

Le signe de 7'(x) est celui de 2—3x%.

x |0 2 +00
3 |
[ 10 + D -
el M~

1

2 _ L
¢ = lim —]—-e =0

e lim f(x)= lim 5

X=>+c0 X+ " X+m y
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Y
A 4
-

4°/a) F est dérivable sur [1,+ o[

1

] ——
Vxe[l,+o [, F'(x)=—3~-e x* = f(x)
X
e Soit x>1 ; F est continue sur [x,x+1] et dérivable sur Jx,x+1]
donc d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe

celx,x+1[ tel que:

F(x+1)-F(x)

F'(c)=
x+1—x

=F(x+1)-F(x)= f(c)=F(x+1)-F(x)

d’autre partona: x<c<x+1= f(x+1)< f(c) < f(x) car fest
strictement décroissante sur {1,+ o [
d’ott f(x+1)<F(x+1)-F(x) < f(x)

b) Pour tout entier k>1 on a : d’aprés (*)
S+ SFk+1)-F(k) < f(k)

VneN, Zn:f(kﬂ)SiF(kH)-iF(k)s‘Zf(k) ;
k=1 k=l k=1 k=

n+)

DS Kk+)=FQ)+ fB)+-+ f(n D)=y f(k)
k=l k=2

n+l n+l n 7]
dol Y f(k)< D F(k)- Y Fk)< > k)
k=2 k=2 k=1 k=1

n+l

Or ZF(k)— F(k)=F(n+1)+ ZHZF(k)— F(l)—iF(k)
k=2 k=1 k=2 k=2
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1

e (JH-I)2 _e—l

=F(n+1)~F(1)=

-1
n+l (n-&l)2 - h

d’ot YreN’, Zf(k)< 2“? <Y F)

e Montrons que Vne N": U,

-1
. a4+l e(T,;F -t
Ona: VneN ,Zf(k)s g —s

k=2

-1
—— )
e(n+1) te 1
2

D k) + fn+D)<
k=2 -

-l

-1

= VneN, > f(k) si—;ﬁ— car f(n+1)>0

—l
n?

= f(1)+Zf(k)<e L)

_l . -1

e” —-e _ [~ e”2 te!
:Zf(k)< = =D fl s ———
S Gwr 2n
‘_'
] A} * 6”2 +€_l
d’oi VneN , U, <——.
2n
_.1 _]
(n+1)" -1 _ n_z -1
—e e +e
Conclusion : VneN <y, <
2n 2n
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e

-1

(n+1)? -1
. e —e ) ] 7
eOna: lim = lim — (""" —eHY=0
n—+0 2n n—>+0 29
~1 1
z .
car lim e =¢’=1 et lim —=0
n—+4o0 n—+wo 2n
o
en’ —¢”!

de méme lim =0 d’ot lim U, =0.

H—>+0 2n n—>+0

Conclusion : La suite (U,) converge vers 0.

1°/a) fest définie, continue et dérivable sur [0, 1]

e (x+2)-¢" _ e (x+1) .
(x +2)* (x+2)?

X 0 |
f(x) +

J(x) e
// 3
1

b) fest dérivable sur [0,1] et Vxe[0,1] .

Ve [0,1], /()= 0

" +2)2e" (x+2)-2(x+2)e" (x +1
friy - GG D)2+ D
(x+2)

_ e*(x% +2x+2)

(x+2)°
donc ' est strictement croissante sur [0,1] et par suite
Vxe[0,1], 0<x<1=> £0)< f'(x) < (1)

2

‘A
3

>0 pour tout xe[0,1]

oy = L < 28
f(0)~4etf(1) g <

2
Conclusion : Vxe<[0,1], %Sf’(x)g—i
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2°/ g(x)= f(x)—x. Etudions les variations de g .
g est dérivable sur [0,1], Vxe[0,1], g'(x)=f"(x)~1

or Vxe[0,1], f'(x)g%z f‘(x)—lé—% donc
D

Vxe[0,1], g'(x)<0.
g est continue et strictement décroissante sur [0, 1 Jdonc g est une

C

bijection de [0,1] sur g([0.1])=[g(1),g(0)] =] ,%] d’ou 0 admet

3
un seul antécédent a<[0,1] parg. |
Conclusion : L’ équation f(x)=xadmet une seule solution ¢ €[0,1].
3°/a) Montrons par récurrence que Vne N, 0<U, <1

e pour n=0, Uoz-;—: 0<U, <1

e supposons que pour un entier donné n, 0<U, <1 et montrons que

0<U,,<lt. Ona:0<U,<] = f(O)<fU )< /(D carfést

n+l

strictement croissante sur [0,1].
1 _
fO)=2>0 et f(U,)=U,, e /‘(1)=-§-<1 dot 0<U,,, <1.
Conclusion : YneN, 0<U, <1.
f est dérivablesur [0,1 ]
. 2
fix)<=
3
VneN,U,€[0,l]et acf0,]1]

b) {vxe{0,1],

donc d’aprés le théoréme des inégalités des accroissements finis :

vneN, |f(U,)-f@|s2{U, ~d

or f(U)=U,,, et f(a)=a = ‘U,,H —?a[S%[U,,—a‘
3
¢)Ona: |U|—a|$§§UO-—a|

7, -
Uz == 5]U; -2 5)Ug -4
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e ]

Uy —d <2|U, ~d|< 3 |U, —d]
2 3
On constate alors que pour neN, |U, —d|< (%)”[UO - d|
Montrons ce résultat par récurrence :
e pour n=0, ’UO —a‘é(g)oon —a‘
J
e supposons que pour un entier # donné , [U,, —a|< (%)”’U0 —a| et
J

montrons que (U, —a|< (%)’”“I Uy —d

2 2.2, 2 4
Ona:|U,, -d< 1Us = a <) [Uo —al <(5)|Ug -4

33 3

2
D’ou vneN, |U, —a[s(—B%)”[UO—af et comme —1<=<1 alors
o)

lim (g—)”[UO —a|=0 ce qui prouve que lim U, =a.
n—>+o 3 1>+

d)Ona: VneN, ]U,, *CI]S(%)HIUQ ‘—al S(“%‘)”
3 3

car on—afZE‘“a

<1 (a<[0,1])donc il suffit de trouver le plus petit
. 2 " -3
entier n, tel que Vn 2 n,, (—3—) <10~

3 . 2 5
(—31)” <107 = ln(%)" <In(107)= n In(g) <In(107™)
J .

-3 -3

= n >0 <o) don n, =0y L lis.
2 3 2
ln(;) ln(g)

“Solution8:__

A) 1°/ a) Pour tout entier n>2, f, est définie, continue et dérivable

sur R .

VxeR, f,(x) - L

n+l n
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. 11 = no o= n x
f,(0)20——z—e> ——2e" S In( )2~ n In > X
n+l n n+l n+l" n n+l
X |0 X, 2 In ”] 0 +00
L&+ 0 =
fn(x) /0/ M”\O\
—00 —Q0
. x X
o lim £,(x)= lim l+——+e" =~ car lim " =0
A= X—3=00 n+1i X—»=~0D
X
X = X n 6‘;
e lim f,(x)= lim 1+ ——-¢" = lim I+ —(——F~—)=-
X—>+0 =40+l x>+ 1 n+l X
n
X
" X
n
car im =+ et lim f—= lim =40 (X=2)
IS+O N x>0 X Xt X
n
. n
b) D’aprés le tableau des variations de f,,, M, =/ (n In( l)) est
n+

un maximum de f,.

F Ty =1 e

n+1 n+1 n+l
gy
n+l n+l n+l n+l n+l n+l
1
=2 (—+Ih——))
n+ln n+1

Montrons que Vn22, l—+\n-—£———>0.80it h(x):—l—+ln i
n n+1 b x +1
1 1 -1
Ax)=—-—+ =
&) 2 x(x+1)  x(x+1)

<0

X1l 400

h{x)
N7

h(x) | —— |

0



Fonction exponentielle - ¢ 285 o 4™ Maths

d’apres le tableau des variations de £, Vx e[2,+ o[, A(x)>0

n

]
d’ou Vrz22, —+1n

>0 et parsuite f (n 1n(~£—))>0. .
n n+1 n+1

X

2°/a)On a: lim f,(x)= +—x—) = lim —¢” =0 donc la droite
X0 n+1

X—>—m

D,:y=

n

X I est une asymptote oblique a G, au voisinage de —w .
n + i

b)On a D2:y=%x+lest une asymptote oblique aGC au

voisinage de —w

SR

lim 2209 - i Lo L2
X+ X Xo+ox 3 X

donc la droite (y') est une direction asymptotique a C, au voisinage

de +owo

Le maximum de f,est f,(2 ln(%)) = % + %ln %

B4

/ oJ U x
/

3°/a) f,est continue et strictement croissante sur

\7

] =0 , 7 In ] donc f, réalise une bijection de
n+1
J =0 n I Jsur] —o , f,(nln—"— )]
n+1 n+1
Or f, (nln ! )>0
n+1

donc 0 admet un seul antécédent x, € | —o , nln ] par £, .

n+1
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Montrons que ’équation £, (x)=0 n’admet pas de solution sur

[ »In , 0- [.
n+1
n n
Onapourtout xe|[ nln , 0 1, nin( )<x <0 =
n+1 n+l1
f,0)<f,(x)<f,(n In( ke 1)) car f,est strictement décroissante sur
n+
[ In 7 , 0 ]1.0r £,(0)=0 donc f,(x)>0.
n+1
Conclusion : L’équation f,(x) =0 admet une seule solution x, dans
] —®, 0 [ .
B) 1°/ ¢ est dérivable sur J1,+o[ et Vxe ]J1,+o[,0ona:
-2 2 2
"(X)=—+ = >0
v x? x* -1 x2(x*-1)
X 1 | +00
9'(x) +

d’aprés le tableau des variations de ¢,ona: Vx>1, ¢(x)<0.

)

2°/a) f(-2)=""t_en
n+l
2 ~1 -1 =2
Ona: vaz2, pn)<0=> —+ ]nn <0 lnn < —=
n n+1 n+l n
i =2 i =2
=1 cen =2 en <0 1,(=2)<0.
n+li n+1

b) On a d’aprés le tableau des variations de f,

X L X, 0 +00
Lol - b o+ b -
{f,, (x)<0

x<0

& x<x, etcomme f,(-2)<0 donc -2<x,.
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e —, e
————— =

2
2°/ Y +6y=0< y'+ 6 y=0
d’oil:y=acos(\/€x)+bsin(\/gx) acR ,beR
3% y"+2y'=0

onpose:y =7

2
ona: Z'+2Z =0 < Z'+ 2 Z =0
d’ou : Z=acos(\/§x)+bsin(\/_2_x)
d’ou : y’=acos(\[§x) +bsin(\/5x)

a b
et par suite y=T sin(ﬁx) - —= cos('\/zx) +CaeR,beR
2 A2

S(’lut10312~

1/ yo"+9y, =0+ X =X D’ol yj, est solution de (E)
2°/y est solution de (E) ssi
Y'+9y=x & y'+t9y=y'+9y S (y~y0)"+9(y=-y0)=0
. < (y—yo)estsolutionde (*):y"+9y=0
3°%/y"+9y=0 < y'+3y=0
d’ol y=acos(3x)+bsin3x) (aeR,beR)
les solutions de (E) :

Y — Yo est solution de (*) donc y - % = acos 3x + b sin 3x

x .
et par suite y = 9 +acos3x+bsin3x (a,b e R)

(B):y"+4y=8e™
1°/ f, solution de (E) si et seulement si fy" + 41, =8 ¢
Ona: fy(x)=2ae™
f"(x)=4ae>
Onobtient: 4ae”* +4ae” =8e*
D’ou: 8a =8 et parsuitea=|
Conclusion: f(x) =e*"
2°/y solution de (E) ssi
Y'+dy=8e™ o y'tdy=f+4f, < ¢ -f)F4(y-f4)=0
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—

< (y-fo) +4(y-f4)=0 .
< y- f, estsolutionde (*): y"+4y =0

3°/y"+4y =0 < y'+2°y=0
a) y= Acos(2x)+ Bsin(2x) A, pfe R
b) y - f, est solution de (*)
d’oll y- e* = Adcos2x+ S sin(2x)
dot:y=e™ + Acos2x+ fBsin2x ot A, feR
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I
|

Probléeme 1:

1+ e

Soit f(x) = >
1+e”*

1°/ a) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0,7, j ).
1+ \/5
2
2°/ Montrer que Vx €R; (1+e™) f'(x)+(e* - 1) f(x) = -1

b) Montrer que Vx eRona: 0< f(x)<

3°/ Pour tout x de R on pose : F{x) = [ . dt
b P
a) Etablir que pour tout réel x on a :
" dt V2e*

F(x)= ‘[ + Log| ————=

b) Soit x e]—i ~[et p(x)= I

2 2 1412
/4
Montrer que Vx e}—a —-2{ p(x)=x
' Log3
D 2 T 1 3 :

c) En déduire que / = If(t)dt = Py + Y Log(~2-) donner une

interprétation géométrique de la valeur de /.
Log3
o R . 2 1 + et
4°/ On donne l'intégrale suivante : J = ——dt
(1+e?)?
a) Montrer qu'il existe deux réels a et b telle que pour tout réel t
Log3
i be*’ L 2 [+e'
ona: o =at —,en déduire — 7
l+e° I+e° (I1+e)”
2
b) Montrerque vr ¢ R ; fi(1) = — f(t)+ 4G )
l+e 1 +e”

trouver alors J .
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A - Soit fla fonction numérique a variable réelle définie sur R par
X

f(x)= —"\/‘li—';r—
+e”

un repere orthonormé (0,7,7).
1°/ a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que la courbe () admet un point d'inflexion dont on
déterminera les coordonnées. Tracer la courbe ( ).
2°/ a) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J que l'on

précisera.
b) Soit g la fonction réciproque de f et soit ( ') sa courbe représentative

et soit ( ) sa courbe représentative dans un plan rapporté a

dans le repére (0,7, /).

x2

Montrer que g (x) =% Log( ) pour tout x élément de J et tracer ( ).

- x>
B - 1°/ Soit ¢ la fonction numérique définie sur R par
@(x)= fix) - x. Etudier les variations de ¢ et montrer qu'il existe un réel

unique & tel que () =0et Log2 <a <1

2
2°/ On pose [ = 1 J—z Log-—x—,dx

2 N2 1-x~
2

a) En utilisant une intégration par parties, calculer /.

2 1 I
2 = +
1—-x* I1-x 1+x
b) En déduire en fonction de « l'aire de la partie (K) du plan limitée par
les courbes () et ( ) et les deux axes.

3°/ On définie la suite (U, ) par

on remarquera que

U,=0
{U,H, = f(U,)  pour tout entier naturel n
a) Montrer que pour tout entier naturel n, 0<U, <&
b) Etudier le sens de variation de la suite (U,,) . En déduire que (U, ) est

convergente et calculer sa limite.

1

¢) On définie la suite (V) parV, =
a-U,

ff(X)dx pour tout entier
/”

naturel n. Montrer que U ,,; <V, <« pour tout entier naturel z.

n+1
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= = = ]

En déduire lim V),

n—>+0

C - Soit F la fonction définie sur]—l,l[ par :

2

Log——;
F(x) = f YT rdt six#0

F(0) = —Log(1++72)
1°/ a) Etudier la parité de F.
b) Montrer que F est dérivable sur ]0,1[ et calculer F'(x).

2
2°/ a) Calculer F ( iZ-— ). En déduire l'expression de F(x) sur ]O,l[.

b) La fonction F est-elle continue en 0 ? Est-¢lle dérivable en 0 ?

c¢) Tracer, dans un autre repére orthonormé, la courbe (I" ) représentative
de la fonction F.
3¢/ Calculer F( @) et retrouver alors l'aire de la partie (K) du plan.

A - Soit I'application définie sur R par :
f(x)=1 six <1
x+ Lo
fly=22
1°/ a) Montrer que fest continue sur R

b) Etudier la dérivabilité de fau point 1.
2°/ a)Etudier les variations de l'application f et tracer sa courbe représentative

six>1

( ) dans un plan P rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7 ).
b) Calculer l'aire du domaine limité par la courbe () et les droites
respectivesy=1,x=1letx=e.

ie

3°/ Soit ¢ la fonction définie sur R par: ¢(x) = j.(f(t)dt

a) Ecrire 'expression de ¢@(x) en fonctionde x (x € R)
b) Calculer lim ¢@(x).

X—>+0

c) Etudier les variations de la fonction ¢ et tracer sa courbe
repreésentative () dans un autre repére orthonormé du plan P.

B - Soit » un entier naturel non nul et g, la fonction définie sur R par :

V1

g, (t)=t"sint onpose [, = ftg,, (t)dt

1°/ Justifier l'existence de /,, .
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i

2 . 1
2°/En intégrant par partie,calculer Itcos tdt puis en déduire la valeur de /,
3°/ Montrer que, pour tout entier naturel non nul non a:
n+2
N
I, +m+1)(n+3), =((n+ 3)(5)

4°/ En déduire la valeur de /5.
C - Soit / une fonction continue sur R et { la fonction définie sur R

CJw(x) = —2- .['th(t)dt six#0
ar: x

w(0) = 1(0)
1°/ On suppose qu'il existe un réel M> 0 tel que pour tout réel x et pour tout
réel ¢ variant entre 0 et x, on a : ’h(t)] <M
[th(r)dt

b) En déduire que, si #(0) = 0, alors la fonction ¥ est continue en'f)

p

N [}

52
a) Montrer que, pour tout réel x non nul, ona: <M —2—

2°/a) Expliciter, pour tout réel x la fonction y dans le cas ou 4 (1) = Sjn2 [.

2x% +1-2xsin2x—cos2x

b) Déterminer lim
x—0 4x

Probléeme 4 : (BAC)

A - 1°/ Soit la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x)= ¢ (2—x)—2

a) Etudier les variations de ¢ .

b) Montrer que I'équation ¢ (x) = 0 admet dans R exactement deux
solutions . On notera a la solution non nulle et vérifieraque 1 <a <2.

¢) En déduire le signe de ¢ (x). '
2°/ Soit f'la fonction définie sur R par :

9

X %0
f={go S**
0 six=0
a) Montrer que fest continue sur R
b) Montrer que fest dérivable sur R et que :
Xp(x)
(e ~1)°
¢) Montrer que f(a) = a(2-a)

Pourtoutx cR ona:f '(x) =
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d) Etudier les variations de f, construire la courbe représentative do /'
dans un plan rapporté a un repére orthonormé (0,7, j ) (pour la construction
on prendraa=1.6)

3°/ On considere la fonction F définie sur R, par: F(x) = ff(t)dt

a) Justifier I'existence de F{(x) pour tout réel positif x .
b) Montrer que F est continue et strictement croissant sur

l'intervalle /= [O,+oo[ .

c¢) Donner la forme de l'intervalle F (/).
4°/ On considere la fonction G définie sur R, par: G(x) = Itze_’ dt
L.og2
a) Justifier I'existence de G(x) pour tout réel positif x .
b) A l'aide de deux intégrations par partie, calculer G(x) puis montrer

que G admet une limite en + o que I'on précisera .

c) Montrer que : pour tout ¢ € [Log2,+oo[ ona:f(t) < 2t%e™

et en déduire qu'il existe un réel positif M tel que pour tout
xeR, ,ona: F(x)< M
d) En déduire que lim F(x)< M
X—>+dD

( dans la suite de probléme en prendra L = lim F(x) )
X—>+00

B - Dans cette partie, » désigne un entier naturel non nul.
1°/ a) Montrer que pour tout réel positifx, on a :

] —HX

_ _ _ e
—e N re +e ™

X : e
e —1 e —1
b) Montrer que pour tout réel positifx on a :

0< .[f(t) -t gy o HETA) a(2—a)

c) x étant un réel positif, calculer 7, (x) = j:tze_”’ dt

d) Montrer que /, (x) admet une limite lorsque x tend vers + 0.
2°/ a) Montrer que pour tout réel positif x on a :

Z [y (x)=F(x)- ‘[f(t)e_"' dt
k=1

En déduire que la fonction #, définie sur R, par:
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H,(x) = [f(t)e"'" dt admet une limite /,, lorsque x tend vers +o,

vérifiant

1 1 1
L-17,=2( 1+§7+37+ ........ +—)
] ) n
b) En utilisant le résultat établi & la question B-1°/ b), montrer que la suite
(l, )neN* converge vers 0.

: o e 1 1 1
¢) Soit (U,,)__- lasuite définie par: U, =1+ —2——3-—1- 3 Fveennen + 3
Montrer que cette suite converge et a pour limite le réel L' tel que L =2L".



Problémes *327 4™ Math

1°/ fest définie, continue et dérivable sur Ret Vx eR;
e*(1+e’*)—2e" (1+e*) e (e —2e" +1)
(1+ez.\' 2 (1'*‘62\)2

f1(x)=
le signe de f'(x) est celui de —e®* —2e" +1

ona: —e> —2e* +1= —(e> +2e" + ) +2=2—(e" +1)°.
2"+ D) 20022 +1) @ 2ze +lee <2 -1
< x < Log(\/2_ — 1) d'ou le tableau des variations de f

Log(\2 -1)
X —o0 +00
f'(x) + ) -
%) /' \/5:1 \
1 i 0
* Jim f(x)= lim 1+e2 =1 car lim e* = lim e* =0
X0 x-n | 4 =" X>-—» X—>—n
c 1
14+ e 6'(——+]) —-;-F-l
* lim f(x)= lim 5= lim ‘13 = lim T =0
x—?+oo x=>+0 | 4+ ¢ X+ e_\. (W;_ 4 ex) X—>—0 — +e Y
e ;

b) d'aprés le tableau des variations de fon a:

]+\E
2

2°/ Vx eR; (L+ ) f'(x) + (e =) f(x)

B e’ (—e™ —2e* +1)
- 2x

VxeR; 0< f(x)<

1+e*

+(e* - 1)

1+e 1+e?"
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2 2
—e™ —2e* tef v+’ —1-e" _—e -1 _ |

1+e> 14

et g(x) = Log[\/Li—}
1+ e*

, " dr
3°/ a) Soit K(x) = -[ 5
1 +¢

donc A(x) = F(x) - K(x) - g(x)
* F est dérivable sur R car fest continue sur R et Vx €R;

F'(x) = £(x) = “'ex

l1+e”

J2e* j i+
Vi+e™ V2e*

* gest dérivable sur R; et Vx eR; g'(x) = (

V2e* V1+e* _ 1
(e Wiier N2 lve”
dt
1+ ¢

*K(x)=L(e")ou L(x)= Jq

est continue sur R donc L est dérivable sur R

La fonction 1+ >

1 +¢°

et L'(x)=

1 5 et la fonction x — e est dérivable sur R donc K est
+ X~

dérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables et Vx €R

X

> ¢e qui donne que h est dérivable sur R

K@) =e L'(e)=—
1+

etVx eR; Hx)=F'(x)-K'(x) - g'(x)= 1+e’)._ 647." : -=0
T+e™ 1+e™ l+e

donc /% est une fonction constante.
Or on a h(0) = F(0) - K(0) - g(0)=0d'ou Vx €R; A(x)=0
et par suite Vx €cRona:

Codt J2et
Fx) = + Log(————

dt
1+ ¢

msmw@rzi
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est continue sur Ret Vx € R

v est dérivable sur R car la fonction = 5

1+¢
1
1+ x°

vix) =
@(x) = v(tgx), la fonction #g est dérivable sur :l— % , —725[ donc @ est
dérivable sur —E,E etVx € —z,ﬁ ;

272 22

1+1g°x

> =1 d'ou
1+tg°x

o' (x) = (1+1g’ x)v' (tgx) =

T
Vxe |-—,— x)=x+corona
} 5 2{ @(x) =

¢(0)=f dt =0 d'ou ¢ = 0 et par suite ‘v’xe}—£ —{ o(x)=x
1 +1¢° 2 2

Log3
¢) I= l f(t)dt —F( ) or d'apres 3°/ a)
el A fog3 f
Lo 3 e 2 odt 6
g f + Log(——=) = —+ Log(——)
/1 +el,()g3 1+£° 2
k 3
*L g(=)
1+t J:Flth 2
G di f‘g d 1. 3
= - + +— Log(—
.[ 1+ 12 1+¢2 2 g(z)

Y SN A I S
== () +9(3)+ 5 Log(2)

[ est la mesure en unité d'aire de l'aire de la partie du plan limité par la courbe
de f; et les droite d'équations respectives :

Log3

y=0;x=0etx=

4°/a) Vt €R; ! = =1- donca=1letb=-

1+e
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Log3 Log3
; o3 e
1- dt = 1—— dt
[" 5= o f (-2
logf 1
{t ——Log(1+ e )] = Log+/3 - — L0g4 +— Log2
2 . 2 >

1 1 3
= Log~3 —— Log2 =— Log(—
g3 > Log2 = Log(5)

b) d'aprés 2/ ona: Vi eR; (1+e* ) /' (1) + (e* - Df()=-1

N 1 _(2’+n 2
aeACh 1+ e” ]+e2'f(t)_ I +e* l+e SO
2/0) P aee s,
! 2 +e t
= - =1 d
]+ f@o+ el /= r(l+ezf)z 1= 1+ o
or on a montré que V¢ €R; f'(¢) = : ] 2f(t)
+
lf(t) l[f (t)+ 5 +f(t)} d'ou
+e
log3 Log3 Log3
_[-f (t)dt + r ! S-dt + rf(t)dt
l+e
- 10},«/— Ve 3 _}—
[f( )] 2(2Log2)+2.1'
_1 1+4/3 B l l
) l+(\/——‘3“_)2 1)+ 1 08( ) 4 4Log( )
:\/5—3 7T

Ly
s 24 2‘g()

i
§
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A-1°4a) Vx €R: 1 +e** >0 donc fest définie, continue et dérivable sur R

2x
2x € X

X e

eVl+e”" — ——

etvVx eR; f'(x)=

Cef(l+e*)=e™ e
= 3 = 3 >0
(1+e*)2 (1+e*¥)2

X —0 400

f1(x) +-

J(x) S ]
0

X

* lim f(x)= lim ————=0
X—>—0o0 X—>-o 1+er
. : e’ . 1
* lim f(x)= lim = lim ————==1
X=>+on0 X—>+00 1 X—>+00 1
e’ 1+ T I+ x
e e

b) /" est dérivable sur Ret Vx €R;
30 4 1
x 2xy2 2 2Xx8\2 A, 2x x
e (1+e”) 2(1+e ) 2e"e e (1-2¢%)

1= - :

1 +e2%)? 2
( ) (1+e>)2

1 1
f'(x)=01-2e" =0 ™ =§<:>2x= Log;@x:—%LogZ
S"(x) s'annule en x, = —% Log?2 en changeant de signe ce qui prouve que le

: 1 ] L .
point 1(—5 L0g2,f(—5 Log2)) est un point d'inflexion de ( ).Or

5

f(-¢i—Log2) - —_‘3- donc / (—% L0g2,—\£§) est un point d'inflexion de ( . ).
Z J
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3°/ a) fest continue et strictement croissante sur R donc f'est une bijection de

R sur AR) = ]O,l[=.1
b)g: ]0,1[—) R: xa y=g)

y

y = g(x) <:>f(y):x<:>-—————e - =x< e =x?(1+e”)
1+e””
X2
Se(1-x*)=x>or Vxe |0 =1-x" #0 doi e”’ = ——
, 1+ x°
x2 1 xz .
=2y=Log — | =>y=—Log —| d'ou Vx €R;
1+ x° 2 1+ x

1 x?
g(x) == Log

2 1+ x°
o= S, (£)ou S, estlasymétrie orthogonale d'axe A:y=x
B-1° p(x)=f(x)—x
@ est dérivable sur Ret Vx eR; ¢'(x) = f'(x)-1 S A

3
(1+¢>%)2



Problémes ®333 ¢ 4™ Math

@' est dérivable sur Ret ¢''(x)= f"'(x) = e ( _262:)
(1+e%)?
~1L0g2
X -0 2 +00
')  + ) -
¢'(x) / . \
-1 ()
| l 1 1
1 eﬂim2 Ti E
a“—“¢'(—--2~L0g2)= 1= 1= T —1<0
2 2

(]+e—l.og2)5 ( j

dou Vx eR; ¢'(x) <0

3

oW

X —00 —+00

@' (x) +

@ est continue et strictement décroissante sur R donc ¢ est une bijection de

R sur R donc 0 admet un seul antécédent ¢ par @ ce qui donne que
I'équation @ (x) = 0 admet une seule solution &

* d'autre part on a :

o(Log?2) 2 Log2>0 et p(1) = - 1<0donc

J5 V1+e?

@(Log2).p(1) < 0et @ est continue sur [L0g2,1] d'ou d'aprés le théoréme
~ des valeurs intérmediaires : Log2 < o <1 |

2
~2°/a)l=lELog ad > dx .
25 1—-x°




Problémes ©334 ¢ 4™ Math

u' (x) =1 u(x) = x
Posons x? etd, 2
- V' (x) = —
v(x) Log}_x2 ) 0—2))
1 2 "
I =—|xLog a 5 —lE_z_;dx
2 [-x" ]2 28 ]-x
1
Calculons JZ-2—2—dx ona: 2 = +
21-x l—-x* 1—-x 1+x
don i3 2 dx=£( LIV
221—x2 2 l-x l+x

2

= [~log(1 - x)+log(1+x)]J— [Log(lnl-i)}

2
2 2
1+« 2+\/_
“Log( ) Log(
>3
2
a” 1 l+a \/2_
donc1-~—aL - — + Log
5 @Log——z = Logl— )+ (ﬁ)
LSS W Yy 4 Logl+42)
2B g T T
= —%Log(l+a)+Log(l+x/—)carf(a) a = gla)=a
:>1Lo o’ =
2 gl—

b) Soit 4 (,0) ; B(x, @) ;C(0, ) le quadrilatére OABC est un carré

d'aire dont une mesure est * d'autre part ( ) coupe (xx") au point

7

V2
d ab501sse—2— donc / = p' Log sdx = _& g(x)dx est l'aire de la

—x?
partie du plan limitée

par (), I'axe (xx") et la droite d'équation x = & et comme S, conserve les

mesures d'aire alors &” =27 + A(k) = A(k)=a’ —2I dou
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A(k) = Log(:i—z) —2Log(l + \/—2_) ~a?

3°/ a) Montrons par récurrence que Ve eN; 0<U, <o
*pourn=0,U,=0 = 0<U, <«
*Supposons que pour un entier donné n; 0 < U, < a et montrons que

0<U,, <«

| {OSUn <«
ona: donc f(0)< f(U,) < f(@)

f est strictement croissant sur R

1
or f(O)::/—;>O  fWU))=U, et f()=a dou 0<U,,, <

Conclusion : Vn eN;0<U, <«

by VneN; U,,,-U, = f(U,)-U, =o(U,); daprés le tableau
des variations de @ (B-1°/)ona: Vx € ]—oo,a'[ : o(x) >0 et comme
VneN;ona 0<U, <adonc VreN; ¢(U,) >0 ce qui prouve que la
suite (U,,) est croissante.

* La suite (U,,) est croissante et majorée par & donc la suite( U, ) est

convergente vers un réel /.
D'autre part, fest continue sur R, en particulier en / donc i) =1 = () =0

or I'équation @(x) =0 admet & comme seule solutiond'oun /= ¢

¢) Pour tout entier naturel #,

U, <x<a= f(U,) < f(x) < f(a)car fest croissante sur R d'oll
VneN ; six E[Un,a] alors U, S f(x)<a (car U, = f(U,) et
Aa)ya)

En intégrant sur [U,,,a] on obtient :
f U, dc< f F)dx < J’j ade = U, ¥ < f' F)dx < alx
n n . n " jn !

= U, (@-U,)< J‘/’ fdc<a(a-U,) or ¥neN; U, <a

]
donc U,,, <
a-U,

Jqf(x)dx <a
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Conclusion: VneN; U, <V, <«
*OnaVn eN;U,,, <V, <aet lim U, ;= lim U, = adonc
X=—>+D X->-00
IimV, =«
X—>+®

1 x?

7[,0;.{ 3
C-1%a) Vx eR": F(—x) = _[ = f(dt = F(x)

donc Vx €R (-x) €R et F(-x) = F(x) d'oli F est une fonction paire
b) * La fonction fest continue sur R donc la fonction

G:xa [f (1)dt est dérivable sur R et Vx €R ; G'(x) = f{x)

2
est dérivable

1
* d'autre part la fonction g:xa g(x)= 5 Log 1 X 5

sur ]O,l[ donc F est dérivable sur ]O,l[ comme composée de deux fonctions

dérivables car F =Gog.

Vx € 0.1 : F'() = g().G(g)) or g(x) = ———5=
x(1-x7%)

]

d'ot F'(x) =T—;—— fog(x)or g= f"donc fog(x)=xetpar
x(1—x°

suite Vx € ]0,1[ c F(x)=

] —x?

2°/ a) F(g) = ff (H)dt =0

1 1 1,1 ]
5 or Y -+
(1-x") (-x7) 2 1-x I+x

onaVx € ]0,1[ c F'(x)=

dou Vx € ]0,1[ F(x)= -;—(—Log(l —x)+log(l+x))+¢

2+\/§
2-42

= F(x)zlLog ]—tﬁj+c or F(£)=0d0nc c=-—lLog(
2 l-x 2 2

)d'ou

).

Vx e]O,l[:F(x)=%Log(l+x)__1_L0 (2+‘[i

g
2 22

l—x
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=—]2—Log(]+xJ—Log (2—+2—‘/§-=1 (1”) Log(1++/2)

l-x 2

b) * lim F(x)= hm im = Log 1* ad

x—0

— Log(1 +2)=~Log(l +/2)

donc llrré F(x)= F(0) et par suite F est continue en 0.
x—>

1 l+x

—Log(——
Fw-FO)_ 3"
\‘—)O X x—0 X
- lim 1 Log(1+ x) 1 Log(l —x) 1 car
x>0 2 bY 2 X
1 Log(1+ ] . 1 Log(1—
]n‘n _O.gg___x)_ — et hm____o_u: lim lL_O?M_):l
x>0 2 x 2 -0 2 X x—0 2 X 2
donc lirr(l) Fix) - F(O): 1 ce qui entraine que F est dérivable en 0
x— X
et F'(0)=1.
c)
x 0 1
F'(x) +

> — Log(l +w/§)

*ona F"(0)=1=Lacourbe " de Fadmet une tangenté au point d'abscisse

0, d'équation y = x- Log(1 + \[i)
* d'autre part F est paire donc l'axe des ordonnées est un axe de symétrie de

()
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Problémes

) Log(1 +I)

l+a

3% * F(a)= ——Log(

* A(k) = ff(t)dt — E gt)ydtor f()=a = gla)=«a

2

i o’
= —Lo
2 g]—

et E g(t)dt = & log

% og(1+a) Log(1++2)-a +2Log(]+a )—log(l ++2)

- =ados F@= |10

—-dx =1 .1l en résulte que A(k)=F(a)—-1

I+ o

- 2Log(l++2)~a’

. x+ Log . * . .
- 1°/ a) La fonction x> 2T 2987 est continue sur R, en particulier sur

Ji,+o] .
* La fonction x > Test continue sur R et en particulier sur |- o,1f

Continuité en 1 .

hm f(x)=1=f(); Iim f(x)= lim

x+ Logx

———=1=f(1
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lim f(x)= lim f(x)= f(1) donc fest continue en 1.
x—1"

x—=1"

Conclusion : fest continue sur R.

x+logx 1
by* Gim X =SD = lim —2&
x>t x—1 -1t x -1 -1 x(x —1)

1 Logx — Logl Logx—Logl _

= lim =1.1=1 car lim Log'(1) =1

-1t x x—1 x>t X —

donc fest dérivable a droiteen 1 et f', (1) =1

1imw=o:f'g(1):o ona: f', ()= £, ()

x—1" X -

donc f'n'est pas dérivable en 1.

2°/ a) fest dérivable sur R\{1}.
*Vx € |0, ][ : ) = 1 =/ (x) = 0

x+ Logx (1+l)x—x—L0gx
*Vxe]1,+oo[:_f(x)=———-—;—— = f'(x)= X

x2

_ 0 si x<}
£ =—7E douf(x) =1 1- Logx
X 2

si x>1

X

Le signe de f'(x) sur ]l,+00[ est celuide 1-Logx; 1— Logx 20 & x<e

X —0 1 e +00
S'(x) 0 + D -
f(x) I+e
|— | - ™ !
lim f(x)= lim x+Llogx lim 1+ Lng:] car lim Lng:O

X—>+c0 X—>+0 X X—>+e0 X x40 X
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I'équation de la demi-tangente en 1 est {y o1
x>

b) A= f(ﬂx)— Ndx (U.A)

Logx dx = fl.Logxdr
X X

[ore-vax= [

2 e
- Logx) L) og2e=1 dou A=< (UA)
2 2 2 2

3%/ 8) p(x) = j’zf(r)dr

; 2 ¥
* pour tout x € ]—oo,l] cp(x) = ldt :{—2-} =
1

2

* pour tout x € ]1,+oo[ co(x) = J’(t + Logt)dt = ftdt + J.xLogtdt
o 2 x 2 —
2 2
1
* Intégrons par parties : J‘Logtdl

u'(f)zl {U(I)zf
t

Posons et s, 1
W) = Logt v'(#) =7

d'ou ‘.‘Logtdt = [tLogt}f — e} = xLogx — x +1
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2 2
-1

d'oil(/)(x)=x +xLogx~x+l:xLogx+£2—~x+-};

( x? I

xLogx + ~-x+— si x>l
Conclusion : p(x) = < | 2
x° =1 ,
si x<]
. 2

2
. : - 1
b) lim ¢(x)= lim xLogx+x——x+—

X+, X—>+00 2 2

= lim x(Logx+i—l)+-}-=+oo
X—>+x 2 2

c) La fonction# a #f(¢) est continue sur R donc ¢ est dérivable sur R

etVx eR: @'(x) =xf(x)orVx eR: f(x) > 0 donc le signe de ¢'(x) est
celui de x.

¥ 0

@'(x) - I +

+ +00
o(x) \ ) /

Etude des branches infinies :

. . . 1
ona: lim ¢(x)=—w et lim gp(x)= lim Logx+£—1+-——-:+oo
X~ X X~>40 X X400 2 2x

donc l'axe des ordonnés est une asymptote a la courbe de ¢ au voisinage de

+00 et —0 .
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B - 1°: La fonctiont a g, (¢) est continue sur R donc elle admet au moins

. /4 . .
une primitive sur [O, E] ce qui prouve que / n EXIste

2°/ Posons {u' (6)=cost = {u(t) =sint
W) =t v'(f) =1

Y4 T n n

: V4 T T
ft costdt = [tsm t]o Esm tdt = By + [cost]0 =5 1
I, = [l sintdt faisons une intégration par parties :

{u'(t) = sin ¢ {u(z‘) = —CO0S!t
Posons et

w(t) = t° V(£ =2t

d'ou [, = [—t2 cost]g +2 ftcosm’t =1, =7-2

T

3°/Soit n eN; 1,5 = ft"” sin tdt

u'(t)=sin¢ u(t) = —cost
Posons n+3 et 1 n+2
vt)=1t V() =(n+3)t

T
Vs
- 3
= [ " cost]o2 +{(n+3) [r”*z costdt

dou [, =
7
=(n+3) ft'”z cos tdt
u'(t) = cost u(r) =sin¢
Posons ney St el
v(t) =t v'(t)=(n+2)t

T T T
donc Et'”z costdt = [t’”z sin t}g —(n+2) Et”“ sin tdt

n+2
=(§) —(n+2)I, .1l en résulte que :

n+2
[,.,=(n+ 3)(%} —(n+2)(n+3)1, dou
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Iy +(n+2)n+3), =(n+ 3)(%} “

4°/ D'apres la relation précédente on a :
pour n=1;

3 3 3
I, +121, =4[%J = I, =%—12(yz-2):%—12n+24

'[th(t)dt

Or V¢ €[0,x]: [A(1)| < M et |t| =t donc V¢ €[0,x]: |th(r)| < Mt

-[fh(t)dt < [Mtdt
2 2 2
or [Mtdt:ll/{ﬁ—} _ Mx d'ou ‘[th(t)dt
2 0 2

* Pour x < 0 ; pour tout réel ¢ e[x,O]: lh(t)l <M et ]t| = —f

C-1°a)*Pourx >0 :

< ﬂth(t)ldt

En intégrant sur [O, x] on obtient :

<

donc Vz €[x,0]:|th(D)| < - Mt = fzh(;)dz = [}h(t)dz <~ | Mdt
2 1F 2 2
or — fMtdt =M [%] = M; d'ol E‘h(t)dt < Mx
. 2
Conclusion : Vx ¢ R ; J:th(t)dt‘ <
- 2 o 2
b)Ona: Vx eR"; Ph(t)dt M 2 J:th(t)dt M
x| |
= fzth(z)dt < M'x, doncVx eR’; w(x) < Al’x or
X

lim M1x| = 0d'ou !’ir% w(x) =0 si #(0)=0 alors l'ing w(x)=w(0)

x—0

ce qui prouve que i est continue en 0.
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2°/a) h(t) =sin* t = t//(JC)-:% _[.t sintdt six # 0
w(0)=0
2

donc Etsinz tdt = _L‘(%— tcosZt)d[:l J:tdt-—% ftcostht

2 2
. 2 X 2
*l tdt = L X
2 41 4

*Intégrons par parties : ‘[t cos2tdt

ona: Vi eR: sin’t=

u'(t) =cos 2t u(t) = —]—sin 21
et 2
V(f)zt V'(f)zl

Posons { d'ou

¢ , : : I -
J:t cos 2tdt = %[r sin 2t]$ - % fsm 2tdt = %x sin(2x) + 2 [cos 21]3

| 1
=—xsin(2x) +—cos2x — L
2 4 4

2

on obtient alors : ‘[t sin’ tdt = X 1 xsin(2x) — 1 cos(2x) + —
4 4 8 8

1 i I
donc l//(x)=§—Esin(2x)—zl—£cos(2x)+a si x#0
w(0)=0

b) On a : A(0) = 0 donc d'apres C - 1°/ b)  est continue en 0 d'ou

2x%% +1—2xsin 2x - cos2x B

limy(x)=0.1lenrésulte que : lim
x>0 x—0 4x

0
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A- 1°/ a) @ est définie, continue et dérivable sur Ret Vx € R :
P (x)=e"(2-x)-e" =" (1-x)

* lim o(x)= lim 2¢" —xe* -2=-2

X 0 1 a
—0 +00
@' (x) + D __
e-2
P(x) ) (+) \é\(")
2 —00

b)* ¢ est continue et strictement croissante sur |- oo,l]donc la restriction
de @sur |- ,1] est une bijection de ]— oo,]] sur |-2,e—2] et comme
0 € }-2,e—2]donc 0 admet un seul antécédent par cette bijection. En
remarquant que ¢ (0)=0 donc I'équation ¢ (x)=0 admet 0 comme unique
solution sur ]— 00,1].
* De méme, ¢ est continue et strictement décroissante sur [1,+o0] donc la
restriction de ¢ sur [1,+of est une bijection de [1,+00[ sur ]—00,—2] ce qui
prouve que l'équation ¢ (x)=0 admet une seule solution sur [I,+00{or
p(l)=e-2etpR)=-2 = p(1).0(2)<0.
donc d'apres le théoréme des valeurs intermédiaires : 1 <a <2

¢) D'apres le tableau des variations de pona:

*Vxe ]— 90,0[ )/ ]a,+oo[; p(x)<0
*Vxe ]O,a[;gp(x) >0

2

2°/ a) * La fonction x > est continue sur R” comme quotient de deux

| e’ -1
fonctions continues sur R
* Etudions la continuité de f en
2 v
., . x~ . 1 .oe =1
*lim f(x)=lim = limx.——=0.1 =0 car lim
x—0 =0t 1 120 Y =0 x

=1

X
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donc lim f(x) = f(0)ce qui entraine que f est continue en 0 et par suite fest
x—0 .

continue sur R.

2

b) La fonction x> est dérivable sur R” comme quotient de deux

e’ -1
fonctions dérivables sur R

* Etudions la dérivabilité de f en 0

x2

limf(x)—f(0)=limi11—=lim X~ lim ! =1=1

x—0 X x>0  x =20 % 1 x50 ¥ 1 1

X
donc fest dérivable en 0 et /'(0) = 1 et par conséquent f est dérivable sur R.

2x(e” =) —e'x> x[Zex —2—xex]_ x(x)

*f'(x): X 2 X 2 4 2
(e -1 (e’ 1) (e =1
cJona: p(a)=0 = e’2-a)-2=0= ¢ =
2—-a
2 2
or f(a)=———doi f(a)=-——=a(2-a)
e’ -2 2
2—a

d) Le signe de f'(x) est celui de x¢(x).

X —n 0 a 400
@(x) - p *t D -

X - b + +
@' (x) + 0 + D .

@)
f) /0' Hee N

. 2
*lim f(x)= lim =—c0 car lim e* =0
X—>=mn X>-o g ] X-=>—00
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2 1
* lim f(x)= lim = lim
Y X
X—+m x40 o _] X—>+0 g ]
T2 T Ty
x2  x?
2
x 5 Y2
) e ) e . e . ]
or lim —= iim|—1| = lim =400 et lim ——7-=0
X—>+m x2 X—=>+mf X X—>+00 X400 3~

© e 1 .
don lim ———=0 donc lim f(x)=0
x>+ ot 1 X+
-
x2 x?
*Branche infinie au voisinage de - ©

tim 29 _ i *
X—-w X x—=0 g% _]

=+ donc la droite des ordonnées est une direction

asymptotique & . au voisinage de -

|

{

|

|
N.nN[

v

3°/ a) f'est continue sur R et en particulier sur R. donc F est définie sur R,
b) fest continue sur R, donc F est dérivable sur R, et Vx € R, :
F'(x)=f(x)orsur R,; f(x)20 donc F est strictement croissante sur
[= [0,+oo[.
¢) F est continue et strictement croissante sur / donc F(/) est l'intervalle :

F(I)= [F(O), lim F(x)[ = [o, lim F(x)[

X—>+0 X—>+0o2

4°/ a) La fonction ¢ +> t?e¢™ est continue sur R, donc G est définie sur R..

b) Intégrons par parties : 'rtze_’ dt
¥.082
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d'ou

Posons {u‘(t) =e” et {u(t) =—e”

v(x) = ‘2 v'i(x)=2¢

| o2 aF 4, 2 -x |1 2 <
G(x)—[—t e },‘,,g2+2 ‘0282 dt=—-x"e +5(Log2) +2 /,oiez dt

Faisons une intégration par parties pour : fte" dt
1082

Posons {ut([) =e et {u(t) =-e

v(t) =t v'(t) =1

s gt g = - 1F -t g w1 I -7
d'ou | te ' dt=|-te + e 'dt=-xe " +— Log2-|e
Log? A 2 Log2

L0g2 082

1 1
= —~xe " +— Log2+—
y “08STy
donc G(x)=-x"e™ +%(L0g2)2 —2xe " + Log2—2e " +1

=-e (x2 +2x+2)+1+ Log2+ %(Log2)2

. — N 2 - = -
*ona: lim-—e~(x2+2x+2)= lim —x%e™ —2xe™* - 2e™"
X—>+40 x>+

or lim =2¢™* = lim =2e¥ =0; lim —2xe "= lim 2Xe® =0
X—>+0 X —>-w X—>+om X -

X—>+oo X—>+w0 X >+

2
_x N .
lim -x%e™ = lim —xz(e 2] = lim _4(Xe—f\) =0 (X:_E)

donc lim —e™* (x2 + 2x + 2) = 0 et par suite G(x) admet une limite en +oc

quiest: 1+ Log2 + %(LogZ)2

¢) Il suffit de montrer que Vr e [Log2,+oo[: f(t)- 2t%e™ <0

! ~t,?
Lo 2ey=e (S ——2)=2!
- e —1 e —1

fy=2t*e™ =1%( 2-¢')dot

el

Vte[Log2,+o[ona f(r)<2t%e™
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*ona:Vie[Log2+o|: £(£)< 2™ donc Vx> Log?2 :

F()dt <2 J:2e_’ = 2G(x)

Log?2 Log2
* D'autre part en utilisant la relation de chasle sur les intégrales on obtient :
L0g2 . '
F(x)= f f()dt + ; f(&)ydt = F(Log2)+2G(x)
} N.0g2

or G(x) admet une limite finie en +o0 donc il existe un réel k& > 0 tel que
Vx € R, :2G(x) <k .ll en résulte que :

*pour x<Llog2; F(x)< F(Log2) (car F est croissante sur R.)

*pour x> Log2; F(x)< F(Log2)+k
Il suffit de prendre M = F(Log2)+k >0
dyonaVxe R:: F(x)<Mdonc lim F(x)<M

X—>+m

Ix nx

B-1°a)Pourtoutréel x>01leréel: e +e ™ +e™ +...+e”

est la somme de » premiers termes d'une suite géométrique de premier
P

termee” " etderaison e #1.

_ B _ _ _.1—‘8-”): l_ne*"l?.\'
donc e +e ™ 4 4 e =g — = ——
l-e™ e -1
—Nnx
. _ ; - i} e
d'ou e te M re N 4 re ™4
X X
e —1 e —1

b) D'apres le tableau des variations de fon a :
VxeR, 0 f()<a2-a) =2 0L f(H)e™ <a(2—-a)e™

En intégrant sur [0, x] on obtient :

0< f (O™ di < a2 - a) f o™ df

X
. —nt -hnx —~nX
~ e e -1 1=
or ‘Ee M de = = -
-n |, -n n

1-e™™ < a(2 - a)

1
n n

de plus VxeR, : et par suite : 0 < ff(t)e"”’ dt <

c) Faisons une intégration par parties :
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ur(t) — e—nl _ e*"’
Posons , et 4=~ p
t) =1 '
w V() =2
2 _—nt X .
{ -
d'ou : In(x):[— ¢ } +Z£te " dt
, 7
~nt
' _=nl e
Posons {u ()=e et JU)=- .
1) =t :
g v(t)=1
X "
d'ou _[ te”" dt re’” o1 f = - 22 M }0
n n n 2
0
—hX
- _x _ L? (e 1)
n n-
2 _—-nx —nx
2 2
done [n (x) __ X Z _ xez -= (e nx __1)
n n

—Hx 2 9 2
== (n"x +2nx+2)—;j—

—HX

d)Ona: lim

X—>-+00 n‘

(nzx2 +2nx+2)=

= lim _L(_(nzx Ye ™ +2(nx)e™™ +2e7™)=0 car:

X—>+c0 n3
-ny 2
* 13 2.2\ —nx . Ty —hx
lim (n“x")e™™ = lim | nxe = lim (-2Xe')? =0 (X =—)
X—>+00 X400 X400 2

* lim —2(nx)e”™ = lim 2Xe” =0 dou lim /,(x)=-~
X>+m X—>+a0 X=>+0 n

2°/ a) d'aprés B- 1°/a)ona V>0 ;
—nt t-2 n t2e-—nt

- e 2 -
_Z k.' 1 — t"ek’+

e _1 k=1 (4 _] k=1 é’_’-—l

J(0= jze—f« + f('t)e""
k=1
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n
Cette égalité reste vraie pour =0 donc Vie R, f(f) = E e+ F(He™
k=1

= F)=Y 1,()+ [ F(H)e™™ dt ce qui donne que
k=1
V.xeR+ ona: Z!k(x)z F(x) - [f(t)e_”’dt
k=1

n
*VxeR, ona: H,,(x)=F(x)ﬂZIk(x) or on a montré que
k=1

lim F(x)=L et lim [, (x)= 2 donc H, (x)admet une limite /,, lorsque
X—>+o X->+o0 k3

x tend vers +oo vérifiant: /, =L - ) —

dou L-1, =2(1+~13—+ ..... +—)
2
b) D'apres B- 1°/ b) pour chaque entier n>1on a:

W29 o<l (x)< 229
n n

VxeR, : 0< [f(t)e*"fd:s

d'ou 0< lim H,(x)<
X—>+00

ce qui entraine que pour chaque entier 721

a2 - a)
n

2- : - .
ona:O:élnsi(——a—)or lim 42 a)=0 dou lim [, =0
n n—>+w n n—>+w

c¢) On vient de montrer que

VneN" ; L-1, =2(1+2L3+ ..... ) => U, :%(L—ln) or

lim [, =0d'ou lim U, =—;—L=L’ = 1L=2L'.

n—>+o n—r+o0
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