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Primitives-Intégrales-Calculs
d’aires

Classe : TS Eco Durée : 4H
Domaine : SMT Discipline : Mathématiques
Théme : Primitives et Intégrales
Competences :
- Résoudre une situation probléme
- Communiquer des messages en utilisant le langage et le symbolisme mathématique.
Composantes et manifestations :
- Participer a des échanges d’informations a Caractére Scientifique, mathématique ou
technologiques.
- Partager des savoirs ou des résultats scientifiques, technologiques et mathématiques.
- Produire des messages a caractére scientifique, technologique et mathématique.
- Partager les informations relatives a la démarche Scientifique et mathématique.
Ressources Educatives
Ressources humaines : Professeurs ; éleves
Ressources Matérielles : tableau, livres, regle, équerre,
Stratégies d’animation : Travaux en groupes

Objectifs

Ce chapitre vise a :
* mettre en place la notion de primitive
einitier les éleves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.
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Savoirs et savoir-faire

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
¢ Définition d’une primitive. e Déterminer les primitives d’'une fonction en
eExistence de primitives d’une fonction continue | utilisant les primitives des fonctions de
sur un intervalle (admis). référence.
eEnsemble des primitives d’'une fonction e Déterminer la primitive d’une fonction qui
continue prend une valeur donnée en un point donné.
eUnicité de la primitive d’une fonction prenant e Déterminer les primitives d’'une fonction du
une valeur donnée en un point donné type :
eprimitives des fonctions de référence. - au+ Bv,(x;B) € R?;
.,Primit,ive de? -: v, Au (A € IR), - VX @ ov);
v'X (Wov), uxu(nQ — {—1}) - wxut(n Q — {—1))

|
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I) Primitives :

Situation probléeme.

1) Soit f la fonction définie par f(x) = 2x —5
a- Détermine une fonction telle que F'(x) = f(x)
b- Méme question pour f(x) = x% + 2
c- Peux-tu en donner d’autres ?

2) f estlepolyndme définipar f (x) = x + 1
a- Trouver une fonction F dont la dérivée est f
b- Montrer que pour tout réel ¢ la fonction G définie par G (x) = F(x) + c est telle que
G'(x) = f(x)

Activité 1 (Recherche de primitive)

Soit f la fonction définie par f(x) : 3x2 — 2x + 1
Détermine une fonction F du 3™ degré telle que ; F'(x) = f(x)

Activité 2 (Calculs d’aire et de primitive)

L’unité de longueur est le cm, I’unité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont orthonormaux.

_ 3
| yn yn y=x+1 yA y—;x+1
y=2

21 \ 1
1 ] 1
1 1 3 1 1
1 1 i sl . o 1
: : : 2l A
l : : / B
1 1 ' o 1
1 1 ) Loy 1

i : X 1 X L ; X

0| a b " /a=1 0 b " 0 1 a b "

Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calculez I’aire du domaine colorié ;
b) Trouvez une primitive F de la fonction f représentée, puis calculez : F(b) — F(a).
c) Que constatez-vous ?
Conclusion : de fagon génerale, nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur
intervalle[a; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F est une primitive de f
sur [a; b] ('unité d’aire Atant ’aire du rectangle OIAJ ).

|
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1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f sur
I'intervalle | toute fonction F dérivable sur I telleque Vx €1; F'(x) = f(x)
1. a) f estle polyndme définipar f(x) = x + 1.
Trouvez une primitive F de f sur R, c’est-a-dire une fonction F dont la dérivée soit f.
b) Montrez que pour tout réel c, la fonction G définie par G(x) = F(x) + ¢ est une primitive
de f surR.
c) Trouvez une primitive G de f sur R telle que G(2) = — 3.
Existe — t-il d’autres primitives de f qui prennent la valeur —3en 2 ?
2. Dans chaqgue cas, trouvez une primitive sur R de la fonction f définie par :

a) f(x) =2x>+x+ 1. b) f(x) = x*-4x + V2. ¢)f(x) = 2 + cosx.

2) Propriétés
P1 : Toute fonction continue sur un intervalle | admet une infinité de primitives sur cet intervalle.

P2 : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle | est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x = F(x) + k ou k est un nombre réel.

3) Recherche de la primitive d'une fonction :

La fonction x — x* a pour dérivée x - 4x3
. 1 ;e g
Donc la fonction x — Zx4 a pour dérivée x - x3
Alors d'une maniere générale, n étant un nombre entier nature non nul, la fonction :

x — x™1 apour dérivée x » (n+ 1) x™

1 e e
donc x — mx"“ est une primitive de x ™.

-
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Ainsi par lecture inverse des tableaux de dérivation, on établit le tableau des primitives :
a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives Intervalles
a(a€R) ax + k R =]—00; +oof
x" (n € N*) LA R=]—00; +oo[
n+1
{IR{* sin<O0
ax" axnt1 +k Rsin >0
n+1
1 __1 + k R*
X_Z X
1 -1
x™ (R0 R* avec (n # 1)
a
x" 2 R*avec (n # 1
otk (n )
1
X In|lx| + k R
1
Vx 2Vx +k R%
a 2aVx + k
Vx R}
2
y 3Vatk R.
s 2
ax +b —(ax+b)Vax+b+k
3a R
Sin x — Cosx + k R
Cos x Sinx + k R
b) Opérations sur les Primitives :
Fonctions Primitives
u+v+K
u + v
uev + K

________________________________________________________________________________|
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u'v + v'u
au + K
au' (ae R)
ul ° un (u)n+1 +
n+1
u' -1t +k
— n-1
Ok (n-1W)
ul
u Inlul + k
ul
Vu 2Vu+k
Sin (u)
1
——Cos(u) + k
u
Cos (u)
1
—Sin(u) + k
u

2n +1

NB: W™Vu =) 2

Exemple

Déterminer I’ensemble des primitives des fonctions suivantes

a) f(x) = x3-x2+3x-2 ;b) f(x) =1 —-+3x-1

O)f(x) = ! - cd) F(x) = (x*+x)Vx* +2x°
(2x+3)
18x-15

e) f(x) = (x + DVx+1; ) f(x) = e oril

Solution :

a xX) = x3-x2 + 3x-2 =>F(x)=2x*— 2x3+ 3x2— 2x+K
4 3 2

b) f(x) =1 —3x-1=>F(x)=x— =(3x—1)V3x—1+ K

1 2 1 1 2
C x) = => f(x) == =>f(x) ==
) f( ) (2X+3)5 f( ) 2 (2X+3)5 f( ) 2 (2x +3)5
_1 -1 _ -1, -t
=>F(x)—5 (5_1)(2x+3)5_1+ K=>F(x)= + K

2 4(2x+3)%
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= >F(x) = ————+ K

8(2x+3)4

d) fx) =(XC+x)Vx*+2x* <=>f(x) = (23 + 0)(x* + sz)%
=>f() = 2@+ 0@+ 2007 =>f(0) = H(4x + 40 (xt + 202

1
1
S+1

= 1
=7 F(x):%[ Gt 2x2)5+1l +K => F(x) = |[r— (et + 222" [+ K

1
S+1

3 3
=> F() = l%(x“ + 2x2)il + K =>F(x)=-(x*+ 2x%)2 +K
2

=> F(x):%(x4+ ZxZ)% +K=> F(x) :%(x4+ 2x3)Vxt+ 2x2+ K

I

e) f(x) = (x + DVx+1l<=>f(x) = (x+1)%=> F(x):;(x+1)g+ K
=> F)=2(x+1)Wx+1+K

1815 > -
f) f(x) ——m<—>f(x) = =

F(x)=3(2V3x2— 5x + 1)+ K =>F(x)=6V3xZ— 5x + 1+ K

| |) Intégrale d'une fonction

Ce theme vise a :
N AL _acr_ o .
* Calculer des intégraies a 1 aiue ue wecnnques parucuteres (uuusauon des primitives, intégration
par partie, changement de variable affine) ;
* Réinvestir dans les calculs aires les techniques du calcul intégral ;
« Elargir le champ des fonctions étudiées a des fonctions définies par une intégrale.

Cawvnirc ot cavnir-fairo

SAVOIRS ’ SAVOIR-FAIRE

|
M. ADD vous propose cours de Suites Numériques TSEco 2017/2018 7



£%§%%%9@2}&mutf§%%%§nzaﬁéé§2u¢

(LYMG)

Chargé du cours : Abdoulaye Drissa DEMBELE,

abdouldem25@gmail.com
76 343234 /66343234

* Définition de I’intégrale d’une fonction
continue f :

fabf(t)dt = F(b) - F(a)ou F est une primitive
de f.

« La fonction X~ f; f (t)dt est ’unique
primitive de f qui s’annule en a.

* Interprétation graphique de I’intégrale d’une
fonction continue positive.

* Propriétés :
- Linéarité ;
- Relation de Chasles ;
Positivité ;
Si f< g sur [a, b] alors
[ f@®dt < [T gt ;
Inégalité de la moyenne :
- Sim< f < M sur [a, b]alors
m(b—a) < [ f()dt <M (b—a);
Si |f| < M, alors |fab f(t)dtl < M|b —a|.

* Valeur moyenne d’une fonction ;
* Intégration par parties ;

*Changement de variable affine.

sapplication au calcul d’aire.

+La fonction du type F : x— f(f f (t)dt

* Calculer une intégrale :
- En utilisant les primitives des fonctions
usuelles ;
- En utilisant une intégration par partie ;
- En utilisant un changement de variable
affine

« Utiliser la relation de Chasles pour effectuer
un calcul intégral.

» Connaissant un encadrement d’une fonction f

sur [a; b], trouver un encadrement de

f: f(t)dt.

» Calculer I’aire d’une partie du plan limitée
par :

-La courbe représentative d’une fonction,
I’axe des abscisses et les droites
d’équation x =aetx =h.

- Les courbes représentatives de deux
fonctions et les droites d’équation
X=aetx=Dh.

* Etant donné la fonction
X
F:x—[ f(t)dt:

-a partir d’une majoration et d’une
minoration donnée, déduire 1’existence
ou non de la limite de F aux bornes de
son ensemble de définition ;

-étudier les variations de F ;

-donner une allure de la présentation
graphique de F.
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Situation probléme :
Construis dans un repére orthonormé (O ;1 ;J ) du plan affine la droite A:y = x + 2 et

La droite d’équation x = 3 ; on désigne par le point d’intersection de A et I’ axe des ordonnées
Par B et C les points d’intersections de A et de x = 3 et de 1’axe des abscisses avec x = 3

a- Calcule I’aire du quadrilatére OABC
b- Calcule une primitive de F de ftel que f(x) = x + 2
c- Calcule F(3)—F(0) puis compare-le a I’aire du trapéze OABC

1) Définition :
Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [a, b] et F une primitive de f sur I.
On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

A= [ f(x)dx=[FL = F(b) - F(a)

2) Propriétes :
Propriété 1 : (linearité)

Soient f et g deux fonctions continuessur I = [a; b],ona:

- [)(f+g)dx = [ f@)dx + [ g(x)dx

- (a; B) €R; [[(af +Bg)dx = [ af()dx + [’ Bg(x)dx
- VkeR; j:kf (X)dx = kjb f (x)dx

_Sif>0; alors j:f(x)dxz 0
-Sif>g; alors f:f(x)dx > f;g(x)dx
- Si |f] est continue sur I, alors ‘J.ab f(x)dx‘ < I:|f|dx

Propriété 2 : (Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soient trois réels a, b, c éléments de l'intervalle |

Diapres Chasles [ g(x)dx = j” f(x)dx+ [ £ (x)dx
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Conséguences :

e sia = balors Laf(x)dx:o

o [ te0dx=-["f(x)dx

Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia < b et msfSM,anrsona:msﬁ'[:f(x)dXSM

b) Valeur moyenne :

On appelle valeur moyenne de f, le réel M tel que :
1

M = P :f(x)dx. et il existe un réel C < [a,b] tel que :

1 b
fley=— [ f(dx

I |) Intégration par parties

Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un I'intervalle | = [a, b], alors on appelle
intégration par parties, toutes opérations définie par :

[T u(0) o v (x)dx=[u(x) s V()T ~ [ u'(x) o v(x)dlx

Exemple

1) En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :
X

1 A
A= LZ x e Cos2xdx ; B = Ll dx ;C= Isz cos(x +1)dx
2

X+2

V) Calcul d'aires :

Situation probléme

L’unité de longueur est le cm ; I’unité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont orthonormaux
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fig: fig: fig

Dans chacun des cas ci-dessus :

a) Calcule I’aire du domaine colorié ;

b) Trouve une primitive F de la fonction f représentée puis calcule F(b)-F(a)

c) Que constates-tu ?
Synthese :

De

facon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un intervalle [a; b]
alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b)-F(a) ou F est une primitive de f sur [a; b] (
I’unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAJ ).
Par la définition de I'intégrale définie, la surface entre une fonction f(x) et I'axe des abscisses ou
encore entre deux fonctions f et g ( f > g) et l'axe des abscisses est donnée respectivement
comme suit, lorsque x vade aversb (a < b)

S= jb f(x)dx (unité d'aire)

ous= j:(f (x) - g(x))dx (unité daire)

NB : Dans cette intégration, les portions de surface au dessus de I’axe des abscisses donnent une
contribution positive, tandis que les portions en dessous de ’axe des abscisses donnent une
contribution négative.

Ainsi quelques méthodes de calcul des surfaces sont illustrées dans les cas de figure qui suivent :

18" Cas : ﬁ\ I

as<x<b /// / 1
e 0 BEIED s
Ainsi l'aire du domaine plan Da b

est A(D) = jb f (x)dx (unité d'aire)

2tme Cas

as<x<b
M(x,y) € D@{

f(x)<y<0 1/ 7/
Ainsi I'aire du domaine plan M

Dest AD) = — _[: f (x)dx (unité daire)

3me Cas :
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me o[BI LI
711

g(x)<y=<f(x)
Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes (Cf) et (Cg) est :

AD) = [ (f(9)-g(x)dx
(car (Cf) est au dessus de (Cq).

4°me Cas :
as<x<betb<x<c
M(x,y) e D= <g(X) <y < f(x)et
f(x)<y<g(x)
Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes est :

AD) =[] (f(x) — g@))dx + f; (g(x) — F(x))dx

Exemple

: . . . X )
1) Calculer puis représenter I'aire A de I'ensemble des points M ( J du plan compris entre les
y

courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x2 - 2x + 1 et
g(x) = x>- 3x + 3etlesdroites d'équations : x = —letx = 1.

2) Calculer puis représenter l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la fonction
f(x) = 1- x?et les droites d'équations x = —2etx = 2.

Solution

. . . . X i
1) Calculons puis représentons l'aire A de I'ensemble des points M [ J du plan compris entre les
y

courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x2-2x + 1 et
g(x) = x3- 3x + 3etlesdroites d'équations: x = —letx = 1
La représentation des courbes (Cf) et (Cg) dans le repére donne :

|
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Intégrale = -2,66667

A :f_ll(f(x) — g(x))dx = f_ll((sz — 2x+1)— (x3— 3x+3))dx
1

— _ (Y_ .3 2 > _ |14, 2 3,1 2 1
=>A= [ (—x*+2x"+ x Z)dx—[ XS0+ ox Zx]_
= =iy 2,1 |2z, 1 - _8

_>A_[ PR 2] [ 4 3+2+2]_ 3(U'A)

2) Calculons puis représentons l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la fonction

f(x) = 1- x? etlesdroites déquations x = —1 et x = 0.
La représentation de la fonction f dans le repére donne :
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Inigrale = 0,666667

A =f_01f(x)dx = f_ol( 1—x?)dx

A= 1 b

=>A=[0]- [—1+ §]= — 2(uA)

-
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