CONTINUITE - LIMITES

| Continuité - Théoreme des valeurs intermédiaires

N

Notion de continuité

On peut définir mathématiquement la notion de continuité d'une fonction mais cette définition relativement

compliquée n'est pas au programme.

Graphiquement, on peut reconnaitre une fonction.continue sur un intervalle | par le fait que le tracé de la
courbe représentative de £ pour x € | peut se faire sans lever le crayon de la feuille.

Fxemnle
gx)=-x si x£1 h(x) = x Shxs -2
f(x) =% et L
gx)=2x-3 si x>1 h(x)=§—x six 3 -2
Représentation graphique de £ Représentation graphique de g Représentation graphique de h
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h est continue sur J-w ; -2[
h est continue sur [-2 ; +oo[
T est continue sur IR g est continue sur IR mais h n'est pas continue en -2
On dit que h est continue par
intervalles
Exemple
Considérons la fonction x [] E(x) appelée fonction "Partie a4 -
entiere" et qui, a tout réel x associe le plus grand entier inférieur
ou égal a x. ol —
Ainsi  E(2,5) est le plus grand entier inférieur ou égal a 2,5 ,
donc E(2,5) =2 14 S—
De méme E(-2,4)=-3 ; E(1,9999)=1 et EQ2)=2
La représentation graphique de la fonction "Partie entiere" est . . . . . .
donnée ci-contre. 5 5 0 1 2 3
La fonction "Partie entiére" n'est pas continue enn (n € 72).
Elle est continue sur chaque intervalle [n ; n+1[ (n € ZZ). i
"Partie entiére" est une fonction dite "en escalier".
. . -— 91
La courbe fait "un saut" pour chaque valeur entiére de x .
Avec une calculatrice ou un tableur, E(x) est notée int(x) ou F— a1
ent(x) ou floor(x) ou partEnt(x)
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PTopriete  (admise)

Les fonctions polynémes, les fonctions rationnelles, la fonction racine carrée sont continues sur tout interva

sur lequel elles sont définies.

Exemple

+ Lafonction £ définie sur IR par f(x) = 3x3 - x2 + 1 est une fonction polynéme. Elle est continue sur |

+ Lafonction g définie sur ]-o;0[ U J0;+[ par f(x) =_1 est une fonction rationnelle.
X

Elle est continue sur J-o;0[ et sur ]0;+o[ .

Remarque
Toutes les fonctions qui seront utilisées sont des-fonctions continues par intervalles.

Exercice 0t (voir_répONSES et correction)

Représenter graphiquement la fonction £ dans chacun des cas suivants.
A partir du graphique, étudier la continuité de f.

1°)f(x) =-2x -5 six<0 et f(x) =;_1x+1 six30
2°)f(x)=x2 sixf1l et f(x)=xsix>1
INf(x) =2sixe J-o;-2] ; f(x)=-xsixe ]-2;2[ et f(x)=-1sixe [2;+mo[

Exercice 02  (voir fEpoONSES et correction)

B g e T R R ASHIBI SO RS ARt FVRE AR 25BP de parts
R [Fevanu imposatle) = |

M inombre de parts)
5 - Calculez votre impdt « | » a I'aide du baréme suivant :

] n F =1 Eryal
Ce quotient « OF » est égal 4 wiire guotient familial « OF o (et non pes votre revenul

\ n'axckds pas 441t € ! wotre impdt sara égal & a
S '.1 a5t Supdriew a 4412 € et inférieur ou dpal & BEBTT € wotre impd Sera égal & |R=00683) - (301,34 E€ =M
aoun \  estsupdriewrs  BETT € etinférieurcudgald 15274 € wotre impStseradgaldc (R x 019140 - (13IBBABE =M
iEw ': estsupdriew a 15274 € et inférieurcu dgald 24 731 € votre impét sara égal & IR = 0262680 - (272 4T € =N
{ R ] as] supdriew A 24 731 € a1 inférisur ou égal & 40 241 €  wolre impdl sara égal & IR = 03736y - (501793 € = h|
L ' astsupdriour 8 402401 € &t inférieuwr ou dgald 49 B4 € wotra impdt sara agal & IR x 042820 - (712656 € = NI
I_-" estsupdrieura A963E . ... c.o.. wobra impit sera agal & IR = 046050 - HE641,00€ = NI

Dans volre cas, ka formule de caleul est |8 suivams : [ [R] =0, ] - [ g x I'\III = I

Ca mamant &5l aomgns dans |a irenche » supdns & BETT & a1 inféneur ou dgal 4 15 274 € = Lwnpdl | as1 égal & - (23026 x 0,1504] - {1359 48 » Z5) = 383 46 € amond 4 563 £,

Dans tout I'exercice on considérera le revenu d'un célibataire (le nombre N de parts est alors égal a 1).

1°) Un célibataire a un revenu imposable annuel R = 18 000 € . Calculer son imp6t I.
2°) Méme question pour un revenu imposable annuel R = 6000 € .

3°) Rephetrife afrfiprronaaabldapstivamionction de R : 1= £(R) .

Rechercher o-dessous la tranche dans lagquelie ast sstug

le

o el
SR estdans I'intervalle {« tranche ») AIOTS 'expression de I en fonction de R est .
[0747212] TR = . i iiiiiiieeinines
14412786771 fRY= . . . o aa.
] ; ] TR = i iiiinienneinnnns
] fRY= . . .
| TR =... . . ... 0n......
] R = s
| | PO T N fR =, .........
4 ) REPIESETIET yraprigqueETTieTit ia 101reuorT L. (UIT CToTSITa COITITe urine LCrm pourt

En utilisant le graphique, étudier la continuité et le sens de variation de f'.



5°) Une perserre-ath+evenu R de 10 000 € .
Peut-on dire que son imp6t se décompose de la fagon suivante :
Rien sur les 4 412 premiers euros ; 6,83% sur les 4265 euros suivants ; 19,14% sur le reste
6°) Une personne célibataire dont Ie revenu R est 15 250 € tient le raisonnement suivant :
Heureusement que je n'ai pas fait d'heures supplémentaires, car alors jaurais changé de « tranche »,
mon impdt aurait été beaucoup plus élevé et finalement j'aurais perfiu de l'argent dans l'opération.

Qu'en pensez-vous ?
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Convention

Il est convenu que, dans un tableau de variation de fonction, les fleches obliques indiquent que la fonction est
continue et strictement monotone.

Exemple

Le tableau de variation de la fonction¢arré ( f(x) = x2)
signifie que la fonction carré est continue et strictement
décroissante sur ]-o0; O0].'et qu'elle est continue et
strictement croissante sur [0 ; +oof .

f1)

L

7 N . ’ . . 1
Théoréme des valeurs mtermedlalresf‘f{‘:I
Soit £ une fonction définie et continue sur un
intervalle 1.

Soientae | et bel

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au

moins un réel c compris entre a et b tel que f(c) =k
Ce que I'on peut aussi exprimer sous la forme :

L'équation f(x) = k a au moins une solution ¢ od
comprise entre a et b.
. . . fib) e
Si de plus la fonction f est strictement monotone sur s
lintervalle 1, alors le réel ¢ est unique. :
. Fla) o m—
f n'est pas fest
strictement strictement
monotone a monotgne
Remarque
La continuit¢é de la fonction £ est une hypothése 10+
essentielle du théoreme.
Si la fonction £ n'est pas continue, il est possible que pour 81
un réel k compri —mlea s 2el ¢
compris entre a et b tel que f(CV' 8T
I‘..‘__
Exemple  solution approchée d'une équation R
On peut démontrer que la fonction £ définie par f(x) = x3 + x est continue et 5T
strictement croissante sur [ 1; 2. Son tableau de variafion est :
4__
X 1 2
10 31
X T T 1,2 L3 144 5 1,6 1,7 1.8 1,9 2 i f
(X) 2 2431 72,928 173497 14,144 14,875 15,696 10,6131 7,63218,759 10
2 1+
Sa représentation graphique est donnée ci-contre. I I I
Donc pour toutk € [2; 10], I'équation f(x) = k a une solution unique dans [1; 2]. -1 1 o2

En particulier_I'¢équation f(x) =5 a une solution unique a dans [1; 27.




Ona f(1,5) <5< 1f(1,6)
On en déduit que la solution o de I'équation f(x) =5 est telle que—1;5< <16
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Remarque
La propriété des valeurs intermédiaires pourra étre étendue a un intervalle non borné.

Exemple x 1 +00
Soit £ la fonction dont le tableau de variations est donné 3
ci-contre. f
Pour résoudre les éguations-f(x) = -5 et f(x) = 8 , on o

pourra écrire :

D'apres le tableau de ariatj?nn/s/t/es't corWtement &croissante sur l'intervalle [1 ; +o[.
-5¢€ ]-»;3], dong I'équdtion f(x) = -5 a unesolutierrunique dans l'intervalle [1 ; +oof .

8 ¢ ]-o;3], doncl'équation f(x) = 8 n'a pas de solution dans l'intervalle [1 ; +oo[ .

Exercice 03  (voirréponses et correction)

On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction .

X - -1 0 +00
0 5
f
Donner dans chaque cas le nombre de solutions dans IR de |'équation : \ /
a) f(x) =7
b) f(x) =-5
1
Cc f(XJ—;—_
) 7

Exercice 04  (voirréponses et correction)
X /oo/' \z‘ /:—w
+00 0

On donne ci-contre le tableau de variations de f.
Quel est le nombre de solutions de I'équation f(x) =1 £
(On justifiera le résultat)

Exercice 05 (voir_réponses et correction)

On donne ci-contre le tableau de variations de f. X -
1°) Quel est le nombre de solutions de I'¢quation f(x) = 0
2°) Quel est le nombre de solutions de I'équation f(x) = -5

f
@hqastifieraves rasuieags) approchée de o en faisant un tableau de valeurs de f. -1
Avec une calculatrice on obtient : =X

Exercice 06  (voirréponses et correction)

Soit f la fonction définie par f(x) =x2-3x 4+ 1 pourx € [0; 5] .
Calculer la dérivée de £ et étudier son signe.

Donner le tableau de variations de f'.

En déduire que I'équation f(x) = 8 a une solution unique a.dans [0 ; 5] .
Donner une valeur approchée a 10°2 prés de . .

Trouver la valeur exacte de o .

Exercice 07 (voir_réponses et correction)



—
Soit g la fonction déffie sur IR par  g(x) = 2x3 + 3x2 - 12x
1°) Etudier et représenter graphiquement la fonction g .
(On pourra admettre que g(x) tend vers —oo quand x tend vers -« et que g(x) tend vers +o quand X tend vers +oo)
2°) En utilisant le graphique, discuter suivant les valeurs du réel k le nombre et le signe des solutions de
l'équation g(x) =k.
3°) Justifier que I'équation 2x3 4+ 3x2-12x + 8 =Q'? une solution unique et donner une valeur approchée a
1072 prés te cette solutiom> + >+
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I Limites~ i
Rappel
Lorsque x*e3t0'#es grand" x2, %3, 'x “sont aussi trés grands, aussi grands que l'on veut.
On note lim X2 = too ;. lim X3 =40 ; lim X =+
X o0 X 0 X 0
Lorsque x est "tres grand"_1 et 1250nt trés petits, aussi proches de zéro que I'on veut.
I , X X
. Limite d une somme
Onnote liimM_—=10, : = I a.
X=>+w0
Si £ a pour limite 1 1 1 +00 -0 +oq x2
Si g a pour limite I +00 -0 +00 -0 —oq
pas de
Alors :|E+ g 1+1 +oo —00 +0o0 —00 résultat
a pour limite | général
X=>+wo X
Lorsque X est:i@m'tﬁediélﬁé@roh it 1 sont tres grands en valetr'absolue.
Si £ a pour limite 1 1#0 +00 OU -0 0
Si g a pour limite I' +00 OU -0 +00 OU —o0 +00 OU -
Alors £xg 11" 400 OU -0 +00 OU —oo pas de résultat
a_pour limite i suivant les signes suivant les signes général
X X4
On note lim_1=+oo ; lim_1=—oo ;o lim 1 = 4o
o Y25 =
Les tableaux suivants permettent de donner, dans certains cas, la limite de la somme, du produit, du guotient

de deux fonctions f et g, lorsqu'on connait la limite des deux fogEions.

La plupart des résultats se comprennent et peuvent étre retrouvés de facon intuitive.
1 et]' désignent des nombres réels. Les limites peuvent étre gﬁslimites en +c, en -0, en a..

Exercice 08  (voirréponses et correction)



1°) Déterminer la limite en 0 de chacune des fonctions suivantes :
f(x)=x3+5 : f(x)=x3+x+1 : fx) = x+2 ; f(x)=x3—3+_1
X

2°) Déterminer la limite en +o0 de chacune des fonctions suivantes :
f(x)=x3+5 : f(x)=x3+x+1 : fx) = x+2 ; f(x)=x2—3+_1
X

Exercice 09  (voirréponses et correction)

Déterminer : lim ,TXx-1 . lim X2 +x+1 - lim x + - lim x-1

X © 5 ! X © ! x © _ X 0 _

lim xx+1) : lim x21-1 lim 2x -1)x2-5) ; lim 241 (2x-3)
X © X 0 X ® x>0 X
x>0
Exercice 10  (voirréponses et correction)
o ; 2 3 - .
Déterminer lim x“ 1-7- (2 Endéduire Xhm x2-3x-2
X o - ©

En utilisant une méthode similaire déterminer thoo x5 +3x2 -5x + 1.
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