CONVEXITE

|. Fonction convexe et fonction concave

Définitions : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.

La fonction f est convexe sur | si, sur l'intervalle I, sa courbe représentative est
entierement située au-dessus de chacune de ses tangentes.

La fonction f est concave sur | si, sur l'intervalle |, sa courbe représentative est
entierement située en dessous de chacune de ses tangentes.

Vi e f \

Fonction convexe Fonction concave

Propriétés :
- La fonction carré x » x?> est convexe sur R.

- La fonction cube x » x* est concave sur ]-00,0] et convexe sur [0;+00[ :

o 1
- La fonction inverse x+ — est concave sur ] 00;0[ et convexe sur ]0; +°0[ :
X

- La fonction racine carrée x + /x est concave sur [0; +00[ :

- Admis -

Notation :
La dérivée d’'une fonction dérivée f' se note f".
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Propriété : Soit une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I.

La fonction f est convexe sur | si sa dérivée f' est croissante sur |, soit
f"(x) =0 pour tout x de .

La fonction f est concave sur | si sa dérivée f' est décroissante sur I, soit
f "(x) <0 pour tout x de I.

- Admis -
Méthode : Etudier la convexité d’'une fonction

1
Soit la fonction f définie sur R par f(x) =§x3 -9x* +4,

Etudier la convexité de la fonction f.
Pour tout x de R, ona f'(x) =x*- 18x.
Pour tout x de R, on a f"(x) =2x-18 qui s’annule en x =9,

Pour tout x <9, f"(x) <0
Pour tout x =9, f"(x) =0

' est donc strictement décroissante sur ]- 0 9] et donc f est convexe sur ]- 0 9] .

f' est donc strictement croissante sur [9; +00[ et donc f est convexe sur [9; +00[.

[l. Point d'inflexion

Définition : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle |.
Un point d'inflexion est un point ou la courbe traverse sa tangente en ce point.

-

/ Vo

Remargue importante :
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Au point d'inflexion, la fonction change de convexité.

Exemple :
On considére la fonction cube x~ x°.

La tangente au point O(0,0) est I'axe des abscisses.

Pour x <0, la courbe est en dessous de sa tangente.
Pour x >0, la courbe est au-dessus de sa tangente.

La tangente a la courbe en O traverse donc la courbe.
Le point O est un point d'inflexion de la courbe de la
fonction cube.

Méthode : Reconnaitre un point d'inflexion

Une entreprise fabrique des clés USB avec un maximum de 10000 par mois. Le co(t
de fabrication C (en milliers d'euros) de x milliers de clés produites s'exprime par :

C(x) =0,05x> - 1,05x” +8x + 4.

1) A l'aide de la calculatrice graphique, évaluer la convexité de la fonction C.
En déduire si la courbe posséde un point d'inflexion.

2) Démontrer ces résultats.

3) Interpréter les résultats obtenus.

1) La fonction semble concave sur l'intervalle [0 ; 7] et convexe sur l'intervalle
[7 ; 10]. La courbe semble posséder un point d'inflexion pour x =7.

Y1=0. 0542 -1, 00 hn" s+l

n=r.0eleven Y=EEr1ZEE o

2) C(x) =0,05x>- 1,05x" +8x + 4
C'(x) =0,15x - 2,1x +8
C"(x) =0,3x- 2,1

Or 0,3x- 2,1=0 pour x =7.

On peut ainsi résumer les variations de C' et la convexité de C dans le tableau
suivant :
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X 0 7 10
C"(x) - 0 +
(j '( '\.) \ /
Convexité de C concave convexe

C(7) =25,7
Ainsi, le point de coordonnées (7 ; 25,7) est un point d'inflexion de la courbe.

3) Apreés le point d'inflexion, la fonction est convexe, la croissance du codt de
fabrication C s'accélére. Avant le point d'inflexion, la fonction est concave, la

croissance du codt de fabrication ralentie.
Ainsi, a partir de 7000 clés produites, la croissance du codt de fabrication s'accélere.
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