FONCTIONS
EXPONENTIELLES
(Partie 2)

|. Fonction exponentielle de base e

1) Définition

Propriété : Parmi toutes les fonctions x+ q”, il en existe une seule dont la tangente
a la courbe représentative au point (O ; 1) a pour coefficient directeur 1.

- Admis -

y=x+1

Définition : Cette fonction est la fonction exponentielle de base e, notée exp, telle que

pour tout réel x, ona exp:xH e*.
Le réel e est environ égal a 2,718.

Remarques : Avec la calculatrice, on peut obtenir une valeur approchée de e.
1
e
2. 718281828

Il est également possible d'observer l'allure de la courbe représentative de la fonction
exponentielle :
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Remarque : On verra que la fonction exponentielle est croissante. Mais sa
croissance est tres rapide, ainsi exp(21) dépasse le milliard.

Comme 7, le nombre e est un nombre irrationnel, c'est a dire
gu'il s'écrit avec un nombre infini de décimales sans suite
logique.

Ses premieres décimales sont :

e =~ 2,7182818284 5904523536 0287471352 6624977572
47093699959574966967 6277240766 3035354759 4571382178
5251664274...

Le premier a s'intéresser de facon sérieuse au nombre e est
le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 ; 1783), ci-
dessus. C’est a lui que nous devons le nom de ce nombre.
Non pas gu'’il s’agisse de l'initiale de son nom mais peut étre car e est la premiére
lettre du mot exponentiel.

Dans « Introductio in Analysin infinitorum » publié en 1748, Euler explique que :

Rappelons que par exemple 5! se lit "factoriel 5" et est égal a 1 x 2 x 3 x 4 x 5.
Par cette formule, il obtient une estimation de e avec 18 décimales exactes.
Nous devons aussi a Euler la démonstration de l'irrationalité de e.

2) Propriétés

Propriétés : Pour tout réel x ety,on a:
a) e’ =1 et ¢! =¢

b) e >0

C) ex+y :exey
1

d) e =—
eX

e) e’ -

f) (e*)' =e™ avec n un entier relatif.

Remarque : On retrouve les propriétés des puissances.
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Méthode : Simplifier les écritures
Simplifier I'écriture des nombres suivants :
-1
4
7 -4 e )
e’ Xe -6 1 (
A=—2 B=(c")" xe = vt
e (e- ) e” Xe
—(.5Y% -3 !
A_e7><e-4 B=(e") " xe 1 +(e)
oS =¥ xe3 (e3) exe®
7-4 30 -3
e = R
= e Xe 1 . P CD
3 __ -30-3 .
e —e PN
e’ 33 -4
= =e 1 e
-5 ==t =
(D e e
=e® +1
:eB

3) Dérivabilité

\ Propriété : Le nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0 est égal a 1.

Démonstration : Par définition, la tangente a la courbe représentative en 0 a pour
coefficient directeur 1.

Propriété : La fonction exponentielle est continue et dérivable sur R et (expx)' =e’

- Admis -

Méthode : Dériver une fonction

Dériver les fonctions suivantes :

a) f(x)=4x- 3¢ b) g(x) =(x- 1e" ¢) h(x) =i
X

a) f'(x)=4- 3¢

b) g'(x) =1xe* +(x- 1)e* =e* +xe" - e" =xe”

, e xx-ex1 e (x-1)
c) h'(x) = " R

4) Variations
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Propriété : La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

Démonstration : Comme (eXp x)' =expx >0, la fonction exponentielle est strictement
croissante.

5) Limites en l'infini

Propriété : lim e* =0 gt lim e* =+o0

X— 400

6) Courbe représentative

On dresse le tableau de variations de la fonction 5
exponentielle :

x -0 +00

(expx)' + 3]

+00

expx / )|
0

Méthode : Etudier une fonction
Soit f la fonction définie sur R par f(x) =(x+1)e*.

a) Calculer la dérivée de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c) Déterminer une équation de la tangente a la courbe au point d’abscisse 0.
d) Tracer la courbe représentative de la fonction f en s'aidant de la calculatrice.

a) f'(x)=e +(x+1)e* =(x+2)e"

b) Comme ¢* >0, f'(x) estdu signe de x+2.

f est donc décroissante sur l'intervalle ]- o0; = 2] et croissante sur l'intervalle [- 2; +00[ .
On dresse le tableau de variations :

X - -2 +00

f(x) - 0 +

) T~ . _—

) fO)=1 et f1(0)=2
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Une équation de la tangente & la courbe en 0 est donc : y =f'(0)(x- 0) + f(0), soit :
y =2x+1
d)

7) Résolution d'équations et d'inéquations

Propriétés : Pour tout réel a et b, on a :
a) e"=e" o a=b

b) e <e® < a<b

Méthode : Résoudre une équation ou une inéquation

a) Résoudre dans R I'équation ¢¥-3. 2 =(.
b) Résoudre dans R l'inéquation ¢**! >1.

a) e %- e =0

. ex2-3 —e

o x*-3=-2x

e x> +2x-3=0

< x=-3 ou x=1

Les solutions sont -3 et 1.

b) e4X- 1 21
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. ) 1
L'ensemble des solutions est l'intervalle Z;+00 )

[l. Fonctions de la forme e

Propriété : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
La fonction x + e“ est dérivable sur |. Sa dérivée est la fonction x + u'(x)e"™ .

- Admis -

Exemple :
Soit f(x) =e** alors f'(x) =4e™"’

Propriété : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
Les fonctions x P u(x) et x ¢“® ont le méme sens de variation.

Démonstration :
Ona (e")' =u'e"
Comme ¢ >0, u' et (e)' sont de méme signe.

Exemple :

, 1 A ,
La fonction x = — est décroissante sur ]-00;0[ et sur ]0;+00[ donc la fonction
X

1 P P .
x> ox €St également décroissante sur |- ;0] et sur |0;+00] .

Méthode : Etudier une fonction
Soit fla fonction définie sur R par £y, :Xe'g.

a) Calculer la dérivée de la fonction f.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

c) Tracer la courbe représentative de la fonction f en s’aidant de la calculatrice
graphique.

d) Déterminer une valeur approchée de I'abscisse du point d'inflexion a la courbe.

X

e) Démontrer que f"(x) = e’

X
4

f) En déduire I'abscisse du point d'inflexion.

X
2

X X

a) f'(x) =e 2+xX-—|e?= 2

b) Comme - _ . f'(x) estdu signe de 1- g
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f est donc croissante sur l'intervalle ] O0;2] et décroissante sur l'intervalle [2;+00[ .
On dresse le tableau de variations :

X -0 2 +00
e + 0 :
2
f(X) / . \
_2
f(2)=2e 2 =2¢" =2l =2
e e
C)
1]
0 \
2 -1 0 1 2 E '4 s '6 '7 '8

=g RlE)

n=4.0620298 Y=CLIsM04ik

d) Le point d'inflexion semble avoir pour abscisse une valeur proche de 4.

1 -2 1 x| -3

e) ["(xX)=-—e?+|-=|[1-—]|e?
) ') 5 5 5
N L P S

2 2 4
—e2+2e2

4

(X q]e

4

f)y Comme ;4. f"(x) estdu signe de 2- 1.

Donc f"(x) =0 pour %- 1>0 soit x >4.
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f"(x) <0 pour %- 1 <0 soit x <4.

Ainsi f' est croissante sur [4; +00[ et donc f est convexe sur cet intervalle.

' est décroissante sur }-00;4] et donc f est concave sur cet intervalle.

On en déduit que la courbe représentative de f possede un point d'inflexion
d'abscisse 4.
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