Fiche de séquence

Classe : Tseco Discipline : Mathématiques
Domaine : SMT Dureée : 8heures

Contenu : Analyse

Déroulement des activités

Pré évaluation :

Cas N°01 : Etude de signe des binbmes
Soit le polynéme P défini par :

P(x)=ax+b
1) Résoudre dans IR ,I’équation P(x) = 0
2) Etudier et explique dans IR ,le signe de bindme P tels que :
a) Sia>0 ; b) Sia<o0
Réponses
Cas N° 02 : Etude de signe des trinémes du second degré
Soit le polyndéme P defini par :
P(x)= ax’*+ax+b
3) Résoudre dans IR ,I’équation P(x) = 0
4) Etudier et explique dans IR ,le signe des trindbmes P tels que :
a) A>0 ; b) A=0 ;c) A<O
Situation probléme :

Une société fabrique et vend un appareil trés performant de mesure physiques . En tenant
compte de tous les couts induits par la fabrication et la vente de ce produit, elle estime que le
bénéfice B qu’elle peut dégager s’exprime en fonction du prix de vente p par la relation :
B = —0,012 p? + 5400 p — 600 000 000
A quel prix la société doit — elle proposer son appareil pour maximiser son bénéfice ?
Séance 1 : Généralités sur les fonctions
Activité 1 :
Soit les fonctions ci -dessous :

1) f(x)=x3—4x +7

X +1
2) fl = 2x — 10
3) fw =257
4) f(x)= 5=
5) f(x) = V3x+12
Consignes :

1) Préciser la nature de chacune des fonctions ci-dessus
2) Trouver le domaine de définition des fonctions ci -dessus

Syntheése partielle

Séance 2 : Notion de limites
Activité 1 : Limites finies d’une fonction en un point
Soit la fonction f définie par :
flx)= x?-2
Consignes :
1) Compléter le tableau ci-dessous



X 0,9 0,99 0,999

fx)

2) Que remarquez — vous quand x s’approche de 1 ?
3) La fonction f est -elle définieen x =1 ?
4) Quelle valeur semble étre approchée par f(x) quand x s’approche de 1 ?
5) Quelle conclusion peut-on tirer ?
Synthese partielle

Activiteé 2 : Limite a gauche et a droite en un point x,
Soit la fonction f définie par :

1
f(x) = o
Consignes :
1) Compléter le tableau ci- dessous
x -0,1 —0,01 —-0,001 |0 0,001 0,01 0,1

fx)

2) Quel constat faites — vous de f(x) si x s’approche de plus en plus de 0 vers la gauche
et la droite
3) Que constate —t- on ?
Synthese partielle
e On constate que lorsque x s’approche de plus en plus de 0 vers la gauche, f (x)
s’approche de —oo . On dit que f admet comme limite lorsque x tend vers 0 a gauche
et on note :
limf(x) = —o 0OU J;i_r)nof(x) = —o0
x<0
e On constate que lorsque x s’approche de plus en plus de 0 vers la droite,f (x)
s’approche de +oo . On dit que f admet comme limite lorsque x tend vers 0 & droite et
on note :
limf(x) = +o oUu J;i_r)nof(x) = 400
x>0

x—->0"

On retient que :

Limite des fonctions élémentaires
Nous admettons des résultats suivants :

lim k = k ; k = constante lim x = x,
X —Xg X =X
n€lIN* n € IN* et n pair n € IN* et n impair
limx™ =0 o1 .1
x—0 lim — = +oo lim — = 4o
x -0t x™ x -0t x™
lim — = lim — = —
el = T e

Activité 3 : Limites infinies d’une fonction en un point
Soit la fonction g définie par :
1
10" o=
Consignes :



1) Complétez le tableau :

X 1,5 1,9 1,99 2,1 2,01 2,001

f)

2) Que se passe-t-il quand x s’approche de 2 ?
3) Représentez graphiquement le comportement.
Synthese partielle

Activité 4 : Fonction de limite infinie en plus I’infini (4+c0 ) ou moins I’infini(—oo )
On considere la fonction f définie par le tableau ci — dessous

x —1000 —100 -10 0 10 100 1000
x2
X3
Vx
1
Vx
Consigne :
1. Complétez le tableau de valeurs ci-dessus en utilisant la notation scientifique avec une
décimale.
2. Donne la valeur de x pour la quelle vx et \/i; ne sont pas définies

3. Que pensez — vous du comportement de f(x) quand x tend vers —co oU +co ?
4. Que constate —t- on ?
Synthése partielle
On constate gque : chacune des fonctions définies sur IR, par :

1 .
x->x; x> x%;x > x3; x ox;x > N peut prendre des valeurs aussi grandes que 1’on

veut quand x tend vers +oo : il suffit pour cela de choisir x suffisamment grand
Chacune des fonctions suivantes a pour limite +co , quand x tend vers +oo :
Seance2 : Operations sur les limites

Activité :

Soit les propriétés de limite de la somme de deux fonctions f et g tels que [ et I' sont deux
nombres réels ci-dessous
1) Limite de la somme de deux fonctions :

Si f(x) Sig(x) fG) + g(x)
a pour limite a pour limite a pour limite
l U
—00 l’
+o0 I
+ o + oo
—00 — OO
+ o0 —00

2) Limite du produit de deux fonctions

Si f(x) Sig(x) fx) x g(x)
a pour limite a pour limite a pour limite
l U




— o I'>0
—o0 I'<0
+ o0 I'>0
+o0 I'<0
+00 + oo
+o0 —®
—o0 —00
+00 OU —00 0

3) Limite du guotient de deux fonctions

Si f(x) Si g(x) &
a pour limite a pour limite 9@
a pour limite
l I
l +00 ou —
+00 I'>0
+ o0 I'<0
—00 I'<0
—0o0 I'>0
0 0
400 0U —o0 400 OU —o0
Consignes :

1) Complétez le tableau de limite ci — dessus
2) Quelle conclusion peut — on tirer ?

Syntheses générales
1) Cas des formes indéterminées :
En utilisant les propriétés des opérations sur les limites, nous avons obtenu les quatre formes
indéterminées :

400 — oo

; Oxew ;20 8

1.1) Méthode : Lever une forme indéterminée a 1’aide de factorisations

e Sila limite d’une fonction rationnelle est de la forme % , on leve 1’indetermination en
utlisant la division euclidienne.

1.2) Méthode : Lever une forme indéterminée a 1’aide de 1’expression conjuguée.

e Sila limite d’une fonction irrationnelle est de la forme % OuU +o0 — oo , 0On leve

I’indetermination en utlisant I’expression conjuguee.
2) Limite a I’infini d’une fonction polynéme et rationnelle :
2.1) Limite a ’infini d’une fonction polynome :
La limite d’une fonction polynéme quand x tend vers plus ou moins I’infini est egale a la
limite de son monome le plus haut degre.

lim a,x™ + ap_1x" 1+ ayx? + ayx + ag = lim a, x"
X =400 X =400

2.2) Limite a infini d’une fonction rationnelle :
La limite d’une fonction rationnelle quand x tend vers plus ou moins I’infini est egale a la
limite du rapport des monomes du plus haut degre du numerateur et du denominateur.
lim A XM an_ x4 tayx2+ag xtag - 1 ap x™
x > 400 by XM +by_ x4+ by X2+ +byx+by  x >F00 by X
3) Interprétation graphique et asymptote :
3.1) Asymptote verticale :




Soit a est un nombre réel.
e SI ;in}lf(x) = —oo0U ;irr}lf(x) = +oo alors (Cf) admet une asymptote verticale de la

droite d’equation x = a en —oo et en +oo
3.2) Asymptote horizontale :
Soit b est un nombre réel.
e Sl xlimoof(x) = bhou xl—i>r-|r—100 f(x) = b alors la courbe (Cf) admet une asymptote

verticale de la droite d’équation y = b en —co et en +oo .
3.3) Asymptote obligue :
Soient a et b sont deux nombres réels.
e Sl xl_i)moof(x) = —»® ou xl_i)rpoof(x) = +wilya
possibilite d’asymptote oblique en —oo et en +oo .
e Si xlimoo[f(x) —(ax+b)]=0 ou xl_i)l‘_lr_loo[f(x) — (ax + b)] = 0 alors la droite

d’équation y = ax + b est une asymptote oblique en —oo et en +oo .
e Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

£(x) = Quotient + == — g(x) + ——

Diviseur D(x)
e Si lim i) =00U lim % = 0 Alors la droite d’equation y = q(x ) est appelee

x »—oo D(x X >+00
asymptote oblique en —o et en +oo .

4) Position relative d’une courbe ( Cf ) et de son asymptote obligue ( D)_:
Pour déterminer la position relative d’une courbe ( Cf ) et de son asymptote oblique (D), on
etudie le signe de f(x) —y .

e Sif(x)—y >0,alorslacourbe ( Cf) estau dessus de ladroite (D) .

e Sif(x)—y <0,alorslacourbe (Cf) estendessous de ladroite (D).

e Sif(x)—y=0,alorslacourbe (Cf) etladroite ( D) sont confondues.
Seance 3 : Continuité et dérivabilité d’une fonction en un point x,

Activité 1 :
Soit la fonction f definie par :

f(x)= x2—-4
1) Etudier la continuité de f en un point x, = 1:
Consignes 1:
1.1) Détermine 1’ensemble de définition de f
1.2)Calculer (1) et }ciinl f(x)

1.3) Que peut- on dire les résultats obtenus par lim1 fx)etf(1) ?
X —

1.4) f —elle continue en x, =1 ?
2) Etudier la dérivabilité de f en un point x, = 1:
Consignes 2 :
2.1) Calculer f(1) et liml%
X — -

2.2) Si le résultat obtenu par “m1% est un reel donc f est derivable en 1 . La fonction
X = -

f est —elle dérivable en x, = 1 ? Si oui determine f'(1) .
2.3 ) Quelle conclusion peut — on tirer ?
Synthéses générales
I.  Continuité d’une fonction en un point x,:
1) Définition : Soit f une fonction definie sur un intervalle I et x, un reel appartenant

al.
On dit que f est continue en x, si et seulement si f est definie en x, et si la limite
de f(x) quand x tend vers x, est egale a f(x,) .




Une fonction f est continue en x, si et seulement si : f(x,) existe et
lim f(x)=f(xo)=1(Lfini).
X = X
Remarqgue : les fonctions non continues en x, sont les fonctions non définies en
x, et les fonctions n’admettant pas de limite en x .

2) Continuité a gauche — Continuité a droite en un point x,

On dit que f est continue a gauch_e en x, si et seulementsi lim _f(x) = f(x,)
X = Xg

On dit que f est continue a gauche en x, si et seulement si _lim _f(x) = f(xo)
X = Xg

f est continue en x, si et seulement si f est continue a droite et a gauche en x,

RS0 = g T

II.  Dérivabilité d’une fonction en un point x, :

1) Définition : Soit f une fonction definie sur un intervalle ouvert contenant x, .On
dit que f est derivable en x, si et seulement si lim M =l€eR. Cette

X —Xg

X —X

limite est appelée nombre dérive de f en x, et est noté f’ (xo) :

Cest-a-dire lim %= (x")—f(x)—l

X —Xg

Remarque : Toute fonctlon dérivable en un point x, est continue en x, .

2) Dérivabilité a gauche et dérivabilité a droite en un point x, :

e [ estderivable a gauche de x, si et seulement si lim L’:x") = f’g(xo)
X —=Xo~ -

e [ estderivable a gauche de x, si et seulement si lim w = f',(x0)
x -xot — X0

e Si f est derivable & gauche et & droite en x, et si les deux nombres derives

sont egaux alors fest derivable en x, etona:
X =x9~ X = Xo X >xo~ X —Xo

f(x)_ f(xo) — fl(xo)

3) Equation de la tangente au point d’abscisse x, :

L’équation de la tangente a la courbe en un point d’abscisse x, est donne par la

formule :

(T):y = f'(x0)(x — x0) + f(x0)

4) Formules sur les dériveées :

a) Tableau récapitulatif des fonctions dérivées usuelles

Fonction f définie par Fonction dérivée ' définie par
f(x)=a ;a €IR f'(x)=0
fx)=x ff(x)=1
f(x) = ax f'(x)=a
f(x)=ax+b f'(x)=a
fix) = x" f'(x)=nx""1
flx)= ax™ F'(x)=nax""1
f(x)=§ fl(x) = _i
f(x)=% aelR f(x)__iz
=% o= o
_ a . , na
f(x)—x—n caelR }r(x):_W
f(x)=x N
f'(x) e




f(x)=aVx , a€lIR

(%)= =
fx_z\/;

b) Tableau récapitulatif des opérations sur les dérivées

Soit U et V sont deux fonctions dérivables sur un intervalle |

Fonction f définie par Fonction dérivée f’ définie par
f=U+V ff=U+V) =U+V
f=U-V f'=(U=V)=U -V
f=KxU f'=(KxU) =KxU
f=UxV f'=(UxV) =KxU'
f=3 ,_(1),_ U’
. F2\g) ="
= — , a, a
. F=@=-
f:L , (1Y, nl
o f‘(ﬁ) g+
= . a aXU,
f un , aelR f,:(m) :_Un+1
F=1Y , _(Uy\, UXxV-V'xU
Y f‘(V) V2
f= U? f'=(U*) =2xUxU
f= U3 "= (U3) = 3xUxU?
f=un" f'=(U") =n xU' xU""1
f(x)= U , , U
f=(U)= =
f(x)=aJU , a€lIR , , _ax U
f1=(aVl) = — -

5) Sens de variation d’une fonction :
Soit £ une fonction dérivable sur un intervalle I . On retient que les variations d’une fonction
dependent du signe de sa d erivee.
e Sif'(x)>0pourtoutx el ,alorsM x €1, f eststrictement croissante.
e Sif'(x)<O0pourtoutx el ,alorsM x eI, f eststrictement decroissante
e Sif'(x)=0pourtoutx el ,alors\M x €1, f est constante ou stationnaire.
6) Tableau de variation d’une fonction :
Les variations d’une fonction f peuvent etre resumees dans un tableau appelé tableau de
variation de f . Ce tableau comporte les éléments suivants :
Le domaine de définitionde f ( Df) .
Les limites aux bornes du domaine de définition Df.
Les valeurs pour lesquelles la dérivée f’ s’annule
Des fleches indiquant si la fonction monte (croissante) ou descend (décroissante)
montrant les variations de f .
7) Identifier le Maximum et le Minimum d’une fonction :
a) Le Maximum (Sommet) :
Il ya un maximum en x, si la dérivée s’annule en changeant de signe du positif vers le négatif.
e Visuellement : La fleche monte puis descend
().
e f(x) estla valeur maximale.
b) Le Minimum (Creux) :
Il ya un minimum en x, si la derivee s’annule en changeant de signe du négatif vers le positif.

YV VY




e Visuellement : La fleche descend puis monte.
(- ).
e f(x,) estlavaleur minimale .
Si la dérivée s’annule mais ne change pas de signe (par exemple, elle est positive, s’annule,
puis reste positive), il n’ya ni maximum ni minimum a cet endroit, mais un point d’inflexion.
8) Symetrie de la courbe :
a) Centre de symétrie :
Le point I(}) est dit centre de symetrie pour la courbe (Cf) de f si:f(2a —x) + f(x) = 2b
Ou f(—x) = —f(x) estimpaire.
b) Axe de Symétrie :
La droite d’équation x = a est dite axe de symetrie pour la courbe (Cf) de f si:
f(2a—x)=f(x) Ouf(—x) = f(x) est paire.
Remargue :
» Toute fonction paire admet 1’axe (y’0 y) comme axe de symétrie.
> Toute fonction impaire admet le point 0(8) (origine du repére) comme centre de
symétrie.
9) Intersection de la courbe ( Cf)_avec les axes du repere :
Pour déterminer les points d’intersections de la courbe ( Cf ) avec les axes du repére ainsi :
» Avec I’axe des abscisses, on résout 1’équation f(x) =0 .
> Avec I’axe des ordonnées, on calcule £(0)
Séance 3 : Les fonctions économiques

.  Etude des fonctions économigques :

L’¢tude des fonctions économiques permet a une entreprise de modéliser son activité pour
optimiser sa production et maximiser son profit

1) La fonction de Cout : Le cout total de production, noté C(x), depend de la quantité x
d’objets produits.
e Cout Total €;(x) : Somme des couts fixes (loyer, machines) et des couts variables
(matieres premieres, salaires).

Cr(x) = Cy(x) + Cp
e Cout Moyen Cy(x) : Cout par unité produite.

e = T

e Cout Marginal C,,(x) : Cout de la derniére unité produite. En mathématiques, on
I’assimile a la dérivée du cout total.
Cn(x) = C'p(x)
2) La Fonction Recette : La recette totale Ry (x) est le montant d’argent pergu par la
vente des produits. Si le prix de vente unitaire est P , alors :
Rr(x) =PXxx
3) La Fonction Profit ou Bénéfice : Le profit B(x) (ou Bénéfice ) est la différence entre
la recette et le cout total .

B(x) = Rr(x) — Cr(x)
e SiB(x) > 0, I’entreprise réalise un bénéfice.
e SiB(x) <0, ’entreprise est en déficit



1)

2)

3)

1)

e Optimisation : Le profit est maximal lorsque sa dérivée est nulle, soit B'(x) =
0, ce qui revient & dire que le cout Marginal est égal a la Recette Marginale.
Les courbes de référence :
La courbe de cout Total C+(x) : Elle part souvent d’une valeur positive (les couts
fixes) et croit de plus en plus vite a cause de la loi des rendements décroissants.
La courbe de Recette Ry (x): Si le prix de vente est constant, ¢’est une droite passant
par ’origine. Sa pente est égale au prix unitaire.
La courbe de Bénéfice B(x) : Elle représente 1’écart vertical entre la recette et le cout.
Interprétation des points :
Le seuil de Rentabilité (Points d’intersection) :
Graphiquement, le seuil de rentabilité correspond aux points ou la courbe de recette
coupe la courbe de cout (Ry(x) = Cr(x)) .
e Zone de perte : Quand la courbe de cout est au-dessus de la droite de recette.
e Zone de profit : Quand la droite de recette est au-dessus de la courbe de cout.
e Points morts : Les valeurs de x pour lesquelles le benefice est nul ( B(x) =0)

Le profit Maximum (Ecart maximal) :
Le profit est a son maximum la ou 1’écart vertical entre Ry (x) et C;(x) est le plus
grand.

Ein



