Avants - Propos :

Conformément au nouveau programme de mathématiques, Ce présent manuel est le résultat
d’un travail réalisé par un comité d’enseignants du secondaire qui répond au souci du
ministére de 1’éducation nationale pour la mise en ceuvre de ’approche par compétence
(A.P.C) dans les classes de TSECO (Terminale Sciences Economique et Sociale) au Mali et
ayant pour objectif d’uniformisé le niveau des éléves venant des classes antérieures afin de
les offrir les mémes chances dans la poursuite de leurs études universitaires. Il permet en
outre d’harmonisée la pédagogie des mathématiques et de mettre a la disposition des éléves
I’acquisition d’une formation solide.

Chacun des chapitres recouvrant I’ensemble du programme, est composé de 04 parties :

W Situation - Probléme :

Une activité ouverte permettant d’aborder en grande partie les connaissances nouvelles.

W A ctivités préparatoires :
Les activités préparatoires, approches simples des nouvelles notions a partir des
connaissances acquises dans les classes antérieures.

Le cours:

Rien que I’essentiel dans un langage clair et simple avec des demonstrations. Chaque
définition ou théoreme est suivit d’un exemple simple, court, en situation, pouvant servir de
référence et d’aide a la démonstration.

B Exercices et problemes :

- Les exercices : Inédits et ordonnés suivant la progression du cours, ils contribuent a
I’acquisition et a I’assimilation du cours.

- Les problémes : Variés, ce sont des problémes de synthése ou des problémes ouverts
pour aller plus loin dans I’acquisition de vos connaissances sans aller au-dela du
programme en vigueur.

Nous souhaitons donc que I’utilisation de ce livre ne se substitue pas au travail des
professeurs en classe, mais qu’il constitue un support efficace, utile aux éleves pour mieux
comprendre les mathématiques dans toute sa diversité. A cet effet, nous tenons a remercier
les éditions SAMASSA et tous ceux qui voudront bien nous faire part de leurs remarques,
critiques, suggestions ou autres solutions plus élégantes que les miennes, que nous publierons
dans une future edition.

Les auteurs
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Calculs dans R

I- Rappels et compléments des propriétés dans R

1) Ensemble des entiers naturels

L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N ={0,1,2,3,4 ... ... + oo}

NB:
L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N*={1,2,3,4...+0}

2) L’ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs est noté : Z telque:Z ={ - ...—2; 0,1,2,3,4, ...+ o}

NB :

L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté: Z* tel que: Z*= {0 p+1; L+ 00}
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté: Z~ telque:Z ={-c..—2; —1..0}
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z~ tel que :

L'={-00..—2; =1..41; +2;..+ o}

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté :Z 7 tel que :

Z', :{+1; +2; ...+oo}

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté :Z _ tel que :

Z~ ={-o..—2;-1}

3) L’ensemble des nombres rationnels

L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient de deux entiers relatifs.

P *
L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = {5 avecP €Z;q € Z }

4) L’ensemble des nombres réels

Certains nombre comme : V2 ; ~ etm ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux

entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et I’ensemble des nombres irrationnels et
rationnels forment I’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des entiers relatifs est noté : R tel que :
R ={—-c; —V2; 2; —2; 0, 1; 2; VZ; 2, .. + oo},

RETENONS: NcZcQcRR




I1- Puissances entieres — Puissances rationnelles

1) Les puissances entieres
a- Définition

Soita € R et n € N*. On appelle puissance entiére de a ou encore a a la puissance n, le
reel noté par a™ tel que a™ = axaxax......... xa } n fois

b- Opérations sur les puissances entiéres

n n n m n m+n an—an
(axb)"=a™ xb : a™xa*= a X -] ==
b pn
m

a_n =qgmn : a = %n : a—n=in
a a a

. R R |

NB:a®=1 : al=a : a ==

2) Les puissances rationnelles

a- Définition
Soita € R et n € N*. On appelle puissance rationnelle de a ou encore Racine n ieme de a,
1 1

le reel noté par an tel que an = Va.

b- Opérations sur les puissances rationnelles

m n

1 m 1 n =
(an) =an ; (an) =an=a : (an) =a’=1

3) Les radicaux

a- Définition
Soit a un réel positif. On appelle radical de a ou racine carrée de a, le réel noté par va .

b- Opérations sur les radicaux

I SR
En particulier : Va2 = (vVa)’=a.

NB : Si a est positif Va? =a
Si a est négatif Va2 = — a




Sia > 0alors ’équation : x*=a admet deux solutionsx =va ou x=—+a
Exercice d’application

1) Calculer les nombres réels suivants a 1’aide d’une puissance entiére.
143 2\*
_83x5tx 73 (86>< 5%x 7°)? - ((5)3 x (-271) )
T53x75x26 " T | 3345 x4° r T 8

2) Soit @ un nombre entier naturel.
Déterminer I’entier a satisfaisant aux conditions indiquées :

a—4
24+ e=64; 312 = 93 74T 4= 1; 59252125 (79)= 1;—

= 169

3) Ecriver sous forme de puissance rationnelle les expressions suivantes :

11 /—43 x 7 (—23

W;L;wa;wxw

V52

4) Mettre sous forme avh les expressions suivantes :

A=7V20 + 4/20-3V5 ; B=2V54 — 6 + 24 + 3,96
5) Rendre rationnelle le dénominateur des fractions suivantes :

3. 5 . V3 22 A5-1 | 3-v2 | 5-3V2
V77 V3+1'vV5-2"3V5+2 " 2v3+5 ' 2V5-3V7 ' 3\/__2

3++/2

7 20—+/320
6) Onpose : X= - ; Yy =—F—

3+V2 5-2v5

Vérifierque: 4x—y = 0




Proportionnalité

Rapports

1) Définition
Soit a € R et b € R*. On appelle rapport de a sur b ou quotient de a
par b, le réel noté par  tel que : = %.
NB : Si % = g alors les nombres a et b sont appelés les termes du
rapport. La valeur du rapport a sur b est appelé le quotient exact de %.

Exemple:==2 : -2=3 : +=05 : ==025
2 3 2 2

2) Opérations sur les rapports

a _ a,c
E—0—> =0, (#0 ; E+£—ad+Cb bd # 0)
b a=0,(70) » $T 3T Tpa i (
bC_b’(;éO) ) bxd bx ] (bd?‘—'O)
a
a __ aXc E—g E —ax
CXFT T (PO e T X T e (e 0)
1
1 _b 0 a_ 1 b0
% (a;é) ) b_ab 1(a )




3) Rapport de deux grandeurs

a- Rapport de deux grandeurs de méme nature

Définition : Le rapport de deux grandeurs de méme nature est égal au rapport
des nombres qui exprime leur mesure avec une unité commune. La valeur du
rapport est appelé le quotient. Le quotient est un nombre abstrait et
indépendant de 1’unité choisie dans la mesure de deux grandeurs.

110 kg
Exemple :

50 kg
L’unité commune choisie pour la mesure de grandeur est le kilogramme (kg).
Le quotient 2,2 est indépendant du rapport des deux grandeurs car quelque soit
I’unité de mesure choisie, ce quotient reste inchanggé.

= 2,2 est un rapport de deux grandeurs de méme nature.

b- Rapport de deux grandeurs de natures différentes

Définition : Le rapport de deux grandeurs de nature différentes est égal au
rapport des nombres qui exprime leur mesure dépendant des unités choisies dans
la mesure de chacune des deux cas.

500 k
Exemple 1 : = =100 km /h.
20 cahiers . 2ns
Exemple 2 : ————— =4 cahiers /éléves.
5 eléves

c- Rapports égaux

Définition : On appelle rapports égaux, tous rapports dont les quotients sont
égaux.
27 _ 36 _ 45

9 18
Exemple: - = — = — = = =3
3 6 9 12 15




EXERCICES

- Calculer les nombres suivants en mettant les résultats sous la forme d’une fraction

irréductible :

103 13 -1 4
A=-—=-,;, B=—e— C= -3+ ;, D= —5— ; E= =5 ;
2 5 ~3 10 10 3 5,1

4 3
-2, 13 7.3 1.3 4.8
F:é z » G~= 2 53 12 53 7 H= 3 o0
3t3 =3+ S5t s, 1t
2 3 2

- Déterminer les termes du rapport% tel que le rapport %: 6 ;8;0.

- Ecrire le rapport de 17,52 0,25 et a

wIiN
o lu

. 5
- Calculer le quotient de 68,8 par 8 etde g par

. 18
- Deux capitaux ont pour somme 18 000 et pour rapport prg
Quels sont ces deux capitaux C; et C, ?

. ces 9
- Deux capitaux différent de 25 000 F et ont pour rapport " Quels sont ces deux grandeurs ?

: 2
- Trouver deux nombres connaissant leur rapport et leur somme 22 440 F.

| ©

27 . 36 . 45

"6 ' 9 ' 12 ' 15°

- Soit la suite de rapports suivants :
Montrer que ces rapports sont égau

X W

Ecrire le rapport de la distance de Bamako a Kati ( 21 km ), a la distance de Bamako a Ségou
(472 km).

- Ecrire le rapport de la contenance d’un bidon de vin ( 30 ¢l ) a une bouteille de vin (0,75 1) ;
d’un bidon de 114 [ a un tonneau de 228 .
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Ecrire le rapport du poids d’argent fin contenu dans une pi¢ce de 100 F CFA antérieur a 1890,
au poids de cuivre quelle contenait ( poids total : 25 g, poids du cuivre : 2,5 g).

- Ecrire le rapport du poids du franc Guinéen au demi-kilogramme.
Proportions

Activite :
Trois éléves : Ali, Fatim et Sali se partage un héritage de 3.0000.000 FCFA
proportionnellement a, leurs ages. Ils ont respectivement 22 ; 20 et 18 ans.

Détermine la part de chacun d’eux.

Solution
Le partage de I’héritage étant proportionnel aux ages des trois éléves, alors pour déterminer la
part de chacun d’eux j’adopte les étapes suivantes :
- [Etape 1:j’établis un tableau de proportionnalité comme I’indique le tableau ci-dessous :

Ali Fatim

Sali

Age des éléves

Parts d’héritages en FCFA

22 20

18

N\

x k

3 000 000

—

- Etape 2: Je calcule le coefficient de proportionnalité k qui est égale au rapport de

I’héritage sur la somme des ages :

RN

x50 000

Somme des ages : 22 + 20 + 18 = 60, Ainsi k = ———20 =50 000
- Etape 3: Je calcule la part d’héritage de chacun d’eux :
e Pour Aliona:22x50 000 = 1100 000
e Pour Aliona: 20x50 000 = 1 000 000
e Pour Aliona: 18x50 000 = 900 000
- Etape 4 : Je complete la deuxiéme ligne du tableau
Ali Fatim Sali
Age des éléves
Parts d’héritages 22 20 18 60
1100 000 1 000 000 900 000 3000 000

-

11




1) Deéfinition :

Soient deux suites de nombres réelsnonnuls:(a ; b ; ¢ ;....) et
(a'; b ; c;...0).
Onditque (a; b; c;....) et (a'; b"; ¢ ;....) forment une proportion
a b c i
lorsque les rapports.; Sl RPN sont égaux.
b

onnote: —=— = — = ...

a’ br cl

- b :

En particulier : % = . est une proportion.

2 _ 3 4 . .
Exemple:gzﬁ = 1—6.On ditalorsque:2; 8; 3; 12 sont proportionnels.
2) Notation :

Si quatre nombres (a ; b ; ¢ ;d) forment une proportion tel que : % = 2 alors :

- a et d sontappelés les extrémes.
- b et ¢ sontappelés les moyens.

3) Propriétes :

Soienta ; b ; c ;d quatre nombres non nuls. On a les propriétés suivantes :

Pi: % = 2 & axd = b x ¢ (Produit des moyens est égal au produit des extrémes).
a_c a_b a_c a+ c
o= s === . P —= = = )
P,: e c ” (Echange des moyens) P4 e 2+ "
P3: 2== 2== (Echange des extrémes). Ps : 2=2==
b d a b d kd
NB :

Lorsque I’un des nombres est inconnu, alors il est appelé quatriéme proportionnelle aux trois

autres. Si I’on désigne par x cet inconnu, alorson a:

a Cc a c a X X c
-=- ou —-==- ou —== ou —=-=
b «x x d b d b d

12



I-  Proportions particulieres

1) Vitesse moyenne

Activite :
Un motocycliste part de Bamako pour se rendre a Segou.

Trajet Distance parcourue Durée
Bamako — Baguinéda 30 km 3h
Baguinéda — Konobougou 80 km 2h
Konobougou — Fana 40 km 1h
Fana — Ségou 160 km 4 h

a- Compléte le tableau de correspondance suivant :

Durée (en h) 3
Distance (en km) 120 80

b- Justifie que c’est un tableau de proportionnalité. Calcule le coefficient de proportionnalité
qui permet de passer de la premiere ligne a la deuxieme. Ce coefficient est la vitesse
moyenne du motocycliste. Elle est ici exprimée en kilomeétre par heure (km/h).

Définition :
La vitesse moyenne est le quotient de la distance par la durée.
Tableau de proportionnalité

Durée

x vitesse

distance
4'—/

NB : I'unité de la vitesse moyenne dépend des unités de la distance et de la durée.

Eercices
1- Un coureur a pied parcourt 42 km en 3 heures 30 min. Quelle est sa vitesse moyenne
exprimée en km/h ? en m/s ?
2- Un automobiliste roule a 80 km/h pendant 2h 15 min. Quelle distance a-t-il parcourue ?
3- Un avion effectue un vol de 1 200 km a une vitesse moyenne de 800 km/h. quelle est la
durée de ce vol ?

13



2) Débit_moyen

Activite :
Pendant la saison des pluies, on a mesuré la quantité d’eau s’écoulant du fleuve Bafing
pendant 10 secondes. On a trouvé 2 310 000 litres.
Quel est le volume d’eau qui s’écoule en une seconde ?
C’est le débit moyen du fleuve Bafing pendant cette période. Il est ici exprimé en litre par
seconde (L/s).

Définition :
Le débit moyen est le quotient du volume écoulé par la durée.
Tableau de proportionnalité

Durée L
Volume de x Débit
liquide écoulé ¢

NB : I’unité du débit moyen dépend des unités du volume et de la durée.

Exercices
1- Un robinet remplit un seau de 15 litres en 30 secondes. Quelle est le débit moyen de ce
robinet exprimé en L/s ?
2- Le fleuve Djoliba & un débit moyen de 20 m*/s a son embouchure. Quelle quantité d’eau
déverse-t-il dans le lac Woyowayanko en 24 h ?
3- Un reservoir contient 20 000 litres d’eau. Combien de temps doit fonctionner une pompe
qui débite 4 m*/h pour vider ce réservoir ?

14



3) Masse volumique

Activite :

a- Compleéte le tableau de proportionnalité suivant :
Volume (en dm°) 2 2,5
Masse d’huile (en kg) 1,8 13,5

b- Calcule le coefficient de proportionnalité qui permet de passer de la premiere ligne a
la deuxieme ligne. Ce coefficient est la masse volumique de I’huile. Elle est ici
exprimée en kilogrammes par décimétre cube ( kg/dm?).

Définition :

La masse volumique d’un corps est le quotient de la masse d’une certaine quantité de
ce corps par le volume occupé par cette quantité.

Tableau de proportionnalité

\Volume

x Masse
masse —

NB : I'unité de la masse volumique dépend des unités de la masse et du volume.
Exemples de masses volumigues:

Corps Air Essence Laiton Mercure
Masse volumique | 1,3 g/dm® 740 g/dm”® 8,4 g/cm® 1,3 glem®
Eercices
1- Un robinet en fer de 23,7 kg a un volume de 3 dm®. Quelle est la masse volumique de
ce objet ?

2- Une planche de masse volumique 0,85 g/cm® a un volume de 4,25 dm®. Quelle est sa
masse en kg ?

3- On dispose de 3 kg de mercure dont la masse volumique est de 13,6 kg/ dm*. Pourra-t-
on le déverser dans un flacon de 200 mL ? Pourquoi ?

15



4) Echelle

Activité :
La chambre de DEMBELE a la forme d’un pavé droit. Son frére Balla, qui est architecte, I’a
représentée sur un plan. Les dimensions réelles et les dimensions correspondantes sur le plan
sont regroupées dans le tableau suivant :

Longueur Largeur Hauteur
Dimension réelle en m 3,96 2,43 2,16
Dimension sur le plan en 13,2 8,1 7,2
cm

a- Refais un tableau ou les dimensions sur le plan ont la méme unité et justifie que ce
nouveau tableau est un tableau de proportionnalité.

b- Quel est le coefficient de proportionnalité qui permet de passer des dimensions réelles
aux dimensions sur le plan ? Ecris ce nombre sous forme d’une fraction de
numeérateur 1.

Définition :

L’échelle d’une carte est le quotient d’une distance sur cette carte par la distance réelle
correspondante.

Tableau de proportionnalité

Distance réelle

x Echelle

Distance sur la carte

f/

NB : Une échelle est généralement exprimée par une fraction.

Eercices
1- Kady a représenté par un trait de 8,5 cm une tige métallique de 4,25 m.

A-t-elle raison, elle a dit que son dessin est a I’échelle de 1/50 ? Justifie ta réponse.

2- La piste d’atterrissage de Bamako - Sénou mesure 1 850 m. Quelle est sa longueur en cm
sur une carte a 1’échelle 1/50 000 ?

3- Sur une carte du Mali a 1’échelle 1/250 000, DEMBELE a mesuré la distance entre
Bamako et Koutiala ; il a trouvé 12 cm. Quelle est, en km, la distance réelle entre ces deux
villes ?

16



II- Grandeurs proportionnelles

1) Grandeurs directement proportionnelles

Définition :
Soient deux grandeurs X et Y tel, que :
X=X1; Xo 5 X35 .ennn. x;i et Y=y ¥ V3., Vi

Deux grandeurs X et Y sont dites directement proportionnelles si elles possedent le
caractere de liaison des valeurs de I’une aux valeurs correspondantes de 1’autre par

une méme fraction linéaire. Elle est donnée par la formule :
X1 _ N X3 _ V3 Xi Yi

== =ky; — == =k ;... — == = k,.
X2 Y2 ! X1 V1 2 Xj YVj "
ki; ky;..... k, estappelé coefficient de proportionnalité.
. Xi i . . A
NB : Si x—‘ = % , alors on peut permuter (intervertir) les moyens ou les extrémes
j j

afin d’obtenir les écritures suivantes :

Xi g Xi X

Zo% o B o2 (Echange des moyens).
xXj Yj Yi JYj

X: g y g A

o % o I = Y (Echange des extrémes).
Xj Yj Xj X

On peut multiplier ou divisé tous les membres d’une proportion par une méme
constante sans modifié le résultat de la répartition.

Exemple :

Trois objets x; y et z ont pour mesure 78 cm. Elles sont directement proportionnelles aux
nombres:5; 8 et 13.

Calculer la longueur des objets x; y et z .

X
x
5

© IR

Solution
X y X+ y+ z 78 cm
+ vy +z=78cm et === =Z = = =3cm
5 8 13 5+ 8+ 13 26

3 alors x=3x5 = 15

3 alors y=3x8 = 24

Z =3 alors z=3x13 = 39
13

17



2) Grandeurs inversement proportionnelles

Définition :

Deux grandeurs X et Y sont inversement proportionnels si elles possedent le
caractere de liaison des valeurs de I’une aux valeurs correspondantes de 1’autre par
une méme fraction. Elle est donnée par la formule :

Y:% (aveca€ R et X+#0)
NB : Si:deuxsuites(a; b; c) et (d; e; f)sontinversement
: . 1 1 1 .
proportionnelles alors les suites (a ; b ; c¢) et (E ;g ;};)sontdlrectement
. . a b c
proportionnelles c'est-a-dire:— = — =1 =k (avec #0; e #0; f #0).
d e f

On peut multiplier ou divisé tous les membres d’une proportion par une méme
constante sans modifié le résultat de la répartition.

Exemple :
Trouver trois nombres : x; y et z sachant qu’ils sont inversement proportionnels a :

1 2 4
> ; 3 et Pt D’autre part,ona:5a + b — 2¢ =376
Solution
a a a a b c
T=T-T9; 3%
iz 4 2 2
2 3 5
5a _ b _ —2c _ 5a+ b-2c _ 752
AT 3 —T10 ~ 3 10 — o
10 = - 2 _ == 9
2 4 10+ 2 4
5a 752 3760 _ 752
— = — alors 45a=3760 et a= —=—
10 9 45
b 752 188
5 = — alors b=—
= 9 3
2

18



470
alors c= ——

9

EXERCICES

Coefficient de portionnalité et quatrieme proportionnelle.

Dans chaque question et pour chacune des colonnes des tableaux, déterminer la valeur exacte
du coefficient de proportionnalité permettant de passer de la premiere ligne a la deuxieme

ligne :
a_

5,2

42

2,2

33,8

26

14,3

19,5

Coefficients

- Déterminer dans les tableaux ci-dessous la quatrieme proportionnelle x :

&3 5
X 1,4

© | 4 x
1,2 0,6

- Répondre si possible aux questions suivantes :
a- Pour confectionner un cocktail, Ali a besoin de 1,5 [ de jus d’orange pour 6 personnes.

Combien de litres de jus d’orange doit-il confectionner s’il souhaite préparer ce méme

b-

21 X
3 5
5 14
21 X

cocktail pour 10 personnes ?
b- En révisant pendant 3 heures son cours de mathématique, Idrissa a progressé de 5 points.
De combien de points augmentera t-il sa note, s’il révise le prochain cours pendant 5

heures ?

C_

b_
52 | 42| 22 3
338| 26 |14.3 (195
Coefficients
5
7 2 d- | x >
5 X S S
2 2
x 0,3 h-
15 5
6,4 | 03 14 7
X 3
2

c- Un professeur de mathématique a remarqué qu’il lui fallait 22 min pour corriger 4 copies
d’éléves. Combien de temps, en gardant cette allure lui faudra t-il pour corriger une classe
de 26 éléeves ?
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Grandeurs directement proportionnelles

- On dresse la liste suivante des grandeurs A directement proportionnelles des grandeurs B.

. e epe - mesure de A mesure de B
Indiquer la signification du rapport: ——— et durapport ——— .
mesure de B mesure de A
Grandeur A Grandeur B mesure de A mesure de B
mesure de B mesure de A
Prix d’une marchandise Poids de cette Ex : Prix en F de 1 kg. Poids qui colte 1 F.
en franc. marchandise en kg.
Longueur d’une Rayon.
circonférence.
Commission d’un 1/100 du prix de vente.
vendeur.
Prix de vente Prix de revient.

B8 On achéte 21 1 d*huile a 35 000 F 2 Combien couterons 17 1 2

- Sur une vente de 25 700 F, un placier a recu une commission de 771 F. Quelle commission
recevra t-il sur une vente de 98 350 F ?

- Les frais de transport de 250 t de pommes de terre se sont élevés a 6 275 F. A combien
s’éleveraient dans les mémes conditions les frais de transport de 145t ?

- 24 m de tissus coltent 1 328,4 F. Combien co(itent 6,5 m du méme tissus ?

Sur un objet ayant colté 1 250 F, un commercant fait un bénéfice de 387,5. Quel bénéfice
réaliserait-il dans les mémes conditions sur un objet acheté a 1 800 F ?

- Pour fabriquer 12 chaises, on a utilisé 374,4 F de matiere premiére. Combien dépensera-t-on
pour se procurer les matiéres premiéres nécessaires pour 33 chaises identiques aux
précédents ?

Le salaire total de 3 ouvriers travaillant ensemble s’éléve a 650 F pour 5 jours de travail. Le
premier gagne 44 F par jour, le deuxieme 300 F par semaine de 6 jours de travail. Quel est le
gain du troisieme pour 28 jours de travail ? ( x3)

Des marchandises importées reviennent sans les droits de douane a 7 500 F pour 6 t, on sait
d’autre part que sur 2 700 kg les droits de douane s’éléevent a 9 180 F. Quel est le prix total
payé pour 36 900 kg de ces marchandises ?
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Grandeurs inversement proportionnelles

Un patron veut répartir a part égale une certaine somme, a titre de gratification, entre des
employés : s’il en fait bénéficier 7 employés, chacun recevra 1 242 F. Quel serait la part de
chacun s’il y avait 9 bénéficiaires ?

- Avec un pot de peinture, on peut peindre un panneau rectangulaire de 2,4 m de long et 0,72 m
de large. Quelle serait la longueur du panneau qu’on pourrait recouvrir avec le méme pot, si la
largeur était de 1,08 m ?

- 15 ouvriers peuvent faire un travail en 8 heures. Combien faut-il a 12 ouvriers pour exécuter
le méme travail ?

Avec une certaine quantité de graine, on peut ensemencer un champ rectangulaire de 30 m de
large sur 100 m de long. Quelle est la longueur d’un champ rectangulaire de 25 m de large
qu’on pourrait ensemencer avec la méme quantité de graine ?

Un entrepreneur peut avec une certaine somme, payer 35 ouvriers, ayant travaillé 1a heures
par jour, pendant 12 jours. Combien, avec le tiers de cette somme, pourrait-il payer d’ouvriers
ayant travaillé 7 heures par jour, pendant 5 jours ?

Une personne calcule que, si elle vit a I’hotel elle dépensera en 6 jours autant que chez elle en
16 jours. Elle est obligée de vivre régulierement 1 jour a 1’hotel pour 3 jours chez elle. En
combien de temps dépensera-t-elle ainsi autant qu’en 272 jours chez elle ?

12 radiateurs électriques de 3 kw fonctionnant 8 h par jour pendant 15 jours ont dépensé 864
F. Pendant combien de jours ont fonctionné, a raison de 10 heures par jour, 15 radiateurs de
2 kw qui ont dépensé 1 080 F ?

- Un industriel posséde un stock de charbon qui lui permet de d’alimenter 10 chaudiéres
identiques pendant 20 jours. Apres 8 jours de fonctionnement, il est avisé qu’il ne sera
réapprovisionné que 24 jours aprés. Combien de chaudiéres doit-il arréter s’il veut faire
fonctionner les autres, régulierement pendant ces 24 heures ?

- Un fabricant estime qu’en faisant travailler 15 ouvriers 10 heures par jour pendant 12 jours il
pourra executer une commande. En fait, la durée du travail quotidien est bien de 10 heures
pendant les 4 premiers jours mais doit étre réduite ensuite a 7 h 3a mn. Combien faudra-t-il de
jours pour exécuter la commande ? Combien de jours aurait-il fallu s’il avait disposé
régulierement de 20 ouvriers travaillant 9 heures par jour ?
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I11- Partages proportionnelles

1) Partages simples

Définition : un partage est dit simple lorsqu’il est effectué selon un seul critére.
Ainsi les partages simples ce subdivises en deux catégories : les partages directement
proportionnel et les partages inversement proportionnels.

a- Partages directement proportionnelles

Définition : lesnombres: x; y; z et a; b; c formentun partage directement
proportionnel s’ils forment une suite de rapports égaux :

lasuite (x ; y ; z ) formentun partage directement proportionnel avec la suite

. .. . X y z x+y+ 2z _

(a; b; c) sionpeutlesécrire de la facon suivante : = = = === ————=
a b ¢ a+b+c

D’ou les égalités suivantes :
. X
- SIZZ = k alors x = ka.

- Si:= =k alors y=kb.

SR

- Si:%z k alors z = kc.

Exemples :

Exemple 1 : Kady partage la somme de 66 000 F CFA entre ses trois enfants directement
proportionnelle a leur age respectivement égalea: 10ans ; 7ans et5 ans.
Quelle est la part de chaque enfant ?

Exemple 2 : Un héritage de 190 000 F CFA doit étre partagé entre trois fréres directement
proportionnel a leur &ge : 7 ans ; 3 ans et 9 ans.
Calculer la part des trois freres.

Solutions

Solution 1:soitx; y et z lapartde chacun des enfants tel que :

x z xX+y+ z 66 000
A P A ALy =3000

10 7 L5 10+ 7+5 Y

- Si:1=-=3000 alors x = 30000.

- Si: % = 3000 alors y=21000.
- Si: g = 3000 alors z=15000.
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Solution 2:soitx; y et z lapartde chacun des freres tel que :

_ Y z_x+y+z_ 19000
T3 9 743409 19

3 9
- Si:=—=10000 alors x =70000.

N R

=10000

N R

- Si: 10 000 alors y =30000.

- Si:==10000 alors z=90000.

OIN W<

b- Partages inversement proportionnelles

Définition : lesnombres: x; y; z et a; b; c formentun partage inversement
proportionnel s’ils forment une suite de rapports égaux :
lasuite (x ; y ; z ) forment un partage directement proportionnel avec la suite

(1.1.1
a’ b’ ¢

N———

si on peut les écrire de la fagon suivante :

X y zZ xX+y+ z
T = =37 =17—5—7 =k (avecd #0; e #0; f£0).
a b» ¢ atptce

D’ou les égalités suivantes :

. X k
- Si: 7=k alors x =-.
- a
a
y k
- Si: T =k alors y =5
b
z k
- Si: 7 =k alors z=-.
Cc

Exemples :

Exemple 1 : Mr DEMBELE partage la somme de 32 000 F CFA entre ses trois enfants
inversement proportionnelle a leur age respectivement égalea: 2ans ; 10ans et5ans.
Quelle est la part de chaque enfant ?

Exemple 2 : Un pére partage son patrimoine d’une valeur de 68 000 000 F CFA entre ses
trois enfants inversement proportionnel a leur age : 3ans ; 4ans et 8 ans.
Calculer la part des trois freres.
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Solutions

Solution 1:Soitx; y et z lapartde chacun des enfants tel que :

X _ Y _z _ x+y+z _ 32000 32000
T- T ~T -1 1 _ 1-T_1 1= =400
2 10 5 2 10 5 2 10 5 5
. X 40 000
- Si: T =40000 alors x = = 20000
2
.Y 40000 _
- Si: = =40000 alors y= o - 4000
10
zZ
- Sit T =40000 alors z == =8000
5

Solution 2:Soitx; y et z lapartde chacun des enfants tel que :

x _y _z _Xx+y+2z 68000000 68000000
T-T-T 1T 1, 1-T_ 1 1 - 17 - 9000000
3 4 8 3 4 8 3 4 8 24

X
_Si: 2 = 96000000 alors x = =222 = 35 000 000

3
- Sii 3 =96000000 alors y=22%%% = 24000 000

p

Z
- Si: = = 96000000 alors  z =222 = 12000 000

3
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2) Partages composés ou Partages complexes

Définition : un partage est dit composé lorsqu’il est effectué selon deux criteres a savoir :
Le critére de partage directement proportionnel et le critere de partage inversement

proportionnel. Onditque (x ; y ; z) estdirectement proportionnela (a ; b; c) ;
inversement proportionnela (a’ ; b’ ; ¢') ; directement proportionnel a
(d"; b"; ") ; inversement proportionnela (a'’ ; b ; ¢""") ...etc.si:

(x; y; z)eEstdirectement proportionnel a :

1 1 1 1 1 1
(axEXa”xW ; bX;Xb”Xbm ; cX;XC”XF) ........ etc.

Aveca' #0; b'+0; ¢ #0 ; a""#0; b"#0; " #0
Exemples :

Exemple 1 : Un directeur est chargé de partagé la somme de 1 960 000 F CFA entre ses trois
employés : Ali ; Moussa et Bakary. Le partage se fait proportionnellement a leur salaire
respectivement égale a : 24 000 ; 20 000 ; 18 000 et inversement proportionnelle au retard
accusé part les trois employés dans le mois : 4 jours ; 2 jours et 5 jours.

Quelle est la part de chaque employé ?

Exemple 2 : une teinturiere achéte a 21 000 F CFA du tissu Bazin. Au moment de la teinture,

elle constate que - du Bazin est inutilisable. Alors elle décide de divisée le reste en 3

coupons inversement proportionnel a: 3; 4 et 6.
Calculer la longueur de chaque coupon.
Solutions

Solution 1 : Calculons la part de chacun des employés :
Soitx ; yet zlapartde Ali; Moussa et Bakary tel que :

x _y _ z X+ y+z _ 1960 000

_ _ _ = = 100
24 000 20000 18 000 24 000 20000 18 000 19600
4 2 5 4 2 5
- SiT —— =100 alors x = 6 000 000
60 000
- Si: —2— =100 alors y = 1000 000
10 000
- SiT —— =100 alors  z = 360 000
3600
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Solution_2 : Calculons la longueur de chaque coupon :

21000

La partie inutilisable est : =3 000.

Le restant est : 21 000 — 3 000 = 18 000

Soitx; y et z lalongueur de chaque coupon tel que si le partage se fait inversement
proportionnellementa3 ; 4 et 6ona:

x _ Yy _z _x+y+z _ 18000
T—T—T—1+1+1— 54 = 24000
3 4 6 374 6 72
x 24000
- Si: T =24000 alors x = = 8000
3
y 24000
- Si: T = 24000 alors y = = 6000
4
.z 24000
- Si: T =24000 alors z = = 4000
6

Partages erronés

Un partage est dit erroné lorsqu’il s’effectue en commettant une ou des erreurs.

Exemples :

Exemple 1 : Un pere de famille veut partager son héritage H entre ces trois enfants
directement proportionnel a leur age : 15 ans; 14 ans et 9 ans et inversement proportionnel
aux rangs de leur mére : 3; 2 et 3. En ne tenant pas compte de la deuxiéme condition, il fait
une erreur. Il décide ainsi de faire un partage directement proportionnel aux rangs de leur
meére. Le deuxieme enfant atteste avoir perdu une somme de 560 000 F apres ce partage.
Trouver le montant de 1’héritage H du pere et faite correctement le partage.

Exemple 2 : Un employé est chargé de partager une prime P entre trois contremaitres,
proportionnellement a leurs salaires annuels : 42 000 F ; 35000 F; 28 000 F,
proportionnellement a leurs années de service : 7; 5; 3 et inversement proportionnel a
leurs retards dans I’année : 2 ; 4 et 5. L’employ¢ fait une erreur et ne tient pas compte de la
derniére condition. Le deuxiéme touche alors 352,5 F de moins qu’il aurait dG toucher.
Quelle était la prime P a partager ?
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Solutions

Solutionl : Soient x; y et z les partages respectifs tel que :

(x; y; z)DP(14;15; 9) DP(3;2;3) =>(x; y; z) DP(45; 28 ; 27)

. X A 45A
- Sj; —=—— alors x =—
45 100 100
.y A 28A
- Si: — = — alors y=—
28 100 100
. z A 27A
- Si; — = — alors z=—
27 100 100

Partage sans erreur
Soienta; b et c les nouvelles parts respectives tel que :
(a; b; c)DP(14;15; 9) IP(3;2;3) =>

(a;b;c)DP(14;15;9)DP(§;%;§)=>(a;b;C)DP(5;7;3):>

a_b_c_A4
5 7 3 15
.oa A A
L osi = == alors q =22 =2X3000000 _ 4 4y4 599 F
5 15 15 15
. b A
. oSic = == alors b =2 =7X3000000 _ 4 445000 F
7 15 15 15
. A A
. oSic - == alors ¢ =22 =3X3000000 _ g44 44q
15 15 15
La part du 2°™ =560 000 F
b +y =560 000 F
A A A — A
A _ 2B 560000 F=> 2202~ *204 _ 56 000 F => 280A = 1500 X560 000 F
15 100 1500
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=> 280A = 3 000 000 => A =3 000 000.

Solution? :

o : : 42Xx7 _ 35x5 . 28%3
Le partage devait étre fait proportionnellement aux nombres : T 5

Les nombres proportionnels peuvent étre divisés par 7, puis simplifié : 10,5; 12,5; 2,4.

. - . ) 12,5 _ 125 .
Le deuxiéme contremaitre devait recevoir : = — de la prime.
10,5+ 12,5 + 2,4 254

Le partage erroné est effectué proportionnellementa: 42 x 7=294; 35x5=175;
28 x 3 =84,

175 _ 175 25 .
=— ou — delaprime.
294+ 175+ 84 553 79

Le deuxiéme contremaitre regoit ainsi :

125 25 _ 3525

La perte subieest: — —— =
254 79 20066

de la prime.

352,5
Cette perte étant 352,5 F, alors la prime s’éléve a: —3g35— =2 006,6 F.

20 066

On calculera aisément la part de chacun.
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EXERCICES

Partages directement proportionnelles.

- Une personne décide de partager une somme de 208 000 F entre trois personnes
proportionnellement au nombre : 2 ; 3; 4. Calculer la part de chacune d’elle.

- Trois personnes ont fondées une société de fabrique de glace :
- Lapremiére personne a misée la somme de 500 000 F.

- Ladeuxieme personne a misée la somme de 600 000 F.
- Latroisiéme personne a misée la somme de 800 000 F.

Elles doivent se partager un bénéfice de 1 99 500 F proportionnellement aux mises.
Quelle est la part qui revient a chacun des actionnaires ?

Trois commercants se sont groupés pour faire transporter sur un méme parcours des
marchandises de méme nature.

IIs repartissent le transport qui s’éléve a 676 000 F proportionnellement aux poids des
marchandises transportées par chacun d’eux, a savoir : 2500 kg ; 6 000 kg et 4 500 kg.
Quelle est la somme a donner pour chaque commercant ?

Un industriel emploi trois entrepreneurs. lls veulent chacun exécuté un méme travail.

Pour les encouragés a travailler rapidement, industriel décide de partager entre eux un bonus
de 8 520 000 F, inversement proportionnelle aux nombre d’heures de travail qu’il aura fallu a
chacun pour effectuer sa tache.

- Le premier entrepreneur a mis 63 heures.

- Le deuxieme entrepreneur a mis 72 heures.
- Le premier entrepreneur a mis 80 heures.

Quel est le bonus attribué a chacun des trois entrepreneurs ?

- Kady partage la somme de 66 000 F CFA entre ses trois enfants directement proportionnelle a
leur age respectivement égalea: 10ans ; 7 ans et5ans.
Quelle est la part de chaque enfant ?

- Un héritage de 190 000 F CFA doit étre partagé entre trois fréres directement proportionnel a
leurage:7ans ; 3ans et9ans.
Calculer la part des trois freres.

- Trois contremaitres des équipes d’ouvriers : la premiere comprend 10 ouvriers, la deuxieme
18, la troisieme 22. Le caissier de I’entreprise leur remet une somme totale de 9 600 F pour
payer les salaires. Répartir cette somme entre les trois contremaitres proportionnellement aux
nombres des ouvriers qu’ils dirigent.
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- A 8 heures, un camion part d’une ville A et se dirige vers une ville B distant de 180 km. A la

A : : : 5 ,
méme heure, une automobile part de B vers A. la vitesse du camion est les - de I’automobile.

A quelle distance de A aura lieu le croisement des deux vehicules ? La rencontre ayant lieu a
9 h 4a mn. Quelle sont leur vitesse horaires ?

Trois associés ont engagé dans une affaire des capitaux : le premier 400 000 F pendant 3 ans,
le deuxieme 250 000 f pendant 4 ans, le troisiéme 600 000 F pendant 18 mois.

Partager un bénéfice de 220 100 F proportionnellement aux capitaux engagés et aux durées de
leurs participations.

- Un banquier, voulant récompenser le travail exceptionnel de trois employés, décide de leur
accorder une gratification proportionnellement a leur année de service, respectivement 14 ;
12 et 10 ans. Les parts ont été calculées par erreur sur q12 ; 10 et 8 ans, et I’'un des employés
se trouve, apres rectification du décompte, recevoirlQ F de plus qu’on ne 1’avait prévu par le
calcule erroné. On demande quelle était la somme globale a distribuer et quelle part est
revenue a chacun des employes.

- Des locataires d’un méme immeuble ont décidé de faire installer a leurs frais un ascenseur.
Repartir le montant des frais 350 000 F proportionnellement aux loyers, sachant que 3
locataires paient chacun un loyer 1 000 F, que 5 locataires paient chacun un loyer de 800 F et
que 6 locataires paient chacun un loyer de 500 F.

- Un industriel partage une gratification entre quatre collaborateurs proportionnellement a leurs
émoluments annuels : 30 000 F; 24 000 F; 16 000 F. La part du premier s’éléve a 390 F.
Calculer le montant total de la somme partagée et de la gratification recue par chaque
ingénieur.

2 :
- Dans un grand magasin le rayon de fourrures a fait un chiffre d’affaires égal aux o chiffre
. . , 3 :
total, le rayon de confection pour hommes un chiffre égal aux I du chiffre total et le rayon

: . 7 .
de confection pour dames un chiffre aux 20 du chiffre total.

On sait que les chefs de ces rayons ont recu des appointements dont le total s’¢léve a
83070 F.

Quelle est la somme recue par chacun si ses appointements sont proportionnels au chiffre
d’affaires de son rayon ?
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Partages inversement proportionnelles.

Mr DEMBELE partage la somme de 45 000 F CFA entre ses trois enfants inversement
proportionnelle & leur &ge respectivement égalea: 7ans ; 9ans et 12 ans.
Quelle est la part de chaque enfant ?

- Un pére partage son patrimoine d’une valeur de 99 000 000 F CFA entre ses trois enfants
inversement proportionnel a leur 4ge : 8 ans ; 7 ans et 15 ans.
Calculer la part des trois freres.

- Répartir une gratification de 16 770 F entre trois employés, inversement proportionnellement
aux nombres de leurs jours d’absence dans 1’année : 2 jours ; 3 jours et 4 jours.

- Un pére veut partager un capital de 360 000 F CFA entre ses trois enfants en raison
inverse de leur age. lls ont respectivement 3 ans ;5 ans et 10 ans.
Calculer la part des trois freres.

- Un marchant achete une piece de 180 m de tissu. Au moment de la mettre en vente, il
s’apergoit qu’une partie de la piéce représentant les 5 de sa longueur est detériorée. Il divise

le reste en trois coupons dont les longueurs sont inversement proportionnellesa 2 ; 4 et7.
Quelle est la longueur de chaque coupon ?

Partages composés ou complexes.

Un directeur est chargé de partagé la somme de 1 960 000 F CFA entre ses trois employés :
Ali ; Moussa et Bakary. Le partage se fait proportionnellement a leur salaire respectivement
égale a: 24 000 ; 20 000 ; 18 000 et inversement proportionnelle au retard accuseé part les
trois employés dans le mois : 4 jours ; 2 jours et 5 jours.

Quelle est la part de chaque employé ?

- Une teinturiére achéte a 21 000 F CFA du tissu Bazin. Au moment de la teinture, elle constate
que - du Bazin est inutilisable. Alors elle décide de divisée le reste en 3 coupons

inversement proportionnel a: 3; 4 et 6.
Calculer la longueur de chaque coupon.

- Un chef d’entreprise décide de repartir une part de ses bénéfices entre trois de ses principaux
employés Ali est au 3°™ échelon, Madou au 4™, Idrissa au 6™. Idrissa qui avait calculé la
somme lui revenant recoit 280 F de moins qu’il n’avait prévu. Cela provient de ce que le
partage a été fait en parties inversement proportionnelles aux échelons alors que Idrissa avait
calculé des parts proportionnelles aux échelons.
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Quelle était la somme a répartir ?

Pourcentages

Activité

A T’occasion de la féte de Tabaski, un commercant fait une remise sur les articles de sa
boutique. Il affiche sur sa vitrine le tableau du prix (en F CFA) suivant :

Ancien prix

7800

12 600

32 800

Remise

780

1260

3280

a- Justifie que ce tableau est un tableau de proportionnalité.
b- Quel est le coefficient de proportionnalité qui permet de passer des anciens prix aux

remises ?

c- Ecris ce nombre sous forme d’une fraction ayant pour dénominateur : 100.

Définition :

Le pourcentage est une proportion que présente une grandeur dans une autre ou la

variation d’une grandeur par rapport a une autre.

D’une maniére générale, on dit que le nombre a représente x pourcent du nombre
o 0rg X
b signifieque : a=—

N . X
Le pourcentage d’un nombre a par rapport a un nombre b est le quotient : Too"

On le note : x%

I- Pourcentages directes

100

ou

X b.

X
— ou 0,0x
100

1) Tant pour cent - Tant pour mille

On rappel que pour indiquer une commission ; une taxe ; un bénéfice ; une perte ; ect ..

on en fixe le montant pour une somme de 100 F ou de 1 000 F.

Exemple 1 : Un vendeur recoit une commission de 5 pour cent. Alors on écrit : le vendeur
recoit 5 % c'est-a-dire il regoit 5 F chaque fois qu’il fait une vente de 100 F.

Par conséquent :

- Il regoit 10 F s’il fait une vente de 200 F.

- Il regoit 15 F s’il fait une vente de 300 F ; ainsi de suite

Exemple 2 : un intermédiaire pergoit un courtage de 4,5 pour mille. Alors on écrit :
I’intermédiaire pergoit 4,5 %o c'est-a-dire il percoit 4,5 F pour une négociation de 1000 F.

Par conséquent :
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- Il pergoit 9 F s’il fait une négociation de 2000 F.
- Il recoit 13,50 F s’il fait une négociation de 3000 F; ainsi de suite........

2) Calculs d’une taxe

Exemple : la vente d’une robe est frappée d’une taxe de 26 % sur le prix de vente. Calculer
cette taxe pour un prix de 14 250 F.
. Solution
1" Méthode

Calculons le coefficient de proportionnalite :

20 - : "
Une taxe de 20 % donne : Too = 0,20. Alors le coefficient de proportionnalité est k = 0,20.

D’ou le montant de la taxe est : 14 250xk = 14 250%0,20 = 2850
2°™ Méthode

Utilisons la proportionnalité directe pour calculer la quatrieme proportionnelle x :

Taxes | prix
20 100
b 14 250
. 5 5
Proportion : L 14250 =>x= 14250%20 = 2850
20 100 100

3) Calculs de pourcentage

Pour calculer le pourcentage d’une grandeur par rapport a une autre grandeur, on fait le
rapport des deux grandeurs et on multiplie le résultat obtenu par 100 ( pour I’expression en
tant pour 100 ) et par 1000 ( pour I’expression en pour 1000 ).

Exemplel: un transporteur constate qu’il a réalisé un chiffre d’affaire annuel de 12 000 000 F
et que ses frais généraux se chiffrent a 2 450 600 F.
Quel pourcentage du chiffre d’affaires représente les frais généraux ?

Exemple2: Au baccalauréat 2013, les candidats étaient au nombre de 15 000 000 pour une
admission de 9 000 000 éléves.
Quel est le taux d’admission de cette année ?

Solutions
Solution1 :
Le pourcentage du chiffre d’affaires que représente les frais généraux est donné par la
. . x 2450600 2 450 600 X100
Proportion suivante: — = ———— =>x= —— = 20,42 % ou 204,2 %o.
100 12000 000 12 000 000

Le pourcentage correspondant donc est : 20,42 % .

Solution2 :

Le pourcentage du taux d’admission au baccalauréat 2013 est donné par la
. . x 9000 000 9000 000 X100 _
Proportion suivante: — = ———— =>x= ——— =60 %.

100 15000 000 15 000 000

Le pourcentage correspondant donc au taux d’admission est : 60 % .

33




4) Calculs de nombre initial

Un rabais de 6 % sur une facture s’est élevé a 843 F. quel est le montant initial de la facture ?

Solution

. . 843 X100
Le montant initial de la facture est donné par : x = Tx =14 050 F.

5) Pourcentages additifs ou Pourcentages a_ajouter

Définition : Un Pourcentage est dit additif ou est appelé Pourcentage a ajouter s‘il peut
s’exprimer sous la forme ( 100 + x ) % ou x est le pourcentage a ajouter au montant
initial.

Exemple : Pour expédier une marchandise achetée a 2 540 F, on paye 7,5 % du prix
d’achat. Quel serra le cotit de cette marchandise lorsqu’elle arrivera a destination ?

Solution
1" Méthode

Calculons le cot de cette marchandise :

. 2540 X7,5
- Frais de transport : T:; =1905F.

- Co0t de la marchandise : 2540 + 190,5 = 2730,5 F.

2'°me Méthode

Utilisons la proportionnalité directe pour calculer la quatrieme proportionnelle x :

. 100 107,5 2540%107,5
Proportion : —— = =>x= ——=27305F.
2540 x 100

Dans la deuxieme méthode, pour déterminer le codt de la marchandise, on a multiplié le prix
par 107,5 % c'est-a-dire (100 + 7,5) % soit 1,075.

Remargue :
- Ajouter 7,5 % équivaut a prendre 107,5 % , donc multiplié le montant par 1,075.

- Ajouter x % équivaut a prendre (100 + x) %
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6) Pourcentages soustractifs_ou Pourcentages a retrancher

Définition : Un Pourcentage est dit soustractifs ou est appelé Pourcentage a retrancher
s‘il peut s’exprimer sous la forme ( 100 — x ) % ou x est le pourcentage a soustraire au
montant initial.

Exemple : Un objet supporte 5 % de taxe du prix de vente de 7 320 F. Quel serra le prix de
vente des taxes déduites ?

Solution

1" Méthode (utilisation du coefficient de proportionnalité)

Calculons :
7320 X5

- Montant de la taxe : =366 F.

- le prix de vente des taxes déduites : 7320 — 366 = 6954 F.

2"°M Méthode (utilisation de la proportionnalité directe)

. 100 95 7320X95
Proportion : —— = — =>x= —— = 6954 F.
7320  x 100

Dans la deuxiéme methode, pour déterminer le montant du prix de vente des taxes déduites,
. 95 o :

on a multiplié le montant 7320 par Too c'est-a-dire (100 — 5) % soit 95%.

Remarqgue :

- Retrancher 5 % équivaut a conserver 95 % , donc ( 100 — 5) % multiplié par 0,95.
- Retrancher x % équivaut a conserver (100 — x ) %

7) Pourcentages par tranches

Définition : Les pourcentages par tranches sont des pourcentages relatifs aux calculs d’un
montant par intervalles de classe. Le tant pour cent ou ( le tant pour mille ) varie le plus
souvent d’une classe a une autre. On peut dire également que les pourcentages par tranches
sont des pourcentages qui sont appliqués sur un intervalle de valeur comprise entre deux
bornes. Comme on ne peut pas appliquer a toutes les valeurs a la fois, on se sert des valeurs de
tranche : ( VT = borne supérieur — borne inférieure ).

Soit un intervalle ouvert | a ; b [ de classe en % . Le calcul de x % se fait sur la différence

des bornes : c'est-a-dire la différence de la borne inférieur b et de la borne supérieur a
(b-a).

, (b—- a)xc
Alors le montant de la tranche est donne par ;: —— .

100
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Exemple

Le directeur commercial de 1’entreprise DEMBELE rejoint annuellement une commission sur
le chiffre d’affaire ainsi calculé :
- De 0 a 1000000, on aune commission de 0%.

- De 1000000 & 2000000, onaune commission de 2%.
- De 2000000 a 4000000, onaunecommissionde 3%.
- De 4000000 et plus, onaune commissionde 4%.
a- Calculer ses appointements pour les chiffres d’affaires suivantes :
2 650 000 F CFA et 5 800 000 F CFA.
b- Déterminer le chiffre d’affaire correspondant a la commission 56 000 F CFA.

Solution
a- Calculons les appointements:

Pour le chiffre d’affaire de 2 650 000 F CFA,on a :

De 0 a 1000000,0na:0
(2000000 - 1000000 )x2

De 1000000 & 2000 000, ona: 100 = 20000
2650 000 — 2000 000 )x3

De 2000000 a 2650000, 0na: ( 150 LN 19 500

Total =20 000 + 19 500 = 39500

Pour le chiffre d’affaire de 5 800 000 F CFA, ona :

De 0 a 1000 000,ona:0
. (2000000 —1000000)x2 _

De 1000000 & 2000 000, ona: 100 = 20000
. (4000000 — 2000000 )x3

De 2000000 & 4000000, 0na: 100 = 60 000
. (5800000 — 4000 000 )x4

De 4000000 & 5800000, 0na: = 72000

100

Total =20 000 + 60000 + 72 000 = 152 000 F CFA.

b- Déterminons le chiffre d’affaire correspondant a la commission 56 000 F CFA.
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56 000 F CFA est compris entre 20 000 F CFA et 60 000 F CFA, par conséquent le
pourcentage est de 3 %.
Ainsi :

- Un chiffre d’affaire de 2 000 000 FCFA donne 20 000 F CFA.
- Le reste du tarif de 3 % donne 36 000 F CFA.

36 000

= 1200 000 F CFA.

La somme correspondante au 36 000 F CFA est de

Donc le chiffre d’affaire sera de : 2 000 000 + 1 200 000 = 3 200 000 F CFA.

II- Pourcentages indirectes

Dans certains cas, pour déterminer le montant des bénéfices des taxes, des ventes, ect..., on
doit calculer des taxes des tants pour cent sur des quantités que 1’on ne connait pas
directement. Un calcul préliminaire est donc nécessaire : on utilisera une proportionnalité
préparée.

1) Pourcentages en dedans (tant pour cent en dedans)

Définition : Si la quantité a la quelle s’applique le tant pour cent est inférieur a la quantité
connue, on dit qu’on calcule un tant pour cent en dedans.

Exemple

Les droits de douanes sur une marchandise s’¢léve a 12% de son prix d’achat.

Quel est le montant de ces droits sachant que le prix d’achat majoré des droits de douane est
de 23744 F ?
Solution

Calculons d’abord, pour un prix d’achat de 100 F , le prix d’achat majoré des droits de
douane: 100 F + 12 F =112 F.

1 Méthode
Calculons :
- Pour un prix total de 112 F, les droits s’¢levent a 12 F.
- Pour un prix total de 23744 F, les droits s’¢élevent a x F.

12X23744
Alors x = 222722 — o544
112

. . 12 .
Donc les droits de douane représentent les Iz du prix total.
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2'°M Méthode

Droits Prix d’achat Prix d’achat majoré
x y 23744
12F 100 F 112 F

12%X23744
Alors x = —222"2% — o540
112

Remarqgue :
100x23744
On peut calculer le prix d’achat par le méme procédé : y = jT = 21200 F.

. 100 . . . s
Donc le prix d’achat représentent les T2 du prix total. Le coefficient de proportionnalité est
ici—

112

2) Pourcentages en dehors (tant pour cent en dehors)

Définition : Si la quantité a la quelle s’applique le tant pour cent est supérieur a la quantité
connue, on dit qu’on calcule un tant pour cent en dehors.

Exemple

Un éditeur accorde a une librairie une remise de 30 % sur les prix marqués.
Quel est le montant de cette remise sachant que le prix net est de 21 450 F ?

Solution

- Pour un prix marqué de 100 F, le prix net est : 100 — 30 = 70 F CFA.
- Pour un prix net de 70 F, la remise est : 100 — 30 = 70 F CFA.
- Pour un prix net de 21 420 F, la remise est : x F CFA.

21420x%30 . , 30 :
Alors x = B = 9180 F CFA. La remise représente donc les - du prix net.

Remargue :
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: . A , ., 100X21420
On peut calculer le total des prix marqués par le méme procedeé : X7—0 = 30600 F CFA

. . . 100 .
Le total des prix marqués représente donc les o du prix net.

- : s 100
Le coefficient de proportionnalité est k = o

NB :

Normalement c’est le total des prix marqués c'est-a-dire les 30 600 F CFA qu’on devrait
appliquer au 30 % pour obtenir le montant de la remise, mais de fagon indirecte on a
déterminer le montant de la remise sur le montant connu c'est-a-dire 21 420 F CFA.
Donc 30 000 F CFA est supérieur a la quantité connue : 21 420 F CFA.

3) Codt — Prix d’achat — Prix de revient

Les charges étant classées par fonctions, nous pouvons retenir :
- (Prix d’achat brut) — (Bonifications) = Prix d’achat net.

- (Prix d’achat net) + (Frais d’achat) = Co(t d’achat.

Pour un industriel ou un artisan, nous pouvons retenir :
- (Codt d’achat) + (Frais de fabrications) = Co0t de production.

- (Prix d’achat net) + (Frais d’achat) = Co(t d’achat.
- (Co0t de production) + (Frais de distribution : vente) = Prix de revient.

Pour un commergant, nous pouvons retenir :
(Colt d’achat) + (Frais de distribution) = Prix de revient.

Ainsi : Un co(t est constitué par le total des charges supportées par un objet ou un groupe
d’objets, jusqu’a un stade autre que le stade final.

Le prix de revient est donc le total de tout ce qu’a cotité I’objet, ou le groupe d’objets,
jusqu’au stade final de la livraison au client. S’il n’est pas fait mention des frais de
distribution, il est égal au colt de production (Industrie) ou au coit d’achat (Commerce).

Exemple
On propose a un fourreur des peaux a une somme de 180 000 F. Il obtient sur ce prix une

remise de 5 %. Il paye pour le transport 6 % du prix d’achat net. Les frais de transformation
s’élevent a 40 % du prix d’achat augmenté de transport. Il estime ses frais de vente a 10 % du
prix de revient. Calculer le prix de revient.

Solution

- Retrancher 5 %, c’est multiplier par 0,95.

- Ajouter 6 %, c’est multiplier par 1,06.

- Ajouter 40 %, c’est multiplier par 1,40.

- Le prix d’achat net est : 180 000 F x 0,95 =171 000 F.

- LecolOtd’achatest: 171 000 F x 1,06 =171 000 F.

- Le codt de production est : 181 260 F x 1,40 = 253 764 F.
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Le dernier calcul nécessite une préparation car les frais de vente sont calculés sur le prix de
revient qui les contient.

Pour un prix de revient de 100 F, les frais de vente s’élévent a 10 F, le colit de production a
100 F-10 F90 F.

Pour un codt de production de 90 F, le prix de revient est 100 F.

. ) . 100 F X253 764
Pour un codt de production de 253 764 F, le prix de revient est : ><<ao =281 960 F.

4) Coefficient multiplicateur

En se référant sur I’exercice précédent, si le fourreur achéte et transforme d’autres peaux aux
mémes conditions, il peut déterminer directement le prix de revient sans refaire tous les
calculs. Ainsi il remarquera que pour un prix d’achat brut de 180 000 F, il a un prix de
281 960 F.

281960

180 000

11 obtiendra le nouveau prix de revient en multipliant le nouveau prix d’achat brut par :
1,564 444,

Ce nombre : 1,564 444 est appelé : Coefficient multiplicateur.

Si on compare deux prix, le coefficient multiplicateur est la valeur du deuxiéme prix qui
correspond & 1 F du premier prix.

On obtient le deuxiéme prix en multipliant le premier par le coefficient multiplicateur.

Donc, pour un prix d’achat brut de 1 F, il a un prix de revient de =1,564444...... F.

Prix de revient
Prix d’achatbrut

Par conséquent on en déduit que : Coefficient multiplicateur =
5) Bénéfice

a- Marge brut — Bénéfice brut

Une marge est la différence entre le prix de vente hors taxe et un cofit ou un prix (d’achat ou
de revient). Ainsi retenons les relations suivantes :
- Enindustrie, nous pouvons retenir :

(Prix de vente hors taxe) — (Codt de production) = Marge sur CoQt de production ou
Marge brute.
- En commerce, nous pouvons retenir :

e (Prix de vente hors taxe) — (Coiit d’achat) = Marge sur Coiit d’achat ou Marge
brute.

e (Prix de vente hors taxe) — (Prix de revient) = Marge sur prix de revient ou
Bénéfice brut ou Bénéfice commercial.

e (Marge brute) — (Frais de distribution) = Bénéfice Brut.

e (Prix de vente hors taxe) — (Prix de revient) = Bénéfice.
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Exemples

Exemple 1 : (Calcul du bénéfice, connaissant son tant pour cent du prix de revient et le prix
de vente).

On vend un objet revenant a 75 F avec 30 % de bénéfice sur ce prix. Calculer le bénéfice et le
prix de vente hors taxe.

Exemple 2 : (Calcul du bénéfice, connaissant son tant pour cent du prix de revient et le prix
de vente hors taxe).
Un objet dont le prix de vente hors taxe est 360 F, laisse un bénéfice de 20 % du prix de
revient. Calculer le bénéfice.

Solutions

Solution 1 :

C’est un pourcentage simple a ajouter :
- Bénéfice=75F%x0,3 =225F.
- Prixdevente horstaxe=75F+225F=975Fou75Fx13=975F.

Solution 2 :

- Pour un prix de revient de 100 F, le bénéfice est de 20 F et le prix de vente hors taxe de
100F+20F=120 F.
- Pour un prix de vente hors taxe de 120 F, le bénéfice est de 20 F.

. o 20 F X360
- Pour un prix de vente hors taxe de 360 F, le bénéfice est 1720 - 60 F

b- Taux de marque

On appelle taux de marque, le bénéfice correspondant a un prix de vente de 100 F, c'est-
a-dire le pourcentage de benefice calculé sur le prix de vente.

Il s’applique actuellement, en général, au prix de vente hors taxe.

En général on peut retenir :

Prix de revient XxTaux de marque

Bénéfice =
100—Taux de marque
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Pourcentage ~ 100 xTaux de marque

Prix derevient  100—Taux de marque

Prix de revientx100

Prix de vente =
100—Taux de marque

100
100—-Taux de marque

Coefficient multiplicateur =

Exemples
Exemple 1 (Calcul du bénéfice connaissant le taux de marque et le prix de revient)

Calculer le bénéfice correspondant a un taux de marque de 28% sur un objet revenant a 432 F.

Exemple 2 (Calcul des pourcentages de bénéfice)
Le prix de revient d’un objet est 150 F. Son prix de vente hors taxe est 240 F.
Quel pourcentage du prix de revient, et quel pourcentage du prix de vente, représente le
bénéfice ?
Solutions
Solutionl

Sur un prix de vente hors taxe de 100 F, le bénéfice est de 28 F et le prix de revient de :

100F-28F 72 F,

- . 432 F x28
Pour un prix de revient de 432 F, le bénéfice s’¢léve a : Y =168 F

Solution?
Le bénéfice s’éleve a: 240 F—-150F =90 F.
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EXERCICES

Pourcentages directes.

- Calculer : 3 % sur 9260 F — 7,2 % sur 2870 F — 12,2 % sur 870 F — 4 %o sur 6 800 F — 2,4 %o

sur 9400 F— 15,3 %o sur 250 000 F.

Quel pourcentages représentent : 8 F sur 60 F — 72 F sur 450 F — 295,3 F sur 6300 F — 126 F
sur 6 000 F ?

Indiquer le tant pour mille correspondant aux sommes de I’exercice N°2.
Calculer les prix brut sur les quels ont été calculés les rabais suivants :
Un commissionnaire vend pour le compte d’un producteur des marchandises. Il préléve une

commission et remet & son commettant la différence entre le prix de vente et la commission.
Quelle somme versera-il dans les conditions suivantes :

Prix de vente 720 000 F 870000 F 5800 000 F

Commission 2% 1% % 45 %

Les prix de marchandises achetées aux encheres sont majorés de 14 % de frais et taxes.
Quels sont les prix de revient correspondant aux encheres suivantes : 2800 F; 7 200 F ;
15600 F ?

Quel est le prix net de vente d’un objet marqué 100 F sur le quel on fait une remise de 15 % et
une escompte de 3 % ?

Un fabriquant vend une paire de chaussures au prix marqué de 32 F et accorde 15 % de
remise et 5 % d’escompte. Calculer le prix net de vente ainsi obtenu.

Trois associés ont constitués une entreprise et ont apporté respectivement 500 000 F ;

700 000 F et 1 000 000 F. Le premier est gérant et a ce titre il lui est attribué un prélévement
égal a 10 % du bénéfice réalisé. Ce qui reste du bénéfice est reparti entre les trois associés
proportionnellement au capital qu’ils ont apporté. A la fin de la premicre année, le bénéfice
étant 110 000 F, calculer la part de chacun.
R ———————
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- Un industriel fabriquant des appareils d’'un modéle unique réorganise son service des ventes.
I1 constate une importante augmentation du nombre d’articles vendus, dans la proportion de
11,5 a 46 alors que le chiffre d’affaires passe de 14 007 F a 81 240, 6 F.
Pour couvrir un accroissement de charges, il a di majorer son prix de vente. Calculer le
pourcentage de majoration :
- Par rapport au prix de vente primitif ;
- Par rapport au prix de vente actuel.

Pourcentages indirectes.

Un savon a perdu en fondant 30 % de son poids initial. Quel était ce poids si le poids actuel
est de 770 kg ?

- Une balle de coton entreposé dans un endroit humide a augmenté de poids de 5 % par rapport
a son poids initial. Quel était celui — ci si son poids actuel est 567 kg ?
12 % d’une livraison de fruits sont inutilisables. Le kilogramme de fruits en bon état revient a
1,75 F. Quel est le prix d’achat du kilogramme ?

- Deux ouvriers travaillent 40 heures par semaine plus quelques heures supplémentaires
rémunérées au tarif normal majoré de 25 %. A la fin d’une semaine, leur employeur retient
6,5 % pour la sécurité sociale et leur verse un total de salaires de 528,925 F. Calculer le total
de salaire avant retenues. Sachant que le premier a fait 40 heures a 6 F et 6 heures
supplémentaire et que le deuxiéme a fait 40 heures a un certain taux et des heures
supplémentaires a 6,75 F, trouvé combien le deuxieme a fait d’heures supplémentaires.

Un commercant achete des marchandises a 1280 F. 1l paye 5 % de ce prix pour faire divers.
Calculer le prix de revient.

- Un commercant achete pour un prix total de 3 480 F, deux coupes de tissus. Les ; du prix de

-y . 2 . .
la premiére sont égaux aux E du prix de la deuxiéme.

1) Calculer le prix d’achat respectif de deux coupes.

2) Le marchant veut réaliser sur la premiére un bénéfice net de 20 % du prix d’achat. Les
frais et les taxes s’élévent a 16 % du prix de vente. Par quel coefficient faut- il
multiplier le prix d’achat pour obtenir le prix de vente ? Quel est le prix de vente de la
premiére piece ?

3) Calculer le pourcentage de bénéfice net réalisé sur le prix de vente de la deuxieme
piéce, si le commercant la vend au prix trouvé ci-dessus pour la premiére et si les
charges sont dans les mémes rapports.
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Pourcentages par tranche.

- En fin d’année, un commergant décide d’accorder des ristournes (réductions de prix accordés
par un commercant ou remise de prix accordés par un commercant) a ses meilleurs clients
selon les volumes de ventes :

Volumes de ventes Taux des ristournes
[10 000 ; 25 000[ 2 %
[25 000 ; 50 000] 2,5 %
[50 000 ; 100 000] 3%
[110 000 ; 200 000] 4%
[200 000 ; 450 000] 6 %
[450 000 ; + oo 7%

1) Calculer les valeurs des tranches et les montants des ristournes accordés sur chaque
vente.

2) Un client apporte deux factures F; =175 000 UM et F, =600 000 UM. Calculer la
ristourne totale sur Fi et F,.
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- Un commercant décide d’accorder des ristournes a sa clientéle selon le tableau suivant :

Volumes de ventes Taux des ristournes
[15 000 ; 45 000] 3%
[45 000 ; 90 000] 4%
[90 000 ; 140 000] 5%
[140 000 ; 200 000[ 6,2 %
[200 000 ; 350 000[ 7%
[350 000 ; 700 000[ 72%
[700 000 ; +oo [ 72%

1) Calculer les valeurs des tranches et les remises accordées sur chaque vente.

2) Un client apporte deux factures F; =125 000 UM ; F, =349 000 UM et
F3 =1 000 000 UM. Calculer la remise totale sur F;; F, et Fs.
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Suites Numeériques

Objectifs

Ce thémevise a:

« étudier le comportement global d’une suite numérique (majoration, minoration,

convergence, variations) ;

* mettre en ceuvre le raisonnement par récurrence ;
* donner des outils pour traiter des problémes d’approximation.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Suites monotones
* Suites majorées, minorées, bornées
* Suites convergentes :
- Notion de convergence.
- Unicité de la limite (admise)
- Toute suite croissante et majorée
converge
- Toute suite décroissante et minoree
converge.
- Si f est une fonction numérique telle
que lim f(x) = [alors la suite

n-+o

définie par u, = f (n) converge vers I.

* si (uy,) est une suite convergeant vers a et f une
fonction continue en a alors la suite
Vn=f(u,)CONVerge vers f(a).

« Convergence des suites géométriques (suites du
type (@™)).

» Démontrer qu’une suite est monotone :
- Par comparaison de deux termes
généraux consecutifs ;
- Par I’¢tude des variations d’une
fonction ;
- Par un raisonnement par récurrence.
» Démontrer qu’une suite est majorée et/ou
minorée :
- Par un calcul direct ;
- Par I’¢tude des variations d’une
fonction ;
- Par un raisonnement par récurrence.
» Démontrer qu’une suite est convergente ou
divergente par :
- L’¢tude du comportement d’une
fonction ;
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* Suites divergentes

» Convergence des suites géométriques et des
suites du type n*

* Suites divergentes

* Théorémes de comparaison :
Soient les suites (vy,) et (uy,)
1) Si a partir d’un certain rang,
vp < u, etsi (v,) tend vers +oo, alors (u,) tend
Vers +oo.
2) Si a partir d’un certain rang,
vnp < u, etsi (uy) tend vers —oo, alors (v,)
tend vers —co.
3) Si a partir d’un certain rang,
|v,—I] < uy etsi(uy)tend vers 0,
alors (v,) tend vers .

Si a partir d’un certain rang,

Vnp < u, < wy, etsi(vy) et (wy) tend
vers |, alors (u,) tend vers I.

Si a partir d’un certain rang v, < uy
et (u,) tend vers | et (v,,) tend vers
['alors I'< L.

4)

5)

ssuites (a") et (n®). Croissance comparée
Limites et comportements asymptotiques
compareés des suites (In n) ; (@™), a> 0 et (n%),
a>0.

Suites récurrentes définies par une relation du
type : upyq = f(up ).

Soit (uy,) une suite définie par u,,; = f(uy).
Si (uy,) converge vers | et si f est continue en |
alors f(l) = I.

- L’utilisation des opérations sur les
limites ;

- L’utilisation des théorémes de
comparaison.

sconjecturer a partir d’une représentation
graphique et comportement d’une suite
récurrente.
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I- Généralité :

1) Définition :
On appelle suite numeérique toute fonction définie de N—R. On note

U:N—>R
n—Umn)=u,

Exemple :
. . e 2n+1
Soit une suite u,definie par : u,,= P Calculer: ug ; uq ;uy ;us; Uy
n-+

u—l'u —1'u—é'u—z'u—g—§
T T s e 2

2) Mode de définition d'une suite :

- Une suite peut étre définie par 1 formule explicite c'est-a-dire : u, en fonction de n

un = f(n).
2n — 4 2
Exemgle:un:n+3;vn:n+1 TWp=4n"-3n + 1

- Une suite peut étre définie par son 1*" terme et une formule de récurrence, c'est-a-dire
Uy, S'exprime en fonction de w,,.

uo == 2
Exemple : soit la suite :{ 30+ 4 .Calculer: uy ;u, ;usg;uy
n

n+1 = By
Solution :

Pour n =0, uy :§u0+4:%(2)+ 4=7
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3 29
Pour n=1,u, =Eu1+4=?

3 103
Pour n:2,u3=zu2 +4:T

3 341
POUFTl:3,U4ZEU3 +4:T

u, est le 1 terme de la suite et u,, est le terme général.

2) Sens de variation d’une suite

- Siupys—u, >20;Vvn € N alors u, est croissante
- Siuyy; —u, <0;vn € N alors u, est déecroissante
- Siupy; —u, =0;Vvn € N alors u, est constante

Exemple :

Etudier le sens de variation de chacune des suites :

2n+ 3 3 44
u, = TV, =—-n
" on+2 n 2
Solution :
2n+ 3 2n+ 1)+ 3 2n+ 5
u = = u = =
" ng 2 "L T m+1)+2 n+ 3
2n+ 5 2n+ 3 1 >0
u - U, = - =
n+l n n+ 3 n+ 2 (n+ 3)(n+ 2)
D’ou u, estcroissante
3 3 3 5
vn:—5n+4:> vn+1:—5(n+ 1)+4=—;n+;
3 5 3 3
Vn+1_Vn=(‘5”"‘5)‘(‘;""‘4):—5 <0

3 . L.
Unt1 = Vp = =3 < 0 D’ou v, est décroissante

3) Représentation des termes d'une suite :

Pour représenter les termes d’une suite u,, sur l'axe de abscisses, on trace la 1% bissectrice
(D) d’équation = x . Puis on trace la fonction associée a la suite u,, en posant u,= x et u, ;=
f(x). On détermine les termes de la suite sur I'axe des abscisses par projection.
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Exemple

UO = — 1
Soit (u,,) définie Par : U 3+ 2U,
n+1 = S0

Représenter sur I'axe (ox) les 3 premiers termes de la suite u,,.

Solution

3+ 2x
2+ x

Désignons par f la fonction définie sur |- 2 ; + oo| par: f(x) =

En suivant les régles de constructions ci-dessous , on a la représentation suivante :

%/ ,
,
,
,
,
.
5+ .
,
,
,
,
44 p
,
,
,
.
,
3+ L
,
,
,
,
.
24 0
/—%'—"

He
N
N
N
N
N
~

II- Convergence d'une suite

1) Activités :
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Activitel :
. . 1
Soit la suite u,, = —pourn e N*

1) Calculer ug ; uy ; Ug000 5 4100000000
2) En déduire le sens de variation de u,
3) Que peut — on conclure ?
Solution :

1) Calculons : u; ; u; ; Us000 ; U100000000-

Pour n=1 alors u; =1

1
Pour n=2 alors u, = >

Pour n = 1000 alors u;g90 = — = 0,001

POUI’ n-= 100000000 a|0I’S u100000000 = ; = 0,00000001

100000000
2) En deduisons le sens de variation de u,,

Puis que : u; > uy > Uq000 > Uiooo00000 aAlOrs u, est une suite décroissante.

3) Conclusion : on remarque que lors que n tend vers +oo alors u, tend versO0.

1
Onnote : lim u, = lim o= 0

n — +oo n — +oo
On dit alors que la valeur limite de la suite u,, est 0, quand n tant vers +oo.
Activité 2 :

Soitv, = n + 2. Calculer vy ; v, ; V1000 ; V100000000- PUIS CONClure.

Solution :
1) Calculons: vy ; v, ; Y1000 ; ¥100000000

Pour n=1 alors v; =3

Pour n=2 alors v, =4

Pour n =1000 alors v;400 = 1002

Pour n = 100000000 alors v;40000000 = 100000002
2) Définition :

Une suite u,, est dite convergente si et seulement si son terme général u,, a une limite finie [.
on note :
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lim u, =1 avecl € R
n — +oo

Remargue :

Si lim u, = 400 ou lim u,= 4o
n—o—ow n— +ow

Alors u, est dite divergente.
Si lim u, =l alors la suite u,, converge vers [.
n —» 4o
Evaluation :

Etudier la convergence de chacune des suites suivantes :

-n

U, = ;W = 2

n+ 3

I11- Relations entre les limites:

Théoreme 1 : (Théoréme des gendarmes).

Considérons les trois suites u,, ; v, et w, (n>n,)

Tel que : u, <v, <w,

u, etw, Siconverge vers laméme limite [ ; alors v, converge vers [.
Preuve :

A partir de la relation donnée entre les suites on a:

lim u, < lim v, < limw,
n — oo n — o n — oo
& [< lim v, < 1
n — ©O

Alors lim v, =1
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n — oo

IVV- Suites Arithmeétigues

1) Activité :

Au 1% Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.

Sachant que le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1% Janvier de chaque
année, quel serait le prix du kilo de sucre au 1* Janvier 2013 ? Au 1% Janvier 2014 ?
On désigne par P, le prix du kilo du sucre au 1*" Janvier + n.

Calculer Py ; P> ; P3 et Py,

Calculer Ppyy — P,

Solution

Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1* Janvier 2012 tel que Po = 550.
Calculons le prix d’un kilo de sucre :

- Au 1°" Janvier 2013, le prix d’un kilo de sucre serait P; = Po+ 50 = 550 + 50 = 600.
- Au 1*" Janvier 2014, le prix d’un kilo de sucre serait P, = P; + 50 = 600 + 50 = 650.

Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1% Janvier + n.
Calculons: Py ;P,; P3 etP,

- Pp=550.

- Py =Po+50=550+50= 600.
- P,=P;+50=660 +50= 650.
- P3=P,+50=650+50= 700.
- Pn=Pg+50n=550+50n.

Calculons P,+1 — Py

Po= 550 +50n = >Py.; =550 +50(n+1)="550+50+50n = 600 + 50n
= >Pp.— Py = (600 +50n) - (550 +50n )= 600 +50n — 550 —50n =50

Alors on a : une suite arithmétique de raison I = 50.
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2) Définition :
Une suite U, est dite arithmétique si et seulementsi: Yne N ; U —Up=r.
I est appelé la raison de la suite Un.

Exemple :
Soit une suite U, définie par : U, = %n +4.

Démontrer que U, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1% terme Uj,.

Uy = gn +4
3
U, :g(nJrl)jL4:En+E =>
3 3 3
U.,-U, :g d'ou U, est une suite arithmétique de raison I = % et de 1%terme Uy = 4

3) Expression du terme général :

Soit U, une suite de 1°" de terme U et de raison r.

ul-uo=r
u2-Ul=r
us-u2=r
u,-u.=r
U,-U,=nr
U,=U,+nr

D'une fagon générale si Up est le ler terme I'expression du terme général est :
Un =up + (n-p)r
Exemple :
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U,=-1
Soit la suite réel définie par
vneN;U, ,=U, -3

a) Démontrer que U, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1% terme.
b) Exprimer U, en fonction de n.

Solution :

a) Up1=U—-3=>Up—-U,=-3
D'ol Un est une suite arithmétique de raison r = - 3 et de 1* terme Ug = -1.

Un=Up+nr=-1+n(-3)=>U,=-3n-1

4) Termes équidistants d’une suite :

Soit (un) n € N une suite arithmétique p un entier naturel tel que p< n les termes u, et Uy.p
sont des termes équidistants des termes extrémes ug et u, car il ya p termes avant le terme u,
et p termes apres le terme u,, 0N a:

W Somme des termes équidistants d’une suite arithmétique

Soit p un entier naturel tel que p< n
Les termes Uy et u,.p sont des termes equidistants des termes extrémes
Up +Unp= (Uo+p 1) +(Uo + (N-p) ) = Uo +(Up +nr ) d’0n

Up+Unp=Ug +U, d’ou le théoréme

Théoreme : la somme de deux termes équidistants d’une suite arithmétique est égale a la
somme des termes extrémes

6) Propriétes :

En application du théoréme on a :
P, : Trois nombres @, b, € forment une progression arithmétique si :

2b=a+c.
Preuve :

Soit a, b et ¢ trois réels
b=a+r

c=b+r
atc=a+b+r=2a+2r=2(@+r). Alors :a+c=2b

P, :Trois nombres @, b,c forment une progression arithmétique de raison r si :

b=a+r et c=a+?2r.
P3:Quatre nombres @, b,c , d forment une progression arithmétique de raison r si :

3b-d=2d
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P, : soit U, une suite arithmétique de 1* terme U,. La somme de 2 termes équidistants est
toujours a la somme des extrémes

U; et Up1 sont equidistants

UO + Un = Up + Un.p
Exercices d’application

Trouver 3 nombres consécutifsa; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant que
{ a+b+c=3
3a—6b+c= 6

Solution :

Trouvons 3 nombres consécutifs a; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant
a+b+c=3

ue {

e l3a-6b+c=6

On sait que pour une progression arithmétique de 3termesa; b;c,ona: a+c= 2b
Ainsi I’équation dévient :

{ 2b + b= 3 :>{ 3b=3 :>{ b= 1
3a—6b+c=6 3a—6b+c=6 3a—6b+c=6

D’autre parta+b+c=3=>a+1+c=3=>a+c=2

{ at+c= 2 :>{a+ c =2 :>{—a—c = -2
3a—6+c=6 3a +c=12 3a + c =12
=>2a=10 =>a=5 etc=-3

D’ou les nombresa; b etcsonttelsquea =5; b=1 etc=-3

7) Sens de variation d'une suite arithmétique

Soit U, une suite arithmétique de raisonr. On a:
Un+1—Uy=rd’ou:

- Sir>0alors U, est croissante

- Sir<0alors U, est décroissante

- Sir=0alors U, est constante
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7) Somme des termes d’une suite arithmétique :

Soit Un une suite arithmétique de 1* terme Uy et de raison r.
Sn=Up+ U+ Ut + Upot Upat+ Uy
Shn=Un+Upa+Upoto, + U+ Us + Ug
25,=(Ug+ Up) +(Up + Upg) + (U + Upp) +..oeee + (Un + Up)
2S5, =(Ug+Up) + (Ug+Up) + (Ug+ Ut +(Up + Up)

=>2S,=(n+1) (Up+ Uy)

S, = ”T”(UO +U )<=>S,= nombre ge termes (1* terme + dernier terme)

n-P+1
ou Sn: (—2)(Up+un)

Remarque : une suite arithmétique est toujours divergente

V- Suites geométrigues
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Situation probléme

Le premier Janvier 1999, la population d’une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque année.

Calcule la population de cette commune :

a) Au1* Janvier 2005 ;

b) Au 1% Janvier 2006

c)Au 1% Janvier 2012

Solution

Soit U, la population de cette commune au 1% Janvier de I’année n.
Soit U; = 3000 la population initiale de cette commune.
Ona:

U; = 3000 .
U2:U1—4%U1 :>U2:U1(1—4%): Ul(l—%) :U1(0,96)

Us :Uz( 0,96 )

Un+]_ = Un(0,96)

=sInt1 _ g
Un

Alors on a : une suite géométrique de raison g = 0,96.
D’ou son expression est : Uy :Ul(q)n_1 =3000( 0,96 )™ 1
Déterminons ainsi la population :
- Au 1% Janvier 2005
On sait que : U, =3000(0,96)" 1 et n= 2005— 1999 =6
D’ou la population au 1% Janvier 2005 est :Ug = 3000( 0,96 )~ = 3000( 0,96 )°
=> Ug=2446,11 =~ 2446

Ainsi la population au 1% Janvier 2005 est : 2244 habitants.
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- Au 1% Janvier 2006
On sait que : U, =3000( 0,96 )» 1 et n= 2006 — 1999 =7
D’ou la population au 1°" Janvier 2006 est :U; = 3000( 0,96 )”~1 = 3000( 0,96 )°
=> U, =2348,27 ~ 2348

Ainsi la population au 1% Janvier 2006 est : 2348 habitants.

- Au 1% Janvier 2012
On sait que : U, =3000( 0,96 )" et n= 2012 — 1999 =13
D’ou la population au 1% Janvier 2005 est :U;3 = 3000( 0,96 )*3~1 = 3000( 0,96 )2
=> U;3=1838,12 ~ 1838

Ainsi la population au 1*" Janvier 20012 est : 1838 habitants.
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e ces e . . U, +1
2)Définition : Uy est une suite geométrique si et seulement si: YVne N ——=¢ ou Ups1
n
= qU. g est un réel fixé appelé la raison de lasuite
géométrique.

Exemple :

1,2,4,8,16,32........... 2" sont les termes d'une suite géométrique de raison q = 2 et de 1*
terme Up =1
L'expression de terme général est U, = 2"

term e

1) Expression du générale

Soit Uy, une suite géométrique de raison q et de 1* terme Uy

U; =qUg
U, =qU;
Uz =qU;
Us=qUs

Un=qUn1
Multiplions membre a membre les termes de 1’égalité.

Ui XUy xUsxUgx........... x Uy = (QUQ) (qu) ((]UQ) .......... (qUn-l)

Un =" x Uy ou d’une maniére générale U, = U,.q"P (apres simplification des facteurs
semblables dans les deux membres)

Ou Up désigne le 1*' terme.

Produit des termes équidistants des termes extrémes d’une suite
géeométrigue :

Théoréme : Le produit de deux termes équidistants des termes extrémes est égal au produit
des termes extrémes c'est-a-dire U, X Upp = Ug X Uy,

)_Propriétés :

P, : Trois nombres a, b, ¢ forment une progression géométrique si :

b?=ac. (en application du théoréme précédent)

P, : Trois nombres a, b, C forment une progression géométrique de raison q si :
b=qgaetc=q%.

P3: Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression géométrique de raison q si :
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b=ga ; c=qg’a et d=qg%

Exercice d’application :

Trouver 3 nombres consecutifs a; b et ¢ d’une suite en progression géométrique sachant
que

aebec =28
a+b= -1
c—a=1

On sait que pour une progression géométrique de 3termesa; b;c,ona: axc= b?
Ainsi I’équation dévient :

(@sc)sb=8 {(bz)-b=8 {b3=8 { b=3 {b=3
=> =>

a+b= -1 a+b=-1 =>ya+b=-1=>a+b= -1 a= —4%
c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1 c—a=1
b=3
=>4qa= —4
c = -3

D’ou les nombresa; b etcsonttelsquea =-4; b=3 etc=-3

4)Sens de variation d'une suite géométrique :

Tapez une équation ici.
Soit Un suite géométrique de raison et de 1* terme Uy :

e 1% casUy>0:si

- > 1=>U, estcroissante
- 0<qg<1=>U, estdécroissante

- g=1alors U, constante
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e 2¢CasUp<0:si
- (>1=>U, estcroissante
- 0<g<1=>U, estdécroissante
- g=1=>U, estconstante

8) Con vergence d’une suite gé¢ométrique :

La limite d’une suite étant la limite de son terme général une géométrique est convergente
si -1<g<1
La suite est divergente si g€ |—oo; —1]u]1; +oo[

6) Somme des termes d'une suite géométrigue :

Soit Uy, une suite géométrique de raison q et de 1* terme Uy
Sn= UpgtUp+Us+ Uz .ol + U, (1)

gSn =qUp +qU; +qU2 + qUs ......... + qU, (2)

En effectuant la différence des équations (1) et (2),ona:
Sn—0Sh=Ug—qUporU,=Upxq"
Sh (1-0) =Uo—0a(q" x Uo)

Sn(1-0a)=Up(1-q™)

U l_ n+l
Sn - 0( q ) (q + 1)
1-q
g - lerterme (1— raison"omredeteme)
=

1-raison

D'une maniére générale si Up est le 1* terme alors I'expression de la somme est :

o U0

N Avec (q#1)
1-q
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2) Cas d'une suite géométrique :

Soit U, une suite géomeétrique de raison q

- Si |g|<1 alors U, converge vers 0

- Si |g|>1 alors U, est divergente

- Si |g|=1 alors U, converge vers Uy
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VI1- Suites économiques :

1) Les interéts:
L’intérét est la rémunération d’un placement pendant une période donnée,
(c'est-a-dire entre un temps Ty et un temps T ).
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Ainsi les intéréts sont classés en deux catégories: (intéréts simples et intéréts composés ).
NB :

- L’intérét simple est utilisé pour des placements a court et moyen terme.

- L’intérét composé est utilisé pour des placements a long terme.
a- Intéréts simples :

Un placement est fait a intérét simple, lorsque, a des époques fixées d’avance celui qui préte
ou place son argent en touche les intéréts de facon que le capital placé reste le méme jusqu’a
I’époque du remboursement.

Sa formule est :

_Csten _ (Capital placé)«( Taux d'intérét)( Durée du placement )
P B Période

|

NB :

> Si: mesten jours, alors la période P = 36.000.
» Si: mesten mois, alors la période P =1.200.
» Si: mestenannée, alors la période P = 100.

b- Intéréts composés :

Un placement est fait a intérét composé, lorsque, a la fin de chaque unité de temps, 1’intérét
est ajouté au capital pour produire un intérét a son tour, pendant 1’'unité de temps suivante.

Sa formule est :

I,=Co[(1 + i)"-1]=(Capital initial )[(1 + taux d'intérét)Pvrée _1 |

NB :

» 1an =2 semestres = 4 trimestres = 12 mois.

. .1
> 1 semestre = 2 trimestres = 6 mois = Ean.

] 1 .1
> 1 trimestre = Esemestre = 3 mois = Zan.

> 1 bi-an =4 semestres = 8 trimestres = 24 mois = 2 ans.
c- Valeurs acquises :

C,= Co(1 +i)*= (Capitalinitial )(1 + Taux d'intérét )Pvree
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Le taux d’intérét s’exprime toujours en pourcentage ( % )

2) Taux de décroissance —Taux d’accroissement d’une population :

a-Notion de population et d’individu :

I’ensemble sur le quel porte une étude statistique est appelé population et un élement de cet
ensemble est ’indinvidu.

NB :
Dans une étude statistique, les mots : population et individu peuvent désignés des étres, des
objets animés ou inanimés.

b-Taux de décroissance d’une population :

Définition :

Soit (en % ) est le taux de décroissance d’une population et Up la population initiale a
I’année n, alors le taux de décroissance de cette population représente une progression
géométrique de premier terme Up et de raisonq = 1 —t.

Ainsi le taux de décroissance d’une population a 1I’année n est donné par I’expression :
Un=Up(1—t)"P ou U,=Up(g)* Pavecq=1-t.

NB :

Si la population initiale est Up a ’année M4 ,alors la population a I’année M est :

Unz_n1 = UP( 1-—t¢ )(nz—m)—p ou Unz—nl = Up(q)(nz—n1)—l’ avecq= 1-t

c-Taux de d’accroissement d’une population :

Définitions :
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Définition 1 :Soit ( en % ) est le taux d’accroissement d’une population et Up la population
initiale a I’année n, alors le taux d’accroissement de cette population représente une

progression géométrique de premier terme Up et de raison = 1 + 1.
Ainsi le taux d’accroissement d’une population a 1’année n est donné par I’expression :
Un=Up(1+ )" P ou U,=Us(g)*Pavecq=1+t.

NB :

Si la population initiale est Up a ’année 11 ,alors la population a I’année 1Myest :
Uny—n, =Up(1+¢ )(r2=m)=Poy Uny—n, = Up(q) ™2 ™)~ P avecq=1+t

Définition 2 :Sir (en FCFA) est la raison d’accroissement d’une population et Up la
population initiale a I’année n, alors la raison d’accroissement de cette population représente
une progression arithmétique de premier terme Up et de raison I.

Ainsi la raison d’accroissement d’une population a I’année n est donné par 1’expression :

Un+1_ Un =r

Evaluation ;

—_———

activité 1 :
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Ali a recu de son pére une somme de 100.000 FCFA.

Aprés réception, il dépose cette somme a la banque le 1% Janvier 2009 a intérét composé au

taux annuel de 5 % en vue d’acheter une moto a 300000 FCFA.

a- A partir de quelle année pourra-t-il acheter sa moto sachant qu’il ne dispose que de cette
somme ?

b- Quelle serrait la nouvelle valeur acquise par Ali s’il place un capital de 100.000 FCFA au
bout de 30 semestres au taux de 2 % par semestre ?

activité 2 :

Le premier Janvier 2011, le nombre d’¢léve d’une école était de 6000 .
Le nombre d’éléve de cette école diminue chaque année de 5 % faute de performence.
Quelle sera le nombre d’éléve de cette école au 1% Janvier 2015 ?

activité 3 :

Le premier Janvier 2012, le prix d’essence au Mali était de 690 FCFA.

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1* Janvier de chaque
année, calculer le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
2014 ?

b-Soit P, le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculer : P, et Pp.— Pypuis en
déduire la nature et la raison de la suite P,

synthese 1 :

a-Déterminons le temps au bout du quel Ali pourrra acheté sa moto.

Soient :

= Cy=100.000 FCFA : le capital initial.
- C,=2300.000 FCFA : la valeur acquise.

. 5 A
- i =59% = Too " 0,05 : le taux d’intérét.

Calculons ainsi la durée n pour que Ali puisse acheter sa moto.

c 300000
. - < = i = -n => n =
Ona:C,=Co(1+)"<=>(1+1) Co (1+0,05) 100000

=>(1,05)" = 3(ora® = e™ne)

(L,05)" =3 <=>e™n(0) =3 (ore® = b <=> a = Inb)

In3
emn(105) — 3 <« = >nin(1,05) = n3 =>n = n
In(1,05)
1,09
=>n= — =>n= 27,25 = 27.
0,04

Donc Ali pburra acheter sa moto au bout de 27 ans.

b-Déterminons la nouvelle valeur acquise par Ali au bout de 30 semestres au taux de 2 %.
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C,=Co(1+i)"=>Cs=100.000(1+ 2%)3°<=>Cy,=100.000( 1 + 0,02)3°

=>(C;, = 100.000( 1,02)3° =181.136 FCFA.

Donc Ali aurra une valeur acquise de 181.136 FCFAau bout de 30 semestres .
Synthese 2

Soit U, le nombre d’éléve de cette école au 1% Janvier de ’année n .

Soit U; = 6000 le nombre d’éléve de cette école au 1%'Janvier 2011 .

Ona:

U; = 6000 .

U2:U1—5%U1 :>U2:U1(1—5%): Ul(l—%) :U1(0,95)

Us :Uz( 0,95 )

Un;-]_ = Un(0,95)

=sInt1 _ g
Un

Alors on a : une suite géométrique de raison g = 0,95.
D’oul son expression est : U, =U;(g)™™1 =6000( 0,95 )" 1

Déterminons ainsi le nombre d’éléve de cette écoleau 1% Janvier 2015 :
- Au 1% Janvier 2015
On sait que : U, = 6000(0,95)" 1 et n= 2015- 2011=4
D’ou la population au 1% Janvier 2015 est :U4 = 6000( 0,95 )*~1 = 6000( 0,95 )3
=> U,=514425 =~ 5144

Ainsi I’effectif de I’école serrait de 5144 élévesau 1% Janvier 2015.

Synthése 3:

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1% Janvier de chaque
année, calculons le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
2014 ?
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Soit Py = 690 FCFA le prix initial de I’éssence au 1*Janvier 2012.
Au 1°" Janvier 2013,ona:P;=Py+5 =>P; = 690 + 5 = 695 FCFA.
Au 1*"Janvier 2014,ona:P,=P;+5 =>P, = 695 + 5 = 700 FCFA.

b-Si P, est le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculons : P, et Pn.1— P, puis
en déduisons la raison et la nature de la suite P, .

On sait que :
Po = 690.

P, =Py +5.
P,=P; +5.

P3=P,+5.

=Py 51

Alors P, =Py +5n

Calculons Py+1— Py

Onsaitque P, =Py +5n =>Ppy3 =Py +5(n+1) = Py +5n +5.

Alors Ppyy— Py =(Pg +5n+5)—(Po +5n)= Py +bn+5—Py—5n=5
=>Ppy— Pr=5.

Déduction :
P, est une suite arithmétique de raison I = 5 et de premier terme Py = 690.
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EXERCICES

Exercice 1:
: NS o {onU3=32
Soit Un une suite géométrique décroissante U tel que
U,+U,=18
1) Calculer U, et U
2) Déterminer la raison de la suite U.
3) Donner I'expression de la suite U en fonction de n.
4) On pose S, = U, + Uy +..... +U,. Calculer S, en fonction de n puis en déduire la
somme des 20 premiers termes de la suite U,

Exercice 2 :
Soit la suite Un définie par :
=2 U, +1
. e +
U, et la suite V,, définie Par Vn = —*
Un+l = 1 U n

n

1) Calculer Vy.; en fonction de U, puis en fonction de V,,.

2) En déduire que V, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier

terme V;.
3) Exprimer V, puis U, en fonction de n.
4) Onpose S, =V + Vot..... +V,
a) Exprimer S, en fonction de n
b) Calculer la somme de 30 premiers termes de la suite V,,

Exercice 3 :
Soit la suite (Uy)ne N* a termes positifs tel que :

u, =1
{(U )" =eU,

n+1

1) Calculer U; ; Uz ; Us; Uy

(on donnera les résultats sous forme de e)
2) OnposeV,=1U,—a;ol(acR, etn e N*)

a) Déterminer le réel a pour que V,, soit une suite géométrique dont on déterminera la

raison et le premier terme V;.

b) Calculer la limite de V,, pui celle de U, en +

3) Soita =1, on désigne par S, la somme des n premiers termes de la suites U,,.
Déterminer Sn et P, en fonction de n.

Exercice 4 :
On donne deux suites (U,) et (V,) telles que, ¥Yne N
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U,,=3U,+2V, ) Uo=1
e
V.,=2U,+3V, Vo=2
1) CalculerU;; Vi; U, ; V,; Uset V.
2) On définit deux suites (Xy) et (Yn) par: Xp=Un+ Vet Y,=U,-V,
a) Montrer que (X,) est une suite géometrique et (Yy,) une suite constante.
b) Exprimer U, puis V, en fonction de n
3) Calculer la somme des n premiers termes de la suite X.

Exercice 5 :

Quatre (4) entiers strictement positifs a, b, c, et d forment dans cet ordre une suite
géométrique dont la raison est un entier premier avec a.

Trouver ces nombres sachant qu'ils vérifient en outre la relation 10a? = d — b.

Exercice 6 :

Soit (Uy) une suite dans laquelle les dix premiers termes de la suite sont en progression
arithmétique de raison r et a partir de Uy les termes sont en progression géométrique de
raison g.

Ondonne:Ulzo;Um:;—?letrqzl

1) Calculerq;r; Uypet Uy
2) Calculer deux cas suivants : a) n <10
b)n>10

Exercice 7 :
Soit la suite (Un) définie par son premier terme U, et par la relation de récurrence

4
Upa= =5~ (eN)

n
1) a) Déterminer U, pour que U, soit constante.
b) Démontrer que si Up< 2 alors
Un< Uns1<2 (n € N). En déduire que si U< 2 alors pour tout entier naturel on a :
Un< 2 et que la suite est monotone.
2) On suppose maintenant que U, = -1
a) Calculer Uy ; Uy ; Us.

b) Soit la suite V,, définie par V,, =

. Démontrer que V, est une suite arithmétique dont

n

on déterminera le premier terme et la raison.
c) Calculer U, en fonction de n puis étudier sa limite en + co.
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Exercice 8 :

1) Déterminer suivant les valeurs de I'entier naturel m, les restes de la division
euclidienne par 16 des entiers 5™ et 6"

2) Soit (Uy) la suite arithmétique de raison 16 et de premier terme U, =9 et V; la
suite géomeétrique de raison S et de premier terme V, = 1. Démontrer que ces
deux suites ont une infinité de termes egaux dont on calculera les deux
premiers.

3) Soit (U'y) la suite arithmétique de raison 16 et de premier terme U', = 8 et (V')
la suite géomeétrique de raison 6 et de premier terme V', = 9. Démontrer que
ces deux suites n'ont qu'un seul terme en commun que I'on déterminera. /.

Exercice 9:
On consideére la suite numérique (Uy,) définie par ve N ;U =e®™*

1) a) Calculer Uy, Uy ; Uy ; Uset Upyg
b) Démontrer que la suite Un est une suite géométrique dont on précisera la raison.
c) Exprimer en fonction de n la somme

Sn = UQ + U]_ +U2 F Un.
d) Calculer lim S,
n — +oo

e) Trouver la valeur minimum de n telle que S, > 10
NB:Ondonnee=2,7;e’~19,7
e°~73etln 171 = 5,14
2) Soit la suite Vn définie par Yne N, Vn =1, (Uy).
a) Exprimer la somme

Sh=Ve+ Vit +Vn

b) Exprimer le produit
Pn = Uo X U]_X ........... XUn
ExercicelO :

Soit U, la suite définie par :

U,=4
Un+1 = In(1+Un)
1) Tracer la courbe représentation de la fonction x + In (1+x) puis en déduire une

représentation graphique des 4 premiers termes de la suite Uy,
2) Démontrer que la suite (Uy) est convergente et démontrer qu'elle converge vers 0.

Exercicell:

Un commergant place en banque une somme de 200 000 F CFA le 02/01/2008. La banque
lui propose un intérét de 5% par mois.

a) Calculer I'intérét percu le 31/01/2008

b) Quel montant aura —t—il le 31/12/2008.
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Exercicel2

Un capital A est placé a interéts composés au taux de 3 % 1’an. On appelle C,le capital initial

et C,, le capital apres n années.
1) Expliquer larelation C1=1.03Cqet écrire le capital C, en fonction de Coet de n en
justifiant soigneusement cette relation.
2) Aubout de combien d’années le capital est il doublé ?
3) Au bout de combien d’années le capital est il triplé?

Exercicel3

On considere deux suites (Uy) et (V) définies pour tout entier naturel n par U, =1 ;

Uns1 =2Up + L et Vy = Upir— Up.

a) Montrer que V,, est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
b) Exprimer, pour tout entier naturel n, V/, en fonction de n.

c) Soit lasomme S,=Vo+ Vi+Vo+............ + Vha

d) Montrer que pour tout entier naturel n, S, = U, — U,.
e) Calculer S, en fonction de n, puis Un en fonction de n.

Exerciceld

1) soientaetb deux réelstel que (a; a+4b; 5a + 2b) et (b+3; 3a+1; 6a +b)soit
des termes consécutifs de suite respectivement arithmétique et géométrique. Trouver a et b.

2) Quatre entiers strictement positifsa; b; cetd, forment dans cet ordre une suite
géomeétrique dont la raison g est un entier premier avec a. Trouver ces nombres sachant qu’is
vérifient en outre la relation 10a? = d — b.

3) soient Z; ; Z, et Z5 trois nombres complexes dont le produit est 3iv/3 , les arguments
respectifs a, ; a, et a; forment une suite arithmétique de raison g et les modules

. , o . 2
T, ; T, etry une suite géométrique de raison 2. Sachant que 0 < a; < ?” :
Déterminer : Z; ; Z, et Zs.
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Fonctions numériques d’une
variable réelle

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716) Euler Leonhard (1707-1783) Physicien, ingénieur et philosophe.

Mathématicien suisse, philosophe et savant allemand

Depuis longtemps, ’lhomme a utilisé la
notion de fonction a partir des objets
anciens tels que la tablette de calcul
babylonienne. Cependant une fonction
fut une formule permettant d’obtenir

un résultat. 11 a fallut donc attendre le

XVII*™ siécle pour que le mot fonction

Tablette babylonienne

et la notion y = f(x) soit introduit par Sommaire

Leibniz et approfondie par Euler. 1- Limites........occooovreinnnnne. 79
2- Continuité..................... 91
3- Dérivation........................ 95
4-  Etudes de fonctions.......... 103
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I- Généralité sur les fonctions

1) Définition d’une fonction .

On appelle fonction toute relation de A vers B qui a chaque élément de A on associe au plus
un élément de B.

2) Ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f :

On appelle ensemble de définition ou domaine de définition d’une fonction numérique f,
I’ensemble des éléments qui ont une image par f. On le note Df.

Exemple
- Sif(x) = u(x) (fonction polyndme); alorsDf = R =] — oo; + oo
- Sif(x) =\/u(x) (fonction irrationnelle) ; alors Df = {x/xe R; u(x) 0}
- Sif(x) = %(fonction rationnelle), alors Df = {x/xe R; v(x)[}0}

Evaluation
Déterminons I’ensemble de définition des fonctions suivantes :

D=2 g = (xr + VP ax T2,
x+2 . _ V—x+3
)= el WO =
_ tg(2x : - 8
5) f(x) = Cos(x) ' 6) f(x) = x +VxZ+ 1
Synthese
1) Fx) = —3xi+-l-5;c +1

Di={x/x eR; x + 3 #0}

x+3#0=>x# -3 =>Df=R—-{-3}=]-0; -3[U]-3; +o]
2)f(x)=(x + 2)VxZ —3x +2

Di={x/x ER;x?—3x+2>0}

x2—3x+2>0.Posons x2—3x+2=0=>x;, =1 et x, =2
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X — 0 1 2 + oo

x2—3x+2 ‘ + }/ //(J) +

=>Dr= |-00;1] U [2; + o]

x+2

3) f(x) = x—Vx2-3x + 2
Df={x/xER;x2—3x+2 >0 etx—Vx2—-3x +2=#0 }

x?2—3x+2>0.Posons x2—3x+2=0=> x; =1 et x, =2

x‘—oo 1 2 + o0
asesal/ A/ o~ G

X—Vx2—=3x +2#0<=>vVx2—-3x + 2#x<=>x%2—-3x + 2 # x2

=>-3x +2#0 =>x¢_—2

s /100 2 /1)
i 77

=>Ds= [ 1; 2
v—x +3
4) f(x) - x2 2x +4

Di={x/x eER;—x?’—3x+4 #0 et—x +3 >0}
(1):—x?2—3x+4 #0=>x; #letx, # — 4

(2): x+3=20 =>x <3

RSl S \ W\
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=>Df= |- ;—4[U |-4; 1[U]1; 3]

tg(2x)
Cos(x)

5 f(x) =
Df={X/X ER; 2x ig et Cos(x)th}

(1):2x =2 =>x # =
2 4

s ( F0<=> ( * ( —-)<=>
os( X oS\ X (N > ;[ 2

4 2

SN RSN COSHEE (0 (0 SRS

8
6) f(X) = =

Di={x/x€R;x?+1 >0 etx+VxZ+ 1#0 }

x2+1 >0 (Vraie)

x+VxZ+ 1#0<=>Vx2+ 1#x<=>x2+1 % x2 =>1 % 0 ( Vraie)

=>Di=R =]—o ; + 0]

3) Opération sur les fonctions .

Soit f et g deux fonctions déefinies respectivement sur leur ensembles de définition Df et Dg.
a- Somme :
Vx EDfetvx eDg; (f+g)(x)=f(x)+ gk)

b- Produit :

Vx eDfetvx €Dg; (fxg)(x)=f(x)xg(x)

c- Quotient :
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f

Vx eDfetvVx €Dg; (5) (x) =

1I- Limites

Ce chapitre vise a :

f(x)
700 avec g(x) # 0

Objectifs

» Compléter 1’étude de la limite d’une fonction engagée en classe de premicre par :
- L’introduction de la limite d’une fonction composée ;

- La limite d’une fonction monotone sur un intervalle ouvert.
* Introduire la continuité d’une fonction sur un intervalle et utiliser quelques théorémes usuels

liés a la continuité de cette fonction.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
e Limites e Déterminer la limite d’une fonction :
- Limite d’une fonction - en utilisant les limites de référence ou une
composée. expression conjuguée ;

- Limite d’une fonction monotone
sur un intervalle ouvert

* Branches paraboliques de direction (OI) et
(OJ) dans un repere (O, I, J).

* Continuité sur un intervalle :
- Opérations, composée
(propriétés admises).
- Image d’un intervalle.

« Fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle :

Théoréme 1 : si f est une fonction
continue et strictement monotone sur un
intervalle I, alors f est une bijection de |
sur f(1). sa bijection réciprogue f ~lest
continue et de méme sens de variation
que la fonction f

- en ayant recours a la définition d’un nombre
dérivé.
* Déterminer la limite d’une fonction composée.

« interpréter graphiquement :

X x
lim & =0, lim & = +o (resp. —x)
X—>+o00 X X—+00 X
X X
lim & =0et lim & = 400 (resp. —o0)
X—>—00 X X—>—00 X

e Démontrer qu'une courbe admet une branche
parabolique de direction (OI)(reps. (0]) )

e Déterminer I'image d’un intervalle par une fonction
continue :

- en utilisant le tableau de variations ;

- en utilisant une méthode algébrique.
e Démontrer qu'une fonction réalise une bijection d’'un

intervalle I sur un intervalle ] dans le cas ou f est donnée

par une formule explicite, déterminer f =1 (x).
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Théoréme 2 : si f est une fonction continue
et strictement monotone sur un intervalle |,

alors pour tout m de f(I), I’équation f(x) = m
admet une unique solution dans I.

Corollaire : soit f une fonction continue et
strictement monotone sur [a, b]. Si f(a) et
f(b) sont des signes contraires, alors
1’équation f(x) = 0 admet une unique
solution dans I’intervalle ouvert ]a, b|.

- Fonctions du type :
- x+ Vx, (nelR *)
- X x"(r e, xelR+*).
g e p/
Définitions ; notons x /4

Propriétés des puissances d’exposants
rationnels

* Prouver I’existence d’une unique solution de I’équation : f(X)
= m sur un intervalle I.
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Activite 1
Soit la fonction f définie sur R par: f(x) =x—13

a- Complete le tableau suivant

x — 3000000 — 2000000 — 1000000 0 | 1000000 2000000 3000000
fx)
b- Donne la valeur de x pour la quelle f n’est pas définie.
c- Que peux-tu conclure quand x tend vers —co ou + oo ?
e e, r
Activité 2
Soit la fonction f définie sur R par f(x ) = x3
a- Compleéte le tableau suivant
x — 3000000 — 2000000 — 1000000 0 | 1000000 2000000 3000000
fx)

b- Que peux-tu conclure quand x tend vers — o ou + oo ?

1) Propriétés sur les limites :

a) Propriété 1

lim x=+o ; lim x*=40 ;lim x>’=+0o ; lim+yx=+o
X > +4oo X — 400 X — 4o X > +4oo
lim x=—o0; lim x*=+ o ; lim x* = — o

X = —00 X > —o X > —oo

b) Propriété 2

im 2=0; lim ==0; lim—=0; lim ~ =0(K€R)
X X X X

n

X — 00 X — 400 X — +0o X — +o00

lim 2=0; lim ==0; lim = =0; lim ~=0(keR)
X X X X

n
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X > —o0 X > — o0 X > — o0 X > — o

C) Propriété 3 :

Si k est un réel non nul alors :

lim S = 00 ( le signe de oo dépend du signe du zéro et du signe de k ).

x—> 0

2) Opération sur les limites

a) Somme :
f l l o0 —0 +0
g U +00ou — o0 —0o0 —0o0
f+g I+ U +00 ou —o0 + o0 —00 Forme
indéterminée
b) Produit :
f l 1@0 0 00
g U [e's) (%) 0
feg Lel’ oo regle des Forme oo régle des
signes indéterminée signes
c) Quotient:
f l l 0 l o0 o0
g l’@) I'=0 0 [¢%) l 0
f L +/—oa | Forme 0 oo régle Forme
g U gauche / a | indéterminée des signes | indéterminée
droite
NB:

On remarque ainsi que I’on a quatre (4) formes indéterminées qui sont :

0 [e's]
—o0 + o0 ; Ok ; — ;—.
0 [e's]
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3) _Limite des fonctions polynémes et rationnelles a I’infini.

a) Limite d’une fonction polynome a Dinfini

La limite d’une fonction polynéme en + o 0ou en — oo estégale a la limite de son terme
du plus haut degré.

Exemple: lim 1—2x%2+3x=  lim —2x%=-2(—»)%=— oo,
X > —00 X —> —

b) Limite d’une fonction rationnelle a Pinfini :

La limite d’une fonction du rationnelle en + co ouen —ooest égale a la limite du quotient
des termes du plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

. —3x +4x3+x%-1 . 4x8 )
Exemple : lim > =lim — = lim 4x=+4w
x“—1+x X

X = + o X = 400 X —> 4+ o

N.B : La propriété sur les limites des fonctions polyndmes et des fonctions rationnelles ne
peut étre utilisée qu’en + oo OU en — co.
En aucun cas, elle ne peut étre utilisée lorsque x tend vers un nombre réel.

4) Limite de la composée de deux fonctions :

Soient f et g deux fonctions et fog leur composée définie sur un intervalle | contenant « a »
ou a est une borne.
Si:limg(x) =1 et silimf(x) =1 alors lim fog(x) =1

xX—=a x =1 xX—= a

5) Limite des fonctions circulaires :

Si a est un nombre réel non nul, ona:

. Sinx . Sinax
lim =

=1et lim =1
ax
x—-0 x—- 0
. t .t
lim 2X=1 et lim 222 =1
X ax
x—-0 x—- 0

84



. 1-cosx 1 , l1-cos(ax) 1
lim == et lim ———==-
x2 2 (ax)? 2

x—-0 x—0

6) Limite & gauche — Limite a droite de x,

a) Limite & gauche de x,

On appelle limite a gauche d’un réel x, d’une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs inferieures on note : lim f(x).
X o Xy
b) Limite a droite de x,

On appelle limite a droite d’un réel x, en une fonction f, la limite lors qu’elle existe quand x
tend vers x, par valeurs supérieures on note : lim  f(x).
+
X = Xp

NB :

Une fonction admet une limite en un point x, si sa limite a gauche est égale a sa limite a
droite.

lim f(x) = Ilim f(x)

X > Xy x> xy

Exemple

Calculer la limite des fonctions suivantes :

X

Jx2+1-1

) -1 ) .
a) llmxz_l, b) llmm, c) lim pe
x—-1 x -2t x— 0
d) Sinox ; e) liml—_g Hlimx— vx?+ x+2
2X x273x7+2
x—- 0 X — —oo X = 4o
Solution
x—1_1-1 _ 0 e
a) lim 21 1-1° % (Forme .Indéterminée )
x—-1
Levons I’indétermination.
li x—1 _ li x—1 e 1 1
Mt MeE-D+) - MGAD) T 2
x—-1 x—-1 x—-1
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x%-5

b) lim =3
x—-—17

Puisque la limite est étudiée a droite de-1, alors cherchons le signe du dénominateur x"2-x-2

a droite de —1

Posons: x2 —x—2=0=>x; = —1 ou x, = 2
x|—oo -1 2 +
xz—x—Z‘ + t}) - )D +
x%-5 -4
=>lim — = — =400
x2—x-2 0
x>—17F

B : Le signe du zéro (07) provient de I’étude du signe du dénominateur a droite de — 1

o VxZ+1-1 o R
c) lim — -0 ( Forme Indéterminée )
x—0

Levons I’indétermination.

1/x2+1—1 . /x2+1_1.m+1 o <,/x2+1—1></x2+1+1>

lim———— = lim = lim
X x VxZ+1+1 x(JxTI-l+1>
x— 0 x— 0 x— 0
2
Va2+1) —12 24 1_ 2 0
:lim—( - =tim——l = gy = im—X = 2= 0
x<1/x2+1+1> x<1/x2+1+1> x( x2+1+1> <1/x2+1+1>
x— 0 x— 0 x— 0 x— 0
i 0 C .,
d) lim Sinsx _ 0 (forme indéterminee)
2X 0
x— 0

Levons I’indétermination.

sin5x
2X

,Sindx _
2X

. .5
lim = llm5




. 1-x _ 1
e) lim————= =
x273x7+2 2

x— 0

f) lim x—vVx?+ x+ 2= + o — oo (forme indéterminée)
X = 400

Levons I’indétermination.

; (x=Vx2+ x+2)(x + Vx2+ x+2)

lim
(x + VxZ+ x+2)
X — 4o
2
— lim x2—(Vx2+ x+2) = lim x2—(x?+ x+2) _ lim x2—x2— x—2
x +Vx2+ x+2 x +Vx2+ x+2 x4+ Va2 4 x+2
X = +o0 X — 4+ X = 4+
lim —*2% __ = |im X2 = lim —x 2
x4 Vx4 x+2 x+ x2(1+ 1+ 2) x4+ I+ 2
X X
X = +o0 X — 4o X = 4o
lim —x 2 = lim —x 2 =lim = = -1
’ 1 2 1 2 X
X — 4o X — 4o X — 4o
7) Théoréme sur les limites
a- Théoréme des gendarmes :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Si f(x) Répond a I'inégalité :A(x) [[f () [[}B ().
(limA(x) =1
X7 dlorslim foo =1
. atorsitm X) =
et si et s 00
llim B(x) =1
X — o0
Exemple
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- L P 2 + Sinx
En utilisant le théoréme des gendarmes, calculé lim 1

X — 400

Solution
Onsaitque: —1 <Sinx < 1

En ajoutons 2 a chaque membre de I’inégalité, on a :
1 <2+ S8inx < 3

En divisant chaque membre de I’inégalité par x + 1,0na:

1 2+ Sinx 3
< <
x+1 — x+1 = x+1

En appliquant la limite 2 chaque membre de I’inégalité, on a :

) 1 . 2+ Sinx ) 3
lim < lim——— < lim
x+1 x+1 x+1
X - 4+ o X - + o X > + o
1
llmm 0
X — oo
Or et
lim—— =0
L M=
X — +4oo
. . P . 2+Sinx
Ainsi en appliquant le théoreme des Gendarmes, on a: lim vl 0
X > 4oo

b- Théoréme de ’Hopital :

Soit f et g deux fonctions continues et dérivables en un point x,.

_ ) B , (X)) fr(x0)
Sif(xo) = g(xo0) = 0 etg’(xo)#0, alors:lim === "=

X = Xg

Exemple
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(x—1)2

Soient f et g deux fonctions définies par: f(x) = et g(x)= x*—5x+4

x%— 3x+2
a) Etudier la continuité de f et g en x,= 1
b) Calculer g’(1)et f'(1) puisen déduire lim ;Ez;
x -1
Solution
a) Etudions la continuité de f et g en xg=1
- Etude de la continuité de fenxy=1
Limf (x) = L o1 0 g
im©oif (x) = lim -z o0
x -1 x =1
Levons I’indétermination :
o (x—=1)? . (x—=1)2 . x-1 _ 0 _
m g =M oa- - M= == 70
x -1 x -1 x -1

=> limf(x)=0
x -1

- Etude de la continuité degen xy = 1

lim g(x)= limx*-5x+4=1-5+4=0
x -1 x =1

Alors f(1)= g(1)= 0 d’autrepart f'(1)=-1 et g’(1)=-3 #0

flx) _ f(1) -1 _ 1
g(x) gr(1) -3 3

Alors lim

x —1

6) Interprétation graphique de la limite d’une fonction :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x)= L (alors la droite d’équation y = 1 ) est asymptote

X = —oo X = +oo
Horizontale a la combe représentative de f.
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asymptote horizontale

Silim f(x) =400 oulim f(x) = —oo( alors la droite d’équation x = a) est

xX—a X —a

asymptote verticale a la combe représentative de f.

asymptote verticale x = a

Silim[f(x)-(ax+b)] =0
X — +o00

ou

X > —0o0

lim[f(x) — (ax+b)] =0
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(alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives

de f).
y
4,
3 .
asymptote obliquey =ax+b
2,
/1
%6 -5 -2 -3 2 - I 2 3 4 5 6 ix
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I11- Continuité
1) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et soit x, un réel appartenant a .

On dit que f est continue en x, si et seulement si f est définie en x, et si la limite de f(x)
quand x tend vers xo est égale a f(x,)
Une fonction f est continue en x,Si et seulement si :

Flxo) existe et lim  f(x) = f (xo) =1 (I fini).

X— Xo

Remarque : les fonctions non continues en x, sont les fonctions non définies en xget les
fonctions n’admettant pas de limite en x

2) Continuité sur un intervalle :

Soit f une fonction définie sur unintervalle | =[a ; b] ou I=]a ; b[.Onditque f est
continue sur I si et seulement si f est continue en tout point de |.

3) Continuité a gauche — continuite a droite

a- Continuité a gauche :

Une fonction f est continue a gauche de x, si  lim f (x) = f(xo).
X = Xy
b) Continuité a droite :

Une fonction f est continue a droit de x, silim f(x) = f(xg)

X - x"
NB :

Une fonction est continue en un point de x, sielle est gauche et a droite de x,

4) Prolongement par continuité

Soit f une fonction numérique non définie en x, ; mais admettant une limite I en ce point. La
f(x) si x+ x,

lsi x= xg

est appelée le prolongement de la fonction f par continuité au point x,

fonction g définie par : g(x)= {

N B : Si f n’est pas définie en x, mais admet une limite en ce point, alors on dit
que f est prolongeable par continuité au point x,.
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Exemple

1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:

a) xX—-2 X+ 3 ;xO:]_

f@=4 f() =5

2) Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f puis
dire si elle est prolongeable par continuité au point x,

f(x):xz— o2 {f(x):w

_ x-Vx — Lox
f ===, mY“) -
_X'O:O x0=0

Solution

1) Etudions la continuité de la fonction f au point x, donné dans chacun des cas suivant:

flx) = x4 Si xg = 2

a) x=2
f(2)=4
. . . x2—4
f est continue en x, = 2, si lexT2 =f(2)
X — 2

. x2—4 _ 0 , L
lim— = f(2) = F( Forme .Indéterminée )
x—2

Levons I’indétermination.

2_ _
lim Y=k o g GO b2 =24+ 2=4
x—2 x —2
x -2 x> 2 x> 2
xZ-
Puisque lim =f(2)
x—2
x -2

Alors f est continue en xy = 2
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[x—1]+2
x+3

fx) = X0 =1

b)
HOEE

2

Ecrivons f sans le symbole de la valeur absolue :
Posonsx —1=0=> x=1

X — 1 + o

x—1 — a +

| x — 1] —x+1 x—1

(=x+1)+2

)= CEEEE i e J-w; 1]
=>
f(x)=% six € ]1; +o]
f(x)==22 six € ]—o0; 1]
=>
f(x)=9;:31 six € |1 ; 4]

Ainsi étudions la continuité de f a gauche et a droite de x, = 1

f estcontinueen xo =1 si f (1)existeetsi limf(x)=lim f(x)= f(1)= %

x - 17 x - 1%
Continuité a gauche :

. _ o —x+3 _ 1
lim f(x)= lim *F3 -3

x —» 17 x = 17

Continuité a droite :

. , x+1 _ 1
limf(x)= lim T3 " 3
x - 1F x - 17

Puisque limf(x) = limf(x):f(1)=%

x - 1 x - 17

Alors fest continue enxy = 1.
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2) Dans chacun des cas suivants, précisons I’ensemble de définition de la fonction f et voyons
si f est prolongeable par continuité au point xg

_ xR
x0=0
Di=10; +o]

- Etudions la continuité de f en x, =0
f n’est pas définie en x, = 0 donc elle n’est pas continue en x, = 0
Voyons si f admet une limite finie x, =0
Levons I’indétermination.
.m(x—\/x_)(x+\/x_)_ . x? -

X
x(x+vx) - x(x+Vx) (x+vx)
x -0 x -0 x -0 x -0

. X —/x
lim ——
x

Alors f n’est pas continue en x, = 0.

Par conséquent f n’est pas prolongeable par continuité en x, = 0.

b%ﬂ@=-§

XO = 0
k
- Dy =R-{Z ke
- Etudions la continuité de fen x, =0
lim 9% =1
X
x =0
Par consequent f est prolongeable par continuité en x, = 0

et son prolongement par continuité en x, = 0 est la fonction h définie par :
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six # 0
six 0

h(x) = {f(x1)= N

IVV- Dérivation :

Objectifs

Ce chapitre vise a :

« consolider les notions abordées en classe de premiére telles que la détermination du sens de
variation d’une fonction et la recherche de tangentes a une courbe en des points donnés ;

* consolider la notion de dérivé et 1’étendre a la composée de deux fonctions dérivables ;

« compléter les théoréemes concernant la dérivabilité par les notions de dérivabilité a gauche et

de dérivabilité a droite ;

« utiliser des propriétés des fonctions dérivables pour démontrer des inégalités ou établir des

encadrements.
Savoirs et savoir-faire
SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Dérivées successives ; houvelle notations. » Démontrer qu’une fonction composée est
af . d?*f dérivable en un point et savoir calculer le
dx ' dx? nombre dérivé en ce point.

* Si une fonction est dérivable sur un intervalle,
alors elle continue sur cet intervalle.

* Dérivée d’une fonction composée (admise) ;
application a la dérivation des fonctions de la
forme:u™ (n€ Z*); Vu

* Existence de la dérivée d’une fonction réciproque
(admise), formule de la dérivée de la fonction
réciproque.

*» Dérivée des fonctions puissances d’exposants
rationnels.

« Inégalité des accroissements finis (2 formes)

» nombre dérivé a droite (a gauche) d’une fonction
en un point.

* Demi-tangente

* Préciser I’ensemble des éléments ou la fonction
réciproque d’une fonction donnée est dérivable.
» Déterminer le nombre dérivé de la fonction
réciproque en un point x,

Utiliser I’inégalité des accroissements finis
pour :

- démontrer une inégalité ;
- établir un encadrement.

* Etudier la dérivabilité d’une fonction définie
par intervalles en un point de raccordement.

* Interpréter graphiquement la dérivabilité a
droite (resp. a gauche) d’une fonction en un point
Xo.
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1) Nombre dérivé en un point x; :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,.

fx) = f(x0)

X — X
finie quand x tend vers x,. Cette limite est appelée nombre dérivé en x, et est noté f’(xo).
C'est-a-dire :

On dit que f est derivable en x, si et seulement si la quantité admet une limite

lim f(X) - f(xo) — fl(xo)

X — X,
X = X

f(xo+ h) — f(x,)
h
admet une limite finie quand h tend vers zéro ; il suffit de poser h= x — xo

N.B : f est dérivable en x est équivalente que la quantité

f est dérivable en xq si elle admet un nombre dérivé f'(x,)

2) Lien _entre la notion de limite et de continuite :

Toute fonction dérivable en un point x, est continue en x,, .
N.B : La réciproque est inexacte.

3) Nombre dérivé a gauche — Nombre dérivée a droite

a) Nombre dérivé a gauche :

fx) = f(xo)
X — x,
X - X9~

Si lim existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a gauche en x,

Onla note fg(xo)

b) Nombre dérivé a droite :

Si limw Existe et est finie, alors on dit que f est dérivable a droite en x,.

Xo
x - x,t

On la note f(x0)

97



Théoréme :

si f est dérivable a gauche et a droite en x, et si les deux nombres dérivés sont égaux alors
f est dérivable en x,etona:

: f) = f(xo) _ qa [(X) = f(Xo) _ ¢
lim E——— lim B — =f(x,)
X > X, X > X"

4) Interprétation graphique d’un nombre dérivé

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle et ( G ) sa courbe représentative dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O ; 1 ; J)

Soit M, (;g) un point fixé de (G). I\/I(;) un point courant de ('G) ; construisons la droite
(MoM) . Lorsque x tend vers x, la droite (MoM ) vient occuper une position limite

(MoT ) appelée tangente a la courbe (G) au point Mo(;g) ;[ '(x0) est appelé pente ou
coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point M, (;g)
A

e )

)|

v
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5) Equation de la tangente au point d’abscisse x, :

L’équation de la tangente en un point x, est donnée par la formule suivante :

y = f'(x0) (x - x0) + f(x0)

NB :

- Si le nombre dérivé a gauche et le nombre dérivé a droite existent et sont différents,
alors la courbe admet deux demi — tangentes en M, de coefficients respectifs les
nombres dérivés a gauche et a droite de x et fait un angle en ce point.

- Silacourbe (C). de la fonction f admet en un point xo , une tangente paralléle a 1’axe

des abscisses alors f '(x0) = 0

6) Utilisation des dérivées :

Sens de variation d’une fonction.

Soit f une fonction définie par : x > f(x). On appelle dérivée de f, la fonction f’ définie

par: f’:x — f’(x) nombre dérivé de la fonction f au point x

Formules sur les dérivées :

Dérivées usuelles :

Fonctions Dérivées Domaines de dérivabilité
a (constante) ) R
ax a R
ax" nax"? R
a —nax™ ! R
x™ xZn
Vx 1 R
2vx
Vax +b e R
2Vax+b
Cosx —Sinx R
Sin x Cos x R
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Togx

KT1
oo = L+tg’x R- {5
Cos (ax + b) —aSin (ax + b) R
Sin (ax + b) a Cos (ax + b) R
tg (ax + b) a

=1+t?g(ax +b)

R-{ax+b[[ ke z

Cos? (ax + b)

Opérations sur les dérivées :

Fonctions Dérivées
u+ v U +v
au (a € R) au’
W [Fv) wv + v'u
a —au’
a(a € ]R) "
u w)(W) — (W) (w)
v (v)?
OR n(u) (W™
—nauu™"
o (a € R) —
Vi i
2\/u
Cos (u) —u'Sin (u)
Sin (u) u'Cos(u)
tg (W) u'
Cos?u
u = (gof) (%) v = [ [k F)

7) Dérivée de la réciproque d’une fonction f :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Alors f réalise une bijection de I sur sur f (1) et admet une bijection £~ de f(I) dans |

Ayant méme sens de variation que f

Pour calculer (f1)’(x,), on peut procéder comme suite :

- On détermine la solution de I’équation f(x) = x,

- Oncalcule f’(x) et on vérifie que f’(x) @0
1

_ On conclue (fY (x) =——

n conclue () (x) )

8) Sens de variation d’une fonction.

Théoréme :
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Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On retient que les variations d’une fonction
dépendent du signe de sa dérivée. Ainsi :

- Sif’(x)<O0pourtoutx € I,alorsV x € I, f est strictement décroissante.
- Sif’(x)>0pourtoutx €l,alorsV x € I, f est strictement croissante.
- Sif’(x)=0pourtout x € l,alorsV x €1, f estconstante ou stationnaire

N.B :

Les variations d’une fonction peuvent étre résumées dans un tableau appelé tableau de
variation de f. Ainsi un tableau de variation comporte les éléments suivants :
- Domaine de définition

- Valeurs pour lesquelles la dérivée s’annule

- Des fleches croissantes et décroissantes montrant les variations de f.

- Une courbe ( C¢ ) admet en un point A(x, ; yo) une tangente horizontale ou une tangente
paralléle a I’axe des abscisses si et seulement si : f’(x,) = 0.

- Une courbe ( C; ) admet en un point A(x, ; yo) une tangente de coefficient directeur a si
et seulement si : f’(x,) = a.

9) Extremum d’une fonction :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x,. Si f '(x) s’annule en
changeant de signe en passant par x, , alors f admet un extremum en x,.

Si f’(x) passe du signe négatif au signe positif on dit que f présente un minimum
Si f’(x) passe du signe positif au signe négatif on dit que f présente un maximum

Ainsi on dit que : (Cf) admet une tangente horizontale en Mo(x0 ; f(xo))

Exemple

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f au point x, donné :
(x-2)*
f(X)=———"—
) X*+X—6 ; X, =2
f(2)=0

2) Calculer la fonction dérivée f ’(x) de la fonction f(x) :
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- x%2+3x -5

fy = =22

3) Ecrire une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x :

f(x)=Cos? (%); on donne x,= 2

x% 4+ 2x 42

4) Dresser le tableau de variation de la fonction suivante : f(x) = prr

Solution

1) Etudions la dérivabilité de la fonction f au point x,

X — 2)?
f(x)z(z—) _
X+ X—6 ; X, =2
f(2)=0
f estdérivableen x, =2 Si lim % =[] avec(l €R)
x =2
(x — 2)2
tim =02 = im52 = i 25 = im T
x - 2 x -2 x -2 x -2
= i —X = 2 = lim (x - 2 - lim— o
- x—2)(x2+x-2) (x— 2)(x— 2)(x— 1) (x —22x—- 1
x - 2 x -2 x =2
. 1
=lim— = 1€eR
x—1
x - 2

Alors f est dérivable en x, =2 et son nombre dérivé est f'(2) =1

i Arivéa £/ : - x%+3x -5
2) Calculer la fonction dérivée f '(x) de la fonction f(x) = e,

U(x)=—x%43x —5=>U(x) = —-2x +3

—x2+3x -5

fo) = i

V(x) =x3—-2 => V'(x) = 3x?
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(V@) (v@) - (V) (U@®) (- 2x +3)(x3- 2) — (B3x2)(= x2+ 3x 5)

=>f'(x) = Vo) (@3- 2)2

x* — 6x3+ 15x2+ 4x — 6
2
(x3-2)

=>f'(x) =

3) Ecrivons une équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x, :

f(x)=_Cos? (%); on donne x, =2

L’équation de la tangent (T) a la courbe (C) de f aux points x, = 2 est :

y=f@)(x-2)+ f(2)

U(x) = Cos(x?n) => U(x) = — gSin(x?n)
f(x)= Cos? (%)
n=2 => | UM (x) = Cos(%)s

=>f"(x) =n(U'(x))(U"*(x))

4

') = (= sn () (cos ()] =or2) = - B et pc2) = §

V3 1 /3 2mV3 + 3
Dou: y= — —(x—2 - =>y = — X
y 12 ) + 4 y 12 + 12
x2 +2x +2

4) Dressons le tableau de variation de la fonction f(x) = P

Df = R—{-1}=]-00; -1[U]-1; + o]

x ‘—oo -1 + o
x+1‘ - $ +
. . x242x42 . x? .
limf(x)=lim ————= = lim— = limx = —
x + 1 x
X > —00 X = —o0 X = — oo X = — 00
. . X2+ 2x+2 R % ]
lim f(x)=llmx+—1=llm; = lim x = +
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X o + X o> 4+ X — 4o X > 4+ oo

x2 4+ 2x 42 1

lim f(x)=llm ﬁ=0—_=—00
x - =17 x - =17

. 2 1
lim f(x):llm M = — = 4+ 00

x+1 ot
x » -1t x » —1%
U(x) =x%4+ 2x +2 =>U(x) = 2x +2

24 2x 42
f(x)=% V(ix) =x +1 =>V'(x) =1

(V@) (v@) - (V@) (U®) x4+ +1) — D)2+ 2x +2)
(V) (x +1)2

=>f'(x) =

2
=>f'(x) = % or v x €Df,(x + 1)2>0

Alors le signe de f'(x) dépend donc du signe du numérateur x? + 2x.
Posons x? + 2x =0=>x=0 ou x= -2

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X |- —2 ~1 0
f(x) + 0 — - +
2 T
£ - \ \ /
_ oo/ o 2

f(=2)=-2 et f(0)=2
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V- Etude de fonctions :

1) Parité et périodicité d’une fonction :

a) Fonction paire :
Une fonction f est dite paire si et seulement si :

vx € Dfet —x € Df;f(—x) = f(x)

b) Fonction impaire :
Une fonction f est dite impaire si et seulement si :

Vx € Dfet —x € Df;f(—x) = —f(x)

C) Fonction Périodigue :

Une fonction f est dite périodique de période T s’il existe un nombre réel T tel que
vVx € Df et x+Te€Df ;f(x+T)= f(x).

Remarqgue :

- Lafonction Cosx est paire car Cos (— x) = Cos x

- Lafonction Sinx est impaire car Sin (—x) = — Sinx

- Les fonctions Cos (ax + b) et Sin (ax + b) sont périodique et de période T = ﬁ
Exemple

1+ cos3x
cos’ x
1) Déterminer I'ensemble de définition Ds de f.

Soit la fonction f définie par f(x) = et (C) sa courbe.
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2) Etudier la périodicité la parité de f puis en déduire que Ds peux se réduirea[0; ]

3(1—2cosx)sinx
cos® x

3) Montrer que vx e Df ona: f'(x) =

4) Dresser le tableau de variationde fsur[0; m].

Solution

1+ Cos3x

Soit la fonction f définie par f(x) = -— et (C) sa courbe
0S°X

1) Déterminons I’ensemble de définition Df
Df= {x/x€R; Cos3x # 0}

Cos3x # 0 < Cosx # 0 < Cosx ;tCosg@x * §+ 2kmr oux # —§+ 2km
aveck €Z

R o CLaEEE (0 e
2 2’ 2 2
2) Etude de la parité et de la périodicité de f

1+Cos(-3x) 1+Cos3x _

- Partie: f(—x) = Cos®(—x) T Cox®x

f(x)

Alors f est paire et admet donc I’axe y’oy comme axe de symeétrie.

- Périodicité : T, = % et To= ¥=2H:>T =T,NT, =2[1
, . . T T
Alors 1’étude peut donc se fait sur le domaine [— > 5]
& Df = —27” ; 27" =>Df=[-m; m]

Et puisque la fonction f est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; 7 ].
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D’ouDf =[0; m]

3) Montronsque Vxe Df,ona: f’(x) = 3(1—2Cosx)Sinx

Cos”x
f0) 1+ Cos3x|u =1+ Cos3x => u'= —-3Sin3x
X = -
Cos®x |v=Cos’*x => v'= —3SinxCos’x
.. . _ —3Cos’x e Sin3x + 3Sinx Cos*x(1+ Cos3x)
= Cos®x
., . _ 3Cos’x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>/0= Cos®x
, 3(Sinxe Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
= [ = X ! )
Cos™x
, 3(Sin(x —3x) + Sinx)  3(—2Cosx +1)Sinx
s frx) = 3630+ SinY_ +1)
Cos™x Cos™x
, 3(—2Cosx Sinx+ Sinx)  3(-2Cox +1)Sinx
e X 4 ) _3( )
Cos™x Cos™x
, 3(1—2Cosx)sin x
= [ = X )

Cos*x

4) Etude du signe de (1 —2cosx) sur Dg puis de variations de f.
_ _ _ 1 _ T _ s T
1-2Cosx =0 =>Cosx = E<:> COSX—COS; =>x= -2+ 2km ou x = 3t 2km

D’autre par Vx [0; | ; Sinx >0 et Cos*x >0
Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 % E T
£(x) - 0 + +
2 + 0
f(x) \ / /
0 — o0




f(=2)=-2 et f(0)=2

4) Courbes symétrigues :

a) Axe de symétrie :

La droite d’équation x = a est dite axe de symétrie pour la courbe (Cf) de f si :

* fQa-x) = f(x)

ou
e f(a + x)estpaire
ou

* fla+x)=f(a-x)

b) Centre de symétrie :

Le point I(g) est dit centre de symétrie pour la courbe (Cf) de f si

o f(2a-x)+ f(x) = 2b
ou
e f(a + x)- bestpaire
ou
o f(a+x)+ f(a-x) =2b

N.B:

- Toute fonction paire admet I’axe (y’ 0 y) comme axe de symétrie.
- Toute fonction impaire admet le point O (g) (origine du repere) comme centre de
symétrie.
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C) Recherche de centre de symétrie et d’axe de symétrie :

- Centre de symétrie :

ax?+ bx+c

yx+p
représentative dans le repére orthonormé (O ;7;7)oU:a; b; c; y; B sont tous des réels
avec:a #0 et yx+ f # 0.

Soit f une fonction rationnelle définie par: f(x) = et ( C) sa courbe

r

i ’ ’ c
Si f peux ce mettre sous laforme: f(x) = a'x + b’ + VEF B
Alors le centre de symétrie a la courbe ( C ) de f a pour coordonnée :

_ —P
yo= a'xg + b

- Axe de symétrie :

Soit f une fonction polyndme du second degré définie par: f(x) = ax? + bx +c
avec (a+#0)

. b \2 b%- 4ac
Si f peux ce mettre sous laforme: f(x ) = a (x + —) — >
2a 4a
Alors I’axe de symétrie a la courbe ( C ) de fa pour équation x = — 2% .

Exemple

1) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si la droite d’équation x = a est un axe de
symeétrie pour la courbe (C) de f.

a) f(x)=x*+2x+3eta=-1

b) f(x)=3x2— 2x +3 et a:%

2) Pour chacune des fonctions données, vérifiez si le point | (Z) est un centre de symétrie
pour la courbe (C) de f.

) fo= E2 e 1 (8)

2_
3x<—12 3

D) fG) = T e ()

+1
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Solution

1) Pour chacune des fonctions données, vérifions si la droite d’équation x = a est un axe
de symétrie pour la courbe (C) de f.

a) f(x)=x2+2x+3 et a= —1
a = —1 estun axe de symétrie si f(2a- x) = f(x)
F2(=1)-x) = f(=2-x)=(—2—-x)*+ 2(=2—x)+ 3
=(2+x)*+2(-2-x)+3
=4+4x+ x*— 4—-2x+3

=x2— 2x+3=f(x)

Puisque f(—2-x) = f(x) alors @ = —1 estun axe de symétrie pour la courbe (C)

de f.

f(x)=3x* —2x+ 3 et a= lz

a= % est un axe de symétrie si f(2a- x) = f(x)

f2(3 )-x) = f(1-x)=3(1-x)*=2(1 —x) + 3
=3—6x+ 3x2— 2+2x+3

=3x%—4x+4# f(x)

. 1 ,
Puisque f(1-x)# f(x)alorsa= 2 n’est pas un axe de symétrie pour la courbe

(C)def.

2) Pour chacune des fonctions données, vérifions si le point | (Z) est un centre de symétrie
pour la courbe (C) de f.

3x3— x%2+44 0
) f(X)= =57 |<-_1>

3

3

Le point | (_01> est dit centre de symétrie si f(2(0) - x) + f(x) = 2(_?1)
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<=>f(-0) + f@)=(F)

3(—x)3-(-x)?+4 -3x3- x%+4

f(-x) 3(—x)2-12 - 3x2-12
-3x3— x%+4 3x3— x%+4 —-2x%48 2
=>f( - = + = .
f(-x) + f(x) 3x2-12 3x2-12 3x?%-12 > 3

. 0 .
Puisque f(- x) + f(x) # — % alors | (-_1) n’est pas un centre de symétrie pour la
3
courbe (C) de f.

D) flx) = T2 et 1(7)

x+1

Le point I(_Ol) est dit centre de symétriesi f(2(—1) - x) + f(x) = 2(0)

<=>f(-2—-—x)+ f(x) =0

(—2-x)%+ 2(-2-x) +2

-x-2)=
f( ) (—2—x) +1
_4+4x+x2—4—2x+2 _ x2+2x
- —-2—x+1 - -x-1
Sf( 2) + F(x) x2+2x+2J_x2+ 2x =2 —x%-2x-2 +x2+ 2x +2 0
= - x - x) = } = =
-x-1 x+1 x+1 x +1

Puisque f(- x-2) + f(x) =0 alors | (_01) est un centre de symétrie pour la courbe

(€)

5) Maximum - Minimum - Extremum - Point d’inflexion

a) Minimum :

Soit f une fonction définie en un point x,. S’il existe un intervalle I centré en x,tel que V x €
lona:f(x) > f(x,)alors f présente un minimu
m en x,. Ce minimum est m = f(x, ).

b) Maximum :

f admet un maximum relatif au point x,, s’il existe un intervalle I centré en x, tel que Vv x € |
ona: f(x)< f(xo).Lemaximumest M = f(x,).

Théoreme :
Si une fonction f est dérivable sur un intervalle I et si f’(x) s’annule en x, et change ce signe
en passant par x,, on dit alors que f présente un extremum en x,. Cet extremum est égal a
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f(xo). Il est le minimum si f’ passe du signe négatif au signe positif. Il est le maximum si f’
passe du signe positif au signe négatif.
NB :

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert] a ; b[ , tel que la dérivée s’annule en
changeant de signe au point x,, alors la fonction f admet un extremum relatif en x,.

c) Extremum :

Le systeme (Maximum-Minimum) est appelé Extremum.

- A représente le maximum relatif,
- B represente le minimum relatif,

d) Point d’inflexion :
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Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle] a ; b[. On appelle point d’inflexion,
tout point ou la dérivée seconde f *°(x) s’annule en changeant de signe.

e) Point de reboursement :

Silimf'(x) = o0 ou  limf'(x) = o
x > x," X > Xy

Alors on dit que f admet un point de reboursement x, a tangente parall¢le a 1’axe des
abscisses ou des ordonnées :

yu Yy A
|
: > x »X
0 0
a)lim' f'(x) =+ b) limf '(x) = —
X — 4o X > —®

6) Fonction réciprogue

Bijection :

Une fonction f de E vers F est dite bijective si tout élément de I’ensemble d’arrivé F admet un
et un seul antécédent dans I’ensemble de départ E.

- EnPratique :
Une application f est bijective si et seulementsivy € F 3'x € Eona: f(x) =y

- Graphiquement

Les courbes représentatives d’une fonction et celle de sa fonction réciproque sont
symétriques par rapport a la premiére bissectrice( A ) d’équationy = x.
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Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f est une
bijection de I sur f(I). et admet une bijection réciproque f~1 de f (I) sur | ayant
méme sens de variation que f

Les courbes Cret Cr* sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A : y = x
SiM (x; y) € CralorsN (y; x) € C¢*

Six = a estasymptote & C alors y = a devient asymptote pour C¢*

7) Theoréme de valeurs intermédiaires :

L’image d’un intervalle par une fonction continue :

Théoreme 1 :
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L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit f une fonction de R — IR et soit D son ensemble de définition. Soitl=[a ; b]
oul=]a ; b[ unintervalle de Ds. Si f est continue sur I alors f(I) est aussi un intervalle

Théoreme 2:
L’image d’un intervalle fermé par une fonction continue est un intervalle fermé.
17" forme :

Soit f une fonction de R — R et soit Ds son ensemble de définition. Soit I=[a ; b]
oul=]a; b[ unintervalle de Ds. Si f est continue sur | alors f (I) est aussi un intervalle.

2°™ forme :

Si f est continue sur | et que f(a) @f(b) < 0, alors il existe un réel o € I tel que f(ax) =0
A

f(a@)

v

f(b)

8) Théoréme relatif aux fonctions continues et strictement monotones

1" forme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ a ; b ] etsi f(a)
et f(b) sont de signes contraires alors il existe un unique point xo élément de ]a; b[ tel que

f(xo)=0

2°™ forme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle[ a ; b ] etsi
f (a) X f (b) <0 alors I’équation f (x) = 0 admet une unique solutiona € [ a ; b |
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f(a)

v

f(b)

9) Approximation d’une solution @ de I’équation g(x) =0 :

a- Méthode de dichotomie :

Soit g une fonction définie sur un intervalle [ a ; b ] tel que g(a) X g(b) < 0.
Posonsay = b et b, = b.
e Si geststrictement croissante sur [a ; b]

L/____’ f(a)

Ainsi on a deux suites numériques de termes généraux a,, et b, telquea € [a,; by,].
an + bn)

On calcule g ( >

- Si g(%b")<0 alorsae[a"; bn . bn].




- Sig(

an + by

)>0 alorsae[an;

an +

)

e Si geststrictement décroissante sur [a ; b]

-3+

f(b)x_'

Ainsi on a deux suites numériques de termes genéraux a,, et b, telquea € [a,; b, ].

On calcule g (

- sig(

- S g(%b") > Qalors a € [

an

2

+ bn)
— )

an, + bp

)<0alorsae [an;

b- Méthode des balayages :

an + bn

2

an + bn]

; bn].

C’est une méthode qui consiste a déterminée une approximation de a a partir d’un tableau de
valeur ou la valeur de o est obtenue en encadrant la valeur de x a partir du changement de
signe obtenue entre 1’antécédent positif et négatif.

X1

X4

X

X
f(x)

f(x)

X2
f(xz)

X3
f(x3)

f(%x4)

X5
f(xs)

X6
f(xe)

X7
f(x7)

FCxn)

Si par exemple f(xs)X f(xs) <0 alors o € [ x5; x| et par conséquent o = ad

A) Soit f(x) = x*+3x —7.

Exemple
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1- Calculer f’(x).

2- Etudier le sens de variation de f.

3- Dresser le tableau de variation de f.

4- Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique o telleque x € ]1; 2J.
5- Déterminer une valeur approchée de « & 102 prés.

B) Soit f(x) =vx + 2.
1- Déterminer I’ensemble de définition Df de f.

2- Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo[ sur un intervalle J que
I’on déterminera.

C) Soit f(x) = Cosx une fonction définie sur [ 0; %]

1- Etudier les variations de f surl’intervalle[ 0 ; g]

2- Trouver une valeur approchée a 1072 prés de la solution a de I’équation f(x) = x

Solution
A) Soit f(x)=x3 + 3x — 7.
1- Calculons f’(x).
Df =R

f(x)=x® +3x —7=> f'(x)=3x* + 3
2- Etudions le sens de variation de f.
Vx €Df,f'(x)>0.DouV x € Df, f eststrictement croissante.

3- Dressons le tableau de variation de f.

imf(x) = limx*+3x —7 = lim x* = (—»0)° = —»
X — — X — —00 X — —o00

limf(x) = Ilimx*+3x =7 = lim x* = (+»)% = 4+
X = Fo© X > to X > +oo

X - 0] + o0

' +

fx)

f(x)




4-

/e/'“"

—00

4- Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que o € |1; 2[

D’aprés le tableau de variation, f est définie, continue et strictement croissante de
]—o; +oof vers ] —o ; + o] alors I’ équation f(x) = 0 admet une solution unique o tel

que f(a)=0.
f(1)= -4
De Ius:{ =>f(1)xf(2)<0
plus {25y = 7 =F(1XA(2)
1- Alors d’aprées le théoréme des valeurs intermédiaires o € ]1 ; 2[

2- Déterminer une valeur approchée de o a 107 pres.
Pour cela utilisons la méthode des balayages

1,1 1,2 1,3 1,4 15 1,6 1,7 1,8 1,9

x
f(x) |-2,36 -1,67 -0,90 -0,05 0,87 ? ? ? ?

Ainsi d’apres le tableau, I’image par f des différentes valeurs de x commences a changé de
signe a partir des valeurs de x comprises entre 1,4 et 1,5.

1,4+1,5
Alors: a = T = 1,45

B) Soit f(x)=vx+ 2.

Déterminons 1’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x €IR;x+2>0}

x+2>0.Posons x+2=0=>x = —2

+ o

x ‘ — -2
V7R
=>Di=[—2; + |

Montrer que f réalise une bijection de I’intervalle [— 2 ; + oo[ sur un intervalle J que I’on
déterminera.
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Pour cela, dressons le tableau de variation de f :

f(=2)=0cet limf(x)= limvx = +o
X—> too xX— 4+
F&) =VEFZ =>f'(0)= 7= =>f () >0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X -2 + oo
f'(x) +
+ o
£ /
0

D’aprés le tableau de variation , f est définie, continue et strictement croissante de
]—2; +o[ vers ]0 ; 4+ oo alors f réalise une bijectionde] — 2 ; + oo [ vers
lintervalle J=]0; + o]

10) Théoréme de I’inégalité des accroissements finis

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle 1. Soit a et b deux réels appartenant a
| tel que (a< b).

-Sim et M sont deux réels tel que m < f’(x) < M, alorsona:
(b-aym < f(b)- f(a)< (b-a) M.

-Si f est dérivable sur 1, alors il existe un réel k appartenant a I tel que |f'(x)| < k.

Ainsi par conséquentV a € leth € l,ona: | f(x) — f(a)l < k |x-a].
(qui est le théoréme de I’inégalité des accroissements fins).

Exemple

x2—x-5

Soit la fonction f définie par f(x) = 3

1) Montrer que VX € [4; 5], 0na If’(x)lsg
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2) En déduire que Yx €[4 ; 5], 0ona: |f(x) —§| S%Ix — 5]

Solution

2_x -5

Soit la fonction f définie par f (x) = ———
1) Montronsque V x € [4;5],0ona: | f'(x)]| < —i

U(x) =x> —x—=5=>U(x)= 2x—1

-5

fla) = 22220

3 V(x)=x— 3 =>V(x) =1

(V@) (v@) - (V@) (U@®)  (2x-1)x-3) - W@?- x-5)

= >f (x) == (V(x))Z (X _ 3)2
x?— 6x + 8

AR T

Orx € [4; 5]<x=>4< x< 5

En appliquant la fonction dérivée f' a ’inégalité, on a :
, , 3
Or f4)=0 et f(5)=z

=> 0 fi(x)< 7
En appliquant la valeur absolue a I’inégalité, on a :
, 3
=>lol < If'(0)l < |5
, 3
=> 0< If' (0 <5

Doi Vx €[4;5], |f(x)] <2
15

2) EndéduisonsqueV x €[4 ; 5],ona:|f(x)— nE %lx—Sl

D’apres la question 1) ,on a :

vx€[4;5], If'(x)] <

S w
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Or si | f'(x )| < k,on a: d’apres le théoreme de I’'inégalité des accroissements finis
lf () = f(a) | < klx—al

Ainsi puisque| f'(x )| < 23, alors d’apres le théoréme de I’inégalité des accroissements
Finisona: [f(x) — f(5) | < Z3|x—5|.Avec k = f et a =5

orf(5)= 3

=>|f@ -2 < 2k -5

DouV x €[4 ; 5],ona:|f(x)—175|§ %Ix—SI

11) Etude des branches infinies :

Notion d’asymptotes :

e Silimf(x)=1 ou lim f(x) = [ (alors la droite d’équation y =1)

X = —o X = 4o

est asymptote horizontale a la combe représentative de f.
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asymptote horizontale . y=I |

o Silim f(x) =400 ou lim f(x) = —oo(alors la droite d’équation x = a)
X —a X —a
est asymptote verticale & la combe représentative de f.
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asymptote verticale x = a

Silim[f(x)- (ax+b)] =0

ou lim[f(x) — (ax+b)] =0

X > —00

(Alors la droite d’équation y = a x + b est asymptote oblique a la combe représentatives

asymptote obliquey =ax+Db

Recherche d’asymptote oblique :

Il est évident de dire que si :lim  f(x) = £ o=, alors on a une possibilité d’asymptote oblique.
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Ainsi pour chercher I’asymptote oblique, on procéde comme suite :

. Silim@=a
X

alors la droite d’équation y = ax + b est
X > t oo
Asymptote oblique a la courbe (C) de f.

et lim f(x)-ax=b
X = 1+ oo

asymptote oblique
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[ _

e Si lim + o alors la courbe (C) de f admet I’axe (y’oy)
X—+ o0 comme branche parabolique.
y
4,,
3L
Branche parabolique de
2+ Direction ( Oy )
l,,
Y6 -5 -4 -3 2 -1/9 1 2 3 4 5 & ix
_l,,
Branche paraboliquefde
Direction ( Oy ) _31
_4,,

Si lim @ _ 0 alors la courbe (C) de f admet I’axe (x’ox)
X — + o comme branche parabolique.
y
4,,
3L Branche parabolique de
Direction ( Ox )
2,,
1,,
Y6 -5 -4 i~z -1 I 2 3 2 5 6 ix
Branche parabolique de 1l
Direction ( Ox)
_2,,
_3,,
_4,,
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N.B :

Si f est une fonction rationnelle dont le degré du numérateur est supérieur au degré du
dénominateur d’une seule unité, alors on peut écrire f(x) sous la forme :

f(x) = Q(x) + %x) (en effectuant une division euclidienne ) .

Q(x) = y estle quotient et est aussi appelé Asymptote oblique.
D(x) = est le diviseur
R =est le reste.

Cas Particulier d’asymptote

Toutes fonctions de la forme :
f(x) = YaxZ+ bx+c ou f(x)=+/lax? + bx +c|;(avec a # 0 et a >0)

Admet deux asymptotes :

b
- L’une en — o d’équation : y = — Va ( X + E)

va(x + )

- L’une en + oo d’équation : y

11) Position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote obligue.

Pour déterminer la position relative d’une courbe (Cf) et de son asymptote oblique (A), on
étudie le signe de : f(x) - y. Ainsi :

- Si f(x)- y <0, alors la courbe (Cf) est en dessous de la droite (A).
- Sif(x) -y >0,alors la courbe (Cf) est au dessus de la droite (A).

- Sif(x)-y =0,alors la courbe (Cf) et la droite (A) sont confondues.

Exemple

x2-3

1- Ondonne f(x) = 2
a) Démontrer que la droite (A) : y = x + 2 estasymptote oblique a la courbe(Cf) de

f en +oo.
b) Etudier la position de la courbe (Cf) et (A).
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2 —_
2- Ondonne f(x) = ;_34

a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Df .
c) En déduire I’équation des asymptotes a la courbe (Cf).

Solution

x2-3

x-2

1- Ondonne f(x) =

a) Démontrons que la droite (A) : y = x + 2 estasymptote oblique a la courbe (Cf) de f
en +oo.

la droite (A) d’équation y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe (Cf) de f en oo si :

lim [f(x)-(x+2)]=0

X = + oo
2-3 2-3)- 2)(x-2
lim [f(x)—(x+2)]=Zim’;_z—(x+2)=lim(x )if;’ kD,
X > + o0 x > + oo X = + o
= sli )= lim — = lm —=—=0
=>lim[f(x)-(x + 2)] = lim 5 - im — = — =
X > 4o X > +o X—> too

Puisque lim [f(x)- (x +2)]=0
X = +

Alors la droite (A) d’équation y = x + 2 e stasymptote oblique a la courbe (Cf) de f
en +oo

b) Etudions la position de la courbe (Cf) et de la droite ( A ).

Pour cela étudions le signede f(x) — y.

Posons f(x) — y = 0 <=> =0 =>x—2=0=>x= 2

xX— 2

D’ou le tableau de signe est le suivant :

fy-y| (a)/ oy | )/ (a)
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AlorsV x € ]—o ; 2[; f(x)-y < 0 =>

Vx €]—wo ; 2][; lacourbe(C) esten dessous de la droite (A).
Et

Vxel]2; +o[; f(x)-y >0=>

V X € ]2 ; 4o [ ; lacourbe (C) estau dessus de la droite (A).

2x —4
x —3

2- Ondonne f(x) =

a) Déterminer I’ensemble de définition Df de f.
Di={x/x eR;x —3#0} =>Ds=Df = R—{3} = ]-o; 3[U]3; +xo]

b) Calculons les limites aux bornes de D¢

x ‘—oo 3 +
x—3 - +

. - 2
lim f(x) =lim 5x_34= lim == =2
X — — X > — X > —

. - 2
lim f(x) =lim jx_ 34 = lim ==2
X >+ x - + X > 4+ o
lim fQ) =lim =% = lim = = — oo
x - 37 x - 37

. - 2
lim f(x)=lim i"_ 34 = lim — = +
x - 3* x - 37
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C) En déduisons les asymptotes a la courbe ( C ) de f.

limf(x)=2

(
| x> —o0
Puisque { et Alors la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a ( Cf ).

Llimf(x) =2

X = +
limf(x)= —o0

x - 3

(
I
Puisque { et

Llimf(x) = 4+ o0

x— 3%

Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a

(C1).
Puisque lim  [f(x) - (x + 2)] = 0 Alors la droite d’équation y = 3 est asymptote

X =+

obliquea (Cf).

12) Intersection de la courbe avec les axes du repere :

a) Intersection de la courbe avec ’axe des abscisses (0x)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec 1’axe des abscisses, on
résous 1’équation f(x) = 0. Ainsi la courbe passe par les solutions de I’équation f(x) = 0
sur I’axe (ox).

b) Intersection de la courbe avec I’axe des ordonnées (0y)

Pour trouver le ou les points d’intersection de la courbe (Cf) avec 1’axe des ordonnées, on
calcule I’ordonnée y = f(0). Ainsi la courbe passe par y = f (o) sur I’axe des (oy).

13) Plan d’étude d’une fonction :

Pour étudier une fonction f et représenter graphiquement sa courbe (Cf) dans le repére on
adopte le plan suivant :
- Ondonne le domaine de définition ou ensemble de définition noté D¢

On calcule les limites aux bornes de Ds
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- On étudie la parité et la périodicité de f
- On étudie la continuité de f

- On étudie le sens de variation de f qui consiste a calculer la dérivée et a étudier Son signe
- On dresse le tableau de variation qui est le résumé de toutes les études précédentes

- On peut chercher les points d’intersections éventuels avec les axes de coordonnées

Exemple

Etudier et représenter la courbe (C) de la fonction f dans chacun des cas suivants :

X%+2x +2
DI =—"1
2) Soit la fonction f définie par f(x) = % et (C) sa courbe.

a) Déterminer I'ensemble de définition D¢ de f.
b) Etudier la parité et la périodicité de f . En déduire qu'il suffit d'étudier la fonction f sur

un nouvel ensemble d’étude De

3(1— 2Cosx)Si
c) Montrer que ¥x e Df ona: f'(x) = ( CO::;) -

d) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduire les variations de f sur Dg.
e) Tracer la courbe (C).

Solution

x2 + 2x 42

1) Etudions et représentons la courbe (C) de la fonction f(x ) = — 1

Df =R—{—=1}=]-0; -1[U]-1; +oo]

X ‘—oo -1 + o
x+1‘ - + +
. . X2+ 2x+2 . ox? .
lim f(x)=llmH—1=lle = limx = —
X > —00 X o> —o00 X > —00 X = —
, . x24+2x+2 . xZ .
lim f(x)=llmﬁ=llm7 =limx = +
X o + X > + X — 4o X — 4+ oo




X% 4+ 2x 42 1

[ = i - —_ = — = — 0
lim f(x) lim — =
x - —17 x »> —17

x2 + 2x 42 1

I}
_|_
8

lim f(x) = lim ———— = —

x+1 ot
x - -1t x - —-1*

U(x) =x*+2x +2 =>U'(x) = 2x +2

x%+2x +2 , B
flx) = i1 V(ix) =x +1 =>V(x) =1

(V@) (v@) - (V) (U®)  @x+2)(x +1) — (1)2+ 2x +2)
(V(x)? (x + 1)2

=>f'(x) =

2
=>f'(x) = % or Vx € Df,(x + 1)?> 0 alors le signe de f'(x) dépend

donc du signe du numérateur x? + 2x.

Posonsx? + 2x =0=>x=0 ou x= —2
D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x |- -2 -1 0 + oo
fo | o+ 9 - - +
+ o0 T
, -2
rep \
— 00 — 0 2
x = —1 est asymptote verticale a (C).
y = x+ 1estasymptote obliquea (C)car lim [f(x)- (x + 1)]=0 .
X — 4+

Ainsi on a la représentation suivante :
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Soit la fonction f définie par f(x) = HCC—O:SX et (C) sa courbe
0S°X

a) Déterminons I’ensemble de définition Df

Df = {x/x e R; Cos’x =0}
Cos3x #0 <=>Cosx # 0<=> Cosx ¢Cos§<:>x * % + 2km ou
X # —§+2k1t

=>Dy = ]—00; — g +2k1r[U E + 2km ; + o0 [
b) Etude de la parité et de la périodicité de f

1+Cos(-3x) 1+Cos3x _

- Partie: f(—x) = Cos®(—x) T Cox®x

f(x)
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Alors f est paire et admet donc I’axe y’oy comme axe de symetrie.

- Périodicité:lez?” et TZ:ZT" =>T=T,nT, =2=n

Alors 1’étude peut donc se fait sur le domaine [—g ; g]

<:>DE=[—27" ; 27”]:>DE=[—7I; 7]

Et puisque la fonction est paire alors nous pouvons résumer le domaine d’étude a [0 ; m ]
DouDe=DN[0; m]

c) Montrons que ¥xe Df,ona: f’(x) = 3(1—2Cosx)Sinx

Cos*x
f0) 1+ Cos3x|u =1+ Cos3x => u'=-3Sin3x
X = -
Cos’x |lv = Cos®x => v'= —3SinxCos’x
., . _ —3Cos’x e Sin3x +3Sinx Cos*x(L+ Cos3x)
A Cos®x
) 3Cos*x(—Cosx Sin3x + Sinx+ Sinx Cos3x
=>f'(x) = 5
Cos’x
, 3(Sinxe Cos3x — Sin3x Cosx + Sinx
= fr= = )
0S"X
, 3(Sin(x —3x) +Sinx)  3(—2Cosx +1)Sinx
s frx) = SEIN=30 + SinY _ +1)
Cos™x Cos™x
, 3(—2Cosx Sinx+Sinx)  3(-2Cox +1)Sinx
s X 4 ) _3( )
Cos™x Cos™x
, 3(1—2Cosx)sin x
= f () = & )

Cos*x

d) Etude du signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis de variations de f.
1—2Cosx = 0 => Cosx = %@ Cosx =Cos, =>x = —~+2km oux = = +2kn (k €Z)

D’autre par Vx €[0; m] ona:Sinx >0etCos*x >0
Donc le signe dépend de 1 — 2 Cosx

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X 0 g E T
£(x) - 0 + +
2 + 0
1 f()




Détermination des coordonnées des points d’intersections de la courbe ( C ) avec I’axe des
abscisses puis construction de la courbe (C) de f.

- ©O)n(ox) => f(x) = 0= 1+Cos3x=0< =Cos3x=-1

= Cos3x=Cosmt < 3x=m ou 3Ix=—m =>
Donc (C) coupe I’axe (ox) en — g ou
- ©On(oy)=>=0;ety = 2

Wl

Donc (C) coupe I’axe oy en 2

Ainsi on a la représentation suivante :
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EXERCICES

Limites

Limites en un point x,

- Calculer les limites suivantes aux points x, donneés :

. x3-8 -3 . 2x+5 . Vx24+1-1
a- lim% : b- llmﬁ : C-llmzx—; d- im XX~
—x+ 2 x—9 xc—x— 2 X
x -2t x -9 x - 2” x -0
2 6 2 1 i-I—l
] X*—x—6. I T S S _1i Vx
e- lim Vx— V3’ f- lim Br2-x-1 Y lim x+ Vx
x -3 x - 1° x - 0%

- Calculer les limites suivantes aux points x, donnés :

. Sin2x . Cos2x Sin5x , Sin3x
a- lim : b- lim ——— ; ¢- lim = ©od- lim———
3x 1— Sinx Sin3x 1-2Cosx
T T
x -0 X = x -0 X =2
Sinx | . Sindx | . Sin(x— %) . . tang4x — Sin2x
f- lim—— ; ¢- lim ———= ; h-limn——————
3x—m 5x

e- lim—— ;
mT—X tangx
—————————————
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X om x =0 x—>§ x =0
. (1+ x2)Sinx — x | . ;. Sinx — xCosx
i- lim 3 ; j- lim ———
X X
x =0 x =0

On se propose d’étudier la limite en g de la fonction f définie par :

fx)= COS(}? pour x # =,
2

1) Vérifier que I’on ait en présence d’une forme indéterminée.
En considérant I’accroissement moyenne de la fonction Cosinus en %, déterminer la limite ci-
dessus.

2) Par une méthode analogue, étudier les limites des fonctions en x, dans les cas suivants :

a- g(x)zﬂ enx, =0 ; b-h(x)zw en xp= —
X x_Z 4
|_imites a ’infinie
Calculer les limites suivantes a 1’infinie :
. -8 . . 2yx—1 | L 2x2+2 Vx2+1-1
a- llmm ; b- lim 1 2 ; c-lim sz_x ; d- lim o
X — —0o0 X — +0oo X — —oo X — +0o
e- lim—= . f lim ! . g-lim 21X
VT x5 (I-wa+w I %2
X — —00 X — 4oo X — —00
. 5 . .. 2 + Sinx PO
h-lim 1 —x +vx?+ x +1 ; i- lim x_l_—l(theoreme des gendarmes)
X — 4o X — +oo

Limites et asymptotes

Calculer les limites aux bornes de I’ensemble de définition de chacune des fonctions
ci-dessous ( on donnera ci-possible les éventuelles asymptotes ou possibilité d’asymptotes )

a—f(x)= ij-;xse.’Cf()_M;d_f(x)zx;:-l
e- f(x) = V3x2— 2x—1; f-f(x) = x—vz;;:zl,g Fx) = ﬁ-l-li-_x
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- Soit la fonction f dénie par: f(x) = Vx?+x+1— «x.

On note ( Cf ) sa courbe dans le repere orthonormé (O ; 7; 7).

a- Etudier les limites de f en 4+ oo et en — oo. La courbe ( Cf ) admet — elle une asymptote
horizontale ?

b- Démontrer que la droite ( A ) d’équation y = —2x — % est asymptote a (Cf ) en —oo.

- Soit lafonction f déniepar: g(x) = ax+b — Vx? + 1.

On note ( Cg ) sa courbe dans le repére orthonormé (O ;7; ).

a- Etudier la limite deg en —. (Ondiscuterasuivantlesvaleursdea).
b- Déterminer les réels a et b pour que la droite ( D ) d’équation y = 2x + 2 soit
asymptote a la courbe représentative de f en —oo.

Continuités

Continuité en un point x,

. Etudier la continuité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

(x—2)? _ox%-1
a- {f(x)=x2+x_6 et xo=2 ; b-{f(x)_lx—ll et xo=1
f(2)=0 f(1) =2
fx)=x2— x+1six € [0; 1] Flo) = 228 i 22
c-{ -1 et xo=1 d- x -2
flx) = " six € ]1; 3] f(2)=—§

V2Cosx — 1 . T T
_ f(x)=2C052x+1 Stx € [O; E]_{g}
OB
f(x) = —x?—-2x+5six € |]—;1]
f-{ f(x)=V—x2+2x+3 x € [1;3]
f(x)= V—x2+2x+3 x € [3; +oof

Continuité et condition de faisabilité
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. Soit la fonction f définie sur R par

{f(x)= %swc € R—{2}
f2)=a

Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en x, = 2
- Soit la fonction f définie sur R par :
f(x)=x* + ax six € |- ; —1]
f(x)=2x — 1 si x € 1-1; 1]
fxX)=b(x? — 1) six € ]1; oo

a) Déterminer a pour que f soit continue au point x, = —1
b) Pouvez — vous déterminer la valeur de b pour que f soit continue au point x, =1 ?

Prolongement par continuiteé

Dans chacun des cas suivants, préciser I’ensemble de définition de la fonction f et déterminer
(s’1l existe) le prolongement par continuité de cette fonction en x,.

X
x0=0

.
)

fo =% {f(x) =

xo - O
- Soient f et g deux fonctions définies respectivements par :

Jx+ 1-1 _ 1
X et g(x) = 1+ Jx+1

fx) =
a- Déterminer les ensembles de définitions Df et Dg respectivement des fonctions f et g.
b- Vérifier que la fonction g est le prolongement par conitinuité de la fonction f en x, = 0.

V2x =2

x—-2

- On considere la fonction g de la variable réelle x définie par g(x) =
1) Déterminer son ensemble de définition Dg.
2) Montrer que g admet en 2 un prolongement par continuité que 1’on notera par h.
3) Montrer que h est dérivable en 2 puis donner I’équation de la tangente a la courbe( C )
de h au point d’abscisse 2.

Dérivabilité



Dérivabilité en un point x,

- Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points x, donnés :

_ (x-2)? o ox%2-1
a_{f(x)— x2+x-6 et xy=2 ; b- {f(x)— [x—1] et xg=1
f(2)=0 f(1) =2
fx)=x*—x+1six € [0; 1] t S1 g fx) = s_xfx;ssixth
TUw=22 sixeln;z © T T g
3

T

w3
f(—)=i et xo =1

flx)=V—x2+2x+3 x € [1;3]
f(x)= V—x2+2x+3 x € [3; 4o

{f(x):—x2—2x+55ix € ]-o;1]
f-

Dérivabilité et condition de faisabilité

- Déterminer les reels a, et b pour que f soit continue et dérivable aux points x, donnés :

f(x) = 2x*+ ax—3six <1 f(x) = 2ax* —x+b six < -2
a_{f(x)=2x+bsix>1 ) f(x)=x3f3 si x > =2

X+ b .
f(x)—x+3 si x > =2

{f(x)z ax?— 3x+4 six <-2
C_

Soit f la fonction de R vers R définie par :

(x+ 2)2

c {f(x)z Mat 1) ooy > -1
f(x)=2x +a si x <-1

Pour quelle valeur de a la fonction f est — elle continue au point -1 ?
Pour cette valeur, étudier la dérivabilité de la fonction f au point — 1.

Application de la dérivée
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- Déterminer une équation de la tangente en Mo( xo; f(xo0)) ala courbe (C) de f dans les cas
suivants :
x— Vx

a) f(x) = x3- 2x%4+5x + 3 et xo= -2 b)) f(x) = = et xo=10
c) f(x) = 2X+21 et xo=3 ; d) f(x) = ngx et xo= 0
X_

- Déterminer la fonction dérivee f” de la fonction f dans chacun des cas suivants :

X2+ 2x+ 2

@) f(x) = x°-2x°+5x + 3 ; b) f(x) = ——=

; O f(x) = (—x*+ 2x)°

d) f(x) = V2x3 —4x2 + 1 ; o) f(x)=(1 — 3x®)(=x%+ 1) ; Hf(x) =Cos’x

9) f(x) = (x—1)Vx3 —x2 ;h) f(x) = Sin(3x —1D* ;i) f(x) =Sin*(Bx —1)

- Soit la fonction numérique f définie par :

fx)= —x?— 2x+5 six <1
{f(x)=\/|x2 — 2x — 3] six >1

1) Prouver que f est définie et continue sur R

2) a) Dresser le tableau de signe du trindme x* - 2x - 3 en y placant le réel 1
b) En deduire pour tout x >1 une écriture de f(x) sous le symbole de la valeur absolue.

3) a) Etudier la dérivabilité de f au point x, = 3. Que dira —t — on pour la dérivabilité de f au
point 3 ?
b) Donner une équation de la tangente a gauche et a droite de 1. Que peut — on conclure
quant a la dérivabilité de f en 1 ?

4) a) Etudier le signe de f’ sur chacun des intervalles sur lequel f est dérivable.
b) Préciser les ordonnés de chaque extremum de f.

5) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Etudes de fonctions

Analyse et interprétation d’un tableau de variation.

- Analyser puis interpréter chacun des tableaux de variations suivants afin de préciser :
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a- les domaines de définition.

b- les limites aux bornes du domaine de définition tout en mettant en évidence les
éventuelles asymptotes et possibilités d’asymptotes.

c- Donner I’allure de la courbe ( Cf ) dans chaque cas.

1) f est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X
) +

o0
f@) /

De plus :
- La courbe (Cf) admet I’origine du repére comme centre de symétrie.
- La courbe (Cf ) admet I’ axe (y’'Oy) comme branche parabolique.

2) g est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —00 -1 2 + 00

9’ () - o + o -

9(x) +OO\AO / \

De plus : Lacourbe (Cg) admet I’ axe (y’Oy) comme branche parabolique.

3) h est la fonction donnée par son tableau de variation ci-dessous :

X —00 -2 0 2 + o0

R (x)

o LN

X —o0 -2 0 1 + 00

p’'(x) J ‘
— + - 0 +

p() 2\0‘/00 +OO\M‘/Z'
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Dresser le tableau de variation de la fonction numérique donnée partant de ses renseignements
fournis dans les cas suivants :

1) Pour f:

= festdérivable sur R telle que I’équation f ’'(x) = 0 admet les solutions x = — 1 et

3
X==
2

b r 7. 7 ) - 3
»  f n’est croissante qu’entre les zéros de sa dérivée f ' et les points E; (— ;4) et
2

5
E, (—1; - 5) sont ses extremums

= Jlesdroitesy=—2 et y =3 sont ses asymptotes respectivesen —co et + oo

2) Pour g:
= gestdéfiniesur |—o0; 0] U E ; + o0 [ et admet des demi tangentes verticales aux

. . 5
points d’abscisses 0 et p

= g est strictement décroissante sur son ensemble de dérivabilité.
= Jadroitey = — x esta la fois asymptote obliqgue en —co et +

= les points de coordonnées (0 ; —3) et G ; 1) sont sur la courbe de g.

3) Pour h:

= hestdérivable sur R— {0 ; 2} etcontinue sur R.

= e point de coordonnées (0,3 ; 0,4) est I’extremum maximum absolue de la courbe (Cp)
et hestcroissantesur [0 ; 0,3]U [2; + oo

= les droites d’équationsy = —lety = —2x + 1 sontasymptotes de (Cy)
respectivementen — oo et + oo

= les points de coordonnées (0 ; 0);(1; 0);et(2; —2) ;appartiennent a (Cy)

Analyse et interprétation d’un graphique.

- a- Analyser chacune des courbes représentatives données dans un repere orthonormé du plan
afin d’établir son tableau de variation.
b- Déterminer lesréelsa; b; c..... en utilisant le graphique.
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1) f est la fonction dont la courbe est donnée ci-dessous par : f(x) = ax3 + bx? +cx +d

Deplus:Ei(1; 0) etE; =1, 22) sont les sommets de la courbe (CP)
3 27

. , ax+ b
2) La fonction donnée est g telle que : g(x) = 7t d
y
51
4t
3]
al
14
—16 _‘5 _‘4 -3 —}2 0 é é Z}l é éx

_1t
Pl
vl
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3) La fonction donnée est htelle que : h(x) =

ax?+ bx +c
dx + e

Fonctions d’initialisations.

- Soit la fonction f définie par f(x) =

X2+ 2x+2
x+ 1

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1)
2)

3)
4)

5)
6)
7)
8)
9)

- Soit la fonction f définie par f(x) =

Déterminer I’ensemble de définition Df .

Calculer les limites aux bornes de Df.
Cc

x+ 1
a- Montrer que la droite ( D ) d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe Cf .
b- Déterminer la position de la courbe Cf et de la droite (D).

Déterminer lesréelsa; b et ctelque f(x)= ax + b +

Montrer que le point I(_Ol) est centre de symétrie pour la courbe Cf.

Déterminer une équation de la tangente a la courbe Cf au point d’abscisse — 2
Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction f au point d’abscisse nul.
Calculer la dérivée f’ de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f.
Construire la courbe Cf et la droite ( D ) dans le méme repere.

x2+ ax+b
xZ2+ cx+d
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-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Déterminerlesréelsa; b ; cetd tel que:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx = 2 et x = —1.

b- La courbe Cf passe par le point A(_lz) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 5.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.

x2+ ax+b
cx?2+ dx -2

- Soit la fonction f définie par f(x) =

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminerlesréelsa; b ; cetd tel que:
a- Lacourbe Cf admet comme asymptote les droites = 2.
b- La courbe Cf n’admet pas d’asymptote parallé¢le a 1’axe ( ox ).

c- Lacourbe Cf passe par le point A(_ll) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur 2.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.

x3+ ax?+ bx+ ¢

- Soit la fonction f définie par f(x) = >
mx<+ nx+ p
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Déterminerlesréelsa; b ¢ ; m; n et p telque:
a- La courbe Cf admet comme asymptote les droitesx =2 et x = —1.

b- La courbe Cf passe par le point A(03) et admet en ce point une tangente de

coefficient directeur — 3.
2) Etudier la fonction f puis représenter sa courbe Cf dans le repére.

x3—9x

- Soit la fonction f définie par f(x) = 21
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Etudier les variations de f.

2) Préciser les asymptotes a la courbe Cf.

3) Soit A I'asymptote non paralléle aux axes de coordonnées, déterminer la position de
Cf par rapport a A dans I’intervalle ]— 1;1 [

4) Construire Cf.
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x2+ 2x+4

-Soit la fonction f définie par: f(x) = ™

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

-

1) Etudier et construire la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O ; 7; ).

2) Montrer que le point d'intersection des asymptotes est un centre de symétrie de (Cf)
3) Discuter graphiquement suivant les valeurs de m I'existence et le signe des racines de

I'équation : x>+ 2(1- m)x + 4 = 0
4) Montrer que la restriction h de f a l'intervalle | = [ 2 ; + oo [est une bijection de I sur un
intervalle J que I'on précisera. Construire Ia courbe représentative de la fonction

réciproque h~ ! de h dans le repére (O ; 7; J). puis calculer (h= 1)’ ( )

Fonctions dans les cas pratiques.

- Une entreprise fabrique et commercialise chaque mois x objets dont le codt total de
2

production, exprimé en milliers de francs est donnée par C(x) = x? + 5x + 200 avec

x € [5; 60].
On admet que toute la production est vendue chaque mois. On rappelle que le colt moyen

C
unitaire de fabrication d’un objet est donné par C,,(x) = ﬁ

1) Calculer C;,,(x) puis en déduire le tableau de variation de C,,(x).
2) Pour quel nombre d’objets le colit moyen unitaire est il minimum ?

- La production exprimée en tonne d’une entreprlse sur les cinq dernicres années est donnée

par la fonction suivante t — f(t) = —= + 2t + 36 ouU t s’exprime en années.

1) Calculer la dérivée f'(t) de la fonctlon f(t) puis en deéduire les varitions et le tableau de
variation de f. Donner une interprétation commerciale en utilisant le tableau.

2) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; ).

3) La production totale sur les cing années est donnée par fo f(t)dt.
Calculer la production totale.

- Une entreprise produit du decapant liquide. Une étude a permis de modéliser le colt moyen

de production par f(x) = 0,5x + — ou >0.

Le colt moyen f(x) est exprimé en milliers de francs CFA et la quantité produite x en
hectolitres.

Soit (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0;7 ;7 ) d’unité graphique lcm.
1) Etudier les variations de cette fonction dans I’intervalle] 0 ; + oo [.

2) Etudier la position de la courbe (C) par rapport a la droite ( D ) d’équation y = 0,5x.

e —————————————
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3) Pour combien d’hectolitres le cotit de production est il minimum ?
4) Déterminer les colts de production pour 4 hectolitres ; 8 hectolitres et 16 hectolitres.
5) Construire la courbe ( C) et la droite ( D ) dans le méme repére.

Une entreprise fabrique des objets. On estime que le bénéfice, en centaine d’euros, réalisé par
la production et la vente de x centaines d’objets est : B(x) = 3x3 + 33x — 54 ou
1<x <10
1) a- Calculer B’(x). En déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 10].
b - Quel est le nombre d’objets a produire, et a vendre, pour réaliser un bénéfice
maximum ? Préciser la valeur de ce bénéfice.
2) a- Résoudre 1’équation B(x) = 0. En déduire les points morts de la production.
b-Résoudre I’inéquation B(x) = 0. En déduire la marge de bénéfice de la production.

- On note f(x) la population ( en milliers ) d’une ville fondée en 1960, ou x désigne la durée

écoulée depuis le début de I’année 1960, exprimée en années.
60x + 40
Ondonne f(x)=———oux € [0 ; + oo
) =22 [0+

. : . b
1) Déterminer lesréelsaet btelsque f(x)=a + T 1o

pourx € [0 ; + oo .

2) a- Calculer ladérivée f’(x) de la fonction f(x).
b- Justifier que la population est croissante.
3) a- Résoudre dans R I’équation : f(x) = 52.
b- En déduire a partir de quelle année la population de cette ville sera supérieur a 52.000
habitants.
4) a- Quelle set la limite de f en 4 0 ?
b- En déduire une interprétation quant a la population de cette ville ;
5) Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; J).
Echelle : 1 cm — 10 ans sur I’axe des abscisses
1 cm — 10.000 habitants sur I’axe des ordonnées.

Une entreprise produit d’un certain nombre x de crayons de couleur par jour ou :

(x exprimé en millier).

Lorsque la quantité x est comprise entre 3 et 10, on admet que le co(t de production
journalier, exprimé en euro est donné par : C(x) = x3 — 48x + 600

L’entreprise vend chaque millier de crayons a 99 euros.

1) En supposant que toute la production du jour est vendue, déterminer la recette journaliére
en fonction de x que 1’on notera R(x).

2) Montrer que la bénéfice B(x), exprime en euro, est donnee par :

B(x) = —x3+ 147x — 600 avec € [3 ;10].(Onrappelle que R(x) - C(x) = B(x)).
3) Calculer B’(x) ou désigne la fonction dérivée de B.

4) Etudier le signe de B’(x) sur I’intervalle [ 3 ;10] .

Dresser le tableau de variation de la fonction B.

5) En déduire le nombre de milliers de crayons a produire quotidiennement pour obtenir un
bénéfice maximal. Quel est alors ce bénéfice maximal ?

6) a- Montrer qu’il existea € |3 ; 7[ et € |7; 10[ tel que B(a) = B(B) = 0.
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b- Calculer B(4) ; B(8); B(5); B(9) puis en déduire les valeurs entiéres minimale et
maximale a 1’extérieur des quelles (x) < 0.
7) Quelles sont les productions qui assurent a I’entreprise un bénéfice positif ?

Dans le Périgord, un producteur de truffes noires cultive, ramasse et conditionne de 1 & 45kg
de truffes par semaine durant la période de production de la truffe. Chaque kilo de truffes est
vendu 950 FCFA.

On désigne par f(x) le colt moyen, en euro par kg, pour x kg de truffes traités en une
semaine.

On estime que la fonction f est définie sur [ 1 ;45] par : f(x) = x? — 60x + 1250.

1) Justifier que le colt de production total C(x) pour x kg de truffes est donné, en FCFA, par :
C(x) = x3 — 60x% + 1250x..

2) Exprimer le bénéfice B(x), en euro, réaliser par ce producteur pour x kg de truffes
conditionnés et vendus.

3) a) Calculer B’(x) et en déduire le tableau de variations de B sur [ 1 ; 45].

b) Pour quelles quantité de truffes de bénéfice du producteur est-il maximal ? Arrondir le
résultat a 100g preés. Quel est alors ce bénéfice maximal, a 100 FCFA pres ?

Une entreprise fabrique entre 1000 et 4000 chats en porcelaine par mois. Ils sont tous
identiques. On estime que le co(t total de fabrication de x milliers de bibelots, en millier
d’euros, est, pour 1<x <4; C(x) = 2x — 14Vx
) , 4/x - 1

1) Montrer que, pour toutréel xde [1 ;4],ona: C'(x) = \/2}—\/}
2) a- Résoudre ’inéquation 4v/x — 1 >0

b- En déduire le sens de variation du colt total C sur I’intervalle [ 1 ; 4].
Interpréter économiquement.

Le codt, en euro, de x repas préparés dans un restaurant peut s’écrire :
C(x) =0,1x2 — x + 640 avec x € [40;160].
On note C,,(x) le cot moyen de x repas, en euro par repas.
1) Justifier que C est croissante sur [ 40 ; 160].
2) a- Calculer le colt moyen de 40 repas, puis de 100 repas
b- Exprimer le colt moyen C,,,(x) par repas en fonction du nombre x de repas préparés.
3) a- Etudier le sens de variation du colt moyen C,,
b- Quel est le nombre de repas a servir pour que le cot moyen par repas soit minimal ?

La société EDM désire mesurer la satisfaction de ces consommateurs par une « fonction de
satisfaction » f, dont la valeur se situe dans I’intervalle[ 0 ; 100]. Si la satisfaction vaut 0,
les consommateurs ne sont pas satisfaits et quant elle vaut 100 les consommateurs sont
pleinement satisfaits : on parle alors de « satisfaction ».

On définit la fonction « envie » v comme étant la dérivée de la fonction f tel que v = f.
On dit qu’il y a « envie » lorsque v est positive. Sinon on dit qu’il y a « rejet ». Ainsi ’EDM
propose differents types de formules pour la consommation de 1’¢lectricité et décide d’étudier
la satisfaction de ses clients concernant la durée en jours d’une consommation.
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La fonction de satisfaction f est définie sur I’intervalle [ 1; 21] par :

f(t) =0,02¢3 — 1,4t? + 22t + 640 o0 t est la durée en jour de la consommation.
1) Calculer f’(t), puis en étudier le signe sur [ 0; 21].

2) Dresser le tableau de variations de f sur [ 0; 21].

3) Quelle doit étre la durée, en jour, de la consommation pour qu’il y ait saturation ?
4) Sur quel(s) intervalle(s) y a-t-il envie ? rejet ?

On veut construire le long d’une riviére un enclos rectangulaire d’aire 200 m®.

Soit x la dimension exprimée en métres du coté paralléle au cours d’eau.

On désigne par f(x) la longueur totale, exprimée en metres de cl6ture nécessaire a la
réalisation de I’enclos.

<«——— Rivieére

+— Cloture
X

1) Exprimer f(x) en fonction de x.

2) Onsuppose que f(x) =x + 4% oux >0

a- Etudier les variations de f sur I’intervalle[ 5 ; 50 ].

b- Pour quelle valeur de x la longueur de la cléture est-elle minimale ?

c- En déduire ce minimal.

d- Tracer la courbe ( Cf) de f dans un repére orthonormé (O ; 7; ) et sur

I’intervalle[ 5 ; 50 ].

3) Ondispose de 50 m de cloture. Quelle sont les dimensions des enclos que 1’on peut

construire en utilisant toute la cl6ture ?

On considére, dans le plan ( P ) rapporté a un repére orthonormal (O ; 7; ), le cercle (T')

de centre O et de rayon 1.
Soit A le point de coordonnées (1; 0) et A’ le point de coordonnées (—1; 0) .

1) Pour tout point H du segment[ AA'], distinct de A et A’, on mene la perpendiculaire

(A)aladroite (AA"). La droite ( A ) coupe le cercle (I')en M et M’.

On pose OH = x. Calculer en fonction de x I’aire du triangle AMM’.
2) Soit f la fonction définiesur ]—1 ; 1[par f(x)=(1—x)VvV 1— x2

a- Etudier les variations de f.

b- Montrer que le triangle AMM’ d’aire maximale est équilatéral.
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Fonctions circulaires.

Sin3x

. . g 13 3 . _
- Soit f la fonction définie sur ]— > 5[ par: f(x) = oo
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer Df
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude Dg.
3) Etudier les limites aux bornes de De.

3Cos2 . .
4) Montrerque Vx € Df,f'(x) = el puis dresser le tableau de variation de f.

Cos*x

5) Tracer (Cf).
. . g 1+ Cos3x
-80|t la fonction f définie par f(x) = ———=—

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer I'ensemble de définition Df.
2) Etudier la périodicité et la parité de f puis en déduire un intervalle d'étude Dg.

3(1— 2Cosx)Sinx
Cos*x

3) Montrerque Vx € Df,f '(x) =

4) Etudier le signe de (1 — 2cosx) sur Dg puis en déduire les variations de f sur Dg.

5) Déterminer les coordonnées des points d'intersections de la courbe (C) avec I'axe des
abscisses.

6) Tracer la courbe Cf.

- On considere la fonction numérique g définie par : g(x) = Sin2xCosx .
Soit Cg sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) a- Prouver que la verticale x = g est un axe de symetrie pour la courbe Cg et étudier la
parité de g.
b- Justifier que I’on peut étudier g sur Dg = [ 0 ; g] puis décrire les étapes a suivre pour

avoir la courbe Cg sur R.
2) a- Déterminer g’(x) et justifier que son signe est celui de 3Cos*x — 2 pour tout x € Dg

b- En admettant que Cos(0,45) = 0,9 et que Cos(2,69) = —0,9 et en exploitant les résultats
obtenus en 1), établir le tableau de variation de g sur Dg
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3) a- Tracer (Cg) sur [0 ; g]
37 3

c- En déduire le tracer de (Cg) sur [—7,7

1.

Partie A : On considére la fonction numérique h de variable réelle u définie sur [—1 ; 1]
par: h(u) = 2u’® + 8u®—4.

1) Déterminer 1’arrondi d’ordre zéro de h(—0,79) et de h(0,66).

2) Etablir le tableau de variation de h et donner les signes de h(u) pour € [-1; 1].

. . . .. _ Sin2x
Partie B : On donne la fonction numérique g telle que g(x) = v,

Soit Cg sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer I’ensemble de définition Dg.

2) En étudiant la périodicité et la parité de g puis montrer que 1’on peut étudier g sur un
nouvel ensemble d’étude DE = [0 ; m | d’amplitude 2.

3) Déterminer g’(x) et prouver g’(x) dépend en signe et en racine de :
2c0s°x + 8cos’x — 4 pour tout x € Dg

4) En admettant que Cos(0,85) = 0,66 et que Cos(2,49) = —0,79, établir le tableau de
variation de g sur Dg.

5) a- Tracer Cg sur Dg.

b- En déduire le tracer de Cg sur 1.

Partie A :
1) Déterminer I’arrondi d’ordre quatre de Sin(—0,1396).

2) A I’aide d’un changement de variable convenable, résoudre dans [— g ; g] I’inéquation

—2sin’x — 8sinx — 1 > 0.

Partie B :

. : - o Cos2
On considere la fonction numerique f definie par : f(x) = Skl

Sinx+ 2°

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Quel est le domaine de définition Df de f ?
. T i I
2) Prouver que les droites x = > etx =— > sont des axes de symétrie pour Cf.

3) Aprés avoir étudié la périodicité de f, justifier que 1’on peut étudier f sur [— > g] puis
donner le processus a suivre pour compléter 1’étude de f sur [—m; w].
4) (On rappelle que Sin2x = 2CosxSinx etque Co2x = 1 - Sinzx)

a- Déterminer f’(x) pour tout x € Dg puis établir que f’(x) dépend en signe et en racine de
—2sin’x — 8sinx — 1
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N . . s T
b- Comment sont les tangentes a Cf aux points d’abscisses x = > etx = — > ?

5) Déterminer I’arrondi d’ordre quatre de f(—0,1396) puis dresser le tableau de variation
de f sur I’ensemble Deg.

6) Tracer Cf sur De en mettant en évidence les points d’intersection de Cf avec les axes de
coordonnées.
En déduire le tracé de Cf sur [—m; m].

Fonctions parameétriques.

Soit f;, la fonction définie sur R par: f,,(x) = 2m- 1)x*- (m + 4)x*- m + 5.
Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on déterminera les
coordonnées.
2) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives (C,) et (Cy).

2
- Soit f;,, la fonction définie sur R par : f (x) = = (;3’:’1;};1 :-

Ou x est la variable et m est un parametre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes dont on déterminera les
coordonnées.

2) Déterminer m pour que le point d'intersection | de (C,,,) et I'asymptote parallele a (x'ox)
. .3
ait pour abscisse S
3) Etudier les fonctions fyet f; puis représenter leur courbe respectives courbe (Cy) et (C;).

X“— mx

2
- Soit f,,, la fonction définie sur R par: f,,(x) = e
Ou x est la variable et m est un parameétre réel.
Soit (C,,,) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Donner le tableau de variation de la fonction f,, suivant les valeurs de m.
(On distingueralescasoum =1 et m=>0).
2) Comparer f,,,(x) et f_,(—x) puis donner la position relative des courbes (C,,) et (C_p,)-
3) Quelle sont les coordonnées des points de (C,,) a tangentes paralléles a (ox) quand
ceux-ci existent ?
4) Montrer que ces points sont sur une méme courbe fixe.
5) Etudier les fonctions f, et f; puis représenter leur courbe respectives (C,) et (C,).
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Fonctions auxiliaires.
Partie A : On considére le polyndme P définie : P(x) = 2x°- 3x*- 1

1) Donner le tableau de variation de P.
2) Démontrer que I'équation P(x) = 0 a une solution unique o dans I’intervalle]1,6 ; 1,7 [.
3) Donner le signe de P(x) dans I’intervalle]—1 ; + oo [.

Partie B : On considére lafonction f :]-1; + o[> R
1- x
) ) 1+ x3
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

X —

1) a) Justifier la dérivabilité de f sur ]—1 ; + oo [.
) N oo PX)
b) Calculer f "(x) puis établir que f '(x) = (1+ 23)2
2) Donner le tableau de variation de f.
3) Déterminer les équations des asymptotes a la courbe Cf de f.
4) Placer a puis tracer Cf.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle[ 2 ; + oo [.
Montrer que g réalise une bijection de [ 2 ; + oo [ sur un intervalle J que I'on précisera.
6) On désignera g™ sa bijection réciproque.
a) Donner le tableau de variation de g™
b) Tracer la courbe Cg™ de g™

Partie A : On donne la fonction g définie par g(x) = x°- 3x - 4

1) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
2) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a et que 2,19 <a < 2,20
3) En déduire le signe de g(x) sur R

3 2 2
Partie B : On considére la fonction f définiesur R—{—1 ; 1} par f(x) = %

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df .

G xg(x)
2) MontrerquevVx eR-{—1; 1}, ona: f'(x) = xZ— 1)2

e —————————————
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3) Etudier le signe de f '(x) et en déduire les variations de f puis son tableau de variation de
la fonction f.

4) Montrer que la droite (D) d'équation y = x + 2 est une asymptote oblique a la courbe
Cf . Etudier la position de Cf et (D).

5) Tracer Cf.

. . e x3 + 2x?
- On considere la fonction f définie sur R —{-1, 1} par : f(x) = -1

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) = x°- 3x - 4

1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)

2) Montrer qu'il existe un réel o unique tel que g(a) = 0, puis déterminer une valeur

approchée & 102 prés du réel a.
3) Etudier le signe de g sur R

Partie B :

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df .

Montrer que ¥xe Df ona: f'(x) = % puis déduire le tableau de variation de f.
2
2) a) Montrer que ¥x e Df ; f(x) = x + 2 +xx2t

b) En déduire que (C) admet une asymptote oblique (D) en —oo et +oo.
c) Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3) Tracer la courbe (C) et la droite (D).

Partie C :

1) Déterminer I'abscisse des points de la courbe (C) ou la tangente est paralléle a la droite
d'équationy = x + 2.

2) Déterminer une équation de chacune de ces tangentes et les représenter.

3) En deduire graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation
f(x) = m + «x.

- 1) Soit la fonction g définie sur Rpar: g(x) = 2x —vx? + 1
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a) Etudier les variations de la fonction g.
b) Montrer que g(x) = 0 admet une solution unique « que I'on déterminera.

c) En déduire le signe de g sur R

2) Soit la fonction f définie sur R par f(x) =2vx? + 1 — x.
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

On note (D) et (D") les droites d'équations respectives: y = —3x et y = x.

a) Etudier les limites de f en +oo et -0

g9(x)

x*+1

c) En déduire le tableau de variation de f.

d) Déterminer la limite en -co de f(x) - (—3x). Quelle conséquence graphique peut — on
déduire de ce résultat ?

e) Montrer la droite (D'") est asymptote a la courbe (C) en +oo

f) Etudier la position de (C) par rapport aux deux droites (D) et (D").

g) Tracer la courbe (C), les droites (D) et (D).

b) MontrerquevVx € R; f'(x) =

x
- On considere la fonction f définie par : f(x) = T 3

x3

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).
Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) = 2x°+ 1

1) Etudier la fonction g (limites et sens de variation)

2) Résoudre dans R, I’équation g(x) = 0, puis en déduis I’arrondi d’ordre 2 de 1’abscisse x,
du point d’intersection I de la courbe de g avec 1’axe des abscisses.

3) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B :

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df puis donner une
interprétation géométrique des résultats obtenues.
2) a- Prouver que le signe de la fonction dérivée f' de f dépend en signe et en racine de la
fonction g étudier dans la partie A.

b- Déterminer g(x,) oU x, est I’abscisse x, du point d’intersection I de la courbe de g
avec I’axe des abscisses obtenu dans la partie A 2).

c- Dresser le tableau de variation de f.
3) tracer la courbe ( Cf ) dans le repére orthonormé (O ; 7; ).
R ——————
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4) Déterminer graphiquement le nombre et le signe des solutions de 1’équation paramétrique :
(Ep) : mx®+ x — m ol m estun paramétre réel.

Fonction irrationnelle —fonction avec valeur absolue.

- Soit la fonction f définie par f(x) = x 1rx

1-x
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Donner I'ensemble de définition Df de f .
2) Etudier les variations de f, puis tracer avec soins sa courbe représentative dans un repere

V5. 06 et f(:55)

2

orthonormé. On donne : = —0,3

WBAN soit la fonction f définie sur R par: f(x) = —x + Vx? + B

-

Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) a)DémontrerqueVx € R,ona: x—+vVx? + 8<0
b) Etudier les limites de f aux bornes de Df. En déduire que la courbe (C) de f admet une
asymptote horizontale dont on précisera une équation.
c) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —2x est asymptote a (C) en -oo

2) a) Calculer f'(x). Puis en déduire de 1) a) le sens et le tableau de variation de f.
b) Tracer (C) et (D) dans un repere orthonormé (unité graphique : 2 cm)

‘x2+x‘+1

- Soit f la fonction définie par : f(x) =
x| +1
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; 7).

1) Déterminer le domaine de définition de f et écrire f(x) sans les symboles "valeur absolue™

2) Etudier la dérivabilité de f en —1 et en 0, puis interpréter géométriqguement les résultats

3) Etudier les variations de f

4) Montrer que les droites d'équationsy = —x - 2 et y = x sont asymptotes a la courbe
(C)etf

5) Tracer (C)
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- Soit la fonction numérique f definie par f(x) = ‘xz —2X —3‘
Soit Cf sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer I'ensemble de définition de f

2) Ecrire f(x) sans valeur absolue

3) Etudier la dérivabilité de f en x, = —1 eten x, = 3 puis interpréter graphiquement vos
résultats.

4) Montrer que la courbe (C) de f admet une asymptote oblique (A) au voisinage de -o et
une asymptote oblique (D) au voisinage de +oo.

5) Déterminer les coordonnées des points d'intersection de (C) avec (A) et (D)

6) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation

7) Tracer dans un repére orthonormé la courbe (C) de f.

- Soit la fonction f définie de R vers R par f(x) = |x|‘/L1
X_

Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; J).

1) Déterminer I'ensemble de définition Df de f
2) a) Etudier la dérivabilité de f au point x = 0, en déduire I'ensemble de dérivabilité de f.
b) Calculer f '(x) pour x élément des intervalles de dérivabilité.
c) Calculer les limites de f(x) aux bornes de Df et préciser les équations des asymptotes a
la courbe (C) de f.
d) Dresser le tableau de variation de f
3) Soit g la restriction de f a l'intervalle | = ]-o0, 0]
a) Montrer que g réalise une bijection de | sur un intervalle J a déterminer. On désigne
par g la bijection réciproque de g et (Cg™) sa courbe.
b) Calculer £(0), f(=1),f(2),f(3)
c) Construire dans le méme repére orthonormé les courbes (C) et (Cg™)
d) Calculer (g™)' (?]

- Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = 4| x* —6x+5 |
Soit Cf sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O ; 7; ).

1) Etudier suivant les valeurs de x, le signe du polynéme et I'expression de f(x) sans le
symbole "valeur absolue™.

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en particulier en 1 et en 5. La courbe admet —
elle des tangentes en ces points ?

3) Etudier les variations de f.

4) Démontrer que la droite d'équation x = 3 est axe de symeétrie pour la courbe (C).

5) Démontrer que les droites d'équationsy = x- 3 ety = —x + 3 sontasymptotes a la
courbes (C).

6) Déterminer les coordonnées des points A et B d'intersection de la courbe (C) avec ses
deux asymptotes, A étant le point dont I'abscisse est supérieure a 3.

7) Soit I le point de coordonnées (3 ; 0). DémontrerqueVx € [1; 5] le point M de
coordonnées (x, f(x)) est une distance constante du point I. En déduire la nature
géométrique de la courbe (C), lorsque 1 < x < 5

e —————————————
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8) Tracer (C) et ces asymptotes. Faire figurer les points A et B.

Perfectionnement.

- La fonction f de R dans R est donnée par une partie de son tableau de variation.

On sait de plus que la droite d'équation x = 2 est axe de symétrie pour la courbe C de f.

X —00 2 4 + o
0)
f'(x) B B
1 400
@) \ \
—0 3

1) Tracer la courbe C de f
2) Compléter le tableau de variation de f

ax’ +bx+c

3) Onsuppose que f(x) est de la forme f(x) = ————
X“+ X+«

a- Déterminerlesréelsa; b ; c; p et a

b- Montrer que la restrictiongde fal=]2 ; 4] réalise une bijection de I sur un intervalle
J a préciser.

c- Donner I'équation de la tangente & la courbe C' de g™ au point d'abscisse 1

d- Tracer C'

e- Discuter graphiquement suivant les valeurs du paramétre m, du nombre et des signes des

solutions de I'équation (3 —m)x* - (12 - 4m)x + 8 = 0
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- On donne la figure ci-dessous qui représente une partie de la courbe d'une fonction g.

y Iy

v

N4
w
S
(&)}
(&)}

x

1) Compléter la courbe de la fonction g sachant que g est impaire.

2) Donner les équations des asymptotes a (Cg)

3) Quel est le domaine de définition de g sous forme de réunion d'intervalles
Donner les limites de g aux bornes de Dg.

4) Dresser le tableau de variation de g.

2
. . L. e ax“+bx+c . ,

- Soit £ la fonction numérique définie par f(x) = +—d+ ou a, b, ¢, d sont des réels et
X+

(Cf) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé (o,i, j)
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1) Trouver lesréels a; b; cet d sachant que la droite d'équation x = 3 est asymptote et
(Cf) passe par les points A(2;3),B(4;7) etadmet au point d'abscisse 2 une tangente
horizontale.

2) Dans la suite du probleme onprendraa = 1; b = —1;¢c = -5 etd = -3

a- Etudier la fonction f

b- Etudier la position de (Cf) par rapport a son asymptote oblique
c- Montrer que la restriction g de f a I'intervalle [ 4 ; +oo[ réalise une bijection de [ 4; +oo[
sur un intervalle J que l'on précisera.

d- Calculer g(5) ; g(6) ; (g-l)'(%]

3) Montrer que (Cf) admet un centre de symétrie que lI'on déterminera
4) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et 3

5) a- Montrer que Vx e [4,5]on a|f'(x)| s%

b- En déduire que f(x)—% < %|x—5|

6) Tracer (Cf) dans le repére (0,1, ]) ainsi que (Cg™) la courbe de g™

- Partie A : Soit f la fonction numérique définiesur Df =]1 ; +oo[ par: f(x) = Ll—\/;
X_

1) Montrer que la dérivée de f garde un signe constant sur Df.
2) Etudier les variations de f (limite et sens de variation)
3) En déduire que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique dans l'intervalle | 1 ; 2]

Partie B: On se propose de résoudre I'équation f(x) =0dans |1 ; 2[ .

. . o . , . 1
1) Montrer que I'équation f(x) = 0, a méme ensemble de solution que I'équation 1+ — = x

x

: e 1 . :
2) On appelle g la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par: g(x) = 1+—= soit a la solution de

Jx
I'équation f(x) =0 (Onadonc g(a)=aet 1< a <2)
a) Montrer que si x est élémentde | 1 ; 2[ alors g(x) est aussi élémentde |1 ; 2[.
b) Justifier la dérivabilité de g sur [ 0; +oo[Calculer la dérivée de g puis montrer que

pour tout x €[1, 2] ona: |g'(x)| s%

c) En déduire que pour tout x de [1, 2], ona |g(x) —a < %|x—a|

x* —4x* +8x -4
(x-1)?

- Soit la fonction f définie sur R—{1} par f(x) = et soit (C) sa courbe
représentative dans le repére (0,1, ).
1) Etudier la fonction f (limites, variations).
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cx+d

2) a- Determiner lesréelsa; b; cetdtelque Vx=1lona: f(x) = ax+b +( )2
X_

b- En déduire que la droite (D) d'équation y = x - 2 est asymptote a (C)

c- Préciser la position de la courbe (C) et la droite (D) et les coordonnées du point commune |
a la courbe (C) et (D).

3) Tracer (C) et (D)

4) a- Déterminer I'abscisse du point J de la courbe (C) ou la tangente est parallele (D) ; puis
I'équation de cette tangente. Tracer cette tangente (T).

b- En déduire graphiquement suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation
f(x) = x + m.

5) On se propose de retrouver par calcul le résultat trouvé en 4)
a) Montrer que les abscisses des points d'intersection de (C) et de la droite d'équation
y = x + m sont les solutions de I'équation :
E):(m + 2)x*+(-2m-7)x + m+ 4 =0
b) Trouver suivant les valeurs de m, le nombre de solution de I'équation (E).
c) Pour quelles valeurs de m la courbe (C) et la droite d'équation y = x + m ont—elles
deux points communs M et N ?
d) Dans ce cas, calculer en fonction de m, I'abscisse du milieu | de [M N].
e) Montrer que lorsque m varie, le point | appartient a la courbe (C") d'équation :
7—4x
2X—2

- Soit la fonction f définie par f(x) = Ll et (C) sa courbe.
X+

y=x+

1) a- Démontrer que la courbe représentative de la fonction f sur l'intervalle [ 0; +oo[est au
dessus de sa tangente en tout point.

b- En déduire que Va € [O;+oo[,ona:11 >1-a (1)
+a

2) Soit la fonction g définie sur [0, +oo[, par g (x) = v/X+1 et soit a un réel strictement
positif.

3) Déterminer la dérivée premiére et seconde de g sur [ 0; +oo[

L cgms<t
2J1+a )

5) En utilisant le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a la fonction g sur

<+Jl+a £1+% 2

4) Vérifier quevx € [0; a] ona:

l'intervalle [0 ; a ], démontré que 1 +
l+a

6) a) Deduire des relations (1) et (2) que :

2
Va € [0; +oof ,ona:1+%—%s\/1+asl+%

b) Etablir alors I'inégalité suivante : 1,0475 < \/ﬁ <105
c) En déduire une valeur approchée de \/ﬁ tout en précisant la marge d'incertitude.
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7) Etudier la fonction f puis tracer la courbe (C).

Primitives-Intégrales-Calculs
d’aires

Objectifs

Ce chapitre vise a :
* mettre en place la notion de primitive

sinitier les éléves au calcul de primitives a partir des formules de dérivation.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Définition d’une primitive.

*Existence de primitives d’une fonction continue
sur un intervalle (admis).

*Ensemble des primitives d’une fonction
continue

*Unicité de la primitive d’une fonction prenant
une valeur donnée en un point donné

eprimitives des fonctions de référence.

* Primitive de u + v, Au (1€ IR),

v X (Wov), wxu"(nQ — {—1})

» Déterminer les primitives d’une fonction en
utilisant les primitives des fonctions de référence.
* Déterminer la primitive d’une fonction qui
prend une valeur donnée en un point donné.
* Déterminer les primitives d’une fonction du
type :

- au+ Bv,(«;B) € R?;

- vUXWov);

- uwxut(nQ—{-1})
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I) Primitives :

Situation probléme:

1) Soit f la fonction définie par f(x) = 2x —5
a- Détermine une fonction telle que F'(x) = f(x)
b- Méme question pour f(x) = x% + 2
c- Peux-tu en donner d’autres ?

2) f estlepolyndme définipar f (x) = x + 1
a- Trouver une fonction F dont la dérivée est f
b- Montrer que pour tout réel c la fonction G définie par G (x) = F(x) + c est telle que

G'(x) = f(x)
Activité 1 (Recherche de primitive)

Soit f la fonction définie par f(x ) : 3x* — 2x + 1
Détermine une fonction F du 3"™ degré telle que ; F'(x) = f(x)

ActiVIté 2 (Calculs d’aire et de primitive)

L’unité de longueur est le cm, I'unité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont
orthonormaux.

A A

y y y=x+1
y=2

21 )

1 1

1 1 4

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 I 1

1 ] .

1 1 i

1 1 1

: : X / ) X
o a b g /a=1 0 b -
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Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calculez I’aire du domaine colorié ;
b) Trouvez une primitive F de la fonction f représentée, puis calculez : F(b) — F(a).
c) Que constatez-vous ?

Conclusion : de fagcon générale, nous admettrons que lorsque f est une fonction continue
sur intervalle[a; b], alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F est une
primitive de fsur [a; b] ( I’unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAJ ).

B \
! 1
N O
9 A :
- |
! 1
| : X,
0 1 a b -
1) Définition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f sur
I'intervalle | toute fonction F dérivable sur I telleque Vx €1; F'(x) = f(x)

1. a) f estle polyndme défini par f(x) = x + 1.
Trouvez une primitive F de f sur R, c’est-a-dire une fonction F dont la dérivée soit f.
b) Montrez que pour tout réel c, la fonction G définie par G(x) = F(x) + c¢ estune
primitive de f sur R.
c) Trouvez une primitive G de f sur R telle que G(2) = — 3.
Existe — t-il d’autres primitives de f qui prennent la valeur —3en 2 ?
2. Dans chaque cas, trouvez une primitive sur R de la fonction f définie par :

a) f(x) =2x> +x+ 1. b) f(x) = x3-4x + V2. ¢)f(x) = 2 + cosx.
2) Propriétes

P; : Toute fonction continue sur un intervalle | admet une infinité de primitives sur cet
intervalle.

P, : L'ensemble des primitives d'une fonction f sur un intervalle | est I'ensemble des fonctions
définies sur cet intervalle par x - F(x) + k ou k est un nombre réel.

3) Recherche de la primitive d'une fonction :
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La fonction x — x* a pour dérivée x — 4x3

. 1 S
Donc la fonction x — Zx4 a pour dérivée x - x3

Alors d'une maniére générale, n étant un nombre entier nature non nul, la fonction :

x — x"*1 apourdérivée x - (n+ 1) x™

1
donc x » —x™*1
n+1

est une primitive de x ™.

Ainsi par lecture inverse des tableaux de dérivation, on établit le tableau des primitives :
a) Primitives des fonctions usuelles

Fonctions Primitives Intervalles
a(a€R) ax + k R=]—0c0; +oof
n * n+1 e .
x"™ (n € N*) ok R =]—00; +oof
n+1
{R* sin<O0
ax" n+1 Rsin >0
ax + k
n+1
—_ *
1z otk R
x? X
1 -1
X" (n-1)xm1 R* avec (n # 1)
a
X" -a R* avec (n # 1)
(n—-1)xn-1
1
; In|lx| + k R
1
ﬁ 2Vx + k R
a 2avVx + k
vz R,
Vi 2
3 xVx + k R,
A 2
ax +b 5(ax+b)\/ax+b+k R
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Sin x — Cosx + k R
Cos x Sinx + k R
= 1 + tang?
Cos?x amg-x Tox +k R—{§+ 2k7r;k€Z}
— 2
Sinzx _ | teotang’x — cotgx + k R— {kr; k € 7}
: . 1
Sin(ax + b) (a€ R") —ECos(ax+b)+k R.
1.
Cos(ax + b) (a€ R") aSln(ax +b)+ k R
1
tg(ax + b) (@€ RY) ECos(ax+b)+ k R
b) Opérations sur les Primitives :
Fonctions Primitives
u+v+K
u + v
uev + K
u'v + v'u
au + K
au’' (ae R)
! n n+1
u eu (u) +k
n+1
!
u 4
(W)™ (n-1))?
ul
E Inlul+ k
ul
\/ﬂ 2\/5 +k
Sin (u)
1
——Cos(u) + k
u
Cos (u)
1
—Sin(u) + k
- Uu
=1+ tang?u
Cos2u ) tg (u) +k
!
= 1 + cotang?u Cotg (u) + k

Sin?u
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2n +1

NB: W™Vu =)z

Exemple

Déterminer I’ensemble des primitives des fonctions suivantes

a) f(x) = x3-x%2+3x-2 ;b) f(x) =1 —+3x-1

A =, i 5 @ = (X° + XWX+ 2x7

18x-15

e) f(x) = (x + DVx+1; f) f(x) =m

Solution :

a) f(x) = x3-x% + 3x-2 :>F(X)=§x4—§x3+§x2— 2x + K

b) f(x) =1 —3x-1=>F(x)=x— =(3x—1)V3x—1+ K

—_ — —go;— —10
c) f(x) _(2x+3)5_> f(x) =3 (Zx+3)5‘>f(x) T2 (2x+3)5
= >F(x) =2 — + K=>Fx)=te=""— 4+ K
—1
:>F(x)_8(2x+3)4+ K

d) f) =0 +X)VX+2x% <=>f(x) = (23 + x)(x* + 2x2)%

=>f(0 = 20+ D+ 220 =>F(0) = 2(4x7 + 40 (xt + 2x2):

=> F(x) =

1 1
e R N e
2 2
§ 3
== Fo bt 2074 =5 K =20t s 207 4k
2

3
=> F(x) =%(x4 + 2x%)2 + K => F(x) =%(x4 + 2x)Vxt+ 2x2+ K
I

e) f(x) = (x + DVX+1<=>f(x) = (x+1)%=> F(x):g(x+1)§+ K

=> F(x)=§(x+1)2\/x+1+ K
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18x-15 _ _ 6x—5
DI = 77T W =3 i ™

X° —5x+

F(x)=3(2V3x2— 5x + 1)+ K =>F(x)=6v3x?— 5x + 1+ K

1) Intégrale d'une fonction

Objectifs

Ce théme vise a:

* Calculer des intégrales a 1’aide de techniques particulieres (utilisation des primitives,
intégration par partie, changement de variable affine) ;

« Réinvestir dans les calculs aires les techniques du calcul intégral ;

« Elargir le champ des fonctions étudiées a des fonctions définies par une intégrale.

Savoirs et savoir-faire

SAVOIRS | SAVOIR-FAIRE
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» Définition de I’intégrale d’une fonction continue f :
fff(t)dt = F(b) - F(a)ou F est une primitive de f.
* La fonction x— f; f (t)dt est 'unique primitive de
f qui s’annule en a.

* Interprétation graphique de 1’intégrale d’une
fonction continue positive.

* Propriétés :
- Linéarité ;

- Relation de Chasles ;
Positivité ;
Si f< g sur [a, b] alors

[ f®dt < [ gD ;
Inégalité de la moyenne :
Sim< f < M sur [a, b]alors
m(b—a) < [ f(O)dt <M (b—a);

Si |f] < M,alors [ f(t)dt| < M|b — al.

* Valeur moyenne d’une fonction ;
* Intégration par parties ;
*Changement de variable affine.

eapplication au calcul d’aire.

-La fonction du type F : x> [*f (t)dt

* Calculer une intégrale :

En utilisant les primitives des fonctions
usuelles ;

En utilisant une intégration par partie ;

En utilisant un changement de variable
affine

» Utiliser la relation de Chasles pour effectuer un
calcul intégral.

 Connaissant un encadrement d’une fonction f sur
b
[a; b], trouver un encadrement de J, f®at.

* Calculer I’aire d’une partie du plan limitée par :
-La courbe représentative d une fonction,

I’axe des abscisses et les droites
d’équation x =aetx =h.

- Les courbes représentatives de deux

fonctions et les droites d’équation
X=aetx=Dh.

 Etant donné la fonction
F: XHfjf(t)dt:

-a partir d’une majoration et d’une

minoration donnée, déduire 1’existence
ou non de la limite de F aux bornes de
son ensemble de définition ;

-étudier les variations de F ;
-donner une allure de la présentation

graphique de F.
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Situation probleme :

Construis dans un repére orthonormé (O ;1 ;J ) du plan affine la droite A:y = x + 2 et

La droite d’équation x = 3 ; on désigne par le point d’intersection de A et I’ axe des

ordonnées

Par B et C les points d’intersections de A et de x = 3 et de I’axe des abscisses avec x = 3
a- Calcule I’aire du quadrilatere OABC

b- Calcule une primitive de F de ftel que f(x) =x + 2
c- Calcule F(3)—F(0) puis compare-le a I’aire du trapéze OABC
1) Définition :

Soit f une fonction définie, dérivable sur un intervalle | = [a, b] et F une primitive de f sur I.
On appelle intégrale de la fonction f entre a et b le nombre réel A tel que :

A= [ f()dx=[F(L = F(b) - F(a)
2) Propriétes :
Propriété 1 : (linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur | = [a; b],ona:
- [(f+g)dx = [ f(x)dx + [} g(x)dx
- (a; B) € R; [[(af +Bg)dx = [ af()dx + [} Bg(x)dx
b b
-vkeR; j kf (x)dx = kL f (x)dx
-Si £>0;alors | f(x)dx20

-Sif>g; alors f:f(x)dx > f:g(x)dx

- Si | f| est continue sur I, alors U: f(x)dx < Lb|f|dx

Propriété 2 : (Relation de Chasles).

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Soient trois réels a, b, c éléments de l'intervalle |

D'aprés Chasles Eg(x)dx = _[: f(x)dx+ LC f (x)dx
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Conséguences :

e sia = balors j:f(x)dx:o
b a
. j f (x)dx = ‘L f (x)dx
Propriété 3 : (Inégalité et valeur de la moyenne)

a) Inégalité de la moyenne :

Sia £ b et mSfSM,anrsona:mSbi_[bf(x)dst
_a a

b) Valeur moyenne :

On appelle valeur moyenne de £, le réel M tel que :

M = bi " £ (x)dx. et il existe un réel C e [a,b] tel que :
— a a

1 b
f@)=— j f (x)dx
Exemple :

Encadrer I'intégrale A= J'OZH(Z—sin x)dx
211 .
A= _[O (2—-sinx)dx ; Posons f(x) = 2 - sinx.

Puisque 0 < x <2 et -—1<sinx <1
Alors le minimum et le maximum de f sont :

m=@2-1)=1;M=2-(-1))=3

D'ou I'encadrement : m (b - a) gj.om f(x)dx<M(b-a)

est équivalenta: 1 (b —a) SIOZH f(x)dx<3(b—a)
Ora=0 et b=2mn
= 12m — 0)< foznf(x)dx <302m—-0)

=>21 < foznf(x)dx <e6m
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1) Primitives et intégrales indéfinies :

Théoréme 1 :

Si f est une fonction continue et F sa primitive, alors, on peut écrire F(x) = LX f (t)dt

De méme ona: iF(x):ijxf(t)dt: f(x)
dx dxJa

1) Définition :

Si F'(x) = f(x), on dit que F(x) est une primitive de f(x) et on peut symboliquement écrire
F(x) =D[f(x)]

ou D indique I'opération inverse de la dérivée.

Théoréeme 2 :

Si Fy et F, sont deux primitives de f(x), il s'en suit que : F1(x) = F,(x) +C. Ou C est une
constante

Théoreme 3 :
Si F1(x) est une primitive quelconque de f(x), alors F(x) = j f(t)dt=F (x)-F(a)

C'est-a-dire que la valeur de I'intégrale définie peut s'obtenir a partir d'une de ses primitives
évaluées a la limite supérieure et a la limite inférieure.
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V) Intégration par parties — Intégration par
changement de variable affine

1) Intégration par Parties

Théoréme :

Si u et v sont deux fonctions différentiables sur un l'intervalle | = [a, b], alors on appelle
intégration par parties, toutes opérations déefinie par :

[Lu) o v (dx = [u(x) e v(x)I; ~ [ u'(x) o v(x)dx

2) _Intégration par substitution ou par changement de variable

Dans certaines intégrales, I'intégration est effectuée plus facilement lorsqu'on substitue a la
place de la variable x une autre variable qui est fonction de x.

Méthode pratique :

b
Pour calculer l'intégrale L f (at + B)dt (a # 0) ; on utilise la méthode suivante :

o faire le changement de variable en posant :
u=at+ S eton obtient du = adt

« utiliser Iégalité : [* f (at+ A)dt = j:b“;if(u)du
a + o
Exemple

1) En utilisant une intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :

1 L x L
A= [2xeCos2xdx ;B = dx ; C = | 2x*cos(x +1)dx
.[0 J.o ) J._rz[ ( )
2) En utilisant la méthode de substitution, calculer I'intégrale
o X
| = dx
L V2X+3

Posonsu=2x +3 <du=2dx =>dx = %du

six=0=u=3 U=2x+3
De plus . u-3
sSix=-1=u= x:T
u-3
2 1. 1 3 _1[2 P4
> DO”C'—J‘l \/U XEdU—aJ.l (\/U—E)du I—Z‘:EU U—6\/U:|l—§—\/§
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D'ou |l = %—\/5

V) Calculs de valeurs approchées d'une intégrale .

Meéthode de rectangles :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a ; b] tel que |f| admet un majorant M sur cet

intervalle.
Lorsque I'on partage [a; b] en n intervalles de méme amplitude et d'extrémités

AT X0 ;X153 X2 5eenenennnnn ;xn=b;
ona:
e Une suite (Sp) n € N*de termes général Sn tel que ;

b-a& ., .. . b
Sn= —Z f (xi) qui converge vers A = J. f (t)dt
n a

i=0

vn e N*;|A—Sn|§M(b—a)2
2n

Exemple
Déterminer une valeur approchée de I'intégrale A = '[: 21 ldx en partageant l'intervalle
X° +

[0, 1] en 5 intervalles de méme amplitude.

Solution

Posons f(x) = —;
X +1

vx e [0,1]; f est décroissante donc on a :

S: mzl{f(0)+ f(1)+ f(ngr f(§j+ f(ij:O,SS
5 5 5 5 5

S; =M :l{f(lj+ f(gj+ f(§j+ f(£]+ f(1)=0,73
5/ \5 5 5 5

On obtient ainsi s = 0,83 ; et S5 = 0,73.

[P

De méme déterminer une valeur approchée de

X2

1 [
A= Ioe 2 dx, en par partageant l'intervalle [0, 1] en 10 intervalles de méme amplitude.
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V1) Calcul d'aires :

Situation probléme

L’unité de longueur est le cm ; Iunité d’aire est le cm? et les repéres utilisés sont
orthonormaux

figy figs fig

Dans chacun des cas ci-dessus :
a) Calcule I’aire du domaine colorié ;

b) Trouve une primitive F de la fonction f représentée puis calcule F(b)-F(a)
c) Que constates-tu ?

Synthese :

De fagon générale nous admettrons que lorsque f est une fonction continue sur un
intervalle [a; b] alors I’aire du domaine colorié ci-contre est égale a F(b)-F(a) ou F est une
primitive de f sur [a; b] ( unité d’aire étant I’aire du rectangle OIAT ).

Par la définition de I'intégrale définie, la surface entre une fonction f (x) et I'axe des abscisses
ou encore entre deux fonctions f etg ( f > g) et I'axe des abscisses est donnée
respectivement comme suit, lorsque x vadeaversb (a < b)

5= [ f(x)dx (unité daire)

OusS= I:(f (X) —g(x))dx (unité d'aire)

NB : Dans cette intégration, les portions de surface au dessus de 1’axe des abscisses donnent
une contribution positive, tandis que les portions en dessous de 1’axe des abscisses donnent
une contribution négative.

Ainsi quelques méthodes de calcul des surfaces sont illustrées dans les cas de figure qui
suivent :

- Wil
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M(x,y) e D <=> a<x<b
X, =
)< 0<y< f(x)

Ainsi l'aire du domaine plan Da
est A(D) = || f(x)dx (unité daire)

2"™ Cas
M(x,y) € D a<x<b
x,vy) e D&
Y f(x)<y<0
Ainsi l'aire du domaine plan

D est A(D) = — [ f (x)dx (unité d'aire)

3°™ Cas :
as<x<h

M) eD‘i’{gmsys f()

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes (Cf) et (Cg) est :

AD) = [[ (100~ g00)dx
(car (Cf) est au dessus de (Cg).

4°™ Cas :
a<x<betb<x<c
M(x,y) e D<= <3g(x) <y < f(x)et
f(x)<y<g(x)

Ainsi l'aire du domaine plan limité
par les deux courbes est :

AD) =[7(f(x) — g(x))dx + [ (g(x) -

///

s

.

f(x))dx

Exemple

X :
1) Calculer puis représenter l'aire A de I'ensemble des points M [ ) du plan compris entre
y

les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x2-2x + 1et

g(x) = x*- 3x + 3etlesdroites d'équations : x = —letx = 1.
2) Calculer puis représenter l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la
fonction f(x) = 1- x’et les droites d'équations x = —2 et x = 2.

Solution
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X
2) Calculons puis représentons l'aire A de I'ensemble des points M (y) du plan compris

entre les courbes (Cf) et (Cg) de fonction respectives f(x) = 2x*- 2x + 1et
g(x) = x*- 3x + 3etlesdroites d'équations: x = —letx = 1

La représentation des courbes (Cf) et (Cg) dans le repére donne :

&

Intégrale = -2,66667

A=["(f) - g())dx = [ ((2x* = 2x+ 1) — (x* — 3x +3))dx

=>A= f_ll(—x3+2x2+ x—2)dx = [—ix4+ §x3+ %xz— Zx]_1

=>A=[-2+ 2+ 2-2]- [-31- 2424 2] = - Z(uA)

3) Calculons puis représentons l'aire de la portion du plan limité par la courbe (Cf) de la
fonction f(x) = 1- x? et les droites d'équations x = —1 et x = 0.
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La représentation de la fonction f dans le repére donne :

8 -7 -6 -5 -4 -3

In¢grale = 0,666667

A ﬁﬁ\‘\— Cr
| | | P S ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
—1
ol
—3
—4
5
—6.

A =f_01f(x)dx = f_ol( 1—x%)dx
asx-30):

-1

=>A=[0]-[-1+3]=-2(uA)
Primitives directes

- En utilisant les formules de primitives directes, calculer I’ensemble des primitives des
fonctions suivantes :
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1-f()= 4P +2%2 =4 5 2f(0)=@?-3)° ;3-fl)=:1x°—Ix%-1

SfO=VTRFZ @ 5 6 f(0)=3(-x—2D(Bx+2)?
7-f(x) = Cos(~6x+5) ; 8- f(x) =3Sin(1 - 4x) ;9 f(x) = s——

0-f) = s ¢ M- f0) = (x - 4)(2x% —4x +1)?;12- f(x) = \/%
13- f(x) = ﬁ £ = (= D37 + 63+ 7)1 15 f() = =
16- f(x) = —X ZCOSX . 17 £(x) = 3C0s(2x + 1)Sin®(2x + 1) —1 — tang?x

(Cosx + Sinx)3 '’

Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéariser puis calculer ’ensemble des
primitives des fonctions suivantes :

1) f(x)=Sin*x ; 2) f(x)= Cossgx . 3) f(x) =Sin*x+Cos’x

4 fO)=Sin(—x+3) ; 5) f(x)=Cos® (3x+ 1) . 6) f(x) = Cos*2x+Sin2x

Primitives vérifiant une condition

- Déterminer la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :

1-f)= x*—x2—1 et FO)=7 : 2-f(x)=(x—3)° et F(3)=0
W= G A FO=0 5 4f()=(—3)° et F@=0
5- £(x) :v% et FO)=V5 : 6 f(x)= CS(:?Z"X et F(Z)=1

Sinx — Cosx

f)=—F(rs,— ¢ Fm=1 ; 8- f(x) = SinxCos*x et F(m) =0

- Soit lafonction f : R—>R
X

3x3— 7x%+ 5x+1
(x—1)2
1) Déterminer I'ensemble de définition

e d

C
(x—1)2

2) Determiner lesréels a,b et ctel que: f(x) = ax + b +
3) En déduire la primitive de f qui s'annule en 0
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Primitives et dériveées

1) Soit g la fonction définie sur] 0 ; +oo[ par g(x) = xvx

a- Calculer la dérivée de g sur] 0 ; +oof .

b- Soit f la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par f(x) = Vx.

c- Déduire des questions précédentes une primitive de f sur] 0 ; +oof .

- Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xv3 — 2x et F(x) = (ax? + bx + ¢)V3 — 2x

Déterminer les réels a ; b et c tel quev x € ]—oo; ;] F soit une primitive de f sur ]—oo; %]

Intégrations a ’aide d’une primitive

- En utilisant les formules des primitives, calculer les intégrales suivantes :

1= [14x* - 3x?+2x —5)dx ; 6) I= f;%

2)1= " Sin(-2x + m)dx S g ff\/x;_’“:;“;sdx

1= [ VI T Odx . 8) 1= %%

4 1=—4 f\)/—fx—Sz dx ;9 1= fol(x2 — D3 - 3x+1)3%dx
5) 1= [ (x + 2)Vx + 2dx . 10) 1= [ (—2x + 1)V5xZ — 5x + 4 dx

Intégrations par parties

- En utilisant la formule de I’intégration par partie, calculer les intégrales suivantes :

1) 1= [¢xSin2xdx ; 4)1= f_lz(x —5)V2 — xdx
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2

2)1= f_wa_de B I=[C (x+2)Vx + Ldx

3) 1= f04x\/4x + 9dx ; 6) 1= [%x%Cos(x + 1)dx
2

- Soient les intégrales | et J définies par : | = fOE(x + 1)Cos?2xdx et J :fof(x + 1)Sin?2xdx

1) Calculer: 1 + J.

2) Calculer : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.
3) Deéduisez —en les valeurs de | et J.

Intégrations par changement de variable

- En utilisant un changement de variable, calculer les intégrales suivantes :

1)l= f_iﬁdx . 3)1= [ (x+ DV - 2dx

x+2

x2—1

1=1=[ dx . )1= [+ 2)Vx + 2dx

Soit le polyndme p définie par : p(x) = x3 — 12x — 16.
1) Montrer que —2 est un zéro double de P.
2) Calculer I en utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement

de variable, I’intégrale : | = [ 45p(x)dx

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale I, définie par :
i

I,= [2 Sin"xdx

1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouver une relation entre I,, et I,,_;
(On posera : Sin™x = Sin™ 1x+Sinx.

2) Calculeriy; 1;; 1, et 1,

2n+1

- Soit l'intégrale I, définie par : I,,= folhdx (n>=0)

1) Calculer I,
2) En intégrant par parties, montrerque Vn >1 ona: (2n+ 1), =v2 — 2nl,_,.
3) Endeduire lavaleurdeI; ; I, et Is.
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- - s I 1 d —_—
- Soit l'intégrale I, définie par : In:f Z

0 COSZn+ 1X
1) Déterminer le seul réel a tel que : vV x [O ; g] ona:
2) Calculer la valeur de I.

1 _ aCosx aCosx

Cosx 1-— Sinx 1+ Sinx’

3) Démontrer a I'aide d'une intégration par partiesque: ¥vn € N*ona:

2—n 1 1 1
2nl, =2n—-1I,_, + — (On ourra poser : = — X )
n=( My V2 p p Cos®™ 1y Cos®™ x Cos’x

- Soit l'intégrale I,, définie par : In=f01x"\/1 — x2dx

2) Calculer 1;.

-y . n
3) Enintégrant par parties, montrer que I,,= mln_z (on posera x™ = x e x"1)

- Soit I'intégrale In définie par :
= L ax  (nen)
"oy 41

1) Montrer que Vne N ; I, est croissante et majorée.

2) Montrer que Vne N,ona: 1—L <1, <1 En déduire la limite de la suite I,

n+1
- Soit I'intégrale In définie par :
1,% = ft”(lnt)dt (x>0) avec (n e N et différent de -1)

1) En intégrant par parties ; calculer 1, = J'lxt”(lnt)dt.

2) En déduire le calcul de J,% = jl “t"(Int)?dt.
3) a) Calculer 1,© - J,©.

l,(€)—J.(e)

a) Déterminer la limite de ————— quand n tend vers + .
e

- Soit l'intégrale I, définie par :

1
Iy = jox"|n(1+ x)dx. (n e N)
Déterminer le sens de variation de I,

Soit I’intégrale J, définie par J,= fl.(tz —1) "dt (n appartenant a N)
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1
1) Démontrer que J,= 2.[0 .(t2 —1) "dt
2y Démontrer que pour tout n appartenant a N*,on a:

dx

dx et J:jl‘_‘I !

1T
- Soient les intégrales | et J définies par: | = .[04 b 4
cos* x

1) Calculer I
2) Soit la fonction définie sur [0, %] par: f(x) =

cos? X

sin X
cos® X
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a) Montrer que V x [0, E]on a:f'(x)= 34 - 22
4 cos* X cos’ X

b) En déduire une relation entre I et J.
c) Calculer J.

Soient les intégrales suivantes :

il il il
1= _[02 cos* xdx J= J'OZ sin*x et K= J'OZ 2sin® x cos® xdx

1) Calculerl-Jel+J+K
2) Calculer la primitive de Cos4x
3) En déduire la valeur de : 1 + J — 3K puis celles de I, J et K.

Exercice 7 :

Soient les intégrales | et J définies par :
I1 Il .
—  COSX - sinx

| = jz—_dxetJ =|?——dx
0 coSxX+siInX 0 cosx+sinx

1) Calculer I +J et I - J.
En déduire les valeurs de | et J.

Exercice 8 :
On se propose de calculer l'intégrale J définie par J = J'lLa dx
0(1+e")

X

1) Calculer les deux intégrales A et B tel que A r © et B- I:(le—x)zdx
+e

01+e"
. . . bt ct
2) Déterminer les réels a, b et c tel que S =a+ + > (1)
@+t1) 1+t (Q+1)
3) Enposantt =e* dans I'égalité (1), calculer | = r% X
0(1+e”)

4) a) A l'aide d'une intégration par partie, exprimer J en fonction de I.
b) En déduire la valeur de J.

- ‘ - ’ 7 7 -
On considere les intégrales | = J; cos* xdx et J= J; sin® xdx

1. a) Montrer que l'intégrale | peut s'écrire | = Lﬂcosx(cosx—cosxsin2 X)dx.
. . . . T . 1
b) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que | = jo sin’ xdx—gJ.

¢) Montrer de méme que J = j: cos’ xdx—% l.
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2.a) Montrer que 1 +J = 37”

b) Montrer que J—-1=0
c) En déduire les intégrales | et J.

Fonctions Logarithmes
Neépériens

Objectifs
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Ce théme vise a :

* définir et étudier la fonction logarithme népérien

!

o . u
* mettre en place les primitives de fonction de la forme ”

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Fonction logarithme népérien :
Définition, notation, propriétés,
représentation graphique.

Limite de référence.
!

Primitives de 2
u

* Logarithme décimal : définition.
*Dérivée des fonctions du type [no(u) et
no(|ul)

* Résoudre des équations ou inéquations faisant
intervenir la fonction logarithme népérien.
*Déterminer les primitives d’une fonction du type

l

u

u
« Etant donnée une fonction f faisant intervenir

la fonction logarithme népérien :

Trouver les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition ;

Etudier les variations de f
Représenter graphiquement f.

1- Situation probleme :

1
Soit la fonction definie par f(x) = S sur intervalle] 0 ; +ool.

a- Construis dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7; ) sa courbe ( C).
b- Calcule I’aire de la région du plan délimitée par la courbe ( C ), I’axe des abscisses et

la droite d’équation x = a aveca > 0.
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c- Que peut-on conclure ?

Un mathématicien du nom de Napier ou Népeére trouva la solution a ce probleme et lui donna
son Nom : Logarithme Népérien.

2- Définition :
On appelle fonction Logarithme Nepérien notée (In), la primitive de la fonction x— 7 qui
prend la valeur 0 en 1 sur I’intervalle ] 0; + oo [

3- Conségquences de la définition

Par définition :
- Lafonction logarithme est dérivable sur ] 0; + oo [ et sa fonction dérivée est % .
- Lafonction logarithme est croissante sur | 0; + o[ carVx € |0 ; + oof
% > 0.Tapez une équation ici.

- In1=0;vxe]0;1[,Inx < 0et;Vx€]l; +oo[, Inx > 0.
- Lafonction logarithme est une bijectionde ] 0 ; + o[ dans R ; elle admet

donc une bijection réciproque de R dans] 0 ; + oo .
Remargue : un nombre négatif n’a pas de logarithme

Evaluation

Soita € 10 ; 1[. Résousdans R | équation xlna >2

4- Ensemble de définition des fonctions logarithmigues :

- Sif(x)=Ilnx=>Df=]0; +oo[
- Sif(x)=In(ax + b)=>Df={x/x €eR;ax + b >0}
- Sif(x) =In[u(x)] =>Df={x/x € R;u(x) >0}

- Sif(x)=In (%) => Df={x/xER;%> 0}

- Sif(x) =Inlu(x)| =>Df={x/x € R; u(x) @0}
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5- Propriétés Remarquables :

Va>0etVb>0, o0na:

- Py In(alfb)=1In(a)+ In(b) Pe:ln\/E:lnaE:Ema

2
- Pzzln(%):lna—lnb P;:in(@=In(b) = a=bh
- Pgiln(i):-[na Ps:lnea:a et elnd -4

- Ps: In(@"=nlna Po:In(a)>In(b) ®a = b etin(a)>In(b)®a = b

- Ps:Ine=1etinl=0 Po:lna=b®a=eé°

Evaluation

a- Calcule les réels suivants : A= [n2 +In3 -5n9 ; B= ln% +In5 -3In36;

b- Exprime en fonction de In2, les expressions suivantes : C = [n8 + %ln16 -2

D=m2+n(2+ V2)+ n(2 + V2 + v2) +In(2- V2 + V2).

c- Résous dans IR les équations et inéquations suivantes :
Inx(2x +7) =In(x-3);In(x2-2x-3) =In(x + 7)
Inx + n(Bx +2)=n2x +3);In(x-3) =In(x+7)-In(x + 1).
Im(2x-2) + In(x+2) <3n2; In(x—2) +In(x +3) > 2In(x +1).

6- Limites remarquables

lim Inx = —o0; lim Inx = + o
x - 0 X > + oo
lim xIlnx =0 et lim xnlnx =0
x -0 x -0
lim xlnx = 4+ et lim xnlnx = 4+ o
X = + X — +oo
. Inx . Inx
lim — = —o0 et lim — = —o0
X X
x - 0 x - 0




; l ] [
lim %=0 et lim =X=0

xn
X = + oo X > + o
lim O — 1 et lim % = 1 (Nombre dérivé de la fonction In au point 1)
x -0 x -1

7- Dérivées logarithmiques:

La dérivée logarithmique d’une fonction u, est la dérivée de In|u|

- Sif(x) =lnx => f'(x) ==
- Sif(x) = Inlax + b| => f'(x) = axa-ll-b
- Sif)=m(Ux)=>f'(x) = u(x))

u'(x)  v'(x)

- Sif(x)=In (E;) =>f'(x) =

u (x) v (x)

u (x) v'(x)

- Sif(x)=In(U)evx))=>f"(x)= (x) ey

- Sif(x)=n[u@)]"=>f'(x) = u(x)

8- Primitives remarquables :

Activité

En appliquant la technique de I’intégration par parties, calcule une primitive des fonctions :
x = Inx et x - In(ax + b). Ainsion retiendra :

- Sif(x) Inx =>Fx) = xlnx-x+ K

- Sif(x) = In(ax + b) => F(x) = (x + 2)In(ax +b) — x+K
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- Sif(x) = Zgg => Fx) =lnlux)|+ K

9- Etude de la fonction x = Inx:

Le nombre e est I’'unique solution de 1’équation Inx = 1 avec e =2,718....

Soit f(x) = Inx etde courbe représentative ( C).

Df =10;+ o[
lim f(x) = —o0 et lim f(x) = + oo.
x>0 X > +o0

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

( x’Ox ) est branche parabolique (car m me =0)
X = +

fO) = lnx => f'(x) = 2> 0

D’ou le tableau de variation est le suivant :

X 0 +o00
f'(x) +
f(x)  " + o0

- (C)@(OX) Slnx = 0®x = e°= 1

Donc (C) coupe 'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = 0Oet f(0) = In (0) qui n’existe pas.
Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

Ainsi on a la représentation graphique suivante :
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10- Fonction logarithme de base a :

a) Définition :
Soit @ un réel strictement positif et différent de 1. On appelle logarithme de base a, la
fonction définie par: log (x) :R} =R

_lnx
x - log,(x)= La
N.B : Lorsque @ = 10, la fonction logarithme de base 10 est appelé fonction logarithme
l
décimale. Ainsi la fonction logarithme d’un nombre réel positif est noté log x = : nlxo
n

M = 1o est appelée la Mantisse du logarithme décimal ; ainsi log x = Me Inx.

b) Propriétes :

P::log(ab) = loga + logb Pg:log(%) = loga — logb
P, : log(ab)" = nloga Ps:log(10)" = n
Ps: (logx) = 210
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11- Etude de la fonction log, (x):

Soit f(x) = log,(x) etde courbe représentative ( C,).

1" Cas:0<a <1(lna<0)

Df=]0;+ oo
lim f(x)= 4o et lim f(x)= —oo.
x -0 x > +o

Alors la courbe ( C) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

(x’Ox ) est branche parabolique (car m me =0)
X — 4+ oo
fx) = lnx => f'(x) = —< 0

xlna

D’ou le tableau de variation est le suivant :

X 0 +oo
f'(x) -

f@|ro—oou

- (C)[E(OX) &lnx = 0 &x = e= 1

Donc (C) coupe 'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = 0et f(0) = In (0) qui n'existe pas.
Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

2°M Cas:a > 1 (lna>0)
Df=]10;+ oo

lim f(x)= —o et lim f(x)= + .
x>0 x > +o

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la
courbe ( C).

( x’Ox ) est branche parabolique (car m MTx =0)
X > +
fxX) = Inx => f'(x) = —> 0

xlna
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D’ou le tableau de variation est le suivant :

x |0 +0o
f(x) +
f)  ' te

- (C)@(OX) &lnx =0 &x = e°= 1

Donc (C) coupe 'axe (0ox) en 1

- (O @(OY) => x = 0et f(0) = In (0) qui n’existe pas.

Donc (C) ne coupe pas 'axe (0y).

NB : dans tousles cas, log,(x) =1<=>x = e

Représentation
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“—a >1

EXERCICES

Exercice 1 :

1) Exprimer en fonction de In2 les réels suivants :

A=Ing + %Ian ‘N2 ;B=In2+In (2+2)+In [2+\/2+\/§)+In(2—\/2+\/§j
N
C:In2\/§+ln22—ln% ‘D =2In V2 +1n2° - In2 _

3In2?
2) Résoudre dans R:

a) Les équations suivantes :

In(@2x+7)=In(x-3);In(x*-2x-3)=In (x + 7)
Inx+InBx+2)=In(2x+3);In(Xx-3)=In(x+7)—In (x +1).
In (2x —2) + In(x+2) = 3In2 ; In (x-2) + In (x +3) = 2 In (x +1).

Inv2x -3 :In(6—x)—%lnx ;In[x=1+In2x-1=0
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In \/x+1:In(3—x)—£In2x - In [ x-1 j:O
2 2Xx—3

3(INX)*-7Inx+2=0; -5(nx)*+(Inx)+6=0
b) Les inéquations suivantes :

IN2-3x)>Inx ; In(2x-5)+In(x+1)<2In2

INOE+2x+2) > In(-x*+x+3);In(x+8)—In(x+14) +In (x +2) < 0
In2x-1)-In(1-x)<In3;In(x+1)>In(4x-1)—In(x-1).
(INx)>’~Inx-6<0;(Inx)*+2Inx+1=0
In(x*+2x+2)>In(3+x—x%:In (5x* + 6x + 1) < 0.

c) Les systemes suivants :

Inx+|ny—|nE
2

X+y=15 C[x*+y? =13
Inx+Iny=1In36 " |Inx+Iny=1In6 ' 7

X+y:§
(Inx)e(Iny)=-10  [5x+4y =12 ~[2Inx=Iny=0
InXx+Iny=3 In(x-1)+Iny=In3-In5 " [4Inx+Iny=3
Xey =243 ~|2In(x=1) +3In(x+y) = -2
4(log, y +log, x) =17 " (3In(x—1) +5In(x + y) = —4.

Exercice 2 :

) Soit le polyndme p définie par p(x) = 2x® — 5x* — 4x + 3

a) Calculer p(-1) puis factoriser p(x) en trois produits de facteur du premier degré.

b) Résoudre I'équation p(x) =0

c) En déduire la résolution de I'équation : 2(In x)* —5(In )~ 4 Inx+3 < 0

I1)  Soit le polynéme q définie par q(x) = 2x> + 3x* — 8x + 3.

a) Calculer q(1) puis résoudre 1'équation q(x) =0 et q(x) > 0
b) En déduire la résolution de :

- Iéquation : 2(In x)* + 3(IN x)>—8Inx +3=0
- linéquation 2(In x)* + 3(In x)> ~ 8lnx +3 >0

Exercice 3 :

)] Dresser le tableau de variation des fonctions suivantes :

DFX)=In@R-x) ; 2)fx)=In (x*+2x+3) ; 3)f(x) =xInx—x; 4)f(x) =

2xInx
X+1
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2X ‘31j 16) () = In [x* ~3x+2)

5) f(x) = In [

1)) Soit la fonction f définie sur R par :

f(x) =(x+DInx+1 si x=-1
f(x)=0 si x=-1
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen -1
2) Dresser le tableau de variation de f puis construire sa courbe

1) Soit la fonction g définie sur R —{-1; 0 ; 1} par g(x) = ﬁ
x(x? -

1) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tel que Vx e JL;+o]

Onaitg(x) = 2+-24_C
x x-=1 x+1
2) Déterminer une primitive de la fonction g sur ]1 ; +oof
3) A l'aide d'une intégration par partie, calculer : 1= E( )Zlni()z dx
X% —

Probléeme 1 :

L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de
résoudre une équation différentielle dont elle est solution.

A. Etude d'une fonction auxiliaire

- In(1 + 2¢%).

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = L ©
+

X

1) Calculer g'(x) et montrer que ce nombre est strictement négatif pour tout x de
R.

2) Déterminer les limites de g en - oo et + o0

3) Dresser le tableau de variation de g.

4) Donner le signe de g(x).

B. Etude d'une fonction et calcul d'une aire :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e In(1+ 2¢%).

On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (unités
graphiques : 4 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.)
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1) Calculer f'(x) et montrer que pour tout réel x, f'(x) = 26> g(x).
2) a) Déterminer la limite de fen - o
b) Déterminer la limite f en + o. On pourra remarquer que :

si on pose X =1 + 2¢%, f(x) s'écrit 4%In_x

(X -1)% X
3. Dresser le tableau de variation de f.
4. Tracer C.
5. Soit o un réel strictement positif.

(g , e’ _X e
a) Veérifier que, pour tout réel x, =e -2
1+2e” e +2
En déduire la valeur de l'intégrale I(a) = I "
+ 2e

0

b) Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(a) = J. f (x)dx
0
Donner une interprétation graphique de J(a).

C) Résolution d'une équation différentielle

—X

e

1+ 2e”
1. Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).
2. montrer qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ - f est solution de
I'équation différentielle. (E") :y'+2y =0
3. résoudre (E") et en déduire les solutions de (E).
Probléme 2 :

On considere I'équation différentielle (E) : y' + 2y = 2

Le but de ce probléme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur
10, + oo[ par f(x) =x + 1 + In_2x , de déterminer ensuite dans la partie B la position de sa

X X
courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie C, cette derniere partie étant dans une large mesure indépendante des
deux autres.

Partie A :

1) Soit g la fonction numérique définie sur 0 ; +oof par g(x) =x>—x—2 Inx + 1
a) Montrer que la fonction g est dérivable et que pour tout X e ]0, +oo[

, X —1)(3x? +3x+2

I G : )

b) Etudier les variations de la fonction g puis déterminer le signe de g(x).

2) a. Déterminer les limites de fen 0 et en + oo.

b) Montrer que pour tout X €]0, + oo ' (x) = &z) puis donner le tableau de
X

variations de f.
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Partie B :

[ désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal (O ; i, j),
unité graphique 2 cm.

1.1 soit h la fonction définie sur ]0, + oo[ par h(x) =x + In x.

a) Etudier le sens de variation de h puis montrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution
unique o sur l'intervalle [0,4 ; 0,7].

b) Montrer que I'ona: e =a.

2) a) Vérifier que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique a T" en + 0.
b) Utiliser les résultats de la question 1.a) pour déterminer les positions relatives de T" et A.

3) Construire " et A dans le repére ortho normal (O ; 1, ).

2Int

4) a) Calculer au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale | = I t_zdt'

1

c) Endéduire l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe T, la droite A et
les droites paralleles a I'axe des ordonnées d'équation x =1 et x = 2.
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Partie C : Etude d'une suite

Dans cette partie :

| désigne l'intervalle [0,4 ; 0,7]
a est le réel mis en évidence au B. 1.
@ est la fonction définie sur R par ¢ (x) =¢e™

u, =04
U est la suite récurrente définie par et
U,, =¢(,) pourtoutneN

1) Montrer qu'on a pour tout x el :

a) p(x) el
b) [ " (x)| < 0,7

C) |§0(X) - a| < 0,7|X - a| :

2) a) Montrer qu'on a pour tout n € N|u,,, —| <0,7|u, —a| puis en déduire par récurrence

n+l

qu'on a pour tout n eN|u, —a|<0,3(0,7)".
b) Conclure alors quant a la convergence de la suite u.

3) Déterminer un entier p tel que pour n > p on ait |Un - a| <107 puis donné & l'aide de la
calculatrice une valeur approchée de u, a 10° pres.

Probléeme 3 :

Dans tout le texte e désigne le nombre réel qui vérifie In e = 1. On considére la fonction f

Inx+ xe

définie sur ]0 ; + oo[ par f(x) = 2
X

On note T" sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, 4, V), unité graphique :
2.cm.

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire
On consideére la fonction g définie sur 0 ; + oo] par g(x) =-2In x —xe + 1.
1) Déterminer les limites de g en 0 et en + oo.
2) Etudier le sens de variation de g.
3) Montrer que dans [0,5 ; 1] I'equation g(x) = 0 admet une solution et une seule
notée a. Déterminer un encadrement de o a 0,1 pres.
4) En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.
Partie B : Etude de la fonction f

1) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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)_9()

2) Soit f' la fonction dérivée de f. Vérifier que f ' (x puis étudier le sens de

variation de f sur ]0 ; + oo].

l+ae
2a°

3) Montrer que f(a) =

4) Donner le tableau de variation de f.
5) Construire T.

Partie C : Intégrale et suite

i en+ +1 In n+l i
Soit I, = J —tdt etA, = je f (t)dt pour tout entier naturel n.
€ e

1) Montrer a l'aide d'une intégration par parties que : I, = n—tl _Nh+2
e e

n+1

2) a) Montrer que A, = I, +e.
b) Calculer Iy et Ao.
c) Donner une interprétation géométrique de Ay.
3) Montrer que la suite (A,) converge vers e.

Probleme 4 :

Les butes du probléme sont 1'é¢tude de la fonction f définie sur l'intervalle O ; + oo[ par

f(x) = M, puis la recherche de primitives de cette fonction.

Premiére partie : Etude de fonctions auxiliaires.

1) On définit la fonction g sur l'intervalle ]1 ; + oo[ par g(x) = 2x —(X-1) In (X — 1).

: lim xInx=0 L -
a) On admet le résultat suivant : 0 . En déduire la limite de g(x) lorsque
X—

x tend vers 1.
b) Calculer g'(x) pour x appartenant a I’intervalle] 1 ; + oo[.
c) Résoudre I'inéquation 1 — In(x-1)>0, d'inconnue x appartenant a I’intervalle] 1 ; + oo[.
d) Etudier le sens de variation de g sur ’intervalle] 1 ; + oo].
e) Montrer que I'équation g(x) = 0 a une solution unique, notée a, dans l'intervalle
[e+1; e® + 1], et étudier le signe de g(x) sur chacun des intervalles] 1 ; af et Ja ; + oo[.

. . e ,. In(x* -1)
2) Soit ¢ la fonction définie sur I’intervalle] 1 ; + oo par ¢ (X) = ——
. lim X lim X)=0
a) Déterminer #(x) et prouver que #(x)
X—>1 X —> +00

b) Calculer ¢'(x) et montrer que ¢ ' () est du signe de g(x?) sur lintervalle] 1 ; + oo [
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c) Montrer que ¢ est croissante sur I’intervalle] 1 ; \/E [et décroissante sur ’intervalle]

\/E ; +ool.

Deuxiéme partie : Etude de la fonction f

1) Vérifier que pour tout x appartenant a I’intervalle] 0 ; + oo [on a f(x) = ¢ (€).

2) En deéduire :

a) La limite de f(x) lorsque x tend vers 0.

b) La limite de f(x) lorsque x tend vers + o

c) Le sens de variation de f sur ’intervalle] O ; + o [et que f admet un maximum en

In (Ve )
. 2
3) Montrer que, pour tout x de I’intervalle] 0 ; + oo [, f(x) < io;
a —
4) Reproduire le tableau suivant et le compléter en donnant des valeurs approchées a
102 pres :

X

01 0,5 1 1,5 2 3

f(x)

5) Représenter graphiquement f dans un repére orthogonal, d'unités 5 cm en abscisse et
10 cm en ordonnée. On prendra 10 comme valeur approchée de a.

Troisiéme partie : Recherche de primitives de f

X X

1) Vérifier que f est solution de I'équation différentielley ' +y = __°
e*-1 e"+1
2) On pose h(x) = € ¢
e"-1 e"+1

a) Trouver une primitive H de h sur I’intervalle] 0 ; + oof
b) En déduire les primitives F de f sur I’intervalle] 0 ; + oo[.

Probléeme 5 :

Soit f la fonction définie sur I'intervalle] 0 ; + oo [ par f(x) = xIn(x?) — 2x.

On

désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormal

(O: 1,]) ; unité graphique 1 cm.

Partie A : Etude de f.

1) Montrer que, pour x >0, f(x) = 2xInx — 2x puis que f(x) = 2xin X
e

2) a) Etudier la limite de f en + .
b) Montrer que f est dérivable en tout x > 0 ; calculer f '(x) pour x > 0.
c¢) Etudier le sens de variation de f sur |0 ; + oof.
d) Donner le tableau de variation de f sur ]O ; + oo[.
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3) Déterminer par le calcul I'abscisse du point d'intersection de la courbe (C) avec axe des
abscisses.
4) Montrer que I'équation f(x) = 2 admet sur l'intervalle [1 ; 5] une unique solution et en
donner la valeur décimale arrondie & 107.
Partie B : Calcul d'aires.

F0)=0

1) Soit F la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + oo[ par 3x2 .
F(x) = x* Inx—T si>0

lim xInx=0 . -~
a) On admet que 0 ; montrer que F est dérivable en O et préciser F '(0).
X —

b) Montrer que, pour tout X appartenant a |0 ; + o[, F '(x) = f(x).
2) On considére pour chaque entier n positif ou nul, la droite D, d'équation y = nx. On
trouvera en annexe un trace de la courbe (C) et les droites Do, Dy, Ds.

a) Déterminer les coordonnées du point I,, d'abscisse strictement positive, intersection de
(C) et de Dy. On appelle P, le point de I'axe des abscisses de méme abscisse que I,.
Placer les points lo, I1, 12, Po, P1, P2, sur la figure donnée en annexe.
b) Déterminer la position relative de (C) et de Dn pour les abscisses appartenant a
10 ; + oo
3) Pour tout n > 1, on consideére le domaine A, situé dans le quart de plan défini par x > 0 et
y >0, délimité par (C), Dp.; et D,. On note a, son aire, exprimeée en unité d'aire.
a) Faire apparaitre les domaines A; et A, sur la figure.
b) Calculer l'aire t, du triangle OP,l,, en unités d'aire.
c) Calculer l'aire uy, en unités d'aire, du domaine situé dans le quart de plan défini par
x >0 ety >0, délimité par (C), I'axe des abscisses, et les paralleles a I'axe des ordonnées
passant par Pg et P,.
d) Verifier que l'aire vy, en unités d'aire, du domaine situé dans le quart de plan défini par

2
x >0 ety >0, délimité par (C), I'axe des abscisse et Dy, est v, = t, — Uy = e7(6n -1).

e) Calculer alors a.

4) Montrer que la suite (a,) est une suite géométrique. En préciser la raison et le premier
terme.

Probléme 6 :

A) Etude d'une fonction

On considere la fonction f définie sur ]0 ; + oof par f(x) =1 + In_x Sur C la courbe
X

représentative de f dans le plan rapporté & un repére orthonormal (O :; 1, J) ; unité graphique :
5cm.

1) Calculer les limites de f en 0 et en + co. Déterminer les asymptotes de C.
2) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f.
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3)

4)

1)

2)

3)

a)
b)

, . . 1 . .
Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur l'intervalle {— ; 1} une solution unique,
e

notée o.. Déterminer un encadrement de o, d'amplitude 107%. Donner, suivant les
valeurs de x, le signe de f(x) sur ]0 ; + oo[.
Tracer la courbe C.

B) Calcul d'aire

Déterminer une équation de la tangente D a C au point d'abscisse 1.
a) soit ¢ la fonction définie pour tout x > 0 par : ¢ (X) = x — x* + Inx. Calculer ¢'(x).
En déduire le sens de variation de ¢, puis le signe de ¢ (x), sur l'intervalle ]0 ; + oo[.

b) Montrer que, pour tout x >0, f(X) —x = )

c) En déduire la position relative de C et de D.

On considere le domaine limité sur le graphique par I'axe des abscisses, la courbe C et
la tangente D.

Hachurer ce domaine.

Soit A son aire, en cm?. Ecrire la valeur exacte de A comme expression polynomiale
du second degré en o.

C) Etude d'une suite

Soit Xg un reel appartenant a l'intervalle P ; 0{ on note My le point de C d'abscisse Xo.

1)

€

a) Donner une équation de la tangente Fo a C en My, en fonction de Xo, f(Xo) et f' (Xo).

b) Soit x; I'abscisse du point d'intersection de Fo avec des abscisses. Ecrire x; en fonction
de x0, f(xo) et f'(Xo).

2) On considére la fonction h définie sur E ; 0{ par h(x) = x- ff((x)) (On remarquera que
X
h(Xo) = X1)
a) Montrer que h'(x) = Lf(zx)
[ (x)]
b) Calculer f "(x) et étudier son signe sur F ; a[.
e
c) En deduire que h est strictement croissante surE ; a} , puis montrer que X;< a.
. f(x) ., . . 1. -
d) En écrivant h(x) —x = - o étudier le signe de h(x) — x sur o a| . En déduire
X

1
que =< X <X <@
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3) a) Démonter que, pour tout X appartenant éE ; a} , h(x) appartient & E ; a} :

b) On considére la suite (x,) de réels définie par Xo et Xn+1 = h(Xy) pour tout entier
naturel n. Montrer que la suite (x;,) es strictement croissante.

Probléme 7 :
)] Soit la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = -x* + 1 — In x
1) Dresser le tableau de variation de g.

2) Calculer g(1) puis en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de Xx.

1) Soit la fonction f définie sur 0 ; +oo[ par f(x) = -% X+1+ I;—X
X

1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet 2 solutions « et S (a<f).

3) a) Montrer que la droite (A) d'équationy = -%x +1 est asymptote a la courbe (C) de
f.
b) Etudier le signe de f(x) — (—%x +1j puis en deduire la position de (C) et (A).
4) Tracer (C) et (A) dans le méme repere.
Probléme 8
Partie A :

On considére la fonction g définie sur 0, +oo[ par g(x) = x?+2-21Inx

1- Etudier les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
2- Dresser le tableau de variation de g puis en déduire son signe sur ]0, +oo[

Partie B :

On considére la fonction f définie sur |0, +oo[ par :

f(x)=x+2e Inx

et soit (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,1, )
d'unité graphique 2 cm.

1) a) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b) Etudier les variations de f et dresser sont tableau de variation.
¢) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis
étudier la position de (C) par rapport a la droite (A).
2) Determiner les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) paralléle a (A).

3) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a et que o € [% ;1} .

e —————————————
205




4) Tracer (C) et (A) dans le méme repere.
5) Hachurer puis calculer I'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équation x =1 et x = 2.

Probléme 9:
Partie A :
1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1 + x* — 2x% In x
a) Dresser le tableau de variation de g.
b) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a telle que
1,89 <a < 1,90.
c) Déduire de ce qui précede le signe de g(x).
2) On consideére la fonction numérique f définie sur Jo, +oo[ par f(x) = 1In XZ et soit (C)
+ X
sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0,1, j) d'unité graphique (2 cm).
a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Vérifier que f(a) = — . En déduire un encadrement de f(a) d'amplitude 2. 107,
o
c) Tracer (C) dans le repeére.
Partie B :

On considere la fonction numérique définie sur ]0, +oo[ par : F(x) = LX f (t)dt

1)

2)

1

a) Prouver que F est dérivable sur ]0; +oo[ et préciser F'(x).
b) En déduire le sens de variation de F.

a) Veérifierque vt>1ona: Int 5 < f(t)gln—zt
@+1) t

_ xInt x Int

b) Pour tout x > 0 on pose I(x) = Jl t_zdt et J(x) __[l Wdt
i) a I'aide d'une intégration par parties, calculer 1(x)

ii) a l'aide d'une intégration par partie et de I'égalité :

t 1 pour t > 0, calculer J(x).

tA+t) t 1+t

c) Déduire de ce qui précéde que ¥Yx>1ona:

X Inx Inx 1

In2 +In (—j—_g F(x)<l-—-=

X+1 Xx+1 X X

d) Onadmetquelimi F(x) = 6. Sans calculer 6 vérifierqueIn2< 6 <1
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X—>t+00

Probleme 10 :

On considere la fonction g définie sur l'intervalle | = {—%;w{ parg(x)=In (1 +x)—x +

NER f(x):L(zler)six;tO
53 et la fonction numérique f définie sur ]-1 ; +oo[ par : X

1) a) Démontrer que pour tout réel t>0 ; 2t8< gt <0
b) Démontrer que pour t e [— % ;O} :0<g(t)<-2t
2) En utilisant les inégalités précédentes, démontrer que pour tout X € [0 ; +oo[ on a:
—%x“ < g(x) <0 (on utilisera une intégration).

-9 SX) L1ox
X 2 3
b) En utilisant I'inégalité de la question 2) ; démontrer que f est dérivable en 0.
c) f est — elle continue en 0 ? Justifier votre réponse.
2
4) Soit h la fonction définie sur ] -1 ; +oo[ par : h(x) = i—Zx +2In(L+ x)
+ X

3) a) Vérifier que pour tout x > - % etx#0; f(x) =

a) Etudier le sens de variation de h. Calculer h(o) et en déduire le signe de h(x) sur -1 ; +oo[
h(x)

X3

b) Démontrer que pour tout X € ]-1 ; +oo[U]J0 ; +oo[ on a : f'(x) =

c) Dresser le tableau de variation de f en précisant les limites de f aux bornes de son ensemble
de définition.

5) On appelle (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repere orthonormal
(o, T,]) dunité graphique 2 cm.

a) Déterminer I'équation de la tangente (T) a (C) en son point d'abscisse O.

b) Préciser les asymptotes a (C) puis construire (C).

c) Calculer en cm2 l'aire A(o) du domaine plan limité par la courbe (C) ; I'axe des
abscisses et les droites d'équations x = 1 et x = o (a0 > 1). Déterminer la limite
A(a) lorsque a tend vers +oo.
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Probléme 11 :

A) Soit k un nombre réel strictement positif, soit la fonction numérique fi définie sur
10 ; +oo[ par : fi(X) = k3% - %—%In X.
On appelle (Cy) la courbe représentative de fi dans le plan muni d'un repére orthonormé

(o, T,]) ot l'unité est 5 cm.

1) Etudier les variations de fi et dresser sont tableau de variation en précisant les limites
de f aux bornes de son ensemble de définition.
2) Soit M le point de (Cy) correspondant au minimum de fi. Déterminer dans le repére

(0, T, ]) une équation cartésienne de I"'ensemble (T") des points M, quand k décrit
10, oo
3) Tracer sur une méme figure les courbes (C,) et (I') aprés avoir précisé leur position
relative.

B) Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par : f(x) = %xz — % — % Inx

1) On note o un nombre réel strictement positif

1
a) A l'aide d'une intégration par parties calculer J' Inxdx. En déduire la valeur de

I(a) = f f(x)dx

b) Déterminer la limite de I(a) quand o tend vers +oo.

2) Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2. On pose S, = lz f(Ej

o1\ N
a) En utilisant le sens de variation de f sur ]O ; 1], démontrer que pour p entier naturel
P+1
vérifiant1< p<n-1 ona: 1 f(ﬂjs o f(x)dxg1 f(Ej
n - n \n

IN
wn
>
IA
I/
S|
S
+
S|
—
TN
S|
~

n
b) En déduire que : Sy - 1 f(ij < I(Ej <S, puis que I(Ej
n \n n n
S

1
¢) En déduire que : I nT g
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Probléme 12 :
In(x+1)
Soit la fonction f définie sur Jo, +oo[ par: f :x — X
f(o)=1
On note (C) sa courbe dans le repére d'unité graphique 2 cm.

six>0

Partie A : (Encadrement de In(x+1)).

1- Montrerque Vx>0 ona:1-x< LSl
X+1
2

2- Etudier rapidement les fonctions X —>1In (X + 1) —x et X > In(x + 1) —x + X?

2
puis en déduire que Yx>0 ona: X - X?s lin(x +1)<x (1)

Partie B : (Etude d'une fonction auxiliaire)

2X
X+ 2

Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par g(x)=In (x + 1) -

1) Montrer que g est dérivable puis calculer g'(x).
2

2) Montrer que ¥x>0,ona0<g'(x)< XT En déduire que vx>0,0na:

0<g(x)< % )

3
(on pourra étudier la fonction x+— g(x) - ;—2)

Partie C : (Etude des variations de f)

1) Montrer que f est dérivable sur Jo, +oo[ et calculer f'(x).
2) Etablirque ¥x>0 ; g(x) < In(x+1) - Ll Puis grace a la relation (2). En déduire le
X+

sens de variation de f.
Partie D : (Etude de f aux bornes de I'ensemble de définition)

1) Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +oo
lim x=In(x+1) 1
2) Montrer que x2 ~ 2 (on pourra utiliser (2))

x—>0
En déduire que f est dérivable en 0 et calculer f'(0).
Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 0 et grace a (1), préciser la
position de (C) par rapport a (T).
3) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4) Tracer la courbe (C) et la droite (T) dans le méme repere.
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Problémel3 ( non corrigé)

Partie A :

On considere la fonction f définie par f(x) =In G;—z) et soit ( C ) sa courbe représentative
dans le repére orthonormé ( 0,i,j).
1) Déterminer I’ensemble de définition Dsdef
2) Calculer les limites aux bornes deDs puis en déduire que ( C) admet deux
asymptotes dont on précisera les équations.
3) Dresser le tableau de variation de f
4) a-Ecrire une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C ) au point d’abscisse 1
b-Etudier la position de (C ) et ( T) puis tracer (C ) et ( T) dans le méme
repére.
5) On consideére ’intégrale I définie par I= fol f (x) dx.

2

a-Calculer I en utilisant une intégration par parties.
b-En déduire en cm?l’aire A de la partie du plan délimité par la courbe (C), la

tangente ( T ) et la droite d’équation X:%l

Partie B :
r

On considere dans cette partie la fonction numérique h définie sur }0; 5 } par

h(x) = %f(cosx) ou f est la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifier que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

1
9()= —
SIn X
2) Calculer I’'intégrale K= %L dx
3SINX

2c0s" X

3) Soit I'intégrale ( I, ) ; n appartenant & IN définie par I, = J' dx

z

; sinXx
a-Calculer Ip et Iy

b- Calculer I’intégrale ECOS” xsin x dx
3

- En déduire I’expression de In-1n+2 €n fonction de n puis calculer 1,13,14 et Is
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Problémel4 ( non corrigé)

PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur ]0; +oo[ par g(x) = @cz + 3x - 1- Inx. On désigne par Cg
la courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.
1) Etudier les limites de g en 0 et en + oo,

2) Etudier les branches infinies de la courbe Cg.

3) Etudier les variations de g.

4) Montrer que I’équation g(x) =0 admet une solution unique a dans I’intervalle[ 2 ;3 ].
Déterminer un encadrement de o a 10~2 pres par dichotomie.

5) Déduire de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.
Interpréter graphiquement le résultat.

6) a- Tracer la courbe Cg.
a- Discuter graphiquement suivant les valeurs du périmetre réel m, le nombre de

solution de 1’équation g(x) = m

PARTIEB :

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) =

2 —xing On désigne par (Cf ) la courbe

représentative de f dans un repére orthonormé ( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.
1) a) Montrer que pour tout x de ] 0; + o[, 0nax > Inx.

b) justifier que la fonction f est bien définie sur ]0; +oo.

2) Etudier les limites de f en 0 et en +oco. Que peut-on en déduire ?
gx)
- Monter r ; ‘X)) =
3)a onter que pour tout x de ]0; +oo[, f’(x) (2—xinx)
b- Dresser le tableau de variation de f.

c—Montrerque f(a) = ” puis en déduire un encadrement de f( a).

(a—1)
4) Déterminer une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.
5) Résoudre I’équation f( x ) = 0 puis tracer la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme
repere.

1
X
x—Inx

b- Soit A(@) I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1 etx = « .

Montrer que A(a)=2In(a — 1) puis en déduire un encadrement de A(a).
7) Soit n un entier naturel supérieur ou égale a .

6) a- Montrer que pour tout x € ]0; +oof ,ona: f’(x) =

a- Calculer a, = flnf(x)dx. Interpréter graphiquement ce résultat.

b- Calculer la limite de a,,lorsque n tend vers +co.
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PARTIE C:

X
Soit la fonction %définie sur R par h(x) = fle f(t)dt. On désigne par (C@ la courbe
représentative de %dans un repére orthonormé (0 ; T ; j) d’unité graphique : 1 cm.
1) a- Montrer que h(x) = In(e* — x).
b- Montrer que pour tout nombre réel ,ona:e* > x.
2) a-Calculer  lim h(x) puis lim @

X > —oox — — 00

Que peut-on en déduire pour la courbe (C@) ?

. 1
b- Montrer que pour tout nombre réel ,ona:h(x)=x + In (1 — e_x)
En déduire  lim h(x)
X > +
3) a- Montrer que la droite ( A ) d’équation y = x est asymptote oblique a la courbe (CI:E
) au voisinage de + co.
b- Etudier la position relative de (CDE) etde (A).

4) Dresser le tableau de variation de [ﬂ}puis tracer.

Problémel5 (non corrigeé)

PARTIE A :
Soit £ la fonction définie sur R par f(x) = In( 2x + V4x2 + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repére orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique lcm.

1) Montrer que f est impaire.
2

Jax2+ 1

2) Montrer que f est dérivable sur R puis montrer que sa dérivée f(x) =

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Etudier les branches infinies de la courbe (Cf).

5) Trouver une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.

6) Préciser la position de ( T) et (Cf).

7) Tracer ladroite ( T) et la courbe (Cf)

8) Soit o un réel strictement positif. Calculer en fonction de a , ’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x =0,y = 0 et x = a.
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PARTIEB :

1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle |
que I’on précisera.
2) Construis dans le méme repére que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.
1 —
3) Montrer que pour tout x € I,0na: g(x) = (e — e ™).
4) Montrer que 1’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution
unique a et que o _Tﬁ ; g[
5) Calculer en fonction de a I’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg)
et situées dans le demi-plan x > 0.
PARTIE C:
- : e _ 9)
On consideére la fonction ¢ définie sur R par @ (x) = 2100

1)
2)

Montrer que ¢ est une bijection de R sur un intervalle J que I’on précisera.
On pose h(x) = ¢~ 1(x). Donner les expressions de h(x) et h' (x).
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Fonctions Exponentielles

Objectifs

Ce terme vise a ;

* Définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;
* Mettre en place les primitives de fonctions de la forme u” e et u’u® (ae R\ {—1}).

Savoirs et savoir-faire

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

* Fonction exponentielle népérienne :

- définitions, notation, propriétés,

représentation graphique ;

- limite de référence ;

- primitive de u'e*
* Définition de la fonction exponentielle de base a
(a € R})
» Définition de la fonction puissance d’exposant
réel non nul.
e Primitive de u’ X u™ (n € R —{—1}).
« Croissance comparée des fonctions logarithme
népérien, exponentielle et puissances.
« Dérivées de fonctions du type expo, u® (a € R).

* Etant donnée une fonction faisant intervenir la
fonction exponentielle népérienne ou une
fonction puissance, 1’étudier et la représenter
graphiquement.

* Résoudre des équations ou inéquations faisant
intervenir des fonctions exponentielles.
* Déterminer les primitives d’une fonction du
type :

- u'xu*(n € R—{-1}).

- u'e®
» Utiliser les limites sur la croissance comparée
pour calculer d’autres limites.

214



1- Situation probleme :

On sait que la fonction Logarithme est une bijection de R} dans R. Elle admet une

bijection réciproque de R vers IR’} ayantle méme sens de variation que la fonction
logarithme.

2- Définition :

La fonction exponentielle noté « expox » ou « e* » est la fonction réciproque de la fonction
Inx définiesur R =]— oo ; + oof

3- Ensemble de définition de la fonction exponentielle :

Si f(x)=e* alors Df =R=]—00 ; + oo
NB :

vx € R, e* > 0 (car la fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction
logarithme Népérien. Elle prend ces valeurs dans R?).

4- Propriétés remarquables :

P,: e = (e®)P P,:etP=ga x gP
a

. ,a—b _e_ -a — _1
Psy:e = eb P,:e = o
Ps:(e®)™ = eMd Pg:elm® =[net =g
P;:eV%=1etel=e Pg:lne= e™l=1
Py:e%=eleo g =b Po:e?>el&a>hbete?<eleoa<h
Pu:e*=b<>a= Inb

5- Limites remarquables :
lim e =0 et lim e¥ = 4o
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e -+
lim xe* =0 et lim x"e* =0
X > — oo X > — o
lim xe* = + oo et lim x"e* = 4+ o
X > + o X — 4+ oo
X X
lim < =0 et lim e—n=0
X X
X > — oo X > — o
. eX . ex
lim — = 4+ et lim = =+
X X
X > + o X > 4+ oo
. X—1 , n
lim ex =1 etpoura >0,ona: lim l(:l—x= + o et
x - 0 X - + o
6- Dérivées remarquables :

7-

Sif(x) = e¥ => f'(x) = e*

Sif(x) = et => f'(x) = ge@+b)
Sif(x) = e®l => f(x) = u'(x)el™)
Primitives remarquables :

Sif(x) =e¥=> F(x) =e* + K

Si f(x) = e(ax +b) =>F(x) :%e(ax+b) +K

Si f(.X') = u’(x) e[u(x)] => F(x) = e[u(x)]_l_ K

8- Etude delafonction x — e*

. a*
lim x—p =

X = +

+ oo
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Soit f(x) = e* et (C) sa courbe.
Df=R=]-o00; +oof

lim f(x)=0 ; lim f(x)=+4+o

X — — 00 X = +oo

(G). admet des branches infinies : y = 0 est asymptote a (G). et (Y'OY) est branche
parabolique pour la courbe (G).

fx) =e*=>f'(x) = e¥ => f’(x) > 0

D’ou le tableau de variation est le suivant :

f'(x) +

f(x)  » t o

- () @(OX) &eX = 0 &x = In0impossible
Donc (C) ne coupe pas l'axe (0X).

- (G)N (OY)=>x = 0et f(0)= eV =1,
Donc (C) coupe I'axe (OY) en1

Ainsi on a la représentation graphique suivante :
1
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NB : les courbes représentatives des fonctions x — Inx et x — e* dansun repere
orthonormé, sont symétriques par rapport a la droite ( D )d’équation :
y = x ( premiere bissectrice )

Inx

Evaluation

Activité 1 :

Simplifie les expressions suivantes :

1 1
_ linsg
Azelt3_g-n2 4 538 _ 9o

~ing : C=-2Ine® + Inve — In(lne) + %ln (e;)

Activité 2 :

Résous dans IR les équations suivantes :




e*+1 1 X —g7* e 1
c- X =5 : X -X :1 : =
e" -4 2 e" +e

9- Fonctions puissances :

a)Définition :

On appelle fonction puissance toute fonction f;, définie sur ] 0 ; + o [ par :
— X — pXxlna A\ A g FTH
a - ’ .
folx)=a”=e Ou a est un nombre réel positif et différent de 1

b) Etude des fonctions puissances :

- Dérivée :f,(x) = (e¥™) = Inae*™* dou: f,(x) = a*lna

- Tableaux de variation :
Les tableaux de variations suivants résument 1’étude de f, suivant les valeurs de a.

1% cas:Si0 < a < 1alorsona: le tableau suivant

fa’(x) -

fa(x) +oo  »
0

2°M cas: Si a > 1 alorson a: le tableau suivant

x |—oo T

fo' () +

fa ()  " +oo
0

- Representations graphiques:
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“— a >1

_l,,
-1
Evaluation
Activité 1
Résous dans R les équations et inéquations suivantes :
a- 3*=4 ; b-2*=3 ; c4*=3 ;d-3*>6 ; e 27¥>3 ; f- 37¥ <3

Activité 2

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O ; 7; J), trace la courbe représentative de
chacune des fonctions suivantes :

a f( . /X

EXERCICES

Exercice 1 : Simplifier les expressions suivantes :

lI8 ! lI4
A=ehd_gh2y eg” "4 P

-l
_Je 4 Bz 23 glth2 _g3in2 o2

—-In2
C=—2Ine‘°’+In\/_—ln(lne)+lln(ie2) ‘D= 2 In\/§+1+e
2 \2 1+Ine In(elne)

Exercice 2 :

)] Résolvez dans R les équations suivantes :

220



x X x 3 . _x
1)e_2,e—§, e——E, e =42
2) e*? 1 : eI _ gxi3 : ex2+1 _ e
3) 3X=4 ; 2=3: 4%=3

)ex+1=l ex—e’x=1 e _ 1

e* -4 2 e* +e7 S-S

5)Xx?+3x—4=0 et e®+3e*—4=0
6)2x*—5x+2=0 et 20> —5e*+2=0

) Résolvez dans R les inéquations suivantes :

1)e*<2 ; e*>21 ; e <ef
2) ¥ -DEe*-4)<0 ; (e -De*+1)>0
3)3*>6 ; 2*>3 ; 3*<3

A) X2 +2x—3<0 et e +2e*-3<0
5)X?—Xx—-2>0 et 4°—2"-2>0

I11)  soit la fonction polyndme définie par f(x) = x* — 4x* — 29x — 24

1) Calculer f(-1) et f(-3) puis en déduire une factorisation de f sous forme d'un produit de
3 facteurs du premier degré.

2) Résolvez I'équation f(x) =0

3) En déduire la résolution de I'équation : e* —4e* —29-24e™* =0

IV)  Résoudre les systémes suivants :

X y —
2e* —e¥ =15 e +e =3 e'e’ =8
a) 4 b)y ., 3 c) 1,
e’ +2e¥ =40 e +ey:E e*+e’ =6
X y _ X _ =
d) e"+e’ =5 &) 3e*-2Iny =13
e’ =6 5¢* +3lny =9
e xeV? =2 ) 2" -2V =0 . I x3¥ =1
InXx+Iny=In(x-1)+In(y —-1) . 25 4+2°Y =0 3723 =3
Exercice 3 :
)] Calculer la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de
définition :
Nfx)=x-¢e" ; fx)=x+e* ; fx)=xe*& ; f(x)=xe™
e e " e
2) f(x) = D fX)=— 5 f(x) = ; fX)=——
)100= 27 T00= ) 0= o
2x 1 .
I0= = =X - ;= S
—e
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I1) Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

1) f(x) = e ; f(x)=e** ; f(x) = ei
2)f(X) = (2x—1) ¢ ;f(x)=(x—1)?e* ; f(x) = (*+1) e
e 1

X

3) f(x) = — c f(X) = In(e“+e™) ; f(x)= xex
e"+1
Exercice 4 :
)] Déterminer la primitive des fonctions suivantes :

1)fx)=e* ; f(x)= o © f(x) = xe*
D100= Ler : f00= S fp= °
x2 N 1+¢e”
f)= -1 ;£ =2 )= Xt
e* +1

X

) 1) déterminer les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la
fonction f.

a) f(x) = (2x + 1)e" et F(x) =(ax + b)e*
b) f(x)=(x+1)e? etF(x)=(ax+b)e?
2) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction f

a) f(x) = x%-1)e™ et F(x) = (ax® + bx + c)e*
b) f(x) = (x*— 3x + 1)e* et F(x) = (ax® + bx + c)e™*

Probléeme 1 :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (O, 1, J) . L'unité graphique est 4 cm sur I'axe
des abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées.

Partie A :

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cos x) €. On note C la courbe
représentative de f dans le repére (O, 1, ).
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1) Montrer que, pour tout x de R : f(x) > 0.
2) a) Montrer que, pour tout x de R : ﬁcos(x - %j =C0s X + sin X.

b) En déduire que, pour tout x de R : 2 + cos X +sin x > 0
c) Montrer que f est strictement décroissante sur R.

3) a) Montrer que, pour tout x de R : e**< f(x) < 3e*™
b) En déduire les limites de f en +oo et en -oo.
c) Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +oo.

4) a) Montrer que, sur l'intervalle [0 ; 7 ], 'équation f(x) = 3 admet une solution unique o.
b) Donner un encadrement de o d'amplitude 107

5) Représenter la courbe C sur [0 ; 4]

Partie B :

On veut calculer l'aire, A, exprimeée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe C, lI'axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1
1) Montrer que : A =2e -2 +'|'e1‘t cost dt
0

1 1
2) Onpose:|= Iel" costdt et J :J‘el’t sint dt.
0 0

a) A l'aide de deux intégrations par parties, montrer que :
|=-cosl+e—JetJ=-sinl+]1.
b) En déduire la valeur de I.

3) Déterminer la valeur exacte de A en unités d'aire, puis donner une valeur approchée de
A a107 prés par défaut.

Partie C :

sinx
2 +C0SX
1) a) Montrer que la fonction h admet des primitives sur R.
b) Calculer la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In 3).
2) a) Déterminer In (f(x)) pour tout x de R.
b) Etudier le sens de variation de la fonction H.
c) déterminer le tableau de variations de H.

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = -1 -

e —————————————
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3) On appelle T la courbe représentative de la fonction définie sur R par
x — 1 =X+ In(2 + cos x). (On ne demande pas de représenter I"). On appelle A la droite
d'équationy =-x + 1.

a) Etudier la position relative de T" et de A.
b) Déterminer les abscisses des points communs a I" et A.

4) a) Etablir une équation de la tangente T & I" au point d'abscisse 0.
b) Etudier la position relative de T" et T.

5) Montrer que la courbe T" est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
paralleles dont on donnera des équations.

Probléme 2 :

On considere la fonction numérique f définie sur R par :

f(x) = 2x +1-—xe*!

On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, 1, ).
A) Etude de la fonction f et construction de la courbe C.

1) Etudier la limite de la fonction f en - oo puis en + o (on pourra écrire xe** = = xe*).
e
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2) Démontrer que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe C en - oo et
préciser la position de la courbe C par rapport a la droite A.
3) a) Calculer la dérivée f ' et la dérivée seconde f " de la fonction f.
b) Dresser le tableau de variation de la fonction f ' en précisant la limite de la fonction
f'en - oo
c) Calculer f '(1) et en deduire le signe de f '(x) pour tout réel x.
d) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4) Soit I I'intervalle [1,9 ; 2]. Démontrer que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
QL.
5) Tracer la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).

B) Recherche d'une approximation de o :

On considere la fonction g définie sur l'intervalle | par : g(x) =1 + In (2 +£j.
X

1) Démontrer, sur I, I'équation f(x) = 0 équivaut a I'équation g(x) = X.
2) Etudier le sens de variation de la fonction g sur | et démontrer que, pour tout x
appartenant a I, g(x) appartient a .

3) Démontrer que, pour tout x de I'intervalle I, |g'(x)| sé

4) Soit (Uy) la suite de nombres réels définie par :
Uo=2et, pour tout nde N, Up+1 = g(Uy).

On déduit de la question B. 2. que tout les termes de cette suite appartiennent a I'intervalle I.
On ne demande pas de le démontrer.

a) Démontrer que, pour toutnde N, U, ., —a|< %|Un - a|

b) En déduire, en raisonnant par récurrence que :
1 1

Pour toutnde N, U, —af s(-) X —
9) 10

c) En déduire que la suite (U,) converge et préciser sa limite.

C) Calcul d*aire :
1) En intégrant par parties, calculer I'intégrale J = j xe*dx
1

2) a) Déterminer, en unités d'aire, I'aire A de la portion de plan limitée par la courbe C,
'axe des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.

c) Démontrer qu'on peut écrire A = (o — 1) (0{ — lj
a

Probléme 3 :

L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de
résoudre une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire
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—In(l+2e").

X

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 1 €
+

1) Calculer g'(x) et montrer que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.
2) Déterminer les limites de g en - oo et + co.

3) Dresser le tableau de variation de g.

4) Donner le signe de g(x).

B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e In(1 + 2e¥).
On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (unités
graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calculer f'(x) et montrer que pour tout réel x, f '(x) = 2e> g(x).
2) a) Déterminer la limite de f en - 0.
b) Déterminer la limite de f en + oo.

On pourra remarquer que : si on pose X = 1 + 2e*, f(x) s'écrit 4ﬁlnTX
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) Tracer C.

5) Soit a un réel strictement positif.

—X

a) Vérifier que, pour tout réel X, ¢ =e -2 _e
1+2e* e +2
En déduire la valeur de l'intégrale I(a)) = J. —dXx
+2e

0
b) Calculer, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(o)) = j f (x)dx.
0
Donner une interprétation graphique de J(a).
C) Résolution d'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle
e—x
1+ 2e*

(E):y'+2y=2

1) Vérifier que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).
2) Montrer qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ - f est solution de
I'équation différentielle (E") : y' +2y = 0.
3) Résoudre (E") et en déduire les solutions de (E).
Probléeme 4 :

Partie A : Résolution de I'équation différentielle (1) : y' — 2y = xe*

1) Résoudre I'équation différentielle (2) : y'— 2y = 0 ou y désigne une fonction dérivable
sur R.
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2)

3)

Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b) e”.

a) Déterminer a et b pour que u soit solution de I'équation (1).

b) Montrer que v est une solution de I'équation (2) si et seulement si u + v est
solution de (1).

c) En deduire I'ensemble des solutions de (1).

Déterminer la solution de I'équation (1) qui s'annule en 0.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2e* — x — 2.

1)
2)
3)
a)
b)

4)

Déterminer la limite de g en - oo et la limite de g en + .

Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
Vérifier que 0 est I'une de ces solutions.

L'autre solution est appelée a. Montrer que — 1,6 <a <-1,5.

Déterminer le signe de (x) suivant les valeurs du réel x.

Partie C : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e® — (x + 1)e*.

1)

2)

3)

4)
5)

Déterminer la limite de f en - o et la limite de f en + co. (On pourra mettre ¢** en
facteur).
Calculer f'(x) et montrer que f '(x) et g(x) ont le méme signe. Etudier le sens de

variation de f.

a’+2a

, ou o est défini dans la partie B. En déduire un

Montrer que f(a) = -

encadrement de f(a). (On rappelle que -1,6 <o <- 1,5).

Etablir le tableau de variation de f.

Tracer la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(unité graphique 2 cm).

Partie D : Calcul d'aire

1)

Soit m un réel négatif

Interpréter graphiquement Il'intégrale J: f (x)dx. (on justifiera la réponse).

2)

0
a) Calculer '[m xe*dx a l'aide d'une intégration par parties.

b) En deduire [ f(x)dx

3) Calculer la limite de Ir: f (x)dx, lorsque m tend vers - oo.

Probléme 5 :

Les objectifs du probleme sont de déterminer une solution particuliére d'une équation
différentielle (partie A), d'étudier cette solution (partie B) et de la retrouver dans un contexte
différent (partie C).
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Partie A :

On appelle (E) I'équation différentielle y" —y = 0, ou y est une fonction numérique définie et
deux fois dérivable sur I'ensemble R des nombres reéels.

1) Déterminer les réels r tels que la fonction h, définie par h (x) = e™, soit solution de (E).
2) Vérifier que les fonctions ¢ définies par ¢ (X) = ae* + fe ™™, ou aet S sont deux
nombres reels, sont des solutions de (E). On admet qu'on obtient ainsi toutes les

solutions de (E).
3) Déterminer la solution particuliere de (E) dont la courbe représentative passe par le

point de coordonnées (In 2; %j et admet en ce point une tangente dont le coefficient

directeur est %

Partie B :
On appelle f la fonction définie sur I'ensemble R des nombres réels par : f(x) = %(ex —-e ).

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
©,1,]).

1) Soit 4 un réel. Montrer que, pour tout réel x, f(x) = x équivautae® -2 ue-1=0
En déduire que I'équation f(X) = x a une unique solution dans R et déterminer sa valeur en
fonction de .

2) a) Déterminer les limites de f en - co et en + co.
b) Calculer f '(x) pour tout nombre réel x et en déduire le sens de variation de f sur R.

3) a) déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe au point d'abscisse 0;
b) En étudiant le sens de variation de la fonction d définie sur R par d(x) = f(x) — X,
préciser la position de (C) par rapport a (T).
c) Tracer (C) et (T). (unité graphique : 2 cm).
4) Soit D la partie représentant sur le graphique I'ensemble des points M de coordonnées
(x;y)telsque: O=x=l
Y que: X<y< f(x).
Calculer, en cm?, l'aire de D.

Partie C :

On cherche a caractériser les fonctions ¢, dérivables sur I'ensemble des nombres réels, telles
que, pour tout réel x :

228



¢ (x) - [, (x-Dg(t)dt=x

1) On suppose qu'il existe une telle fonction ¢ .

a) Justifier que, pour tout nombre réel X,

#(X) =X +X jox¢(t)dt - j:tqﬁ(t)dt.
Calculer ¢ (0).
b) Démontrer que, pour tout nombre réel x, ¢'(x) =1 + J:¢(t) dt. Calculer ¢'(0).

c) Veérifier que ¢ est une solution de I'équation différentielle (E) de la partie A.
Déterminer laquelle, parmi toutes les solutions explicitées dans la question A. 2.

2) a) al'aide d'une intégration par parties, calculer J.Oxt(et —e")dt.
b) Démontrer que la fonction trouvée a la question 1. ¢) verifie bien la relation (H).
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Probléme 6 :
o
(1+ x)?
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére
orthonormal (O, 1, j) .
A) Etude de la fonction f et tracé de (C)

On considere la fonction f, définie sur l'intervalle ]-1 ; + oo par f(x) =

1) a) Calculer la limite de cette fonction lorsque x tend vers + co.

b) Calculer la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1. Que peut — on en déduire pour
la courbe (C) ?

. . -1
2) Calculer f'(x) et montrer que son signe est celui de X_l
X+

3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Tracer la courbe (C), les droites d'équations respectives x = -1 et y = 1, ainsi que la
tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0.

(Unité graphique : 4 cm)

5) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée o, dans l'intervalle [1; 10].
Utiliser le graphique préceédent pour donner deux nombres entiers consécutifs a et b tels que

a appartient a l'intervalle [a ; b].

B) Calcul d'une aire

1) Soit g la fonction définie sur ]-1 ; + oo[ par g(x) = 1
+ X

a) Etudier le sens de variation de g dans l'intervalle [1 ; 2].
b) Montrer que, pour tout X appartenanta [1;2],ona: 1 <g(x)<2,5.

c) En déduire un encadrement de A; = J.lz g(x)dx.

2) Soit A, l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations
respectives x = 1 et x = 2, la courbe (C) et I'axe des abscisses.

A l'aide d'une intégration par parties, exprimer A, en fonction de A; et en déduire un
encadrement de A,.

C) Approximation d'un nombre a I'aide d'une suite

Pour cette partie, on utilisera sans justification le fait que I'équation f(x) = X a une unique
: i . 1
solution g et que celle — ci est élement de l'intervalle {E ; 1}

X

1+x)°*
1) a) Vérifier que, pour tout x appartenant a J-1 ; + o], on a : f'(x) = f(x) — 2h(x).
b) Calculer h'(x).

Soit h la fonction définie sur ]-1 ; + o] par h(x) =

230



c) En utilisant la question a), calculer f "(x). En déduire le sens de variation de f ' dans

l'intervalle B : 1}

d) En deduire que, pour tout x appartenant a B ; 1}, ona: |f '(x)| < %

2) On définit la suite (Up), pour tout nombre entier naturel n, par :
Up=1etUpy=f(U,) pourn>0

. 1
On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a: > <U, <1

n

. 1
a) Montrer que, pour tout nombre entier naturel n,ona: U, — 8| < Z|U =B

b) Montrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n,ona: U, — g < (

c) En déduire une valeur approchée numérique de S & 10 preés.

1

4

.

231



Probléme 7 :
Dans tout le probléme le plan est rapporté & un repére orthonormal (O, 1, ]) (unité 5 cm).
Partie A :

On considere la fonction f; définie sur [o, + o[ par fi(X) = xe™ et on appelle C; sa courbe
représentative.

1) Montrer que pour tout réel positif x, f1(x) = e~ —2x% . En déduire le sens de
variation de f;.

2) Calculer la limite de f; en + o (on pourra poser u = x2). Interpréter graphiquement ce
résultat.

3) Dresser le tableau de variation de f;.

4) On appelle A la droite d'équation y = x. Déterminer la position de C; par rapport a A.

5) Tracer Cy et A.

Partie B :

On considere la fonction f3 définie sur [0, + o[ par f3(X) = x%e ™ eton appelle C3 sa courbe
représentative.

1) Montrer que pour tout réel x positif, f '3(x) a méme signe que 3 — 2x%. En déduire le
sens de variation de fs.

2) Déterminer les positions relatives de C; et Cs.

3) Tracer C3 dans le méme repére que C; (on admettra que Cs3 a la méme asymptote que
Cy en +o0).

4) On appelle D la droite d'équation x = 1. Soit A; I'aire en unités d'aire du domaine
limité par la courbe Cy, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit Az l'aire en
unités d'aire du domaine limité par la courbe Cj3, les deux axes de coordonnées et la
droite D.

a) Calculer A;..

b) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que Az = - ZieJr A.

Partie C :

On désigne par n un entier naturel non nul et on considére la fonction f, définie sur [0, + oof

par fo(x) = x"e™" . On note Cn, la courbe représentative de f, dans le repére (O ; 1, ).

a)

. . n
1) Montrer que pour tout entier n > 1, f, admet un maximum pour x = \/; On

note ¢, ce maximum.

2) On appelle S, le point de C,, d'abscisse \/g Montrer que, pour tout n, C,, passe

par S,. Placer S;, Sy, Sz sur la figure.

X —1+In X
3) Soit la fonction g définie sur ]0, + o[ par g(x) = ez[ (2” c'est-a-dire

90 = exp B(_“ '”@ﬂ

Etudier le sens de variation d g.
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b) Montrer que pour tout entier n > 1, «, = g(n).En déduire que tout point Syon a une

ordonnée supérieure a celle de S..
Probléme 8 :

: e X2+ x+1 -+
Soit f'la fonction définie sur [0, + oo[ par : f(x) = ————e * pour x>0 et f(0) = 0.
X

On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O; i, ]) (unité
graphique 5 cm).

Partie A :

1) Démontrer que la droite (A) d'équation y = 1 es asymptote a C.

f(x)-f . o _
2) Pour x >0, caleuler - =TO) "Etygier 1a limite de cette expression quand x tend
X
vers 0 (on pourra utiliser, pour n entier naturel non nul, '™ Y€ =0)
Uu— +oo

Que peut — on en déduire pour la fonction f ?
Que peut — on en déduire pour la courbe C ?

1-x -

e x.
x*

3) Démontrer que pour tout X de ]0, + oo on a f'(x) =

4) Etudier les variations de la fonction f et dresser le tableau des variations de f.
Partie B :

On note g la fonction définie sur ]0, + oof par g(x) = f(x) — xf '(x).
1) Montrer que dans Jo, +oo[, les équations g(x) = 0 et x> + x> + 2x — 1 = 0 sont
équivalentes.
2) Démontrer que I'équation x> + x* + 2x — 1 = 0 admet une seule racine réelle a dont on
justifiera un encadrement & 107 prés.

3) Onpose A= ) . Encadrer A a2 x 10™ prés (justifier) et montrer que A = f'(av).
a

4) Pour tout a > 0, on note T, la tangente a C au point d'abscisse a. Montrer que T,a a
pour équation y = Ax. Tracer T, puis la courbe C.

5) Déduire des questions précédentes que de toutes les tangentes T, a C (en des points
d'abscisses non nulles), seul T,passe par l'origine O.

6) On admettra que T,est au dessus de C sur 0, +oo].

a) Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
I'équation f(x) = m, suivant le réel m donne.

b) Par lecture graphique (et sans justification), donner le nombre de solutions de
I'équation f(x) = mx selon le réel m donne.

Parti C:

1
1) Pourn e N* on pose U, = L f (x)dx. Sans calculer explicitement U, déterminer le

n

signe de Un:+1 — Un. En déduire que la suite est croissante.
1

2) Démontrer que la fonction h, définie sur ]0, + oo par h(x) = (x + 1)e *, est une
primitive de f sur ]0, + oo[.
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3) Calculer Uy,. Interpréter graphiquement le résultat. Etudier la convergence de la suite
(Un).

Probleme 9 :

Le but du probleme est I'étude simultanée de deux fonctions f et g (partie A), utilisées ensuite
pour déterminer une valeur approchée d'un certain nombre réel noté C.

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O ; T, ]) ; (unité graphique : 2 cm).

Partie A :

Soient les fonctions f et g définies sur I'ensemble des nombres réels par :
f(x) = x —e*et g(x) = (1 — x)e*;

On appelle (C) et (C") leurs courbes représentatives respectives.

1) a) Déterminer les limites des fonctions f et g en + oo et en - oo,
b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x est asymptote a la courbe (C).
c) Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f et g, sur I'ensemble des
nombres reels.
d) Dresser les tableaux de variation des fonctions f et g.
2) Pour tout réel x, on pose h(x) = f(x) — g(x).
a) Montrer que, pour tout réel x, h'(x) = 1- g(x).
b) En déduire le sens de variation de la fonction h, sur I'ensemble des nombres réels.
c) Démontrer que les courbes (C) et (C') admettent un unique point d'intersection, dont
l'ablscisse, notée a, appartient a l'intervalle [1 ; 2]. Donner un encadrement de a d'amplitude
10™.
d) Etudier, suivant les valeurs de x, la position relative de (C) et de (C").
3) Tracer la droite (A) et les courbes (C) et (C').

4) Pour tout réel x, on pose 8(x) = J'Oxh(t)dt.

a) A l'aide d'une intégration par parties, calculer 6 (x).

b) En déduire, sous la forme d'une expression rationnelle en a, l'aire en cm? du domaine limité
sur le graphique par les courbes (C) et (C"), I'axe des ordonnées et la droite d'équation

X = q.

Partie B :
Pour tout entier naturel n non nul, on pose S,= 1 + %'f‘ ........ +l —Inn.

1) A l'aide d'une calculatrice, déterminer un encadrement de Sz, d'amplitude 107,
2) a) En utilisant le tableau de variation de la fonction g définie dans la partie A,

. . <o 1
démontrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10 ; 1[, * < X

x|

: . k .
b) En déduire que, pour tout nombre entier k > 2, ¥ < PR puis que, pour tout nombre

entier k > 2, lSln L :
k k-1
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¢) Pour tout entier naturel n > 2, calculer S, — Sp.1. En déduire que la suite (Sy) est
décroissant.

3) Pour tout entier n > 20, on pose U, = Syp — Sp.
a) Vérifier que pour tout entier n > 20, u, > 0.
b) En utilisant le tableau de variation de la fonction f définie dans la partie A, démontrer

que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10 ; 1], 1 +x <¢”.
1

: . k+1 - .
c) En déduire que pour tout nombre entier k > 1, T+ < ek, puis que, pour tout nombre

entierk > 1, In (%j < l

k
(g . n 1 1 1
d) Vérifier que, pour tout entier naturel n > 20, up=In| — |-| —+—+....... +=1 En
20 21 22 n
raisonnant par récurrence, démontrer que pour tout entier naturel

n+1 1 1 1
n>20,In| — |[<—+—+....—.
21 21 22 n
e) En déduire que, pour tout entier naturel n > 20,
Up < ln(g—a — In(n—ﬂj., puis que pour tout entier naturel n > 20, u, < 0,049.
n

4) On admet que la suite (S;) est convergente de limite notée C.

a) Justifier I'encadrement S;p — 0,049 < C < Sy.
b) Déterminer un encadrement de C d'amplitude 0,05.
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Probleme 10 :

Le probleme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un parametre, puis
de la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :

Pour tout entier n strictement positif, on note f,, la fonction numeérique de la variable réelle
(x+1"

On note (C,) la courbe représentative de f, dans le plan rapporté a un repere orthonormé

(unité graphique : 2 cm).

définie sur R\(1) par : fo(x) =

1) Déterminer la fonction dérivée f’, de f, et donné I'expression de f ', en fonction
de f, et de fr+1.

2) Etudier les variations de f, et ses limites éventuelles en - oo, - 1 et + o0. (On
distinguera les cas ou n est pair et n est impair.)

3) Démontrer que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

fn (X)
X

4) Déterminer la limite de lorsque x tend vers +oo. Que peut — on en

déduire pour les courbes (C,)? Tracer sur deux figures distinctes les courbes
(C1) et (Cy).
Partie B :

1
Pour tout entier n strictement positif, on note : 1, = J; f, (x)dx.

1) Demontrer que la suite (I,) . est décroissante et qu'elle converge.
2) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on a:

LS T P -
n-1 2" n-1_ 2"

En déduire la limite de la suite (1) ..

3) Démontrer en utilisant la relation de la question A.1., une relation entre I, et ln+;.
lim nl =1

4) Démontrer que :
n— 400

En déduire que lasuite (n 1) . converge et déterminer sa limite.
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Partie C :

Dans cette partie, n = 2.
1) Démontrer que I'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle

i
2
Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de a.

2) Etudier les variations de f', dans E ; 1} et en déduire que pour tout nombre réel x

appartenant a l'intervalle E ; 1}, ona: —0,25<f'y(x)<0

u, =0

3) Soit (u la suite définie par :
) (Un)nen P {pourtoutn deN,u, ., =f,(u,)

. . 1z 1
a) Démontrer que pour tout entier naturel n ; u, est élément de [E ; 1]

b) Démontrer, en utilisant la question C.2., que pour tout entier naturel n : |u

n+l

a<=u, -a |.

1
<=
4

c) En déduire que pour tout entier naturel n, |un - a| < %(%} et que la suite

(U,) ..y converge vers a.
4) Pour quelles valeurs de n, un est — elle une valeur approchée de o & 10™ prés ? (On
donne : +/e =165 ;In2=0,69 ;In5=1,6.)
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Probléme 11 :

e’ -1
xe* +1
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o, i, J) d'unité graphique (4 cm).

On considére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) =

Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0, +oo par g(x) =x + 2 —&*
1) Etudier les variations de g, dresser son tableau de variation. Montrer que I'équation
g(x) = 0 admet une solution a et que 1,14 <o < 1,15.
2) En deduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).

1) Montrer que Vx € [0,4o0[ ; f'(x) = % . En déduire le sens de variation de f.
xe* +
1-e™*
2) a) Montrer que Vxe>0, f(x)= —
X+e
lim f(x
b) En déduire () . Interpréter graphiquement ce résultat.
X —> 40

3) Montrer que VX e ]O+oo[ fla) = Ll puis déterminer I'équation de la tangente au point
a+

Xo=0

(x+1)(e* —xe* -1)

xe* +1
T(x) = &* — xe* — 1. Puis en déduire la position de (C) par rapport a (T). Tracer (C) et (T).

4) Montrer que f(x) —x = . Etudier les variations de la fonction

Partie C :

1) Déterminer une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.
2) Calculer en cm? l'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites
déquationx =0etx =1

3) VneN onposelin= J.nm f (x)dx

a) Calculer 410 prés lesvaleursde I; ; Io ; I,
b) Interpréter graphiquement In.

c) Montrer que Vn>2 ; f(nt+1) < LM f(x)dx < f(n)
En déduire la monotonie de la suite (In) a partir de n = 1.

d) déterminer la limite de la suite (In)
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Probleme 12 :
Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e* +x -5
1) Etudier le sens de variation de g. (On ne demande pas de déterminer les limites de g,
ni de construire sa courbe).
2) a) Calculer g(0) et g(2)
b) Démonter que I'équation : VX € R, €+ X — 5 = 0 admet une solution unique o et que
1,30<a<1,31

Partie B :

Soit la fonction numérique f définie sur ]-oo, 5[ par : f(x) = In (5 — X).
2) Etudier le sens de variation de f. Préciser les limites de fen 5 et en -co.
3) Prouver que f(a)) = a

4) a) Démontrer que Vx e [0,3] ona |f '(x)| s%

b) En déduire que Wx e[0,3]ona: |f(x)-a|< %|x—a|

c¢) Démontrer que si 0 < x <3, alors 0 < f(x) < 3.

5) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o, i, j), d'unité graphique (3 cm), on
désigne son (C) la représentation graphique de la fonction f.
a) Tracer la courbe (C), puis hachurer la partie du plan formée des points de coordonnées

a<x<4 .
(x,y) tel que : { on notera (S) cette partie.

0<y< f(x)

b) En remarquant a que, VX #5: X _14 > , Montrer que X
X—5 X—5 “X—5

c) Prouver que l'aire A de la partie (S) en cm?est donnée par A = -0 + 60— 4.
(On utilisera une intégration par partie).

dx=4-6a
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Dénombrement-Probabilité-
Variable aléatoire-Loi
Binomiale-Epreuve de

Bernoulli

Objectifs

Ce theme vise a:

* consolider les acquis sur le dénombrement.

* calculer la probabilité d’un événement ;

* calculer les probabilités d’événement indépendants.

Savoirs et savoir-faire

1. PROBABILITES

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
* Vocabulaire. » Dénombrer, dans le cas d’une
expérience conduisant a un nombre fini
* Définition d’une probabilité dans le cas d’une d’éventualités :
equiprobabilite. - Les cas possibles d’une
expérience ;
* Propriété. - Les cas favorables d’un
évenement
« Evénements indépendants . C;}lculer la probablht? d un événement.
o * Démontrer que deux événements sont
- Définition ; indépendants.
- Propriétés.
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2. VARIABLES ALEATOIRES

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Définition

* Loi de probabilité.

« Fonction de réepartition.

* Espérance mathématique.
*Variance ; écart type

» Une variable aléatoire étant donnée :

- Déterminer sa loi de probabilité et
sa fonction de répartition ;

- Construire sa fonction de
répartition ;

- Calculer son espérance
mathématique ;

- Calculer sa variance et son écart
type.

3. LOI BINOMIALE

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

* Probabilité d’obtenir k succés dans une suite de n
épreuves Bernoulli

* E(X) =np.

* V(X) =np(1-p).

» Calculer la probabilité d’obtenir k
succes dans une suite de n épreuves de
Bernoulli.

(0<k <n).
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Dénombrement :

1) Théorie des ensembles :

a) Activité 1 :

Combien de mot peut-on former avec 4 lettres et sans répétition avec le mot : SELN ?

SELN ; ESLN ; LESN ; NELS ;
SENL;, D S ;
SLNE, D S ;
SLNE;, R, S ;
SLEN;, R, S ;
SNLE;, . D ;
SNEL;, . ; X
Pour S en 1% Pour E en 1" Pour L en 1°" Pour N en 1°%¢
Position Position Position Position

Ainsi on aura donc formé au total 6x4 = 24 mots. Ceci peut étre résumé par l'arbre ou le
diagramme suivant :

L N (SELN) -
E
N L >  (SENL)
/ e —————————————
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v

N (SLEN)

wm
Z m
v

E (SLNE)
L » E (SNLE)

N
E » L (SNEL)

On a donc fait un arrangement de 4 lettres pour 4 places et d'une maniére symbolique on
écrit : 4x3x2x1 =24

b) activité 2 :
Former un bureau de 3 personnes (un directeur, un secrétaire et un commis) ; combien de
bureau peut on former ? Sachant que le bureau n'admet pas de doubles postes.

Solution :

45 X 44 X 43 = 85140

On a donc fait un arrangement de 45 personnes pour 3 éléves. On la note ainsi Ais tel que
A3 = 45x44x43 = 85140

c) Activité 3:
Dans un jeu de 32 cartes ordinaires, on tires successivement 3 cartes.

1) Quel est le nombre de tirage possible ?

2) Quel est le nombre de tirage contenant 1 seule carte coeur ?

3) Quel est le nombre de tirage possible contenant 1 seule carte noire ?

Solution :
1) OnaA3, =32x31x30 = 29760

2) Ona:AixA3,
3) Ona:AjgxA%,

2) Probabilité sur un ensemble fini :

a- Vocabulaire :

- Expérience aléatoire : expérience dont le résultat dépend du hasard.
- Eventualité : résultat possible d’une expérience aléatoire.
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- Universou CardE = n: ensemble de toutes les éventualités d’une expérience
aléatoire.

- Evénement : sous-ensemble de I'univers.

- Evénement élémentaire : événement réduit a un seul élément.

- Union de 2 ensembles: Soit A et B deux ensembles finis. On appelle Union de A et B

I'ensemble des éléments de A ou B. On note : AUB = {x/xe A ou xeB}

- Intersection de 2 ensemble : L'intersection de deux ensembles A et B regroupent les
éléments communs aux deux ensembles A et B. On note : AN B = {x/x € Aet x e B}

NB:

Ang=¢
Aug=A
Cardg =0

EXxercices d’application :
Soit E et F deux ensembles tels que :

E={0,1,2,3},F={1,20, 4 b, c4, 8}

1) DéterminerE U FetE n F
2) Déterminer cardE, cardF, card (E U F), card (E nF)

Solution :

1) EuUuF={0,1,2,34,8,4ab,c}
EnF={012}

2) CasrdE=4,CardF=8
Card (EUF)=9,Card (E nF)=3

b- Propriétés :

P;:Card ¢ =0
P, : Soient A et B deux univers finis :

e Card (A U B)=Card A + Card B - Card (AnB)
e Card (AnB)=_Card A + Card B-Card (AuUB)

P3 : Soient A et B, deux ensembles distinctes de B, on appelle produit cartésien A x B
I'ensemble défini par : {(x,y) /xe Aetye B}

Exemple:

Soient A et B deux ensembles tel que :

A={1,2};B={ab,c}
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a) Donner les éléments de AxB
b) Déterminer Card (AxB)

Solution :

a) AxB={(1,a);(1,b);(1¢c);(2a);(2Db);(2 )}
b) Card (AxB) = Card AxCard B = 3x2 = 6.

N.B :

e AxB # BxA (le produit cartésien n'est pas commutatif)
e Card (AxB) = Card AxCard B.

P4 : Complémentarité : On appelle complémentaire de A dans B I'ensemble des éléments de

B n'appartenant pasa A on lanote A=CJ ={x/xeBetx g A}
Exemple :
SoitE={0,1,2,3,4,56,7,8};F={0,3,4,5}

a) Déterminer F =Cf
b) Déterminer Card F

Solution

a) F=C[{,26,78}
b)Card F =CardE—Card F=9-4=5

N.B : Card (Cf)=Card E - Card F

3) Permutation—Arrangement — combinaison

a) Permutation :

e Définition :
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On appelle permutation d'un ensemble fini F de cardinal n ; toute bijection de [1 ; n ]dans F.
Le nombre de permutation d'un ensemble fini de cardinal n.
On la note : n! (et se lit Factorielle n).

n' =n(n—1)(n-2)..x2x1
e Propriétés:
P,:11=1 X P:0l=1

b) Arrangement :

e Définition:
Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n > P ). On appelle
arrangement de P éléments de E, toute injection de P dans E.

Onlenote: AP et onlit: <« A, n,P>.

n!
(n-P)!

AP =n(n-1)(n-2)..(n-p+1) ou AP =

e Propriétés:
P,:A% =1 P;: A" =n!
Py: AL =nP;: A1 =n!

¢) Combinaison :

e Définition :

Soit E un ensemble a n éléments, et P un ensemble fini tel que : (n =P ). On appelle
combinaison de p éléments de E tout sous ensemble de E ayant p éléments.

Onlenote: CP et onlit: < C,n,P>».

cP _n(n-1)(n-2)..(n-p+1) cP = ﬁ _ n!

n - n(n-1).....2x1 nT ol pl(n-p)
e Propriétes:

Pi:C% =1 Pi:Ct =1

PziC,ll :nP4:Cﬁ"1 =n
N.B : Pour calculer le C,’;, on utilise le triangle de Pascal qui est le suivant :

P10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13
N
0 1
1 1 1
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2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 |10 |5 1

6 1 6 15 |20 |15 |6 1

d) Nombre d'application d'un ensemble fini dans un ensemble fini ( P- liste )

e Définition :

Soit E et F deux ensembles finis ; on appelle application de I'ensemble E dans F, toute
relation qui permet d'associer a tout élément de E, un élément unique de F. Le nombre
d'application distincte d'un ensemble fini de cardinal p dans un ensemble fini de Cardinal n

est noté:AEteI que:Ag =nf
e Propriétés:

P:A9=n"=1;

PZ:A,T,= n =n;

4) Les différents types de tirages

a) Tirages successif et sans remise :
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Si I’énoncé contient les mots : successif et sans remise, cela signifie que 1’ordre dans le quel
on considere les ¢léments a de I’importance mais que tous les éléments considérés sont
distincts (ou qu’il n’y a pas de répétition d’éléments ).

Ainsi le modele mathématique utilisé est : ’arrangement.

n!
(n—-P)!

Ap =n(n-1)(n-2).(n-p+1) ou A} =

b) Tirages successif et avec remise :

Si I’énoncé contient les mots : successif et avec remise, cela signifie que 1’ordre dans le quel
on considére les ¢léments a de I’importance et qu’un élément peut éventuellement étre répété.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la P-liste.

c) Tirage simultané :

Si I’énoncé contient le mot : simultanément, cela signifie que 1’ordre dans le quel on
considere les éléments n’a pas d’importance.
Ainsi le modele mathématique utilisé est : la combinaison.

Cp _n(n-1)(n-2)..(n-p+1)
n T p(n-1)(n-2)..2¢1

d) Tirage successif :

Si I’énoncé contient le mot : successif, il faut en tenir compte de tous les ordres dans les quels
on peut obtenir un événement donné.

On doit souvent multiplier par le nombre d’ordres possibles le résultat trouvé pour un ordre
déterminé.

Attention :

Il ne s’agit que d’indications, elles admettent des exceptions.

Application :

Une boite contient 11 boules rouges, 4 boules bleues, 9 boules jaunes, et 6 boules noires.
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Dénombrer les cas possible a cette épreuve si I'on tire 3 boules de la boite et que :
a) le tirage est simultané

b) le tirage est successif et sans remise

c) le tirage est successif et avec remise
Solution :

Ici : - le nombre d’élément qui constitue ’univers est : n = 30
- le nombre d’élément tiré est : p = 3

a) le tirage est simultané :

: 30!
Alors le nombre de cas possible est : €35 = ————— = 4060
31(30 - 3)!
b) le tirage est successif et sans remise :
. 3 _ 30! _
Alors le nombre de cas possible est : A3¢ = Go3) - 24360

c) letirage est successif et avec remise :

Alors le nombre de cas possible est : Ago = 303 = 2700

I-  Probabilité simple :
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1) Définition :
Dans une épreuve ou tous les événements élémentaires d’un univers Q sont équiprobables, la
probabilité d’un événement A est le nombre réel défini par le rapport entre le Nombre de Cas

Favorable a I'événement A et le Nombre de Cas Possible. On note P ou P(A).

_Card(A)  NombredeCasFavorables a laréalisationdeA

P(A)

"Card(Q) NombreTotaldeCasPossibles i laréealisationdeA

Exemple:
On jette un dé ordinaire non pique. Soit Q I'ensemble des résultats possibles tel que :

Q ={1,2,3,4,5,6}. Q estappelé univers ou population.

a) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre paire ?

b) Quelle est la probabilité d'obtenir exactement le chiffre 3 ?

c) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieura 1 ?

d) Quelle est la probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égal a 6 ?

Solution :
Le nombre de cas possible est : 6.

a) La probabilité d'obtenir 1 chiffre paire est P = %: 0,5
b) La probabilité d'obtenir exactement le chiffre 3est: P = %
c) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur a 1 est P = %: 0

d) La probabilité d'obtenir un chiffre inférieur ou égale a 6 est P = g =1

2) Proprieétés :

Soit Q l'univers ou I'évenement certain et A et B deux évenement élémentaires de Q).
Ona:

e P(Q)=1

e P(¢)=0

e P(AUB)=P(A)+(P(B)-P(ANB)

e P(A)+P(A)=1

e Si AetB sontdisjoints (AnB) = ¢ alorsona:P(AuB)=P(A)+P(B)

Exemple :
Une urne contient 7 boules indiscernables au touché dont 3 blanches et 4 noires. On tire

simultanément et au hasard 3 boules de cette urne.
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1) Quelle est la probabilité davoir : "A" exactement 2 boules blanches.
2) Quelle est la probabilité d'avoir "B" au plus 1 boule noire.

3) Quelle est la probabilité d'avoir "C" 2 boules de méme couleur.

4) Quelle est la probabilité d'avoir "D" des boules de méme couleur.

Solution :

n="7

Tirage simultané : on utilise Cnpavec{

Désignons par NCP : le Nombre de Cas Possible
et

par NCF : le Nombre de Cas Favorable
7Tx6x5
3x2x1  |P(A) _12
Nombre de cas favorableC: xC; =12 35

1) Nombre de cas possibleC’ =

2)NCP=C3=35 13
P(B)=—2
NCF =C)xCi+C2=12+1=1 35

3)NC.P=C}=35
P(C)
N.C.F =C.xC; +C.xC; =13+18=3
4)NCP=C; =35
N.C.F=CJxC? +C;xC? =5

_5
7

P(D) =%

3) Equiprobabilite:

On parle d'équiprobabilité si la probabilité de réalisation de chaque évenement élémentaire est
le méme.

- Le lancé du dé est un évenement d'équiprobable car la probabilité d'apparition de chaque
face est 1

- Le lancé d'une piéce de monnaie est aussi un événement d'équiprobable car la probabilité
d'apparition de chague face est de%.

I1- Probabilités conditionnelles et Indépendance

1) Définition :
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Soient A et B deux évenements de probabilité non nulles telsque ANB + @ .
La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s’appelle probabilité conditionnelle de

A par rapport a B ou probabilite de A sachant B. P(A /B) = Pg(A) = %Q)B).

2) Indépendance :

Deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de 1’un ne modifie pas la
réalisation de 1’autre. On a alors :

{PB(M =PCA) . p(anB)=P(a)P(B).

P4,(B)=P(B)

3) Variable aléatoire :

On appelle variable aléatoire réelle, toute application x de Q dans IR. L'ensemble des valeurs
prises par x, noté x(Q) et s'appelle I'univers image de Q par x.

4) Partie associée a une valeur image :

Etant donnée une valeur image X;, on désigne par " X = x;", I'événement constitué par
I'ensemble des éventualités e, de Q ayant pour image x; par X on note "X(e;)=x;" ou
n X — xi "l

N.B : L'ensemble des événements " X = x;",constitue une partition de Q et forme un
systeme complet d'évenements.

On définit également les notations : X >a; X>a, ..........
C'est I'ensemble des éventualités de Q dont I'image est strictement supérieure a @, supérieure
ouégaleaa,..........

5) Loi de probabilité d'une variable aléatoire X

On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire x la fonction :
P : x > P(X = x) qui a toute valeur image si associe la probabilité Pi = P(X = x;).

N.B : Une loi de probabilité se présente sous forme d'un tableau de valeurs

Xi X1 X2 X3 ] e Xn

P(X=xi) P1 P, Pz P
Avec Py +Po+Ps+............ +P,=

6) Fonction de répartition d'une variable aléatoire X

On appelle fonction de répartition de la variable aléatoire x, la fonction F définie sur R par :
F:x P p(X<x)
NB:
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Si Xj <x <Xjs1, alors F(X) = Py + Pot+........ +P;

En particulier : F(x) =0 pour x < X; : F(x) = 1 pour X > X,
La fonction F est une fonction en escalier, croissante de 0 a 1

7) Valeurs caractéristiques d'une variable aléatoire :

a) Espérance mathématigue X

On appelle espérance mathématique d X, le nombre X = E(x) tel que :

X ZEX) = D piX + PoX, + PoX,

i-1

N.B :

C'est la moyenne pondérée des valeurs images X;, pondérées par les probabilités Pi(Car : Py

Propriétés :
P1:E(X—-E(X))=0 Ps:E(X+K)=E(X) +k
P, : E(K) =k Py : E(kx) = k E(X).

b) Variance :

On appelle variance de x I'espérance mathématique du carré de la variable x — E(x). Elle est
noté V(x) telle que :

V(X) = D P[x —EM] =P (% — E(X))* + P, (X, = E(X))* +..c. + P, (X, — E(X))?
Ou V(x) = (PX} +P,X2 +...... + P x*) — (E(X))?

Propriétés :

P1:V(k)=0; P21 V(X+k) = V(x)
P51 V(kx) = kV(X)

c) Ecart —type:

On appelle écart-type la racine carré de la variance. On la note 5(x) tel que & (X) = \/v(x).

Propriété:

O (kx) = ko (x)
6°) Epreuve de Bernoulli
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On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve ne conduisant qu’a deux éventualités. L’une de
ces deux éventualités est appelée succes avec pour probabilité p et I’autre échec avec pour
probabilité g =1 —p.

7°) Loi binomiale :
Soit une suite de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit P la probabilité du succes et g = 1 — p celle de I’échec.

Soit x la variable aléatoire désignant le nombre de succés.
La probabilité d’avoir exactement k succés est : p (X = k) = C¥ pk qnfk

Exercices d’application :

Exercice 1 :

Soit le tableau ci — dessous donnant la loi de probabilité de fabrication de voiture d'une société

X

0 1 2
PO=x) 2 4 1
7 7 7

a) Calculer I'espérance mathématique

b) Calculer la variance puis en déduire I'écart — type

c) Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X de cette loi de
probabilité puis faite sa représentation la graphique.
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Exercice 2 :
1
On suppose que la probabilité de faire un garcon estz. Une famille a 5 enfants.

Calculer la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 garcons.
Exercice 3 :

L’objectif de cet exercice est de déterminer les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les
plus sirs.

Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les
moteurs d'un avion tombent en panne de maniere indépendante.

Partie A :
Dans cette partie on prend p = 0,1

a) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’écrase.

b) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

c) Calculer la probabilité pour qu’'un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en
panne

d) En déduire la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s’crase.

Partie B :
On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’crase. Démontrer que f(p)

:p2

Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4 moteur s’écrase. Démontrer que g(p) = p2 (-
3p*+4p)

b) On pose h(p) = f(p) - g(p)-

- Etudier le signe de h(p) en fonction de P.
- En déduire, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.

Solutions :
Exercice 1 :

a) Espérance mathématique est :

4

E(M)=0x 241x242x s 6
7 1T

2:2_%_0857= E(x) = 0857
77777

b) La variance et I'écart — type

° Variance :
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V(X) =07 x%+12 x;+ 2° x%—0,8572 :;+;—0,8572 =V (x) =1,142- 0,857 = 0,407

e L'écart—type: §(x) = /0,407 = 0,637

c) La fonction de répartition est :

+

P(x<0)=0[P(x<1) =P(x=0)+P(x=1) =

6
7
2

~N N
~N A

0six<0
gSiXe[O;l]
D'ou F(x)= ;
—sixell2
= €[12]
1si2<x

La présentation graphique est définie par la figure suivante :
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Exercice 2 :

Avoir une naissance simple conduit a 2 éventualités : soit on a un garcon, soit on a une fille.
C’est donc une épreuve de Bernoulli. On pourrait considérer 1’épreuve « avoir un gargon »

comme le succes de probabilité p = " et I’épreuve « avoir une fille » comme 1’échec de

—_ 13 . . : . :
probabilittq=1-p=1- e Cing naissances successives constituent une succession de 5
épreuves de Bernoulli. Pour Calculer la probabilité d’avoir exactement 3 garcons, on utilise

- : . 3
alors la loi binomiale de parameétre 5 et " tel que

p(x=3) = C3 G)3 G)Z =10 X =X = = — - =>p (x=3) === 0,083
=>p(x=3)=0,088

Alors la probabilité d’avoir exactement 3 garcons est p(x = 3) = 0,088.
Exercice 3 :

Soit p la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne

Partie A :

Ondonnep=0,1
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a) La probabilité pour qu’un avion a 2 moteurs s’écrase. Un avion a deux moteurs
s’écrase si ses deux moteurs sont en panne. p; = p @p =p?=0,1 @0,1 =0,01

b) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.

P2=p[p [k [J=p* = 0,1 [0,1[ 0,1 [}0,1 = 0,0001

c) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne. L’état
de fonctionnement d’un moteur conduit a 2 éventualités : soit il est en panne soit il ne
I’est pas. Avoir un moteur en panne est donc une épreuve de Bernoulli.

La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne se détermine
par la loi binomiale de parametre p=0,1 etk =3

ps = p(x =3) = €3 (0,1)% (0,9)' = 4[ 1(0,001) [ }(0,9) = 0,0036

d) La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’crase. Un avion a 4 moteurs s’écrase si
ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a 3 moteurs en panne.

Ps = P2 + ps = 0,0001 + 0,0036 = 0,0037

Partie B :
On revient au cas général

a) Soit f(p) la probabilité pour qu’n avion a 2 moteurs s’écrase.

Démontrons que f(p) = p?
Un avions a 2 moteurs s’crase si ses deux moteurs sont en panne.

f(p) = p [ = p°
b) g(p) est la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.

Démontrons que g(p) = p° (-3p? + 4p)
Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a trois moteurs en panne.

g(p) =p*+ p(x=3) =p* + Cip*(1 —p) = p* + 4p>(1 — p)
=> g(p) = p*+4p° - 4p” = - 3p" + 4p’ = p*(-3p + 4p)
=>g(p) = p*(-3p° + 4p)

c) On pose h(p) = f(p) — 9(p)
h(p) = (p) — 9(p) = p* - p*(- 3p + 4p) = p*(1 + 3p° - 4p)

=>h(p) = p*(3p° —4p + 1)
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Si p?> 0 alors le signe de h (p) dépend du signe 3p? -4p + 1
Or3p’—4p+1=3(p-1) (p-§)

=>h(p) >0sip€]0;[:h(p) <Osip€l3;1[;h(p)=0  sipe{;;1}
En déduisons, suivant les valeurs de p, dans quels avions il vaut mieux monter.

e Sipe]0; g[, alors h(p) > 0 => f(p) > g(p). Un avion a 4 moteurs est plus sdr.

e Sipe ]g ; 1[, alorsh(p)< 0 =>f(p) < g(p) : Un avion a deux (2) moteurs est plus sdr.
e Sipe {% ;1}; alors h(p) =0 < f(p) = g(p) : le risque est le méme.

EXERCICES

Exercice 1:
1) calculer les expressions suivantes :

|
a) 5!;7!;(23)!;3(4!);%
b) Al Ay 5 Ag C 5 CP oo Cy
C5 5
O Gr i CEeC
10

2) Reésoudre dans N* les équations suivantes :
a) C2=5n ; A}, =n(n’-1)
b) A>=n(2n+5) ; A*=C’
€)C2=45 ; C’=2n ; CL +C2 +C} =475,
d) C'!+C2=10 ; n?+3C2=1

Exercice 2 :

On dispose d'un jeu de 32 cartes ordinaires
1) combien de "mains" différentes de 8 cartes peut — on constituer ?
2) combien de "mains" différentes de 8 cartes comprenant 2as peut — on constituer ?
3) combien de "mains" de 8 cartes ayant au moins 2 coeurs peut — on constituer ?
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Exercice 3 :

Une association comprenant 20 personnes dont 12 hommes et 8 femmes désirent
former un comité de 5 personnes dans lequel doivent se trouver au moins 2 hommes et 2
femmes. Trouver de combien de facon I'on peut former ce comité dans chaque cas :

1) chaque membre de I'association accepte de faire partir du comité

2) deux des hommes refusent d'en faire partir

3) monsieur x et madame y refusent de siéger ensemble

Exercice 4 :
Un sac contient 25 boules dont 9 rouges, 6 vertes et 10 jaunes. On tire 5 boules du sac.
)i Dénombrer les cas possible a cette épreuve si :
1) le tirage est simultané
2) le tirage est successif sans remise
3) le tirage est successif avec remise.

I Dénombrer les cas favorables ainsi que la probabilité dans chaque cas si :
1) le tirage est successif sans remise et le résultat contient au plus 3 jaunes
2) le tirage est simultané et le résultat contient 2 rouges, 2 vertes et 1 jaune.
3) Le tirage est successif avec remise et le résultat contient au moins 7 rouges.
4) Le tirage est simultané et le résultat contient au plus 1 verte
5) Le tirage est successif sans remise et le résultat est unicolore.

Exercice 5:

Dans une classe de 40 éléves :

- 25 aiment la mathématique

- 30 aiment le francais

- 17 aiment la mathématique et le francais

Trouver le nombre d'éléve :

a) qui aiment uniqguement le francais

b) qui aiment uniquement la mathématique
c) qui aiment la mathématique ou le francais
d) qui n’aiment aucune des deux maticres

Exercice 6 :

Un sac contient 5 boules rouges et 3 boules blanches, on tire simultanément et au hasard 3
boules.

1) calculer la probabilité de chacune des événements suivants :

a) aucune boule rouge n'est tirée

b) une boule rouge et une seule est tiree

c) deux boules rouges et deux seulement sont tirées

d) une boule rouge au moins est tirée

e) deux boules blanches au plus sont tirées

2) soit x la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de boules rouges qui se

trouvent parmi les 3 boules tirées.
a) Donner la loi de probabilité de x
b) Calculer I'espérance mathématique et la variance de x

e —————————————
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c) Calculer la probabilité de I'événement 1 <x <2

Exercice 7 :
Dans tout I'exercice on suppose les tirage équiprobables (n € N_)

1) Une urne contient (n + 1) boules vertes et (n — 1) boules rouges
Le jeu suivant consiste a tirer une boule de I'urne :

e Silaboule est rouge, le joueur perd

e Silaboule est verte, le joueur gagne

a) Quelle est la probabilité P, que le joueur gagne ?
b) Quelle est la probabilité P, que le joueur perd ?

2) Lorsque le joueur gagne, il recoit 200 F CFA, s'il perd il doit verser 300 F FCFA. On
définit la variable aléatoire x qui a chaque tirage associe le gain en FCFA.
(le gain pouvant étre négatif).
a) Déterminer la loi de probabilité de x
b) Calculer I'espérance mathématique de x
c) Pour quelle valeur de n, le jeu est — il équitable ? (le jeu est équitable si I'espérance
mathématique de la variable x est nulle).

Exercice 8 :

Une étude statistique faite an le nombre de vente de voiture en une journée par un de ses
représentants a conduit a la loi de probabilité suivante pour la variable aléatoire x prenant
pour valeurs le nombre de ces ventes.

n 0 1 2 3 4 5 et plus

P(x=n) 0,15 0,40 0,30 0,10 0,05 0

1) Dresser le tableau de la fonction de répartition F de la variable aléatoire x et
représenter cette fonction dans le plus rapporté a un repére orthogonal
convenable

2) Calculer I'espérance mathématique E(x) et la variance V(x) de la variable x.

Exercice 9 :

Un établissement scolaire comporte 55% de filles et 45% de garcons.20% des filles et 40%
des garcons utilisent un moyen de transport individuel pour se rendre a 1’établissement ; les
autres utilisent des cars de ramassage scolaire qui arrivent tous a 8 heures a 1’établissement.
1) Quel est le pourcentage des ¢léves de I’établissement utilisant un moyen de transport
individuel ?
2) On apergoit la silhouette d’un éléve descendant d’un car. Quelle est la probabilité pour
que ce soit :
a) une fille;
b) un gargon.
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Exercice 10 :

Des lycéens preparent le BAC blanc de mathématique. Trois professeurs X; Y et Z sont
susceptibles de donner le sujet. D’aprés les statistiques des années précédentes et d’autres
contraintes, les lycéens évaluent a :
* 0,35 la probabilite pour que ce soit X qui choisisse le sujet;
* 0,4 la probabilité pour que ce soit Y;
* 0,25 la probabilité pour que ce soit Z.
Par ailleurs, les lycéens redoutent qu’un certain chapitre noté r ne soit donné a I’examen. Ils
pensent qu’ils ont 1 chance sur 10 que le sujet porte sur r si X le choisit, 2 chances sur 5 si
c’est Y qui le choisit et enfin 41 chances sur 50 si ¢’est Z qui fait le choix du sujet.
1) Quelle est la probabilité que le sujet porte sur le chapitre r ?
2) Au BAC blanc, le sujet porte effectivement sur le sujet r. Quelle est alors la probabilité
pour que le sujet ait été choisi par :
a) par X ?
b) parY ?
c) parZ?

Exercice 11 :

On considere deux dés cubiques identiques non pipés, dont les faces sont marquées:(0;0),

55 (5%)

On lance simultanément les deux dés, et on lit les résultats a et b de leurs faces supérieures.
Soit X la variable aléatoire qui, a chaque lancer des deux dés, associe la valeur sin(a + b)
1) Quelles sont les valeurs prises par X ? Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Calculer I’espérance mathématique E(X) et la variable V(X) de X.

Exercicel2(non corrigé)
1- On suppose que la probabilité de faire un garcon est %. Une famille a 5 enfants.

Calculer la probabilité pour qu'’il y ait exactement 3 garcons.

2- L’objectif de cet exercice est de déterminer les quels des avions a 2 ou 4 moteurs sont les
plus sirs.
Un avion ne s’écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs fonctionne. Les
moteurs d'un avion tombent en panne de maniere indépendante.

Partie A :

Dans cette partie on prend p = 0,1

e —————————————
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e) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’écrase.
f) Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait ses 4 moteurs en panne.
g) Calculer la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en panne
h) En déduire la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs s’crase.
Partie B :

On revient au cas général

c) Soit f(p) la probabilité pour qu'un avion a 2 moteurs s’crase. Démontrer que f(p) = p2
d) Soit g(p) la probabilité pour qu'un avion a 4 moteur s’écrase. Démontrer que

g(p) =p* (-3p*+4p)
e) Onpose h(p) =f(p) - g(p)-

- Etudier le signe de h(p) en fonction de P.
- En déduire, suivant les valeurs de p dans quels avions il vaut mieux monter.
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Statistique

I- Vocabulaire de la statistique

Evaluation diagnostique
Activite

Voici une liste de notes attribuées a 30 éléves d’une terminale :
- 13 personnes on une note comprise entre 0 et 3.

- 9 personnes on une note comprise entre 3 et 8.

- 4 personnes on une note comprise entre 8 et 10.
- 3 personnes on une note comprise entre 10 et 15.
- 2 personnes on une note comprise entre 15 et 18.

Utilise le tableau ci-dessous pour Classer ses notes dans des intervalles bien déterminés.

Nombre d’éléve Intervalles de notes attribuées
Solution
Nombre d’éléve Intervalles de notes attribuées
13 [0; 3]
9 [3; 8]
4 [8;10]
3 [10;15]
1 [15;18 ]

Le faite que tu est classé ses notes donne la notion de statistique.
1- Définition :
D; : La statistique est un ensemble de données chiffrés ou non.

D, : La statistique est la branche de la mathématique qui consiste a regrouper les données ; a
les analyser et a tirer des conclusions.
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Comme toutes les sciences, la statistique fait appel a un langage spécialisé.

2- Langage statistique :

a- Notion de population et d'individu :

L'ensemble sur lequel porte I'étude statistique est appelé la population, un élément de cet
ensemble est I'individu.

N.B : En statistique, les mots (population — individu) peuvent désigner des étres ou des objets
animeés ou inanimes.

b- Caractéres et modalités :

Dans I'étude de statistique d'une population, I'attention est portée généralement sur un
événement commun a tous les membres de la population : c'est le caractére.

Exemple : Le caractére situation matrimoniale a 4 modalités : marié, divorcé, célibataire,
veuf.

Il existe deux sortes de caracteres : Les caractéres qualitatifs et les caracteres quantitatifs.
- Caractéres qualitatifs :

Un caractere est dit qualitatif si ses difféerentes modalités ne sont pas mesurables.

Exemple : La situation matrimoniale ; le sexe, la profession, la nationalité....
- Caractéres quantitatifs :

Un caractere est dit quantitatif si ses différentes modalités sont mesurables c'est a dire des
nombres.

Exemple : I'age, la taille, le poids.......
Un caractere quantitatif peut étre discret (discontinue) ou (continue)
Un caractere quantitatif est dit discret si ses valeurs prises sont isolées.

Exemple : le nombre de frére de chaque éléve, le nombre de femme.....

Un caractere quantitatif est dit continu si ses valeurs prises sont en nombre infini dans un
intervalle.

Exemple : la température du corps, la taille, 1'age...;
c- Echantillon :

L'étude d'un caractére sur une grande population est parfois sensible et colteux.
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Exemple : recensement de population, enquéte etc... c'est pourquoi on étudie ce caractére sur
un petit groupe de cette membre de cette population : c'est I'échantillon.

I1- Présentation des données statistiques :

Plusieurs méthodes sont utilisées par les organismes de la statistique pour la collecte des
données statistiques. Les données ayant été recueillis et est nécessaire dans une premiére
phase de les grouper, de les présenter sous forme de tableau et de représentation graphique.

1- Cas d'un caractére qualitatif :

a- Tableau statistique :

Exemple : I'étude du caractere situation matrimoniale sur 10 éléves d'une classe a donné le
résultat suivant :

A :marié Modalité (x;) Nombre d'élément (n;)
B : Divorcé Marié 3

C : Célibataire Célibataire 4

D : Célibataire Divorcé 2

E : Marié Veuf 1

F : Veuf Total 10

G : Divorcé

H : Célibataire

| : Célibataire

J : Marié

Le caractére situation matrimoniale a 4 modalités; on dresse un tableau a deux colonnes.

1%¢ Colonne contient la nomenclature des différentes modalités. On la
note X;

- La 2°™ Colonne contient le nombre d'élément de chaque modalité.
On la note n;.

n; est I'effectif relatif de la modalité xi. C'est le nombre d'élément présentant la modalité x;.

Exemple :n; =3,n,=4,n3=2,n, =1 (d'apres le tableau).
Alors N=>nj=n; +ny+n3 +n,; =10

N est appelé somme des ni.

A ce tableau, on peut ajouter une
n;, effectif relatif

N  effectif total

3™ colonne ; celle des fréquences notés f; tel quef; =

Modalités Nombre d'éléments Fréquences

(Xi) (i) (fi)
Marié 3 3/10=0,3
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Célibataire 4 4/10=04
Divorcé 2 2/10=0,2
Veuf 1 1/10=0,1
Total 10 10/10=1

NB : la somme des fréquences est toujours égalea 1 : >fi=1

b- Représentation graphique :

Diagramme en baton :

Dans un repére orthogonal, on place sur I'axe des abscisses les x; (modalités) ; et sur I'axe des
ordonnées les effectifs n; ou les fréquences f;.

Pour construire le diagramme en baton des effectifs, on place les points 4;(x; ; 0) et
B;(x; ; m; ) eton construit en trait plein les segments[A4;B;].

AY
4__
3__
2__
1__
X
0 4 8 12 16 g
n s n
N = '8
| — CU S
= = S
% (|
(@)
N.B:

Si les fréquences f; étaient en ordonnée, le digramme est appelé diagramme en baton des
fréquences. Le polygone des effectifs est la ligne brisée reliant les extrémités des batons dans
le diagramme (Voir figure ci-dessus).

D’une maniére générale, la ligne polygonale obtenue en joignant les différents points

Bi(x; ; ny)

Diagramme en secteur circulaire :
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Soit le demi — cercle (C) ; représentons la série précédente sur (C). Chaque modalité est
représenté par un secteur angulaire proportionnel a son effectif a; tel que a;= fi%180°.

Marié : a;=0,3x180° => a;=54°
Célibataire : a;=0,4x180° => a,=72°
Divorcé : a3=0,2x° => a3= 36°

Veuf : a,=0,1x180° => a,= 18°
NB : pour le cercle tout entier le secteur angulaire a;est : o; = fjx360

a; = 108°
op = 144°
o3 = 72°
o = 36°

secteur circulaire

30,00 %

Mariés

Célibataires

140,00 %

110,00 %

: 20,00 %
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2- Cas d'un caractére quantitatif discret :

a- Etude du caractére nombre de frére dans un tableau statistique

L'étude du caractére nombre de frére dans une classe de 12¢ a donné les résultats suivants : 4 ;
2:2:1:3:2:3:3:2:1.

Regrouper ces données dans un tableau statistique.

Modalités | Effectif n; | Fréquence Effectif Effectif Fréquence | Fréquence
P fi cumulé cumulé croissante | Decroissante
croissant décroissant
1 2 0,2 2 10 0,2 1
2 4 0,4 6 8 0,6 0,8
3 3 0,3 9 4 0,9 0,4
4 1 0,1 10 1 1 0,1
Total 10 1 / / / /

Le regroupement en tableau se fait de la méme maniere que les caracteres qualitatifs.

La seule différence est que les modalités sont des nombres s'écrivant dans l'ordre croissant. A
ce tableau, on peut ajouter les colonnes, les effectifs cumulés croissants et décroissants ainsi
que les fréguences cumulés croissantes et de croissantes. Les valeurs du caractere étant
rangées dans l'ordre croissant, on appelle :

- Effectif cumulé croissant de x; :
La somme des modalités inférieures ou égales a x; c'est-a-dire :

ni=Mni+n) ... + n;
ng=n=2

N =Ni+n+n3=2+4=0

Nz =Ny+nNa+nN3=2+4+3=9

, . , n
ng=ni+ny+n3ng=2+4+3+1=10 et la frequence croissante cumulé est f; = N '10

- Effectif cumulé décroissant de x; :

On appelle effectif cumulé décroissant de la modalité x;, la somme des modalités qui le
succede ; c'est-a-dire nj =nj + N+t + ni et la fréquence cumulée

décroissante est : fz\f %\




b- Diagramme en baton des effectifs cumulés :

Dans un repére orthogonal, on place sur I'axe des abscisses les x;j (modalités) ; et sur I'axe des
ordonnées les effectifs n; cumulés croissants ou décroissants.

Pour construire le diagramme en baton des effectifs cumulés croissants ou décroissants, on
place les points A;(x; ; 0) et B;(x; ; n;) eton construit en trait plein les
segments[A;B;].

v

v
y

- - - L -
Diagramme des n; Diagramme des n; croissantes Diagramme des n;
décroissantes

3- Cas des caractéres quantitatifs continus :

a- Tableau statistique :

Dans le cas d'un caractere quantitatif continu, les valeurs du caractére sont regroupées dans un
intervalle de méme amplitude [X;; Xi+1[Soit appelées des classes.

Exemple : I'étude du caractere taille sur 30 éléves d'une classe de 12é a donné les résultats
suivants en cm :

175 165 172 171 168
170 178 170 171 173
170 170 168 150 160
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165 175 179 180 170
173 165 168 176 150
174 158 153 144 172

Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées.
Prenons des classes d'amplitude 6.

Classes Effectif Centre des n; nj croissante fi
classes
[xi ; xis] ni Ci
[144 ; 150] 1 147 1 30 0,633
[150 ; 156] 4 153 5 29 0,166
[156 ; 162] 1 159 6 25 0,2
[162 ; 168] 3 165 9 24 0,3
[168 ; 174] 14 171 23 21 0,76
[174 ; 180] 6 177 29 7 0,966
[180 ; 186] 1 183 30 1 1
Total 30 _ _ _ _
X: + X

i+1

On appelle centre (c;) de la classe (xi, xi+1) le nombre C; = =

Pour les calculs, nous conviendrons de prendre la valeur ¢c;commune a tous les individus de la
classe (xi, xi+1)
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Histogramme des effectifs (représentation graphique)

y histogramme
40+ 38,89 %

35+

30+

254

20—+
16,67 946,67 %

151
11,11 %
10+ 8,33 %

52,794 &8 96 2\7%3 %

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 x

Dans un repére cartesien, les valeurs des bornes de classe sont portées en abscisse et les
effectifs (ou fréquence) sont portés en ordonnées.

Pour chaque classe [x;; xi+1[, on trace le rectangle de base [ x; ; xi+i[, et de hauteur (n; ou f;).
La représentation graphique obtenue est appelée : Histogramme des effectifs ou des
fréequences.
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Les polygones :

On appelle polygones les effectifs, la ligne brisée joignant les points (c; ; n;).

On appelle polygone des effectifs cumulés croissants, la ligne brisée passant par les points
d'abscisse et d'ordonnées (xi+1 ; n;).

On appelle polygone des effectifs cumulés décroissants, la ligne bisée joignant les points de
coordonnées (x; ; Nixg )

Les deux polygones des effectifs cumulés croissant et décroissant X coupent en un point
d'abscisse M. : (M¢est la médiane).

a

n;

Meédiane

Polygone des n; croissantes

Polygone des n; décroissantes




> xi

I11- Les éléments caractéristigues d'une série :

1- Les caractéristiques de position :

a- Le mode ou dominantes :

Le mode d'une série statistique est la valeur du caractere qui a le plus grand effectif
(ou fréguence). On le note M.

Exemple : Déterminer le mode de la série suivante :

10,7,8;5,2,7;4,4,5;7,10
Ici : le mode est 7 (car 7 est compté plus que les autres)

b- La médiane d'une série :

Définition : La médiane d'une série est la valeur du caractére qui divise la série en deux séries
de méme effectif. On la note Me.

Exemple 1 : soit la série suivante :

11,7,8,3,5,6, 2
Déterminer la médiane. Pour cela écrivons la série dans l'ordre croissant :

2,3,5 ¢ ,7,811

La médiane est donc Me =6

Exemple 2 : soit la série suivante : 12, 3,5, 7, 8, 6, 11, 4
Déterminer la médiane de cette série :

3,4,5 6,7 ,8,11, 12. Par convention.

Ici la médiane est Me = % =65

La médiane d'une série statistique est la valeur du caractére qui correspond a I'effectif cumulé
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N
Nj = —
2

NB :
N désignant les valeurs de la série statistique rangée dans 1’ordre croissante, on a :

. . . . . N+1
-Si N est impaire, la mediane correspond a la valeur de rang

. . - . N N
-Si N est paire, la médiane correspond a la valeur de rang > et B +1

Détermination de la médiane dans le cas d'un caractére continu.

Exemple :

Déterminer la médiane dans la distribution des tailles de classe de 12°™ dont les données sont
dans le tableau en 3°).

La médiane Me correspond a I'effectif cumulé % =15

Me € [168 ; 174] est la classe médiane.
Xi: 168 < Me< 174
n; :9<15<23
M,-168 15-9
174-168 23-9

> M, =17057

c- Moyenne arithmétigue d'une série :

Définition : La moyenne arithmétique d'une série est le quotient de la somme de ces valeurs
par I'effectif total. Si x1, x2,... xi sont les valeurs et ny, no,......... , nk sont les effectifs alors la
moyenne est notée :

NB : Dans le cas d'un caractére continu, les xi sont remplacés par les ci
(centre de classe [xi, xi+1])

Exemple : Soit le tableau statistique donné par :

Xj n; n; X Xxj

7 1 7

8 3 24
9 5 45
10 4 40
11 2 22
12 2 24
13 4 52
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14 1 147
15 2 30
16 0 0

17 1 17
Total 25 275

2- Les caractéristiques de dispersion :

a- Amplitude ou étendue d'une série :

L'amplitude d'une série est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur du
caractére.

Exemple : Déterminer I'amplitude des séries suivantes :

a) —5;4;3;1;10;12/Rep.:(12)—-(-5)=12+5=17
b) 5;10;9;20;40;30;8/Rep:(40)-(5)=40-5=35

b- Les quartiles

Les valeurs du caractere étant rangées dans l'ordre croissant ou décroissant, on appelle
quartiles les 3 valeurs qui divises la série en 4 groupes de méme effectifs : on note : Q1 ; Q2 ;
Qs ces 3 valeurs

Exemple : Déterminer les quantiles de la série suivante :

9;12;5;11,;7;15;1;2;18;20,;16;19,;30,40; 34

Rep:1,2;5; 7 :9:11:;12; 15  :16:18:19; 20 :30:34:40
Q1 Q2 Qs

Déterminer les quantiles de la série suivante : ci-dessus. Onadonc Q; =7; Q,=15; Q3=20
Q- est la médiane, il est appelé quantile centrale
Q1 et Q3 sont les quantiles extrémités

X , s . . N
NB : Q; est la valeur du caractere qui correspond a I'effectif cumulé n; = "

X . T . . 3N
Qs est la valeur du caractére qui correspond a l'effectif cumulé n; = e

Qs — Qq est I'écart interquartile

e —————————————
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Q

%-Q Est I'écart interquartile relatif.
2

c- Variance ou fluctuation :

La variance d'une série est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne c'est-a-dire :

Si X1, X0, covenninnnn. Xk sont les valeurs du caractere et ny ; no ;e.veeneennn.... nk les effectifs.
. , 1 - 1 —

La variance est notée : V = —>"n;x,” —(x)* ouencoreon lanote : V==3" (nx; - x)?

N 5 N

d- L'écart type :

, : . . 13 -
C'est la racine carrée de la variance, on la note o tel que o = W= \/WZ nixi2 —(x)?
i

EXERCICE1:

Soit le tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chaussures de 48 éléves.

Xi ni
36 |5
37 |11
38 |12
39 |8
40 |4
41 |3
42 |4
43 |1

1) Quelle est la population ?

2) le caractere étudié ?

3) Déterminer le mode

4) Déterminer la pointure moyenne

Solution
1- La population est un ensemble d’éleves.

2- Le caractére est : la pointure des chaussures.
3- Lemode est : 38
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4- La moyenne des pointures :

~ 1849

=>x —> X = 38,52
48

x|
I

Z|~

Il
—

Xi ni nix; Xi nixi
36 5 180 1296 6480
37 11 407 1369 15059
38 12 456 1444 17328
39 8 312 1521 12168
40 4 160 1600 6400
41 3 123 1681 5043
42 4 168 1761 7056
43 1 43 1849 1849
Total 1849 71383
EXERCICE 2 :

A l'occasion d'un concours de péche, les 250 poissons péchés ont été mesurés et leurs
tailles ont été regroupées dans le tableau suivant :

Classe des tailles (cm) Effectifs n; Ci ni G
[10, 20[ 16 16 15 240
[20, 30[ 26 42 25 1050
[30, 40[ 36 78 35 2730
[40, 50[ 52 130 45 5850
[50, 60[ 38 168 55 9240
[60, 70[ 30 198 65 12870
[70, 80[ 20 218 75 16350
[80, 90[ 12 230 85 19530
[90, 100[ 10 240 95 22800
[100, 110[ 6 246 105 25830
[110, 120] 4 250 115 28750

N.B : Les parties complétées sont :

N :nN=16;n,=16+26=42,n3=16+26+36=78
=25;c3=

_10+20

Ci :Ci 5

=15:0c,

_20+30
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Ni Ci:Ng .c1=16x15=240:n, ¢, =42x25=650:; n3c3=78x35=1260

Evaluation
a- compléter le tableau :
b- déterminer la population, le caractére et la nature du caractére
c- déterminer les quartiles
d- déterminer la moyenne et I'écart type.
Solution
a- Complétons le tableau (voir tableau)
b- La population : les poissons
- le caractére : la taille
- nature du caractére : caractere quantitatif continu

c- Déterminons les quartiles :

Qi = % = % =625 alors Q, €[30,40[<=>42<625<78
Q,-30 _ 625-42 <=> Q 30 =056=>Q, =356 orlen; =
40-30 78-42 10
%:%:125<:> 40<Q, <50
o= 3—N=3X250=187,5

4 4
Q3 € [60 - 70[

d- Déterminons la moyenne et I'écart type

_ K _
X :iz N X; :>x=ix13090=52,36
N < 250
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L'ecart type :

. 1 K 2 N2 1 2
- VarianceV=—) nx." —(x)* =——x(1063064 — (52,36
NZ;, X =(x) 250 ( 4 —( )

- Ecarttype : o =+/v =4/15106864 = 38,86

o = 38,86

IVV- Série statistique a deux caractéres x ety

1- Nuage de points associé :

Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on appelle nuage de points associé, I’ensemble des
points M;; de coordonnées (X;, Yi).

2- Point moyen d’un nuage de points :

On appelle point moyen d’un nuage de points représentant une série, le point G de
coordonnées (Xg ; Yg) ou

(, - XX
Xe=X =%
et

o Xy
LYG—Y— 5

3- Covariance :
La covariance d’une série statistique a deux caracteres x et y, de moyennes respectives x et y
et d’effectif total N est le nombre réel noté Cov (X, Y) ou gy, tel que :

Ynij(xi—X)(vi-Y)
Effectif total

Cov (xy) =

ou

X NijXiYi
Ef fectif total

=~

Cov (xy) = - X.

4- Droit de régression dey en x :
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La droite (D) de régression de y en fonction de x passe par le point G (X, Y), point moyen du
nuage de point son équation esty = ax + b avec :

__Cov(X)Y)

eth=Y — aX
V(X)

\ : X2 =
ou V(X) est la variance et a pour formule : V(X) = ZN‘ — X2

5- Droite de régression de XenY :

La droite (D) de régression de X en fonction de Y passe par le point G(X ; Y), point moyen
du nuage de point. Son équation est x =a’y + b’ avec :

2 COVXY) b p = X —ab

V(Y)

Y2
N

-Y2

ou V(Y) est la variance et a pour formule : V(Y)=

Remarque :

G(X ; Y) appartient aux deux droites de régression pour tracer ces droites, il suffit donc de
déterminer un autre point vérifiant 1I’équation.

6- Corrélation linéaire

Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de
régression de Y en X et la courbe de régression de X en y sont des droites.

7- Coefficient de corrélation linéaire :

a) Définition :

On appelle coefficient de corrélation linéaire d’une série statistique double decaractere (X ;
. A _ Cov(X}Y)
Y), le nombre réel I définie par I = —————=
JV(X).V(Y)
b) Propriétésder :

P1:Si0,87 <|r| < 1, on considere que la corrélation linéaire entre les deux variables est
forte.
P, :sir=1, on dit que la corrélation est parfaite.

8- Estimation et prévision
Lorsqu’il existe une bonne corrélation linéaire, il est possible de prévoir la valeur de y
connaissant celle de x, en utilisant 1’équation de la droite de régression de y en x ; et vice —
Versa.
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Exercices d’application :

Exercice 1:

Un pharmacien observe, durant les 6 premiers mois de I’ouverture de son officine, le chiffre
d’affaire en millions de francs CFA. Le résultat de I’observation est résumé dans le tableau
suivant ou x désigne le numéro du mois et y le chiffre d’affaires — correspondant.

1 2 3 4 5 6

<<

12 13 15 19 21 22

1- Calculer XetY les moyennes des variables X et Y.

2- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi
que le point G. on prendra : (Unités : 2 cm en abscisses et 1 cm pour 2 unités en
ordonnées).

3- Calculer la variance V(X) de x et la covariance Cov(X,Y) de x et y.

N.B : Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

4- Démontrer qu’une équation de la droite de régression (D) de yen x est:y =

78 x+ 9,2
35

5- Tracer la droite (D).
6- En utilisant la droite (D), calculer une estimation du chiffre d’affaires de cette
pharmacie a la fin du 7°™ mois.

Exercice 2 :

En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué¢ une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci — dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 |11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 | 130 {10090 |80 |70

1- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :

1 cm pour 1000 francs en abscisse
1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

2- Déterminer les coordonnées du point G

3- Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.

4- Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

5- Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.

6- En utilisant I’équation de la droite (D) de régression de y en x, puis déterminer :
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a) Le nombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fixé a 13 000 F
b) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.

Solution
Exercice 1

Pour le calcul, on pourra s’aider du tableau ci-dessous :

Xi Yi Xi, Vi X2 Yi2
1 12 12 1 144
2 13 26 4 676
3 15 45 9 225
4 19 76 16 361
5 21 105 25 441
6 22 132 36 484
21 102 396 91 2331 Total

1- Calcul de X et Y les moyennes des variables x et y.

6 6
Xi 21 7 > i 102
MR _T_ 35 ;7=2%_12_q7
6 6 2 6 6

X =

2- Le nuage de points de la série statistique ainsi que le point moyen G.
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1- Calcul de la variante V(x) de x et la covariance Cov (X, y) de x et y.

70
24

91 7 35 396 7 39 13
V) =—-(3)?*= —icov(X;Y) = (5x17)=?=7

6
2- Montons qu’une équation de la droite de régression (D) de yenx est:y = gx +9,2
13

_cov(X)Yy) 5 13 12 156 _ 78

Beatb=Y—aX=17-2xZ=92
35 35 2

V(X) % 2 35 70

donc I’équation de la droite de régression est: y = S x+9.2

3- Tracé de la droite (D). (Voir nuage de points)
La droite (D) passe par le point moyen point G (3,5 ; 17) et par un autre point que 1’on
détermine en remplagant dans 1’équation de la droite de régression, x par une valeur que 1’on
choisira.
Par exemple, si x = 0, on obtient y = 9,2. (D) passe donc également par le point A(0 ; 9,2).
4- Calcul d’une estimation du chiffre d’affaires de cette pharmacie a la fin du 7°™ mois.
Le 7°™ mois correspond a x = 7. Il s’agit de déterminer la valeur de y associée a cette valeur
de x.

Pourx=7, ona:y =§ X 7+ 9,2 = 24,8 millions de francs CFA.
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3°) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. interpréter le résultat obtenu.

YX;. Y = o
Cov(X,Y)=25Yi_X 7
n
_ 9x180+10 X160+11 X150+12 X130+14 X100+15 X90+16 X80+17 X70
o 8

— 13x120

Cov (X,Y) = - 103,75

__ cov(X)Y)

vV

Y X2 = 924+1024112+122+14%2+15%2+162+172
2=l X2= — 132

V(X) = - .

V(X) = 7,499

Yv;? 72— 180%2+1602+150%+130%+1002+902+80%+702
N N 8

V(Y) = — 1202

V(X) = 1450,003

__ cov(XY) —103,75 _
= v V7,499 x1450,003 0,995

0,87 < |r| < 1:il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y.
L’on peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4°) Equation de la droite (D) de régression de y en x.

(D):y=ax+b
_ cov(X,)Y) _Z 103,75 _ —13,88
V(X) 7,499

Y=ar+b=>b=y—ax =120 — (—13,88) x 13 = 199,83
(D) iy = - 13,88 x + 299,83

Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G(13,120), déterminons un second point en
remplacant par exemple x par 10. On trouve y = 161,03. On obtient: A (10; 161,03)

5°) Pour qu'il y ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a
fixer ne doit pas dépasser 18 000 francs.

6°) a°) Le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé a 13 000 F, correspond a x =
13
y=—13,88 x 13+ 299,83 =119,39 =119
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b°) Il s’agit de déterminer x pour y = 250.

y—299,83
y=-—13,88x+ 29983 =>x="—"""—
- 13,88
250—299,83 Lo
Poury =250,ona:x=—""-— Ty I 3,59 milliers de francs = 3590 F

Exercice 2 :

1- Représentation graphique du nuage de points de cette série statistique (unité : 1 cm
pour 1000 francs en abscisse, 1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée).

2- Déterminons les coordonnées du point G.
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Y8x;  9+10+11+12+14+15+16+17

8 8

>
[l

13

=> G(135 120)

Z§3’i _ 180+160+150+130+100+90+80+70 120
8 8

~
Il

3-Détermination du coefficient de corrélation linéaire r .

Cov(X,Y)=Cov = %—X Y

9.180+10.160+11.150+12.130+14.100+15.90+16.80+17.70
=>Cov(X ,Y) = - —13.120

Cov(X,Y )= —103,75

_ cov(X)Y)
JV(X).V(Y)
V(X) = ¥ x? = 9% +10°+11°+122+14% +152+16%+172 132
N 8
V(X) = 7,499
V(Y) _ 21\1?2 72= 1802+1602+1502+130;+1002 +90%2+80%+470% ) 1202

V(Y) = 1450,003

cov(X)Y) _ —-103,75
JVX).V(Y) +/7,499.1450,003

=— 0,995

0,87<| r |<I :il existe alors une forte corrélation linéaire entre et les variations X et
Y.linéaire

L’on peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4-Equation de la droite (D) de régression de Y en X

(D) :y=ax+b

_cov(X)Y) _ —103,75
V(X) 7,499

=—13,88

Alorsonay =ax+ b => b =y — ax = 120(-13 ,88) x13 = 299,83

(D) :y = —13 ,88x + 299,83
Tracé de (D) : (D) passe par le point moyen G (13 ; 120).Déterminons un second en
remplacant par exemple x par 10 .On trouve y = 161,03.0n obtient : A (10 ; 161,03)
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5-Pour qu’il ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix a fixer ne
doit pas dépasser 18000 francs.

6- a) le nombre d’acheteurs a prévoir, si le prix est fixé a 13000 F, correspond a X = 13.
Y = —13,88x13 + 299,83 = 119,39

b)il s’agit de déterminer x pour y =250

Y = —13,88x13 + 299,83 alors x = %9’::3
Pour y = EXERCICES
EXERCICEL:

Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

Xi 36 37 38 39 40 42 43

11 12 8 4 3 4 1

Nj 5

1) Déterminer la population et le caractere étudié.

2) Déterminer le mode des chemises

3) Calculer la pointure moyenne des chemises

4) Calculer la variance et 1’écart — type de cette série.

EXERCICE 2:

L’étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats
suivants :

Classes [144;150[ | [150; 156[ | [156;162[ | [162;168[ | [168;174[ | [174;180[ | [180; 186[
[Xi ; Xiua[
Effectifsni | 1 4 1 3 14 6 1
1) Dresser el tableau des centres ci .
2) Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).
3) En deduire I’histogramme des effectifs (ni) puis celle effectifs (n; et n;).
EXERCICE 3:

Soit la série suivante 1 3;8;7;11:;5;13;15;10;2:;17;1:;20; 12.

EX

1) Déterminer la médiane et les quartiles.
2) Faites la représentation en boite de cette série.

ERCICE 4:
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Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :

152 :320; 250 ;320 ;137 ;183 ;137 ;152 ;244 :122:;190; 139 ;202 :;285;137 ;180
143 :190; 137 ; 180 :; 190.

1) Calculer la moyenne et 1’écart type de la série des prix. Quel est le premier et le
troisieme quartile, la médiane ?

2) Ne rentrant pas dans ses frais, 1’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les
tarifs de 190 euros ou doubler tous les tarifs. Donner pour chacune des solutions la
moyenne et I’écart — type de la nouvelle série des prix. Que deviennent les quartiles et
la médiane ?

3) Une des deux solutions est — elle plus avantageuse financiérement pour 1’agence ?
Tracer les deux diagrammes en boite correspondants.

EXERCICES::

Lors d’un concours d’entrée a 1’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20. Il y a 300 places au concours. Héléne a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a
échoué. Expliquer ce résultat.

EXERCICEG :

Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est égale a 15,75 et son écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18. Calculer la moyenne et ’écart —
type de la nouvelle série.

EXERCICE 7:

On a relevé le montant en euros de 100 cheques déposés dans un commerce dans une journée.
Voici le tableau obtenu : les chéques ont été regroupés en fonction de leur montant par classes
dont ’amplitude est 15 euros.

Montant des effectif Fréquence Fréquence cumulée

chéques croissante
[0,15] 20
[15,30] 9
[30,45] 19
[45,60[ 27
[60,75] 18
[75,90] 6
[90,105] 1
Total

1) compléter le tableau

2) soit s le montant de I’ensemble des 100 chéques. Donner un encadrement de S. En
déduire un intervalle I tel que le montant moyen des chéques appartienne a |.

3) pour estimer la moyenne d’une série statistique ou les valeurs ont été regroupées en
classes de méme amplitude, on procéde souvent de la maniére suivante : on remplace
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chaque classe par son centre et on calcule la moyenne de la série des centres (avec les
mémes effectifs).
Faire le calcul pour la série ci-dessus. Vérifier que la moyenne obtenue est le centre de
I’intervalle I trouvé a la question précédente.

4) Quelle est la classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante passe la « barre » des 50
% ? Justifier pourquoi on appelle cette classe la classe médiane.

Exercice 8 : ( non corrigé)

En prévision du lancement d’un nouveau produit, une société a effectué une enquéte aupres de
clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit. Les résultats
sont donnés dans le tableau ci — dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 |11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 | 130 | 100 | 90 | 80 | 70

1- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :

1 cm pour 1000 francs en abscisse

1cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

2- Déterminer les coordonnées du point G

3- Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.
4- Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

5- Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu'’il y ait au moins 50
acheteurs potentiels.

6- En utilisant 'équation de la droite (D) de régression de y en X, puis déterminer :

a) Le nombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fixé a 13 000 F
b) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.
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Exe

Exercice 1

Soit tableau de la série statistique correspondant aux pointures des chemises de 48 militaires.

Xi 36 37 38 39 40 41 42 43
ni 5 11 12 8 4 3 4 1
5) Déterminer la population et le caractere étudie.
6) Déterminer le mode des chemises
7) Calculer la pointure moyenne des chemises
8) Calculer la variance et 1’écart — type de cette série.
EXERCICE 2 :
L’¢étude statistique faite sur la taille des voitures de la société Renault a donné les résultats
suivants :
Classes [144;150[ | [150; 156[ | [156;162[ | [162;168[ | [168;174[ | [174;180[ | [180; 186[
[Xi ; Xiua[
Effectifsni | 1 4 1 3 14 6 1

EX

4) Dresser el tableau des centres ci .
5) Dresser le tableau des effectifs et des fréquences cumulées (croissants et décroissants).

6) En déduire I’histogramme des effectifs (ni) puis celle effectifs (n;

ERCICE 3:

Soit la série suivante : 3:8:7:;11:5;13:;15;10:;2:17:1:20; 12.

EX

3) Déterminer la médiane et les quartiles.
4) Faites la représentation en boite de cette série.

ERCICE 4:
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Une agence de voyage propose 21 voyages organisés dont voici les tarifs en euros :

152 ;320 ;250 ; 320 ; 137 ; 183 ; 137 ; 152 ; 244 ;122 ;190 ; 139 ; 202 ; 285 ; 137 ; 180 ;
143 ;190 ; 137 ; 180 ; 190.

4) Calculer la moyenne et 1’écart type de la série des prix. Quel est le premier et le
troisieme quartile, la médiane ?

5) Ne rentrant pas dans ses frais, 1’agence hésite entre deux solutions : augmenter tous les
tarifs de 190 euros ou doubler tous les tarifs. Donner pour chacune des solutions la
moyenne et I’écart — type de la nouvelle série des prix. Que deviennent les quartiles et
la médiane ?

6) Une des deux solutions est — elle plus avantageuse financiérement pour 1’agence ?
Tracer les deux diagrammes en boite correspondants.

EXERCICES::

Lors d’un concours d’entrée a 1’école statistique, la moyenne générale des 600 candidats a été
de 11,4 sur 20. 1l y a 300 places au concours. Heléne a eu une moyenne de 12. Pourtant elle a
échoué. Expliquer ce résultat.

EXERCICEG :

Une série statistique a pour effectif 40. Sa moyenne est égale a 15,75 et son écart — type a
11,438. On ajoute a cette série une 41°™ valeur égale a 18. Calculer la moyenne et ’écart —
type de la nouvelle série.

EXERCICE 7:

On a relevé le montant en euros de 100 chéques déposés dans un commerce dans une journée.
Voici le tableau obtenu : les chéques ont été regroupés en fonction de leur montant par classes
dont I’amplitude est 15 euros.

Montant des effectif Fréquence Fréquence cumulée
cheques croissante

[0,15] 20

[15,30] 9

[30,45] 19

[45,60][ 27

[60,75] 18

[75,90] 6

[90,105] 1

Total

4) compléter le tableau
5) soit s le montant de I’ensemble des 100 chéques. Donner un encadrement de S. En
déduire un intervalle I tel que le montant moyen des chéques appartienne a |I.
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6) pour estimer la moyenne d’une série statistique ou les valeurs ont été regroupées en
classes de méme amplitude, on procede souvent de la maniere suivante : on remplace
chaque classe par son centre et on calcule la moyenne de la série des centres (avec les
mémes effectifs).

Faire le calcul pour la série ci-dessus. Vérifier que la moyenne obtenue est le centre de
I’intervalle I trouvé a la question précédente.

4) Quelle est la classe pour laquelle la fréquence cumulée croissante passe la « barre » des 50
% ? Justifier pourquoi on appelle cette classe la classe médiane.

Exercice 8 : ( non corrigé)

En prévision du lancement d’'un nouveau produit, une société a effectué une enquéte
aupres de clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce
produit. Les résultats sont donnés dans le tableau ci - dessous.

Prix de vente en milliers de francs xi 9 10 | 11 12 14 | 15|16 |17

Nombre d’acheteurs potentiels yi 180 | 160 | 150 | 130 [ 100 {90 |80 | 70

7- Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique. On prendra
pour unité :
1 cm pour 1000 francs en abscisse
1 cm pour 10 acheteurs en ordonnée.

8- Déterminer les coordonnées du point G

9- Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r puis interpréter le résultat obtenu.

10- Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D)

11- Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu’il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels.

12- En utilisant I'équation de la droite (D) de régression de y en x, puis déterminer :

¢) Lenombre d’acheteurs a prévoir si le prix est fixé a 13 000 F
d) Le prix a fixer pour que le nombre d’acheteurs potentiels soit supérieur a 250.
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Systémes Linéaires

1) Définitions :

a) Cas général :

On appelle systeme linéaire de p équations a n inconnues tout systéme d'équations de la
forme

A X, +a,X, +a,Xs +e-+ 3, X, =Db

1n“*n

Ay Xy + Ay Xy +AxXg +oooF Ay X, =D,

(S)

A X+, X, +ApaXg oo+, X, =b)

Dans lequel ajj et bj (1 <i<p, 1<j<n) sont des réels ou des complexes donnés.

Une solution de (S) est un n —uplet (X1 ; X2 ; ... ; xn) de nombres réels ou complexes vérifiant
simultanément les p équations de (S). Résoudre un tel systeme c'est trouver I'ensemble des
solutions de (S).

Deux systémes (S;) et (S;) sont équivalents, s'ils ont méme ensemble de solutions, c'est-a-
dire si toute solution de (S;) est solution de (Sy) et réciproquement, si toute solution de (S,) est
solution de (S;).

Exemple :
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2%, +3X, —3%; =-10 . , .
est un systeme de 2 équations a 3 inconnues. (1 ; -2 ; 2) en est une

4%, +TX, +4X; =2
solution.

b) Cas particuliers :

Un systéme est dit carré si p = n.
Un systeme carré est dit triangulaire a diagonale unité si l'ona:

aj=0pouri>jetaj=1,avec 1 <i<n,1<j<n.

Par exemple, la forme générale d'un systéme de 3 équations a 3 inconnues, triangulaire a
diagonale unité est :

X, +a,X, +a,X;, =b;
X, +8y,X; =D,
X3 = bs
La résolution d'un tel systeme est trés simple et, de plus on admet :
Propriété

Un systéme triangulaire a diagonale unité admet, quelque soit le second membre, une et
une seule solution.

Exemple :

Résoudre le systeme

X, —2X, +3X;, =9 L,
X, +4X, =7 L,
Xg =2 L,

Les solutions successives des équations Ls puis L, puis Ly montrent que (S) admet une
solution et une seule (1 ; -1 ; 2).

2) Opérations élémentaires

a) Exemple et notations

Soit le systeme :

2X+12y+17z =53
(S)3 x+5y+7z=22
3X+22y+19z =35.
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On va ramener la résolution de (S) a celle d'un systéme de (3 — 1) équations a (3 — 1)
inconnues. Pour cela on forme un systeme équivalent a (S), en éliminant une inconnue dans

deux équations du systeme.

Echangeons les lignes 1 notée L;, et 2 notée L.

Codage Systeme
X+5y+7z=22
Lie L (S;)12x+12y+17z =53

3X+22y+19z =35.

e Multiplions les deux membres de L; par — 2 et ajoutons I'équation obtenue a L.,
membre a membre, afin d'éliminer x dans la deuxiéme équation. Procédons de méme

avec Ls.
Codage Systéme
L L _oL X+5y+7z=22
<_ —
? 2 (S,)4 2y+3z=9
L, « L, -3L, Ty—272_31

Appliquons a nouveau le procédé au systeme de 2 équations a 2 inconnues en
éliminant y dans L3,

Codage Systéme
X+5y+72=22
L 3. 9
L, «—=% S +—zZ==
2 < (o)) y+oz=1
7y—2z=-31
X+5y+7z= 22
3 9
L3(—L3—7L2 (SA) y+EZ: E
2 2

Nous obtenons un systéme triangulaire (S4). On Vérifie que :

(Sy4) est équivalent a (S) ;
(S4) admet une solution et une seule : (2 ; -3 ; 5)

On en déduit que (S) admet une solution et une seule (2 ; -3 ; 5).

b) Opérations élémentaires
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On note de haut en bas Ly, Ls.......... , Ln les n équations ou lignes du systéme.
On définit sur ces lignes les opérations suivantes, dites elémentaires :

e Echange de deux lignes :
Lio Lj.
e Multiplication d'une ligne par un réel non nul :
Li(—ULi(u € R*).
e Addition a une ligne d'un multiple d'une autre ligne :
Li<— L + AL (A e R, i = j).

On admet le théoréme suivant.

Théoréme :

Etant donné un systeme linéaire de p lignes L4, L,...., Ly, on obtient un systeme
équivalent en effectuant une des opérations élémentaires suivantes :

ol & Lj

oL <L (HeR)

e« L +AL;(1eR,i=]).

La méthode du pivot de Gauss consiste a exécuter, dans un ordre bien détermine, des
opérations élémentaires sur les lignes d'un systéme, conduisant a un systeme triangulaire
(équivalent) plus facile a résoudre ; cette méthode est en fait un algorithme susceptible d'étre

exécuté par un ordinateur.
Exercice d’application :

Résoudre dans R* le systéme :

2%, —2X, +4X; +6X, =4
X, — X, +7X,=-8
3X, —2X, +4X; +8x, =2
— X, — X, +5X; —6x, = 20.

Solution

1% Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de x; dans la premiere ligne.

X, — X, +2X; +3X, =2
Lﬁ—i X, — X, +7X, =—8
2 3%, —2X, +4X,+8X, =2

—X, —X, +5X; —6X, =20

2°™ Etape :

On élimine x; dans les lignes 2, 3 et 4.
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L L X, — X, +2X; +3X, =2
e p—

? S 0+ 0-2x, +4x, =-10
L, « L, —3L,

0+ X, —2% —X, =4
L, «L, +L, T

0-2x,+7x;,-3x, =22

3™ Etape :
Le pivot de rang 2, coefficient de x, dans la deuxieme équation, est nul, on échange L, et une
autre ligne de facon a obtenir un pivot non nul.

X, — X, +2X; +3X, =2

X, —2X, — X, =—4
L, <L, 2 3 4
—2X, +4x, =-10
—2X, + Xy —3X, = 22.

Puis on élimine x, dans la ligne 4.

X, — X, +2X; +3X, =2
X, —2X; — X, =—4
Loebirel, o+ dx, =10
3 4
3x, —5x, =14.

4*™ Etape

On fait apparaitre 1 pour coefficient de x3 dans la troisieme ligne, puis on élimine X3 dans la
ligne 4.

X, — X, +2X; +3X, =2

L <_i X, —2X; — X, =—4
502 X; —2X, =5
3x, —5x, =14.

X, — X, +2X; +3X, =2
X, —2X; =X, =—4
L, « L, -3L, 2 ) 12X4_5
3 4 =

X, =-1.

En résolvant Ly, puis Ls, L, et Ly, on obtient X, =-1, X3 =3, X, =1l etx; = 0.
Le systeme admet donc une solution unique (0; 1; 3; -1)

Remargue :
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Lorsqu'il est impossible d'obtenir un pivot non nul on dit que la méthode de Gauss "se bloque

: c'est le cas dans I'exercice 2.

Exercice d’application

Résoudre dans R* le systéme :

X, +X, =X, +2X, = 1
2%, +4X, —6X,—-2X, =0
— X, + X, =3X; —9x, =2
X, —2X, +5X; +13x, =a+4 (aeR).

Solution

1% Etape : on élimine linconnue x; dans les lignes 2, 3 et 4.

I, <L X, +X, =Xy +2X, = 1

L, «L,-2L, 0+2x, —4X, —6x, =2
L« L, +L, 0+2x, —4x, - 7x, =-1
L, «<L,—-L 0—-3x, +6X, +11x, =a+3.
2™ Etape : on élimine I'inconnue x, dans les lignes 3 et 4.

L <L X, + X, = Xg +2X, = 1
L, <L, 0 2x,-4x,-6x,= -2
L, «L,-L, 0 0 0 x,= -1
L, < 2L, +3L, 0 0 0 4x,= 2a

Deux cas sont a envisager :
1°" Cas : a # -2, le systéme initial n'a pas de solution S = @.
2°™ Cas : a = - 2, le systéme initial (ou final) admet une infinité de solutions :

S={(7-k;2k-4;k;-1);k e R}.
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Exercise 1 :

Résoudre dans R® les systémes donnés.

3X+4y-52=7
1) y—-7z=1
8z2=16

X+3y+2z=2
2) {X+4y+3z=3
2X+7y+62=38

X—2y+3z=1
5) \Xx-y+7z=-4
2X+4y+9z=-9

2X+y+z =4
7) 3 X+2y+z=4
X+Yy+2z=A4.

2x+3y—-5z =4
9)ix+y-z =1

X +y + 2
11)a) <x +2y—-2z
2X+3y— 2

EXERCICES

-3x—-4y+z2=-5

2Xx+3y—-4z2=12
3) {X+3y+z=6
-X—-2y+3z2=-8

X—2y+3z=2
4) sX-y+7z=7
2X+4y+9z =15.

X+Yy = a
6) | X + z=>
y + Z=2¢C
a, b et ¢ sont trois nombres réels donnés.

4x-2y+72=20
8) ¢3x— y+3z =10

2x—-3y—-2 =3

2X+4y = 16
10) <3x+9y+182 = 9

4x+8y+ z = 29

X +y +z =1
b) ix +2y -2z =0
2x +3y -z =1
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Exercice 2 :

Résoudre dans R* les systémes donnés.

2X + 3y - z + 4t = -1
3y - 2z - 2t = -6
1) y
z + 6t = -1
-4 = 2
8x, +40x, —32x, +24x, =16
3 2x, +13x, +4x, —-6x, =-2
-3X%, —17x, +6x, —-7X, =-6
X,  +2X, -11x; +5x,=-7
2X+6y+4z+2t=-2
5) —2X-3y+52-5t=2
-3x-8y-3z+2t=1
- X—-2y+ z+10t=0.
Exercice 3:

Résoudre dans R les systémes donnés.

— X, — 2X, + X = 2
X, +4X, +8X, + 3%, = 4
1) ¢ 2%, +5X, +3X; —=3X, —5X; =-5
2X, +10x, +8x, +16x, =18
S5X, + 9%, — X; +10x, +12x, = -2
Exercice 4 :

2X+2y+4z+6t = 8

3x+4y+11z+15t= 21
5X+8y+27z+17t= 57
4Xx+2y—-52+27t = -5

2)

2%, +2X, +8X; —6Xx, =
2X, +5X, +14x,+3x, = 8

4)
X, +3X, +14x, —9x, =
X, +2X, +11x, -10x, = -3
2X+4y+62+8t+10u =-2
- X + Z+2t—- 7u=-3
2) 1—2X—-5y —6z-15t-15u =2
-X—-4y—-7z-10t- 3u=5
—-2x-7y—-10z-20t-9u =-6
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1) Trouver un polynéme P de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(0O)=1; P(1)=3 etP(-1)=1.

2) Trouver un polyndéme P de degré inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(2)=P(-2)=1 ;P(0)=-1

3) Trouver un polyndéme P de degreé inférieur ou égal a 2 vérifiant :

P(1)=0 ;P(3)=16 ;P'(2)=8

4) Trouver un polyndme P de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant :

P(1)=1; P(2)=15 ;P(3)=51 ;P'(-1) = 11.

5) Trouver un polyndme P de degré inférieur ou égal a 3 qui prenne la valeur 1 en 0 et la

valeur — 4 en 1 et dont la courbe représentative C admette des tangents de coefficients
directeurs — 6 et 6 respectivement aux points de C d'abscisses O et 2.

Exercice 5:
Un repére orthonormal (O, 1, j,k) de I'espace est donné

1) Déterminer l'intersection des plans Py, P; et Ps.
Pi:2x+2y+6z=-1
Py:-3x—4y—-9z=1
Ps: -y +2z=4.
2) Déterminer l'intersection des plans Py, P; et Ps.
Pi: 3x+3y-32=-3
Py -3x -3y =-1
Ps: 2x+2y—-8z =-8
Exercice 6 :

1) Résoudre dans R® le systéme suivant :

SX+7y—-32=22
X+2y — 2=6
2X—2y+52=-7

2) En déduire la solution des systemes suivants :
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£+l—3(z+2):22

5la|+ 7]b| - 3| =22 x-1 2y
2) | |a|+2b)- |d =6 ) {2 +2-(z+2) -6

e~ 2b]+5¢] =7 A
————+4+5(z+2)=—-7

x-1 vy

Exercice 7 :
a) Résoudre dans R* le systéme :

X+y+z+t =-4
-X+y-z+t = 4
8Xx+4y+2z+t=1
3x+2y+ z =0.

b) Déterminer les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
f:R—R

X ax®+bX*+cX +d
Sachant que f(1) =- 4, f(-1) =4, f(2) = 1 et que f admet un minimum pour 1.
1) Résoudre dans R* le systéme linéaire & quatre inconnues réelles a, b, ¢, d :

a+b +c +d :—§

4a+3b+2c+d=0
8a+4b+2c+d=-2
32a+12b+4c+d =0
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2) Application : Soit f la fonction de R dans R définie par :
f(x) = ax* + bx* + cx’ + dx + e.

Déterminer les réels a, b, ¢, d, e sachant que la courbe représentative C passe par les points

0(0;0),A (1;—%], B (2; -4), et que C admet en chacun des points A et B une tangente de

vecteur directeur i .

Exercice 8 :

1) Déterminer la fonction polynéme P, de degré 5 qui coincide avec la fonction sinus en 0 et
en &, dont la dérivee premiere coincide avec celle de la fonction sinus en 0 et en 7, et dont
la dérivée seconde coincide avec celle de la fonctions sinusen O eten = .

2) Soit fo, fy, T, et f3 les fonctions définies sur R par :
fo)=1; fi(x)=1+x; HX)=1+x+x%; fa(x)=1+x+x*+x°.
a) On considere la fonction ¢ définie sur R par :
4 2
o (X)= -gx3 +§x2 +X-7
Etablir qu'il existe un quadruplet de réels (a; b ; ¢ ; d) et un seul tel que :

Q= afg + bfy + cf, + dfs.

b) soit ¥ la fonction définie sur R par :
¥ (X) = a+ fBx+ x> +°, ol a, f,7,6 sont des réels donnés.
Démontrer qu'il existe un quadruplet (a; b ; c; d) et un seul tel que :
Y = afy + bfy + cf, + dfs.

3)_Triangle

On considere un triangle ABC tel que AB=5cm, AC=6 cmet BC =7 cm.
Le cercle inscrit dans le triangle ABC est tangent a (BC) en A', a (AC) en B'et a (AB) en C'.
Calculer AC', AB', BA', CA'et CB'.
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