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CHAPITRE

Partir d’un bon pied [f%®

A Vraiou faux ? La variation absolue n'est pas constante.

Reconnaitre une variation .fz):o,s ot &4
absolue ou relative

=0,8. Les coefficients multipli-

cateurs sont les mémes : la consommation peut

. 60600 ) étre modélisée par une suite géométrique.
CCM— 1= 1~ 9
a. Vrai: CM—1 48 400 1=0.25, s0it25%. EJ b. Laugmentation est de 11 pour 1 000, ou
b.Vrai:VF=(1-0,20)xVD. 1,1 % par an.
60000
Donc VD= =750000. . . .
i 08 C ) QCM - Etablir une relation
t 750 000 — 600 000 =150 000. A
c. Faux:car VF=(1+0,316)xVD. de recurrence
9 c. Au mois n + 1, le montant apres prélevement
4005x10
Donc VD2723043X109. est Un—120.

La grand—mere de Nath ajoute 0,1 X (u,—120).

- . Le montant aprés le dépot est donc :
B ) QCM - Reconnaitre une suite Uy =(u,—120)+0,1 (u,—120)=(u,—120)x1,1.

arithmétique ou géométrique

E] a. Lesdatessont espacées de la méme durée D ' QCM — |nte|’p|’éter
de 10ans. un algorithme

«16,7—-153=14 et 18,1-16,7=1,4.

La variation absolue est constante tous les 10ans: Réponse b.

la consommation peut étre modélisée par une Tableau de suivi des valeurs des variables lorsque

suite arithmétique. Avaut 5.

87 109 et 181108 A B c
15,3 16,7 5

Le coefficient multiplicateur n'est pas constant : Initialisation 5 0 1

la consommation ne peut pas étre modélisée par 1 2

une suite géométrique. Traitement 5 5 2

F3 b. Les dates sont espacées de laméme durée (tantque C<A) 3 3

de 10 ans. -

.8-10=—2 et 64—8=-16. Sortie 5 3 8

) Découvrir

Estimer une population (.12

[0 c3 - £ | =C2/B2
A A B C D E E G H
1 Année 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010
2 Population | 227,3 | 285 | 3668 | 4822 | 6387 | 8195 10112
3 [CM 1,254 1,287 1,315 1,325 1,283 1,234
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F] Calculons le coefficient multiplicateur décennal
1

1011, 2)6 1282
227,3

EX a. Pour tout entier n, on note P, la population afri-
caine estimée par ce modele (en millions) a I'année
1950+ 10n.Py=2273etgq=1,28.

Pour tout entiern, P, ;=128 P,

donc P,=227,3x1,28"

En 2010, n=6, Pg~ 999,68, valeur inférieure a la valeur
réelle.

moyen égal a (

b.Si g=1,29.

Pour tout entiern, P, ;=129 P,

donc P,=227,3 x1,29"

En 2010, n =6, P, = 1047, 46 valeur supérieure a la
valeur réelle.

c. La population africaine dépassse 2 000 millions
lorsque n vérifie 227,3 % 1,28">2000.

A l'aide d'un tableur, on trouve n =9.

Calculer une somme et déterminer un seuil (p.12)

d. A B c D E

a #e | =1000*0,98"81 = 1 jour 1 2 3 s
2 “production | 1000 | 980 | 960 | 941

b. - production
2] 3 - E] -83:c2 , Produeion| 1000 | 1980 | 2040 | 3882
4
Jour 12 3|4|5|6]|7 9 10 11121314 15 16| 17 | 18
Production | 1000| 980 | 960 | 941 | 922 | 904 | 886 | 868 | 851 | 834 | 817 | 801 | 785 | 769 | 754 | 739 | 724 | 709
:::fk‘g:m" 1000|1980 | 2940 | 3882 | 4804 | 5708 | 6594 | 7462 8313|9146 | 9963 (10764 11549|12318|13 072(13 81014 534| 15 243

Visualiser a long terme (p.13)

H a D4 ~ £ | =Ba/B3
A B ¢ [ D] E
- c
2 semaine | valeur ’
3 0 1000 | taux ¢
4 1 1020 2 1,02
H a. valeur
1700
1500
A B 1 € | D B
1 1400 .."
2 _semaine | valeur 1300 T o
3 0 1000 | tauxt g 1200 o
4 1 1020 2 102 | ueiet
5 2 1040 g
38 35 | 2000 =
39 36 2040 ] 10

b. Pour tout entier n, soit v, la valeur de |'action a 'année n,
v,=1000x1,02".

- (8 £ =B4*SDS4
b. A | B C D
3 0 1000 | taux t q
* 4 1 900 | -10 0,90

13 10 349
23| 20 122

Along terme, la valeur de cette action sera nulle.

c. Si g > 1, lavaleur de I'action augmente,
si 0 <g<1,lavaleur de cette action diminue
= etsi g=1,ellereste constante.

Modéliser par une suite récurrente (p.13)

Situation M : Y a.C
Situation @ : [} d.A
Situation®: [l c.D
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D) Savoir faire

© 1. Modéliser al'aide d'une suite arithmétique ou géométrique (.15)

La production augmente chaque année de 2 %, la
production est multipliée chaque année par 1,02
donc, la suite (u,,) est géométrique de raison 1,02 avec

© Uy=3000.
. Ainsi pour tout entiern, u,=1,02"x3000.
: Uy=1,02'9%3000. Soit u,,=3 657 tonnes..

b. La production totale est égale a

1,0211-1

P=uy+ U+ ...+ Ujg=Ug X 1 =150000(1,02"-1)

soit P=36 506 tonnes.

7

E a. Soitu,laproductiondesucredelannée 2010+n.
La consommation moyenne de sucre diminue de 3 %
par an. Cette consommation est multipliée par 0,97
chaque année.

b. La suite (u,) est géométrique de raison 0,97 avec

Up=8. 0,976 —1 800
S=Up+ Ui+ ...+ U= Ug X ———— = ——
0,97 -1 3

soit S= 110,46 kg par personne.

(1-0,9776)

© 2. Etudier une suite géométrique et déterminer un seuil (.17

de placement. C,=12000.

Le capital placé a intéréts composés au taux annuel
de 2,7 % est donc multiplié par 1,027 chaque année.
La suite (C,,) est géométrique de raison 1,027 de terme
initial C;=12000.

Pour tout entiern, C,=1,027"x12000.

C,o=1,027"2% 12000 . Soit C,y~ 15663 €.

b.Cy>0 et 1,027 > 1, donc la suite (C,) est croissante

et lim C, = +oo.
N—>+o0

c. A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on
trouve n = 27.

E On note F, le nombre de femmes salariées apres n
années. F;=0,30x2000=600.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Les dirigeants décident d'augmenter de 5 % le nombre
des femmes salariés, chaque année.

a. Le nombre d’hommes salariés va diminuer de 5 % du
nombre de femmes, soit de 30 hommes ce qui repré-
sente environ 2 %.

Le nombre de femmes salariées augmente chaque
année de 5 %, le nombre de femmes salariées est mul-
tiplié chaque année par 1,05 dong, la suite (F,) est géo-
métrique de raison 1,05 avec F;=600.

Ainsi pour tout entiern, F,=1,05"x600.

b. Le nombre de femmes dépasse le nombre d'hommes,
lorsque F,>1000. 1000 5
1,05" x 600 > 1 000 < 1,05" > W@ 1,05" > 3

A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on
trouven =11.

© 3. Etudier une suite arithmético-géométrique (.19

Exercices d’app[[cati_on b veeeeceronncconnnnnens
. E En reprenant le méme raisonnement, on trouve :

Bl a. u;=2944 et u,=2887,216.

b. Pour tout entier n, u,,=1,014u,—98.

E1 a. Pourtoutentiern, v,,;=1,014u,—7098=1,014v,
etv,=3000-7000=-4000.

Dol u,=7000—-4000x1,014".

b. Pour n =40 le capital est encore positif. Au début du
40¢ mois le capital serait négatif et égal a—73, 2 donc le
41¢ versement serade 98 —73,2=248 €.

ﬂ a. On note u, le montant restant d{i en début du
n-ieme mois. uy=4300.

Le taux mensuel étant de 1,6 %, un mois apres l'achat,
- les intéréts sont de 4 300 x 0,016 = 68,8, puis Corinne
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rembourse 68 €, donc le capital restant d( au début du
1" mois apres l'achat est :
u,;=4300+68,8-68=430038.
u,=4300,8+4300,8x0,016—-68=4301,6128.
b. Pour tout entiern, u, ,,=u,+ 0,016 u, — 68

=1,016u, — 68.
On pose la suite auxiliaire v, = u, — 4 250, pour tout
entiern,alors:v, ;=u,,.;—4250.
v, ,1=1,016u,—68—-4250=1,016 u,—4318.

8
=4250.

On met 1,016 en facteur en remarquant que

D’ou pour tout entiern, v, ;=1,016 X (u, -4 250)
=1,016xv,.
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: Donc, par définition, la suite (v,) est géométrique, de
: raison g=1,016 et de terme initial :

: v,=4300-4250=50.

. Ainsi, pour tout entiern, v,=v,xq"=50x1,016"

et u,=v,+4250=50x1,016"+4250.

(p. 21)

|z| c. Le 1¢"entier pair est 0 et la différence entre deux
entiers pairs consécutifs est 2.

@ a. Myriam dépense 9 fois 250 €. Donc fin septembre,
il lui reste 3500-9x250=1250¢€.

E c. Lasuite (p,) est modélisée par une suite géomé-

trique de raison 1+ 11,35 =1,01135 etde terme initial
pPo=6990.

Donc p,=6990x1,01135" et p,;=7913.

@ b. Pour tout entiern:
Upp1=u,-03u,+05x03u,=085u,.
La raison de la suite géométrique est 0,85 .
@ b. Comme 64 =25, la somme
S= 1+l+l+...+lcontient7termes.
2 4 64
1 7
1_(5) 1 1
2L 1-)-2- L.
1_1 128 64

2
1,984 est une valeur arrondie, pas une valeur exacte.

D'ou S=

@ a. Fin juin, le nombre de bougies stockées est :
$=540+540%x1,1+...+540x 1,1°
=540x (1+1,1+1,1%2+...+1,1°)
1-1,16
1-1,1

=540 x =4166.

Puisque 1,016 > 1 et 50 > 0, la suite (v,,) est croissante,
donc la suite (u,) ayant méme variation que la suite
(v,) est aussi croissante.

Ce qui signifie que le montant restant d0 ne cesse de
croitre, donc que le prét ne sera jamais remboursé.

@ b. La quantité vendue au mois n augmente de 26 % ;
donc CM,=1,26.

q,=1000x1,26".
Le prix unitaire au mois n diminue de 21 %;
doncCM,=0,79.

p,=10x0,79".
Donc au bout de n mois, la vente est :
V,=p,xq,=10x0,79"x 1000 1,26".

Donc V,=10000x (0,79 % 1,26)",
soit V,=10000 x 0,9954".
Comme 0 < 0,9954 < 1et 10000 > 0, la suite (V,) est
décroissante.

@ c. Lavaleur de la moto suit une suite géométrique
deraison g=09.
Comme 0<0,9<1,alors lim 0,9" =0.
N—>+oo
@ a. Pour tout entier n non nul, la probabilité de
gagner n parties consécutives est 0,8".
A la calculatrice, 0,8%°=0,011 > 0,01
et 0,82'=0,009 <0,01.
@ c. Pour tout entiern:
=u, +iu,, +4000=1,05u, +4000.
100

Upia

) Exercices

ED Suites arithmétique ou géométrique (.22

[17) ocM

El a. Laccroissementmoyende u;=12 a u;=48 est:
us —u -
_Us—Uy _48-12 18
3-1 2
Fl c. v,=2n+5 est I'expression d'une suite arithmé-

tique: V,=Vy+nxa,avec a=2.
El a. Laraison de la suite géométrique est :
M= 16,7 =1,0915.

] oCcM
Hocu,,=u,+6.
1 b. u,=1,03""2x176.

[18) oCcM

[l c. CM=1+t=1 +ﬁ=1,018.
100

El b. ug=20000x1,018%~23068,12.
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El b. u,,~23906; Uy  ~24336.
[ a. ug—uy=23068,12—20000~3068,12.

Hi) Nature d'une suite

Suite arithmétique géométrique
Réponse a.e. b.c.d.
a.a=2; 1 1
i ! b.g=—;c.g=1,1;d.g=—
Raison e.d=-100 q > q q 3

Kl Calcul du n-iéme terme

[l Le taux de croissance annuel est de 9 %, donc le PIB
de la chine est multiplié par 1,09. Soit u, le PIB a l'année n,
la suite (u,,) est géométrique de raison 1,09 et de terme
initial uy=5000.

Pour tout entier n, u, =5 000X 1,09" .

Pour n=6, ug=8385,5 milliards.

CHAPITRE1 Suites 4



E1 U=5000; N=6.

El a. Ajouter Entrer T, puis changer Stocker U + 0,09U
dans U par Stocker U + (T/100)*U dans U .

b. Pour 2015, U« 200 et N« 7.

On obtient environ 3 007,26 millions de dollars.

[221 Calcul du terme initial

On note p, la production de départ.

pox1,2%=224 .Donc p,= 1223

7

= 75 tonnes.

FE] Calcul de la valeur actuelle

On place un capital C, a intéréts composés au taux

annuel de 4,5 % le 2 janvier 2012.

Le capital augmente de 4,5 % par an dong, il est multi-

plié par 1,045 chaque année. La suite (C,) est géomé-

trique de raison 1,045 et de terme initial C,.
C,=C,(1,045)".

4,5\
Auboutde5ans, Cy |1+ =4000.
100
4000
(1,045

soit un capital initial d’environ 3 209,80 euros.

F71 Augmentation constante et stockage

[} a. La production augmente chaque semaine de
10 boites et on stocke la production au fur et a mesure.
Soit P, la production a la semaine n, la suite (P,) est
arithmétique de raison a=10.

Le terme initial est P,=50.

Pour tout entiern, P,=50+10(n—-1)=10n+40.

Ps = 90 .
b.Onrésout P,>200< 10n+40.>200<n>16.
E a. Casio ™

T e i

i 150+P

Se+Pe =gg_,5

Por 5 tFor{l.2,N)

For 241 To He tP1165P

e 154PS

S+P35 M

b.S=50+(50+10)+(50+20)+ (50+30)+ (50+40)
=350 boites.

[25) Empilement

Pour tout entier n non nul, le niveau n contient n pierres.
Donc le nombre total de pierres jusqu’au niveau n est :
1+24+3+...+n.

On remarque que, au niveau 3, on a deux fois (1+2+3)
représentés par un rectangle de cétés 3 et 4:

2X(1+2+3)=3x(3+1).
De méme, au niveau n:
2X(1+2+...4n)=n(n+1).
_n(n+1)

DoUu: 1+2+...+n 5 .

[281 Stockage d'une production

E} Une augmentation de 12 % se traduit par une suite
géomeétrique de raison 1,12.
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Donc le 8% mois, la production est :
900x 1,128 =2228kg.
E2 On calcule la somme du stock et des productions du
1€ au 8¢ mois :

900+900x1,12+900x 1,122+ ... +900 x 1,128
=900x (1+1,12+1,122+... +1,128)
1-1,12°
1-1,12
Lentreprise pourra honorer sa commande en huit mois.

=900 x =~13298 > 10000.

Somme de rebonds

T A chaque rebond, la hauteur maximale atteinte par
la balle diminue de 20 % , donc elle est multipliée par
0,8. Soit h,, la hauteur maximale atteinte par la balle au
rebond n,

- au premier rebond, h,;=0,8;

- au deuxiéme rebond, h,=0,64.

E1 a. Lasuite (h,) est géométrique de raison 0,8 et de
terme initial h,=1.

Pour tout entiern, h,=0,8" .

On résout h, < 0,06 alaide du tableau de valeurs de la
calculatrice, on obtient n =13.

b. La distance parcourue par la balle au n-ieme rebond
est égale a 2h, . La distance totale parcourue jusqu'au
dixieme rebond est :

1-0,810
D=h0+2h1+2h2+...+2h9=2(h0x—)—h0

1-0,8
=10(1-0,8")-1
D=7926m.

H Calculs techniques

21 _
a.5 =1+1,1+1,12 +...+1,120=%

S, = 64,002.
— 13
b.S,=1+098+00982+ ... +0,0812= 108"
1-0,98

S, =~11,549.
8 _
c. 53=1,03+1,032+...+1,O37:1,o3><1'0371
1,03-1

S, ~ 7,892.

FX] Encore des sommes
2.5, =2+2%x0,8+2x0,82 +...+2%0,84

_ 46
—2x 1Z08% 01— 0,8%) .
1-0,8
s, =10.
b.S,=100+100% 1,01 +100% 1,012+ ... + 100 x 1,012
1,013 —1 .
—100x 2"~ _10000(1,013-1).
S,~1381.

El] En fonction de n

a.5 =1+15+152 4+...+1,51
n _
12l o0, ).
1,5-1

b.S,=3+3%x0,9+3x%x0,92+...+43%x0,9"
1—0,9n+1

=3X ———— =30(1-0,97+1).
1-0,9
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Somme de salaires

E} Pour tout entier n, on note S, le salaire mensuel
d'Alice I'année 2012 + n.

A chaque 1¢" janvier, & partir de 2013 pour 10 ans, son
salaire mensuel augmente de 3 %. Il est donc multiplié
par 1,03, donc la suite (S,) est géométrique de raison
1,03 et de terme initial S,=1500.

Pour tout entiern, S,,=1500x 1,03".

F1 a. Lesalaire mensuel d’Aliceen2013 est S;=1545€.
Le salaire mensuel d’Alice en 2014 est S,=1591,35€.
b. Le salaire total en 2012 est: 12x 1500=18 000 €;
en2013: 12x1545=18540€;

en2014: 12x1597,35=19096,20 €.

El a. On résout 1 500 x 1,03" > 2 000 a l'aide du
tableau de valeurs de la calculatrice, on obtient n = 10;
donc p=10.

b. Le salaire total percu par Alice depuis le 1¢" janvier
2012 jusqu’au 1¢" janvier 2012 + p exclu est égal a:
S=12X5,+12X 5, +12X 5+ ... +12x 5,

1,0310 —1

=12x1500x $=206350¢€.

7

EH La légende du jeu d'échec

Sur la premiére case du jeu, on dépose un grain de riz,
puis le double sur la deuxiéme case et ainsi de suite en
doublant chaque fois le nombre de grains.
I} Le nombre de grains de riz que I'empereur s'engage
a donner a Sissa est égal

264 1

2-1

soit environ 18 10" grains , c’est-a-dire dix-huit milliards
de milliards !
F1 1 kg correspond a 3 000 grains donc, 18 x 10’8 grains

18
pésent 18107 _ 6x10'> kg
3 000
ou encore : 6 X 10'? tonnes, ce qui représente plus de

10 000 fois la production mondiale annuelle de riz.

1424224234+ ... +203= =264

B Sens de variation et limite

[36 Vrai ou faux ?

1 1 -1
[l Vrai:u,_,—u, = - =
TN 42 n+1 (n+1)(n+2)

La différence entre 2 termes consécutifs est négative : la
suite (u,) est strictement décroissante.

Autre méthode : 1
Pour tout entiern, u,=f(n) avec f(x) e~ sur[0;+eol.
X+

-1 . S .
Comme f'(x)= ——— strictement négatif, la fonction

(x+1)
fest strictement décroissante sur[0;+oo [.
Comme n<n+1,alors f(n) > f(n+ 1), cest-a-dire
u,>u,.,:lasuite (u,) est strictement décroissante.
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EE] Comparaison de suites

[l a. Les deux suites (V,) et (A,) modélisent les
consommations annuelles de vin en France en 1970 +n.
La consommation de vins courants a diminué de 4 %
dong, elle est multipliée par 0,96 chaque année. La suite
(V,,) est une suite géométrique de raison 0,96 et de
terme initial V,=95.Pour tout entiern, V,=95x0,96".
Celle de vins AOC a augmenté de 4 % donc, elle est mul-
tipliée par 1,04 chaque année.

La suite (A,,) est une suite géométrique de raison 1,04 et
de termeinitial A;=38.Pourtout entiern, A,=8x1,04".
b.En1990,n=20.V,,~42LetA,,= 17,5L.

H a. R, =%= 11, 875 et pour tout entier n,

12

n n
R —M=11,875x(ﬁ) .

" 8x1,04n
La suite (R,,) est une suite géométrique de raison — et
de terme initial Ry=11,875. 13
b.En 2010, n=40, R,,~0,483.

El Onrésout V, <A, < 95x0,96" <8x1,04" =R, <1.
On trouve n =31, soit p=31.

Y} Suite et calcul formel

El a. Lasuite (u,) est géométrique de raison 1,05 et de
terme initial 100.

b. Somme des 11 premiers termes ug+u;+... + Uy,

1,05p+1—1
CoUptU+...+U,=100X ————=12 000(1,05P+1-1)

1

=2000 x 1,05P*1 -2 000
=2000x 1,05x% 1,05P -2 000
=2100x1,05P—-2000.
Fl V=uy+u,+...+u;;=2000x 1,05'% -2 000
soit V=1592tonnes.

B L'exil d'Horus ou I'Oudjat
1111111(1)2 (1)6
—+—+—+—+—+—=—+|=] +...+|=
2 4 8 16 32 64 2 \2 2
6
1 2
==X
2

1\8 1\°
21_(5) . La partie manquante est (E) .

F1 Vrai:Lafonction x+>3x2—2x+1 est croissante sur
lintervalle [1; +e[; vy=1 et v, =2 doncla suite (v,)
est monotone.
E] Vrai: La fonction f définie sur [0 ; +oo[ par
f(x)= 2x+1 a pour dérivée f'(x)= ;

X+2 (x+2)2
Donc f est strictement croissante sur [0 ; +oo[ .
Comme n<n+1,alors f(n) <f(n+1) cest-a-dire
w, < w,,:lasuite (w,) est strictement croissante.

QCM
[l c.+oo. F1 a.o. ﬂa.L=1,25.
0,8

7
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EE) Vraiou Faux ?

n
I} Faux. Exemple u,=1- (%

Bl Faux. Exemple u,=-2".

Ef] Etude des variations d'une suite

Fl a. u, =0,1x1,27:0,1>0 et 1,2> 1, doncla suite
(u,,) est croissante.
b.u, =n2+2n-1. f(x)= x2 +2x -1, la fonction f
est une fonction trindbme du second degré, elle est
croissante sur l'intervalle [-1 ; +oo[, donc la suite (u,,)
est croissante.
Ha. u,= !

2n+3

o 1T -2

1T N5 2n+3  (2n+3)2n+5)
Pour tout entiern, u,,,—u, <0, doncla suite (u,) est
décroissante.

: Pour tout entiern,

u

3n .
b.u, = ——.Pour tout entier n,

n+1
L _,_3n+3 30 _ 3
MU 42 n+1 (n+1)(n+2)]

Pour tout entiern, u,,,—u, >0, donc la suite (u,) est
croissante.

Limite de g”

[l a.+00; b.0; c.+oo.

F1 Aesttrésgrand;Bestprochede 1;Cestprochede0;
D est proche de 1; E est trés grand ; F est proche de 1.

[41) Limite d'une suite géométrique
a.0,8€]0;1[.Donc lim 0,8" =0.
N—+oo
En multipliant par 1 500, on obtient que
lim 1500%x0,8" =0.

N—>+oo

b.2,3>1.Donc lim 2,3" =+,

n—>+oo
En multipliant par 5 000, on obtient que
l[im 5000%2,3n = +oo,

N—+co
c. 1,12>1.Donc lim 1,127 = +oo,
N—+oo
lim 3x1,12" =+,

N—>-+oo

Y] Croissance ou décroissance ?

Ugo

a. Le capital de base est de 240 000 €.

Ugo place son capital a intéréts composés au taux

annuel de 5 %, mais il doit payer une taxe de 2 % du

capital et en retire chaque année 2 % .

On a donc pour tout entiern, U, ., =1,05U,—2x0,02U,
=1,01U,.

La suite (U,) est géométrique deraison 1,01 et de terme

initial U, = 240 000.

Pour tout entier n, U,=240000x 1,01"

1,01 >1 et 240 000 > 0, donc la suite est croissante.

b. Us=240 000 X 1,01° soit Us=~252242,41€.

¢ lim U, = +eo.

N—>-+oo
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Vic

a. Vic investit son capital dans une entreprise ce qui lui
permet d’augmenter son capital de 20 % par an, mais
il paye 30 % de taxes sur les intéréts acquis et utilise
14 % de son capital par an.

On a donc pour tout entier n,
V,.1=12V,-03X02V,-0,14V,=V,.

b. La suite (V,) est constante égale a V;=240000=V;.
c. lim V, =240000.

N—+oo
Walid
a. Walid réalise un investissement industriel : son capi-
tal augmente ainsi de 15 % par an, mais il doit payer
10 % du capital en assurance et céder 40 % des intéréts
acquis en taxes.
Pour tout entiern,
W,.,=1,15W,-0,1W,-04x0,15W,=099 W,,
la suite est géométrique de raison 0,99 et de terme ini-
tial 240 000.
Pour tout entier n, W,=240000x0,99".
0<<0,99 <1 et 240000 > 0, donc la suite est décrois-
sante.
b. Ws=240000 X 0,99° soit Ws~228237,6€.

c. limW,=0.
n—+oo
2]
A B c ]
1 n Uga Vie Walid
20 24000 =82 =c2
3 mATH1 BZ+0.05°B2-0.02BI-0.00°E2 SC2+0.2' 000 C20.14°02 3020150201 DI040I5TE
“ B c D
1 n Ugo Vie Walid
2 o 240000 240000 240000
3 1 242400 240000 237600
4 2 244824 240000 235224
5 3 247272 240000  232871.76
] 4 249745 240000  230543,042
7 5 252242 240000 228237612

@ LOI}EI’ en augmentation

B a v, ,=u,+002u,=1,02u,.

Donc le loyer suit une suite géométrique de raison 1,02.
Pour tout entiern, u,=450x1,02".

b.g=1,02>1 et 450 >0, donc (u,) est croissante.
Comme lim 1,02" =+, en multipliant par 450 :

N—>+oo
l[im 450 1,027 = oo,
N—>+oo

F1 Donc le loyer mensuel FERET
dépassera 500 € au bout g us
de six années : 45H.18
, . E 4775y
d’augmentation. g 4B7. 08
|
Y41=586. 7 ¥ 3888659

El Le montant total des loyers versés en cing ans est :
$=12x450+12%x450x 1,02 +...+12x450x 1,024
=12x450% (1+1,02+ 1,022+ 1,023+ 1,02%)

_ 5
=5400x =192 _ 58100
1-102 8, 1,2,3, 43501
soit 28 100 € au total sur ’ ,{ i 2 3 43
5 ans. Ya(lgaslz

4568 459 468.18..
12%zommeclz)
28181.81686

On peut vérifier a l'aide
des listes sur la calculatrice.
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Déterminer un seuil

I} Soit la suite (u,) géométrique de terme initial
Uy, =100 etderaison g=1,1.

Pour tout entiern, u,=100x1,1".

E1 1,1>1 et 100 >0, la suite est croissante et

lim u, =+

n—+o

El a.lerangptel que u,> 500 existe, car lim u, = +o.

n—+o
Dés que u, > 500, la suite (u,) étant croissante, on a
pour tout entier n tel que n>p, u,>u,>500.
b. On cherche, a l'aide de la calculatrice, I'entier n a
partir duquel u, > 500.0n trouve n=17,donc p=17.
Reprendre les programmes de la p. 20 en entrant 100
dans U initialement.

EntrerQ et A
Mettre Na 0 et Ua100
Tantque U>A
ajouter Ta N et calculer
le terme U suivant
Fin de Tant que
Afficher 'entier seuil

Entrer 1,17en Q et 500 en A

Marché en valeurs a long terme

EF En 2009, en France, il s'est vendu 7,5 millions de télé-
viseurs au prix moyen unitaire de 500 €, donc le marché
en valeurs est égala 500 x 7,5 =375 millions d'euros.
Entre 2009 et 2010, le prix des téléviseurs a chuté de
15 % et le volume de ventes a augmenté de 13 % donc,
le marché en valeurs est égal a 500 x 0,85 1,13 x 7,5
soit 3 601,875 millions d'euros.

F1 a. Leprixdestéléviseurs chute de 15 % paran donc,
il est multiplié par 0,85.

Pour tout entier n, u,,, =0,85u, la suite est géomé-
trique de raison 0,85 et de terme initial uy=500.

Pour tout entiern, u,=500x0,85".

Le volume de ventes augmente de 13 % par an donc,
il est multiplié par 1,13. Pour tout entier n,
Vp1=1,13v,; lasuite est géométrique deraison 1,13 et
de termeinitial v,=7,5.

Pour tout entiern, v,=7,5%x1,13".

b. Pour tout entier n, w,,=u,, xv,,=500x0,85"x7,5x1,13"
=3750x%(0,85x%x1,13)"=3750x0,9605".

La suite (w,) est géométrique de raison 0,9605 et de
terme initial 3 750.

€. 0 < 09605 <1 et 3750 > 0, donc la suite est
décroissanteet lim w, =0.

n—+o
EX Pour I’ Allemagne, pour tout entier n,
A,1=095x1,13A,=1,0735A,.
La suite est géométrique de raison 1,0735.
1,0735 > 1 et A, > 0, donc la suite est croissante et

lim Ay = +%.

n—+o

Chiffre d'affaires

E} Avant la promotion le chiffre d’affaires est égal, en
euros,a C,=2400x15=36 000.
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Le fabricant baisse le prix de 10 % et espére augmenter
les ventes de 11 % dong, le chiffre d’affaires est égal, en
euros,a C;=1,11x0,90 x 36 000 =35 964 .

El a. Pourtoutentiern, C,,,=1,11x0,90C,=0,999C,,.
La suite (C,,) est une suite géométrique de raison 0,999
et de terme initial C;=2400x 15=36000.

Pour tout entier n, C,=36 000 x 0,999".

0<0,999 <1 et 36000 > 0, donc la suite est décrois-
santeet lim C, =0.

n— 400
Donc le fabricant ferait mieux d’abandonner son idée.
- 5
b.Cy+C +C2+C3+C4=36000xw
1-0,999
=179 640,3598 .

Dépréciation d'une machine

El a Apartirde 2010, la baisse annuelle de la valeur de
la machine est de 15 %, elle est donc multipliée par 0,85.
On note v,, la valeur estimée de la machine au bout de
n années de fonctionnement a partir de 2010. Pour tout
entier n, v, = 0,85 v, . La suite est géométrique de
raison 0,85 et de terme initial v,=220000.
b. Pour tout entier n, v, =220 000 x 0,85".
c. En 2015, n=5, v;=97615€.
E2 220000 >0 et 0 < 0,85 < 1, donc la suite (v,,) est
décroissante.

limv,=0.

n—+o
La machine perd de sa valeur au cours du temps et se
rapproche de 0.
El Alaide de la calculatrice, on résout :
220000 % 0,85" < 50 000.0n trouve n=10.

/8] Injection de médicament

Le volume de médicament contenu dans le corps dimi-
nue de 8 % par heure.

E} Aubout d'une heure, 2x0,92=1,84cm3.

Au bout de deux heures, 1,84x0,92=1,693 cm?3.

E1 a. Pourtout entier n, on note v, le volume de médi-
cament présent dans le sang du malade au bout de n
heures. Ce volume diminue de 8 % chaque heure donc,
il est multiplié par 0,92.

Pour tout entier n, v,,; =0,92v, . La suite est géomé-
trique de raison 0,92 et de terme initial v,=2.

Pour tout entiern, v,=2x0,92".

b.2>0 et 0<0,92 <1,donclasuite est décroissante
et de limite nulle. Le volume de médicament contenu
dans le corps disparait a long terme.

El On cherche I'entier n a partir duquel v, < 1,al'aide
de la calculatrice, on trouven = 9.

Pour v, <0,5,0ontrouven=17.

Pour v, < 0,001, on trouven = 92.

EntrerQ et A
MettreNaO et Ua 2
Tantque U>A
ajouter 1a N et calculer
le terme U suivant
Fin de Tant que
Afficher 'entier seuil

Reprendre les
programmes de la page
20 en entrant 2 dans U
initialement.

Entrer 0,92 en Q puis pour
chacun des programmes,
dansA :1;0,5 ;0,001
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E) Suite arithmético-géométrique

[49) QCcM A 8
_-— 3 1| n U,
n b- Un+1=Un+ﬁUn+100 2 o 1000
=1,03u, +100. e
EFl c. u,=1263,90. s 3| 1401817
El a. (voir ci-contre). 6 4| 1543872
7 5| 1s90,188

Ei] Modélisation correcte ou non ?

a. correcte.
b. incorrecte :
Uy 1=1,05u,-0,02u,—50=1,03u,—-50.

[51) Trouver une formule de récurrence
a. uy=10000. Pour tout entier n:

Uy, =Up +%un -2000+300=1,05u,—1700.

u;=105xuy—1700=1,05x10000—-1700=8800.
u,=1,05xu;—1700=1,05x8800—-1700=7540.
De méme, u;=6217 et u,~4828.

b. uy=5000.Pour tout entiern :

3
Unsy = Uy + 5oty =500 =1,03u, =500

u;=1,03xuy—500=1,03x5000-500=4650.
u,=1,03xu;—-500=1,03x4650-500=4289,50.
De méme, u;=3918,19 et u,=~353573.

€. uy=60.Pour tout entier n:

n —%un —%un +4,3=082u,+43.
u,;=082xuy+43=0,82x60+43=535.
u,=082xu,;+43=0,82x53,5+43=48,17.

De méme, u;=43,799 et u,=40,216.

Uppr =4

EH Calcul de premiers termes avec tableur

El a. Soit la surface S, envahie par les mauvaises
herbes le mois n. Elle augmente de 50 % et s’agrandit
de 140 m? donc, pour

) A B
tout entier n, 1 e s,
Spe1=S,+0,55,+140 2 0 500
b. Pour tout entier n, i ; ;‘3;3
Sn+]=1,55n+140 [ a 2840
So=6000x0,10=600. [ 4 44B0
c. Voir tableau ci-contre. 7 5 6830
H a.
c3 - ( £| =B3*07

b. A chaque mois de ry B I
traitement, la surface 1 g S, |apres tratement
envahie, a ce mois, 2 _ 0 800 500
par les mauvaises & —1 1040 728
herbes dimi td 4 F 1760 1232

erpes diminuen e 5 1 2840 1888
30 % donc est multi- & 4 4460 32
pliée par 0,7. s B850 4823

4,=4460x0,7=3122m?.
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EE] Calcul de premiers termes

! a. On note C,lecapi- M .E4ZC+7EBEEEE—90
tal d’Arthur au bout de n  |AE

5 19978
années de placement et 1. B435+Rep—SBEE
retrait. 139563, 438
Arthur trouve un place- |l.E8438+EeFr—2EEE

199248, BR3E

ment au taux de 6 %.

Mais il doit payer 27 % des intéréts acquis en impots et

retire chaque année 9 000 €. Le capital est donc multi-

plié par 1,06 puis augmenté de 9 000.

C,=200000.

C,=1,06C,—0,27 x 0,06 x C,—9 000
=1,0438xC,—9000.

b.C,=199760; C,=199509,488; C;=199 248,0036;

C,=198975,0661

S (e (o) () [ e

E1 Soit k la somme retirée, C, = 1,0438 x 200 000 — k

=200 000 < k=8750.

] Suite auxiliaire géométrique

a. uy=10 et pour tout entiern :

Uy =2u,-Tetv, =u, -1.

Voo =Up —1=2u, =1-1=2(u,-1) = 2v,

la suite (v,,) est géométrique de raison g=2.

b. uy=500 et pour tout entier n :

u,,, =0,95u, +100 et v, =u, —2000.

V. =U,,; —2000=0,95u, +100 - 2000
=0,95u, —1900 = 0,95(u, - 2000)

Voo =0,95v, .

La suite (v,,) est géométrique de raison q=0,95.

[55 Etude d'une clientéle

El a. u,=8000x0,7+3000=8600;

u3;=8600x0,7+3000=9020.

b. u, est le nombre de clients au cours du n-ieme mois.

Le mois suivant, il y a alors 0,7 x u,, de clients fideles

et 3 000 nouveaux clients. Donc u,,,,;=0,7u,+3000.

Oru,—u,=600 et u;—u,=420: lasuite (u,) n'estdonc

pas arithmétique.

Y _ 1,075 et Ys 1,049 : la suite (u,) n'est pas géo-

u, u,

métrique.

El a. Pourtout entiern:

V,41=10000-u,,;=10000-(0,7u,+3000)
=7000-0,7u,=0,7(10000—-u,) .

Donc v,,,=0,7v, . La suite (v,) est donc géométrique

deraison 0,7 et de terme initial v,=10000—-u,=2000.

Donc pour tout entiern =1, v,=2000x0,7""".

b. Comme v,=10000—-u,,0ona:

u,=10000-v,=10000-2000x0,7""".

El u,,=10000-2000x0,7'2"1~9960.

Selon ce modeéle, il y aura 9 960 clients le 12¢ mois de

I'enquéte.
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B3 Retraits sur un compte bancaire

Pour tout entier n, on note u, le solde du compte de Léo
au 2 janvier de I'année 2000 + n, en euros.

Au 1¢" janvier 2000, Ainsi uy = 1000 .

Léo a placé 1 000 € sur son compte rémunéré a intéréts
composés a 2 % par an. A partir de 2011, Léo a retiré
100 € a chaque 1¢" janvier.

E} a. u;=1000x1,02-100=920

u,=920x1,02-100 ™ Y
=83840. O 100
b. Pour tout entier n, % E%g y
un+1'=u(,><1,02—100. EI E;E%;
c. Voir c.|—contre. A 0 CR: ER
d. La suite semble étre B yoc =g
décroissante. n=H

F1 Pour tout entier n,
onposev, =u, —5000.
a.v,=-—4000.

b. Pour tout entiern:
U, =102u, -100 et v, =u, —5000.

v ne1 = 5000 = 1,02u, - 100 - 5000

1,02u, - 5100 =1,02(u,, —5000).

Pour tout entiern, v, =1,02v,,.

La suite (v,,) est géométrique de raison g=1,02.
Pour tout entiern :

v, =-4000x1,02" et u, =5000-4000x1,02".
El a. En2010, n=10, u;q ~124,02€.

b.v, <0, pour n= 12, dong, a partir de 2012.

n+1 = U

Autres retraits

Matéo place 5000 € sur son compte rémunéré a intéréts

composés a 4,5 % par an. A partir de 2011, il retire 360 €

a chaque 1¢" janvier.

E} Pour tout entiern:

Up,1=1045xu,-360 et u,=5000.

E1 Pour tout entiern, v, = 8000 - u,,

Vo, =8000-u,,, =8000- 1,045x%x u, + 360
=-1,045u, + 8360 =1,045(8000 - u,).

Pour tout entier n, v,,; =1,045v, . La suite (v,) est

géométrique de raison g = 1,045 et de terme initial

vy =3000.

Pour tout entiern :

v, =3000x1,045" et u, =8000-3000 x1,045".

En 2020, n=10, u;,=3 341,09 €.

B} Versements sur un compte rémunéré

Armel place 2 000 € sur son compte rémunéré a intéréts
composés a4 % par an et a partir de 2012, verse 2 000 €
a chaque 1¢" janvier.

Fl a. u; =1,04 x2000 +2000 =4080.

u, = 6243,20 ; u; =8 492,93

b. Pour tout entiern:

Up,; =1,04 xu, +2000 et u,=2000.

E1 Pour tout entiern, v, = u, + 50000

a. v, =52000; v,=54080; v,=>56249,20;
v3=58492,93.
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b.v,,=u,,,+50000=1,04xu, +2000+ 50000
=1,04u, + 52000
=1,04(u, +50000).
Pour tout entier,v,,,; = 1,04v, .Lasuite (v,) est géomé-
trique deraison g=1,04 etde termeinitial v, =52000.
Pour tout entiern, v,, =52000 x 1,04".
c. Pour tout entiern, u, =52000x 1,04" —50000.
El Onrésoutal'aide du tableau de valeurs de la calcula-
trice, 52000 % 1,04" —50 000 > 15000.0On trouven=6.

[58l Déterminer un seuil

On donne l'algorithme et les programmes de la ques-
tion EX:

Stocker 0 dans N et 300 dans U
TantQue U <600 faire

Stocker N+1dans N

Stocker 1,04 x U + 13 dans U
FinTantQue
Afficher N

D'ou les programmes :

Casio TI™
======Ex059 ====| || PROGEAM: EXO05%
H+He AN
JEE-+e $IEE-l
lhile U2e@6Eg thhile U=&88
H+1=+He M+l
1. 84xU+13+1e 1. 84*%U+1351
WhileEnds +End
H. t0isFk M

On exécute le programme.  [gramEXOS2
Les chardons auront envahi
plus de 600 m?2 de jardin Done

au bout de 10 semaines.

i) Prévision et comportement a l'infini

[} Le service commercial perd 50 % des abonnés chaque
année, donc le nombre d’'abonnés est multiplié par 0,5
etil enregistre 1 000 nouveaux abonnés donc pour tout
entiern, u,,;=0,5u,+1000.
E1 La suite (u,) semble étre décroissante, et de limite
2 000.
El Pour tout entier n, v,=u,—2000 donc,
V1= Uy, —2000=0,5u,+ 1000 — 2 000
=0,5u,—1000=0,5 (u,—2000)=0,5V,.
La suite (v,) est géométrique de raison 0,5 et de terme
initial vy =uy,—2000=4 000—-2000=2000.
Pour tout entier n, v, =2 000 x 0,5", donc
u,=2000x0,5"+2000.
3 a. Pourtoutentiern:
u u,=2000 (0,5™"-0,5" =2000x%0,5"(0,5-1)
=-1000x0,5".
b. Pour tout entier n, u
décroissante.
Le nombre d'abonnés diminue au cours du temps.
H 0<05<1,donc lim 0,5"=0

n—+o
donc lim 2000x 0,57=0. lim u, =2000.
n—+w

n— 4o
A long terme, le nombre d’abonnés diminue sans des-
cendre en dessous de 2 000.

n+1

1 — U, < 0, donc la suite est
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D) Accompagnement personnalisé

T,=19800-0,01x19800=19 602
et T3=19602-0,01x19602=19405,98.
H a. Pour tout entiern, T,,,=T,-0,01T,

=0,99T7,.
Donc la suite (T,) est géométrique de raison 0,99 et de
terme initial T,=20000.Donc T,=20000x0,99".

b. 2008 corresponda n=58.

T =20000 % 0,99°% ~ 11 165 tonnes.

: H Oncalcule: S,=To+T,+...+T,.
: 5,=20000+20000%0,99 +...+20000x0,99"
¢ =20000x(1+099+...4+0,99")

Revoir les outils de base ¥

1-0,99n+1

=20000 x =2000000x% (1-0,99"+7).

7

[ Savoir distinguer variation absolue et
variation relative

Kl La valeur finale est V¢ =7,8; la variation absolue est

égale, en million, a 0,75. La valeur de départ est donc,

7,8-0,75=7,05.

La variation relative est le quotient

variation absolue 0,75
Vs 7,05

C'est-a-dire, exprimée en pourcentage, 10,64 % .

El a. Le nombre de voitures immatriculées a Pékin est

égal, en millions,a: 7,8+0,75=8,55.

b. Le nombre de voitures immatriculées a Pékin est

égal, en millions,a: 7,8 X 1,1064 = 8,62992 soit environ

8,63 millions.

El Le taux d'évolution est de 24 % donc le nombre de

ventes de véhicules tout terrain a été multiplié par 1,24

entre 2009 et 2010. Soit Vle nombre de ventes en 2009,

V% 1,24 = 850000

850000 . )
Donc, V, = soit environ 685 484 ventes.

= i soit environ 0,1064
47

7

[¥] Savoir si une suite numérique peut étre
arithmétique ou géométrique

K 127-11,4=13;14-12,7=1,3;il est possible que
ces termes soient les premiers termes d’une suite arith-
métique.

H 54 - 90=-36;32,4—54=-21, 6 ; la suite n'est pas
arithmétique.
54 _ 0.6 32,4
920
soient les premiers termes d’une suite géométrique.

E1 Les coefficients multiplicateurs ne sont pas égaux,
donc la suite n'est pas géométrique.

=0,6. Il est possible que ces termes

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

O Le filon sera épuisé 4 [ 1]
lorsque S,,= 1000 000, E% E%ggi
c'est-a-dire 51 DYy
1-0,99"1=0,5,0u g8 | iskd
encore 0,99™1<0,5.

[&E EEEY |
On tabule 0,99 a la P1B0. 99 (R4l

calculatrice, par pas de 1.
Le filon sera épuisé lorsque n =68, soit en 2018.

Savoir calculer des capitaux placés a
intéréts simples ou composés

E b. Chaque année, les intéréts sont toujours égaux a
2,3 % du capital initial.

2,3

=115, s0it 115 € par an.

lIs sont ajoutés au capital a la fin de chaque année : le
capital acquis est donc modélisé par une suite arithmé-
tique de raison 115.

E1 a. Chaque année, les intéréts sont égaux a 2,3 % du
capital placé durant I'année en cours.

I,= zsz .Donc C,,,=C,+0,023xC,=1,023C,.

n—
Lecapitalestdoncmodéliséparunesuitegéométriquede
raison 1,023.

E b. Le coefficient multiplicateur associé a un place-
ment a taux mensuel de 1,6 % sur une durée d'un an est :

1,6\
CMyiobal = 1+ﬁ ~1,2098.

Le taux associé est :
global =M

Schéma explicité

Capital
place

global — 1=0,2098, soit=21%.

G
Onadonc: C, =C, +C, x = C0(1+L).
100 100
Intéréts /,
CHAPITRE1 Suites 1



t t
C,=C, +C x—=0C[1+—]|.
T 1( 100)

Intéréts /,
On obtient dong, les termes d'une suite géométrique de

raison g =1+ % et de terme initial C,.

Pour aller

] Modéliser

: Soit u, lalongueur du c6té d’un carré a I'étape n.

u

1
n+1=5un et u, =1.

La suite (u,) est géométrique de raison 1 et de terme
initial ug = 1. 2
1 )n+1
1- n+1 n
MR
V) )

2
1 2
2

S,=1x

lim S, =2.

! oo

¢ On définit un repére

. orthogonal, (O, 1, J),

: et on étudie les som-
: mets des carrés, les

: pointsA;, Ay, As, . A, Az

: Pour tout entier n, le A3
point A, a pour coor-
: données (S, ; up). 0 1

Aq

. n
Or, S,,=2—(%) =2-u, e u, =2-5,.Lespoints A,

sont alignés sur la droite d'équation y=—x+2.

: Lorsque n devient trés grand, les points se rapprochent
: du point d'intersection de cette droite avec I'axe des
. abscisses, le point de coordonnées (2;0).

: Onvisualise ainsi la limite de la suite (S,,) égale a 2, ainsi
: que la limite nulle de la suite (u,)).

Raisonner, chercher

1 B4 - ( £| =B3+B2

A B [

: i _n Fn guotient

: 2 1] 1

: 3 1 1 1

. 4 2 2 2

: 5 3 3 1.5

: E 4 5 1,6E6EEE65T

: 7 5 & 16

: 8 [ 13 1,625

: g 7 21 1615384615

: 10 a 4 1,619047619
1 El 55 1617647059
12 10 89 1,618181818

: 13 11 144 1617877528

. 14 12 233 1,618055556

: 15| 13 377 1618025751
16 14 610 1,618037135

: H a. Un carré est construit sur deux cotés des carrés
. précédents dong, la longueur de son coté est la somme
: des longueurs des cOtés des deux carrés précédents.
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3§ Savoir traduire une situation par
une relation de récurrence

a.u,,; =1,20u, -10; uy =100.
b.u,,,=0,92u, +5; u, =50.

€ Up, =12u, -0,30x0,20u, +5:u, =2000.

--------------------------------------------------------------

b. Pour tout entiern,

Foo+F F 1
q)n+1= n+1 1" o1 —
Fn+1 Fn+1 q)n
1
x=1l+— x2=x+1© x2-x-1=0.
X
A=5" n S rouge 5 | 5 blewe ,
' o | & | 18
1-+/5
X, = 7 X; <0 1 8 30
2 2 18 48
1+ /5 3 24 78
Xy = i X, >0 4 29 126
5 B3 204
Donc, comme ] 102 330
7 165 534
<I>>0,q)=1+‘/§, 8 267 | 864
2 g 432 1398
® est le nombre d'Or. 10 E99 | 2282
est le nombre d'O . e s
. . 12 1830 5822
3] V0|r.C|-contre 3 051 P
et dessin. 14 4791 15504
15 7752 25086

] Démontrer

K Pour tout réel g, tel que 0 < g < 1, on peut multi-
plier les termes de l'inégalité par le nombre réel g >0,
donc 0 < g% < g < 1.0n multiplie de nouveau par le
nombre réel g >0,

0<qg3<g?<g<1 etdeproche en proche on obtient
pour tout nombre entier n:
0<g'<g"'<gn?<..<qg*<qg<1.

B Siu<u,etg>0,

Upyy = Uy = @"Ug = q"Ug = " (qug — Ug) = " (Uy - Up) .
u, —uy, > 0, dong, pour tout entiern, u,,; —u, > 0;
donc la suite (u,) est croissante.

Siug >u; et q>0:

Upet = U= q" Uy = q"Uq = " (qUo = Ug) = q" (U - Ug) -
Or u; —uy <0 et qg" >0, dong, pour tout entiern,

Up,q — U, < 0,donc lasuite (u,) est décroissante.

[X] Alarecherche d'une généralisation

a. Pour tout entier n:
Uppy=qup+aetv,=u,—<

Vop =Upgy _€:qun+a_€=q(un +

(a-¢)

) .gnonnul.

- ¢

Orf{=qgl+a

dong, Vo = q(un - e) =qv,.

La suite (v,,) est géométrique de raison q.

b. Pour tout entiern, v, = v,q" = (uy - €)g"

dou u,=v, +€=(uy -€)gn +¢.

. Si0o<g<1,alors lim g" =0;donc limu,=¢.

n—+o0 n—+wx
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=) Réussir au Bac

Evolution comparée de deux
populations

E} Pour tout entier n, on note respectivement a, et b,
les populations des villes A et B au bout de n années.
Les projections pour les prochaines années prévoient
les évolutions suivantes :

Pour la ville A, une diminution annuelle de 3%, donc la
population est multipliée par 0,97 chaque année ; donc
la suite (a,,) est géométrique de raison 0,97 et de terme
initial a,=200000.

Pour la ville B, une augmentation annuelle de 5 %, la
population est multipliée par 1,05 chaque année ; donc
la suite (b,,) est géométrique de raison 1,05 et de terme
initial b, =150 000 .

E1 Pour tout entier n:

a, =200000x 0,97" et b, =150000 x 1,05".

EJ A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on
obtient, pourtout n=4, a,<b,.

Comparaison de deux modéles
Question préliminaire

a. Les émissions de CO, seront, par rapport a celles en
1990, multipliées par 0,75 en 2020, par 0,6 en 2030, par
0,4 en 2040 et par 0,2 en 2050.

1990 | 2008 | 2020 | 2030 | 2040 | 2050
563,9 | 527,0 |422,925| 338,34 | 225,56 | 112,78
b. b = % et &= 0,5, la progression n'est pas géométrique.
a a

b—a=-112,78 et c—b=-112,78, la progression est
arithmétique.

El Premier modéle

On suppose que la baisse annuelle de 10 Mtep consta-
tée entre 2006 et 2008 se maintient dans les années a
venir. On note u, les émissions de GES, en France en
Mtep de CO, en 2008 +n.

a. La suite (u,) est arithmétique de raison —10 et de
terme initial u,=527.

b. Pour tout entiern, u,=527-10n.

En 2050, n=42, les quantités de CO, émises en Mtep,
seront égalesa u,,=527-420=107.

Lobjectif est donc atteint.

F1 Second modéle

On suppose que la baisse, d'environ 2 % par an entre
2006 et 2008, se maintient dans les années a venir. On
note v, les émissions de GES, en France en Mtep de CO,,
en 2008 + n suivant ce modele.

a. Les quantités émises sont donc multipliées par 0,98
chaque année. La suite (v,) est géométrique de raison
q=0,98 etde termeinitial v,=527.

b. Pour tout entiern, v, =527 x 0,98".

En 2050, n=42, les quantités de CO, émises en Mtep,
seront égales a v,, =527 x 0,98%2=225,58 .

L'objectif ne sera pas atteint.
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c. En 2020, n=12,v,,=527 % 0,98'2=413,55:
Objectif atteint.

En 2030, n=22,v,,=527 x0,98%2=337,90:
Objectif atteint.

El Critique d’'un modéle

a. Pour le premier modéle en 2061, n=53,

Us3 =527 + 12 X 53 =3 résultat négatif.

Ce modéle n'est pas valable a long terme.

b. Pour le second modéle, 0 < 0,98 < 1, dong,
limv, =0.

n—+o
A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on
obtient v, < 112,78 pour n =77, soit en 2085.

Capital placé a intéréts composés
Héléne dispose d'un capital de 15 000 € qu'elle place a
intéréts composés au taux annuel de 2,25 %.

Son capital est donc, multiplié par 1,0225 chaque année.
! Aubout d'un an, le capital en euros est égal a:
15000 x 1,0225=15 337,50.

Au bout de deux ans, le capital en euros est égal a
15337,50%1,0225=15632,59.

F1 a. Le capital est multiplié chaque année par 1,0225
donc la suite (C,) est géométrique de raison 1, 0225 et
de terme initial C;=15000.

Pour tout entiern, C,=15000x 1,0225".

b. 1,0225> 1 et 15000 > 0 donc la suite (C,) est crois-
sante et de limite infinie.

EJ Linstruction stocker C*2,25/100 dans C est incor-
recte. Il faut écrire : stocker C + C*2,25/100 dans C ou
stocker C*1,0225 dans C .

A l'aide de ce programme, si S prend la valeur 30 000,
alors on obtient C > 300000 pourn =32.

Si S prend la valeur 50 000, alors on obtient C > 50 000
pour n =59,

Sommes et calcul formel

El a. Pour tout entier n = 1, on note a, la location
mensuelle, selon le contrat A, et b, selon le contrat B,
pour la n-iéme année d'utilisation.

« Contrat A:

Augmentation de la location mensuelle de 6 € a chaque
premier janvier. La suite (a,) est arithmétique de raison
6 et de terme initial a, =150.

Pour tout entiern, a,=150+6(n—1)=144+6n.

- ContratB:

F1 a. Augmentation de la location mensuelle de 4 %
a chaque premier janvier. Le montant de la location est
donc multiplié par 1,04 chaque mois. La suite (b,) est
géométrique de raison 1,04 et de terme initial b, =150.
Pour tout entiern, b,=150x1,04""1.

b. Le coit annuel au bout de 5 ans est, pour le contrat A,
As=12xa;=12x174=2088.

Pour le contrat B, B;=12xb;=12x175,48=2105,75.
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El a. A;=3x52+147 x5, s0it 810 €.
1,04> -
b.Bs =150 X ———

81245€. 104~

c. Pour le contrat A, le montant total déboursé, en euros,
estégala 12 xA;=9720.Pour le contrat B, le montant
total déboursé, en euros, est égal a 12 x B soit environ
9 749 €. Ces montants sont inférieurs au prix au comp-
tant de ce piano.

Un jeu de fou

Gain pour un mois de n jours: 300000 x n .
On a donné aprés n jours :

=3750(1,04° - 1) soit environ

0,01+0,02+0,04+....+2""'x0,01=0,01 2n -1
=0,01(2" -1).
Nombre | Somme Somme .
de jours recue donnée Gain
28 8400000 | 2684354,55 | 571564545
29 8700000 | 5368 709,11 | 3331290,89
30 9000000 | 10737 418,2 | —1737 418,23
31 9300000 | 21474836,5 | —12174836,5

Epargne en France

E} a. En2000, Iépargne par habitant en France était de
2 160 € pour atteindre 3 197 € en 2010.

) L L s 3197
Le coefficient multiplicateur global est égal a CM = ——
soit CM=1,48. 2160
Soit t le taux d’accroissement annuel moyen :

( t)‘o 3197 ¢ 3197\ ""°
T+—) =— & 1+ — =
100 100

2160 2160

1+ ﬁ =~ 1,04 soit un taux d'accroissement annuel
moyen d'environ 4 %.

b. En 2002, le montant de I'épargne est, en euros :

2 160 x 1,042 = 2 336,26 , montant inférieur a la valeur
réelle 2 658 €.

c. Soit t, le taux d'accroissement annuel moyen,

( t)2 2 658 t 2658
T+— | =2 14— = |/
100/ 2160 100

2160

t . , .
1+ — =1,109 soit un taux d'accroissement annuel

moyen d'environ 11 %.
En 2010, le montant de I'épargne serait égal, en euros, a
2160 % 1,119, soit environ 6 133 €.

F1 On cherche l'entier n tel que 3 197 x 1,04" > 4 000 .
A l'aide du tableau de valeurs de la calculatrice, on trouve
n=6,soiten 2016.

El Soit e, le montant de Iépargne a l'année n et r, le
montant du revenu disponible la méme année.

Le montant de I'épargne augmente de 4 % par an, donc
il est multiplié chaque année par 1,04.

Le montant du revenu augmente de 3 % par an, donc
il est multiplié chaque année par 1,03.

€1 1,04e, 1,04 y e,

©1,03r, 1,03 r,

Pour tout entiern,

rn+1
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La suite &n est géométrique de raison 1o4 .
r, 103

104 €o . .
——>1 et — >0, doncla suite est croissante.
103 Iy

Importations et limite de stock

El a. Pour tout entier n, on note u, la quantité res-

tante d'extrait en fin de mois en kg.

A la fin du premier mois, il reste 96 % de la production

soit,en kg : 500 0,96 =480 . Donc, u,=480.

La production baisse de 8 % par an, elle est donc multi-

pliée par 0,92 chaque année. Il reste 96 % de la production.

u;=0,96 x500x 0,92 =441,60

u,=0,96 x 500 x0,922 = 406,272

b. Soit P, la production d'extrait a I'année n, pour tout

entier n,

Uy, =096xP, . =0,96x(0,92xP,)
=0,92%x0,96P,=0,92u,.

La suite (u,) est géométrique de raison 0,92 et de pre-

mier terme u,=480.

- n+1
c. S,=480x % =6000(1-0,92n+1),
1-0,92
F1 0<092<1,donc lim u,=0 et lim S, =6000.
n—+o0 n—+wx

A long terme, la quantité stockée se rapproche de
6 000 kg ou 6 tonnes.

El a. S,=6000(1-0,92""")=6 000 — 6 000 x 0,921,
0<0,92<1 et —6000 <0, donclasuite (S,) est crois-
sante et de limite 6 000, les quantités stockées n'attein-
dront donc jamais 10 tonnes.

b. On cherche l'entier n tel que S, > 4 000 . A l'aide du
tableau de valeurs de la calculatrice, on trouve n =13,
c'est-a-dire que la quantité stockée dépassera 4 tonnes
auboutde 13mois.P;3=500%0,92"3 soit P;3~169,127kg.
Volume des ventes: 0,04 x 169,127 = 6,77 kg .

La course d'Achille et |a tortue

a. Soit u,, la distance parcourue, en métre, par Achille a
I'étape n pour atteindre l'endroit ou était la tortue.
u,=700.La distance parcourue par la tortue pendant 50 s
est égale, en metres, a 50x 0,07 =3,5 soit u,=3,5m.
b. Achille parcourt u, métres pendant le temps

u
t,= ﬁ s . La distance parcourue par la tortue est alors

u
égale en métres a ﬁ x 0,07 =u, % 0,005 .

Pour tout entiern, u,,,;=0,005u, .
La suite (u,) est géométrique de raison 0,005 et de
terme initial 700.

1-0,005"

.S =u,+u,+uUs+...+u, =700 x ————.

n 1 2 3 n 1_0’005
700 140000

lim S, = =
0,995 199
lim S, =703,0518 .

n— 4o

0<0,005<1, limu,=0.

n— 40

n—+o

t

u
n = ﬁ , la limite du temps est nulle aussi.
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Epargne et consommation
des ménages

El Pour tout entier n, on note Y, le revenu et C, le
montant de la consommation du ménage, en 2010+n.
Son revenu pour I'année 2010 est de 40 000 € , donc
Y,=40000.
Le ménage épargne 20 % de son revenu annuel et
consomme le reste, donc C,=0,8x40000=32000.
En 2011, le revenu augmente de 3%::
Y, =40000x 1,03=41200.
La part de sa consommation a diminué de 2,5 % et est
donc égale a 0,8 x0,975=0,78, soit 78 %.
Le montant de la consommation du ménage est
C,=0,78xY,=32136.
En 2012, le revenu augmente de 3 %,
Y,=41200x1,03=42436.
La part de sa consommation a diminué de 2,5 % et est
donc égale a 0,78 x0,975=0,7605 soit 76,05 %.
Le montant de la consommation du ménage est
(,=0,7605xY,=32272,578.
E1 Pour tout entiern, Y, =Y, X 1,03.La suite est géo-
métrique de raison 1,03 et de terme initial Y,=40 000 .
Pour tout entier n, Y,,=40000 x 1,03".
El a. La part de la consommation des ménages dimi-
nue de 2,5 % par an dong, elle est donc multipliée par
0,975 chaque année. La suite (P,) est géométrique de
raison 0,975 et de terme initial P,;=0,8.
En 2010+n, P,=0,8x0,975" et C, =P, x Y, .
Pour tout entiern, C,=0,8 x0,975"Y,,.
b. Pour tout entiern:
C,=0,8x0,975" x 40 000 x 1,03"

=32000x% (0,975 % 1,03)" =32 000 x 1,00425"
1,00425 > 1 et 32000 > 0, donc la suite (C,,) est crois-
sante.
¢. La consommation a long terme tend vers l'infini.

Suite de versements sur un compte
Partie A Situation théorique

Bl v,=1035; v,=1070,175; v5=~1105526;
v, ~1141,054.

E1 Cet algorithme donne les N | K S
valeurs de la suite géomé-

trique (S,,) de raison 1,005 et 4 1000
de terme initial 1 000 c'est-a- 1 1005
dire les valeurs 2 | 1010025
S, = 1000 x 1,005" pour les

valeursdenégalesa 1, 2,3, 4. 3 | 1015,0751
El Affectera S lavaleur 4 | 1020,151

$x1,005+30.

Partie B Situation pratique
[T a. Le capital initial est placé au taux mensuel de
0,5 %, il est donc multiplié par 1,005 chaque mois, puis
on ajoute 30 €.
Au bout d’'un mois le capital est donc égal a :
1000x 1,005+30=1035.

b. Au bout de deux mois le capital est égal a :

1035%1,005+30=1070,175.
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F1 Voir ci-dessous (Programme écrit avec Algobox)

w VARIABLES
N EST_DU_TYPE NOMBRE
5 EST_DU_TYPE NOMBRE
w DEBUT_ALGORITHME
=N PREND_LA_WVALEUR 12
—5 PREND_LA_WALEUR 1000
W POUR k ALLANT DE1AN
DEBUT_POUR
ES FREND_LA_WALEUR 1.005*5+30
FIN_POUR
—AFFICHER 5
—FIN_ALGORITHME

Y Variation d'un inventaire

Partie A
3 v £ =C2*0,9+45D52
A B 5 D
: achat
annee n Up
1 annuel
2 2011 0 11500 800
3 | 2012 1 11150
4 | 2013 2 10835
5 2014 3 10551,5
8 2015 4 10296,35
7 2016 5 10066,72
8 2017 6 9860,044
9 2018 7 9674.039
10 2019 8 9506,635
11 2020 9 9355,972
121 2021 10 | 9220,375
13 | 2022 11 9098,337
14 2023 12 | 8988,503
15 2024 13 | 8889653
16 2025 14 | 8800,688
17 2026 15 | 8720,619
18 2027 16 | 8648,557
19 2028 17 | 8583,701
20 2029 18 | 8525,331
21 | 2030 19 | 8472,798
22 | 2031 20 | 8425518
23| 2032 21 8382,966

Partie B Etude théorique

El a. u;=1150%x0,9+800=11150

u,=11150x0,9+800=10835.

La suite semble décroitre.

b. Pour tout entiern, u,,,=0,9u,+800.

E1 a. Pourtoutentiern, v, =u, - 8000

Vo=Uy,—8000=3500.

b. Pour tout entier n :

Vpe1=U,,1—8000=09u,+800—-8000
=0,9(u,—8000)=09v,.

La suite est géométrique de raison 0,9 et de terme ini-

tial 3 500.

c. Pour tout entiern, v,=3500x0,9".

El Pour tout entiern, u,=3500x0,9"+8000.
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Partie C Long terme
En 2016, n=5.us=3 500 x 0,95 + 8 000 = 10 066,72
soit 10 067 ouvrages.
0<09<1et3500>0,donclasuite (u,) est décrois-
santeet lim 0,97 = 0, donc la suite a pour limite 8 000,

n—+o

doncelle ne prendra jamais de valeurs inférieures a 8 000.

Partie D Comparaison.

a. Le nombre d'ouvrages diminue de 1 050 mais aug-

mente de 800. il diminue de 250 chaque année.

La suite (v,,) est donc arithmétique de raison —250 et de

terme initial 11 500.

Pour tout entiern, v,=11500-250n.

b. On résout v, <8000 < 11500 —250n < 8 000
&n>14.

Populations et immigration

I} a. Pour tout entier n, on note P, la population, en

milliers,en 2010+ n:P,=1000.

Le taux d’accroissement naturel annuel est de 1,3 %

(erreur dans I'édition 1) , donc la population est multi-

pliée par 1,013 et le solde migratoire est de 65 000 per-

sonnes donc

P,=1,013xP,+65=1078.

P,=1,013 x P, + 65 soit environ 1 157 habitants.

b. Pour tout entiern, P, ,=1,013P,+65.

E1 Pour tout entier n, v,=P, + 5000 .

a.Vy=Py+5000=6000.

b.v,,;=P,,;+5000=1,013P,+65+5000
=1,013P,+5065=1,013(P,+5000).

Pour tout entiern, v,,,=1,013v,.

c. La suite (v,) est géométrique de raison 1,013 et de

terme initial 6 000 donc pour tout entier n:

v,=6000x1,013"

P,=6000x1,013"-5000.

El La question est : « A partir de quelle année, la popu-

lation aura-t-elle doublée 7 » .

Réponse : Au bout de 12 ans dong, en 2022.

ER Etude d'un bénéfice

E} Pour le mois de rang n, avec n entier naturel, on note
R, le montant du chiffre d'affaires, C, le montant des
frais et B, le bénéfice, en euro.

Le chiffre d'affaires (ou recette) augmente de 1 % tous
les mois, il est donc multiplié par 1,01 chaque mois.

En février, le chiffre d'affaires, en euros est égal a:

R, =R,x1,01=2300x%1,01=2323.

Enmars, R,=R; x1,01=2323x1,01=2346,23.

Les frais augmentent dans le méme temps de 2,5 %. lls
sont donc multipliés par 1,025.

En février, les frais, en euros, se montent a:
C,=800x1,025=820.

En mars, C, =820 % 1,025 = 840,50.

Le bénéfice en euros, au mois de février est donc égal a
B,=R,—C,=1503.

Au mois de mars, il se montea B,=R,—-C,=1505,73.
E1 a. Pour tout entier n, R,.;=R, x 1,01, la suite est
donc géométrique de raison 1,01 et de terme initial
2300 ; donc pour tout entiern, R,=2300x1,01".
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Pour tout entier n, C,,, ;= C, % 1,025, la suite est donc
géométrique de raison 1,025 et de terme initial 800
donc pour tout entier n, C,=800x1,025".
b. Pour tout entiern:
B,=R,—C,=2300x1,01"—800x 1,025".
El a. Pourtoutentiern,B,,,—B,
=2300%1,01"*1-800x 1,025"*"-2300x 1,01"+ 800 x 1,025".
B,.,—B,=2300x1,01"(1,01-1)-800x1,025"(1,025—1)
=23%1,01"-20x1,025".
n
b. (%) > ;—3 . A l'aide du tableau de valeurs de la
calculatrice, on trouven = 10.
B,.,—B,<0 & 23x1,01"=20x1,025"<0
n
- (1,025) .23
1,01 20
Pour tout entier n = 10, la suite (B,,) est décroissante.
[ Le bénéfice de cet artisan diminuera a partir du
10® mois c'est a dire a partir du mois d'octobre.

EEl Placements et versements

El a. C,=5000

Le capital est placé au taux annuel de 5 %, donc il est

multiplié par 1,05 chaque année puis augmenté de

5000 €. Le capital, en euros, acquis au bout d'un an est

égalaC;=C,x1,05+5000=10250.

Le capital, en euros, acquis au bout 2 ans est égal a

G,=(C;x1,05+5000=15762,50.

b. Soit C,, le capital acquis a I'année n, le capital acquis

I'année suivante est multiplié par 1,05 chaque année

puis augmenté de 5 000 €, donc pour tout entier n :
C,.;=C,x1,05+5000.

E1 a. Soit C, le premier versement de 5000 € qui aug-

mente de 5 % par an, il est donc multiplié chaque année

par 1,05.

Au bout de 20 ans, ce capital est égal a 5 000 x 1,05%°

soit environ 13 266,50 €.

b. Le premier versement de 5 000 € est multiplié par

1,05 pendant 20 années. Le deuxiéme versement est

multiplié par 1,05 pendant 19 années, le troisiéme ver-

sement pendant 18 années etc.

Le pieme yversement est multiplié par 1,05 pendant 20 —p

années.

Kp =5000x 1,0520-P,

El a. Pour un capital placé pendant n années le pre-

mier versement de 5 000 € est multiplié par 1,05 pen-

dantnannées; le p'®me versement est multiplié par 1,05

pendant n—p années:

Pour tout entier n, K, =5 000 x 1,05"7F.

Le capital acquis au bout de n années est égal a la

somme des capitaux K, acquis, calculés précédemment,

pour 0=p=<n.

1¢" versement 5000x1,05"

2¢ versement +5000x% 1,051
3¢ versement +5000x% 1,052
+...
+5000x% 1,05
nieme versement  +5 000
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b. On reconnait la somme de n + 1 termes d’une suite
géomeétrique de terme initial 5 000 et de raison 1,05.
Pour tout entier n,

1,05 -1
c. Pour n=20, on obtient un capital d’environ
178 596,26 €.

=100 000 x (1,057+1 —1).

£¥] Calcul d'une somme

E} Pour tout entier n = 1, on note d, la distance par-

courue durant le n-ieme jour, en km.

Le 1¢"jour, il peut parcourir 50 km, donc d,=50.

Ensuite la distance diminue de 1 % tous les jours, elle

est donc multipliée par 0,99.

La suite (d,,) est géométrique de raison 0,99.

Pour tout entiern, n=1,ona d,=50x0,99".

E1 a. Pour tout entier n= 1, on note L, la distance

totale parcourueennjours: L,=d,+d,+... +d,.

1-0,99n

1-0,99
=5000-5000x0,99".

b.0<0,99<1,donc lim 0,997=0,

n—+w
donc lim L, =5000.

n— 40

L,=50x =5000x(1-0,997)

De plus —5 000 < 0. La suite (—5 000 x 0,99") est crois-
sante, la suite (L, ) est donc croissante de limite 5 000.
La distance totale parcourue ne pourra pas atteindre
5000 km. Il a donc perdu son pari.

E1 Lalgorithme calcule la distance parcourue au rang
n+1 etajoute ce résultat a la distance parcourue précé-
dente. Il calcule donc, de proche en proche, la distance
totale parcourue. On obtient L, > 4999 pour n= 848.

£ Probléme d'eau

Il a. Soit D, le débit en m3 pour le n-iéme jour aprés le

1€"juin. Le débit diminue de 20 % d’un jour sur l'autre, il

est donc multiplié par 0,80.

Pour la journée du 1¢" juin, le débit D, est égal a 300 m3

par jour. Le débit pour le 2 juin est D, =0,8 x 300
=240m?3.

b. Le débit est multiplié par 0,80 chaque jour.

La suite (D,,) est géométrique de raison 0,80 et de terme

initial 300.

c. Pour tout entiern, d,=300x0,8".

Au30juin, n=29,D,=0,5m3.

d.Sy9=Dy+D;+ ... + Dyg

- 30
~300x =98 _ 1500 (1-0,8%).

F1 a. Soit V, le volume d'eau au n-iéme matin apres le

1¢" juillet. Le volume d'eau diminue de 4 % chaque jour,

dong, il est multiplié par 0,96 et on enléve 500 m3 donc

si V,=100000.

V, =V, x 0,96 — 500 = 95 500 m3.

b. Pour tout entiern, V, ,=0,96V, —500.

El Pour tout entier n, par U,=V,+ 12 500.

U,.1=V,.1+12500=0,96V,—500+12 500
=0,96V,+12000=0,96(V,+12500)=0,96 U,,.

La suite (U,,) est géométrique de raison 0,96 et de terme

initial U, =100 000+ 12 500=112500.

3 Pour tout entiern, U, =112 500 x 0,96" .

V,=112500x0,96" —12500.

E Au1¢ Aout, n=31, V3;,=19237m3.

I3 Onrésout V,<0 < 112500x0,96" —12500 <O0.

Alaide du tableau de valeur de la calculatrice, on obtient

n = 54 . Laretenue sera «a sec » le 23 septembre.

) Reinvestir...

86 ... en sciences

Comment dater un fossile ?

K On estime que le nombre d’atomes de carbone 14
diminue d'environ 1,24 % tous les siécles. Ce nombre est
donc multiplié par 0,9876 par siécle.

30 000 ans =300 siécles donc en 30 000 ans le nombre
d’atomes a été multiplié par 0,987 63°°=0,023 677 soit
une baisse d’environ 97,76 %.

E1 Dans un squelette d’homme préhistorique, il ne
reste plus que 5 % du carbone 14 qu'il contenait quand
I’'homme était en vie.

On cherche le nombre entier n tel que 0,9876"=0,95.
D’aprés le tableau de valeurs de la calculatrice, on obtient
n=4,1.Le squelette a environ 400 ans.

E Pourdéterminer la période du carbone 14, on cherche
I'entier n tel que 0,9876"=0,5.

On obtient n=55,55 soit environ 5 500 ans.
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87 ... en musique

La gamme tempérée ou gamme
de tempérament égal
Kl Fréquence LA, = (fréquence DO;) x g°

=264 x 1,059463 soit environ 464 Hz.
Fréquence RE,=(fréquence DO,) X g%=528 x 1,059462
soit environ 593 Hz.

Note DO,|DO,|DO, DO, DO, DO; | DO, | DO, | DO | DO,

Fréquence | 33 | 66 [132]264|528|1056(2 112|4224|8 44816 896

Huit notes DO différentes.
b.

Note DO, | Sly |LA#,| LA, | SOL#,| SOL, | FA#,
Fréquence| 66 | 63 | 59 | 56 53 51 48

La plus grave est SOL,,.
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C.

Note DO, | DO#; | RE, | RE#8 |
Fréquence 8 448 8909 9396 9908 ‘
Note Mig FAg FA#g SOLg
Fréquence 10450 | 11020 | 11622 | 12257
Note SOL#, LAg LA#g Slg
Fréquence 12926 | 13632 | 14376 | 15161

E a.Lerapport de fréquence entre deux notes formant
une quinte juste ascendante est g7 = 1,45.
On appelle quinte pure deux notes dont le rapport de

fréquence était % .

b. Le rapport quinte juste est plus petit que le rapport
quinte pure.
12 quintesjustes:(g7)12 = (g'2)7 = 27 = 128, s0it 7 octaves

12
et 12 quintes pures : (%) ~129,75.

88 ... en économie

Le multiplicateur keynésien et le paradoxe
de I'épargne

H a. A/=AY,=1000

AY,=cx AY,=840

AY,=cx AY,=0,84 x 840=7056 .

b. Pour tout entiern, AY,,,=cXxAY, .Lasuite (AY,) est
géométrique de raison 0,84 et de terme initial 1 000.
Pour tout entier n, AY,=1000 x 0,84".

c. La somme des revenus a I'étape n est :

AY, + AY, + ... + AY, , somme des termes d’une suite
géométrique de raison c et de terme initial A/

— ch+l
soit AI><1 <
1-¢
d.Comme 0<c<1,alors lim ¢cn+1=0
n—+oo
szzﬂ_
1-c¢
1000
e.c=0,84;donc ZAY=——=6250.
1-0,84

E1 Si on donne une prime de 100 millions d'euros a des
chémeurs qui consomment 99 % de leur revenu, en

France: XAY= 100 =10000, soit 10 milliards d'euros.

7
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Ceci est vrai si des personnes consomment des produits
fabriqués en France. D'ou les politiques de relance de la
consommation.

'|_Cn+1
H sAY,+sAY,+...+5AY,=sAIx
-C
sap=3AL_ SAL_ ;.
1-c¢ S

Un investissement supplémentaire n'augmente pas
I'épargne.

89 ... en économie

Offre et demande a I'équilibre

Soit P, le prix a I'année n, la quantité demandée D, s'ex-
prime par: D,=3000-10P,.

La quantité offerte F,,,=6P,+1400.

K Py=150 doncD,=3000-10x 150 =1 500
F,=6x150+1400=2300.

H a. Aléquilibre F,.,~D,,,=0
6P,+1400-(3000-10P,,;)=0.
10P,.,—6P,—1600=0.

Pour tout entiern, P,,,=-0,6 P,+160.
b.P,=160-0,6 XP,=70; P,=160-06xP,=118.

H a.
A E = D
1 P, D, F,
2.0 150 1=3000-10"B2
3 =1+A2 |=-0,6"B2+160 |=3000-10"B3 [=6"B2+1400

b. La valeur limite du prix déquilibre semble étre 100.

I3 On pose, pour tout entiern:u,=P,—100.

a.u,,,=P,.,—100=-0,6P,+160—-100=-0,6P,+ 60
=-0,6(P,—100)=-0,6u,,.

La suite (u,,) est géométrique de raison —0,6 et de terme

initial uy=P;— 100=150—-100=50.

b. Pour tout entiern, u,=50x(-0,6 )"

P,=100+50x(-0,6)"=100+50 % (—1)"x 0,6"

Or, 0<06<1,donc lim 0,6"=0
n—+o
lim P, =100.
n—+w

Si P,=100 alors u,=0;lasuite (P,) est constante égale
a 100.

La suite (D,)) est constante égale a 2 000.

La suite (F,) est constante égale a 2 000.
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CHAPITRE

Continuité et convexiteé

(p. 40)

Partir d’un bon pied

A ) QCM - Lire graphiquement

EJ a. Lordonnée du point M d’abscisse 30 est 50.
F1 c.Lacourbe %; et la droite % d'équation y=x
se coupent deux fois.

El a.Lecoat moyen pour une production de 30
estégal a:

f30) _30 167,
30 3
C'est le coefficient directeur de la droite (OM).

B ) Vrai ou faux ? — Calculer
une dérivée, déterminer
la variation
Bl c.7(x)=-02%x3x2+6x2x+0

=-0,6x2+12x.
Donc f'(x)=0,6x(—x+20).

E1 b. On utilise la formule (ﬂ) _uxvov xu.
v v2
2 _ )
f,(X):1><(x +1) 2x><x: 1—x .
(x2 +1)2 (x2 +1)2

B b. Comme f'(x) s'annule en 2 en étant négative,
puis positive, la fonction admet un minimum en 2.
Et f(2)=1, minimum de la fonction f.

D'ou la fonction f est positive sur[-8;31].

L) OCM - Lire des propriétés

de tangence

EJ c. Le nombre f'(a) est le coefficient directeur
de latangente a la courbe % au point d'abscisse a.
Onlit f(2)=0, f(0)=1 et f(-1)=0.
E b.La tangente a € au point d'abscisse a
admet pour équation :
y=f(a)x(x—a)+f(a).

Onlit f(1)=1 et f’(1):M:4.Donc I'équation
réduite est : Ay

y=4x(x—-1)+1 & y=4x-3.
EJ c. On parcourt la courbe de I'abscisse x=-3 a
I'abscisse x=1 enimaginant les tangentes.

) Découvrir

"% A) Raccorder deux parties @ .42

EJ a. Couts fixes : f(0) =4 milliers d'euros.
f(2)=0,5x22 +4=6.

Cout total pour une production de 2 tonnes : 6 milliers
d’euros.

f(5,29)=5+3+5,29=119

Cout total pour une production de 5,29 tonnes: 11,9 mil-
liers d'euros.

b. Avant traitement : 0,5 x 32=4=8,5 milliers d’euros.
Aprés traitement : 5 = 3 +/3 = 10,20 milliers d’euros.
Co0t du traitement : 1,70 milliers d’euros. £(x)
F1 a. Le coefficient directeur de la droite (OM) est "

Il représente le colt moyen de production de la noix
de muscade en fonction de la quantité x exprimée en
tonnes.

0,5x+i sio<x=<3
X
b. g(x)= 5 3 c
—+—=+— si3<x=<9
x Jx x
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2 _
0,5- 2 03X =4 G 3

,(X)= X2 X2

J 5 3 ¢ _-10-2c-3+x
x2 2xJx x2 2x2
si3<x<9

0,5%2— 4 s'annule en 2+/2 = 2,83 sur10; 3].

x |0 22 3 9

g’(x) - 0 + -

g(x) \ / \

On retrouve le sens de variation du coefficient directeur

de la droite (OM) observé sur la copie d'écran.

c. On choisit c tel que:
5+3v3+c=8,5&c=35-3V3=-170.

On retrouve pour ¢ la valeur du co(t du traitement.
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] 0,5x2 +4 sio<x<3
X)=
) 5+3Vx +3,5-3vV3=8,5-3(Vx -/3)

si3<x=<9

2
0,5x2 +4 sio<x<3

_ X
900=1g,5_3(vx - 3)

X

si3<x<9

Résoudre (presque) une équation (p.42)

Equation x3 +3x2 —-1=0

EJ a. D'apréslareprésentation graphique, I'équation a
3 solutions.

b. 0,532; —0,653; —2,879.

Fl f(x)=x3+3x2 -1

f'(x)=3x2 +6x =3x(x+2).

x |-5 o -2 B 0 Y 5
f'(x) + 0 + 0 +
3 199
£(x) 0/ \0 O/V
-51.—" ~a -1

Léquation f(x) = 0 a trois solutions :
oa=-29;B=-0,7; y=0,5.

El a. f(-2)=3etf(0)=—1.

b. Sike [-1; 31, I'¢quation f(x) =k admet trois solu-

tions.

Déterminer le signe d'une fonction du 3¢ degré (p.43)

f(x)=x3+ax2+bx+c

EFrfx=x3+bx+c (a=0)
a. fx)=x3+2x-1
f'(x)=3x2+2.

La dérivée est strictement positive sur R. La fonction f
est strictement croissante sur R.
L'’équation f (x) = 0 a une seule solution .= 0,5 .

x| o
flx)| - 0 +

b. Conjecture sur le nombre de solutions de I'équation
f(x) = 0:aucune solution.

c. b=-2;c=-0,5 convient.

f(x)=x3-2x-0,5.

=8~ F=-gh=-0.E /
i,

A

X ‘ -1,27
fx) - 0+

-0,26 -1,53
0 - 0 +

B3 On suppose que a est de signe quelconque.

a. f(x) —3x2+2ax+b.
A=(2a)*-4x3xb=4(a*>-3b).

L'équation f'(x) = 0 admet deux solutions distinctes si et
seulementsia?—3b>0.

b. a=-3,75etb=3.

a*-3b=4,69; A=18,76 .0

L'équation f'(x) =0 a deux solutions:2et0,5.
D'ou le tableau de variations de la fonction f:

X 0,5 2
f'(x) + 0 - 0 +

o T~

f(x)=x3—-3,75x2+3x+¢

f(0,5)=0,6875+c

f(2Q)=-1+c

Léquation f(x) = 0 admet une unique solution o si et
seulementsi f(2) >0 ou f(0,5) <O0.
Cestadirec>1ouc<-0,6875.

Dans ces conditions :

x| o
fx), - 0o+

EJ On suppose que c=0.

a. X*-3x2+2x=0 & x(x?2-3x+2)=0.
S={0;1;2}.

b. ¥ —ax?+bx=0 < x(x?—ax+b)=0.

c. Cette équation a trois solutions si et seulement si
a?—4ab > 0.

Positionner une courbe et ses tangentes (p.43)

EJ a. La fonction f est dérivable sur R donc en tout
point de la parabole %, il existe une tangente a .
b. Equationde T:
y=f'lax—a)+fla)ey=2a(x-a)+a?

Sy =2ax—a?.
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. dix)=f(x)—t(x)=x2 —2ax + a2

=(x—a)’.
Cette différence est toujours positive ou nulleen x=a.
d. On en déduit que P est au-dessus de la tangente T
en tout point d’abscisse a de la parabole.
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1
i 1 )2
X x 2 +1
_~F ] M

= "/{1I:,_I..-_,_ ':"."."l".f

El a. f(x)=x3
Sur]—o0;01],% est en dessous de ses tangentes.
En 0, la tangente T traverse la courbe.
Sur[0;=0c0 [, est au-dessus de ses tangentes.
b. g(x)=3x2
La dérivée de la fonction cube est strictement positive
etnulleen 0.
La fonction f est strictement croissante sur R et n'a pas
d'extremum.
c.g'(x)=6x
X

g’(x) - 0 +

g) Ty o _—

@ en dessous @ au-dessus
deT deT

D) Savoir faire

© 1. Etudier le sens de variation d'une fonction (.4s)

Exercices d’application SRR
Bl 2 f(x) = x3 -9x2 +15x +33sur[0;8]. FlOna: 1-Vx=0e Jx<1o0<x=<1.

D f'(x)=3x2-18x+15

: A =144 ; solutions 1 et 5.

2

: x |o 1 5 8
f'(x) + 0 - 0 +

40 89
SN / \8 /

: El a. Droite %, , tangente a la courbe ¢ au point
. d'abscisse 3, d’‘équation :
fy=fQB)(x-3)+f(3)=y=-12(x-3)+24

: & y=-12x+60.

b. Equation de &, ;
D y=f'7)(x-7)+f(7) ©y=36(x-7)+40
. &y =36x-212.

@ EN Pour toutréelxde]0;41]:
Doy o _1-x
A PN N N N N
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Comme ~/x =0 pour tout réel xde [0;4],0n a
le tableau sur[0;4]:

X 0 1 4
1-x + 0 -
Jx |0 + +
gx) || + 0 -
g(x) /'1 T
0 0

Car g(0)=2J0-0=0, g(1)=2v1-1=1
et g(4)=2v4-4=0.
Ala calculatrice :

T~

M L
n=i

=1
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© 2. Exploiter un tableau de variations (.47)

: BN f'(x)=3x2-18x+15

X 0 1 5 7

f'(x) + 0 - 0 +
/ 10 \ / 10
3 -22
F1 a. Trois solutions

b. Deux solutions
c. Trois solutions

f(x)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

N 9(x)=0,5x3 = 4,5x2 +12x - 12 sur[1;10].
N g'(x)=1,5x2 -9x +12

x |1 2 4 10
g’(x) +

g(x)

E1 Léquation g(x)=0 n'a pas de solution dans
I'intervalle[ 1;4]carlafonction est strictement négative
sur cet intervalle.

D'apres la propriété des valeurs intermédiaires sur
lintervalle [ 4 ; 10 1, l'équation g(x)= 0 posséde
une unique solution o appartenant a l'intervalle[4;10].
oa=54.

B x ‘1 o 10

g(x)| - 0+

© 3. Reconnaitre un point d'inflexion (p.49)

Exercices d’app[[cati_on b eeieiiceieceneeenes
"B f(x)= x4 +2x3 +6x2 -2x-5sur[—2;1]

B g(x)=f'(x)=4x3 +6x2 +12x -2
h(x)=g'(x)=12x2 +12x +12.

E1 Signede h(x) surR:

A=-432.'équation h(x)=0na pas de solution.

Pour tout réel x , donc en particulier sur [ =2 ; 11,
h(x)>0.

EX Sur[-2; 1], la dérivée seconde de la fonction f est
positive, donc la dérivée est croissante, on en déduit
que la fonction fest convexe sur[-2;1].

Comme la dérivée seconde ne s'annule pas sur cet

: intervalle, la courbe ‘6;n'admet pas de point d'inflexion.

(p.51)

|z| c. Le tracé d'un tableau de variations possible
permet de le vérifier.

@ b. On utilise la formule (E)

v v2
2x (X2 +4x)-(2x+4)x(2x+1)
(x2 +4x)2
_2x2 +8x-(4x2 +8x+2x+4)

- (x2 +1)2
-2x2 -2x-4 -2(x2 +x+2)
(x2+1)2 (x2 +1)2

" u'v—=v'u
=-— — ~ Donc:

f(x)=
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@ﬂ Pour tout réel xde [1;10], g(x)=5x .
X +

On dérive avec (l)’: _VI:
v v?2
-1
(x)=5 = strictement négatif).
I =S T | g2t

Donc g est strictement décroissante sur[1;10].
E1 Pour étudier le sens de variation de la dérivée,
on calcule g”(x) . On utilise la méme formule avec :
vix)=(x+1)2 et V(x)=2(x+1).
—2(x+1) 10
(x+1)2)2  (x+1)3
La dérivée g’ est strictement croissante sur[1;101].
Donc la fonction g est convexe sur[1;101].
La courbe de la fonction g n'a pas de point d'inflexion.

Donc g”(x)=-5x positif.

@ b. Lexpression factorisée de f(x) est nulle en 0 et

en—1, et positive sur l'intervalle [-1;0]. _, i } 0

Donc fest croissante sur[—1;0].

@ a. On calcule la dérivée :
f(x)=-0,03x2+0,6x=x(0,6 —0,03x) .

Et 0,6—-0,03x=0 < x=20.
Doncsur[0;201, la dérivée est positive.

La fonction f est donc croissante sur[0;20].

[11) c. fl2)=—-22+5=1 et —=-=075.
Donc a. et b. sont fausses. +
CHAPITRE 2 Continuité et convexité 4



@ c. Contre-exemples ci-dessous pour a. et b. :
dérivable ne suffit pas (fig. 1) et décroissante ne suffit
pas (fig. 2) :
Fig. 1 Fig. 2
Y y
1 1

‘o] 1 \3 o] 1\ 3
-2 -2

Dans la figure 2, on évitera de dresser un tableau
de variations : on écrira plutét que la fonction f est
décroissante sur[0;31].

@ a. Pour savoir sil y a des solutions, on
étudie les variations de f définie sur [ =5 ; 5 ] par
f(x)=x3+3x+2.

f(x) = 3x2 + 3 est
strictement  positif,
donc fest strictement
croissante sur[—5;5].
Comme f(-5)=-138

et f(5)=142

et que f est continue (car
dérivable), I'¢quation

f(x) =0 admet une unique solution =—-0,6.

On peut vérifier a I'écran de la calculatrice en Zoom
Min-Max sur [ -5 ; 5] et recherche du « Zéro ».

Fa{ )
w==E9a0718 I¥=0

@ c. La dérivée de la fonction racine carrée est

1 .
X+—>——,décroissante sur]0;+oo .

2Vx
La fonction racine carrée est donc concave sur]0;+eo .
Mais pas en 0, car la tangente a l'origine est verticale :
on ne peut pas dire qu'elle est au-dessus de la courbe € .

F_5| a. f(x)=3x2-24x+21 et f(x)=6x—24.

La dérivée seconde f” s'annule en 4 en étant négative,
puis positive.

Donc la fonction f est concave sur [ 0; 4 ], convexe sur
[4;12] et sa courbe admet en 4 un point d'inflexion.

@ c. On a, ala calculatrice :

ETLT¥

-

"
1

.71

On visualise les tangentes a la courbe et leurs positions par
rapport a celle-ci. Donc on obtient trois points d'inflexion.

) Exercices

KD Sens de variation et dérivée (.52

Vrai ou Faux ?

a. Vrai : la fonction f est décroissante sur [—1; 1], donc
f(0)<O0.

b. Faux: la fonction fadmet un minimum en x=1.D'ou
f(1)=0.

c. Vrai : image de —3 donnée dans le tableau de varia-
tions.

d. Vrai : la fonction f est croissante sur
Dol f(-3)<f(-2) -2 <f(-2)

e. Faux : la fonction f est croissante sur [ 1;4] donc
f(3)=0.

f. Vrai: 1<f(2)<4,donc f(2)>0.

[18) QCM

Il a. (1) =2: clest l'ordonnée du point d'abscisse 1
de la courbe %', courbe de la fonction dérivée.

F1 a. f(-2)=2.Méme raison qu'en [l.

El a., b.etc.Lafonction fest croissante sur un intervalle
ou la dérivée f’est positive, c'est-a-dire lorsque la courbe
%' de la dérivée est au-dessus de I'axe des abscisses.

[-3;-11
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[18) oCcM
Il a. f(x)=3x?—6x+5; A=-24 négatif.
Donc f'(x) est de signe constant, positif.
Donc f est strictement croissante sur R .
10(x-2)-1(10x +5)
El b. g(x)=
I (x-2)2
= négatif.
(x -2)2
Donc g est strictement décroissante sur[10;201].

Hi) Associer fonction et fonction dérivée

Courbe de fonction G | 6, | G

Courbedesadérivée | I, | I | T

K] Construire un tableau de variations

On lit graphiquement le signe de la fonction dérivée et
on en déduit le sens de variation de la fonction fsur R..

X -1 3
f'(x) + 0 - 0 +
f(=1
£x) / ( )\ /
f(3)
CHAPITRE 2 Continuité et convexité 5



b. X -1 2
f'(x) +

0
f(x) /
\f(—n

F¥] Nombres dérivés et tangentes

£ £(-3)=1;F(-3)=2;(0) = £0) ==,

f(3)=1; f(3)=1.

H f(x)=0&x=-1oux=2.

El a. Equationde T, :

y=Ff"(=3)(x+3)+f(-3)=y=2(x+3)-1
Sy =2x+5.

b. EquationdeT,: 3 1

y=f'0)(x-0)+f(0)=y=-"x+—.

Equation deT;: 4 2

y=FfRB)x-3)+f3)ey=1x-3)+1

Sy=x-2.
b x |4 -1 2 4
f’(x) + 0 - 0 +

f(x) _2/1\_2/1'5

FE] Calculs de dérivées
a.f'(x)=-x+3

b.g'(x)=6x2 -8x-3 :
c.h'(x)=0,6x2 +0,2x - 1- —

X
[24 Méme exercice
;"(x)—3x ! +2—3+4\/;
’ 2Jx 2Vx

b. On utilise la formule (uv)'=u'v+v'u.

g(x)=(6x+1)(2x+3)+(2) (3x?+x—1)
=12x2+18x+2x+3 +6x2+2x -2
=18x2+22x+1.

1 8x+4x+1 12x+1
LR (x)=4Vx + x(4x +1) = = .
¢ H(x) 2Jx 2Jx 2Jx
11
a.f'(x) = ———
E (4x +5)?
, 2x2 +6x-2
b.g(x)=72
(2x +3)

H3 Dérivées de carrés et de cubes

E} Cas particulier de la dérivation d'un produit f=uv,
en posantu=v.
(uv) =u'v+v'u
Sif =(u)?,alors f'=v'u+u’'u=2xu'xu.
F1 Sif =(u)?,alors f =(u)* xu,
fr=Qxu xu)yxu+u' x(u)’
=3xu' x(u)?.

El a. f'(x)=2(2x = 3)(x2 - 3x)

=2x(2x -3)(x-3).
b. g'(x) =3 x4(4x -1? =12(4x - 1)2.
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a. £(t) = 42t - 3) x VT + (2t = 3)2 x —

2t -3
=(2t-3)(4\/?+ 2\/?)
8t+2t-3 10t -3
=(2t_3)( 2t )=(2t_3)( 2\/?)'
b.g'(g) = 0,6Q2q - 1) + 3.
c.h’(x)=3+L.
(4x +1)3

Ff) Etudier des variations
a.f(x)=4x2-12x-5sur[-2;10].

f'(x)=8x-12
F(x) = 0> x=>
2
x |2 1,5 10
f(x) - 0+

f00 35 \_14/275

b.f(x)=x3 +6x2 -15x+10sur[1;6]
f'(x)=3x2+12x-15
A=324;f(x)=0pourx=—5oux=1.
X 1 6

f(x)| 0 +

352
f(x) /
2

c. f(x)=0,1x3 —=3x2 +30x -100sur[100;500].
f'(x)=0,3x2 -6x +30
A=0;f(x)=0pourx=10¢ [100; 500].
X 100 500

f'(x) + +

1,18 x 107
F(x) /
72900

[29 Confirmer ou infirmer une conjecture

[} Il semble que la fonction fsoit croissante sur[—2;3].
F1 a. f(x)=180x2—-66x +6. + +
b. A=36.Donc deux solutions :

1 1 1 1
X, = P et x, = rh

1 1

6 5
f(x) | + 0 - 0 +
3. Laconjecture estfausse, carla dérivée est négative sur

X -2

T 1
,donc la fonction fest décroissante sur [g ; E] .

1.1
[6 "5
[30) Etudier un bénéfice

[} a. B'(x)=—6x+33,quisannuleen5,5.
D'ou le tableau de variations de B:

X 1 5,5 10
B’(x) + 0 -

B(x) . _— 36,75 —_—

24
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b.Le bénéfice maximum est de 3 675 €, pour
une production et une vente de 550 objets.

Fl a. B(x)=0:A=441,dou x,=2 et x,=9.Les points
morts de la production sont donc de 200 et 900 objets.
b.B(x) = 0 a pour ensemble
solution [ 2 ; 9 1. La plage de
bénéfice est donc une production
entre 200 et 900 objets.

Etudier une production

E} Codt total = « coGt unitaire » x « quantité » .
D'ou,sur[1;451,C(x) = f(x)x x
= x(x2 - 60x +1250)
= x3-60x2 +1250x.
E1 B(x) = 950x - (x3 - 60x2 +1250x)
=-x3+60x2 -300x.
El a. B'(x) = -3x2 +120x - 300
A=10800;
Les solutions de 'équation —3x2 +120x — 300 = 0 sont
37,3 et 2,7, arrondies a 0,1 pres.
p% 1 2,7 37,3 45

B’(x) - 0 + 0 -

B(x) —241 \ /20392\
X
-392,3 16 875

b. Le bénéfice du producteur est maximal lorsque
celui-ci conditionne et vend 37,3 kg de truffes dans
la semaine. Le bénéfice maximal est alors de 20 400 €,
a 100 € pres.

EH Utiliser la calculatrice

+3

-2Xx
B f(x)= —= 0;5].
09 3x+2 sur ]

Fi
1.t =0

Il semble que la fonction f est décroissante sur[0;51].

Fl)= ——2—.
Bx+2)
D’ou le tableau de variationsde fsur[0;51]:

X 0 5
f’(x) -

1,5
f |- 7

17

Flfx)=0o-2x+3=0x =%
La courbe %, traverse l'axe des abscisses au point

d’abscisse % .

[33 Variations de fonctions rationnelles

. u\" _u'v-v'u
El On utilise la formule v T
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(8x+8)(x+2)-1x(4x2 +8x+1)
(x +2)2
_4x2+16x+15
T (x+2)2
Fl A=16.
Donc deux solutions :
X;==25 et x,=-1,5.
El Comme (x+2)2>0

f'(x) =

sur[1;10], ladérivée f(x) X |1 10
est positivesur[1;10]. 13 481
Donc la fonction fest f(x) ?/' 12

croissantesur[1;10].

EAl Variations de fonctions rationnelles
_9x2 +36x + 81

a.f(x) sur[-2;6].
X+4
2 9(x2 +8 7
f,(X)=9x +72x2+56= (x2 + x2+ )
(x +4) (x +4)
A=2916.
f(x)=0=x=-7oux=-1.
X |2 -1 6
f'(x) - 0 +
22,5 62,1
7 TS /
18
2 9y _
b.g(x)=wsur[2;11].
x -1
g,(x)_2x2—4x+7
(x -7

A=-40, négatif, la dérivée est strictement positive sur
[2;11].
X |2 11

g’(x) +

21,5
g
1

k] Avec une racine carrée
Pour1<x<4,C(x)=2x-+/x +4.

1 47x -1
Flcx)=2- = .
W=2-T=-S7%
H a. 4&_120@&%
1
oSX = —
16
< x=0,0625.

a.Sur[1;4],0ona2Vx >0.
Donc la dérivée est du signe de 4vx —1sur[1;4].

x |1 4
C’'(x) +

C(x) /

Si la production augmente, les colits augmentent.
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E Etudier un codt moyen

I} Coult, en euro, de x repas :

C(x)=0,1x2 - x +640,xe [40;160].
C'(x)=0,2x 1.

0,2x-1>0<x>5

On en déduit que C’(x) > 0sur[40;60].
Ainsi, la fonction C est croissante sur[40;60] .

F1 a. CM(40) = % = 19 ; pour 40 repas fabriqué,
chaque repas colte 19 €.

em100)= 100 sy
100

b, cM(x) =S _g 1x 14 840
X X
2 _
B o, () < 010X - 6400)
X2
~0,1(x + 80)(x - 80)
_ 0 ,

La dérivée du colt moyen est du signe de x — 80 sur
[40;160].
D'ou le sens de variation du colt moyen CM :

x |40 80 160

CM’(x) - 0 +

19 \ /19
15

b. Afin que le colt moyen soit minimal, il faut servir
80 repas et, dans ce cas, chaque repas revienta 15 €.

CM (x)

Codt total, coiit marginal et coldit moyen

Cout total de production C(x) , en euro, de x milliers
de chaises :
C(x)=x3 -=3x2 +11 000x +123 200,
ouxe [10;50].
El a. C,(x)=C(x)=3x2-6x+11000
b. A=-131 964, négatif.
On en déduit le signe de C’(x) et le tableau de variation
deCsur[10;50].
X 10 50

C’(x) +

790700
C(x) /
233900

B Continuité et équation (p.55)

EE] Vrai ou Faux ?
a. Faux : discontinuité en 1
b. Faux:f(1)=-1

c. Vrai

d. Vrai
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123 200
—
b. La derniére ligne de calcul, obtenue a l'aide d’'une
calculatrice formelle, donne une forme factorisée de la
dérivée de la fonction coGt moyen CM .
)= (x —40)(2x2 +77x + 3 080)

X2
Le polyndme 2x2 + 77 x + 3 080 est strictement positif
sur[10;50] ainsi que le dénominateur x2.
On en déduit que la fonction dérivée du colt moyen est
dusignede x—40.

X 10 40 50
CM’(x) - 0 +

23390 15814
M (x) S~ /
15 560

El Le coGt moyen est minimum pour la fabrication
de 40 000 chaises.

Ona CM(40)=15560 et C,,(40)=15560, en milliers
d'euros.

On a vérifié que, lorsque le colit moyen est minimum, le
co(t marginal est égal au coGt moyen.

x2 -3x+11000+

H a. CM(X)=M=
X

M’ (x

EE] Fonction de satisfaction

Fonction de satisfaction définie sur[0; 21 ] par:
f(x)=0,02x3 -1,4x2 +22x
x est la durée en jours de la croisiere.
El f'(x)=0,06x2 —2,8x + 22
On résout I'équation :
0,06x2 -2,8x+22=0.
A= 2—: , les solutions sont 10 et % ~ 36,67 .
F1 Onen déduit le signe de f(x) et le tableau de variations
defsur[0;21].

x |0 10 21
f'(x) + 0 -

100
e 0 / \29,82

El a. Pour quil y ait saturation, c’est-a-dire que les
consommateurs soient pleinement satisfaits, la croisiére
doit durer 10 jours.

b.Il 'y a envie si la croisiere dure moins de 10 jours
et rejet si elle dure plus de 10 jours.

[40} Vrai ou Faux ?
a. Faux: ci-contre,
par exemple. >

. . X
b. Vrai: on applique N 'Y B O A
la propriété des valeurs = 1 )\5
intermédiaires. L
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c. Vrai: car on a le tableau de variations :

x |5 a 5
f(x) ‘ /O/}/v
QCM
[l a. une solution .
F1 b. 0,508.

y=-3 1038 T

_m:-l'.'-eu{x?' +3 x:t 1-D_1‘3

solvel-0. 137 +0. 92 -2 4x+1=0,x)
Xm0, 507967

Reconnaitre graphiquement
la continuité
a. Lafonction est continuesur[0;7].
b. La fonction est continuesur[0;3]etsur]3;7].

&} Fonction par morceaux

a. Sur[0;1],f(x)=-3x2+x+3.

Sur]1;91,f(x)=Vx.

La fonction f est continue sur [0; 1]etsur]1;91].

De plus, f(1) =1 et +/1=1. Donc la fonction f est

continuesur[0;9].

b.f'(x)=-6x+1sur[0;1].

Douf'(1)=-5.

Le nombre dérivé de la fonction racine carrée en 1 est
1 1

2V1 27

Sur la représentation graphique, on ne peut pas tracer
une tangente au point d'abscisse 1.

La fonction f n'est pas dérivable en 1.

[44) Investissement dans une entreprise
a.C(10)=4x10=40. C(40)=4x40=160.
C(50)=502—75%x50+1650=400.

Le colt total de fabrication de 10 000 objets est de
4000 €, de 16 000 € pour 40 000 objets et de 40 000 €
pour 50 000 objets.

b.C(40)=4x40=160 et 40°—75x40+1650=250.
Donc la fonction C n'est pas continue en 40.

c. Sur[10;401, lafonction Cest croissante.

L'abscisse du sommet de la parabole est :

a:ﬁ-"—n=37,5e 140;50].
2a 2
Donc la fonction C est croissante sur]40;501].
Comme C(40) =160 est inférieur a 250, la fonction C

est croissante sur [ 10;50].

Demande discontinue ?

D'aprés la représentation graphique donnée dans
I'énoncé, il semble que la fonction de demande est
continue sur [ 1; 8] et que la demande diminue lorsque
le prix du produit augmente de 1 a 8 euros le kg.

On vérifie la continuité au point d'abscisse 3 :
f(3)=4,5.

6-05%x3=45.
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Ainsi, la fonction est continuesur[1;8].

f(X)=M,pourxe [1:3].
Fx) = -2
x2
4,5 .
Ona - < Osur[1;3], donc la fonction f est

X2
décroissantesur[1;3].

Sur]3;81, lafonction f est affine décroissante.

Donc, comme la fonction f est continue sur[1; 81, elle
est bien décroissante sur cet intervalle.

Continuité de I'offre

Fonction d'offre des producteurs sur le marché des
choux-fleurs :
6

X+3
0,1(x -10? +2 pour 4< x <8

5

pour 0=x=<4
f(x) =

x est la quantité offerte, en centaines de tonnes, et f(x)
le prix en euro par cageot de 10 kg .

[l a. f(3)=4 signifie que pour une offre de 300 tonnes,
le prix du chou-fleur est a 0,4 € le kg.

f(4,5)=3,225.

Pour une offre de 450 tonnes, le prix du chou-fleur est a
0,32 €le kg, a 1 centime preés.

b.f(5)=3,6

Le prix du cageot de 10 kg est 3,60 €.

500 tonnes représentent 50 000 cageots.

D'ou le chiffre d'affaires (CA) dégagé par la totalité de
la vente des 500 tonnes de choux-fleurs.

CA =50000 x 3,60 =180 000 euros.

F1 a. Sur[0;4],f'(x) = F(x)>0.

x+3)%

Surl4;81,f'(x)=0,2(x=1);f(x)>0
Ainsi, la fonction fest croissante sur[0;4]etsur]4;8].

b.F(4)=5-2=4,14.

0,14-1%+2=29.

Comme les résultats précédents sont différents, la fonc-
tion fn'est pas continue en 4.

c. Cette fonction est monotone sur[0;4]etsur]4;8]
mais elle ne l'est pas sur l'intervalle [0; 8].

E1 Pour trouver les quantités offertes au prix de 3,6 €
le cageot, il faut résoudre I'équation f(x)=3,6.
Onrésout, sur[0; 4], I'4quation :

4o x+3="ex=120.

5- =36

xX+3 X+3 1,
Cette solution convient car elle est dans lintervalle
[0;4].

On résout, sur] 4; 8], I'équation :
0,1(x -2 +2=36=(x-1? =16 x=50ux=-3.
On garde la solution 5 dans l'intervalle 14;81.

En conclusion, a 3,6 € le cageot, les producteurs offrent
129 tonnes ou 500 tonnes de chou-fleur.
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[47) Discussion sur le nombre de solutions

[l a. Pour f(x)= 1:deuxsolutionssur[1;8].

b. Pour f(x)=0:deux solutionssur[1;8].

c. Pour f(x)=3:unesolutionsur[1;8].

2. 0On lit le nombre de points d'intersection de

la courbe ¢ avec la droite % d'équation y=k, ke R.
+Si k<-1,6 ou k> 5,I'équation f(x)=k n‘admet pas
de solution.

«Si k=-1,6 ou 2 < k=<5, l'équation f(x)=k admet
une unique solution.

+Si —1,6 <k =< 2,l'équation f(x)=k admet deux solutions.

Continuité et équation sur une courbe

a. Lesfonctions f;, f; et f, sont continuessur[0;5].
b. Equation f, (x) = k:

Une seule solution pour tout réel ke [0;4].
Equationf, (x) = k:

Sike [0; 1], unesolution.

Sike 11;1,51, pas de solution.

Sike 11,5;41, une solution.

Equation f; (x) = k :

Une seule solution pour tout réel ke [0;4].
Equation f, (x) = k:

Sike ]10;2],deuxsolutions.

Sik=0 ou ke 12;41], une solution.

Extrema et signe

a.

X 1 5
f(x) +
b.

X 1 5
f(x) -
C.

X 1 5
f(x) +
d.

X 1 5
f(x) - 0 +

E] Tableaux de variations et de signes

a.
X 1 3 7 9
f(x) + 0 - 0 +
b.
X 0 2 8 10
f(x) - 0 + 0 +
c.
X 10 30 50
f(x) - 0 +
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Résoudre par balayage ala calculatrice
f(x)=-x3+6x2-9x+1,xe[0;4].

H a. = R T +ERT-OH+1

fﬂ
H=1.BS\—/'|'= '1.'1'1l25

L'équation f(x) = 0 semble avoir 3 solutions dans l'inter-
valle[0;4].

b.f'(x)=-3x2 +12x-9.

Onrésout-3x2 +12x-9=0.

A=36, les solutions sont 1 et 3.

D'ou le signe de la dérivée et le tableau de variations
def.

X 0 1 3 4
f'(x) - 0 + 0 -

£(x) 1\_3/1\_3

c. On applique la propriété des valeurs intermédiaires
successivement sur les intervalles [0; 1],[1;3]et
[3;4].

x |0 X 1 X, 3 X3 4
f'(x) - 0 + 0 -
1 1
~_ AL
f(x) 0 _3/0 0 .

On en déduit que I'équation f(x) = 0 possede trois solu-
tions, x;, x, et x3.
dosxs1l;Tsx,s3et3=sx;<4.

F1 a. La fonction f est continue, strictement décrois-
santesur[0,1;0,2].

f(0,1)=0,159 et f(0,2)=—0,568

La fonction f passe d’une valeur positive a une valeur
négative, donc elle passe par la valeur intermédiaire 0.
Ainsi la fonction f s'annule une fois et une seule entre
0,1et0,2.D'ou 0,1 =x,=<0,2.

b. En tabulant comme indiqué dans I'énoncé, on ob-
tient:

18 R S+ERE—IRF ]

012<x,<0,13.

Ll |
Az JAOYE7
A2l =00za
A2z =.0105
A2 =.0181
JA2Y =0EE7
JA2E =0332

126 = 0407

718 R S+ERE—GRT1
0,120 < x, < 0,121.
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EJ De la méme facon

A 1]
2.24E =gl
2.246 = 00EY
2. 247 “BE"Y
2. 248 | 00188
2249 | .00y48
2.3 Rl
_2.351 | 003
V1B "R S+6RE—9R+]
2,347 < x,<2,348.
L 1
BT JEYE
B2 | 004y
.53z | 2.6E™Y
EREE] =00Er
B34 =007
3.E35 =118
_3.528 -.0153
V1B R S+6RE-9R+1

3,532 < x; < 3,533.

=
Terminé

Eh&ﬁmﬂ,t]--.r?' +hxs =0+
s-:.l'.'a',;r{x]-l.':_:,"

=0, 120615 or x=2 3473 or x=3 53209

EH Résolution approchée d'équations
El Soit I'équation :
2x3 +3x2-36x+10=0,xe[-6;4].
a.f(x)=2x3+3x2-36x+10,sur[-6;4].
f'(x)=6x2 +6x—-36=6(x2+x-6).
On résout I'équation :

X2 +x-6=0.
A=25, les solutions sont—3 et 2.

X |-6 -3 2 4
f(x) + 0 - 0 +
91 42
f(x) /o/ \o\ /o/
-98 -34
b. L'équation 2x3 +3x2 —36x + 10 = 0 posséde trois

solutions.
~517<x,<-5,16
0,28 <x, <029
3,38 =<x,<339.

ey

D&ﬂnﬁﬂx:l-z-x‘,'+3-x2"3ﬁ x4+ 10 Terntiné

solvel:r‘.x,'l-tl.x}

x=-5.16925 or x=0.285887 or x=3.38336

F1 x3 -30x2 +302x +200=2000 (1)
< x3 -30x2 +302x-1800=0
Soit fla fonction définie sur [ 10; 50 ] par :

f(x)=x3-30x2 +302x-1800.
f'(x) =3x2 - 60x + 302
A=-24 . Ladérivée est positive.
X 10 o 50
f(x) +
63 300
(x) o—
_780 —

L'équation (1) posséde une unique solution o= 19,13 .
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[53l Utiliser le solveur de la calculatrice
[l a. f(x)=3x2—6x=3x(x—-2).
b. D'ou le tableau de variations :
X | -1 0 2 4
f'(x) + 0 — 0 +

-1 15
f(x) _5/ \_5 /

«Sur[—1;21,le maximum de fest—1.
Donc I'équation f(x) = 0 n‘admet pas de solution sur
[-1;2].

«Sur[2;4], fest continue (car dérivable) et strictement
monotone. De plus, f(2)=-5 et f(4)=15.

Or 0e [-5;15].Donc, d'apres la propriété des valeurs
intermédiaires, I'équation f(x) =0 admet une unique
solution sur l'intervalle [2;4].

« Conclusion : sur[—-1; 4], I'¢quation f(x) =
une unique solutiona. l

F1 a. Parlacourbe
R ) /|\
Rz 103E03Y |Y=1E-1Z

0 admet

représentative de f:
3<a<4.
b. Sur calculatrice :
3,103 <a<3,104.

Tableau de signes

f(x)=x3-3x-10sur[0;5].

N f/(x)=3x2-3=3(x+1(x-1)

Sur[0;5],f(x)estdusignedex—1.
X 0 1 o 5

f'(x) - 0 +

-10 100
f(x) \ /0/
~12

F1 Léquation f(x) =0 n’a pas de solutiondans [0; 1].
D'aprés la propriété des valeurs intermédiaires sur
[1;51, "4quation f(x) = 0 admet une seule solution
comprise entre 1 et5.

D'ou I'équation f(x) = 0 admet une unique solution o

sur[0;5].
oa=26.
3]
X \ 0 o 5
f(x) | - 0+

B Etudier le signe d'une dérivée

f(x)=x2 + 01sur[0;5]
B0 = 2x - 10 =2x(x2+2x+1)—10
(x+1)?° (x +1)°
_2x3+4x2 +2x-10
- (x +1)2
1 a. g(x)=2x3 +4x2 +2x-10.

g'(x)=6x2 +8x+2.
La fonction g étant définie sur [ 0 ; 5 ], sa dérivée est
strictement positive. Donc la fonction g est continue,
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strictement croissante sur[0; 5] . Elle passe de la valeur
g(0)=-10, négative, a la valeur g(5) = 350, positive.
Par conséquent, d’aprés la propriété des valeurs
intermédiaires, la fonction g s'annule en une seule
valeur.

b.ou=1,12.
C.

X ‘ 0 o 5
g(x)‘ - 0 +

B f(x) =%
X2
Sur[0;5],lesigne de f(x) est celuide g(x).
x |0 o 5

f'(x) - 0 +
10 @226,27
f(x) \ / 3
~6

H3 Points d'intersection
Sur[0;3],onaf(x)=x? et g(x) =

T

Inkgrsection
H=.7PEYBPFEF V= CEOBYOZD

Xx+1

D’apres l'observation a la calculatrice :

Les courbes 6, et 6, se coupent en un point d'abscisse
Xo=0,75 et d'ordonnée y, = 0,57 .

Sur[0;x,], €ésest en dessous de 6.

Sur[Xx,;3], %€, esten dessous de ;.

Fld(x) = x2 - 1 sur[0;3].
x+1
a.d'(x)=2x+ )
(x +1)2

d’(x) >0 comme somme de nombre positifs.

La fonction d est strictement croissante sur[0;3].

b. Deplus, lafonction dest continuesur[0;3].Elle passe
de lavaleur d(0) =-1, négative, a la valeurd(3)=8,75,
positive. Par conséquent, d'aprés la propriété des
valeurs intermédiaires, I'équation d(x) = 0 admet une
unique solution ausur[0;31].

c. aa=0,755.

B Convexité et inflexion (p.58)

] ocm
HBc Hb

[59 Vrai ou faux ?
ET Vrai: clest le théoréme du cours.
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d.
X \ 0 o 3
d(x) ‘ - 0 +

E dx)=0sf(x)=9g(x).

On retrouve o = x, = 0,755.

Lorsquexe [0;al,ona:

f(x)—g(x) <0 f(x)<g(x).

‘¢rest en dessous de €6, .

Lorsquexe [a;3],0na:
f(x)—g(x)=0sf(x)=g(x).

‘6rest au-dessus de 6, .

On a ainsi confirmé les résultats de la question ER.

Offre, demande et prix d'équilibre

[} Fonction d'offre, définie sur [ 15; 751 par:
f(x) = 55,8x +1340.
f'(x)=558>0.
La fonction d'offre est croissante sur[ 15;751].
Fonction de demande, définie sur[15;75] par:
g(x) =-0,03x3 +5x2 -300x + 8780.
g'(x)=-0,09x2 +10x - 300.
On étudie le signe de g’(x) .
A =-8, négatif.
Comme a=-0,09, néqgatif, g’(x) <Osur[15;75].
Donc la fonction de demande est décroissante sur
[15;75].
Concrétement, si le prix des ouvrages d'art augmente,
la quantité offerte par I'éditeur augmente, mais la
demande diminue.
F1 a. Soitd(x)=f(x)—g(x)sur[15;75].
d'(x)=Ff(x)—g'(x).
D’apres le signe des dérivées f'(x) et g’(x) vu dans la
question ¥, onad(x)>0.

x 15 X 75
d’(x) +
3776,25
d(x) /o/
—3126,75

Par conséquent, d'aprés la propriété des valeurs
intermédiaires sur [ 15 ; 75 ], la fonction d s'annule en
une seule valeur x, .

Cette valeur x, est l'unique solution de Iéquation
f(x)=g(x)sur[15;75]. x,=33,50.

b. Au prix déquilibre de 33,50 €, la quantité d'équilibre
estde 3 210 livres.

E2 Vrai:si f"(x) = 0surl, alors la fonction f est crois-
sante sur I. Donc la fonction fest convexe sur 1.

E1 Vrai:siladérivée secondes'annuleenaen changeant
de signe, alors la dérivée f’ change de sens de variation
en a . Donc le point d’abscisse a de la courbe 6, est un
point d'inflexion de la courbe %;.
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i) Positionde 6 parrapportauxtangentes

EF a. Sur[-1; 21, la courbe 6 est en dessous de ses
tangentes.

b.Sur[-1;21,lafonction f est concave.

F1 Sur[2;451], la courbe € est au-dessus de ses
tangentes, la fonction f est convexe.

El Au point dabscisse 2, la tangente traverse
la courbe 6. Le point d'abscisse 2 est un point d'inflexion
de la courbe.

[61) Sens de variation de la dérivée

[l a. On visualise les tangentes a ¢ sur [ =3 ; 1] :
leurs coefficients directeurs sont de plus en plus petits.
Donc la dérivée f’ est décroissante sur[-3;1].

Puis sur[—1; 11, le coefficient directeur de la tangente
est négatif, mais continue a décroitrede0a-3.

Donc la dérivée f’ est encore décroissante sur [—1;1].
b. Lafonction festalors concave sur[—3;1]:lacourbe 6
est située en dessous de ses tangentes.

F1 De la méme facon, f’ est croissante sur[1;5].

La fonction fest donc convexe sur[1;5].

El Comme, avant 1, les tangentes sont au-dessus de 6 et
aprés 1, les tangentes sont en dessous de 6, la tangente
en 1 traverse la courbe 6 et la courbe ¢ admet un point
d'inflexion au point d'abscisse 1.

(¥ Variation de f'sur la courbe G

a. La fonction f est croissante et concave sur[-3; 317,
on en déduit que la fonction f* est décroissante sur
[-3;3].

b. La fonction f est décroissante et concave sur[-3;3],
on en déduit que la fonction f* est décroissante sur
[-3;3].

c. La fonction fest décroissante et convexe sur[-3; 31,
on en déduit que la fonction f' est croissante sur
[-3;3].

d. La fonction fest croissante et convexe sur[—3;31,0n
en déduit que la fonction f’ est croissante sur[—3;3].

¥ Etudier la convexité d'une fonction
[l La dérivée seconde f”(x) est du signe de x — 4 sur
[0;10].
X ‘ 0 4 10
F(x)| - 0+

F1 On déduit de la question El :

La fonction f est concave sur [ 0 ; 4 ] et convexe sur
[4;10].

EJ La courbe admet un point d'inflexion au point d’abs-
cisse 4.

[} Polynome du second degré
Sur[-5;3]:
f(x)=0,5x2 +2x -1
g(x)=-0,5x2 - x +3,5.
%, est la parabole tournée vers le haut.
64 est la parabole tournée vers le bas.
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la f'f(x)=x+2; f(x)=1

b.g'(x)=-x-1; g"(x)=-1.

F1 Comme f”(x) > 0, la fonction f est convexe sur
[-5;3].

Commeg”(x) <0, lafonction gestconcavesur[-5;3].
On l'observe en regardant I'allure des paraboles.

[Ij Cas général de la parabole

f"(x)=2a
Si a > 0, la fonction f est convexe sur R (parabole
tournée vers le haut).
Si a < 0, la fonction f est concave sur R (parabole
tournée vers le bas).

7 Reconnaitre un point d'inflexion

La courbe présente trois points d'inflexion.
Entre les points d'abscisses —3 et —2 ; entre les points
d’abscisses 0 et 1 et entre les points d'abscisses 5 et 6.

Existence d'un point d'inflexion
f(x) = x3 -3x+1pourxe [-3;3].
[N f'(x)=3x2-3; f"(x)=6x.
Fl f(x)=0&x=0

X ‘ -3 0 3
F(x)] - 0+

F1 La courbe % admet un point d'inflexion au point
d’abscisse 0.

X] Fonction polynéme du 3¢ degré
f(x)=ax3 +bx2 + cx +d,aveca=0,surR.
f'(x)=3ax2 +2bx +c.
f"(x)=6ax +2b.
f"(x)=0 &x=-—.

3a

El Premiercas:a>0.
a. Le point d'abscisse o. = —— est un point d'inflexion
pour la courbe €;. 3a

b.
X —oo o +oo0
f”(x) - 0 +
“6;concave “6;convexe
F1 Deuxiémecas:a<0.
x —oo o +o0
f7(x) + 0 -
€ convexe ¢, concave
Le point d'abscisse o = _b est un point d'inflexion

pour la courbe %;.

X] Position d'une tangente
f(x)=x3-6x2+11x-8sur[1;5].

Fl f(x)=3x2-12x+11.

f(2)=-2; f(2)=-1.

Equation de la tangente & a la courbe % au point
d’abscisse 2 :
y=f'Qx-2)+f2)=-(x-2)-2=-x.
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Fla. dx)=f(x)-=(-x)=x3-6x2+12x-8.

(x =23 =(x2-4x+4)(x-2)=x3-6x2+12x-8.
D'ou d(x) = f(x) - (=x)=(x = 2)3.
b.
d(x)=(x-2)2(x-2).
d(x) estdusignedex—2sur[1;5].
X ‘ 1 2 5

d(x)| - 0+

Du signede d(x),ondéduitquesur[1;2[,lacourbe 6
est en dessous de la droite % et sur]12;51, la courbe €
est au-dessus de la droite & .
El Comme la courbe traverse la tangente au point
d'abscisse 2, ce point est un point d'inflexion pour la
courbe € .
f'(x)=3x2-12x+11
f"(x)=6x-12
f'(x)=0x=2.
On confirme bien le résultat puisque la dérivée seconde
s'annule en changeant de signe pour x=2.

Réaliser des prévisions
y=0,6x3-7,2x2+21,6x+10,xe[0;7].
[} a. L'année 2007 est 'année de rang 2.
Si x=2;y=29.2.
b.On pose f(x)=y,alors:

f'(x)=1,8x2 -14,4x +21,6.

A =@ =51,84.
25

La dérivée s'annule en 2 et 6.

X 0 2 6 7
f'(x) + 0 - 0 +

29,2 14,2
f(X) / \ /
0 10
f(8)=29,2.

En 2013, le groupe retrouve un cours équivalent a celui
de début 2007.
F1 f"(x)=3,6x-14,4.

f"(x)=0& x=4.
La courbe admet un point d'inflexion au point d'abs-
cisse 4.
Sur la période 2005-2009, le cours de l'action est concave,
sa croissance est ralentie.
Sur la période 2009-2012, le cours de l'action est
convexe, sa croissance est accélérée, on constate une
reprise économique.

Point d'inflexion et coit total

[l C(g) =0,005(g - 40)3 +0,1g + 50.
C'(g) = 0,015(q - 40)* + 0,1

=0,015(g2 - 80g + 1600) + 0,1

=0,015g2 - 1,2q + 24,1.

C"(g)=0,03g-1,2.

F10,03g-1,2=0<g=40.
C”(q) s'annule en changeant de signe pour g=40.
Au point d'abscisse 40, la fonction C admet un point
d‘inflexion. La fonction C est concave sur [ 20 ; 40 ] et
convexe sur[40;70].
El CoGt marginal: C,,(q)=C'(q).

Cn'(g)=C"(q)=0,03g-1,2.
Variations du co(t marginal :
g |20 40 70
C'(q) - 0+

C.(q)

~,

Le co(it marginal est minimum lorsque I'entreprise pro-
duit 40 000 bouteilles par mois.

>) Accompagnement personnalisé

Exercice quidé B
|:| 2 H A la calculatrice, il

: semble que 6, est au-des-

sus de <6g sur l'intervalle
[0;241] et en dessous
sur[2,41;6].

E a. Pour tout réel x de
l'intervalle[0; 61, la diffé-
rence est:

d(x)= 8 —(x2-4) etona d'(x)= _—8—2x.

X+2 (x +2)2

gckion
41113089 Y=1.B1:5908

Comme (x+2)2>0 sur[0;6],alors ——— <0

Or —2x<0 sur[0;6]. (x+2)?

La dérivée est strictement négative sur [ 0; 6 ], donc
la fonction d est strictement décroissante sur l'intervalle
[0;6].
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b.d(0)

=8 positif et d(6)=-31 négatif.
Comme la fonction d est continue et strictement décrois-
santesur[0;6],d"aprés la propriété des valeurs intermé-

diaires, I'équation d(x) =0 admet une unique solution
sur[0;6].Parla calculatrice, on trouve o0=2,411.
¢. En utilisant le sens de variation de d, on obtient :

X \0 o 6
\+
d(x) 0

T,

H f(x)=g(x) © f(x)-g(x)=0 & d(x)=0.

Lacourbe ¢ estdoncau-dessusdelacourbe€ sur[0; 0]
eten dessousde 6 sur[o;6].

Le point d’abscisse o est le point d'intersection.
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Revoir les outils de base

Savoir lire une courbe de coit total
Kl a. Coefficient directeur de la tangente au point
d'abscisse 3,5:C,,(3,5) = % = 0,7 € par unité.

6,5 '
Cu(35)=

=~ 1,9 € par unité.

7

b. On visualise le sens de variation du coefficient direc-
teur de la sécante (OM) :

‘ 0 6 8

\ / 2

1,5

El En g =6, Le colt moyen est égal au co(it marginal.
Pour une quantité g > 6, la sécante est moins pentue
que la tangente, le cot moyen est inférieur au colt
marginal.
El Le coGt marginal est minimal au point ou la tangente

traverse la courbe, au point d'inflexion de la courbe du
co(t total. Pourg=3.

X
Culq)

Savoir étudier le signe d'un polyndme

du second degré

a. En D2 =B2A2-4*A2*C2

b. En E2, on saisit la formule donnée pour savoir si le
discriminant est positif ou nul

c. En F2=(-B2-RACINE(D2))/(2*A2)

En G2 =(-B2+RACINE(D2))/(2*A2)

En ligne 4, le discriminant est négatif, I'équation na pas
de solution.

X -1
(x-3)? + + 0 +
x+1 - 0 + +
A(x) - 0 + 0 +

X -3
2x - - 0 +
x+3 - 0 + +
B(x) + 0 - 0 +

-4x2 +4x-1=0. A=0;unesolution:0,5.

X 0,5
C(x) - 0 -
-3x2+4x-1=0. A=4;deuxsolutions 1 et%.
)¢ l 1
3
D (x) - 0 + 0 -
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------------------

X2 —4x+16

E(x)=
(x) 4 x2
x2 —4x+16 =0. A=—48; pas de solution.
x| 0
E(x) ‘ + H +
_ —_92)2 _4x2 _
F(x)=1 4(x-2) _ 4x2 +16x -15

(x—2)2 (x —2)2
-4x2 +16x-15=0.
A=16;deuxsolutions 2,5et 1,5.

X \ 1,5

Fix) | - 0

2 2,5
]+ o

Savoir déterminer I'équation réduite
d'une tangente

a3 -3 r3)=4.
T:y=§(x—3)+4<:)y=§x+2.

EF EnA:f(6)=1,5;f(6)=9.
Th:y=15(x-6)+9<y=1,5x.
En M

f'(3,5) = %;f(3,5) =6,5.

2 2 25
T:y==(x-3,5+6,5cy==x+—.
y 3( ) y=gx+7
A a. f(x)=#.
+1
fQ)=t-0.2.
> 2 2
f'(x)=- ;f'(-2) = ——=-0,08.
2x +1)? 25

T:y=-0,08(x-2)+0,2¢<y=-0,08x +0,36.
b. f(x)=2x +3.

f(4)=7.

I 1 . j—

f'(x) =i f(4)=05.
T:y=05(x-4)+7<y=05x+5.

c. f(x)=-x2+3x-1.

f(3)=-1.

f'(x)=-2x+3; f(3)=-3.
T:y=-3(x-3)+(-1)eoy=-3x+8.

Savoir étudier la position relative de deux
courbes

f(x)=—x2 +2X.

a.f(0)=0.

f'(x)=-2x+2; f(0)=2
T:y=2(x-0)+0&cy=2x.
b.d(x)=f(x)-2x=—x2.

¢. Comme —x? < 0, La courbe % est en dessous de la
tangente T sur R.
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d.f(2)=0; f'(2)=-2.
D:y=-2(x-2)+0=-2x+4.
h(x) = f(x) - (-2x + 4)

=-x2 +2x+2x-4.

=—(x - 2)2, négatif ou nul en 2.
La courbe € est en dessous de & sur R .

Ula. f(x)-(-3x)=x3.
% est en dessous de 9% sur] —o ; 0] et € est au-dessus
deDsur[0;+o .

Tl (0 =F(X0-g'(x)
Onaf'(x)=0surletg’(x)<Osurl.
On en déduitd’(x) =0 sur 1.
On démontre ainsi que la fonction d est croissante sur /.
E Application
a.f'(x)=04x.
f'(x)=0sur[1;5].
La fonction f est croissantesur[1;5].
g'x)=—22_

(x+3)2
g'(x)<Osur[1;5].
La fonction g est décroissantesur[1;5].
D’aprés la question I, la différence d est croissante sur
[1;5].

b. x 1 Xo 5
d’(x) +
3
d(x) o—
—eg—

On applique la propriété des valeurs intermédiaires a
la fonction d sur l'intervalle [ 1; 5]. On en déduit que
I'équation d(x) =0 équivalente a f(x) =g (x) admet une
unique solution x,dans[1;5].

Le prix d'équilibre pour ce bien est x,= 3,80 € au centime
prés, obtenu a la calculatrice.

Raisonner et chercher 3 démontrer

Courbe de I'exercice 73.

Kl a. Ilyauneseule tangente T a la courbe % passant
par l'origine.

b. T:y=f(a)(x—a)+f(a) oy=f(a)x+(fla)—af'(a)).
Cette tangente T passe par l'origine si et seulement si :

fla)—af'(a)=0.

: ¢. CT(q)=qg>—12¢>+48q.

: CT'(q)=3q2—-24g+48.
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b.d(x)=f(x)-(-2x) = x3 - x= x(x2 =1).

X -1 0 1

X - - 0 +
x2-1| + 0 - - 0
d(x) - 0 + 0 - 0

Sur]—o;—-1]et[0;1],% estendessousde % .
Sur[—1;0]et[1;+o[,% estau-dessusde D .

Ona (CT(q)=qCT'(q)

& q3-12¢2+48g=3qg3—-24q2%+48q
& 203-12¢°=0

< 2g%(@-6)=0

< g=0o0ug=6.

La valeur 0 ne convient pas.

H C,(qg)=g?>-12g+48sur]0;9].

Cw'(g)=2g-12.
g |o 6 8
Co'(@) - 0+

Cu(@)

\1,5/ 2

Pour g =6, le coit moyen est minimum.
Au point d'abscisse 6, la tangente a 6 passe par l'origine,
son coefficient directeur est le colt marginal en 6 et vaut
C,(6) =%: Cy(6)=1,5en euros par unité.
Dans le cas général :
CT'(q)xq-CT

q2
' (q)=0&CT'(q)xq—CT(q)=0.
On retrouve la condition établie dans la question l b.
vérifiée pour g=gq .
On obtient alors la valeur g, pour laquelle le coGt
moyen est minimum qui est aussi I'abscisse du point de

la courbe ou la tangente passe par l'origine.
C(qy)

0
On démontre ainsi que le colt moyen est égal au cout

marginal quand le coGt moyen est minimal.

El Le colit marginal est minimum pour la quantité g,
signifie que la dérivée C,,'(g) s'annule en changeant de
sigheenq,.

OrC,'(q)=CT"(q).

Donc le coGt marginal est minimum pour la quantité q,,
ou la courbe de co(t total admet un point d'inflexion.

On en déduit C,,(g,) = =Cyl(qo) .
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) Réussir au Bac

EH QCM - Utiliser la courbe d'une fonction

[} b. Attention aux unités: f(0)=—1.

E1 c. La dérivée s'annule lorsque la tangente est hori-
zontale.

El c. En 1,5 la fonction change de convexité : de
convexe, elle passe a concave.

1 b. Sur [-1; 1,5], la tangente est en dessous de la
courbe et la fonction f est convexe.

EE] Vrai ou faux ? — Utiliser un tableau

I} Vrai:entre4et6.

EX Faux:les seules tangentes horizontales de la courbe
%, ont pour équationsy=1 et y=5.

EX Vrai: carsur[-3; 4] le minimum vaut 1, positif.

EX Faux : car sur [-3; 1] la fonction est décroissante,
donc sa dérivée est négative sur[-3; 1].

EA Sur la courbe de la dérivée
El a. S={-05:06;29}

b x |1 —0,5 0,6 2,9 3
F(x) | + 0 - 0 + 0 -
Ha x 4 0 2 3
3 3
f'(x) \ / \
-1 ]

b.La courbe € admet deux points d'inflexion, aux
points d’abscisses 0 et 2.
El Du sens de variation de ', on déduit le signe de f”.

X ‘—1 0 2 3
Fix) | - 0 + 0 -

D'ou la représentation de la fonction f” par €,
Du signe de f', on déduit le sens de variation de
la fonction f.

X -1 -0,5 0,6 29 3
f'(x) + 0 - 0 + 0 -
f(x) / \ / \

D'ou la représentation de la fonction f par 6, .

Bl Déterminer une plage de bénéfice

EN B'(x)=—-3x>+6x+9,pourxe [0;6].
A =144 ;deux solutions 3 et—1.

X 0 o 3 oy 6
B’(x) + 0 -
o 0 O =56

La quantité qui optimise le bénéfice est de 3 milliers.
F1 a. D’aprés la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation B(x) =0 admet 2 solutions.
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b. 0,208 < o, < 0,209.

4,791 <o, < 4,792.

A 10 unités prés, la plage de bénéfice est l'intervalle
[210;480].

Pour une production comprise entre 210 milliers et
480 milliers, le bénéfice est positif.

B Signe de la fonction dérivée

1] f(x)=x—6+E+isur[1;10].
X X2

12 2x9 x3-12x-18

fI(X)=1_x_2_ x3 x3
Fla. g'(x)=3x2-12=3(x*-4)

X 0 2 o 10
g'(x) - 0 4

-29 7862
(x)
g \ 34— 0

b.Sur[1; 21, I'“quation g(x) = 0 n'a pas de solution
et en appliquant la propriété des valeurs intermédiaires
sur[2; 101, on démontre que I'équation g(x)=0a une
seule solution o comprise entre 2 et 10.

Donc l'équation g(x) = 0 a une seule solution o sur
[1;10].

A la calculatrice : 4,05 < o0 < 4,06 .

“ x |1 o 10

gk | - 0 + o0

El Lafonction f’est dusignedegsur[1;10].
X 1 o 10

f(x) - 0 +

f) | \f(a)/s'zg

Ala calculatrice : o0 = 4,054 5 .
La fonction fadmet un minimum en o.= 4,05 (a 0,01 prés).

Etude d'une fonction de codt total

Partie A Etude du bénéfice

El La droite 9, représente la recette et le colt étant
supérieur a la recette, l'entreprise ne peut pas réaliser
un bénéfice.

H a. 7

O -i i T T T T T T 9| %

Lentreprise réalise un bénéfice si elle fabrique et vend
entre 2 et 8,7 km de tissu.
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b.B(x)=680x—(15x3—120x2+500x + 750)
=-15x34+120x2+180x+ 750.

B'(x)=-45x2+240x+180.

c. A=90 000, deux solutions 6 et —E.

X 0 6 10
B’(x) + 0 -

/ 141 o\
~750 ~1950

Pour 6 km de tissu fabriqué et vendu, le bénéfice est
maximal vaut 1410 €.

B(x)

Partie B Etude du colt marginal
C,,(x)=45x2+240x+500.
C '(x)=90x—240.

m
X 0 §~2,67 10
3
C,/(x) 0 4
C, (x) \ /

La dérivée du colt marginal, C,, est égale a la dérivée
seconde du co(t total.

L, . 8
Ainsi, C” s'annule en changeant de signe en x = 3

La courbe de cout total C admet un point d'inflexion au

. .8 L N .
point d'abscisse —, point ou le coGt marginal C,, admet
un minimum.

Partie C Etude du coiit moyen

P Cy(x)=15x2 ~120x + 500+ 222,
X
C,/(x)=30x -120- 722
X2
~30x3 -120x2 =750 30(x3 - 4x - 25)
B X2 B x2 '

D’autre part,
(x=5)(x2 +x+5)=x3+x2+5x-5x2 -5x-25

=x3-4x2-25.
30(x = 5)(x2 +x+5
D’OU CM/(X): ( )( + + )
X2
F1 Onrésoutx*+x+5=0.
A=-19.

L'équation n'a pas de solution et le trinébme x>+ x + 5 est
strictement positif pour tout réel x.
Sur]0;101C,, (x)estdusignedex—5.
qg |o 5 10
C,'(q) - 0 +

\ / 875
425

El a. Le colt moyen est minimumen x,=5.
Pour 5 km de tissu fabriqué et vendu :

C)(5) =425 ; colt moyen 425 € par km .
C,,(5) =425 ; colt marginal 425 € par km .
C(5)=2125;colttotal 2125 €.
b.B(5)=1275¢€.

Cul(q)
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Fonction d'offre
Partie A Etude du prix P proposé par le fournisseur
0 P 290

(x +100)?
Sur[100;10001,P'(x)<0.
2] x 100

P’ (x) -
2
P | T T—— 18
11
Plus la masse commandée augmente, plus le prix au kg
diminue.
Partie B Etude de la somme S a dépenser
par le supermarché

El S'(x) est du signe de x2 +200x + 30 000 .
A=-80000.

1000

x (100 Xo 1000
S'(x) +
13000
S(x) 900/77=1181,82
200—

Plus la masse commandée augmente, plus la dépense
augmente.

E1 a. Onappliquelapropriétédesvaleursintermédiaires
alafonction S sur l'intervalle [ 100; 1 000] .

On en déduit que I'équation S(x) = 0 admet une seule
solution x; dans l'intervalle [ 100; 1 000] .

Ala calculatrice : x, = 724 .

Le supermarché peut commander au maximum 724 kg
de pommes sans dépasser son budget.

b. On résout I'équation :

X(x+300) 500 2 300x=900x+90 000
x+100
& x?-600x—90000=0.
A=720000.

=300 -300+2.

~ 600 — /720000
a 2

X, ¢ [100;1000] ne convient pas.

600 + /720000

X, = > =300 + 300~2.
On obtient x, = x, =300 + 3002 = 724.

X4

EE] Propagation d'une maladie
Partie A Lectures graphiques
EN 1y a2 000 malades le 10¢ jour et le 27¢ jour.
E1 Le nombre de malade est maximal le 20¢ jour, avec
4000 malades.
E] La vitesse de propagation de la maladie est la plus
grande au point d'inflexion, le 10¢ jour.
Partie B Etude théorique
BN f(t)=-3t2+60t=3t(-t+20).
t 0 20 30

f'(t) + 0 -

4000
f(t) . / \0

L'équation f(t) = 10 admet deux solutions :
t,=10 et 27 <t,<28.
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El a. f(t)=—6t+60.
b. t |0 10 30
f7(t) + 0 -

f'(t) . /300 \_900

La fonction fest convexe sur[0;10].

La fonction fest concave sur[10;301].

Les dix premiers jours, la vitesse de propagation de la
maladie augmente, il y a accélération du nombre de cas.
Du dixiéme au trentieme jour, la vitesse de propagation
de la maladie diminue. Jusqu’au 20¢ jour, le nombre de
cas par jour augmente mais de moins en moins vite et
ensuite le nombre de cas par jour diminue.

c. Pour t = 10, la dérivée seconde de f sannule en
changeant de signe. En ce point la courbe 6 admet un
point d'inflexion.

C'est le 10° jour que la vitesse de propagation de la
maladie est maximale.

d.f'(10)=300.

Le 10¢ jour on a constaté 300 nouveaux cas.

El) Rythme de croissance

E} a. 1990 correspond a x=40.
5(40) =92 milliers de km2.

b, 22898 4077,
89,6
Soit un pourcentage d'erreur de 2,7 %.

c. 2015 correspond a x=65.

$(65)=156,375 milliers de km?.

Fl a. S'(x)=0,003x2-0,18x+3,6.
S$”(x)=0,006x—0,18.

b. On étudie le signe de S’(x) .

A=-0,0108 et a=0,003>0.

D'ouS'(x)>0.

On en déduit que la fonction S est croissante sur[0; 70 1.
Selon ce modeéle, de 1950 a 2020, la superficie de
I'espace urbain en France sera croissante.

B x |o 30 70

57(x) - 0 +

\/

Le rythme de croissance est le plus faible pour x = 30,
c'est-a-dire en 1980.

Cette année correspond au point d'inflexion de la fonc-
tion S.

[ D’aprés le tableau initial, le rythme de croissance de
l'espace urbain entre les recensements de 1999 et 2007
118,8-100 ~235.

2007 -1999

Soit un accroissement de 2,35 milliers de km? par an
durant cette période.

La « pente » de la courbe de la fonction S est presque
identique entre les années 1999-2007 et entre les
années 1950-1960.

Sur la période 1970-1990, la pente de la courbe est plus
faible.

5'(x)

est donné par le quotient :

) Réinvestir...

91 ... en décoration

Le triskel
i a. f’(x)=ix2-6—xzix(x_4),
32 16 32
b. X 0 4
f'(x) + 0 - 0 +
2
o T~
1
3 6 3
-f” = _—= — _2.
€ fl0=qex-e=relx-2)

Pour x=2, la dérivée seconde s'annule en changeant de
signe. Donc ¢, admet un point d'inflexion au point de
coordonnées (2;1,5).
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X 0 3,5
g’(x) - 0 - 0 +

\
g(x) z\z—4,25/

El a. La courbe rouge est modélisée par la fonction f
sur[0;5].La bleue par lafonctiongsur[0;3].

b. Le raccordement des deux courbes se fait en x, = 0.
c. f'(0) = g'(0) = 0.0n en déduit qu'il s'agit d'un « bon »
raccordement.

92 ... en technologie

Le toboggan

B f'(x) = 0,5625x% - 2,25x .

f'(x)=0 et f(4)=0.

Aux deux extrémités de la courbe, la tangente est hori-
zontale. Concretement, en haut de I'échelle et au niveau
du sol, la pente du toboggan est horizontale.
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B (x)=1,125x-2,25=1,125 (x - 2).

X 0 2 4
f”(x) - 0 +
0 0
f'(x)

La pente du toboggan est la plus forte au point d'abs-
cisse 2.
El On résout I'équation f(x)=3,5.

x |0 Xo 4
f'(x) -
6
\
f(x) 3,5
—_ .

On applique la propriété des valeurs intermédiaires a la
fonction fsur[0;4].

On en déduit que I'équation f(x)=3,5 admet une seule
solution x,dans[0;4].

Ala calculatrice : 1,776 < x, < 1,777.

A1 cm prés, lalongueur de la barre est 1,78 cm.

93 ... en sciences

Test de Conconi et entrainement sportif

La VMA de Julie est environ 14 km/h.
Voir exercice 125 page 310.

94 ... en économie

Rythme de production et rendement

El P(2)=880boulons.
P(4)=2440 boulons.
H a. V(L)=P(L)=—45L*+350L+150.
V(2) =682 boulons par heure .
V(4) =830 boulons par heure .
b. On étudie le signe de P’(L) .
A=149500.
Deuxsolutions:L,=8,19>8 et L,=—-0,41 <0, al'exté-
rieurde [0; 8].
L 0 8

V(L) +

4720
P(L) /
0

Plus la quantité de travail augmente, plus la production
augmente.
H a. V'/(L)=-90L+350.

35
V'(L) s'annuleen L = ? ~3,89.

35
L 0 — 8
9
V'(L) + 0 -

7475

272 _830,6
150/ 2 T

V(V)
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b.§z3,89h:3h53 min .

A 10 minutes prés, le rythme de production est maxi-
mum pour une quantité de travail de 3 h 50 min, envi-
ron 4 heures.

c. Sur[0;4]laproduction est en phase de rendements
croissants, la courbe de la production 6, est convexe.
Sur[4; 8] la production est en phase de rendements
décroissants, la courbe €, est concave.

3 Enappliquantla propriété des valeurs intermédiaires
alafonction Psur[0; 8], on démontre qu'il existe une
seule valeur L, telle que P(L;) =3 000.

4,68 <L,<4,69.

468h=4h40min8s et 469h=4h41min24s.

A 10 min preés, il faut 4 h et 40 min pour honorer la
commande de 3 000 boulons.

95 ... en économie

Des colits par morceaux

E a. Lafonction Cn'est pas continue en 20.

En 20:30x20+200=2800.
—202+80x20-250=950.

Il n'y a pas de raccordement entre les deux parties
de la courbe en 20.
En40:-402+80x40-250=1350

et 1050200 __ 1 350,
4 00

b. Sur[0; 20 [, la fonction C est croissante.

Sur[20;40[C'(x)=—2x+80=2(40-x).

Ona C'(x) > 0, donc la fonction C est croissante.
18 000

(x -100)?

Ona C’'(x) >0, donc la fonction C est croissante .

La fonction C est croissante sur[0;80].

Bl Sur[0;19],m=C'(x)=30.

Chaque verre colte 30 € a produire.

b.Sur[20;40[,C(x)=-2x+80.

—2x+80=30=2x=50=x=25.

Le colt de fabrication du 25¢ verre est 30 €.

Au point d'abscisse 25, la tangente est paralléle au seg-

ment qui représente la fonction Csur[0;201].

Sur[40;80[C'(x)=

C. Sur[40;80],C’(x)=L002.
(x -100)
18 000 2 18000
——— =30& (x-100)" =
(x -100)* ( ) 30

& (x—100)?=600

< x—100=+/600 ou x — 100 = —+/600

& x=100+10~/6 oux=100—10/6 .

La premieére solution est supérieure a 80 et la deuxieme
n'est pas entiére. 100 — 1046 = 75,5..

Pour le 76¢ verre, le colt de production est proche de
30 €.

E a. Soit M un point sur la courbe de colt total, le coUt
moyen est le coefficient directeur de la droite (OM) .
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Sens de variation par lecture graphique :

X 0 20 =70 80 O |
‘ Define flx)= 1050 r:ISfJ 00 || Terminé
x x-Le=100]
CM(X) \ \ / S .q'i - A ‘.}
40 23,6 ;u{rs] 1150 (72" -1640 x+82000
200 x* Le=100)*
30+ " si0=x <20 solvel? 2% - 1640 2+82000=0.x)
250 . ¥=72.3303 or x=161 955
b.M(x)=1!-x+80-—, si20 < x <40
X On calcule la dérivée du colt moyen sur [40 ; 80] , puis
1050 18000 5140 < x < 80 on étudie le signe d(,ella de.rlvee.
x  x(x-100) Pour cela on résout Iéquation 7x2 — 1 640x+82000=0.

. o . Le colt moyen est minimal pour 72 verres de lunettes.
Le co(t moyen sera minimal pour une valeur de l'inter-

valle[40;80].
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CHAPITRE

Fonctionexponentielle

Partir d’un bon pied

A ) QCM - Puissances et
exposants
(1] c.(az)3 :%:a%f‘”:af‘bz.
H b.20x0,8”“:M=25x0,8”.

7

B ) Suite géométrique

Kl b.u,,,=(1-02)u,=08u,.

n
Donc u, =u, x 0,871=29%098" _ 156,080
0,8

Uy
Bl a.g3=—2=27,donc g=3.

Uy

n

Donc u,=u, x3n-1-800%3"_ 554,30,

Et u;=u,x3=48600.
a.Ug+u,+...+u,
=100+ 100%x0,75+...+100x0,75"
=100X(1+0,75+...+0,75")
1—0,75n+

=100 x =400(1-0,75"")

7

=400—-400x%0,75x%0,75"=400-300 % 0,75" .

_C) Modélisation en suite
géométrique

a. On ne peut pas modéliser par une suite géo-
métrique, car la croissance ne parait pas expo-
nentielle : elle est ralentie a un moment donné.
b. On peut modéliser par une suite géométrique,
avec une raison supérieure a 1, car la croissance
parait exponentielle.

c. On peut modéliser par une suite géométrique,
avec une raison comprise entre 0 et 1, car la
décroissance parait exponentielle.

_D) Chiffrer des évolutions

1] Faux:Sx(1+£)3:8,64;t8.
100

E3 vrai: si CM est le coefficient multiplicateur
180000
20000
La population est donc multipliée par 3 en une
demi-heure et 20 000 x 3 =60 000 .
3. Faux:si CMg ,.;s=+/1,21,alors CM,,,=1,21.

285000

250000

—32

pour une demi-heure, CM2 =

Or

=1,14#1,21.

) Découvrir

Etudier a tout instant une population
a variation relative constante (p.70)

Partie A : Dans une culture de bactéries

EJ a. La population de bactéries double toutes les
20 min, une heure compte trois fois 20 min.

Donc le coefficient multiplicateur est :
CM=2x2x2=8.

b.P(2)=P(0)x82=3x8%2=192.

Donc la population est de 192 milliers de bactéries au
bout de 2 h.

P(3)=P(0)x83=3x83=1536.

La population est donc de 1 536 000 bactéries au bout
de3h.

(P(n)) est une suite géométrique de raison g=8 et de
terme initial P(0)=3.0nadonc P(n)=3x8".
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1 a.Dans 1h 20, ily a4 fois 20 min, donc la population
a doublé 4 fois.
Elle est alors de 3 x 2% =48, soit 48 milliers de bactéries.

P(g) =3 x8%3=48.0n retrouve le méme résultat.

b.P(—2)=3><8‘2=iz0,047.
64

Il sagit de la population de bactéries (en milliers) deux
heures avant le début du protocole.

P(— g) =3 x873=0,094. |l s'agit de la population de

bactéries (en milliers) 1 h 40 avant le début du protocole.
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c. P(2,4) =3 x 82% =441, soit 441 milliers de bactéries
au bout de 2,4 h.

P(3,4) =3 x 8%* = 3 529, soit 3 529 000 bactéries au
boutde 3,4 h.

La variation relative du nombre de bactéries entre ces
deux instants est de :

P(3,4)-P(2,4) _3529-441
P(2,4) 441

Partie B : Application

EJ En utilisant le taux de variation, on obtient :

t:% o txf(x)=Flx+1)—F(x)
X
Stxf(x)+f(x)=f(x+1)

e (1+6)f(x)=f(x+1).

Dong, pour x=n,ona f(n+1)=(1+t)f(n), donc
(f(n)) est une suite géométrique de raison 1+t.

On obtient donc f(n)=f(0)x (1+t)".

F1 A la fin du premier trimestre 2015, il s'est écoulé

3 ans et 3 mois, soit 3 ans et % d’année.

X
a. Au Honduras, f(x):f(O)x(1+%) =8,1x1,05%.

Alors, f(3 # 2] =1(325)=81x 1,057 =95

soit environ 9,5 millions d’habitants.
0,6 )X

b. En Ukraine, f(x) =f(0) x (1 ~ 100 =f(0) x0,994*.

Alors f(3,25)=45,1x0,99432> = 44,2 soit 44,2 millions
d’habitants.

Lire le sens de variation de x+— g* (p.70

(f(n)), ou n est un entier naturel est une suite géomé-
trique de raison q.

+ Géogébra : la fonction f est décroissante.

Cela correspond au sens de variation d’une suite géo-
métrique de raison g=0,6, c'est-a-dire comprise entre
Oet.

« TI-Nspire : la fonction est croissante.

Cela correspond au sens de variation d'une suite géomé-
trique deraison g=2>1.

« Tableur : la fonction f est croissante.

Cela correspond au sens de variation d'une suite géomé-
trique de raison g=3,25>1.

Découvrir des relations fonctionnelles (.71)

Kl a.f(3+5)=f(3)xf(5) & f(8)=f(3)xf(5)
& 28=23x25,
b. f(x+0)=f(x) xf(0) < f(x)=F(x)xf(0)
& f(0)=1=20,
c f(x+(—x))=f(x) xf(—-x) & f(0)=f(x)xf(—x)
& 1=f(x)xf(=x).
Donc f(—x)=L.
f(x)
d.2x=x+x donc f(2x)=f(x+x)=1f(x)xf(x).
On adonc f(2x)=(f(x))2.
On peut conjecturer que f(nx)=(f(x))".

e.Onaf(1 )=f(2 x %) - [f(%)r

Commef(1)=2et2= (ﬁ)z,alors f(%) =2 =212,

E] a.EnC2,=$E$2AB2.  b.En D4,=C2*C3.

c. EnD6, 1/C2. En D7,=C2A2. En D9, =C2/BS8.
d. Il fautque n=0,5.

e. Voir tableau ci-dessous.

| A B c D E

1 valeurs mage fix)=g*x | avec les relations |base g
Z| x -3.5] 0,399207109 1.3
Iy 35| 2504965409

4 lx+y 0 1 1
510 1] 1

6 | -x 3.5] 2504965409 2504965409
T | 2x -f|  0,159366316 0.159366316
8| n 4

9 [n'x 4] 0025397623 0

Découvrir un nouveau nombre (p.71)

EJ Quelles que soient les valeurs positives de g, la
courbe représentative de la fonction f semble au-dessus
de ses tangentes, donc f semble convexe.
E1 a. f'(1,5) = coefficient directeur de la tangente 2 la
courbe représentative de la fonction fen M
=571.

f'(0) = coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de la fonction fen A

=1,1.
b. Sur la figure 2, la fonction représentée est la fonction
fix—2%,
f'(3) = coefficient directeur de la tangente a la courbe
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représentative de la fonction fau point d'abscisse 3
=555,
f’(0) = coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de la fonction f au point d'abscisse 0
~0,69.
c. Il semble que si g augmente sur ] 1;+oo [, alors f'(0)
augmente aussi.
On utilise la propriété des valeurs intermédiaires en
considérant la fonction g — f7,(0), et on obtient que
I'équation f;,(0) =1 (d'inconnue q) admet une unique
solution.
EJ Ontrouve lavaleur e=272.
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D) Savoir faire

© 1. Utiliser une fonction x— g* p.73)

: Clest-a-dire est multiplié par 1,045.

¢ Au bout de 3 ans, son capital est de:

: 800 x 1,0453~912,93 €.

: E1 a. A samajorité, x=4,5.Donc le capital de Thomas
. est: f(4,5)=800x 1,045%° =~ 975,24 €.

: b.f(x)>2x800 < 800x 1,045% > 2x 800

: < 1,045%> 2.

--------------------------------------------------------------

On cherche x tel que 1,045%*> 2.

On utilise la calcula- IR ET |
trice graphique. 1z 17722
On en déduit que iy 1.B5183
1045¢ > 2, cesta- | 1 | EBi
dire que Thomas dou- | 12 21134
<.c0fs
blera son capital, au l’l?- 2.2073

bout de 16 ans.

© 2. Calculer avec une exponentielle .75

Exercices d’application

_e2xed e?

2 (e1)3

e4
B=(e3)! X— =e3xeb=e3,
o

=e8,
e-3

Bl - e +2eX +1=(eX)2+2eX+1=(eX+1)2
(identité remarquable).

c(eX —1)(2e¥—1)=2(e¥)*—eX—2e*+1
=2e¥-3eX+1.

«2(x—2)eX=(2x—4)eX=2xeX—4e*.

-(e‘X+1)(eX—1)=e°—e‘x+ex—1=eX—e‘X=eX—eiX.

a.e¥=1 o e¥=e? o 3x=0 & x=0.

b.e*=e? & —x+1=2 & -x=1 & x=-1.

B aec3=e o e>3zel & —x+3=1
S-—x=-2 < x=2.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

b.e? —eX*3=0 © e =3 & -2x=x+3
& =3x=3 & x=-1.
[ 2.3¢¥-3=0 & 3eX=3 o ex=1
& eX=e? & x=0.
boei=) o etizel o x43=—1
& —x=-4 & x=4.
m a.(eX—1)(2eX+1)=2(eX)?>+eX—2eX-1
=2e¥X_eX—1,
b.2e¥*-eX-1=0 < (eX-1)(2e¥+1)=0
< e¥—1=0o0u2e*+1=0
& e¥=eou e":—% :impossible

puisque e*> 0 pour tout réel x.
& x=0.

© 3. Etudier une fonction avec e* (.77

Exercices d’application §
“IE] 2 on obtient le gra-

. phique ci-contre. On en
: déduit que la fonction f
: semble croissante sur R.
cFf(x)=eX+1.

: Or, e* >0 pourtoutréelx.
: Donc f'(x) >0 pour tout
: réelx.

: 1 On en déduit donc I'exactitude de la conjecture : f
est croissante sur R.

E ng'(X)=2eX+(2x+ 1) eX=(2x+ 3)e*.
: E1 e¥> 0 pour tout réel x, donc g'(x) est du signe de

. 2X+3.
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......................

Ona2x+3=0 & 2x=-3 @x?—%.

1 On obtient donc le tableau de variations suivant :

3
X — oo —— + oo
2
g’(x) - 0 +
gx) | T e __—

£ h(x)=2e*+(2x—1)eX=(2x+ 1) eX=g(x) pour
tout réel x. :
h(x)=0 © g(x)=0 © 2x+1=0 & x=——.
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. On obtient donc:

E X — o0 —_— + oo
: 2
h’(x)=g(x) — 0 +
avec h'(x)=g(x). 3
¢ Onadonch'décroissante, donc h concave sur}— oo — 5 [,

: . 3
. et h’ croissante, donc h convexe sur } —3 ) [ .

1ol | 0 =05-05ex.
: On cherche pour quelles valeurs de x la dérivée est posi-
. tiveounulle: 0,5-05e*=0 @ e*X<1 < x=<0.

D'ou le tableau de variations de fsur[—-10;31]:

X -10 0 3
f'(x) + 0 -

f(x) / 3,5\

Avec f(-10)=—-1-0,5e719= 1
et f(3)=3,5-0,5e3=-4,5.

F31 Sur [-10;0], fest continue et strictement croissante.
f(=10) = -1 et f(0)=3,5 donc la fonction f prend la
valeur intermédiaire 0. Donc I'équation f(x)=0 admet
une unique solution sur l'intervalle [-10;01].

On raisonne de la méme facon sur [ 0 ; 3 ]. Ainsi, sur
[-10;31, I'tquation f(x)=0 admet deux solutions.

© 4. Etudier une fonction x— e¥(*) (.79

Exercices d’application

I f(x)=2e"9%—0,5(2x+ 1) e~ 0>
=(2-x-0,5) e %*=(1,5-x) e 0>,
Or, une exponentielle est toujours positive.
Donc f'(x) est du signe de 1,5—x.
f"(x)=—e"%*-0,5(1,5—-x) e 0>
=0,5(—2e7%%)-0,5(1,5—-x) e 0
=0,5(x—3,5) e 0,

B X |—eo 1,5 +oo
f'(x) + 0 -

foo | et —

: El f(x)=0,5(x—3,5)e 05,

: f"(x)=0< 0,5(x—3,5)e %*=0

: < x—3,5=0 (une exponentielle ne s'annule
. jamais et est toujours strictement positive)

: & x=35.

: De plus, f”(x) est du signe de x — 3,5, donc f“(x) s'an-
. nule et change de signe en 3,5.

D'ou le point de la courbe représentative de la fonction
: fd'abscisse 3,5 est un point d'inflexion.

(p. 81)

@ b. Sur R, 0,95* est toujours strictement positif.

4 \¥
c.P(x)=3000><(1+—) .
100

@l (=

. . 3 .
b. 2 semaines et 3 joursest: 2 + 7 semaines.

3
n ;) —3000x1,04"7

o
—_—
N

;EEB*( 1.842(2+3
3299.8082414

=~3 300, a l'unité pres.
@ b. On développe:
(eX—1)(eX+4)=(eX)2+4eX—eX—4=e2X+3eX-4.

@ a.Comme e apparait au dénominateur en a., on
multiplie le numérateur et le dénominateur par e* et
on utilise e*xe™=1.
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m [ a.g(x)=2e%-2=2(e¥®*-1).
b.g(x) =0 @ e¥*-1=20 < e¥>*=e’ < 2x=0
< x=0.
Donc g’(x) est positif sur[0;+c [ et négatif sur]—oo ;0].
c. x |—oo 0 Yoo

g’(x) - 0 +

g(x) \ 2 /

d.g”(x)=2x2e*=4e% >0 pour tout réel x.

Donc la fonction g’ est croissante sur R et par consé-
quent, la fonction g est convexe sur R.

1 g(x) =2 d'aprés le tableau de variations précédent,
donc g(x) > 0 pour tout réel x.

X ‘ — oo —+ oo
g0x) | +
E h(x)=e®*-2x+1=g(x).
Donc h”(x)=g'(x) et h"(x)=0 & g'(x)=0 & x=0.
Donc h admet un point d'inflexion : le point d'abscisse 0
de sa courbe représentative.

@ a.el™=11-x2=0 o x?=1
< x=-1oux=1.
@ a.e*+1 esttoujours strictement positif.

Donc f(x) est du signede e ™ —1.
Ore*-1=0coe*=21o x=0< x=<0.

@ c. Toutes les valeurs positives sauf 1 sont solutions.
|2__1| c. f(x) un produitet (e“)'=u’xe".

Dou: f(x)=2xe™*+(—e*)x(2x—-1).

|2__2| b. f'(x) = =(-2x)e™* =2 xe™* sannule en 0 en
changeant de signe (négative, puis positive).

Dong, en 0, la fonction f admet un minimum égal a
f(0)=9.

Donc fest positive sur [-3;3].
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) Exercices

ED Fonctions x— g*,avec g> 0 (.52

[23) Vraiou faux ?

ET Faux:si 0<g<1,alorslafonction x+> g* est décrois-
santesurR.
El Vrai:4x2X=22x2X=22*x,

X+3 X 3 X
B Vrai: 2 2" %> =125x(§) —125%2,5%.
2x 2x 2
3
n Vrai:(2X) :L=23X—2X—2 =2X—2’
4x+1 (22)x+1
i QCM
[ c.f(t+1)=f(t)=0,7t"1=0,7t=0,7t(0,7=1)
=-0,3%x0,7t.
t+1 t+1
Eb.g( ) 3x1,5 _1

g(t)  3x1,5t

HJ Associer courbes et fonctions

€, et €, sont les courbes représentatives de fonctions
décroissantes, donc de fonctions x—g*,ou 0<g<1.
De plus, h(=1)=0,5"=2, donc %6, représente la fonc-
tion h et ¢, représente la fonction k.

€5 et €, sont les courbes représentatives de fonctions
croissantes, donc de fonctions x — g*,ou g> 1.

De plus, f(1)=2"=2, donc %, représente la fonction f
et ¢, représente la fonction g.

HJ Comparer les nombres gq

a. On constate que:

fiM=q)=q,; f,(=4a,=0q,; f;(1)=q35 =aq;.
Or, f,(1)=2,donc g,=2.

De plus, f,(1) >f,(1) > f;(1) .Donc g, >q,>q;.
b. On constate que:

1 1 1
fi(-1=q,"'=—;f(-1)=q,"'=—;f(-1)=q;"=—.

1 a, ds
f,(-1)=2,donc g, =

L=

De plus, f;(-1) > f, (-

Donc —1>i>i.D’oU 4;<q9,<q,.

a: 4, 4q;

)>£(-1).

[27} Variations absolue et relative

a. f(t+1)—f(t) =3x0,751 —~3x0,75¢
=3x%0,75'x(0,75-1)
=3x%0,75'x(-0,25).

Cf(t+1)—f(t) _3x0,75t x(-0,25)

D'ou =-0,25.
f(t) 3x0,75¢
b.f(t+1)—f(t) =0,3x 1,941 -0,3 x 1,94!
=0,3x1,94!%x(1,94-1)
=0,3%1,94tx0,94 .
Dou: fE+D=F() _0,3x1,041x0,94 _

f(t) 0,3 x 1,94t
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PE] Transformer des expressions

_ 2Xx X (23x)2 _ 2% x 26x = Q7x=(x+3) = D 6x-3

2 x+3 2x+3
],32)( X 1,3 —Xx+2 +2
B= ( ) :1,3X :1X1,3X+4-
2x1,3 2x1,3 2
PE] Calcul de sommes
El Ona:
2 3, 4y 5, 6 14
T+9+q°+q°+q°+q +q=1 :
-q
D'ou, pour g=2,5,
2.0 734 44, 454 A6 1-9” _1-2,5
'|+q+q +q +q +q +q = = »"5406,23.
1-q 1-2,5

et pour g=0,93,
1-q7 _1-0,937

1+a+a2+a3+a*+a°+ab= - -
A A e S

E -|+qx+q2x+q3x+q4x+q5x+q6x
=1+(g9+@)+ (@9 + (@9 + (@9’ +(@9°
1) _1-q7
C1-(g¥)  1-q¢°

5,69.

Pour les exercices 30 et 31
Sens de variation de fsur R

m a.0< 0,35 < 1,donc fest décroissante sur R.
b. 1,94 > 1, donc fest croissante sur R.

El] a.2,8 > 1, donc fest croissante sur R.
b.0< 0,99 < 1, donc fest décroissante sur R.

EH Modéliser une évolution
X
(1) f(x)=3(1+i) =3x1,08" enm?,
100

X correspondant au nombre de mois.
X
2] f(x)=2(1—£) =2x0,7¥ enmL,
100

x correspondant au nombre d’heures.

EE] Taux d'évolution

a. Chaque année, la population double, donc est multi-

pliée par 2. On a donc un coefficient multiplicateur égal

a2

Par conséquent, P(x)=5x2X,

b. 25 ans correspondent a 2,5 dizaines d’années.

La population serade P(2,5) =5 X 2%° = 17 millions.

. t= P(0,1)—P(0) _ 3x201-3
P(0) 3

soit une augmentation d'environ 7 % par an.

=201 -1~0,07

CHAPITRE 3 Fonction exponentielle 5



EZ] Production continue en augmentation

ER a. Au 19 février 2012, il s'est écoulé un mois.
La production est donnée par P(1) =3 x 1,04' = 3,12
soit 3 120 briques.
Au 15 mars, il s'est écoulé 2,5 mois.
La production est donnée par P(2,5) =3 x 1,042° = 3,31
soit 3 310 briques.
__P(0,5)—-P(0) 3x1,0495 -3

P(0) 3
=1,0495-1=0,0198
soit environ 1,98 % d’augmentation tous les 15 jours.
F1 1,04 > 1, donc la fonction P est croissante sur son
ensemble de définition.
El a. On lit graphiquement qu'a partir du 8% mois,
C'est-a-dire du mois d’ao(t, la production dépasse les
4000 briques.
b. Pour x=7, la production n'est

b.t

quedenviron 3948 briques, alors
gue pour x =8, 0n a une pro-
duction d’environ 4 106 briques.
On retrouve donc le résultat de
la question précédente : cest

e e l.nurui
[~ e

a partir du mois d'aolt que
la production dépasse les 4 000 briques.

[35 Etude d'une demande

! Comme g=0,6¢€10;1[, lafonction fest décrois-
sante sur [ 1; 4] . Plus le prix p augmente, plus la
demande Q diminue.

Fl a.f(1)=74x06=444>2et

f(4)=74%06%=0,9<2.

Sur[1;4], lafonction f

est continue et strictement

décroissante. f prend la
Inkerseckion
W=z DhRiFiZZ V=2

valeur intermédiaire 2.
Donc l'équation f(x) = 2
admet une unique solution

asurlintervalle[1;4].
b. A la calculatrice, on obtient o = 2,56.

c. Pour écouler totalement les 2 tonnes de fruits, le prix
maximal est p=2,56 € par kg.

ElJ Prix d'équilibre
El . 1,05 > 1, donc la fonction f est strictement crois-
santesur [10;30].

X
-g(x)=7><(i) ,avec 0<L< 1,donc g est stric-
1,05 05

7 7

tement décroissante sur [10;30].
Plus le prix augmente, plus l'offre augmente et la
demande diminue.

F a.f(x)=g(x) & 1,05X=1 75X & (1,05%)2=7
& (1,052)°=7 < 1,1025%=7.

b TFieta Plotz otz & Yy
“Wi1E1, 1825 59982
We= 199y | 58889
Wrs 19.3y1 | 59995
bl o 1884z | 70003
- 18843 | 20008
AW 5= 18.84y | 70016
We= 18.84c | 70023

On en déduit que a=19,94.

El On est au prix déquilibre lorsque loffre et la
demande sont égales, c’est-a-dire lorsque f(x)=g(x).

Ce prix est donc de 19,94 € le livre.

La quantité de livres offerte ou demandée est alors de
f(19,94) = 2,65 milliers.

Réaliser des prévisions
El En2011, t=31.f(31)=4,54x1,01431=6,99 < 7.
L'estimation de 'ONU est tres proche du modele.
fie+1)—f(t) _f(t+1)
fey  f()
_ 4,54x1,014t x1,014 1
4,54 x1,014t
=1,014-1=0,014.
soit un taux annuel dévolu-

1

tion de 1,4 %. 8.7531
El La population devrait donc E;Eg;
dépasser les 10 milliards de 1'.":155
personnes au cours de la 56° 10,11
année, c’est-a-dire au cours de 10.4E5E
'année 1980 + 56 = 2036 . 10.602

B) Exponentielle de base e (.54

[38 Vraiou faux ?

[ Vrai :
positive.
Fl Vrai:eXxe=e*xel=eXt1,

El Faux:en0, e®=1 etnon0.Et eX=e & x=1.
El Faux:e*=e™ & x=—x & x=0.

une exponentielle est toujours strictement

EE] Simplifier avec le nombre e

X
4

A=

=—4=e‘1. B=(e?)?xe3=e"*xe3=e".
C=—=¢e"2.
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Simplifier avec le nombre e

4
X = X
D=—  =e3xe8xelxel=e3.

E=(e3)4><—5 —e2xe7=¢",

[41) Simplifier une expression
Kl Voir exercice fX] 3

Donc f(x)=e*"" et g(x)=e?™*.
2] f(X):e2x+5 et g(x):e2x+3.
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Justifier des égalités

a.(eX—1)(eX+3)=(eX)2+3eX—eX—3=eXX+2ex-3,
2ex _eX +1-2eX 3 1-ex

b.1- = = .
ex +1 ex +1 1+ ex
o loerx _T-enx ex ex —ed  ex -1
T+e-X 1+e-X ex ex4+e0 ex 41’

Justifier des résultats
E (e>+1)2—(e¥—1)=e™+2eX+1-e%+2e¥ -1
=4e?x,
E (ex+e—x)2_(ex_e—x)2
=e¥+42eXe X te X—eX+2efe - ¥
=4eXxe*=4e0=4,

/7] Calculs de sommes

I} Soit (e") la suite géométrique de terme initial e®=1
et deraison e. "
1-e
T+e+e?+...+e0=—7—.
1-e

E1 De méme, (™) est une suite géométrique de raison
eX et de terme initial e®=1.Alors:
1-(ex)? -

ex -1  l-ex
El Soit (u,) la suite géométrique de terme initial
u,=e%=1 etderaison e?. Alors:
1-(ex)®  q_emx

T—ex  J-ex’

T+eX4+eX4 . . +ellx=

T+eX+e™ et 4e¥ +el=

713 Mettre e* en facteur
f(x)=2xeX—x?eX=xe*(2-x).
g(x)=eX—4xe*=e*(1-4x).

Factoriser des expressions
f(x)=x2eX—2xeX+3eX=eX(x?—2x+3)

Calcul du discriminant de x?>—2x+3:
A=b?-4ac=4-4x3=-8<0.

Donc le polyndme n'admet pas de factorisation dans R.
g(x)=3x%?eX+xeX+eX=eX(3x2+x+1)

Calcul du discriminant de 3x2+x+1:
A=b?-4ac=1-4x3=-11

Donc le polynédme nadmet pas de factorisation dans R.

Pour les exercices 47 a 50
Résoudre des équations

a.e¥-1=0 @ e¥=1 o e*=e? © 2x=0
< x=0. 3
b.e* 1=ze?=4x-1=2 © 4x=3 & x=Z.

a.(2x—5)(eX+1)=0 < 2x—5=0 ou e +1=0

& x=§ ou eX=-1:impossible

5 )
X= E est la seule solution.

1
b.e?*=— o eXt=e T 2x+1=-1
e
& 2x=—-2 & x=-1.
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a.e¥-1=0e¥=1ce¥=e'<-3x=0
< x=0.
b.

—+2=0 & e **2 =—2 pas de solution
ox-
(une exponentielle est toujours strictement positive).

@ a.e¥—xe*=0 © e*(1-x)=0

< eX=0(impossible)ou1-x=0<= x=1.

b.x?e*—3xe*+2e¥=0 < eX(x?-3x+2)=0
& x2-3x+2=0.

Calcul du discriminant :

A=b%?-4ac=9-4x2=1>0.

Donc il y a deux solutions.

-b-+VA —b++A
Xg=——— et Xy=—7—
2a 2a
=E=1 zﬂzz
2 2

[51) Avec changement de variable

El e>+5eX-6=(e*)?+5e*—6=X2+5X-6,
d'ou I'écriture de I'équation (E) .

El A=49;deuxsolutions: X;=1 et X,=-6.
X;=1 & e=1 & x=0;

mais e¥=—6 n'est pas possible. Donc S={0}.

B Equation d'inconnue e*
El (X=1)(2X+1)=0 & X-=1=0 ou 2X+1=0
< X=1ou Xz—l.
2
Fl a.(E) © 2e¥>=e+1 & 2(eX)?—eX-1=0.
En posant X=eX,ona: (E) & 2X?-X-1=0.

Deplus, (X=1)(2X+1)=2X2+X-2X-1=2X2-X-1.
Donc (E) & (X—=1)(2X+1)=0.

b.Dou (E) & X=1 ou Xz—%

1. .
S e¥=1ouer =—5 :impossible (une
exponentielle est toujours strictement positive)
s eX=el
& x=0.

EE] Résolution approchée

EF En regardant l'abscisse du point d'intersection de
la courbe représentative de la fonction exponentielle
avec la droite d'équation y=2,onobtient 0 <a < 1.
E1 On obtient «=0,693.

L1

IntgHEecty
Hu.&sﬁi LA Iy=z
Utiliser le bouton « Calcul » de la calculatrice et sélectionner
« intersection ».
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E) Etude de la fonction x— e* (.85

[54! Vrai ou faux ?

[N Vrai:f(—2)=0xe%=0.

Fl Vrai: f'(x)=1xeX+eX(x+2)=(x+3)e”.
El Vrai:f(0)=2 et f(0)=3.

&3 ocm

[l a.g(0)=2x0e%=0.

F1 b.g'(0)=2e*+2xeX=(2x+2)e*.
E c.g(-1)=(2(-1)+2)e"=0.

Pour les exercices 56 a 61
Calculs de dérivées

@ f(x)=eX+x?,donc f'(x)=e*+2x
et g'(x)=Txe*+eXx(x—2)=(x—1)xe*.

f(x)=3x2x—2eX=6x—2e*
g (x)=-2xeX+(4—x?)eX=e(—x?—-2x+4).

B £(x)=(2x+3)eX+(x2+3x+1)eX=eX(x2+5x+4)
g'(x)=3x?e*+x3eX=(3x2+x3)ex.
X —aX X —
@f’(x):e XX-—e x1=e (x 1).
x2 x2
TxeX —xeX ex(1-x) 1-x

g'(x)=

e ex x ex ex

@ f,(x):ex(x+2)—ex x1 ex(x+1)

(X +2)2 T o(x+2)2
X _ X X (— —_
g,(x)=1><e (x+2)e _e (-x 1)=_x+1.
e2x ex x eXx ex
X X _ X X X
mf’(x)ze x e (ex +1e __® =_i
eZX e2X eX
oy eX(eX +1)-eX xex 1
g(X)_ e2X _e_X‘

Pour les exercices 62 a 64
Résolutions d'inéquations

@ a.2e¥-2=20 e*=1 & x=0.5=[0;+c][.
b.2e*+2=0 < e*=-1,toujoursvrai:S=R.

[E] a.e* >0 pour tout réel x, donc (x —2)e* est du
signede x—2.
Or,x-2=0< x=2.
S=[2;+0c][.

b. eX> 0 pour tout réel x, donc Z0.,5x+3
de —0,5x+3. ex
Or, -05x+3=0 & —-05x=-3 © x<6.
S=]-o0;6].

est du signe

a.eX>0 pour tout réel x, donc (4 —x2)e* estdu
signede 4—x2.

4 — x? est un polyndme de degré 2 de racines 2 et —2,
donc4-x?=0 ¢ -2<x<2.

S=[-2;2].

b.eX+1 >0 pour tout réel x puisque e*> 0 pour tout
réel x.
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X

Donc estdu signede 1-—e*.

X +1
O, 1l-eX=0o 1=z eVl=eX o x<0.
S=]-=;0].

Pour les exercices 65 a 70

Tableaux de signes

E e* > 0 pour tout réel x ; donc f(x) est du méme
signe que 2x2+3x-5.

Calcul du discriminant :
A=b2—4ac=9-4(-5)%x2=49>0.

_-b-JA _—b+JA
T a T f +
3 _ 25\ - /1
_-3-7_ 5 _-3+7_. \/
4 2 4
x |- ~25 1 +o0
f(x) | + 0 - 0 +

m eX> 0 pour tout réel x, donc e*+3 >0 pour tout

réel x.

Par conséquent, f(x) est du signe de son numérateur :

-x2+4x-4.
—Xx2+4x—-4=—(x>—4x+4)=—(x—-2)><O0surR.

Donc: ‘_oo 2 +oo

f(x) | - 0 -

e*> 0 pour tout réel x, donc e+ 1> 0 pour tout
réel x. Par conséquent, f(x) est du signede 2x+5.
Donc: ‘_oo ~25 +o0

f(x) | - 0 o+

[68 3x-6=0 o x=2;
ef—e=0 e=el o x=1.
D'ou le tableau de signes :

X —oo 1 2 +o0
3x—-6 - - 0 +
eX—e - 0 + +
f(x) + 0 - 0 +

@ » Calcul du discriminantde 4x2—3x—1:
A=b2-4ac=9-4(-1)x4=25>0.

b-VE . _-b+VA \ /
' 2aq 27 2g + +
3-5 1 3+5 _L\—/1
=2"°2___ = =1 2
8 4 8
ce¥—e?>0 o eX>e? o x>2.
«Donc:
X —oo -2,5 1 2 +oo
4x2-3x-1 + 0 - 0 + +
eX-e? - - - 0 +
f(x) - 0 + 0 - 0 +
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«eX> 0 pour tout réel x donc e*+3 >0 pour tout
réel x. Par conséquent, f(x) est du signe de eX—e?.
cef-e?=0 o eX=e? o x=2.
«Donc:
x |—os 2 too
f(x) | - 0+

Prolongement par continuité

a. On ne peut pas diviser par 0, donc x =0 est une
valeur interdite. D'ou I'erreur mentionnée a I'écran de la
calculatrice pour x=0.

b. Lorsqu’on remplace x par des valeurs suffisamment
proches de 0 dans I'expression f de f(x), on trouve un
résultat de plus en plus proche de 0,5. On peut donc
penser que sion prend g(0)=0,5, g sera continue en 0.
c. Onpose g(0)=0,5>0.

Il ne reste plus qu’a étudier le signe de g(x) sur R\{0},
c'est-a-dire le signe de f(x) sur son ensemble de défi-
nition.

X -1=20= e =e’ o x=0.

«2x=0 & x=0.

D'ou:
X — o0 0 + oo
eX-1 - 0 +
2x — 0 +
g(x) + || +

Donc g(x) > 0 pour tout réel x.

Pour les exercices 72 a 78
Etude de variations

f(x)=3e*+2.
Or, e¥> 0 pour tout xe R, donc f(x) >0 pourtoutxe R.
Donc fest strictement croissante sur R, doncsur [0;5].

f(x)=3eX—3=3(e*—1).

Or,e*—1=0 @ eX=el = x=0.

Donc f est décroissante sur [ — 1; 0] et est croissante
sur [0;3].

m f(x)=2xeX+eX(2x+3)=(2x+5)eX surR.

X — o0 -2,5 +oo
2x + 5 - 0 +
ex + +
f'(x) - 0 +

flx) | 22—

f'(x)=(2x—9)e*+ (X2 —9x+19)eX
=(x2=7x+10)ex,.

eX> 0 pour tout réel x, donc f'(x) est du signe de
x2—7x+10.
Calcul du discriminant :
A=b?-4ac=49-4x10=9>0.

_-b-JA -b+JA

2a
7+3

et x,=
2a 2

Ak
0 2\ — /56
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Onadonc:

x |0 2 5 6
f'(x)

foo | T~ —

f est donc croissante sur [0 ;2 ] etsur[5; 6] et est
décroissantesur[2;5].

- X —(=x2 X
f’(x)=( 2x +1)e (=x2 +x+5)e
(ex)2
x2 -3x-4
ex '
e*> 0 pour tout réel x, donc f’(x) est du signe de
x2—-3x-4.
Calcul du discriminant :
A=b’-4ac=9-4(-4)=25>0.
Donc le polyndme admet deux racines réelles distinctes

-b-JA -b++JA \
=———— et x,=———— +
2a 2a .

/+
- 2 -N\ - /a
_3-5_ _3+5_, N4

2 2
Onadoncsur[-2;4]:

X4

|
EN

X
f'(x)

-2
+
f(x) /'
f est croissante sur [-2;-1]
[-1;4].

o
I
o

et est décroissante sur

2eX(1+eX)-2exex 2ex
F(x) = ( ) _ .
(T+ex)? (T+ex)?
eX*> 0 pour tout réel x, et un carré réel est toujours

positif, donc f’(x) > 0 pour tout réel x.
Par conséquent, fest strictement croissante sur[0;10].

f,(X)=2xeX —(x2 +1)ex _ - X2 +2x—1'

(ex )2 ex
eX> 0 pour tout réel x, donc f’(x) est du signe de
—x2+2x-1.
Avec —x2+2x—1=—(x*-2x+1)=—(x—1)>< 0 pour
tout réel x.
Donc fest décroissante sur[—4;11].

Doublement de population

[} a. Au bout de 6 heures, x = 6. La population de bac-
téries est alors donnée par :
f(6)=2xe%=807 milliers de bactéries .
b. Au bout de 2,5 heures, x=2,5.La population de bac-
téries est alors donnée par :
f(2,5) =2 x e?* = 24 milliers de bactéries .
Fl a.f(x)=2e*.
b. f'(2,5) = 24 milliers de bactéries pas heure .
H a. f(x+1)-f(x) _ 2ex+l —Dex _2ex(e-1)
f(x) 2ex 2ex
=e—-1=1,718
soit une augmentation de 171,8 % par heure.
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—f(x)

1
X+ =

1
~ 2" 76 —2ex
f(x) 2ex

b.t=
1
=e6 —1=0,181

soit une augmentation de 18,1 % par tranche de 10 min.
3 On cherche ttel que:
f(x+t)=2f(x) © 2eXtt=4eX & eXxel=2¢e¥

& el=2,
En entrant dans la calcu- b Yy
latrice la fonction t— ef, TTEEm| 159:7
on obtient le tableau de 591 i.8B8E7
valeurs ci-contre : Eg% %g;;;
On en déduit que la B9y c.00i7
population de bacté- EEE EERE;

ries a doublé au bout de
0,69 heure environ.

El] Interpréter graphiquement

[l a.f(x)=—2xe*+(3—x2)eX=(—x2-2x+3)e~.
b. eX> 0 pour tout réel x, donc f’(x) est du signe de
—x2-2x+3. a=-1négatif.

Calcul du discriminant :
A=b2—-4ac=4-4x3(-1)=16>0.

tboNE L beVD g SN
2a 2a —/3 1\ -
-2 -2
Onadonc:
x | -5 -3 1 5
f(x) -0 + 0 -
~0,15 5,44
f
N ~0,3 - N ~3265,09

c. f'(x)=0 pour x=—3 et x=1,donc la courbe repré-
sentative de la fonction f admet deux tangentes hori-
zontales : une au point d’abscisse —3 et I'autre au point
d’abscisse 1.
El a.T:y=f(0)(x-0)+f(0)

y=3x+3.
b.3x+3=0=x=-1
Donc T coupe I'axe des abscissesen I(—1;0).

H yi
H
’I_

_I%_‘_/ ] O_ ‘i T T T IX

[81) Utiliser une fonction auxiliaire
[l a.g'(x)=1xeX+eXxx—eX=xe*.
b. Pour tout réel x,e*>0.
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D'ou la dérivée a le signe de x :

X —oo 0 +oo
g’(x) — 0 +
g(x) e

c. g(0)=1.Comme le minimum de g est 1, la fonction
g est strictement positive sur R .

Fla. f(x)=1xeX+e*xx—2eX+1=xeX—eX+1
Donc f'(x)=g(x).On utilise le signe de g(x) .

b. La dérivée a le signe de g(x), strictement positif.
Donc la fonction f est strictement croissante sur R .

El Comme f'(x)=g(x),alors f"(x)=g’(x).

Donc en x =0, la dérivée seconde f”(x) s'annule en
changeant de signe. Donc la courbe 6, admet un point
d’inflexionen x=0.

EH Variations pour connaitre le signe

PartieA:
a.g'(x)=e*-1.

b.eX*-1=0o e*=e®=x=0. S=[0;+c].
. x| —co 0 oo
g’(x) - 0 +
g(x) \»2//”»

g(x)=2>0, pour tout réel x, donc g est positive sur R.
PartieB:

El a.Pourtoutréel x=-1,
X _ X _ X _ X
f,(x)=1+1xe xe =1+1 x_e x+1=g( )

e2X eX eX eX ’

b. eX> 0 pourtout réel x, donc f'(x) est du signe de g (x).
On en déduit que f'(x) >0 pourtout xe[—1;+[.
D'ou f est strictement croissante sur [—1;+oo [ .

Fl T:y=f(0)(x-0)+f(0)=2x+1.

El a. On applique la propriété des valeurs intermé-
diaires a la fonction f continue, strictement croissante
sur [—1;0],avecf(—1)=—e=-2,7, négatif et f(0)=1,
positifs .

0€[f(—=1);f(0)].Doncléquation f(x)=0 admet une
unique solution x,sur [—-1;01].

b. On applique la propriété des valeurs intermédiaires a la
fonction f continue, strictement croissante sur [—-0,5; —0/4 ],
avec f(—0,5)=—-0,3<0 et f(-0,4)=0,003>0.
0€[f(-0,5);f(-0,4)].Doncl'équation f(x)=0 admet
une unique solution x,, telle que —0,5 <x,<-04.

c. festcroissante sur [—1;+e [ et f(x,)=0,

donc f(x) =0 sur [xy;+e[ et f(x) <0 sur [-1;x,].
4] 17
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EE) Prix d'équilibre

| a. h’(x):f’(x)—g’(x):O,OSeX—SX(— e: )
e X

=0,05€X+ Se_XZS(O,O'I—EZX-I-'I)'
eX
b.eX >0 pourtoutréel xet 5> 0, donc h’(x) est du
signede 0,01e%+1.
Or, e >0 pour tout réel x.
Donc h’(x) > 0 pour tout réel x.
On en déduit que la fonction h est strictement crois-
santesur [1;4].
E1 a. Le prix d‘équilibre est x tel que :
h(x)=0 0,05eX=eiX & e¥=100 & (eX)2=100
< e*=10 (une exponentielle est toujours
strictement positive).
b. Le prix d'équilibre est donc de 2,30 €.
EX Lorsquion est a I'équilibre, l'offre et la demande sont
de 0,05 x e*¥0=0,05x 10=0,5 dizaine de milliers de
fourchettes, soit 5 000 fourchettes.
Le chiffre d'affaires est alors de 5000 2,3=11500 €.

EA} Justifier des positions relatives

[} On peut conjecturer que la courbe % est comprise
entre les droites A et %.
Fl a.f(x)—x= 4 .

1+ ex
Or, e¥> 0 pour tout réel x, donc f(x)—x >0 pour tout
réel x.
b. On en déduit que f(x) > x pour tout réel x, donc
que la courbe € est au-dessus de la droite A sur R.
El a.f(x)—(x+4)=—4__ 4 2-4-4er —der

1+ ex 1+ ex 1+ ex

b. eX> 0 pour tout réel x, donc f(x)—(x—4)<0.
On en déduit que f(x) <x—4 surR.
D'ou la courbe ¢ est en-dessous de la droite %.

01 aflix)= 1+ 4x_ "8 _1+2eX +e —dex
(1+ex)2 (1+ex)2
e2x _Dex +1_(1_ex)2
) (1+ex) _(1+ex)2'

b. On sait qu'un carré est toujours positif ou nul, donc
f’(x) = 0 pour tout réel x.
Donc fest croissante sur R.
c. La courbe 6 admet une tangente horizontale si, et
seulement si, il existe un réel x tel que f'(x)=0.
f(x)=0 & (1-eX)?=0 < 1-e¥=0 < eX=e?

< x=0.
D'ou la courbe 6 admet une tangente horizontale en 0.

I Fonction e? (.s9)

[87) Vraiou faux ?

EN Vrai:—0,5 est la dérivée de l'exposant.

F1 Faux:f(x)=e*—e*#f(x).

El Faux:f(x)=1xe*+(—eX)x(x+5)=e*(-x—4).
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Eld Recherche d'un point d'inflexion
X X — X X

o f,(x):4e (ex+1)-4ex xe _ 4ex

(ex +1)2 (ex+1)2
pour toutréel xe[—-5;5].
F1 eX> 0 pour tout réel x, donc f'(x) > 0 pour tout
x e[-5;5].
El a. l'abscisse du point d'inflexion de la courbe repré-
sentative de la fonction f semble étre 0.
b. eX> 0 pour tout réel x, donc e*+ 1> 0 et f”(x) est
dusignede —(e*-1).
—(e-1)=0 -e*+1=0 1>e<ef

=x=<0.

D'ou f"(x) =0 sur [-5;0] et f"(x)<O0 sur [0;5].
c. Labscisse du point d'inflexion est I'abscisse ou la
dérivée seconde s'annule en changeant de signe.
D'apres ce qui précede, le point d'inflexion est donc le
point d'abscisse 0.

£ Points d'inflexion

1] Yi=la~2+1 k4 IH)
]
H=-3 vz 4IPEFGEE

On conjecture que la courbe admet 2 points d'inflexion.

El a.f(x)=2xeX+(x?+1)eX=(x2+2x+1)e”
=(x+1)%e.

Un carré réel est toujours positif, ainsi qu'une exponen-

tielle.

D'ou f'(x) = 0 pour tout réel x.

On en déduit que f est croissante sur R.

b..eX> 0 pour tout réel x, donc f "(x) est du signe de
x?+4x+3.a=1>0.

« Calcul du discriminant de x2+4x+3:
A=b’-4ac=16-4x3=4>0.

L _~b-YA ot b+ VA \ /
! 2a 2 2a + +
4 — - -3 = /-1
_4-2_ _4+2 \/

2 2
D'ou:
X — -3 -1 + oo
x2+4x+3 + 0 - 0 +
f”(x) + 0 - 0 +

c. La courbe admet donc deux points d’inflexion :
en x=—3 et x=-1.

Pour les exercices 88 a 93
Calculs de dérivées

[88) 7(x)=3e3
et g’(x)=10%(-0,5) x e~ 05¥=—5g705x

CHAPITRE 3 Fonction exponentielle 1



m ff(x)=1xe*+x(—e™*)=e"(1-x).
g (x)=(-2x+1)ex*x,

El] F(x)=2e-0™+(2x—3)(—0,1)e =0
=(2-0,2x+0,3)e 0¥=(2,3-0,2x)e 0,
g'(x)=—0,1e%+2(5-0,1x) e=(9,9-0,2x) e,

Ell F(x)=4e 1 +4x(—1)e>**1=4(1-x)e'*.
g'(x)=3x(-2x)e-x*> = —_6xel-x2,

EH f(x)=2xe*+(x2+1)(-1)e~*=—(x2—2x+1)e"*

=—(x—1)%e™.
1-x
g’(X)z—EET,
93 f’(X)=u'(x)exp(u(x))=X‘1-(X—3) x—3)
(x =12 x -1
_ ox (x—3
= o1 Pl
9’(X)=L(‘2—X) = x
Vam T Al

Pour les exercices 94 a 101
Etude de variations

f'(x)=—2x5e 2 =—10e",

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(x) < 0 pour tout réel x.

Par conséquent, f est strictement décroissante sur R.

B (x)=—0,5x100e-05+15=_50@-05x+15

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(x) < 0 pour tout réel x.

Par conséquent, f est strictement décroissante sur R.

B Fx)=2(e—1)e>1,

Or, une exponentielle est toujours strictement positive
ete>1,donc f(x) >0 pour tout réel x.

Par conséquent, f est strictement croissante sur R.

f(x)=1,2%0,01e">+2=0,012e"2+2.

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(x) > 0 pour tout réel x.

Par conséquent, f est strictement croissante sur[0;20].

1 x x X X
f'(x)=—(4 - x)e2 —e2 =e2 1——).
L £ (x) J(4-x ( ;

Une exponentielle est toujours strictement positive, donc

f'(x) est du signe de 1 —g .

Dou:  x |o 2 4

f(x) | + 0 -

Donc f est croissante sur [ 0 ; 2 ] et décroissante sur
[2;4].

- _ -0,2x -0,2x
ﬁ F(x) = 10 x 2(-0,2)e _ 4e .
- (1+2e-02x)2 (1+2e-02x)2

C'est un quotient de réels strictement positifs : la fonction
f est donc strictement croissante sur[—-2;101].
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(= -0,5, -0,5.
L0 f(x)=25x 2(-0,5)e™0> _  25e-0

(5+2e-05)°  (5+2e-05)
pour tout réel x (une exponentielle et un carré sont tou-
jours positifs).

Donc fest strictement croissante sur[0; 15].

oo 2x(x=1) - x2 X2
m P = (x-=1)2 exp(x_1).

x(x-2) ( X2 )
= exp .
(x —1)2 x -1
Or, une exponentielle et un carré sont toujours positifs,
donc f’(x) estdu signe de x(x—2).
x |- 0 2 +o0
x(x-2) | + 0 - 0 o+

2

Donc f est croissante sur ] —e ; 0] et est décroissante
sur[0;1]7.

Réaliser une prévision

[} a.f'(t)=-0,2%0,025e%0%t=—0,005 %025t ,

b. une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(t) < 0 pour tout réel t.

On en déduit que la fonction f est décroissante sur
[0; +oo [, Cest-a-dire que la longueur du glacier dimi-
nue au fil du temps.

E1 En 2013, il s'est écoulé 113 ans depuis 1900.

D'ou la longueur du glacier peut étre estimée par :
f(113)=25,6—0,2 x 2025X113 < 22 km ,

E] On établit le tableau de valeur de la fonction fsur la
calculatrice graphique.

On obtient :

Soit une disparition du glacier au bout d’un peu plus de
194 ans, donc au cours de I'année 2094,

3 A partirde t = 195, on a une longueur de glacier
négative, ce qui est impossible : la longueur réelle est
alors de 0 km. Le modele n'est donc plus valable.

Décote exponentielle

El f(0)=26315xe7%'5%0=26 315 donc au 1¢" mars

2009, la voiture de Lydia est cotée a 26 315 €.

F1 f(x)=26315(-0,15) x e %15X=-3947,25e~015x

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,

donc f’(x) < 0 pour tout réel x.

Par conséquent, la fonction f est strictement décrois-

sante sur [ 0; 20 ], c'est-a-dire que la cote Argus de la

voiture décroit au fil du temps.

Ha f(x+1)-f(x) 26315e-015(x+1) - 26315e-0.15%

f(x) B 26315e-0.15x

26315e-0.15x x @-0.15

26315e-015x
=e015-1=-0,14
soit une baisse annuelle de la cote de la voiture d'envi-
ron 14 % par an.

-1
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b. Au 1¢" septembre 2013, il s'est écoulé 4,5 ans.
La cote Argus de la voiture est alors de :
f(4,5)=26315xe-015x45~ 13400 €.
Le taux de diminution est alors de :
13400-26315
= T " ~_049
26315
soit une baisse d'environ 49 %.
c. Sur 6 mois, le taux de diminution de la cote est de :
f(x+0,5)-f(x) 26315e-015(x+0.5) _26315e-0.15x
f(x) - 26315e-0/15x
26315e-0.15x x @-0.075
~ 26315e-0.15x
=e0075 -1~ -0,07
soit une baisse d'environ 7 % tous les 6 mois.

-1

{7 Croissance exponentielle

Il a.f'(x)=86,6x0,35e%3>*=30,31 03>,

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(x) > 0 pour tout réel x.

La fonction f est donc strictement croissante sur [0; 19]
On constate donc que le nombre de domaines en « .fr »
augmente depuis janvier 2001.

b fix+1)-f(x) 86,6e035(x+1) - 86,6e035x
: f(x) @0.,35x
B 86,6e0,35X (e0,35 — 'I)
- 86,6e0.35x

=e035-1=0,42.
soit une augmentation de 42 % chaque année du
nombre de domaines en « .fr ».
F1 1(8,5)=86,6e%3>%85 < 1696,46 soit 1696,46 milliers
de domaines en « .fr » au 1°" septembre 2009.
El a.Sur [0;19], lafonction fest dérivable donc conti-
nue, strictement croissante,
avec f(0)=86,6 et f(19)=~66923.
Onadonc f(0) < 10000 < f(19).
Donc, d'aprés la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) = 10 000 admet une unique solution
sur[0;19].

On utilise le tableur L Yy
de la calculatrice gra- T ZBE7.B
phique pour déterminer i1 Y0g89.6
une valeur approchée 1z SroS
i3 B1i8E.2
de cette solution : | 11629
Les 10 000 milliers de ﬁE— %gﬂg
domaines en « .fr » ont
été atteints au cours de A V1
o 13 anée,soit plos (T30 88327
précisément, en choi- i3 8 gyl 5
sissant n par pas de ﬁﬁ; SEEEE
1/12 entre les valeurs G gFgzE
du tableau: “Hl| 10051

Xo= 13,59, clest-a-dire 13,5 <x, <13+ 7 .
12

b. La fonction f étant strictement croissante, 'ensemble
solution de I'inéquation f(x) = 10000 dans[0; 19]est
donc lintervalle [ x,; 19].
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c. Selon le modele, c'est donc au cours du mois de
septembre 2014 que le nombre de domaines en « fr »
dépassera les 10 millions.

[ f(x)=86,6(e%%)".

Donc f(x) sécrit Kx g¥ ou K=86,6 et g=¢e03°,

Factoriser la dérivée

[l f(x)=2eX*+4eX-6.

Or, 2(eX—1)(e*+3)=2(e>*+3eX—eX-3)
=2eX+4eX—6=F"(x).

F1 eX> 0 pour tout réel x, donc eX+3>0.

D'ou f'(x) estdu signede e* —1.

e-1=20 =1 se=e’ o x=0.

Donc f’(x) s'annule en 0, en étant négatif sur] —e ;0 [

et positif sur]0;+o [.

X —o0 0 + oo
f'(x) - 0 +

f) \ 5 /

[106! Déterminer un maximum

] Comme e %2> 0 pourtoutxde [2;15],
alors f(x)<0 © 4x-13<0 © x=<3,25.
Donc S=[2;3,25].
F1 a.On applique la dérivée d'un produit :
f(x)=4xe 02X+ (-0,2e792) x (4x—13).
Donc f(x)=(6,6—0,8x) x e~ 02x,
b.e %2*>0surRet 66-08x=0 < x<825.
Dol :
X 2 3,25 8,25 15
f'(x) + 0 —

_—» =384
f(x) z—7,4/0 \szz,34

El Le résultat d’exploitation est maximum pour une
quantité extraite de 8 250 tonnes.

Offre, demande et prix d'équilibre

[} a. Pour un prix de vente de 23 €, la demande sera
de: f(23)=200e-%1%23 = 20,05, soit 20 050 appareils
environ.

b. f'(x)=200(-0,1) e~ %™*=-20e-0x,

Une exponentielle étant toujours strictement posi-
tive, f(x) < 0 pour tout réel x, donc f est strictement
décroissante sur[15;401].

On peut en déduire que plus le prix de vente augmente,
moins la demande est forte.

c. On cherche x tel que f(x) <9.

On obtient a la calcula- 5 BT |
tricele ta’blegu a-contrg: z7 13941
On en déduit quele prix | iz.18e2
doit étre compris entre %g ﬁ.ggﬁ
15 et 31 € pour main- 1 90098
tenir une demande L E%?EE

supérieure ou égale a
9 000 unités.
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El a.h(x)=f(x) —g'(x) =-20e 0" — 4, somme de
nombres négatifs.

Par conséquent, h est strictement décroissante sur
[15;40].

x |15 40

44,63
h(x) T 9634

b. Sur[15;40], hestune fonction dérivable donc conti-
nue, strictement décroissante, avec h(15) <0 < h(40).
Donc, dapres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation h=0 admet une unique solution sur[15;40].

Wl |
z1.04 | 23352
zi0c | 16913
Zi06 | 10478
Zi07 | [o4okE
cl.08 =0zz8

- 152y

On établit le tableau de valeurs de la fonction h a la cal-
culatrice.

On obtient x,=21,08.

c. Le prix déquilibre est donc d’environ 21,1 €.

Il permet de vendre g(21,1) =4 x 21,1 — 60 = 24,8 mil-
liers d’appareils, soit environ 25 milliers d'appareils.

d. Le chiffre d'affaires réalisé a I'équilibre est de :
25x21,1=527,5 milliers d'euros environ.

Sur le graphique, ce chiffre d'affaires se retrouve en
ordonnée du point d'intersection des deux courbes
représentatives.

\[F] Cote maximale d'une ceuvre d'art

 a.f(x)=0,5(2x(-0,4)x+2) exp(—0,4x2+2x)
=(—04x+1)exp(—0,4x2+2x).

b. et c. Une exponentielle est toujours strictement posi-

tive, donc f’(x) est du signede —0,4x+ 1.

x |0 2,5 55
f'(x) + 0 -

F1 a.Sur[0;2,5], lafonction fest dérivable donc conti-
nue, strictement croissante, avec f(0) <3 <f(2,5).
Donc, d’apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =3 admet une unique solution « sur
[0;25].

Sur[2,5;5,51,lafonction fest dérivable donc continue,
strictement décroissante, avec f(5,5) <3 <f(2,)5).
Donc, d’apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =3 admet une unique solution B sur
[25;55].
b.

0,17

“ Y1
1 |IEHT
1.25 | 3.2604
1% it 0B31
175 | wBsY
2 £Ei15
z.28 | E8yg8
2.5 60942
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Ontrouve 1<a<1,25.

sl ™

On trouve 3,75 <P <4.

El a. La fonction f atteint son maximum pour x=2,5,

donc l'ceuvre atteint sa valeur maximale au bout de

2,5 années.

Cette valeur maximale est :
f(2,5)=0,5exp(—0,4x%2,52+2x2,5)=6,09

soit environ 6 100 €.

b.La plage de temps ou l'ceuvre atteint une valeur

supérieure ou égale a 3 000 € est I'ensemble des abs-

cisses des points de la courbe situés au-dessus ou sur la

droite d'équation y=3.

On trouve de telles valeurs entre 1,2 et 3,8 ans environ.

c. Plus précisément, la plage de temps ou I'ceuvre atteint

une valeur supérieure ou égale a 3 000 € est l'intervalle

[a;B].

Etude d'une production

a.f(x)=(4x+3)e*—(2x2+3x) e™
=(—-2x2+x+3)e X pourtoutréel xe[0;6].

b.e™ > 0 pour tout réel x, donc f’'(x) est du signe de

—2x?+x+3.a= — 2 négatif.

Calcul du discriminant :

A=b2-4ac=1-4(-2)x3=25>0.

1=ﬂ ot Xz:ﬂ m 6
2a 2a 1 3
_-1-5_3 _-145 2
-4 2 —4
=-1¢[0;6]
D'ou: 3
x |0 2 6
f'(x) + 0 -

2
) g _—7 T 022

c. La production journaliére sera donc maximale au
bout de 2,5 centaines de jours, soit 250 jours apres l'ou-
verture du site.

Cette production est alors d'environ 2 milliers de tonnes.
F1 a.Sur [0;1,5], lafonction fest dérivable donc conti-
nue, strictement croissante, avec f(0) <1 <f(1,5).
Donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =1 admet une unique solution « sur
[0;15].

Sur[2,5;5,5],lafonction f est dérivable donc continue,
strictement décroissante, avec f(6) <1 <f(1,5).
Donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation f(x) =1 admet une unique solution [ sur
[15;6].

En utilisant le graphique, on obtient 0 < a < 1 et
3<B<4.
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b. On tabule a la cal- "IET

gulatrlce pour la fonc- 3.60% | 1.0017
i L
Onobtient B=3,61. | 2gaz | 1’000z
Cela revient a dire 2.607 | .99984
que la production m gggé%

journaliére sera reve-
nue a 1 000 tonnes au bout de 361 jours environ.

Etude de coiits

1,32x0,02e002xx —1,32e002x
a.f(x)=

Xz
1,32e002x(0,02x - 1)
= = .

b. et c. Une exponentielle et un carré sont toujours posi-
tifs, donc f'(x) est du signe de 0,02x—1.D'ou:

x |1 50 100
f'(x) - 0 +

£x) 1,35\ . /0,10

d. Le co(t moyen est minimum pour x,=50,
soit 500 articles fabriqués par jour.
Le coUt total de production est alors : f(50) x 500 = 35 €.
F1 a. xest en dizaine d'articles et f(x) est en euro, donc
C(x) est exprimé en dizaine d’euros.
b.C'(x)=1xf(x)+xxf(x)
_1,32e0.02x N 1,32e9.02x(0,02x - 1)
X X
~0,02x x1,32e0,02x
X

=0,0264e0.02x >0

pour tout réel x.
Donc la fonction Cest strictement croissante sur[1; 100].
c. C'(x) =C'(50) =0,0264 x e%02x30 = 0,0264¢

=0,07 =f(50) =f(x,) .
Dong, lorsque le colt moyen est minimum (x = x, = 50)
le co(it marginal est égal au colt moyen.

Taux d'équipement

B 0 = 100 x ~(20:4) x 6e70% _ 240e-0%

(1,5+6e-04) (1,54 6e-04x)
E1 Une exponentielle et un carré sont toujours positifs,
donc f'(x) > 0 pour tout réel x.
D'ou:

X ‘0 + oo

f(x)133/

Le taux d’équipement en micro-ordinateurs connectés
a Internet est en progression au cours du temps.
El Pour tout réel x,ona:
e 0 >0 1,5+6°04>15

I S

1,5+ 6e-04x 15

100 - 100

1,5+ 6e-04x 15

- 200

& f(x)

avec 23ﬂ =66,7 .
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N . \ . 2 .
Doy, suivant le modéle, au maximum = de la population
3

sera connecté a Internet. On n‘atteindra jamais les 100 %
de la population équipée.

Utiliser un graphique
[l a.f(0)=1 (ordonnée du point A de la courbe,
d’abscisse 0).
f'(0) = coefficient directeur de la tangente a la courbe
représentative de fen A
=-1.

f(0)=1 bel =1
b. 2
{f’(0)=—1 {—eo(—a+0,5b)=—1

b=1
=
{—a+0,5b=1

b=1 b=1 b=1

c. = =
{—a+0,5b=1 {—a+0,5=1 {a=—0,5
D'ou f(x)=(-0,5x+1)e 05,
Fl a.f'(x)=—e %%(-0,25x+0,5+0,5)
=—e 0% (-0,25x+1)=e"%%(0,25x—1).

Une exponentielle étant toujours strictement positive,
f'(x) estdu signede 0,25x—1.
D'ou: X oo 4 + oo
f'(x) — 0 +

f(x) \_0’14/'

b. Le minimum de fsur R est d’environ —0,14. Il est atteint
pour x=4.
El T:y=f(0)x—0)+f(0)=—x+1.

LE] Modéle exponentiel sur tableur

[} a.f(0)=460 < ke®=460 < k=460.

b. Dans B4, on entre =460xe %9°83%B2 Ppar recopie vers la

droite, on obtient le nombre de bouquetins pour toutes

les années, suivant ce modele.

c. D'apres le nuage de points obtenu, le modeéle « colle »

assez bien aux valeurs observées en 1976, 1993, 1998 et

2005 (quand les points du nuage sont trés proches de la

courbe représentative de la fonction f).

E1 a.f'(x)=460x0,0583 e%0°83x = 26,818 00583,

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,

donc f'(x) > 0 pour tout réel x.

Par conséquent, la fonction f est strictement croissante

sur[0;100].

b. En 2020, x =44 . La population de bouquetins peut

étre évaluée par f(44) =460 x 00583x44 - 5081

D’apres ce modéle, il y aura donc environ 6 000 bouque-

tins en 2020.

c. f(x) =460 x (e90%83)* <~ 460 x 1,06* .

Le taux d'évolution annuel est alors de :

f(x+1)-"f(x) _ 460 x 1,06%+1 — 460 x 1,06*

f(x) 460 x 1,06

_ 460 x 1,06 (1,06 -1)
460 x1,06%

soit une augmentation de environ 6 % par an.

=0,06
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D) Accompagnement personnalisé

eecccccccccccscccce

ecccee

Revoir les outils de base

Pour aller p[us loin [T
. Démontrer )
a. Pour tout réel x, e0=e** M =exXxex=S_,
eX

f(0)=—e’+2=-1+2=1
et f(2)=2+e2=9,39.

B Dérivée d'un produit : Rl 1|
) = -3 1.8008
f(x)=1xeX+eXx(x-1) 3 1o,
=xxe*. -1 1.2642
0 1
1 2
2 53891
3 42171 ]
YiBCH—-10e™ (K42

Comme e* est toujours strictement positive, la dérivée
est du signede x.

Savoir utiliser les régles de calcul
sur les puissances

a.23x32x271=22x32,
b.32x3(3%x2)2=33%x32x22=2"2x%x3.
€ (3x23)2x23%x3%=32x26%x23x3%4=29%x372,

32 -
d.—x=—=2""Tx23%x32x33=2"4x3"",
23 7 33
BE - 1210%(1,1)"1=1100% 1,1 x(1,1)"""
(11)
=1100x1,1 "

~1100% (1,1)".
40(1-(0,8)7+1)  40(1-(0,8)n+1)
108 0,2

—200(1-(0,8)m+1)
— 200 -200x0,8 x (0,8)"
—200-160x (0,8)".

_exp(0+h)—exp(0) exp(h)-1

- h - h

Quand h tend vers O, t tend vers exp'(0) =exp(0)=1.
‘o exp(x + h) —exp(x) exp(x)(exp(h)-1)

. t= . = - .
exp(h) -1

b. t

d. Or, tend vers 1 d'aprés b. , donc le taux

d'accroissement de exp entre x+h et x tend vers exp(x).
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oooooooooooooooooo

D'ou
X -2 0 2
f'(x) - 0 +
fx) | ——— 1 —
El Le coefficient directeur de la droite (AB) est :
a=YB - Ya =2_e_2=e
Xg — X 0-1

Ona: f(1)=1xe'=e, qui est le coefficient directeur
de la tangente a 6 en A . Ces deux droites sont donc
confondues.

Savoir se donner un modéle :
suite ou fonction

a. Le nombre de cas de maladie déclarées est totalisé
sur un mois : la modélisation ne peut se faire que par
une suite.

b. La production évolue en continu : modélisation par
une fonction.

c. Suite géométrique

d. Se modélise par une suite : on ne connait le colt que
tous les ans et certainement pas en continu.

e. Se modélise par une suite : on ne connait le colit que
tous les ans et certainement pas en continu.

Savoir résoudre a I'aide de la calculatrice

met Cf. aide.

a. D’apres le tableau de valeurs, on a une solution
sur[—-2;—1]etunesolutionsur[1;2].
b. Cf. aide.

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo o o0

{77 Appliquer des techniques de calcul
pour transformer une écriture

a. La fonction f étant continue, elle peut modéliser le

nombre de PACS de facon continue.

Ceci dit, une modélisation trop précise peut poser plus

de problémes qu'une modélisation plus globale, année

par année.

b. f(x) = @032x+296 — 0032 » @296 — (@0.32)% y 0296
~1,38¥x19,3.

La croissance du nombre de PACS contractés entre 2002

et 2008 est exponentielle, donc trés rapide.
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\FE] Modéliser par une fonction logistique
ou une courbeen S

K SurTl, lafonction est donnée par: f(x)=$.
1+ 30e-050x
. , 80
Sur Casio, elle est donnée par: f(x)=——.
1+12e-010x
H a. Pour tout réel x,
1 _ ex o ex
T+e-x eX(1+e-X) ex+1
1 ex+1 1 ex+1-1
et 1- = - =
ex+1 eX+1 ex+1 ex+1
bx bx
b. f(x) = c _ ce _ e
T+axe-bx ebx(1+agxe-tx) ebxig

c. Une exponentielle est toujours strictement positive,
et a >0, donc le dénominateur de f(x) ne s'annule pas.
f est donc définie sur R.

d.-D'aprésc., ce®™ >0 et e®+a> 0 pourtout réel x,
donc f(x) > 0 pour tout réel x.

- De plus, ae® > 0 pour tout réel x, donc 1+ae® > 1
pour tout réel x.

<1 surR.

Par conséquent,
1+ ae-bx

Dou f(x) <c.
Onadonc 0 <f(x)<csurR .

H a.f(x)= cx\Za0le"> _abcer™
(1+ae-bx)2  (1+qge-bx)2

a, b et c étant tous les trois strictement positifs, comme

I'exponentielle et le carré, on en déduit que f'(x) >0

pour tout réel x.

Par conséquent, la fonction f est strictement croissante

sur R.

b. D’apres les considérations de signe du a., on en

déduit que f”(x) s'annule et change de signe si et seule-

ment si e® —a s'annule et change de signe.

e—a=0 o e=g.

Or, a> 0, doncil existe un reel x tel que e®=gq.

Deplus, e —a>0 < e*>gq.

Or, la fonction x — e® est strictement croissante et

strictement positive.

Par conséquent, il existe un unique réel x, tel que ”(x,)

=0 et f”change de signe en x,.

Donc la fonction fadmet un point d'inflexion en x,,

B Comme le taux d'équipement d’un bien de consom-

mation, les fonctions logistiques sont bornées, crois-

santes, et possédent un point d'inflexion (moment d’un

renversement de tendance).

) Réussir au Bac

{2} Consommation d'un véhicule

[T Le nuage de points est constitué de points non ali-
gnés, dont la progression semble accélérer.
On peut penser le modéliser par une fonction exponen-
tielle de base g, ou g représente le coefficient multipli-
cateur de 'augmentation de consommation.
F1 a.Dans C2, on écrit : =0,6x1,025AA2 .
b. Le coefficient multiplicateur est 1,025 > 1, donc la
fonction f est strictement croissante sur R™.
c. A60 km/h, la consommation est de :
f(60)=0,6x1,025% =~ 2,64,

soit environ 2,64 L/ 100 km.
A 150 km/h, la consommation est de:

f(150)=0,6 x 1,025'° = 24,36,
soit environ 24,36 L / 100 km.

x |60 150

fix 24,36
(x) 2,64/

Ha f(x+1)-f(x) 0,6x1,025x+
T f(x) 0,6 x1,025%
_ 0,6x1,025¥ x1,025
0,6 x1,025x
=1,025-1=0,025.
On a donc une augmentation de consommation de
2,5 % par km/h supplémentaire.
b. Si on augmente la vitesse de 10 km/h, on augmente
la consommation de 1,025'° - 1 = 0,28 soit d’environ
28 %.
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Elasticité de la demande

Fl 0,9 < 1; donc la fonction de demande est stricte-

ment décroissante sur[4;10].

F1 a.f(4)=400x0,9%= 262 objets demandés pour un

prix de 4 €.

f(5) =400 x 0,9° = 236 objets demandés pour un prix

de5€.

b f(5)-1f(4) _ 400 x 0,95 - 400 x 0,94

T f(4) 400 x 0,94
_400x0,94(0,9-1)
400 x 0,94

Il'y a donc une baisse de 10 % de la quantité demandée
lorsqu’on passe d’'un prix de 4 € a un prix de 5 €.

=-0,1.

236 - 262
. E=— 262 _ =26 ,_ 540,
1 262
4
Ha f(x+1) = f(x) 400 x 0,9+ — 400 x 0,9*
’ f(x) 400 x 0,9%
~400x0,9%(0,9-1)
400 x 0,9%
=-0,1 constante.
f(x+1)-1f(x)
b. E(x)= F(x) 29 ox.
1 1
X X
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Zd OCM
i b.

F1 a. (somme des termes consécutifs d’'une suite géo-
métrique de raison 1,1%).

QCM
H b.

] ocMm
d a.

H b. H a.

[PX) Etudier les grands excés de vitesse

Il La fonction x — 0,5% est strictement décroissante
sur R puisque 0,5<1.

4,3>0,donc x— 4,3x0,5% est strictement croissante
sur R.

D'ou f est strictement croissante sur[0; 181].

EX Fin 2015, il s'est écoulé 14 ans depuis le 1¢" janvier
2002.

D'ou la proportion de grands exces de vitesse est don-
née par: f(14)=4,3x0,5"4+0,62~0,62.

EJ Pourtoutréel x, 0,54>0.

Donc 4,3x0,5*>0.

D'ou f(x) > 0,62 pour tout réel x.

On ne peut donc pas espérer que la proportion de
grands excés de vitesse devienne inférieure a 0,62 %.

[El] Utiliser une fonction auxiliaire
PartieA:
letFlg(x)=1xeX+(x—3)eX=(x—2)e* pour tout
réel xe [0;4].

Une exponentielle est toujours strictement positive,
doncg’(x) estdusignede x—2.

x |o 2 4
g'(x) - 0+
7 10+ e
g(x)
\10—e2/

El g(2)=10-e2=2,61>0.
Or, g(2) est le minimum de la fonction g. Donc la fonc-
tion g est strictement positive sur[0;4].

Partie B :

F f(x)=10+1xe*+(x—4)eX=10+(x—3)e*=g(x)
pourtout xe[0;4].

F1 f(x)=g(x) >0 pourtout xe[0;4].

Donc la fonction f est strictement croissante sur[0;4].
PartieC:

[N Couts fixes: f(0) = 14 — 4 = 10 milliers d’euros.

E1 a.On cherche x, tel que f'(xy) =11 < g(x,)=11.
On applique la propriété des valeurs intermédiaires :
une unique solutionsur[2;41].

b. A l'aide du tableur de la calculatrice, on obtient
Xo= 3,047 soit environ 3 050 kg.

E1 a. Le point dinflexion semble étre le point d'abscisse 2.
b. f"(x) = g’(x) . Or, g’(x) s'annule en changeant de
sighe pour x=2 (cf. A).
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Donc le point d'inflexion a pour coordonnées :
(2;f(2))=(2;261).

C'est le point a partir duquel les couts de fabrication

commencent a flamber.

Etude d'une fonction codit moyen

[l On obtient la courbe
représentative ci-contre :
a.Le colt moyen de
fabrication semble
décroissantsur]0;4,15]
etcroissantsur[4,15;6].
b.Le minimum est
atteint pour une production de 4,15 tonnes. Le colt
moyen de fabrication est alors d’environ 6,35 milliers
d’euros par tonne.
B C/(x) = 0,1xex —(0,1ex + 20)
x2
0,1xex - 0,1ex - 20
= =
pour toutréel xe]10;61].
El a.f(x)=0,1e¥+0,1xe*—0,1eX=0,1xe* pour tout
xel[0;6].
b.Sur]0;6],ona x>0 et eX>0.
Donc f'(x) >0 sur]0;6].
D'ou la fonction f est strictement croissante sur[0;6].
c. f(0)=-20,1 et f(6)=181,71.
Sur[0; 6], lafonction f est dérivable, donc continue,
strictement croissante et f(0) <0 <f(6).
Donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires,
l'équation f’(x) =0 admet une unique solution o sur
[0;6].
A l'aide du tableur de la calculatrice graphique, on
trouve a=4,2.

Y=l (R + 200" "

=415

Y=a. 2470072 «

d.Onadonc:
X ‘O 15 6
F(x) | - 0 4
4] a.C’(x)=M.
x2

Le minimum du colt moyen de production est atteint
lorsque C'(x)=0,donclorsque f(x)=0.
Il est donc atteint pour o tonnes de vis produites.
b. Onsaitque f(a)=0 < 0,Tae®*-0,1e*-20=0
< 0,1ae*=0,Te%+20.
_0,7e* +20 0,Tae“
o a

Dot C(a)

=0,lex,

{EA Confirmer ou infirmer une conjecture
graphique
[} On peut supposer que fest croissante sur[-3;21].
2] f’(x)=2xex+x2ex—§><2x _4xex +2x2ex - 3x
4 2

_ x(4ex +2xex —3) x((2x +4)ex -3)

B 2 - 2 ‘
El a.g'(x)=2e+(2x+4)eX=(2x+6)eX=2(x+3)e*.
Or, e*> 0 pour tout réel x, donc g’(x) est du signe de
X+3.
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b. On obtient donc:

X -3 2
g'(x)|0 +

56,1
g(x) _3,1/'

c. Sur[-3; 2], g est une fonction dérivable, donc conti-
nue, strictement croissante et g(-3) <0<<g(2).
Donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'équation g(x) =0 admet une unique solution « sur
[-3;2].

g(-0,19)=-0,006 <0 et g(—0,18)=0,04>0.

D'oll —0,19 < a < -0,18 (PVI encore).

d. On obtient donc:

x |-3 a 2
g(x) | - 0 o+
[ a.eth. f(x)=05xg(x).
D'ou:
X -3 o 0 2
X - - 0 +
g(x) - 0 + +
f'(x) + 0 - 0 +
fix 0,003 S

c. La conjecture faite au Ell était donc fausse. Il aurait
fallu une fenétre beaucoup plus précise en y.
Par exemple: yin=0 et y,,.,=0,005.

{EE} Modéliser une propagation

[l a.f(x)=2e*-2xe*=2(1-x)e.

Une exponentielle étant toujours strictement positive,
f'(x)estdusignede 1—x.

b.Onadonc:
X 0 1 6
f’(x) + 0 -

F1 a.On applique la propriété des valeurs intermédiaires
sur les deux intervalles: [0;1]et[1;61, et on trouve
une solution sur chacun de ces 2 intervalles.

b. A l'aide de la calculatrice graphique, on trouve :
X;~0,5810 et x,~1,5836.

El Le taux de 0,65 ppm est dépassé entre x; et x, soit
pendant un temps de x,—x;=1,0026 > 1 min.

Le personnel a donc été affecté par la fuite de gaz.

Positions par rapport a une tangente

PartieA:
B a.f(x)=e*—(x+2)eX=—(x+1)e*.

b. Une exponentielle réelle étant toujours positive, f'(x)
estdusignede —(x+1).

c

X -2 -1 5
f'(x) + 0 -
f(x) 0/' 2.7 0
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Fl 9:y=f(0)(x—0)+f(0)
y=—x+2.
PartieB:

E} Alaligne 2, on a calculé d’(x) ; a la ligne 3, on a cal-
culé d”(x).

H X —2 0 5
d”(x) — 0 +
d, \0/
signede d’ + 0 +
d pe2 0— 5e~

E] D'aprés le tableau de variation de d,ona d(x) <0
sur[-2;0] et d(x)=0 sur[0;5].

Dou f(x)<2-xsur[—2;0] et f(x)=2-xsur[0;5].
On en déduit que 6 est en-dessous de & sur[—2;0] et
au-dessus de @ sur[0;5].

B (x)=d"(x).

On a donc f”(x) qui s'annule en changeant de signe en 0.
Par conséquent, le point d’abscisse 0 est un point d'in-
flexion pour la courbe représentative de la fonction f.

\EH Exponentielle de u(x)
, 2x(x-2)-(x2 -1)
Fl a.u'(x)= x_2):
Calcul du discriminantde x2—4x+1:
A=b%’-4ac=16-4=12.
-b-+A -b++A \
=———— et x,=——

x2 —4x+1

(x —2)2
, /
e

1

2a 2a
4-243 4423 X1\/
2 2
=2-3 =2+~3¢]-;2[.
Onadonc:
X | —oo 2-3 2
u’(x) + 0 -

u(x) /74—2\/5\

b.u(x)=0 & x>-1=0 (et x—2#0)

o x?2=1 (et x#2)

< x=1o0ux=-1.
Or, xe]—o ;2[,donc S={-1;1}.
La courbe représentative de la fonction u coupe Il'axe
des abscisses en 2 points d’abscisses respectives —1 et 1.

X2 —4x+1e (XZ —1)
(x -2)2 x-2/"

Une exponentielle étant toujours strictement positive,
f’(x) est du signe de u’(x).

F1 a.f'(x)=u'(x)exp(u(x))=

Onadonc:
X | —oo 2-3 2
f’(x) + 0 -

£(x) / e4-2+3 \

b.f(x)=1 & exp(u(x))=e® & u(x)=0
S x=1o0u x=-1.

CHAPITRE 3 Fonction exponentielle 19



[EQ) Etude d'un bénéfice
PartieA:
E f(x)=20e"%*-0,5x20(x—1)e0>*
=20e % (1-0,5(x-1))
=20e9%(0,5(3 —x)
=10(—x+3)e 0,
F1 Une exponentielle étant toujours strictement posi-
tive, f’(x) estdu signede —x+3.

x |05 3 8
f'(x) + 0 -
f(x 8,9
PartieB:

[} a.x=2,2.Le bénéfice est alors de :
f(2,2)=20(2,2—-1)e " %°%22=7,089

soit environ 7 989 €.

b.x=4,8.Le bénéfice est alors de :
f(4,8)=20(4,8-1)e %*48<6,895

soit environ 6 895 €.

F1 a.On cherche x tel que :

f(X)=0 = 20x—-1e ">*=0 = x-1=20 < x=1

(une exp est toujours strictement positive).

L'entreprise doit donc produire au minimum une cen-

taine de bicyclettes pour ne pas travailler a perte.

b. D'aprés le tableau de variation de la partie A, le

bénéfice est maximum pour 3 centaines de bicyclettes

produites.

Le bénéfice est alors de f(3)=8,925 soit 8 925 € environ.

c. On cherche x tel que f(x)=8.

- Dans un premier temps, on utilise la propriété des

valeurs intermédiaires pour déterminer que I'équation

f(x) =8 admet exactement 2 solutions sur[0,5;8].

+On utilise la calculatrice pour obtenir les valeurs appro-

chées de ces solutions : x= 2,21 (par exces) et x = 4,08

(par défaut).

- D'aprés le tableau de variation de la fonction f, I'entre-

prise doit donc produire entre 221 et 408 bicyclettes

pour un bénéfice supérieur ou égal a 8 000 €.

9‘.?3 Ly [ 12&43?8,}""\\_[4.0359,31

7%
. k.

/ f1(x)=20:(x-1)- e 2 el

L f ""-__H_“
|
-1.81 JIi 9.25
=0.5 =8
-3.73 i

Offre, demande et prix d'équilibre

PartieA:
Il a. f(x) =10 eX, strictement positive, donc la fonc-
tion f est strictement croissante sur[4;6].
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b. g’(x) =—10%e™, strictement négative.
Parconséquent, geststrictementdécroissantesur[4;6].
F1 a.h’(x)=g’(x) —f'(x) somme de réels négatifs.
D'ou h est strictement décroissante sur[4;6 1.

b. X ‘ 4 6
17
hox) | 17350 — 33364

c. On applique la propriété des valeurs intermédiaires a
la fonctionhsur[4;6].

E] a. Surtableur.

AT B c D E F G
1 x 4 42 4.4 4.6 4.8 5
2 [hix) | 17400] 12800 8600 4600 500] 3600
H [ J K L
1 5.2 54 56 5.8 ]
2 -8100] -13100y -18800] -25500] -33400
b.
L 20000

=
- S~ f1{x)=105 e *-100: [e¥-45)
-‘-\-“‘-\_

B (4.8283,0]

~34000

c. On lit graphiquement 4,82 <« < 4,83.

PartieB:

! Quand le prix augmente, l'offre augmente et la
demande diminue.

F1 Pestle prix tel que h(P)=0.

On a vu en partie A que cette équation admet exacte-
ment une solutiona sur[4;61].

La calculatrice permet d'obtenir o =4,83.

Donc le prix d'équilibre est d'environ 4,83 €.

El La quantité de paquets de capsules correspondant
au prix déquilibre est g(P)=10%xe™*8 =8 000

ou f(P)=100(e*?® —45)=8000.
Le chiffre d'affaires est alors de 8 000 x 4,83 soit 38 640 €.

20000 ¢

f}!l[r:l-lt}l.']-l:et 45]

point (intersection) ([E)

(4.83,8000)

F1000
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[Ef] Taux d'équipement en lecteur de DVD

x 12750e-x
K1 2. f/(x) = 85 x — 1208 _ .
(1+150e-%)2 _ (1+150e-x)?

Une exponentielle et un carré sont toujours positifs,
donc f’(x) > 0 pour tout réel x.

On en déduit que la fonction fest strictement croissante
sur[0;+eo .

b.. En 2010, x = 12. Le taux déquipement est alors
estiméa f(12) =84,92, soit environ 84,92 %.

+En 2012, x = 14. Le taux d'équipement est alors estimé
a f(14)=84,99, soit environ 84,99 %.

F1 a. Le taux d'équipement augmente d'abord de plus
en plus vite, puis augmente de plus en plus lentement.

On lit graphiquement que le rythme de croissance est
maximum au bout de 5 ans environ.

b. Le rythme de croissance est donc maximal au point
d'inflexion de la courbe représentative de la fonction f.

H f(x)=90 & — 22 _90
1+150e-x
< 85=90+1350e~* & -5=1350e-~*.
Impossible puisqu’'une exponentielle est toujours stric-
tement positive.
Selon ce modele, le taux déquipement des ménages

n‘atteindra donc jamais 90 %.

[EE] Coiit total, recette et bénéfice

PartieA:

[l a.f(x)=0,2-02e02%+1=0,2(1 —e 02x+1)

b. 1 _e—0,2x+1 =0 1= e—0,2x+1 Py e0 = e—0,2x+1
& -02x+1=0 < -02x=-1

& x=5,
c x |5 15
f(x) |0 +

£ 4,135
(x) 3 T

PartieB:

EF a. - Pour 900 objets, le colt total de production est
donné par f(9)= 3,249, soit 3 249 €.

« Pour 1 000 objets, le colt total de production est
donné par f(10) = 3,368, soit 3 368 €.

b.t = M ~ 0,036

f(9)
soit environ 3,6 % d’augmentation.
H a.

ROSREESIAD yos tavomes

b. On lit graphiquement que l'entreprise réalise un
bénéfice a partir d'environ x,=7,8 soit 780 objets.
€. X, = 7,84 soit 784 objets.

T} Bénéfice mensuel maximal

[ Une exponentielle étant toujours strictement posi-
tive, B(x)=0 & x—5=0 & x=5.
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Fl a.u’(x)=-0,04x+0,2

B'(x)=10e® +10(x—5)(—0,04x+0,2)eu™
=10e'™ (1-0,04x2+0,2x+0,2x—1)
=(-04x%+4x)e'X,

b. Une exponentielle étant toujours strictement positive,

7 . _ 2
B’(x) estdu signede —0,4x°+4x. ﬁ\ 15
/o' 10\ '

c. —04x?+4x=0
< 4x(1-0,1x)=0
< x=0o0u x=10.

x |1 10 15
B’(x) + 0 -
30,33
B(x '
() —29,05/ \‘13,53

El Le bénéfice est maximum pour 10 centaines de jouets,
soit 1 000 jouets.

Ce bénéfice est alors de 30,33 milliers d’euros.

Le bénéfice moyen est donc de 30,33 €.

I Elasticité instantanée

El a.f'(x)=e**' > 0 pour tout réel x. Donc f est stric-
tement croissantesur[3;8].

b.Si x <2,8¢€/kg, f(x) <f(2,8) (puisque fest stricte-
ment croissante).

Or, f(2,8) = —0,3 : il est impossible d'avoir une offre
négative !

F1 g'(x)=-10%e"*~1 < 0 pour tout réel x. Donc la fonc-
tion g est strictement décroissante sur[3;81].

El a.h(x)=f(x)-g'(x)=e*"+10%e"1 > 0 pour
tout réel x comme somme de deux fonctions stricte-
ment positives.

Donc h est une fonction strictement croissante sur[3;8].

x |3 8

hoo | 8057
58

b. On applique la propriété des valeurs intermédiaires a

lafonctionhsur[3;8].

On trouve une unique solution o a I'équation h(x) =0

sur[3;8].

c. Le prix déquilibre vérifie f(x) = g(x) , c'est-a-dire

h(x)=0.

A l'aide de la calculatrice graphique, on trouve que ce

prix d‘équilibre est o« = 3,83 €.

La quantité demandée est alors g(3,83) =80 tonnes.
—-104 e—x-1

ﬂ a.E(X)=XW= -X

b.E(3,83)=-3,83.

A I'équilibre, pour une augmentation de 1 % du prix,
il y a une baisse de la demande de 3,83 %.

7] Codttotal,codtmarginaletcoldtmoyen

PartieA:
Bl C,(x)=C(x)=2+e**2—xe x+2
=(1-x)e X242,
C, (x)=—e>*2—(1-x)e*2=(x—-2)e**2,
E1 a. Une exponentielle étant toujours strictement

positive, C,,’(x) est du signe de x —2 pour tout réel x.
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X 0,5 2 5
C,'(x) - 0 +

c 4,24\ | /1,80

El Le minimumde C,,sur[0,5;5] est 1, donc

C,,(x) >0 pourtout xe[0,5;5].

Partie B :

I} C’(x)=C,,(x) >0 pourtout xe[0,5;5].

Donc la fonction Cest strictement croissante sur[0,5;5].
FC'(x)=C,/ =0 < x=2,

et C”(x) change de signe en 2.

Donc le point d’abscisse 2 est le point d'inflexion de la
courbe représentative de la fonction C.

PartieC:
o CM(x)—C(X) _2x+xe*+2 +10
X
=2+e X+ 4 10 .
X
B cm(x)=-ex2-10
X2

Or, une exponentielle réelle et un carré réels sont tou-
jours positifs, donc CM’(x) < 0 pour tout réel x.

On en déduit que la fonction CM est strictement décrois-
santesur[0,5;5].

¥} Fonction logistique et coiit total
PartieA:
[l f(0)=16
f(20)=79,21.
- - -0,3x -0,3x
B f(x)= 80(-0,3x 4e )= 96e .
(1+4e-0.3x)2 (1+4e-0.3x)2
Une exponentielle et un carré étant toujours positifs,
f’(x) > 0 pour tout réel x.

x |0 20

; R
() 116

El fest strictement croissante sur [ 0; 20 ], donc pour
tout xe[0;201], f(x) <f(20) & f(x)<79.21.

Par conséquent, pour tout xe[0;20], f(x) <80.
Graphiquement, la courbe représentative de la fonction
freste en-dessous de la droite d'équation y=80.

I3 Graphiquement, on lit:

x o Xo 20
7x-f(x) | - 0 4+

PartieB:

[l Couts fixes: f(0) =16, donc les codts fixes sont de
16 000 €.

E1 f(x) < 80 pour tout réel xe[0;20], donc le colit
total de production ne peut pas dépasser les 8 000 €.
El B(x)=R(x)—f(x)=7x—f(x).

D’apreés B ], I'entreprise réalise des bénéfices pour une
production journaliere supérieure a x, centaines de
thermometres, soit plus de 902 thermomeétres.

Comparer des modéles d'évolution

PartieA:

! f'(x)=0,472 x0,655e%6>>* > 0 pour tout réel x.

Par conséquent, f est strictement croissante sur[0; +oo [ .
F1 a. Au bout de 6 semaines, le modéle semble séloi-
gner de la réalité, car la croissance de ce modéle est trop
forte. Il ne semble donc pas que le modeéle soit trés per-
tinent pour x> 5.

b.f(9)=171,43>100.

Le résultat est totalement incohérent : les ventes ne
peuvent dépasser 100 % des ventes de haut de gamme.

PartieB:

, -30(-0,75x 60e-0.75x
B a.g/(x) = U )

(1+60e-0.75x)2
1350e-0.75x
(14 60e-075x)2
b. Une exponentielle et un carré sont toujours positifs,

donc g'(x) > 0 pour tout réel x.
Par conséquent, g est strictement croissante sur [0 ;+oo [ .

F1 A laide du tableur de la calculatrice, on trouve que
g(x) semble tendre vers 30 environ lorsque x devient
tres grand.

Il semble qu’avec ce modele, le pourcentage des ventes
semble stagner vers 30 % du segment du marché.

El On cherche a résoudre g(x)=25.

A l'aide du tableur de la calculatrice, on obtient x=7,6.
Les objectifs commerciaux sont atteints au cours de la
7€ semaine.

=) Réinvestir...

145 ... en calcul financier

Une approche du nombre e par
capitalisation instantanée des intéréts

Kl a. Auboutd'un an, le capital est de :
1000(1+1)=2000%€.
Au bout de 2 ans, le capital est de 2000 x2=4 000 €.

b. Chaque mois, le capital augmente de % %, donc est

multiplié par (1+m).
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Au bout d’un an, le capital est donc multiplié par :
(1+m)'?2,dou C,,=1000x%(1+m)'2.

1

12
- Cy,=1000 % 1+ﬁ) ~2613,04€.

1

24
«C,=1000 X 1+E) ~6827,95€.

c. Dans une année, il y a 365 jours, donc le capital au
boutd’'un an estde:

365
1000% (1+)3=1 OOOX(1+%) =2714,5675¢€.
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El a.Dansunan,ilya 365 x 24, s0it 8 760 h
et 8 760 X 60, soit 525 600 minutes.

« Par heure, le capital acquis en un an est de:
8760

) =~2718,1267 €.
60

1000><(1+

« Par minute, le capital acquis au bout d'un an est de :
525600

1000><(1+ =~2718,2792¢€.

525600)
b. Dans une telle année,ilya:

365,26 x (23 + E) heures,
60

soit s =365,26 X (23 + %) X 3 600 secondes .

Le capital acquis au bout d’'un an est alors de :
S

1000><(1+l ~2718,2818¢€.

s
El a. Si la capitalisation est instantanée, le capital va
étre multiplié par 2,718 281 828 .

Le capital va donc étre multiplié par e :

b. Quand n tend vers l'infini, il est infiniment petit.
n

La formule donnée correspond tout a fait a la réponse
du a.

146 ... en sociologie

Modéliser la société
PartieA:
B f(x)=15(-0,018 x 2(x—30))e-0018(x-30)2
=—0,54(x—30)e-0.018(x-30)2
Or, une exponentielle réelle est toujours positive, donc
f’(x) est du signe de —0,54 (x—30) soitde 30 —x.
X 15 30 50
f(x) + 0 -

f(x) " 15 —_—

Le taux de fécondité maximal est de 15 %, pour les
femmes de 30 ans.

H " (x))=0 < 9x2-540x+7850=0 (une exponen-
tielle est strictement positive).

Calcul du discriminant :

A=b2—-4ac=9000.
-b-JA -b+VA

X;=———= et x,=

2a 2a 15\ /’50

~24,73 ~ 35,27

Onadonc:

15 24,73 35,27 50

f(x) | + 0 - 0 4+

La courbe représentative de la fonction f admet donc
2 points d'inflexion, d'abscisses respectives 24,73 et 35,27.
Le taux de fécondité accélére d'abord, avant de décélérer.
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PartieB: )
, [(x - 44)"\
B f(x)=0,115expj———— +0,115x.
| 400
20x —44)  [((x - 44)*)
x exp
400 | 400
— 44)?
= 0,115(1+0,005x2 — 0,22x)exp(%\ .

E1 Une exponentielle étant strictement positive,

f(x)=0 < 0,005x2-0,22x+1=
Calcul du discriminant :

A=b2—4ac=0,0284. \ /
—b-~A —b+~A 30
Xj=——— et x,=———
2a 2a
~5,148 ~3885¢ [0;30]
x |0 5,148 30
f(x) + 0 -
4,399
f(x) !
3 679/ T 5,532

El En 20009, le taux de divorces est maximal pour envi-
ron 5 ans de mariage.
Cela se confirme graphiquement.

3 On constate graphiquement qu’aprés 7 années de
mariage, le taux de divorce diminue franchement.

147 ... dans la vie courante

Alcoolémie et conduite

K Au bout de 2 h 30, I'alcoolémie de l'individu est de :

f(2,5)=2,5e706x25+04 2083 g/L.
Au bout de 4 h 45, le taux d'alcoolémie de l'individu est
de:

f(4,75)=0,41g/L.

E f' — —0 6t+0,4 0 6te—0,6t+0,4 — ( 1— 0,6 t) e—0,6t+0,4 .
f'(t) est du signede 1-0,6t vu qu'une exponentielle
est toujours strictement positive.

0 > +
X 3

0 —

f'(x) +

0,91
f(x) '
X 0/ \

El On cherchettel que f(t)<0,5.

« En utilisant la propriété PVI, on détermine que I'équation
f(t)=0,5 admet deux solutions :
unesur[0;5/3]etunesur[5/3;+e].

On considere qu'un conducteur ne peut pas prendre la
voiture pendant la montée de 'alcoolémie.

+On cherche a l'aide du tableur de la calculatrice la solu-
tion de I'équation f(t)=0,5 appartenanta[5/3;+c [.
On obtient t=4,22 h.

« Donc l'individu pourra prendre sa voiture sans étre en
infraction apres prés de 4 h 15 (4,22 h environ).
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148 ... en dynamique de population

Modéle logistique
’ 147 000(-2,74 x 1026 (-0,032)e~0.032t)
H rx=
(1+ 2,74 x 1026 ¢-0,032t)2
~121888,96 x 1026 e-0,032¢

(142,74 x 1026 -0,032t)2
Or, une exponentielle et un carré sont toujours positifs,
donc f'(x) > 0 pour tout réel x.
Donc la fonction f est strictement croissante sur R.
E1 Alaide dulogiciel de calcul formel, on cherche l'expres-
sion de f”(x), puis la(les) solutions de I'équation f”(x)=0.
En constatant que f”(x) change de signe autour de la
solution o obtenue, on trouve l'abscisse du point d'in-
flexion telle que o= 1870,85:
A partir de 1871, 'augmentation de la population amé-
ricaine commence a ralentir.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

. | Population Modéle Erreur
Année - - .
(milliers) (milliers) relative
1790 3929 3928 —0,00025
1800 5308 5356 0,00904
1820 9638 9836 0,02054
1880 50156 48 283 -0,0373
1919 91972 92631 0,00717

Le modele est donc trés proche de la réalité.

b. En 1960, le modéle donne : f(1960) =126 937 .

La variation relative est donc d'environ —0,29, soit 29 %
d'erreur : le modéle ne semble plus trés valable.

En 1980, le modéle donne: f(1980) = 135692 .

La variation relative est donc d’environ —0,40, soit 40 %
d'erreur : le modéle ne semble plus du tout valable.
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CHAPITRE

(p. 104)

Partir d’un bon pied

_A) QCM — Relation fonctionnelle
de I'exponentielle

EJ c. lexponentielle d’une somme est le produit
des exponentielles.
Fl a.e2t1_e=ex(eX)?2-ex1

et e(eX—1)(eX+1)=e((eX)2-1).
B b. (eX)2x @3x~1= @2x+3x-1 =£_
e

B) Equation avec exponentielle

El a.e002x-1-¢0 « 0,02x-1=0

& X = =50.
0,02
Donc S={50}.
b.e 05xt1=e2 & _0,5x+1=2 < x= ==-2.
DoncS={-2}. '

c.e ¥ =0.5 =0, car une exponentielle est

toujours strictement positive.

F1 (e¥-1)(3eX+2)=e*x3eX+2e¥—3eX-2
=3eX¥—eX-2.

Alors 3eX=eX+2 & 3e?-eX-2=0

& (e¥=1)(3e¥+2)=0 < e*=1 ou e"=_?2
eX=1 o x=0 et e’(=_?2 n‘a pas de solution, car

eX est strictement positive. Donc S={0}.

E)Vrai ou faux ?

Calcul de dérivée

On utilise la formule (e¥)'=u'xeY.
EJ Faux: f/(x)=2x(-0,5)e =05+ = —g=05x+1

F1 vrai: f(x) =i1 x1eX1=f(x).
-

E] Faux: f(x)=—e*—eX=—(e*+e¥).

Vrai:on utilise (uxv)'=u'xv+v'xu.

fi(x)=1e 024 (-0,1)e 0 *+2x (x+5)
=0,1x(10—-x—5)e"01x+2
=0,1(5-x)e-0x+2,

D) Coefficient multiplicateur

2,5
B aov=1+22=1,025.
100

b. CM g5 = 1,025'° = 1,28008 , soit une augmen-
tation globale de 28 % environ.
c. 4,67 x 1,025'% = 5,978 soit environ 6 millions

d’habitants.

2]

CM gigpa = 1,02 % 1,018 % 0,985 x 0,97 x 0,995 x 1,04
= 1,0266 = 1,027 .

DonC tauxg|oba| = CMgIobaI - 1 = 0,027 ’

soit une augmentation globale d’environ 2,7 %..

) Découvrir

A ) Résoudre graphiquement e* = k (p.106)

K] a. Lafonction exponentielle est strictement positive
sur R, donc k=expx,>0.

b. La fonction exponentielle est strictement croissante
sur R, continue sur R, et 0 < exp x pour tout réel x.
Donc, d'apres la propriété des valeurs intermédiaires,
I'¢quation e* =k admet une unique solution sur R.
«Lorsque k=1=e%, P(0;1).

-Lorsque k=e=e', P(1;e).

c. Fig.1:5={0,69}. Fig.2:5={1,79}.
Fig.3:5={1,1}.
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Kl a. x,,=y, > 0, donc lorsque P parcourt Gexpr I'abS-
cisse de M varie dans 10 ; +oo[.

ym=Xp.O0r, x,€ R, doncy,, peut étre négatif.

b.-k=2, M(2;0,69) (utilisation de fig. 1)

k=3, M(3;1,1) (fig. 3)

k=6, M(6;1,79) (fig. 2)

k=05, M(0,5;-0,69) a l'aide de la calculatrice gra-

phique.
«f(2)+f(3)=069+1,1=1,79=f(6)
f(0,5)=-1(2).
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Découvrir les propriétés de la fonction In (p.106)

X 1 e e? e3 —

ytelqueeY=x| 0 1 2 3 -1

Fla.ln2=069 In3=11 In6=~1,79.

b.In(—2) : IMPOSSIBLE, la calculatrice indique une
erreur donc#—In 2

In(0,5)=-In2.

E] a. La courbe représentative de la fonction In est
« croissante ».

b. Cette courbe traverse I'axe des abscisses pour x=1.

X‘O 1 +oo

Inx ‘ - 0 +
c. In(10%)=20,7, In(10%9)=228.
In x est croissante, mais trés doucement d'ou « l'escar-
got ».
[ a.exxey=ex¥,

b.ey1 xey2 =ey1ty2 & x; X x, = elntx1)+in(x2)
PN eln(x1xx2 ) = eln(x1 )+In(x2)

< In(x; X x5) =In(x;) +In(x,).

Conjecturer la dérivée de la fonction In (p.107)

Kl a. exp'(x) = exp (x) pour tout réel x.

b. Le nombre dérivé de exp en x est le coefficient direc-
teur de la tangente a la courbe représentative de la
fonction exp au point d'abscisse x. C'est I'ordonnée du
point P.

c.y=4(x—1Ind)+4.

Fl a. Fig. 2:In"(2) =05 = % (coefficient directeur de la
tangente en M a la courbe représentative de la fonction In).
Fig.3:In'(5)=0,2 =% (coefficient directeur de la tan-

gente en M a la courbe représentative de la fonction In).
b. La fonction dérivée de la fonction In semble étre la
fonction inverse sur 10 ; +oo[.

Comparer des croissances exponentielles (p.107)

Kl a. Pour I'Afrique, la croissance est la plus forte sur la
figure 2.

b. Pour I'Asie et le Monde, les deux courbes sont « paral-
leles » : 'une est la translatée de l'autre. La croissance est
la méme.

E1 Lorsque les taux de croissance sont pratiquement

identiques (Monde, Asie, Amérique latine, Océanie), les
courbes ont méme « perte » dans un repére semi-log.

D) Savoir faire

© 1. Utiliser les formules sur In . 109

b.2eX-1=0 & e"=5 & x=|n(5)<:>x=—ln2.

c.e =2 & x+1=In2 © x=-1+In2.

c d.4e*-1=0 e‘le = —x=|n(l)<:>x=—ln(l)=ln4.
: 4 4 4

Hl a.Inx-2=0 & Inx=2 & x=e¢?.
: b.05lnx=1 & Inx=2 & x=e2.

c.4lnx+1=0 & Inx=—% =3 x=exp(— l):e—o,zs.

d.Inx(3-Inx)=0 < Inx=0 ou 3-Inx=0

< x=10ulnx=3=x=1ou x=e3.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

--------------------------------------------------------------

B A=In2+In3-In5.
B=3In2+2In5.

) A=In(6e).

B=1In (32 ><23)zln(B)zln(MA).
5 5
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© 2. Etudier les variations d'une fonction avec In (. 111)

Les courbes représentatives des fonctions f et g se
coupenten A(1;0).
b.d(x)=f(x)-g(x)=Inx—0,5(x2-1).

1 X:1—x2

dx)=—-
X X
X 0 1 + o0
Co1-x2 + 0 -
: X 0 + +
d’(x) + 0 - 0
0
a0 / \

© 3. Déterminer un seuil p.113)

Exercices d’application |
Y Soit t le taux d’évolution moyen annuel.

311
Donc t=-0,0381 soit une baisse d’environ 38,1 %o.
En 2018, il se sera écoulé 8 ans. Le taux de mortalité sera

8
alors d’environ 143 x (1 - ﬁ)
1000

1
(1+020=143 1+t=(143)2°.
311

=104,8 . Soit 104,8 %eo.

(p. 115)

ﬂ b.SurR,In(e) =a.
e(@) = g est vraie seulement pour a > 0.

eX

m b.In (—) =In(e*)—In(y)=x—In(y).
y

b. On factorise : 3eX—2e2¥=eX(3-2e¥).

Comme e*> 0 pour toutréel x,onrésout 3—-2e*=0

o e*<15 < x=<In(1,5).

1 x—1xIn(x)

mbf’(x)—1—x _ x2 =1+In(x)
. = = = o .

LE] c. Sachant que la dérivée de (u)2 est 2 u'u:
f’(x)=2><l><ln(x) sur]0;+eo].
X
Donc f'(x) est du signe de In(x) . La dérivée f’ s'annule

en 1 en changeant de signe (négative, puis positive).
Donc la fonction fadmet un minimum en 1.

m b. (In(x))?+2In(x) =0 on factorise par In(x)
< In(x) (In(x)+2)=0
< In(x)=0 ou In(x)=-2

& x=e%=1ou x=e2.
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d(x) < 0 pour tout réel x, donc f(x) < g(x) pour tout

réel x.

La courbe représentative de la fonction In est donc située

en-dessous de la courbe représentative de la fonction g

sur ]0;+<o[.De plus 6, et 6, sont tangentes en 1.

|E| a.f’(x)=0,5><2x+l et f”(x)=1—i _x2-] .
X X2 x2

b. f(x)=0 < x?=1 sur[0,2;4],donc la dérivée seconde

s'annule en 1 en changeant de signe.

Donc la courbe € admet un point d'inflexion au point

d’abscisse 1.

ﬂ On cherche n tel que:

3,5\ 20
10,9(1+ —| >20 < 1,035"> ——
100 10,9
20
20 In 10,9
< nin 1,035 > |n[—) oS n>————,
10,9 In1,035

La population du Niger devrait donc dépasser 20 mil-
lions d’habitants au bout de 18 ans, c’est-a-dire en 2018.

E b. Comme le colt est en millier d’euros et la quan-
tité x en centaine d'objets, le colt moyen est en dizaine
d'euros par objet.

x2 -3x+4

x2 '
Au numérateur A = —7 négatif. Donc sur [0,5; 81, la
dérivée est positive et la fonction est croissante.

B b.ro=x—3+2=
X

21,91
a. CMgIobaI= 80,30=( annuel)m'
1
. 21,9110
D'ou tannuelz(MJ =1 z—0,12,

soit une baisse d’environ 12 % par an.

) c.125%095"<7 < 0,95"<0,56.

On applique la fonction In, strictement croissante :
In(0,95") <1In(0,56) < nxIn(0,95) <In(0,56).
Or 095€10;1[,donc In(0,95) <O0.

Ainsi, inégalité change de sens: n = M
In(0,56) In{0,95)
r ———=11,3 etnestentier.
In(0,95)

[l faut donc avoir n entier supérieur ou égal a 12.
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) Exercices

ED Logarithme népérien d'un réel strictement positif (. 116

18} oCM

ET b. eXest strictement positif pour tout réel x,

donc In(e*) existe et In(e*)=x surR.

F1 c. In(x) existe seulement pour x > 0.

El b. SurR, In(eX)=x. Donc I'équation sécrit x=-3.

Hi Vrai ou faux ?

! Vrai. F1 Faux.
El Vrai:In(e2+e)=In(e(e+1))=Ine+In(e+1)
=1+In(e+1).

I3 Faux : par exemple, pour x=—2:In(x2+x) =1In6,
mais In x n‘existe pas !

Résolution d'équations avec exp

a.e¥=2 < x=In2.
b.eX+2=3 o eX=1 © x=In1 © x=0.

HH] a.e°03x=0,25 < —0,03x=In(0,25)
In(0,25) In4
X=—T"T"——" & X= .
-0,03 0,03
b.(e*-1)3e*-4)=0 & e*-1=0 ou 3e*-4=0

& eX=1 ou eng < x=0 ou x:In(g).

Résolution d'équations avec In

PE] a.Inx+1=0 & Inx=—1 & x=e'.
b.Inx=2 < x=¢€?.

2 a.2inx-1=0 Inx=%(:)x=e°'5.

b. x+2)Inx=0 < x+2=0 ou Inx=0
& x=-2o0ux=1.

FH a.Inx=2In3 o Inx=In32 < x=9.
b.In(x24+x+1)=0 & x24+x+1=1 & x2+x=0
S xx+1)=0 & x=0o0ou x=-1.

Tableaux de signes avec exp
@ a. Pour étudier le signe, on résout 3e*-4=0.

S e = % S x= In(%) .D’ou le tableau de signes :

L

f(x) | - 0 ¥

b.1-x=0& x=<1
et eX-4=0 © =4 < x=In(4).

X

D'ou:
x |0 1 In(4) 5
1-x + 0 - -
eX—-4 - - 0 +
f(x) - 0 + 0 -
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a.1-2e*>0 < 1>2e”
= ex<%@x<ln(%)@ x<-In2.

eX-2>0 &= eX>2 o x>In2.

X -2 —In2 In2 2
1-2ex - 0 + || +
er-2 - - o -

f(x) + 0 - 0 +

b. f(x)=eX(e*-5).
e*> 0 pourtout réel x, donc f(x) estdu signede eX-5.
eX-5>0& e*>5 < x>1In5.

x o Ins 2

fx) | - 0 +

[281 Preuves de cours

1] In(1)=In(x><l)=ln(x)+ln(l).
X

X

Or In(1)=0. Donc In(l)=—ln(x).
X

2] In(%:In(xxl)=In(x)+|n(l)=|n(x)—|n(y)-
y y y

[29 Justifier des résultats

Fl a.In(25e)=In(52xe)=In(52)+In(e)=2In(5)+1.

b.In(e?)+4In(1)=2In(e)+4x0=2x1=2.

c.In(e ") +In(e3)=—1+3=2.

F1 -In(2)-2In(5)+3In(2)=4In(2) —In(52)

16
=In(2*)=In(52)=In[—]=In(0,64).

n(2%)—In(5°) n(zs) n( )

«In(e3)=2In(1)+4In(5e)
=3In(e)—2x0+4In(5)+4In(e)
=3+4In(5)+4=7+4In(5)
=7+In(5%)=7+1In(625).

«In(2+3)=3In(5)+4In(3)=In(5)=In(53)+In(3%)

5x 34 81
=In =In|—].
53 25

El) Transformer une écriture

«In(3e)+2In3-In27=In3+Ine+2In3-1In(33)
=3In3+1-3In3=1.
¢In(4e2)-In8=In4+In(e?)-In(23)=2In2+2-3In2
=2-In2.

):In25+lne—ln4—ln90

( 25e

«In

4 %90
=2In5+1-2In2-In(2x5x% 32
=2In5+1-2In2-In2—-In5-2In3
=1+In5-3In2-2In3.
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Ecrire a I'aide d'un seul algorithme
2
Azln(10 ><2)zln(§).
53 5
7 14
len( 4 )zln(42 )zln(l)z—lnz.
23 x 84 23 x 212 2

C=—=In2-In(2*)+In(2*%)==In2
=lne+In(23)=In(23e)=In(8e)

EH Logarithme d'une racine carrée
E Inx=In(vx xVx) =InVx +InVx = 2InVx.

Ona Inx=2InV'x & InJ;:%Inx.

2] E=3xlln2—%ln(23)=§In2—§ln2=0.

=—Ine—12|ne—l—12——§
2 2

EF] Calculs d'images
[l f(e)=elne=e
f(e2)=e?In(e?2)=2e2
f(e3)=e3In(e3)=3e3

(
f(JE)=\/E|n\/—=%JE.
H

—lne=2e-1
In(e?)=2e2-2=2(e2-1)

In(e3)=2e3-3
|m/€=2f—%.

f

f(e?)= 2e2
f(e3)=2e3-
f(Ve)=2e -

[34) Etude d'une fonction exponentielle
[l f(x)=2e>*-5eX=eX(2e*-5). 5
Fl 2e*-5=2=0 o 2e*=5 o eXBE <:>x>|n(—)

El e¥> 0 pour tout réel x, donc f'(x) est du signe de
2e¥-5.

5)

X —oo In[= +oo

2

f'(x) - 0 +

f(x) T, 9 —
4

Bl Variations et équations
[l a.f(x)=2e*-6eX=2e*(e¥-3).
b. et F1eX > 0 pour tout réel x, donc f'(x) est du signe
de eX-3.
-3=z0s eX=3 ©x=In3.
X 0 In3 In6

f'(x) - 0 +

f(x) —3\ S, 2

E1 On pense a appliquer la propriété des valeurs inter-
médiaires a la fonction f. On obtient :

«Si k< -7, aucune solution

«Si k=-7:une solution

«Si —7 < k =< -3 :deux solutions
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«Si —3 < k < 2:une solution
«Si k> 2:aucune solution.

E[§ Modéle exponentielle de
la consommation de sucre

El f(50)=20e7003x50~ 4,46 .

En 2020, la consommation moyenne de sucre sera d'en-
viron 4,46 kg par habitant et par an.

El f(x)=20(-0,03)e093x=—-0,6e7003,

Or, une exponentielle est toujours strictement positive,
donc f'(x) < 0 pour tout réel x. D'ou la fonction f est
strictement décroissante sur [0;+oo[.

El a.f(x)=5 < 20e7003x=5 & ¢7003x=0,25

o —0,03x=In(0,25) e x=""4) _ 465
b. f étant strictement décroissante, on a: ’

fx)=5 o x= N4 _ 465

7

c. La consommation moyenne de sucre deviendra infé-
rieure a 5 kg par personne et par an a partir de 1970 + 47
soit2017.

Offre, demande et prix d'équilibre

[l a.On cherche arésoudre:
f(x) =200 < 10e9%05X =200 < e%65x=20

& 0,65x = n20 _,61.

In20 & x=

Pour un prix de 4,61 € par savon, l'offre est de
200 000 savons.
b. On cherche a résoudre :

g(x)=200 < 600e935¥=200 < e-o,35x=%
1
n3 In3
©-035x=—>3=-">_314.
_0135 0,35

Pour un prix de 3,14 € par savon, la demande est de
200 000 savons.
F1 a.On est a I'équilibre pour:

f(X) :g(x) = 1060’65X= 60060’35X<=> e0,65xe0,35x= 600
10
& e¥=60 © x=In60=4,09.

Le prix déquilibre est de 4,09 €.
b.La quantité offerte et demandée a l'équilibre est
f(4,09)=g(4,09) = 143 milliers de savons.

EE] Différence de deux exponentielles

 f(x)=0 & 3e%1-2e02¥=0 < 3e01x=2e02x
o ize—o,ueo,zx o e0,1x:-|,5
< 0,1x=In(1,5) & x=%

< x=101In(1,5) =4,05.

1 a.f/(x)=03e%"—0,4e02=e%x (03— 0,4e%™).

b.f'(x)=0 & 0,3—0,460'1)‘:0 = 0,460'1X=0,3
= e°"X=% & 0,1x=1n(0,75)

< x=101In(0,75)=-2,88.

CHAPITRE 4 Fonction In 5



C.

X — 0 10In(0,75) too

c. etHla.
X 4 11,9 20

f'(x) + 0 —

f(x) - 0 +

foo | eAB—

El 9:y=f(0)x+f(0)
y==0,1x+1.
£l f(x)=0,3x0,1e%¥-0,4x0,2e%
=0,03e%¥—0,08e%=e%'x (0,03 -0,08e%7).

f(x)=0<0,03-0,08e%*=0 & eo,1x:%
< 0,1x=In(0,375) & x=10In(0,375)=—9,8.
101n(0,375) foo
0 —

X | —eo

F(x) | +

Donc la courbe représentative de la fonction fadmet un
point d'inflexion de coordonnées (101n(0,375) ; 0,84375).

k) Vitesse d'un cycliste

E v(x)=-30(-0,1)e"%1t=3e01> 0 pour tout réel t.
Donc la fonction v est strictement croissante sur
[0;+e].

La vitesse augmentant, on peut dire que le mouvement
est accéléré.

F1 v'(t)=3(-0,1)e %t=-03e 9"t < 0 pour tout réel t.
Donc la fonction v’ est strictement décroissante sur
[0;+co[.L'accélération est décroissante sur[0;+oo[.
De plus, v/(t) > 0 pour tout réel t d'aprés Ell, donc
I'accélération est positive sur [0;+oo [,

El t=10In3=11s.

Coiit moyen exponentiel

Il a.f(x)=—1+2x0,12e%12X=—1+0,24 212X
b.f(x)=0 & —1+0,24e%2X=0 < 0,24e%12%=1

& e02x—__ 5 0,12x=-In(0,24)
0,24
_=In(0,24) 49,
0,12

9,04

fo) (OB —0ur

b. Le colt moyen de production est minimal pour une
production de 11,9 tonnes de sel environ. Ce colt est
alors d’environ 3,44 €.

El a.-Sur [4;11,9], le maximum est f(4)=6,23<7.
L'équation f(x)=7 n'a pas de solution.

«Sur [11,9; 20], on applique la propriété des valeurs
intermédiaires a la fonction f.

On obtient une unique solution a I'équation f(x)=7.
b. On utilise le tableur de la calculatrice et on trouve
a=18,570.

c. D'apres les questions précédentes, Il faut une masse
de sel de 18 570 kg pour que le colt moyen de produc-
tion soit de 700 €.

Fonction de satistaction
Fl a.v(x)=f(x)=-0,2e%%4+0,5(0,4 —0,2x) e%°* 4+ 5x
=-0,1xe%*+5x=x(5-0,1 e%X),
b.5-0,1e%*X=0 & 5=0,1e% & e05*¥< 50
& 0,5x<1In(50) & x<2In(50)

soit environ 7,82. S=[0;2In(50)].
c. x =0 pourtout xe[0;10], doncil y a envie si et
seulement si:

vix)=0 & 5-0,1e%*=0 < xe[0;2In(50)].
F1 a.On utilise le fait que f'(x)=v(x) pour tout
xe[0;10].

X 0 2In(50) 10

f(x) + 0 -

94,8
f(x) / 1
0,4 \1 2,54

b. Le niveau de satisfaction est maximal pour 2In(50)
soit environ 7,8 min.

c. Le niveau de satisfaction maximal est de
f(2In(50))=94,8 < 100.0n ne peut donc pas atteindre
un niveau de satisfaction de 100 %.

B Etude de la fonctionIn: x— In(X) (.19

[42) oCcM

l.c.ln(x)<S0 = 0<x=eo0<x=1.

1
2.c.ln(x)=-2 = x=e?et e*2=—2.
e

3.a. In(x)<%<:> 0<x<e?ete?=e.

Vrai ou faux ?
[ Faux: f(x)=3|nx+3x><l=3(lnx+1)¢3.
X
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F1 Vrai: f'(x)=1 —Inx—xxlz—lnx.
X
3 % x=3In(x)

El Vrai: f'(x)==X _30=In(x)

X2 X2
[1 Vrai: f’(x):2xlx|n(x)_lzm_
X X X
™ Signe de In(x)
F(x) H| - 0 +
CHAPITRE 4 Fonction In 6



g(x)=f(x)-1 donc g(x)=0 & f(x)=1. Ea.f'(x):'l_i_
X

+ o0 ~ )
X 0 e b.g’(x):2(|nx+1)+2x 1:2X|n+4x ]~
g(x) ||| _ 0 . : :
h(x)=f(x)-2 donc h(x) =0 & f(x)=2. Ea-f' _In_x_1 |nx—x.
X
2 N ]
o | e : b'g(X):_“_InX)—l(ZInx+1):ﬂ.
i H B 0 + X X X

Etude des variations

Résolution d'inéquations fix)=2—+=2X=1
x X
m a.lnx+2=0 < Inx=-2 © x=e 2. Sur [1:9], x>0, et 2x—1>0.
b.Inx-1<0 & Inx<1 & x<e. Donc f'(x) >0 sur [1;9].
M a.2Inx+1<0 < 2Inx<-1 & Inx<-05 Dou:
1 X ‘1 9

exse " o xs—

NS f) ‘2/18—In9

b.2Inx+1=0 & 2Inx=-1 < Inx=-0,5
avec 18—-1In9=15,803.

1
Sxze W o x=—.

Je Ef, ___izx—Z.

X x2 X2
Al a.lnx+4=0 & Inx=-4 o x=e*. . . . ,
b. Inx (2 —Inx) = 0 Or, un carré est toujours positif ou nul, donc f'(x) est du

Inx=0 @ x=1 signede x—2.

—Inx=0 & Inx<2 & x<e?. X 1 2 5
X 0 1 e2 + 00 f’(X) - 0 +
Inx - 0 + ” + f(x) 2\ . 2 ins
~Inx + || + 0 - 1+In2 >
f(x) - 0 + 0 - avec§+ln5z2,009 et 1+In2=1,693.
S=[1;e2]. 3
X X
Calculs de dérivées Sur [%;2}, x> 0,donc f’(x) est du signe de
) 1
IE a-f(x)=;+1 . x3—1=x3-13 quiest lui-méme du signedex— 1.
1 D'ou:
b.g'(x)=Inx+xx—=1+Inx. 1
X X | 1 2
4 6x2-4 10
@ a.f(x)=6x——=———, f’(x) - 0 +
X X
1 1 6,909 5,921
b.g'(x)=—x(In(x)—2)+—=x(In(x)+1). f(x) \ : /
X X
, 2In(x) -1 1
Donc g (X):f' avec f(ﬁ)=103+3ln10z6,909
_ et f(2)=8-3In2=5,921.
m a.f'(t) 2>< int— 3><1—M. :
0t [57 (x)=1xIn(x)+—xx-1=In(x).
b.g’(x)=2x|nx+x2><—=x(1 +2Inx). X
X La dérivée s'annuleen 1et f(1)=1In(1)-1=-1.
f(0,01)=0,011In(0,01)—-0,01 =-0,05605 ~—0,0561 .
—><q—(lnq+1) ing f(10)=10In(10)-10~-13,026 = 13,0.
&l a.rig)=2 p e x 0,01 1 10
1 f(x) - 0 +
5x—=xx-5(nx+2) \ /
b. g'(x) = X _ —5(1+Inx)_ f(x) i
x2 x2
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m f’(x)=2|nx+2x><l=2(1 +Inx).
X

)

1 N
1+Inx=0 e Inx=-1e x=e ' @ x=—.Dou:
e

1 1
_ — 2
X 2e e €
f'(x) - 0 +
—-1-=In2 4e?
f(x) T2 —
e

avec —1-1In2=-0,623; —2:—0,736 et 4e2=29,556.

e

Ei Etudier un modéle graphique
f(x)=109,3+31,5Inx définiesur [1;+co[.

31,5
f(x)= >0 pourtout xe[1;+oo[.
X
Donc la fonction f est strictement croissante sur

[1;+c[.

En 2015, x=10.Le nombre de séniors actifs sera alors de :
f(10)=109,3+31,5In10=182

soit 182 milliers de séniors actifs.

[60 Etudier une consommation
1. a. f'(x) _20 positif, donc fest croissante sur[4; +oo [ .
X

Lorsque la taille de la piéce augmente, la quantité de
bois de chauffe consommée augmente.

b. f"(x)= L’JS négatif. Donc la fonction f est concave.

X
Cela signifie que 'augmentation de la consommation de
bois est ralentie.

2.a.Sur [4;4[,0nrésout:

f(x)=3 < 2,15In(x)—-1,98=3

4,98
2,15
La solution est comprise entre 10,1 et 10,2.

b. Pour une consommation de 3 kg, la surface de la
piéce est environ 10,1 m?.

3.Surl'intervalle [4; 4+ [:

f(x)<5 & In(x)sw

= x:exp(4’—98)z 10,14.
2,15

’

& In(x) =

(6,98)
S dsx=sexp|l——|.
, 2,15

Or exp(%) ~ 25,7005 . On arrondit par défaut.

7

Donc la surface maximale recherchée est 25,7 m2.

3] Autre modéle pour la consommation
de sucre
. 6,4
[l a.f(x)=——"—<0 pourtout xe[5;+ocol[.
X
La fonction fest donc strictement décroissante sur [5;+oo[.

b. f/(x) =24
X2

>0 pour tout réel x.

f’ est donc une fonction croissante et négative, donc | f|
est décroissante.
La décroissance est donc ralentie.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

Flf(x)=5 < 297-64Inx=5 < 6,4Inx=24,7

24,7 (24,7)
Slinx=—"— < x=exp .
6,4

6,4
Donc x=48.
El a.Llaconsommation moyenne annuelle est de
5kg/haben 1970+48=2018.
b.En 2074, x=104.
f(104)=29,7-6,4In104 =—-0,02 < 0 impossible : une
consommation de sucre ne peut étre négative.
Le modéle n'est donc plus valable en 2074.

7

(A Etudier la convexité d'une fonction

Fl Lafonction fsemble convexe sur [1;9].
Fl a.fix)=2-2=2X=%
X X
Sur [1;9], x>0, doncf(x) estdusignede 2x—4.

b.

X 1 2 9
f(x) - 0 +
2 18—-41n9
1 4

B a.f (X)=—4XX—2=X—2.

b. f"(x) >0 pourtoutréel xe[1;9],donc fest convexe
sur [1;9]. 4
4] a.T:y=f’(e)(x—e)+f(e)=(2—g)(x—e)+2e—4
=(2—i)x—2e+4+2e—4=(2—i)e.
e e
b. f est convexe, donc la courbe représentative de la
fonction f est située au-dessus de la tangente T.

B¥] Etude d'une fonction-produit

1] a.f’(x):l(2_|nx)_l><|nxz2(1—|nx)=—2(lnx—1).
X X X X

c. etd.Sur [0,5;8], x>0, donc f(x) est du signe
de —2(Inx—1), soit du signe contraire de Inx—1.

X |05 e 8
f'(x) + 0 -

f(x) . /'1 — on

Fl1 f(x)=0 © Inx=00u2-Inx=0 < x=1 ou Inx=2
& x=1loux=e?,
La courbe représentative de la fonction f coupe l'axe
des abscisses en 1 et e2.
El9:y=Ff(1)(x-1)+f(1)
y=2(x-1).

Fonction définie sur[e; e]

1] f’(x)=2x|nx+x2xl=2xlnx+x=x(1 +2Inx).
X
Fla.2inx+1=0 & 2lnx=-1 <:>Inx>—l
o x=e 05, 2
S=[e %%;e].
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b.x >0 pourtout xe [l ; e} donc f'(x) est du méme
e

signe que 2Inx+1 sur [l;e]
e
1 1
b'¢ o N e
f'(x) ‘ - 0 +

f(i) _ lm(i) __1
Je) e Ve 2e
fle)=e?lne=e?.

b. On obtient:

1 1
X e \/E e
f'(x) - 0 +
1 e2
fox) | e2 —— 1 /
2e

(3§ Convexité

B oafx)=—1+2=32%
X X

b.Sur [1;12], x> 0,donc f'(x) est du signe de 3 —x.
(2]

X 1 3 12
f'(x) + 0 -

43
f(x) / ’
3 T ~0,5

E1 a. On applique la propriété des valeurs intermédiaires

alafonction fen regardant sur [1;3] etsur [3;12].

On obtient I'existence d’une unique solution o a I'équa-

tion f(x)=0 sur [3;12].

La courbe représentative de la fonction f traverse donc

I'axe des abscisses une seule fois : au point d’abscisse o

b. La courbe représentative de la fonction f est donc

située au-dessus de I'axe des abscisses sur [1; o] .

Or, 112<0<11,3.

Donc le plus grand intervalle de bornes entiéres telles

que la courbe est située au-dessus de I'axe des abscisses

est [1;11].

A a. f”(x)=—i.
X2

b. Un carré est toujours positif, donc f”(x) < 0 pour

toutréel xde[1;12].

c. On en déduit que la fonction f est concave.

{3 Point d'inflexion

l><x—|nx
a.f(x)==% =

X2 X
Un carré est toujours positif, donc f'(x) est du méme
signeque 1—Inx.

1—-Inx

sur]0;+oof.
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b.1-Inx=0& 1=Inx © e=x.

X 0
f’(x) +

f(x) / \

F1 a.f’(e)=0 doncla courbe représentative de la fonc-
tion f admet une tangente horizontale au point d'abs-
cissee.

b.La courbe représentative de la fonction f semble
admettre un point d'inflexion au point d'abscisse envi-
ron 5.

m|=|O|m
|

—lx x2 —=2x(1-Inx)

El f(x)= — = ) .
_2lnx-3
==

f”(x) s'annule quand 2 Inx — 3 s'annule, soit pour
x=e'®=4,48~5.

Position relative
B 9:y=In"(1)(x=1)+In1
y=x-1.
Bl F(x)=t—1=
X X
x >0 pour tout réel x €]0; + o[, donc f'(x) est du
signede 1—x.

1-x

x |0 1 +oo
f’(x) + 0 -

f(x) / 0 \

La fonction fadmet un maximum de 0.

On en déduit que f(x) <0 pourtout xe]0;+co[.

El f(x)=Inx—(x—1) <0, donc la courbe € est située
en-dessous de la tangente @ sur 10 ;+o[.

] Position relative

1] a.f’(x):2x+2—i=M.

X X

b. Sur 10;+ [, x> 0,donc f'(x) est du signe de
2X2+2x—4.

Calcul du discriminant :
A=b2—-4ac=4-4%x2(-4)=36>0.

Donc:
XF—b—JZ _2226_ 51040
2a
-b+vA -2+6
2a 4
Dol :
X 0 1 +oo
f'(x) - 0 +

o || ———, ——
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c. Le minimum de fest 2 sur 10; + [, donc
f(x)>0 sur ]O;+oo].

_ 2 _
E‘_:‘.’,,,()():(4x+2)x (2x2 +2x—-4)

X2
2
=2)(7+4>0_
X2

Donc la fonction fest convexe sur J0O;+oo[.

b.D:y=F(2)(x-2)+f(2) © y=2(x-2)+7—-41In2
& y=2x+3-4In2.

La fonction fest convexe, donc sa courbe représentative

est située au-dessus de la tangente %.

E) Equations avec exponentielle (.122)

@ Vrai ou faux ?

[J Faux: (1+t)°=1,20.

Donc t=1,2("3) -1 =0,0371, soit environ 3,7 %.

E1 Faux:De 2005 a2011,ily a eu 6 augmentations.
(1+t)°=1,65.

t=1,65(170) _1=0,0870, soit environ 8,7 % .

El Vrai: tz(£

1/8
) ~—0,017, soit une baisse denviron
1,7%.

I

[70! Résolution d'équations

a.x=2"10=1,072.
b.x=1,5v-1=0,107.
€. x=0,5"3=0,794.
d.x=1-04""=0,123.

Taux moyen d'augmentation
151,1

n a.CM=—"—=1,1301.
133,7
b. Soit t le taux moyen annuel.
AIOI’S, CM=(1 +t)10 & (1 +t)10= 151,1 .
133,7

1
C. 1+t=(151’1)10 donc t=0,012 soit environ 1,2 % .
133,7

d. En 2015, il s'est écoulé 7 ans, donc la consommation
en eau minérale est de :

151,1 % 1.2

1+
100

7
) =1643L.

F1 idem

Taux moyen de diminution

[} a. Variation absolue: 51,7-61,7=-10kg.

51,7-61,7
61,7

b. Soit t ce taux annuel.

Variation relative : ~-0,162.

1

51'7)‘8 ~1~-0,0098

(1 +t)18=£;donc tz(
61,7 ,

soit 0,98 % de diminution.

E1 a. En 2003, soit 13 ans aprés 1990, la consommation

devrait étre de :

13

61,7 X (21—’7)18 — 1= 54,3 kg par an et par habitant.

’

57,6 -54,3
54,3

b. Taux de variation : =~ 0,057 soit plus de

5% d'erreur.
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Taux moyen équivalents

1
| a. t’=(1+ %)” —1=0,00367, soit 3,67 %o .

20,64
4+ —

1
)‘2 —1=0,0158, soit 1,58 %.
100

b.t'=(1

1
2| t':(1 + %)360 —1~0,00049, soit environ 0,05 %.

El Dans une année, il y a deux semestres, donc

10 \? :
t={1+—=] —1=0,21 soit 21 % par an.
100

Taux de croissance du PIB
El a.EnC2,0onécrit=1+B2/100.

16,3

b. En C9, la valeur estde 1 + 0 =1,163.

H b. H c

1 a.On applique les formules vues en 1 et El.

On obtient :

Qatar:ty=15,67%; Chine:t,,=10,91%.

Le taux de croissance a donc été en moyenne meilleur
au Qatar qu'en Chine.

b. PIB du Qatar: 23,5 x
dollars.

8
(1 + ﬂ) =~ 75,3 milliards de
100

. 10,91\8 .
PIBdela Chine: 1641 x|[1+ ~3757,3 milliards
de dollars. 100

Calcul du taux moyen

a. Creprésente le coefficient multiplicateur global.

Q représente le coefficient multiplicateur moyen.

T représente le taux d’évolution moyen.

b. D'apres I'écran des résultats, le taux annuel est d’envi-
ron 11,49 %.

c. Arabie saoudite, en 4 ans, on obtient un taux annuel
d'environ 2,16 %.

(Faire le programme sur la calculatrice, ou effectuer le
calcul.)

[76! Résolution d'inéquations dans R
a.3x1,5°= 12000 < 1,5¢= 4000

In(4 000)
=——— carIn(1,5)>0.
In(1,5)
In(4 000) .
————=~20,4556,d'ou x=20,5.
In(1,5)

CHAPITRE 4 Fonction In 10



b.1-0,5*=0,999 < 0,5=< 0,001

< xIn(0,5) <In(0,001) & XBM,
I In(0,5)
car 0,5€10;1[,donc In(0,5) négatif.
Or Mz9,96578,d’ou x=997.
In(0,5)

Résolution d'inéquations dans N

a.0,8" < 0,0001 < "% > 0,0001
< nIn0,8>1n(0,0001) < n BM:MB.
In(0,8)
Le plus petit entier n vérifiant cette inéquation est donc
n=42.
b.10%x1,1"=5000 < e""1 =500
_ In(500)

< nin1,1=In500 & n=
In(1,1)

Le plus petit entier n vérifiant cette inéquation est donc
n==66.
c. 1-0,4"=0,999 < —e""04 = _ 0,001

& enn04 < 0,001

=~652.

<nln0,4=1In(0,001) < n szzs.
In(0,4)
Le plus petit entier n vérifiant cette inéquation est donc
n=6.
d.50x2"=10° < e"'"2= 20000
In(20000)

In2
Le plus petit entier n vérifiant cette inéquation est donc
n=15.

< nin2=1In(20000) < n= =14,3.

Recherche de seuil
[ a.1,04">2 e >2 < nin1,04>In2

n>_M2 177 S=[18;+eel.
In1,04
b.0,99" < 0,1 < e""099 <01 < nln0,99<In0,1
on>n0T 5591, $=[230:+c].
In0,99

E1 Lalgorithme présenté fonctionne pour les deux iné-
quations ci-dessus. Le probléme de cet algorithme se
pose pour :

q" <k lorsque g>1 et q" >k lorsque0 <g<1.

b. A faire avec algorithme.

c. Il faut résoudre I'inéquation :

3000 x 1,047 > 5000 < efln104 >§

3)
In[=
_\3/
In(1,04)

Au bout de 14 ans, soit en 2014, le capital dépasse les
5000 €.

(:)nln1,04>|n(§) Sn> ~13,02.

Réaliser des prévisions
EN En 2009, la capacité mondiale était de :

194.4 158,69 GW .
22,5
1+ 2=
100
En 2011, la capacité mondiale sera de:

194,4><(1+22—'5)z238,14GW.
100
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F1 a.Chaque année, la capacité mondiale augmente de

22,5 %, elle est multipliée par 1+ % .La suite (u,) est

donc une suite géométrique de raison 1,225.
b.Onadonc u,=uyxg"=194,4x1,225".

H a.1,225">ﬂ N pln1,225>ln( 200 )
194,4 19

500
n 194,4
>_ 7R/
In1,225

Le plus petit entier p vérifiant I'inéquation est p=5.

b.1,2257> 220 5y >500.
194,4

’

’

’

On en déduit qu'au bout de 5 ans, c'est-a-dire en 2015,
la capacité mondiale de production dénergie éolienne
dépassera 500 GW.
1 a.On calcule le coefficient multiplicateur entre 2009
et 2010:
CM= 42,3 1,64 .
25,8

7

La suite (v,,) est donc géométrique de raison 1,64.
Dou v,=vyxq,=423x1,64".
b.v,>u, © 423x1,64">194,4x1,225"

n
42,3 (1,64) -1

194,4\1,225
n n
. 42,3 (1,64) -1 o (1,64) >194,4
194,4\1,225 1,225 42,3

In( 1,64)
nln(1’64)>ln(194’4)@n> 1225 =0,19.
1,225 42,3 In(194'4)
42,3
On en déduit qu'en 2011, la capacité de production de

la Chine dépassera celle mondiale.

[80 Seuil en probabilité

E} Pour tout entier n = 1, on obtient le premier 4
au n-iéme lancer si on a obtenu un des cinqg numéros
autres que 4 lors des n—1 premiers lancers, puis un 4.

ne
Donc P,= (%) X % .On en déduit que la suite (P,) est
géométrique de raison % et de premier terme P, = % .
E1 Comme %e]o; 1[, lalimite de (P,) est 0.

Donc la probabilité d'obtenir un 4 seulement aprés un
grand nombre de lancers est pratiquement nulle.

pa
El Onrésout: P, < 0,0001 < %x(%) < 0,0001
o (n—1)|n(§)< In(0,0006)
M,carée]o;uet In(§)<0.
| (5) 6 6
n —
6

Or 1+ In(0,0006) = 41,7 etnestentier.

o2

Donc le plus petit entier n cherché est 42.

S n> 1+
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D) Accompagnement personnalisé

Exercice guidé
g><x—1><(2|n(x)+1)

El a. Le bénéfice unitaire est maximum pour une

: 2-2In(x) -1 production d'environ 1,649 milliers de piéces, soit
: |81 Lfr) =X = , ,

: |:| i a. f'(x) X2 x2 1 650 pieces a 10 piéces pres.

: x2 Le bénéfice unitaire correspondant est environ 1,21 €.

: b.Sur[1;5],x2est strictement positif, donc la dérivée

: alesignede 1-2In(x).

1-2In(x)=0 & In(x)si o x< el

P Et e =e~16487€[1;5].

¢. Le bénéfice total réalisé est, en euro :

2
1000 x Ve x —=—=2000.
Je

El D'apreés le tableau de variations, sur [ 1 ;e 1, la fonc-
tion fest continue et strictement croissante et 1,05 est une

X 1 Je 5 valeur intermédiaire entre f(1)=1 et f(~/e)=1,21, donc
©F(x) + 0 _ I'équation f(x)=1,05 admet une premiére solution o.
: 2 De méme, sur l'intervalle [ve ; 5], 1,05 est intermé-
P f(x) e T diaire entre f(~/e)=1,221 et f(5)=0,84, donc I'équation
: 1 f(x)=1,05 admet une seconde solution 3.
: 2In(1) +1 Y1 (35D
D) =——=1 . 843775165
L (5)=2NITT g4 1,648721271
: 5 Y1(LCed
f(JE):ZIn(x/E)+1_ W“.é$§13361319 val NEET0 Ar vm? 11018
: Je oo 1.2138683535 Par balayage ou par solveur graphique, on obtient :

Revoir les outils de base

2. 1,213, qui est le maximum.

Je

o= 1,056 et B=3,119, donc le bénéfice unitaire est de
1,05 € pour une production de 1 056 ou de 3 119 objets.

EH Savoir représenter une série chronologique sur tableur

a. A3-2000. d. Pour les USA et I'Allemagne, la régression la plus
b. etc. adaptée semble étre une régression logarithmique.
100 y = 0,3357Tx° + 1,5295x

¢ |  +5.0048 100 y= 125?133?{;:; +
3 80 g 80 il
=35 :
E ; 60 + Bulgarie 2 E &0 f y = 22,197Ln(x) +
SE 4 = USA 2 wiy 3471
™ = y = 033575 + 15205
E 20 Allemagne = 20 + 50048

0 T 1 | =—Polynomial 0 ! y

0 5 10 {Bulgarie) 0 5 10

rang de l'année

C'est une régression polynomiale qui parait la plus
adaptée (du 2¢ ou 3¢ degré).

rang de I'année

On peut aussi approcher par une régression polyno-
miale pour I'Allemagne.

EEl Savoir calculer un taux d'évolution global

A B c D E E G H | J
1 année 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2070 CM global Tauwxglobal
2 Chine 4.1 1.8 1.5 4.8 5.9 0.7 3
3 CMannuel 17.047 1.018 1,015 1.048 1,059 0,993 I.EI-SI 1.2-]-1?' 2447
4 Egypte 85 4.9 6.5 85 18.3 11.9 12,8
5 CMannuel 1,095 1.04% 1,065 1,095 1,183 11,1198 1,128 2,0002 100,02
6 Tunisie 4.4 24 1,6 3,1 5 3.5 1,5
T CM annuel 1.044 1,024 1.046 1.031 1.03 1.035 1.04 1.3093
© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur .
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: a.f(x)=(n2)exn2,

‘b.f(x)=2" surR.

: f(x)=2XIn2 ol g=2.

:c.Onaln2>0.

D'ou f’(x) > 0 pour tout réel x, donc la fonction f est
: strictement croissante sur R.

: d.g(x)=0,8" et g'(x)=(In0,8) eX"08=0,8%In0,8

¢ In0,8 <0,donc g’(x) <0 pourtout réel x.

. D'ou la fonction g est strictement décroissante sur R.
‘H f(x)=exMi=g" surR.

P f(x)=(Ing)eX"i=g*Ing.

¢ +Sig>1,Ing>0,donc f(x)>0 pour tout réel x.
. Par conséquent, f est strictement croissante sur R.

1 +Si0<g<1,Ing<0,donc f(x) <0 pourtout réel x.
: Par conséquent, f est strictement décroissante sur R.
:+Sig=1,Ing=0,donc f(x)=0 pour tout réel x.

: Par conséquent, f est constante sur R.

: H} a.h(x)=121,5x0,86"=eln1215 x exIn086

: =e)(In0,86+ln121,5 .

a=In0,86=-0,15 et b=In121,5=4,80.

b. h'(X) — In0,86 X exln 0,86+1In121,5 .

: [ Expérimenter et découvrir
: une autre fonction : le logarithme décimal

§n|og1=o log10=1 log100=2 log10°=9
:Ha.A=1245x10" B=1,245x102 C=1,245x10°
: b.logA=1,095 logB=~-1,095 logC= 5,095

: Or, log 1,245 = 0,095 .

Il semble donc que log(dx10")=n+logd.

: ¢ En choisissant deux nombres quelconques A et B,
: onobtient logA +logB=Ilog(AxB).

: Ha Iog10n_ln(10”) 3 nin10

=npourtout ne”Z.

In10 In10
: In(AxB) InA+InB
" belog(AxB)= MAXB)_ _InA  InB
. In10 In10 In10 In10

: =logA+logB
. pour tous les réels A et B strictement positifs.

: B Approcher
cHaT:y=In"(1)(x=1)+In1 <:>y=l(x—1)+0
: Dou:y=x-1. 1

: b.

P x 0,8 09 1, 12
Polx-1 | -02 | -0 0,1 0,2

Inx -0,223 | -0,105 0,095 0,182
3 2| a.f’(x):1—l= il )
: X X
¢ x>0 sur [0,75;1,3],doncf’(x)estdusignede x—1.
© x |o7s 1 13
¢ f(x) - 0 +

0,038

f(x) T,
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b.Sur [ 0,75 ; 1,3 ], le maximum de la fonction f est
f(0,75)=1f(1,3)=0,038 < 0,04.
Donc pour tout réel xe[0,75;1,31,
f(x)<004 & x—1-Inx<0,04.
X
H a.P(x)=150200><(1— 1.3 )
100

=150 200 eX"1013 = 150 200 e0013x
b. Ce taux de variation semble étre de 0,006, soit 0,6 %

L(x+1)—L(x) 1,256€0.006(x+1) —1,2560,006x
L(x) 1,2560.06x

0,006 _ 1 .
=——=0,006 soit 0,6 %.

0,006

Le repére semi-log
Kl a.logy=1og (100 x 3*)=log 100 + log (3*)
=2+xlog3=2+0,48x.
b.y~AXB* © logy=log(AXxBX)
< logy=logA +logB*
< logy=logA+xlogB.
H a. y
80 000 -
60 000 ~
40 000 -
20 000 - ¢+

0<>—0—’—?—?—|—|—|—|—>
0 2 4 6 8 X

b. y

100 000 ~ *
10000 ~ *
1000 - ¢
100 #
10 ~
0 S e e e L
0 2 4 6 8 X
Le nuage de points obtenu est constitué de points ali-
gnés.
H a.logf(x)=1og100+xlog3=2+0,48x
logg(x)=1log1000+xlog3=3+0,48x
logh(x)=1og 1000+ xlog2 =3 +0,30x
b. Les fonctions logf et logg ont le méme coefficient
directeur, donc les courbes représentatives de ces fonc-
tions, sont paralleles.
Par conséquent, les courbes représentatives des fonctions
fet g sont paralleles dans un repére semi-logarithmique.
c. f(x)=h(x) < logf(x)=logh(x)
< 2+048x=3+030x<=0,18x=1

18:5,56 dans [0;6].

& X=

Par conséquent, les représentations de fet h se coupent
en x=5,56.

CHAPITRE 4 Fonction In 13



=) Réussir au Bac

QCM

1 1
[l c.:lne3 —In—+2In—==3+2-1=4.

e2 Je
Flc:In(x2)=0 & x2=1 <x =1 ou —1.
El a.6931. 1
A a.:f(x)=Inx—1+xx—=Inx.

X

a c.:g’(1)(x—1)+g(1)=(1+%)(x—1)+1+In1

=2x—2+1=2x—1.

DouT:y=2x—-1.
) Exponentielle et plage de bénéfice
E} a.f(x)=—0,01x(e%x=10)
f(x)=0,1x+0,1(1-0,1x)e%*—-0,1e0™

=0,1x—-0,01xe%*=0,01x(10—e%™),
b.e%*=10 < 0,1x=In10 & x=10In10
edX_10=0 @ e%"*=10 < 0,1x=1In10

< x=10In10  S=[10In10;30].
C.
X |0 10In10 30

f'(x) - 0 +

6,48
f(X) / !
6 \ —-2,171

Fl1 Le bénéfice maximum est d'environ 6,48 milliers
d'euros, soit environ 6 480 €, atteint pour 10In 10 cen-
taines de jouets, soit environ 2 300 jouets produits.

E1 a. On applique la propriété des valeurs intermé-
diaires a la fonction fsur[0; 10In10] et [10In10; 30]
et on obtient l'existence d'exactement deux solutions a
I'équation f(x)=0.

b. On utilise le tableau de valeurs de la calculatrice asso-
cié alafonction f. On obtient les deux solutions de I'équa-
tion f(x) =0, soit les deux points morts de la production :
o=12,57 et B=29,21 (1 257 objets et 2 921 objets) .

c. On cherche arésoudre f(x)=0.

D'aprés ce qui précede, la plage de bénéfice est située
entre 1257 et 2 921 objets fabriqués.

£l Offre, demande et prix d'équilibre

H a.f(x)=—23
X

< 0 pourtout xe[1;8].

Par conséquent, la fonction fest strictement décroissante
sur [1;8].
b.f(x)<35 < 6-13Inx<35 < -13Inx<-25

<:>Inx>£ S x>exp(%j.

2,5 '

S=[ex (;);8].
P 1,3

7

7

La demande est inférieure ou égale a 3 500 tonnes a

partir d’'un prix de exp(?’:) =~ 1,923 dizaines d'euros ,

’

soit 19,2 € la tonne environ.

Fla.d(x)=- 1.3 —0,2e"1-02x,
X
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Or, une exponentielle est toujours strictement positive
et x>0 sur [1;8].

Par conséquent, d’(x) <0 sur[1;8].

La fonction d est donc strictement décroissante sur [1; 8]1.
b.d(1)=3,23 et d(8)=-1,15.

On applique la propriété des valeurs intermédiaires a la
fonction d.

On obtient 'existence d'une unique solution x, sur [1;8].
A l'aide de la calculatrice, on trouve x,=4,80.

c. Le prix déquilibre est le prix x pour lequel d(x)=0,
soit 48 € par tonne environ.

La demande est alors f(48) = 3,96 milliers de tonnes,
soit environ 3 960 tonnes.

Exponentielle et abonnement

I} a.llya 1500 abonnés au 1¢ janvier 2009.

b. Il y a au maximum 4 600 abonnés environ (au 1¢ juil-
let 2010).

c. La courbe est située au-dessus de ses tangentes sur
[0;2,5], soit du 1¢" janvier 2007 au 1°" juillet 2009.

Fl a.f(x)=10(—x+3,5) e 05x*+35x

Une exponentielle réelle est toujours positive, donc f'(x)
estdusignede 3,5—x sur [0;5].

b.

X 0 3,5 5
f’(x) - 0 +

457145
f(X) / /
10 \1 484,13

Il'y a donc au maximum environ 4 571 abonnés, et ce
au 1¢" juillet 2010 (réponse du El b.).

El a.10x2-70x+112,5=0.

Calcul du discriminant :
A=b?-4ac=70>-4x10x1125=400>0.

Donc:

-b—vA 9 —b+JA 5
=2 s D ety =Y 2
2a 2 2a 2
x o 25 4,5 5
Fx) | + 0 - 0o o+

On retrouve la réponse a la question Ell c. : la fonction f
est convexe et croissante sur [0; 2,51, donc le nombre
d'abonnés a été croissant de facon accéléré du 1¢" jan-
vier 2007 au 1¢" juillet 2009.
[ a.f(x)=200 < e 05x*+35x =20

& —0,5x2+3,5x-In20=0.
Calcul du discriminant :
A=b2-4ac=3,52-4%x0,5%In20=6,25.
Donc:

-b-VA -b+VA
=——=6et x,=——=
2a 2a
b. Le journal devra donc cesser de paraitre au bout de

6 ans, c'est-a-dire au 1" janvier 2007 +6=2013..

X1 1.
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EH Construire une tangente

[ a.f(x)=1 —Inx+x><_—1=—lnx.
b%
b.
X 0 1 +o0
f'(x) +

foo | !

F1 a.f(e)=e(1-Ine)=e(1-1)=0.
Donc la courbe représentative de la fonction f coupe
I'axe des abscisses au point de coordonnées (e;0).
b.
y

~ A

El a.9:y=Ff(2)(x-2)+f(2)
& y=—(In2)(x-2)+2(1-1In2)
& y=—xIn2+2.
b. Cela revient a calculer:
y=—0xIn2+2=2.
Le point A’a pour coordonnées (0;2).
9 se construit donc a l'aide des points A et A",

EE] Fonction In et bénéfice

— 2
ﬂa.f’(x):E—2x+16= 2x +16X+18.
X X

b. Sur [0,5;25], x> 0,donc f’'(x) est du signe de:
—2x2+16x+18.

Calcul du discriminant :

A=b2—-4ac=162+4x2x18=400>0.

Donc:
-b-VA -b+VA
X,=———=9 et x,=—7=-1.
2a 2a
b'¢ 0,5 9 25
f'(x) + 0 -

] 87,6
) —19,7/ T,

F1 a.Onapplique la propriété des valeurs intermédiaires

ala fonction fsur les intervalles [0,5;9] et [9;25].

On obtient deux solutions a I'équation f(x)=0:
oa=1et B=18,05.

b.

x o5 1 B 25
fix) | - 0o + 0 -

El a. Lentreprise doit donc produire entre 100 et
1 805 panneaux pour réaliser des bénéfices.
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b.Le maximum de la fonction f étant d'environ
87,6 < 100, I'entreprise ne pourra pas réaliser un béné-
fice mensuel de 100 000 €.

Etude d'un codit moyen

(1—%)x—(x+1—lnx)

[ a.f(x)=

XZ
Xx—1-x—-1+Inx Inx-2

x2 x2
b.Inx=-2=0 @Inx=2 & x=e?2. S=[e?;14].
H a.
X 1 e? 14
f'(x) - 0 +
o 2 - T

b. Le colt moyen sera donc minimal pour e? centaines,
soit 7,4 centaines, soit 740 exemplaires fabriqués.
Le coGt moyen minimal est alors d’environ 0,86 € piéce.
El a.f(x)=1 & x+1-Inx=x(x#20) & 1-Inx=0
e Inx=1 o x=e.

b. Il faut fabriquer g=e = 2,72 centaines de pieces, soit
272 pieces, pour un co(it moyen de fabrication d'un
euro piece.
.

X 1 e e? 14

f(x) - 0 +

foo 2 —L

Le colt moyen reste donc inférieur a 1 € pour toute
quantité entre 272 et 1 400 piéces.

£l Signe de la dérivée
, 1 e X+e
[ agx)=—+—=
X  x2 X2
La fonction g est donc strictement croissante sur]0; +oo[ .

>0, pourtoutréel x>0.

b.g(e)zlne—S=1—1=0.
e

X ‘O e + oo
gix) | -0+

2] a.f’(x)=|nx—1+(x—e)><l=Inx—1+1—E
X X

e .
=Inx——=g(x), pourtout réel x> 0.
X

b. On obtient le tableau de variation suivant :

X 0 e +oo

f(x)=g(x) - 0 +

foo | T

El f(x)=0 & x—e=00ulnx-1=0& x=eoulnx=1
& Xx=eoux=e & x=e.

La courbe représentative de la fonction f coupe donc

I'axe des abscisses au point d'abscisse e.

CHAPITRE 4 Fonction In 15



ElJ Codt total et croissance

2 _
a a.f’(x)=2x—5+§=w.

X X
b. Sur [0,25;8], x> 0,donc f'(x) est du signe de:
2x2—-5x+8.

Calcul du discriminant :
A=b2-4ac=25-4%x2x8<0.
Donc le polynéme n'admet pas de racines et f'(x) > 0
sur [0,25;8].
2 _

2] a.g’(x)=2—i=u.

x2 X2
x%2 >0, pour tout réel x €[0,25;8],donc g’(x) est du
signede 2x?2—-8=2(x>-4)=2(x-2)(x+2).
b.

X 0,25 2 8
g’'(x) — 0 +
2,75 12
3

El f(x)=g(x);donc f"(x)=g’(x) pourtout xe [0,25;8].
Donc f”(x)=0 pour x=2,avec changement de signe.
On en déduit donc que la courbe de la fonction fadmet
un point d'inflexion au point d’abscisse 2 .

[1 a. Le colt total f(x) s'exprime en millier d'euros, la
quantité x s'exprime en centaine de litres, donc le cot
moyen s'exprime en millier d'euros par centaine de
litres, c'est-a-dire en dizaine d'euros par litre.

b. Pour 200 L, colt marginal =f(2)=2x2-5+—==3
soit 30 € par litre. 2

Le co(it moyen est de:

f(2) _ 22 -5%x2+30+8In2 —12+4In2~14,77 .

2 2
c. D'aprés E, le co(t total est concave sur [0,25;2]:la
croissance est ralentie ; et le colt total est convexe sur
[2;8]:la croissance est accélérée.
E a.Onretrouve le point d'inflexion en 2.
b. Le colt marginal minimal est f'(6)=8,3.
Si le laboratoire vend ce médicament a moins de 83 €
le litre, le 6¢ litre lui coltera plus cher a produire que le
prix de vente.

Codt et bénéfice
PartieA:

a a.f’(x)=0,4—E= 0,4x-1,6 _0,4(x-4) .
X X X

Or, pour tout xe[4;30], x—4=0 et x>0, donc

f(x)=0.

b. f'(x)=0sur [4;30],doncfestcroissante sur [4;30].

Le co(it de production augmente lorsque le nombre de

villas augmente.

1,6 .
Flf(x) = — > 0, pour tout réel x non nul ; donc la
X

fonction f’ est strictement croissante sur [4;30].
Le colt marginal est donc de plus en plus grand.
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PartieB:

[l La droite 9 représente la recette aprés vente des
maisons, la courbe % leur cot de production. Pour réa-
liser un bénéfice, il faut que la recette soit supérieure aux
colts de production, donc il faut au minimum 8 villas.
E1 En x=18, latangente a 6 semble étre paralléle a 9.

PartieC:
El B(n)=R(n)-C(n)=03n-04n-25+1,61Inn
=-01n-25+16Inn.
2] a.g’(x)=—O,1+E=—1’6_o'1X.
X X
Sur [4;30], x>0,doncg’(x) estdusignede 1,6-0,1x:
1,6-0,1x=0x<16.

X 4 16 30
g’(x) + 0 -
0,34
(x) !
90 o7 — T T _0s

b. On applique la propriété des valeurs intermédiaires a

la fonction g sur les deux intervalles [4;16] et [16;30].

On trouve deux solutions a I'équation g(x)=0:
x,=7,7 et x,=28,7.

H

x |4 77 28,7 30
g(x) | - 0o + 0o -

[2 a.On déduit du E que le bénéfice maximal est d'en-
viron 34 000 €.

b. On déduit du El que le promoteur réalise des béné-
fices pour des ventes comprises entre 8 et 28 maisons.

L] Résultats avec calcul formel

PartieA:

E} La courbe représentative de la fonction B coupe I'axe
des abscissesen x=e et x=e?2, etelle est au-dessus de
I'axe des abscisses entre ces deux valeurs.

X 1 e2 10
f’(x) + 0 -

; 1,25
) -10 _— \—1,97
3

E1 le bénéfice est maximal pour x=e2 milliers de jouets
soit environ 4 480 jouets.

PartieB:
[l B(x)=0 & 1-Inx=00ulnx—2=0

& Inx=1Toulnx=2 & x=eoux=e?.
Fla.1-Inx=0 o Inx<1 o x<e:5=]0;e]
INx—2=0 o Inx=2 & x=e?2:S=[e?;+oo]
b.

X 0 e e? +oo
1-Inx + 0 - || -
Inx-2 - || - 0 +
B(x) - 0 + 0 -
On démontre la ligne 3.
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3 a.B’(x)=5><_—1(Inx—2)+5><l(1—lnx)
% X

5(=Inx+2+1-Inx) 5(3-2Inx)

X X
b.Sur [1;10], x> 0;donc B’(x) est du signe de

3-2Inx.
3

3-2Inx=0=2Inx<3 & Inxs%@xseE.

3
X 1 e2 10
f'(x) + 0 —
125
f(X) / ’
~10 T ~1,97

c. D'aprés 3, il faut produire entre x = e, soit environ
2719, et x=e?, soit environ 7 389 jouets, pour ne pas
travailler a perte (bénéfice positif).

[3 a. En appliquant la propriété des valeurs intermé-
diaires, on obtient deux solutions a I'équation B(x)=1:
x;=3,583 et x,=5,605.

b. Il faut donc fabriquer entre 3 583 et 5 605 jouets.

(cf. tableau de variation et 1 a.).

EL] Variation du bénéfice marginal

2 2
a a.f’(x)=3e—x—lnx=—lnx+3i—1.
X

X
b. f"(x) <0 pourtoutreel xe[1;25],doncf est stric-
tement décroissante sur [1;25].

c. f’(x) <0 pourtoutreel xe[1;25],doncfestconcave
sur [1;25].

Le bénéfice croit donc de moins en moins vite.

2
d.f'(e2)=—|ne2+3iz—1 —_2+3-1=0.

e
X ‘1 e? 25
Fix) | + 0 -
Fl a.f(e?)=2+(3e2-e?)xIne?2=2+2e2x2
=2+4e2,
b.
X 1 e? 10
f'(x) + 0 —

31,6
f(x) / '
2 \ _7’1

c. Il faut donc produire e? milliers, soit environ
7 389 DVD, pour un bénéfice maximum de 31 600 €
environ.

El a. On applique la propriété des valeurs intermé-
diaires a la fonction f et on obtient une solution a sur
[e?;25] aléquation f(x)=0. a=228.

b.

x |1 o 25
Fix) | + 0 -

c. Il faut donc fabriquer au plus 22 800 DVD pour réali-
ser des bénéfices.
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Retour sur une croissance

de population

E} a.EnC3, 0n écrit: =C2/$B2.

b. Soit t le taux de croissance moyen annuel de la popu-
lation d’Afrique entre 1950 et 2010. :

1011 101150
(1+1)°=——— donc tz(—j“ —1~0,025
227.3 2273

soit environ 2,5 % d'augmentation par an.
Fl a.f(x)=2022 & 1,026*=2 < xIn1,026 =In2

In2
=
In1,026

b. La population seradouble de cellede 2010en 2010+27,
soiten 2037.

’

=~ 27,005

i1 Retour sur les suites
1 a. Le capital diminue chaque mois de 10 %, donc est

10
multiplié par 1———=0,9.
pliep 100

La suite (u,) est donc une suite géométrique de terme
initial u,=30000 et de raison g=0,9.

Par conséquent, u,=30000xqg"=30000x0,9".

b. lim u,=0, puisque 0<09<1.

N—>+oo

c.u,<10000 < 0,9”$% < nin09 < In(%)

—In3

In0,9
Le capital injecté devient inférieur a 10 000 € au bout
de 11 mois.

F1 a.1+09+0,92+...+0,9"=

< nln09<-In3 © n=

=104 n=11.

1-0,9n+1
1-0,9
b.S,=30000(1+0,9+0,92+...+0,9")
=30000x10(1-0,9")
=300 000 — 300 000 X 0,9 X 0,9"
=300 000 — 270 000 X 0,9".

c.Ona 0<09<1,donc lim 0,97=0.

n—+oo

Par conséquent, lim S,=300000.

N—>+oo

d. 300000 — 270000 x 0,9" = 250 000
& -27%x09"=-5

=10(1-09"*1).

= 0,9"<i
27
< nln0,9<In5-1In27
o nzwzmm
In0,9
S n=17.

Linvestissement total dépassera les 250 000 € au bout
de 17 mois.

Suite arithmético-géométrique

! a.Fin2011: 15 000(1—%)=15 250 ouvrages .

Fin 2012: 15250x 0,95+ 1 000 =15 487 ouvrages .
b.u,,;,=u,x095+1000.

n+17—
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£y o Vot 20000-uy,; _20000-u, X 0,95-1000
v,  20000-u, 20000 - u,
0,95(20000 — u,, )
= =0,95.
20000 - u,

Donc le suite (v,,) est géométrique de raison 0,95.

b.Onadonc v,=v;x0,95"=(20000 - 15000) % 0,95"
=5000x0,95".

D'ou u,=20000-v,=20000-5000x0,95".
c.Ona 0<0,95<1,donc lim u,=20000.

N—+oo

El u,>19000 < 20000 -5 000x0,95"> 19 000
< —5000x%0,95" > —1000
<0,95"<0,2 © nIn0,95<1n0,2

In0,95

In0,2

sn>

=314 & n=32.

=) Réinvestir...

103 ... en sciences

Pourquoi choisir une croissance
exponentielle ?

PartieA:

(1] énergie produite (GWh)

100000 %

10000 1 == 8D, 3441

1000 4

100 4

10 4

1 ——
o2 4 & & 10 12 14 16

E |l faut résoudre :
f(x) > 170000 < 80e%3142x > 170 000
o e05192x > 2 125 0,5142x >1n2 125

In2121
> =14,95.

Donc I'énergie produite dépassera les 170 000 GWh en
2000+ 15 soiten 2015.
f(x+1) 80e0.5142(x+1)
f(X) 80e0,5142x
Cela correspond a une augmentation annuelle de
67,23 % environ.

= e0.5142 ~1,6723,

Partie B :
Kl En 2013, x=16.La puissance sera alors estimée a
y=28300e%248x 16 =437 500 MW .
H y=10,5e%%x 16 =59 400 MW .

1000000 2

100000 4§ Y= 829186527

10000 o

1000 4

100 o

10 4

| P ——— P R T P

0 2 4 6 8 10 12 14 16
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1000000 o
100000 4 -

10000 4

1000 i
A
o
100 4— LS

10 < 4

0 2 4 6 8 10 17 14 16

Dans un repére semi-log, les points sont alignés sur [8; 12]
on peut alors modéliser par une exponentielle.

J4 1266
annuel moyen.
Alors, k(x)=valeuren 2005 x CM*~8 (En 2005, x=8.)
D'ou k(x)=1266x2,13*"8=1266x en213-8

=1 266 x 0756(x-8)

En 2013, k(16) =1 266 x e%756(16-8) = 536 000 MW .
Le résultat est trop élevé (supérieur a la production
mondiale): soit le modéle n'est pas valable, soit la pro-
duction mondiale va augmenter dans les années a venir.

104 ... en modélisation

1 1
2 (26010)4
b. (M)4 = ( ) = 2,13 : Coefficient multiplicateur

Modéliser une croissance « lente »

PartieA:
Kl a.On constate que les points sont a peu prés alignés.

b.

]

e = ¥

- ¥ = 5,497 2n(x] + 60,553

B

B4

¥

Bl

78

T

74

n

o+ - v e
1 10 100 1000

Les points semblant alignés avec une échelle logarith-
mique en abscisse, on peut penser a tester un modele
logarithmique.

D’apres la courbe de tendance du tableur, on peut modé-
liser la population allemande par: f(x)=5,5Inx+ 60,6 .
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E En 2015, x=65.

. N 105... en musique
La population allemande est alors estimée a :

f(65)=5,5In65+ 60,6 = 83,56 millions de personnes . Intensité et niveau sonore
H f(x)>90 < 5,5Inx+60,6 > 90 I,
29,4 K L,=10log—=10log1=10x0=0dB.
& 55Inx>294 < = o Iy
294 ' H a.L(/)=1010g107=170dB.
55
© x>e> =~2096. b.110=10log—  log—-=11 < In--=111n10
Il faudra donc 210 ans aprés 1950 pour que la population I, Iy I,
allemande dépasse les 90 millions, c'est-a-dire en 2160. 1 11 1 11
< In—=Ih10" & —=10
PartieB: Io 10
Kl On utilise le tableur et I'échelle semi-log en abscisse & I=1,x10"=10""W/m?.

et les courbes de tendances. On obtient :
51 3

H a.30=10|og[L = IogIL=3 o InL-31n10

50 = 0 0 IO

43 -

4 <:>InL=In103<:>L=1O3
wady 1 Iy

& I1=10°W/m?2.

42 9

21, I,

b.L(/,)=10log—=10log—+10log2=L(/;)+3.
Iy Iy

On ajoute donc 3 dB, soit un total de 33 dB.

B L(/,)-L(I,)=50-20=30

I I
< 10log—=-10log—=30
Iy Iy

On peut donc modéliser ce taux d'emploi par : I, I,
f(x)=4Inx+30. & log== —log—==3
H f(x)=50 © 4Inx+30=50 < 4Inx=20 0 0
S Inx=5 < x=e>=1484. (:”092:3
Il faudra donc attendre 149 ans depuis 1999, soit I'année I
2148, pour que la France atteigne son objectif. & 1,=1,%103.

Lintensité acoustique a donc été multipliée par 1 000.
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CHAPITRE

Intégration

Partir d’un bon pied

(p.134)

A | Vraiou faux ?
Calculer une aire

KB vrai, car I'aire du triangle D est :
Base x Hauteur 4 x3
; =
F3 Faux, car l'aire du rectangle @ est :
Base x Hauteur=3 x4=12 cm?,
et l'aire du trapéze @ est :
base +Base

=6cm?.

x Hauteur = % X3 =75cm2

EJ Vrai, car le domaine @ est inclus dans un rec-
tangle de largeur 4 cm et de longueur 5 cm, et
donc d’aire 20 cm?2.

3 vrai (voir question (2 )]

_B) QCM - Dériver une fonction

El b.carf(x)=3x2x—4x1+0=6x—4.

Fl c.carsiG)=2x3+x2—x+3,

alors G'(x) =2 x 3x2+2x—1=g(x).

EJ c. caren utilisant la dérivée d’un produit,

h(x) =2 x e 95+ (2x —3) x (—0,5e70°%)
=(2-x+1,5)e %= (3,5 — x)e 05,

C ) Vrai ou faux ?
Utiliser un graphique

EB} Faux, carla dérivée f est négative sur[-2;—1],
la fonction fest donc décroissante sur[—2;-11].
B3 Faux, car la dérivée f’ est positive sur [—1; 4]
etne s'annule qu'en x=-1eten x=2, lafonction
f est donc strictement croissante sur [—1;41].

EJ vrai, car graphiquement f(0) = 1, égal au
coefficient directeur de la tangente a la courbe €
au point d’abscisse 0.

Vrai, en lisant le signe de la dérivée f’.

) Découvrir

Approcher une somme (p. 136)

Partie A : Aire sous une fonction croissante :

somme de recettes

EJ a. Larecettetotaleest 5x6=30€.

b. La somme des recettes unitaires de 1 a 20 kg est
5x20=100¢€.

EF1 a. F(x)=5x .Surle graphique 1, il s'agit de l'aire de
la partie verte entre les abscisses 1 et x.

b. Sur le graphique 2, F(6) est la hauteur du baton a
I'abscisse 6, soit F(6) =30 €.

De méme F(20)=100.

Sur le graphique 2, F(x) est la hauteur du baton placé a
I'abscisse x .

E] Lafonction F est linéaire, de coefficient 5 .

Partie B : Aire sous une fonction affine :
somme de colts marginaux
K] a. Onobtient:
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(o))
-0
_
_
N
_
_
_
0
N
<

b. On obtient:
Masse 112 /3|4|5]| 6| 7| Total

CoGtmarginal | 3 | 5|7 |9 |[11[13|15| 63
Le colt total des 7 kg de poudre est donc de 63 cen-
times d'euros, soit 0,63 €.

F3 En C3=2*C2+1.

EJ a. EnC4=B4+C3

b. Le colt total de 10 kg de poudre est de 120 centimes
d'euros, soit 1,20 €.

c. On peut penser a une fonction carrée.

CHAPITRE 5 Intégration 1



Ba CT)=2x1+1)+Q2x2+D)+...+2xn+1) =2Xx1+2+...+n+(1+1+...+1).

Donc en utilisant la formule admise, CT(n) = 2 x

b. On remplace n par 20.

n(n+1)

+n=nn+N+n=n2+2n.

Donc CT(20) =202+ 2 x 20 =440 . Le cout total de 20 kg est donc de 4,40 €.

b. Laire du trapéeze dessiné sous la courbe 6 sur l'intervalle [ 1;20] est:

Partie C: Pour aller plus loin

3+ 41

X 20 = 440 .Onretrouve le méme résultat.

On obtient :
A Bl | D|E[Fle | H|I1T|3] | L WiN © | B |a|lg|] s | T |0
1 |codt n1argina|c[xJ-ﬂ.E-x"-EHH
2 quantité of 1] 2 3 a s & 7 8 9| ol aaj2z] 13| 2a4] 15| 18] 17| 18] 19| 20
3 colt marginal 255 195|135 9 55| 3|15 1| 15 3|55 9] 135 19) 355| 33| 41,5 51 615 73
4 codt total 0| 25,5| 44,5 58|67| 72.5| 75,5| 77| 78| 79,5| 82,5| 88|97| 110,5| 129,5| 155|188| 229,5| 280,5| 342|415
Et le nuage de points ci-contre : it total
Le cot total de 10 kg de produit est de 82,5 centimes cout tota
d'euros. 450
On peut penser a une fonction cube. 400 ¢
350 -
300
+
250
+
200 -
150 *
*
100
est s e*”
50 +*
+*
0 T T T 1
0 5 10 15 20

Découvrir un nouvel intervalle de fluctuation 3 95 % (».137)

Kl a. En utilisant par exemple
le polygone inscrit ci-dessous,
on obtient que l'aire sous
la courbe € est environ de
5,25cm?. 3- 4

F1 a. Lorsque n=10, la lar-
geur des rectangles est : 2-

£=0,2cm.
10

Le 1¢" rectangle a pour hau-
teur f(0,2)=3,96 cm;

le 2¢ rectangle a pour hau-
teurf(0,4)=3,84cm;

le 5¢ rectangle a pour hau-
teurf(1)=3cm.

1 A X

b. Lorsque n =20, la largeur des rectangles est :

i=0,1 cm.
20

La hauteur du k-ieme rectangle est :
2
-
n n
L'aire obtenue pour n =20 est environ 5,13 cm?.
c. Pour n=100, l'aire obtenue est environ 5,293 2 cm?.
Par la formule d’Archiméde, on obtient :

i><4X2=Ez5,33cm2.
3 2 3
23 16
3] F(2)—F(0):(4><2—?)—0=?.

On obtient la méme valeur qu‘a la question [FY c. .

Rechercher une fonction de dérivée donnée (p.137)

Kl a.7(x)=3x2+2x—5x 1=g(x) . Donc g est la dérivée
de la fonction f.

b. f n'est pas LA fonction dont la dérivée est g, car les
fonctions x — f(x) + k, ou k € R, ont aussi pour dérivée
la fonctiong.

F1 a. Les fonctions dont la dérivée est nulle sont les
fonctions constantes.
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b Les fonctions dont la dérivée est 3 sont les fonctions
x—3x+k,ouke R.
E] a. Parexemple F(x) =x3.

b. Par exemple F(x) = 1 .
X

c. Par exemple F(x) =e*.
d. Par exemple F(x) =In(x) .
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D) Savoir faire

© 1. Encadrer une aire (p.139)

Exercices d’application
-1 -2 -1 3 3
Ho- J_3f(x) dx = J_a f(x) dx+_[_2f(x) dx d. L F(t) dt = L f(x) dx =1,75.

= 1’22‘” X 1+ 1+20’5 %1 E3 En utilisant la :relation de Cr:asles, ;

=1,875 . f(x) dx='[ f(x) dx+J f(x) dx+'[ f(x) dx.
: -3 -3 -1 1
! 0,5+1,5 3
: "-_[ fO0 dx===—=x2=2. Donc | f(x) dx=1,875+2+1,75=5,625.
. - -3
: c J3f(x) dx = J.Zf(x) dx+I3f(x) dx En multipliant par I'unité d’aire 1 x 2 = 2 cm? , l'aire
S 1 2 demandée est 2 x 5,625= 11,25 cm?2.

ol g X qgs.

© 2. Vérifier et utiliser une primitive .141)

Exercices d’application S PP PPPes
|Z| Kl Pour tout réel xde [0:31, On résout F(2) + k=0, soitk=—F(2)=—6.
: Flx)=1XeX+xx(—e™) =eX1-x) =b(x). La primitive de f sur R que s'annule en 2 est :

3 2
Donc F est une primitivede bsur[0;3]. X—>Xx>—2x°+3x-6.

: Pﬂ Le bene,ﬁfe ';otaloe.s;en dizaines de milliers d'euros . Il 1 Pour tout réel xde [0; 51,
our toutree qq el0;31, F'(x) =10 x e+ (10x + 50) X (=0,1e7%™¥)
B(q) = I b(x) dx =F(g)—F(0)=q e-q. =(10-x—5)e % =f(x).
0

Donc F est une primitive de fsur[0;5].

5
2] j f(x) dx = F(5) = F(0)
0 =(10x5+50)e~01x5 — 500
~100e-05 —50.

EJ 1 Pour tout réel x, F(x) =3x2 -2 x 2x+3=f(x) .
: Donc F est une primitive de fsur R.
: E1 Les primitives de f sur R sont les fonctions
: x—=FX)+k=x3-2x2+3x+k,ouke R.

© 3. Déterminer une primitive usuelle (.143)

Exercices d’app[[cati_on .....................................................................................
, E a. F(x)=%—gx3 +gx2 -X. OrF(2)=0,donc 22 —2+%+k=0,soitk=—4.

: 4 g2 Donc la primitive cherchée est définie sur [ 1;4 ] par:

: b.f(g)=g+1-— et F(g)=—+qg—4In(q). 4

: q 2 F(x)=x2-x+—-4.

: X

. —_3eX

: E a.Fx) =—3e. El a. Le bénéfice B est la primitive de B, sur [ 0,5; 3 ]

¢ b.F(x)=—e>*+x. .
quisannuleen 1.

. 2
. = x2 — —_Ze-6 3
s o Flx)=x2 -3x 3¢ Donc B(q)=3|n(q)+q?—2q2 +1,75q+k , ol ke R.

: 1
. = —@2Xx — X 3
o doF(x) = e —3ex +2x. OrB(1)=0=3In(1)+1?—2><12+1,75+k.

: , 4
: a.Pourtoutreedee[1,4],f(x)—2x—1—X—2. Donckzg.

3
Donc B(q) = 3In(q) + q?— 2qg2 +1,75q9 — % )

. Donc la primitive F cherchée est de la forme :

F(X)=X2—X+i+k,0l\1k€ R.
X
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: E a. L'unité de colt total est 1 centaine d'euros par
: kgx1kg, soit 1 centaine d’euros.

: q
: Pourtoutréelge [0;8], C(q)=2+_[ Cn,(q) dg .
. 0

< Or une primitive de la fonction C,,est:

e—0.2qg q2
02 + 0,57+ 59 =-5e70249 +0,25q% +5q,

g

Donc C(q)=2+(-5e7929+0,25¢% + 5q) — (-5€9),
soit C(q) =7 —5e7%29+0,25g%>+ 5q .

© 4. Vérifier et utiliser une primitive (.15

1,2 1,2
Sc = _[0 (g(x)—30) dx = jo g(x) dx-30x1,2

1.2
= g(x) dx-36,
0

avec g(x) =—17x+50
Or une primitive de g sur[0; 1,2 ] est définie par :

2
G(x)=—17x +50x .
Donc:

Sc =G(1,2)—G(0)—36:(

2
—u+50x1,2)—0—36,
Ainsi Sc= 11,76 . Le surplus des consommateurs est de
117,6 millions d'euros.

Kl Onrésout:
f(x)=g(x) = 0,3x2+0,5x+2=-0,32x%+20
& 0,62x2+0,5x—18=0.

A=44,89;x1=—13i10etx2=5.

Comme x > 0, la quantité d'équilibre est x=5 tonnes.

Le prix déquilibre est f(5) = 12 euros par kilo.

F1 . L'unité des prix de vente est 1 euro par kilo , soit

1 000 euro par tonne. Les quantités sont en tonne.

Donc les surplus sont en milliers d’euros.

« Le surplus des producteurs est :

Sp = J:(12—f(x)) dx = 12><5—J':f(x) dx.

Or une primitive de fsur[0; 5] est:
F(x)=0,1x3+0,25 x? + 2x..

Donc S, =60 — (F(5) — F(0)) =31,25.

Le surplus des producteurs est de 31 250 €.

« Le surplus des consommateurs est :

5 d 5 d

S¢ —IO(Q(X)—12) X—jog(x) xX—-12x5.

_0,32x3
3

Or une primitivedegsur[0;5]estG(x) = +20x.

Donc S = 60— (G(5)—-G(0)) = 83—0 = 26,667 .

Le surplus des consommateurs est d’environ 26 667 € .

© 5. Appliquer le calcul intégral .147)

Exercices d’application

m El Par définition, la fonction f est continue sur

0 _
[0:04[etsur[04:1].0r f(0,4)= =" _¢ .
e0,6_‘]

Donc la fonction f est continue en 0,4.
On en déduit que la fonction f est continue sur[0;1].

. e(x-04) —1
2] Pourtoutreelxde[0,4;1],F’(x)=T1=f(x).
e0.6 —

Donc F est une primitive de fsur[0,4;11].
1

B a | fx) dx=F()-F(0,4)
0,4

: _e06-1 1-0,4 0616
: @061 @061 06_17°

(p.243)

|ﬁ| a. Une intégrale sur lintervalle [ 0 ; 2 ] est un
nombre, ici positif, car la courbe €6, est située au-dessus
de l'axe des abscisses. Donc f est positive sur[0; 2 ] et
I'intégrale est positive.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

b. Lindice de Gini de la répartition est :
= ZJq(x—f(x)) dx = ZJ”x dx—2J~1f(x) dx
Y= o =2], . .

Donc:

0,6 _
=1—2><e 1,6
e0,6_‘|
— 0,6
Doncyzz’2 € =~ 0,46
e0.6 —1

E b. On sait que g'(x) = f(x). On lit g(0) = 1, comme
coefficient directeur de la tangente a 6 ; au point d'abs-
cisse0etf(0)=1.Ainsig(0)=f(0)=1.
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|E| c. Comme g est une primitive de fsur[0; 3], en
unité d’'aire, I'aire du domaine coloré est :

joz'sf(x) dx =g(2,5)-g(0)=8-3=~5.

@ a. Si f(x) est positif sur[a; b1, alors par définition
de F la fonction F est croissante.
Le signe de F ne donne aucune indication sur f.

[17. b.SiF(x)=%(x+2)3 - 3x,
alors F’(x)=%><3(x-i—2)2 —-3=x2+4x+1="f(x).
[18! b.si F(x

[19) a. Si F() = 0,25x2 + x — 2 + 2e95%,
alors F(0)=0+0-2+2=0etF(x)=0,5x+1+e%*=f(x).

—§e3x + 5, alors F(x) =e3*=f(x) .

@ a.Une primitivede x = 2x — 1 sur[1;2]estdéfi-
nie par Fx) =x2-1In(x) . X
Donc:

JZ(ZX—l)dx=F(2)—F(1)
1 X

=@4-In(2)-(0-In(1)) =3-1In(2).
[21] b. jif(x) dx < j21(2x+1) dx.

2 2
Or.[ @x+1) dx =6, d'ouJ' f(x) dx <6.

Donc I’ mtegrale_[ f(x) dx peut étre négative.
|_2 a. La valeur moyenne sur[1;e]est:
P Bk P
— dx = In(e)—In(1) =
e—-1J1 x —1( (e) ™)

) Exercices

ED Intégrale d'une fonction . 150)

[23 Vrai ou Faux ?

EF vrai: la variable d'intégration est « muette ».
EX Vrai:ily a plus de 16 carreaux sous la courbe € sur
[-2;0]etun carreau a pour aire 0,5x0,5u.a.=0,25 u.a.

0
et16><0,25=4.DoncJ f(x) dx=4
-2

EX Vrai:le domaine sous la courbe € sur[2; 4] estinclus
dans un triangle rectangle isocele de c6té 2 unités.

I3 Faux : il y a au moins 8 carreaux complets, d’aire
0,25 u.a. sous la courbe € sur[0;2].

E3 Vrai:ily aau moins 24 carreaux sous la courbe 6 sur
l'intervalle[-2;1].

F] Fonction affine par morceaux
J‘ f(x) dx = m><2 5.

Jf dx_ﬂxs 10.

j f(x) dx=3x1=3.

2

b. En utilisant la relation de Chasles,
5

j f(x) dx=5+10+3=18.
-5

F§ Segments de droite
La fonction f est définie sur l'intervalle[-5;5].
5 -3 2 5
j £(x) dx:j £(x) dx+j £(x) dx+j F(x) dx .
_5 — —

4+1 2+1

5
DoncJ' FX) dx =224 15+ 5 2x3=14,5.
-5
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Fl3 Justifier un encadrement d'une intégrale

Il La courbe % est toujours située en dessous de ses
tangentes, donc la fonction fest concave sur[0;51.

La courbe 6 se trouve donc au-dessus des cordes [AD] ,
[DB] et [BC] .

E1 a. En utilisant des trapézes et des rectangles, on
obtient:

1+25 Jf _15+25
2

50|t175sjf(x) dx <2.

25+3 +3

I f(x) s x0,5+0,5%3,

soit 2,75 < j f(x) dx <2,875.
1
En ajoutant membre a membre, on a donc:
2
4,5< [ fx) dx=4,875.
0

+2 3+2

X 2.

5
Deméme:3 x3sj f(x) dx <
2

5
Donc 7,5 < J' f(x) dx <8
2

5 2 5
b.Commej f(x) dx =I f(x) dx+j f(x) dx,en
0 0 2
ajoutant membre a membre les inégalités précédentes,
5
on obtient:12 < J f(x) dx=<12,875.
0

Déterminer l'unité d'aire

a.lua.=Tux.x1uy.=05cmx0,5cm=0,25cm’.
b.Tua.=1Tux.x1uy.=0,5cmx0,2cm=0,1 cm?.
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E Donner une valeur approchée en u.a.

On trace par exemple les polygones inscrit (vert) et cir-
conscrit (bleu) ci-dessous :

y
1,5

1

0,57

o) 1 5

- L'aire sous le polygone vert, en u.a., est:
0,75+0,5 + 0,5+0,25 % 0,5+0,25%1+4

0,5
2

0,25+1
—X
2

1+1,5 1,5+1
+—+
2
» L'aire sous le polygone bleu, en u.a., est:
1+0,5 0,5+0,25 0,25+1 1+1,5
+ + + x0,5+1,5x1

2 2 2
+%x0,5=4,s.

=3,875.

5
. Donc 3,875s_[ f(x) dx<4,5.
0

5
Ainsi j f(x) dx =4 a0,5 prés.
0

On en déduit que l'aire sous la courbe € sur[0; 5] est
égalea4u.a.,a0,5u.a. prés.
[29 Calculer la valeur exacte d'une aire
I} Tracé de la courbe 6, formée de deux segments :

y

f(2)=-0,5x2+1=0et2x2-4=0.

Donc fest continue et positive sur[—1;4].

F1 Comme la fonction est positive, I'intégrale cherchée
est égale a la somme des aires de deux triangles rec-
tangles:

1,5x3 4x2

+

4
j f(x) dx = =6,25.
-1

El Lunité d'aireest2cm x2cm=4cm?.
Donc l'aire sous la courbe € sur [—1;:41, en cm? est :
6,25% 4=25cm’.

El] Calculer unimpdt par tranches

[} a.26000=6000+(12000—6000)+ (26 000— 12 000).
Donc l'impot, en k€ , pour un revenu imposable de
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26000 € est:

IR=6x0+(12—6)x > 14

+(26-12)x — =2,29.
100 100
b. Pour un revenu de 71 k€, I'imp0ots, en k€, est :
25 | (26-12)x &
0 100

10
+71-26)x =2 15,79,
100

IR=6%0+(12-6)x

F1 a.Pourxe [26;711, IX 0,3 dR est le montant de
I'impdt de la tranche [ 26; x2]6.
b. En utilisant I'aire d'un rectangle,

jxo,3 dR=0,3x(x-26)=0,3x—7,8.
c. Pour )?66 [26;71], 'impot est la somme de 2,29 k€
(voir El a.) et de l'intégrale IX 0,3 dR.
DoncIR=2,29+0,3x — 7,8zi 0,3x-5,51.
El] Aire en utilisant la calculatrice

1
| on |it:j f(x) dx = 0,785
0

F1 a.1ua.=1cmx2cm=2cm?. Donc l'aire sous € sur
[0;1]estenviron2x0,785=1,57 cm”.
b. 1 u.a.=2cmx 3 cm =6 cm?. Donc l'aire sous € sur
[0;1]estenviron 6x0,785=4,71 cm?.

EH Aire sous la courbe

I} Pourtoutréelxe [-2;0],x+2=0etex>0.
Par produit, la fonction f est positive sur[-2;01].

Par produit de fonctions continues, la fonction f est
aussi continue sur[-2;01.

F1 Comme 1 u.a. =1 cm?, on obtient que l'aire sous
la courbe € sur [ -2 ; 0 ] est environ égale a 4,39 cm”,
30,01 cm? prés.

1ntégrFonct o Cx+2
PE - i I e

4. 389826899

EE] Utiliser des positions relatives
—24

(x+6)2
f’'(x) < 0. La fonction fest donc décroissantesur[0;6].

El Pourtoutréelxe [0;61, f'(x)= . Donc

_ 48 (positif) . Donc la fonction f
(x+6)3

est convexesur[0;6].
F1 a.Pourtoutréelxe [0;6],
dix) = 24 +1_ _ 72+ x(x+6)—12(x +6)
X+6 3 3(x+6)
_x2-6x _x(x—-6)

3(x+6) 3(x+6)
Commex=0,x-6<0etx+6>0,0ona:d(x)<0.
La courbe 6 est donc située en dessous de la droite (AB)
sur[0;6].
b. - Comme la courbe % est en dessous de la droite (AB)
sur[0;6],le domaine sous la courbe %€ est inclus dans

+2><6=18u.a.

De plus f"(x) =

X .4
un trapéze d’aire
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« Comme la fonction fest convexe sur[0; 6], la courbe
¢ est située au-dessus de la tangente Ten B.

Comme f(6)=2 et f'(6) = ? , cette tangente admet

pouréquation y = %(x —-6)+2= % + 3.Latangente

T coupe donc I'axe des ordonnées au point (0; 3).
Donc le domaine sous la courbe %6 sur [ 0 ; 6 ] contient

un trapéze d‘aire 3+2 X6 =15ua.

6
-Onendéduitque15$j f(x) dx <18.
0

6
El On obtient: J' f(x) dx = 16,64 a0,01 preés.
0

intéarFonct {24
o o S I O
16. 63553233

B) Intégrale et notion de primitive (.15

Ef} Vrai ou faux ?

E} Vrai, d’aprés le théoréme du cours.

F1 Faux, carsif(x) = x3,alorsf'(x) =3x2 # x2.

EX Vrai, d'aprés le théoréme du cours.

[} Faux, la fonction F ne s'annule pas forcémenten 0.

[38 QCM

[l b., c. et d. : on dérive toutes les fonctions données
et on retrouve F'(x) =f(x).

F1 a., b., c. et d. : on calcule la dérivée des fonctions F
données. On développe F(x) si nécessaire et on vérifie
gu'elles ont toutes pour dérivée f.

El d. On vérifie que sa dérivée est fet que F(1)=0.

E[J Cas d'une fonction constante

El a. F(x) est, en unité daire, laire sous la courbe € sur
[0;x1, soit celle du rectangle de largeur 2 et de lon-
gueur x.

b. Donc F(x) = 2x.

2
F1 lintégrale F(x) = I k dx estl'aire du rectangle de
0

largeur k et de longueur x . Donc F(x) = kx.

Cas d'une fonction linéaire

a. Le coefficient directeur de la droite 6 est 4, donc
f(t)=4t.
b. En utilisant I'aire d'un triangle rectangle de c6tés x et

f(x),on obtient: F(x) = sz(t) dt = Lf(x) =2x2.
0

c. F'(x) = 4x = g’(x). Donc F et g ont méme dérivée,
égaleaf.

Ef] Cas d'une fonction affine

[} a.Le domaine sous la courbe 6 sur [ 1;x] estun tra-

péze, donc:

F(x)= W X(x—-1=(0,25x+1,25)(x - 1)
=0,25x2 +x-1,25.

b. F(6)=13,75.

Fl a.F'(x)=0,25x2x+1=f(x) et F(1)=0.Donc F

est la primitive de f qui s'annule en 1.

b. Lorsque x augmente dans [ 1; 6 ], le domaine sous

la courbe 6 sur [ 1; x ] grandit, donc son aire augmente.

On en déduit que la fonction F est croissante sur[1;61.
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[39 Justifier des primitives
+ Ligne de commande 1: .
f(x)=2x3 -1-4x—1etF(x)=X—+2x2 - X.

3
OrF’(x):%+2x2x—1=f(x).

Donc F est une primitive de fsur R .
« Ligne de commande 2:

F(x) = (x — T)e2x et F(x)=%(2x—3)e2x.
Or:
F'(x)= %[Ze“ +(2x—3)(2e2x)] = e2x x %
=e2x(x—-1)=f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .
+ Ligne de commande 3 :
f(x)=(x2+1)exetF(x)=(-x2-2x-3)ex.
Or:
F'(x)=(-2x-2)e % +(-x2 —=2x - 3)(-e~¥)
=e X(-2x—-2+x2+2x+3)=f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .

Vérifier des primitives
F'(x)=3(x—-2)2+2=3(x2-4x+4)+2="Ff(x).
Donc F est une primitive de fsur R .

B3] Vérifier des primitives

F'(x)=3x3x2 —iz f(x).
X2

Donc F est une primitive de fsur]0; 4o [.

¥¥] Vérifier des primitives
CUX2 4+ =2x(x+2)  —x?2—-4x+1_

(x +2) (x +2)
Donc F est une primitive de fsur R .

F'(x)

f(x).

Vérifier des primitives
F'(x)=2e-01x +(2x +1)(—0,1e0.1x)
=e01x(2-0,2x-0,1) = f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .
/¥ Vérifier des primitives
Flix)=4x3 -3+ =f(x).
X

Donc F est une primitive de fsur]0; 4oo [.

CHAPITRE 5 Intégration 7



Vérifier des primitives

F'(X)=2|n(X)+(2x+3)><l+1
X

=2In(x)+2+i+1=f(x).
X

Donc F est une primitive de fsur]0; 4oo [ .
[48] Lien entre primitive et intégrale

a.Pour f(x)=x2 —-x+1,A=-3néqgatif. Eta=1,
donc fest positive sur R .
3X2 _2X - f(x).

AT
Donc F est une primitive defsurR.
If ) dt = F(2) - F(1)

G5

bj f(t) dt = F(3) = F(=2)

(BT ) (2R )
3 2

_8s
=X
a. j f(t) dt = F(x) = F(1)
1

x3 x2 1B 12
=[___+xj_(___+1j
3 2 3 2

_x x5
3 2 6
b.La primitive GdefsurR qui s annule en 1 est définie
par G(x '[ f(t dt————+ _2
2 6
Calculer des intégrales
a.F'(x)=(-1)e05x —(x+5)(-0,5e70.5x)

=e05x(-=1+0,5x+2,5 =f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .

bj f(x) dx = F(4) - F(0)
—(4+5)e2 +5e0 =5-9¢2 =3,782.
c.On obtient.

int&grFonct i@, 5
Ml S ke™ 0 -A, B

atha gl
2. 721982451

Ce qui confirme le résultat obtenu a la question b. .
a.F'(x)=2xe X + x2(—e=X)=e~X*(2x—x2) =f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .

4

b.J f(x) dx=F(4)-F(0)=42e4-0=16e4 = 0,293 .
0

On obtient :

int&grFonct C C2x—
LI E TRl it T LR

A
= T b V)

Ce qui confirme le résultat obtenu a la question b. .
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Interpréter une aire

En unité d'aire, I'aire noircie est :

[ro0 dx= [ rnter dx
1 )

F'(x)=(-2x—4)e X +(-x2 —4x —5)(—e~X)
=e X(-2x—4+x2+4x+5)
=e X(x2+2x+1)="f(x).
Donc F est une primitive de fsur R .

jf ) dx = F(5) = F(=1).

=(-52 -4 x5-5)e5 —(—(-1)2
=2e-50e-5
En unité d’aire, I'aire noircie est 2e — 50e-5, soit envi-
ron 5,10 u.a.a 0,01 prés.

—4x(-1)-5e!

Calculer une aire sous une courbe

a.Pourtoutréelx>0,F'(x)= 1 =f(x).
X

Donc F est une primitive de fsur]0; 4o [.
b. La fonction f est positive sur[1;2] et

sz(x) dx =F(2)-F(1) =In(2) =In(1) =In(2) .
1

Donc l'aire du domaine délimité par la courbe 6, I'axe
des abscisses et les droites verticales d'équation x=1 et
x=2estégalealn(2)u.a..

4
cj £(t) dt = F(4)— F(1) =
1

Laire du domaine délimité par la courbe €, I'axe des
abscisses et les droites verticales d’équation x = 1 et
x=4estégalea2xIn(2)u.a..

I
a. - dt = F(9) - F(1) =In(9)—In(1) = 2In(3) et

In(4)—In(1) = 2In(2) .

jsgdt=FB)—FH)=hNM—hNU=IM3L
1

91 31
D - dt=2 - dt.
onth X-[it
b.Poura>0:
a2
J %dt:F(az)—F(i):In(a2)—ln(1):2In(a)et
1

ja%dnzﬂaywuyﬂnmy
1
a2

1 a1
Donc'[ ?dt=2><'|‘ ?dt.

1 1

B Vérifier un codt total

La fonction C est la primitive de C,, sur R telle que
C(0)=2000.
Or les primitives de C,, sont les fonctions :
g+ 0,005¢g3 -0,89g2 +137qg+k .
On en déduit que:

C(g) = 0,005 g3 — 0,892 + 137 g + 2 000.
C(150)=0,005x 1503—-0,89 x 1502+ 137 x 150+ 2 000
=19 400.

Le colt total de fabrication de 150 cafetieres est de
19400 €.

CHAPITRE 5 Intégration 8



E) Primitives usuelles (.15
[51) oCM

E} b. Ne pas confondre dérivée et primitive.

E1 b. et d. Une primitive sur R de x > eax+b est:
X leax+b et — 2.
a

I
E] a.Ladérivée de x > x4 est x > 4x3.

Efl Déterminer des primitives

4 3 2 4 3
F(x)=2X——X—+4X—+X=X——X—+2x2 + X.
4 3 2 2 3

EE] Déterminer des primitives
F(x)=§x(x—4)3 + X

Ef] Déterminer des primitives
F(x)=2eX +3ex.

EJ Déterminer des primitives
F(x)=0,05x2 —2e—x .

[56) Déterminer des primitives

F(x)= %e“ —4ex 4+ x.

Déterminer des primitives
F(x)=10,3x—25e-0.2x,

Ef) Déterminer des primitives
F(x)=0,6x2 +10x +6,4e05x .

E] Déterminer des primitives
F(X) = 4e0,5X+1 + 2e—0,5X+2 .

[ Déterminer des primitives

X2
F(x)=x3 +7—2x+ln(x) )

3] Déterminer des primitives

f(x)=0,3x2 -2+ 1 etF(x)=0,1x3 —=2x +In(x).
X

[62 Primitives sous condition

a. Les primitives sur [ 0 ; +e [ de f sont les fonctions F
telles que: F(x) = ?—sz +40x +k,ouke R.

b. On cherche ktel que G(5)=8

3
5?—5><52 +40x5+k = 8@k——%

3
DoncG(x)_"?—sxz+40x_%
5
c.j £(t) dt = G(5)— G(0) = 8 - —326 _ 350
0 3 3
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GE] Coiit total a partir d'un coiit marginal

Les primitives de la fonction C,, sur[0; 3] sont les fonc-
tionsgr— g3 —6g2+13g+k,ouke R.

Or le colt total C est la primitive de C,, qui vaut 1en 0.
DoncC(g)=qg3 -6g2+13qg+1.

Bénéfice marginal et bénéfice total

[} Les primitives de fsur [ 0 ; 6 ] sont les fonctions
X x—3e*+k,ouke R.

Or le bénéfice total B est la primitive de ftelle que B (1) =
Donc1-3e 1+ k=0,soitk=3e"1-1.

Donc B(x)=x—3e~* +3e-1-1.

Le bénéfice marginal étant en euro par kilo, soit en mil-
lier d'euros par tonne, et les quantités étant en tonne,
on obtient que le bénéfice total est en millier d'euros.
F1 a.B'(x)=f(x)=1+3e-x.0re-x >0.Donc pour
toutréel xde[0;61],B'(x) > 0. Lafonction B est donc
croissantesur[0;6].

b. Vu a la question a. .

c. B(6)=6—-3e%+3e1-1=5-3e%+3e1=6,1.
Le bénéfice total pour 6 tonnes de poudre est d'environ
6100 €.

(3§ Production et capital
! a. Une primitive F de p sur [ 0 ; 5] est définie par
exemple par: F(x) = -500ex (——)
plep (x) = p 500
b. Les primitives de p sur[0; 5] sont les fonctions :
X = —500exp(—L) +k,ouke R.
500

On résout —500exp(0) + k=0 < k=500.
La primitive de p qui s'annule en 0 est donc:

X —500exp(—L) +500 .
500

Fl a.P(x) = —500exp(—L) +500 .
500

b. P(5) = -500exp(—0,01) + 500 = 4,975. Pour un
investissement de 5 millions d'euros, la production est
d'environ 4,975 tonnes.

c. P'(x)=p(x)= exp(—%) > 0. Donc la production

Pest croissante sur[0;5]:lorsque l'investissement aug-
mente, la production augmente.

P”(X) —

500 500
P est concave : lorsque l'investissement augmente, la
production augmente, mais de moins en moins vite.

p'(x)= - xp(—L) < 0.Donc lafonction

] Revenu

[l Pourtoutréel xde[0;50],f’(x)=—-1-29,4e-0.7x,
Doncf’(x)<0.

Ainsi la fonction f est décroissante sur [0;501].

F1 Comme fest décroissante sur [0; 501, le minimum
defsur[0;50]estf(50)=42e35 > 0.

Donc la fonction f est strictement positive sur [0;50].
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Le revenu marginal est une valeur positive : lorsque les
ventes augmentent, le revenu total augmente.
E1 Le revenu total est défini par :

D Propriétés de l'intégrale

[67) Vrai ou faux ?
a. Faux:il n'y a pas de lien entre ces deux intégrales.

jof(x) dx = F(0) = F(1) .
1

Contre-exemple : la fonction F peut étre décroissante
sur[0;1].

b.Faux:J_1f(x) dx=—‘[2f(x) dx.
2 -1
c. Vrai: _[af(x) dx = F(a)-F(a)=0.

d.Vrai:JOf(x) dx =—j;f(x) dx .
1

&) Vraiou faux ?

a. Faux: c'est fqui est la dérivée de F.
b. Vrai : c’est la définition.
c. Vrai: F'=fpositif, donc F est croissante.

d. Faux : contre-exemple f(x) = 1 et F(x) =In(x) sur
10;51. X

e. Faux: contre-exemple f(x)=0 et F(x)=1sur[-5;5].

[63) QCM

El b. Une primitivede f : x > 3x — x2 est:

3 1
F:xn—>§x2 —X—.Donc'[ f(x) dx=F(1)_F(o)=Z,
2 3 0 6

2x
F1 b.Une primitivede f : x > e2x est F : x > e2 .

e4 -4

2 2
E1 a.Une primitivede f : x > 4 estF:x > 4In(x).
X

Doncjzzf(x) dx = F(2) = F(=2)

Donc ij(x) dx = F(9) - F(3)
— 4In(9) — 4In(3) = 4In(§) — 4In(3).

Vrai ou faux ?
a Vrai:.[3f(x) dx = F(3)= F(0) = (=1) = (=1) = 0.
0

2] Vrai:j;f(x) dx =F(3)=F(2) = (-1)—(-2,4) =1,4.
3 Faux:j_11f(x) dx = F(1) = F(~1) = (~1,6) - (~2,4) = 0,8.
4 Faux:_[:f(x) dx = F(4)— F(0) = (4,4) — (~1) = 5,4.
5] Faux:ﬁf(x) dx = F(0) - F(=1) = (=1)—(-2,4) = 1,4
et J;f(x) dx = F(1) = F(0) = (~1,6) = (=1) = 0,6 -

a Faux:J.3f(x) dx+J.1 f(x) dx=(F(3)-F(-1))+0,8
-1 -1
=(-1-(-2,4)+0,8=2,2
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R(x) = j:f(t) dt =(50x - % - 60e—0'7x) —(-60)

X2
=50x— 7 —60e-07x +60.

(p. 155)

3
etj f(x) dx=0.
0

[71) Calculs d'intégrales

a. Une primitive de fsur R est F telle que F(x) =—x?+ 3x.
2

Donc j f(x) dx=F(2)- F(-1)=6car:
-1

F(2)=—4+6=2etF(-1)=-1-3=-4.
b. Une primitive de fsur R est F telle que:
F(x)=x3-x2—-x.

5
DoncJ. f(x) dx =F(5)—F(-1) =96 car:
-1
F(5)=53-52 -5=95¢etF(-1)=-1-1+1=-1.

Calculs d'intégrales

a.f(x)=1- %.Donc une primitive de fsur]0; 4oo [
X

est F telle que F(x) = x+l.
X

2
DoncJ. f(x) dx =F(2)-F(1)=0,5car:
1
F(2)=2+%=2,5 etFM=1+1=2.
b. f(x)= 2+i2.Donc une primitive de fsur]0; +eo [
X

est Ftelleque F(x) =2x — l.
X

5
Donc_[ f(x) dx = F(5)= F(1) = 8,8 car:
1
F(5)=10-0,2=9,8etF(1)=2-1=1.

Calculs d'intégrales

a. Une primitive de fsur R est F telle que F(x) = ex.
0

Donc J' f(x) dx =F(0)—F(-1)=1—e-1 =~ 0,63.
-1

b. Une primitive de fsur R est F telle que:
XZ
Fx)=22 _ex.
(x) 32
DoncJ f(x) dx = F(3)= F(0)=6,5—2e3 =~ —33,67
0

car F(3)=4,5-2e3et F(0)=-2.

Calculs d'intégrales

a. Une primitive de fsur Rest Ftelleque F(x) = x + e~*.
In(2)

Donc j f(x) dx = F(In(2)) = F(0) = In(2) 0,5 = 0,19
0

car F(In(2))=In(2) + e-n(2) =In(2)+0,5et F(0) =1.
b. Une primitive de fsur R est F telle que:
F(t)=1t2 +2e-01t,

10

Donc_[ £(t) dt = F(10) = F(0) = 98 + 2e-1 ~ 98,74
0

car F(1) =100+ 2e-TetF(0)=2.
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Calculs d'intégrales

a. Une primitive de fsur R est F telle que:
F(x)=2ex —e~x.

In(2)
Donc _[0 f(x) dx =F(In(2))—F(0)=2,5 car:

F(In(2)) = 2en(2) —e-In(2) =4-0,5=3,5
etF(0)=2-1=1.
b. Une primitive de fsur R est F telle que :

t3
F(t) = - 0,4e05t,

1
Donc _[ £(t) dt = F(1) = F(0) = %— 0,405 ~ 0,07
0

car F(1) = %— 0,4e05 et F(0) = —0,4.

Calculs d'intégrales
Une primitive de f sur R est F telle que F(x) = —e—*2.

Donc J1f(x) dx=F()—-F(0)=1—e-1=0,63
0
et '[Of(X) dx=F(0)—F(-1)=e-1-1=-0,63.
-1

Intégrales a l'aide de Xcaos

10
- Ligne de commande 1: On calcule J f(x) dx avec:
0

X
f(x)=30e 5 +1.
Une primitive de fsur R est F telle que :
X

F(x)=-150e 5 + x.
Donc _[wf(x) dx = F(10) = F(0) = —150e2 + 160
carF(1(§)=—150e—2 +10etF(0)=-150.
+ Ligne de commande 2 : On calcule J:‘f(x) dx avec:
f(x)=§+x2 —4x+1.
Une primitive de fsur] )(; ;+oo [ est Ftelle que:

X3
F(x)=3In(x)+—-2x2 + x.

Donc fff(x) dx = F(4)— F(1) = 3In(4)— 6

20 2
F(4)=3In(4)-=etF(1)=-%.
car F(4) = 3In(4) 3et() 3

Vrai ou faux ?

On lit le signe de f sur R et on en déduit le sens de varia-
tion de la primitive F. Donc :

a. Faux: fest positive sur] —; 1], donc F est croissante
sur]—eo;1].

b. Faux: fn'est pas de signe constant sur[ 2 ;+e [, donc
F n’est pas monotone sur[2;4eo[.

c. Vrai: fest positive sur [ 5; +c [, donc F est croissante
sur[5;4oco .

d. Vrai : f est négative sur [ 1; 51, donc F est décrois-
santesur[1;5].

[79) Intégrale et aire
A= J3x dx—j3ln(x) dx = J3(x—ln(x)) dx
B 1 1 B 1 !

avecTua.=Tcmx1cm=1cm?.
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F1 On obtient a la calculatrice :

intégarFonctCxE—-1n
CEM .13
2.784153134

Donc & = 2,70 u.a.= 2,70 cm?.
El Soit G(x) = xIn(x)— x .

G’(x)=1><|n(x)+xxl—1=In(x).

X
Donc G est une primitive de la fonction In sur] 0; +eo [ .
Donc une primitive de ftelle que f(x) = x —In(x) est F

telle que F(x) = 5 G(x)= 5 xIn(x)+ x.

Ainsi, s§ = F(3)= F(1) = 6 — 3In(3) en cm? car:
F(3)=7,5-3In(3)etF(1)=1,5.

€l Lien entre aire et intégrale

—x2 _
El a.Pourtoutréelxe [0,5;6],f(x)=LX1O,
X

estdusignede —x2 +7x—-10sur[0,5;6].
Pour le numérateur, A=9,x,=5etx,=2.
Comme a =-1 négatif, on a le tableau de signes :

x |05 2 5 6
f(x) | - 0 + 0 -

b. La courbe % est au-dessus de I'axe des abscisses sur
[2;5], eten dessous de I'axe des abscisses sur[0,5; 2]
etsur[5;6].
F1 a. Une primitive de fsur[0,5;6] est F telle que :
2
F(x)= —X7+7x—10In(x).

b. Les primitives de fsur [ 0,5; 6 ] sont les fonctions :

2
XH—%+7x—1OIn(x)+k,one R.

Comme G(1) =0, onrésout:
2
—1?+7—10In(1)+k =0 & k=-65.

Donc G est définiesur[0,5;6] par:
2
G(x) = —X? +7x-10In(x)-6,5.

c.js(—x 47— E) dx = F(5)= F(2) = 10,5 -10In(2,5)
2 X

car F(5)=22,5-10In(5)et F(2) =12-10In(2).
Il sagit de I'aire sous la courbe %6 sur l'intervalle [2; 51,
exprimée en unité d'aire.

Ell Fonction, dérivée et primitive
El Pour la fonction f; :

X |~ =2 0 2 4w
£/ (x) + 0 -

fx) __—0—> 2 —0—_
fix)| - o + o0 -

Pour la fonction f, :
X | 35 -2 0 2 35 oo

f,'(x) - 0 + 0 —

f(x) | TTO0— 950723 T—0—

f,(x) + 0 - 0 + 0o -
CHAPITRE 5 Intégration 1



Pour la fonction f5 :

X |0 =5 =35 0 35 5 +oo
f,’(x) + 0 - 0 + 0 -

f,(x) /0»6\0/6\0\
fLix)| - 0 + 0 + 0 -

E1 Lesigne de f'donne le sens de variation de f; le signe
de fdonne le sens de variation de F .
Doncf=f,,f'=f, etF=f;.

EH Lectures graphiques d'intégrale

I} On sait que F'=f. Le signe de f donne le sens de
variation de F.

Donc la fonction fest représentée par la courbe ¢, , et la
fonction F est représentée par la courbe €, .

E1 Laire du domaine bleue, en unité d'aire, est égale a :

I;f(x) dx=F(1)=F(0)=3-2=1.

H J1f(x) dx=F(1)=F(-1)=3-0=3.
-1

3 Comme g’=FetF'=f,alorsg”"=f.

La dérivée seconde g” s'annule en changeant de signe
enx=—-letenx=22.

Donc la courbe de g présente deux points d'inflexion,
aux abscisses —1 et 2,2.

[83 Lectures graphiques diverses

El a.Tableau des variations:
X \ 0 1 3,5

F(x) ‘ o— T
b. Le coefficient directeur de (OA), tangente en O, est :
2
<=4,
0,5
Donc f'(0) = 4. La tangente en B est horizontale, donc
f(1)=0.
c. La droite (OA) a pour équation y =4x.
d. Le point C a pour coordonnées (2,75;2,75) .
e. On regarde la partie de la courbe située sous la droite
A:S=[2,75;35]1.
F1 a. On sait que la courbe traverse sa tangente au
point E d'abscisse 2,25 .
Donc la fonction f est concave sur [ 0; 2,25 ] et convexe
sur[2,25;3,5].

1
b. En unité d'aire, l'aire colorée est A = j f(x) dx.
0

c. En utilisant les segments [OF] et [FB] en dessous de T’
et les segments [OA] et [AB] au-dessus de T', on obtient :
1,25<A<1,5.

El a. La fonction fest positive sur [ 0; 3,5], donc une
fonction F qui n'est pas toujours croissante ne peut pas
convenir : la courbe €5 ne peut pas convenir.

1
De plus jof(x) dx = F(1) = F(0) = F(1) doit &tre supé-

rieure a 1,25 . Or pour la courbe 6, ,on lit F(1)=1,2;
donc 6, ne peut convenir.

Donc F est représentée par la courbe €, .

b. s =F(1)-F(0)=F(1)=1,3.
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Surplus
« La quantité d'équilibre est x, =600 et le prix d’équilibre
esty,=4.

600
« Le surplus des consommateurs est S¢ = JO (g(x)-4)dx,

ou g est la fonction de demande, représentée par la
10 —-4)x 600

droite A.Donc S = (10-4)x600 =1800.

Le surplus des consommateurs est de 1800 milliers

d'euros.

600
« Le surplus des producteurs est S, = J- (4-1f(x) dx,
0

ou fest la fonction d'offre, représentée par la droite % .
4 -1 x600
Donc S, = (4-1x600 =900 .

Le surplus des producteurs est de 900 milliers d’euros.

B Surplus des producteurs et des
consommateurs

EN Pourtoutréelxde[0;2,5],f'(x)=6x+6> 0.
Donc la fonction fest croissante sur[0;2,51].

E1 a.Pourtoutréelxde[0;2,5],9'(x) =-1,5x2 +6x —18.
A =-72 négatif. Comme a =-1,5 négatif, pour tout réel
xde[0;2,5],9'(x) <0.Donclafonction g est décrois-
santesur[0;2,5].

b. Pour tout réel xde[0;2,5]1, g"(x)=-3x+6, qui
s'annule en changeant de signeenx=2.

Donc la courbe 6, admet un point d'inflexion a I'abs-
cisse 2.

Pour tout réel xde [0;2[, g"(x) > 0 :la demande est
accélérée.

Pour tout réel xde]12;25], g”(x) <0 :lademande
est ralentie.

El a.f(2)=3x22+6%x2=24

etg(2)=-0,5x23 +3x22-18x2+52=24,

Donc la quantité d'équilibre est de 2 millions d’articles.
b. p=f(2)=24.Donc le prix d'équilibre est de 24 euros
par article.

c. 2 X 24 = 42, Le chiffre d'affaires a I'équilibre est de
42 millions d'euros.

[1 a. S, est l'aire, en unité d'aire, du domaine compris
entre le segment [AE] , la courbe ¢, et I'axe des ordon-
nées, ou A est le point de coordonnées (0;24).

b. Une primitive de fsur [ 0 ; 4o [ est la fonction F telle
que F(x)=x3 +3x2.

. 5, =2x24- [ f(x) dx = 42 (F(2) - F(0)

=42-20=22.
Le surplus des producteurs est de 22 millions d'euros.
[ a. Lintégrale donnée est l'expression de la primitive
degsur[0;+e[quis’annuleenO.
b. En prenant x = 2 dans l'expression de la calculatrice,

on obtient:
2 —2(23 -8x22+72x2-416

j g(x) dx = ( 5 )=

0

2
€ Sc = [ glx) dx-2x24=74-42=32.
0

Le surplus des consommateurs est de 32 millions d'euros.

74 .
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B) Valeur moyenne et applications (. 158

[86) Vrai ou faux ?

E} c.Une primitivede f : x > 2x — 8 est:
F:xmH x2-8x.Donc:

11[4(2x—8) dx=l(F(4)—/"(0))=l(42 -8x4)=-4.
40 4 4

3
2] b.Uneprimitivedef:xr—>x2estF:XHX?.

3 3 (_3)3
Donc*] X2 dx:l(3——( 3) j:3.
3—(-3)J-3 6\ 3 3

El b.Une primitivede f : x > e05x est F : x > 2e0.5x,

2
Donclj e0.5x dx=l(2e1—2)=e—1.
2J0 2

EX b. Une primitive de la fonction inverse est la fonction

=R 1
2-’.2 ~ dx=_(In(4) - In(2) = ZIn(2).

In. Donc

Valeur moyenne

a. f(x)=2x+l.
X

Une primitive de fest F : x > x2 +In(x) .
Donc la valeur moyenne de fsur[1;4]est:

1 4 1 1
2 1), f(x) dx = 3(F(4) F(1))—5+3In(4),car.
F(4)=16+In(4)et F(1)=1.
b. Une primitive de fest F: x > 2x —10e-0.1x,
Donc la valeur moyenne de fsur[0; 10 ] est:

ijmf(x) dx = “(F(10) = F(0)) = 3—e1, car:
10J0 10
F(10) = 20— 10e~T et F(0) = —10.

Aplanissement

[l Une primitivede fsur[—1;3 ] est:
F:xm— x4 —-4x3+30x.

1

3
Donc m = | 00 dx=2F3)-F-1) =22,

3—(-1)
car F(3)=63et F(-1)=-25.
F1 Pour toutréel xe [-1;31,
f'(x)=12x2 —=24x =12x(x - 2).
D'ou le tableau de variations de fsur[—1;3]:

x |- 0 2 3

f'(x) + 0 — 0 +

El a. Léquation f(x) = 22 admet trois solutions sur
[-1;3].

b. Sur l'intervalle [0; 2], la fonction f est continue (car
dérivable), strictement décroissante, et passe de f(0) = 30
a f(2) =14 . D'apres la propriété des valeurs intermé-
diaires, I'équation f(x) =22 admet une unique solution o..
En utilisant la calculatrice, on obtient o= 1.
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[89 Valeur moyenne d'un bénéfice
El f'(x)=100e-* +100(—e~*)(x — 1) = 100e~* (2 — x),
qui est du signe de(2 —x) , car 100 e™ est toujours stric-
tement positive. Le bénéfice est donc croissantsur[0; 2]
et décroissantsur[2;5].
F1 F'(x)=-100e~* —100x(—e~x)

=100e~*(x =1 =1f(x).
Donc F est une primitive de fsur[1;5].
EX Valeur moyenne du bénéfice, en millier d’euros :

1 1° 1
1), f(x) dx = 4(’:(5) F(1))
=25e-1-125e-5 = 8,35,

car F(5)=-500e-5> et F(1) =-100e-1.
La valeur moyenne du bénéfice est environ 8 350 €.

i Population moyenne
18,3 (18,3)’”0
——st=—
1 15
Le taux moyen annuel d‘évolution est denviron 2 %, a
0,1 % pres.
& a P(t+1)—P(t) _ 15002002 _ 150,02t
P(t) 150,02t
=e002 _1=0,02.
b. On retrouve le taux d'évolution obtenu a la question EX.
El a. Une primitive de P sur [ 0 ; 20 ] est la fonction F
telle que F(t) = 750e0.02t ,
b. La valeur moyenne de la population entre 2000 et
2020, en millions, est :

lj “p(t) dt = —(F(20) - F(0))
20J0 20

=37,5e04 —-37,5=18,443.
La valeur moyenne de la population entre 2000 et 2020
est environ 18 443 milliers.

El Onrésout(1+1)'"° = -1=0,02.

kil Valeur moyenne d'un prix
El a.p'(t)=0,2+2(-0,1e01t+2) = 0,2 — 0,2e-0.1t+2,
b.p(t) =20<02-02e 012 =0 e 012 < 1

< -0,1t+2<0st=20.
DoncS=[20;60].
c. D'aprés la question b., la fonction p est décroissante
sur[0;20] et croissante sur[20;60].
Donc la fonction p admet un minimum est 20, égal a :
p(20) =40+ 0,2x20+2e0 =44,
E1 a.On ale tableau de variation :

t 0 20 60
p’(t) - 0 +
2 -4
Comme 40+2e2 =54,78 et 52+2e4 =52,04,

I'équation p(t) = 50 admet deux solutions o et B sur
[0;60],0uce[0;20]etBe[20;60].
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b. En tabulant a la calculatrice , on obtient :

4 Y4

YL TETT

45 43,344

47 4R Y

4B 4B 72Z
ya.81

IE- £nl

£ En.zg

m=50

Le prix du métre cube de sapin dépassera de nouveau
50 € au bout de 50 mois, soit au 1" mars 2016.

E1 a. Une primitive de p sur [ 0 ; 60 ] est la fonction P
telle que P(t) = 40t + 0,1t2 — 20e-0.1t+2

b. Ozop(t) dt = P(20) - P(0).

Comme P(20) = 820 et P(0) = —20e2,
20
p(t) dt =820+ 20e2 = 967,78 , soit environ 968.
0

c. La valeur moyenne du prix sur les 20 premiers mois,
en euros, est :

1-[20
— t) dt =41+ e2 = 48,39
20J% p(t)

La valeur moyenne du prix sur les 20 premiers mois est
environ 48,39 €.

EH Revenus disponibles en France en 2008
[l a.f(0)=0etf(1)=1,75-2,8+2,1-0,05=1.

La proportion des ménages les plus pauvres détenant
0 % des revenus disponibles est nulle , et celle de ceux
détenant 100 % des revenus disponibles est de 100 % .
b.f(0,2)=0,0544.

La proportion des ménages les plus pauvres détenant
20 % des revenus disponibles est de 5,44 % .

F1 a. Une primitive de fsur [0; 1] est la fonction F telle
que F(x)=10,35x>-0,7x% +0,7x3 —0,025x2.

b. J;f(x) dx = F(1)= F(0) = 0,325 .

L'aire sous la courbe ¢ sur[0; 1]est égalea 0,325 u.a..
El a. En unité d'aire, le domaine & a pour aire :

0,5- J;f(x) dx = 0,5 (F(1) = F(0)) .

0,5—(F(M-F(0

(O( ; (0) =1-2F(1)+ 2F(0).
b.y=1-2x0,325+2x0=0,35.
c. On a obtenu a la question b. un résultat tres proche
de 0,346 . Lerreur commise est due a la modélisation,
qui n'est pas exactement la situation réelle.

Doncy =

EE) Patrimoine
il a., b.ete
y

1 Mg
0,8
0,6
Ms
0,4

My
0,2

M M; M3
LI T T T T T
O 02 04 06 08 1 X

F1 a. En unité d’aire, l'aire sous la courbe de Lorenz est :
0+ 0,25x%x0,1 N 0,1+0,3 % 0,25+ 0,3+0,55 0,15

2
0,55+1
+7
2

x0,1=0,20375.

b. Lindice de Gini pour le patrimoine du pays A est :

Y = 0,5-0,20375
f=

0,5
El a. f(0,6) = 0. Donc f est continue en 0,6 , et donc

sur[0;1].

=0,5925.

1-0,6)*
b.f(0)=0etf(l)=——=1.
(0) et f(1) 0,44
c. Une primitive de fsur [ 0,6 ; 1] est la fonction F telle
1 (x-06) 5
ue F(x) = X =7,8125(x-0,6)".
que Fx) = =7 c ( )

1
d.| f(x)dx=F(1)-F(0,6)=7,812501-0,6)° =0,08.
0,6

e. Lindice de Gini pour le patrimoine du pays B est :

- 0,5-0,08 _ 0.84.

0,5

1 a.Dansle pays A, 90 % des ménages les plus pauvres
détiennent 55 % du patrimoine total. Donc dans le pays
A, les 10 % des ménages les plus riches détiennent 45 %
du patrimoine total.
b. f(0,9) = 0,316.Dans le pays B, 90 % des ménages les
plus pauvres détiennent environ 31,6 % du patrimoine
total. Donc dans le pays B, les 10 % des ménages les plus
riches détiennent environ 68,4 % du patrimoine total.
€. Yp <7g. Cestdans le pays B que la détention du patri-
moine est la plus inégalitaire.

>) Accompagnement personnalisé
...................................................................................................
(94 B a.f(t) = 30(-0,15e-015t) = —4,5e-015¢ négatif.  b.[ = J-(jof(t) dt = F(10) - F(0) = 200 — 200e-15 = 155,37..

: Donc la fonction f est décroissante sur [0; 12]. L o de sub di
© b.f(12) = 30e-18 ~ 4,959 mg/L c. adquallntlt;eomoyenne isu stance médicamenteuse
: ! ) endant les remieres heures est :
: Fla. F'(t) = —200(=0,15e-015t) = 30e-015t = £(t) . e prem! “
f(t) dt =20-20e-"5 = 15,5 mg/L.

: Donc F est une primitive de fsur[0;12]. ﬁ
0
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Revoir les outils de base [EIETINe

£ Savoir calculer une aire en unité d'aire
On numérote les triangles comme ci-dessous :
v

T

"d) /
VIIRNEN

5 € ©) @D

O 1 I 1 -IIO T IX
« le triangle (1) a pour aire : 3x10 _ 15 u.a..
- le triangle 2) a pour aire : 2x8 _ 8 u.a..
 le triangle ®) a pour aire : 4X8 _16 ua..
« le triangle @) a pour aire : 4x8 _ 16 u.a..

E[§ Savoir calculer une aire en unité d'aire
On numérote les trapézes comme ci-dessous :

y4
N
//
1 @ @ |/
O 1 3 6 T é T T T IX

E a.H(x)=u'(x)xu(x)+u(x)xu'(x)=2u'(x)xu(x).

Donc %H’(x) =u'(x)xu(x).
Donc une primitive de x > u’(x) x u(x) est:
X %(u(x))2 .Le théoréme est vrai pourn=1.

b. H(x)=u'(x) x (u(x))2 +u(x)xQu'(x)xu(x))
=3u’(x) x (u(x))*.

Donc %H’(x) =u'(x) x (u(x)?.
Donc une primitive de x > u’(x) X (u(x))* est:

: 1 L .
X g(u(x))3 . Le théoréme est vrai pour n = 2.

E1 On suppose qu’une primitive de x — u’(x) x (u(x))"

n (u(X))n+1 .

¢ estx
: n+1

n+1
: i u(x
: Alors, la dérivée de x - W) est:

: n+1
© x> u'(x)x (u(x)", autrement dit : la dérivée de
S x e U(x) " est x > (n+ Yu'(x) X U(x)".
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+3

\ .2
-Ietrapeze@a pour aire: x3=7,5u.a..

.le trapéze@a pour aire : % X2=4 u.a..

Savoir faire apparaitre un coefficient

a.f(x)= % x 2e2x+1_Une primitive de fsur R est la

fonction F telle que F(x) = 3 X @2x+1,

b. f(x) =-0,5 % (—e~*).Une primitive de f sur R est la
fonction F telle que F(x) =—-0,5x e~x.

c. f(x)=0,5x(2xex?). Une primitive de fsur R est la
fonction Ftelle que F(x) = 0,5 x ex? .

d.f(x) = —-(2x — 1) x ex?-x. Une primitive de fsur R est
la fonction F telle que F(x) = —ex?-x .

—x2

e.f(x)= —2(—x x & ).Une primitive de fsur R est

e-x2

la fonction F telle que F(x) = -2

f. f(x) (~0,01e-0.01x) = ~400(~0,01e-0.01x).

~ 20,01
Une primitive de f sur R est la fonction F telle que
F(x)=—-400e-0.01x.

On pose H(x) = (u(x)™? = u(x) x (x))"".

Alors :

H'(x) = u'(x)x @)™ +u(x)x (n+Du'(x)x u(x)".
Donc H'(x) = (n+ 2)u’(x) x (u(x)™".

Le théoreme est donc vrai au rang n+1 .

EE] Appliquer
H a.F(x)= %(x— 4)3.

1 4 X2
b. F(x)=—(x-5"+—+2x.
(x) 4( ) 5

c. F(x)= %(x2 —3x+2)>.

d.F(x)= ;(XZ - x+3)%.

Ha. F(x)= _?1(1 —ex)’.

b. F(x) = =5(2 — e0.1x)?,
. F(x)=0,5(x +ex)*.
d.F(x)= _?1(3 —ex)?,
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: i) Chercher

. C
: H On cherche ctelquej f(x)

c'est-a-dire F(c) —

.

: ouencore F(c) =

: Ha.Uneprimitivedef :t > 4—t2estF:t > 4t—%.

dx_j f(x

F(a)=F(b)-F(c),
F(a)+ F(b)
—

3

Doncjozf(t) dt = F(2) - F(0) = 18

¢ b. Fest la primitive de fsur R qui s'annuleen 0 ;

F(x)=4x—§.
R0 = O =2

c. Pourtoutréelxe [0;2],F'(x)=f(x)=

4-x2=0,

. strictement positive sur[0; 2.
¢ Donc lafonction F est strictement croissante sur[0;2].

croissante, et passe de la valeur F(0) =

d La fonction F est continue (car dérivable), strictement
0aF@2)="2.

Dapres la propriété des valeurs intermédiaires, I'équa-

8 _F(2)
2

: tion F(x) = 3= admet une unique solution c.

E e. On obtient ¢ = 0,69.
: H Lafonction inverse a pour primitive la fonction In sur
210 +eo .

Donc j Cf(x) dx =In(c)-In(a) = In(g)

et be(x) dx =In(b) ~In(c) = |n(§) _

Donc be(x) dx = jbf(x) dx & In(%) = |n(9)<:> c_

b
¢ a c
n

: ©lesréelsa, cetb,dans cetordre, sont en progressio
. géométrique.

i OCM

N b. f/(0) est le coefficient directeur de la tangente a la
courbe ¢ au point d'abscisse 0.

F1 c. Le domaine sous la courbe € sur [ 0 ; 2 ] contient
un rectangle d’aire 2x 3 =6 u.a., et est contenu dans un
rectangle d’aire 2 x4 =8 u.a..

Donc6 < 4 < 8.

El c. Le signe de fdonne le sens de variation de F.

E} OCM - Pour réviser

[l c. On utilise la formule (e¥)’ = u’ x ev.

Elb.On utilise la propriété des valeurs intermédiaires.
Bb hn=24"Ys _3_q5

[1 b. La fonction h est positive sur [ 1; 2,81, donc ses
primitives sont croissantes sur cet intervalle.
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Déterminer une primitive

K Pour tout réel x,
a=3 a=3
(ax+a+b)eX=(3x—1)eX1:){ i b 4:){_ .

Ha.F'(x)=axex +(ax+b)xex =(ax+a+b)xex.
b. F est une primitive de f & pour tout réel x,
F(x)=f(x) = (ax+a+beX=02x+1)e*

a=2
o
a+b=1

{a=2

o .

=1

ElF(x)=axe > +(ax+b)x(~e~*)=(~ax +a~-

F est une primitive de f & pour tout réel x,
F'(x)=f(x) © (~ax + a—b)e~* = xe—x

—-a=1
=
{a—b=0

{a =-1
2= .
=1
Donc F(x)=(-x—-Tex.
B f(x) = e~x — xe—x. En utilisant la question E1, une
primitive de fsur R est la fonction F telle que :
F(x)=—-e X —(—x—Te X = xe~x.
H On pose F(x) = (ax2 + bx + c)ex.
F'(x)=(Qax + b)ex +(ax2 + bx + c)ex
=(ax2 +(2a+b)x +b+c)ex.

b)x e~x.

a=1 a=1
Onrésout:<2a+b=0 ©<b=-2
b+c=0 c=2

Donc une primitive de f sur R est la fonction F telle que
F(x)=(x2-2x+2)ex.

) Réussir au Bac

Ne pas confondre fonction, dérivée et
primitive

[F Vrai : on utilise la propriété des valeurs intermédiaires.
F1 Faux: la fonction f n'est pas décroissante sur] 3 ; +oo [ .
[EJ Vrai : f est strictement croissante sur]4; 12 [, donc
f(x)>0 sur14;12[.

EIVrai:f(x) <O0sur[10;+eo .

[ Vrai : fest positive sur] 1; 3], et négative sur [ 3 ; +oo [,
donc Fest croissante sur] 1; 3] et décroissante sur[3 ;4o .
[AOnnesaitpas:festdécroissantesur] 1;4]et[12;+oo [,
donc f’est négative sur ces intervalles. Mais on ne connait
pas exactement les valeurs prises par f'.

E2 Vrai : On a le schéma y

suivant :
[1 On ne sait pas : F nest

pas définie comme la pri-
mitive de f s'annulant en

. o T —
3.
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i[[Fj Fonction et primitive

[ Le signe de fdonne le sens de variation de F. Donc la
fonction f est représentée par la courbe I et la fonction
F est représentée par la courbe 6 .

3

Erf(t) dt = F()=F(0)=3—0=2,
0 e e

Il sagit de l'aire sous la courbe I"sur [0; 1], exprimée en
unité d'aire.

i Calcul d'aire entre deux courbes

[} a.Lafonction fparait concave sur]—eo; 2] et convexe

sur[2;+eo[.La courbe %6 parait avoir un point d'inflexion

a l'abscisse 2 .

b.f'(x)=2xe95% + (4 +2x)(-0,5e705x) = —xe~-0.5x,

Donc f'(x) =0sur]—eo;0]etf (x)<O0sur[0;+e].

Donc la fonction f est croissante sur ] — ; 0 ] et décrois-

sante sur[0;+eo [.

c. f”(x) est du signe de 0,5x — 1. Donc f”(x) < 0 sur

]—o;2]etf"(x)=0sur[2;+o[.

d. On en déduit que lafonction fest concave sur] —oo; 2]

et convexe sur [ 2 ; +eo [, et que la courbe 6 admet un

point d’inflexion a l'abscisse 2.

F1 a. h(x) =0 (4 + 2x)e 0% = 4xe 0>
S4+2x=4xx=2.

Comme f(2) = 8e-1, les courbes 6 et I se coupent au

point A(2; 8e™).

b.h(x)=(4+2x)e05x —4xe-05x =(4—-2x)e-05x

estdu signede (4 - 2x) .

Donc h est positive sur] —eo; 2 ] et négative sur[2;+oo .

Donc la courbe % est au-dessus de la courbe T" sur

]—oo; 2] et en dessous de la courbeI'sur[2;4co .

El a. Le résultat obtenu est I'expression de la primitive

de hquisannuleenO.

b. La courbe 6 est au-dessus de la courbe I"sur[0; 217,

donc l'aire &, en unité d'aire est :

2 2 2
j f(x) dx—J. g(x) dx:j (F(x) = g(x)) dx
0 0 0

_ j;h(x) dx = H(2) - H(0)

=8e 1.
Donc A = 2,94 u.a..

Coit marginal et coiit total

[l a.f'(g)=-2-10(-0,2e702d) = -2+ 2e-024,
b.2+2e02%=20e%=1o-02x=0=x<0.
DoncS=]-e;0].

c. Onen déduitque f'(g) <O0sur[0;5].Donclafonc-
tion fest décroissante sur[0;57.

Comme f(5)=5-10e-" = 1,32 (positif) , la fonction f
est strictement positive sur[0;5].

F1 a.Pourtoutréelge [0;5],C'(q)=f(q) > 0.Donc
la fonction colt total C est strictement croissante sur
[0;5].

b. Pour toutréelge [0;5],C"(q)=f(q) <0.Doncla
fonction C est concave et sa croissance est ralentie.

El a. La fonction F est la primitive du co(t marginal f
qui s'annule en 0 : il s'agit de la fonction coUt variable.
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b. Comme le colt variable est en euro par ouvrage,
soit en millier d'euros par milliers d'ouvrages, et que les
quantités sont en milliers, le colt total est en milliers
d'euros.

Pourtoutréelqe [0;5],F(q) =—g2 +15q + 50e-0.29 — 50,
DoncC(g)=F(q)+3=-g2 +15q+50e-0.29 — 47,
[1 C(3)=50e06 —14 et C(5)=50e".

Donc C(3)+ C(5) = 31,83.

C(4)=50e08 —6.Donc2xC(4)=32,93.

La 1™ option est donc celle qui revient le moins cher.

Réaliser des prévisions

El f(11)=17280xe0.264 =13271. En 2011, on
estime a 13 271 billions le nombre de barils a découvrir.
F1 f'(x)=-414,72e-0.024x < 0.Donc lafonction fest
décroissantesur[11;50].

El a.f(11) < 15000 et fest décroissante sur[ 11;50] .
Il n'est donc pas envisageable qu’au cours d’'une méme
année 15 000 billions de barils soient découverts.

b. f(50)=17280e-12 = 5205 < 6 000 . Donc selon le
modele, on ne peut pas envisager qu’au moins 6 000 bil-
lions de barils soient découverts chaque année jusqu’en
2050.

On résout f(x) < 6 000 < 17 280e %024 < 6 000

-1 6 000
> In .
0,024 17 280

j = 44,07, les découverts devien-

=X

( 6000
Comme

0,024 n 17 280
draient inférieures a 6 000 billions de barils a partir de
2044.

1 a. Une primitive de fsur [ 11; 50 ] est la fonction F
telle que F(x) = —-720000 x e—0.024x

b. 21f(x) dx=F(21)-F(11)

" =720000(e~0.264 — ¢-0,504) ~ 117982 .
c. La valeur moyenne entre les années 2011 et 2021, en
billion de barils par an, est :

21
%J‘ f(x) dx =72000(e~0.264 — e-0.504) =~ 11798 .
11

Primitive de In

Fl a.Pourtoutréelxe [0,1;21,
— 2 _
f’(x):—2x—1+l=M.
X X
b.Sur[0,1;21,f(x)estdusignede —2x2 —x +1.

A=9,x,=05etx;=-1.Commea<0,ona:

x |01 0,5 2
f'(x) + 0 -

3,25-1n(2)
N
-2 +1n(2)

3,89+1In(0,1)

F1 a.-f(0,1) = 1,59 > 0 et fest croissante sur [ 0,1;0,5].
Donc I'équation f(x) =0 n'a pas de solution sur[0,1;0,5].
«Sur[0,5;21, fest continue (car dérivable), strictement
décroissante, et passe de la valeur f(0,5) = 2,56 >0
a la valeur f(2) = —1,3 <0 . D’apres la propriété des
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valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 a une unique
solutionotsur[0,5;2].

A la calculatrice, on obtient: 1,68 < o. < 1,69.

b. En utilisant le tableau de variations de f:

x | o o 2
Fx) | + 0 -
2
3] a.F'(X):—3L—2—)(-1-3+1><In(x)+X><l
32 X

=—x2—-x+3+In(x)+1="1(x).
Donc F est une primitive de fsur[0,1;21].
b. Comme o > 1, la courbe % est au-dessous de I'axe
des abscissessur[0,5;11].

Donc o = J; 51‘(X) dx =F(1)-F(0,5).

Comme F(‘I)ZEet F(O,5):i_|n(2),
6 32
&Q=§+In(2) ua
6 2

Vente « flash » sur Internet

PartieA:

1] a.f’(x)=3—(1><|n(x)+x><l =2-In(x).
X

b.2—-InX)=0InX)<2c0<x<e?.
DoncS=]10;e?].
c. D'ou le tableau de variations de f:

x |0 e? e’
F(x) + 0 -
)| _—— ¢ T,

Carf(e2)=3e2 —e2In(e2)=3e2 —2e2 = g2
etf(e3)=3e3 -e3In(e3)=3e3-3e3=0.

d.Le maximumde fsur]0;e3]este?.

e. A la calculatrice, lorsque x devient trés proche de 0,
f(x) devient trés proche de 0.

En utilisant le tableau de variations de f, on obtient que
fest positive sur[0; €3], et ne s'annule quen O et €3,
F1 a. Léquation f(x) = 4 admet comme solutions
X, =157 =2et x, ~15,52 = 15.

b. A la calculatrice :

int&grFonct.  3E—5
lncE 3. 12282
99, 18354529

20
Donc j f(x) dx =~99,10.
1

PartieB:

[} Lafonction fest positive sur[1;20], donc S est l'aire,
exprimée en unité d'aire, du domaine compris entre la
courbe %6 , I'axe des abscisses, et les droites verticales
d'équation x=1etx=20.

E1 Dapres la question A E1 a. et le tableau de varia-
tions de la fonction f, le flux est supérieur a 4 000 € par
minute entre 2 minutes et 15 minutes.

EX Daprésla question AElb., S = 99,10.

Donc la somme totale transférée est d'environ 99 100 €.
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Codt marginal, colt total et colt moyen

PartieA:

I CT'(g)=4-(2gxe02d4 +g2 x(-0,2e70.29))
=4+(0,2g2 —2q9)e 0239 =C,,(q) .

Donc CT est une primitive de C,,, sur [1;20].

Bl a.cm(q) = 2997270

b.CM’'(q) = —(1e—012qq+ q(—0,2e0249))
=e029(0,2g-1).

c. CM’(q) s'annule pour g =5, est négatif sur[1;5] et

positif sur[5;20].

Donc la fonction CM est décroissante sur [ 1; 5 ] et crois-

santesur[5;20].

Lentreprise a un colt moyen minimal pour g =5 tonnes.

Le cot moyen minimal est :

CM(5) = 4 —5e-1 = 2,16 millier d'euros par tonne.

El C, (5 =4-5e-1=CM(5). Le colt marginal est

égal au colt moyen pour une quantité de 5 tonnes.

PartieB:

[l Les amandes sont vendues 4 000 € la tonne, soit

4 milliers d'euros la tonne.

Donc pour une quantité de g tonnes d'amandes ven-

dues, R(g) =4q.

F1 On recherche I'abscisse g pour laquelle la différence

d'ordonnées R(q) — CT(q) est la plus grande possible.

y4

=4 —qe02qg.

A

50+

10

o| 2 10 20 X

Graphiquement, il semble que le bénéfice soit maxi-
mal lorsque l'entreprise conditionne et vend 10 tonnes
d’amandes.

Bénéfice marginal et bénéfice total
PartieA:

)
B oafi(x)=—14 2+ =27X
X2 X2
b. et c. D'ou le tableau de variations de f:
X 1 2 6
f’(x) + 0 -

1
X) | g — \,‘?5

2] a.f(4)=—4+5—%=0.

b. En utilisant le tableau de variations de f:

x | 4 6
f) o+ o -
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PartieB:

[l Lafonction fest la dérivée de la fonction B, et B s'an-
nule en x = 1 centaine. Donc B est la primitive de f sur
[1;6]quisannuleen 1.

H F’(x)=—0,5><2x+5—4><l=f(x).
X

Donc F est une primitive de fsur[1;61].

El Les primitives de fsur [ 1; 6 ] sont les fonctions
X+ —0,5x2 +5x —4In(x)+k,ouke R.
Onrésout:—0,5+5—-4In(1)+k=0 < k=-4,5.

Donc B(x)=-0,5x2 +5x —4In(x)—-4,5.

Le bénéfice marginal est en dizaine de milliers d'euros par
dizaine de piéces, les quantités sont en dizaine de pieces.
Donc le bénéfice total est en dizaine de milliers d’euros.

PartieC:
E} B’(x) = f(x) . Donc en utilisant la question A F1 b. ,
ona:

X 1 4 6
f(x) + 0 -

BO) | g — 7P — ¢ aince)

AvecB(1)=0,B(4)=7,5-4In(4) et B(6)=7,5—4In(6) .
Comme B(6) = 0,33 > 0, d'apres le tableau de variations
de B, la fonction B est positive sur[1;61].
F1 Le bénéfice est maximal pour x = 4 (dizaines de
piéces) . Le bénéfice maximal est B(4) = 1,95 (dizaines
de milliers d'euros) , soit environ 19 500 € .
B 8"(x) = f'(x) = 2=

X
En utilisant la question Al b., B”(x) s'annule en chan-
geant de signe en x =2 . Donc la courbe de Badmet un
point d'inflexion a l'abscisse 2.
Sur[1;2],B”(x) = 0:la croissance du bénéfice est
accélérée;sur[2;6],B”(x) < 0:lacroissance du béné-
fice est ralentie.
[ Comme B(4)=7,5—4In(4) =1,95 et B(6) = 0,33,
d’apreés le tableau de variation de la question CEll et la
calculatrice, I'¢quation B(x) = 1 admet deux solutions
X, = 2,78 (par exces) et x, = 5,54 (par défaut) .
La plage de rentabilité est donc [ 278 ;554 ].

BE) Surplus des producteurs

-52x+17  -10x-5
x2+x+0  (x2+x+177°
b.Sur R (x2 + x +1° > 0 . Donc g'(x) est du signe de
(-10x — 5), et donc est strictement négatif sur[0;3].
c. Lafonction g est strictement décroissante sur[0;31].
F1 f'(x)=0,25e%5x > 0 . Donc la fonction f est stric-
tement croissante sur[0;3].
El a.h'(x)=f"(x)—g'(x)avecf(x)>0etg'(x)<O.
Donch’(x) >0sur[0;3].
La fonction h est donc strictement croissante sur[0;31].
b.Sur[0; 31, lafonction h est continue (car dérivable),
strictement croissante, et passe delavaleur h(x) = —4,5
alavaleur h(3) =1,86.
D’apres la propriété des valeurs intermédiaires, I'équa-
tion h(x) =0 admet une unique solution g, sur[0;31].

a.g'(x)=
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c. Ala calculatrice, on obtient :
Go=1,50 et py =f(qy)=1,06.
1 a.Ona:

Sp =Py Xqo — J.Oqof(x) dx = joqo(po —f(x)) dx.

Comme la fonction f est croissante sur [ 0; g, ] et que
po =f(q,), la courbe € est située en dessous de la
droite d'équation y = p,sur[0;q,].
Donc l'intégrale S, est I'aire, en unité d'aire, du domaine
compris entre cette droite, la courbe € et lI'axe des
ordonnées.
b. Une primitive de x — e95x sur R est la fonction F
telle que F(x) = 2e05x,
Donc I =F(1,5)—F(0)=2e975 -2 =2,234.

1,5
€. Sp =1,06%1,5- . 0,5e05x dx=1,59-0,57.
Donc S, = 0,47.
Le surplus des producteurs est denviron 0,47 millions
d'euros.

I} Taux de fécondité et descendance finale

PartieA:

[N a.f'(x)=—-0,45xe-0.015x2

b. La dérivée f’ est positive sur[—15; 0] et négative sur
[0;20].Donc lafonction fest croissante sur[—15;0] et
décroissantesur[0;20].

B3 On obtient: int&arFonct 15"
Donc Jl]sf(x) dx =~ 216. EE'E. B1SHEr. ¥, -15

216, BESAITS
PartieB:

La descendance finale est d'environ 216 naissances
annuelles, pour 100 femmes.

BE Courbes de Lorenz

PartieA:

E} festbien définiesur[0;1].
f(0)=0etf(1)=0,8+0,2 = 1:lacondition () est véri-
fide.

Fl a.f'(x)=4x%+0,2>0.Donc f est croissante sur
[0;1].

f"(x)=16x3 =0 sur[0;1].Donc fest convexe sur
[0;1].

b. La condition (2) est donc vérifiée d'aprés la question l a. .
El a. h(x)=x—-f(x)=0,8x-0,8x5=0,8x(1-x4)=0
sur[0;1].

b. La condition (@) est vérifiée d’aprés la question El a. .
PartieB:

El g(0)=0etg(1)=0,99=1.

F1 a.g'(x)=0,2(e"6x +1,6xe16x)=0,2e16x (1+1,6x) > 0
sur[0;1].

b. Donc la fonction g est croissante sur[0; 1].

El D'apreés les questions [l et E1, la fonction g vérifie les
conditions D et (2) .

De plus g"”"(x) =0,512(x +1,25)e"6x >0 sur[0; 1],
doncgestconvexesur[0;1].

Donc la fonction g vérifie aussi la condition @) .

Donc la courbe (B de g est une courbe de Lorenz.
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PartieC:

EF £(0,9) = 0,65 : dans l'entreprise A, les 90 % des per-
sonnes ayant les salaires les plus bas représentent environ
65 % de la masse salariale.

g(0,9) = 0,76:dans I'entreprise B, les 90 % des personnes
ayantles salaires les plus bas représentent environ 76 % de
la masse salariale.

F1 a. Une primitive de fsur [0; 1] est la fonction F telle

que F(x) = %x6 +0,1x2.

1 7
b. o = jof(x) dx =F()~F(0)= - =0,233.

c. Doncy, =1-2d = % = 0,533.

El a. En utilisant le résultat de la copie d'écran,
1

e =1—2j g(x) dx =1-2x0,3103 = 0,379 .
0

b. v, > vz . Donc la répartition de la masse salariale est la
plus irrégulierement répartie dans l'entreprise A .
Graphiquement, la courbe ¢ de f se trouve en dessous
de la courbe T" de g . Donc l'aire entre A et 6 est plus
grande que l'aire entre Aet IT".

B Bénéfice moyen et valeur moyenne
d'un bénéfice
El a.Onlit:
x | 08 2,52 10
o | 43— 52— 4

b. Le bénéfice est maximal pour x, = 2,52 milliers
d'objets, soit environ 2 520 objets, a 10 objets pres.

c. Le bénéfice maximal est environ 5,22 dizaines de mil-
liers d'euros, soit environ 52 200 €.

d. Lorsqu'on vend x, milliers d'objets, le bénéfice moyen

52200 )
= 20,71 € par objet.

Fa.f()= 9—1—1%= 0 . Le bénéfice est nul pour la

vente d’'un millier d'objets.

b.Sur[2,52; 101, la fonction f est continue et stricte-
ment décroissante, et passe de la valeur 5,22 a la valeur
-1,08 . Donc d'apres la propriété des valeurs intermé-
diaires, I'équation f(x) = 0 admet une 2¢ solution o sur
[2,52;10].

c. A la calculatrice, o = 8,8 (par défaut) . La plage de
bénéfice est donc[1000;8800].
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El a. Une primitive de fsur [ 0,8 ; 10 ] est la fonction F

telle que F(x) = 9x - 0,5x2 + 2.,
X

6
b.J. f(x) dx est l'aire, en unité d'aire, du domaine
1

compris entre la courbe € , I'axe des abscisses et les
droites verticales d'équation x=1etx=6.
c. Lavaleur moyenne du bénéfice, en dizaine de milliers

d'euros, entre 1 et 6 milliers d'objets est :
8275

1 6 1
— | f(x) dx=—=(F(6)—F(1) = ~1379,17,
=] 0 dx=C(F(6) - F(1)
soit environ 13792700 €.
112 33

CarF(6)= —=etF(1) = >2=16,5.
(6) 3 (1 5

Comparer deux répartitions
100

I a.f(0)= e®-17=0
e3 -1

et f(100) = 100 (e3-1=100.
e3 -1

b. f(x)=15,25(e003x —1),

Donc f’(x)=0,1 575e0.03x >0,

La fonction f est strictement croissante sur[0; 100] .

c. F'(x)=175x%0,03e0.03x —5 25 = f(x). Donc F est
une primitive de fsur[0;100].

Comme F(100) =175e3 —525et F(0)=175,0na:

100
j f(x) dx = F(100) — F(0) =175e3 - 700 = 2 815.
0

E1 a. En utilisant la formule (1) ==,
v v2

94900
G' = = .
STEE

Donc G est une primitive degsur[0;100].
7990
b. Comme G(100) = etG(0)=730,0na:

100 5800
g(x) dx = G(100) - G(0) = > =1933.
1
1002
1

. , 100 g
.yG_1002(100 _J.o g(x) X)"O,SL

c. Yr < Y¢. Donc la région la plus égalitaire est la France
métropolitaine.

Graphiquement, la courbe 6 de fse trouve au-dessus de
la courbe I"de g . Donc l'aire entre A et 6 est plus petite
que l'aireentre AetI".

100
H a.y; = (1002 —J f(x) dx] ~0,72.
0
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) Réinvestir...

118 ... en économie

Comparer des répartitions en France

PartieA:

EH Voir manuel.

H a.En C3=0.1%C2/2.

b. En D3 =0.1*(C2+D2)/2 .

c. Lasomme de la plage C3: L3 est environ 0,357 . Donc

A =0,357 ua..

_0,5-0,357
0,5

El a. On obtient le schéma ci-contre, en arrondissant

les coefficients a 0,01 pres.

Donc f(x)=1,93x4 —3,16x3 +2,12x2 +0,11x .

b. Une primitive de fsur[0; 1] estlafonction Ftelle que:

F(x)=0,386x>—0,79x% +¥x3 +0,055x2.

d.y ~0,286.

Donc j;f(x) dx = F(1)= F(0) = 0,357 .

y=1,9% - 3,165+ 2,167 + 0,11+ 0,00

>

100%

0% 40%  60%  80%
On obtient la méme estimation de l'indice de Gini du
niveau de vie en 2009 qu’a la question A d. .

B Les résultats sont trés proches.

B Lindice de Gini diminue légérement entre 1970 et
1997 : la répartition du niveau de vie devient donc lége-
rement plus égalitaire.

Lindice de Gini reste néanmoins quasiment constant

depuis 2000 .

PartieB:
K On obtient:
A B B D E G H | | K L M
Part des ménages les
moins riches en 0% 10% | 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | 90% | 100%
1 patrimoine
%] rirmain
SERCADIT | e 0,0% |0,15%| 0,7% | 2,5% | 7,2% |14,3%(23,7%|36,1%|54,2% | 100% | TOTAL
2 détenu
Aire sous le segment
3 assuciég 0 |8E-05 |(4E-04 | 0,002 |0,005|0,011|0,019] 0,03 |0,045|0,077| 0,18885

Donc l'indice de Gini pour le patrimoine en France en 2004 est environ égal a

0,5-0,1889
—— =0,62.

7

E Lindice de Gini pour le niveau de vie est environ 0,28 en 2004.
On en déduit que la répartition du niveau de vie est plus égalitaire que la répartition du patrimoine en France en 2004.

119 ... dans ’histoire

Secteur parabolique d'Archiméde

a.-Uneprimitivedex = (x +2)(4—x)=—-x2 +2x + 8

3
sur R est la fonction F telle que F(x) = —X? +x2+8x.

Donc:
4 p—

_[ ((x +2)(4-x)) dx=F(4)—F(—2)=8—;_$=36,
-2

L'aire du secteur parabolique est donc de 36 u.a..

« La formule d’Archiméde donne: § X 6%9 =36.

On obtient donc le méme résultat.
b. On a le graphique suivant :
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o]

L'aire du secteur parabolique est :
« par le calcul intégral :

2 3 (_2)3

4><4—J‘ x2 dx=16—(2——ﬁ):£ua
-2 3 3 3

- par la formule d’Archimede : 4 X % = % u.a..
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120 ... en calcul numérique

Intégrale d'une fonction continue

Kl a. Les rectangles inférieurs sont construits sous la
1

courbe € . Donc l'intégrale j f(x) dx est supérieure a
0

la somme des aires des rectangles inférieurs.
b. Les rectangles supérieurs sont construits au-dessus

1
de la courbe % . Donc l'intégrale '[ f(x) dx est infé-
0

rieure a la somme des aires des rectangles supérieurs.
c. Lorsque n devient grand, les sommes des aires des
rectangles inférieurs et supérieurs tendent vers l'inté-

1
grale Jof(x) dx.

c. On obtient :

El La fonction f est décroissante sur [0; 1]. Le k-iéme
rectangle inférieur a donc pour hauteur :

-l ]

Le k-ieme rectangle supérieur a pour hauteur :

(k—1) ( (k—1)2j
fl—| = exp| -|{——| |.
n n

El a. En D2 =EXP(-(((B2-1)/$A$2)12)) ;

En E2 =C2/$AS$2;

En F2 =D2/5A$2.

b. En G2 =SOMME(E2:E101) ;
en H2 =SOMME(F2:F101) .

A B & D E F G H
; longueur du | longueur du aire du aire du somme des| somme des
numero du i :
n —" rectangle rectangle rectangle rectangle aires aires
1 8 inférieur superieur inférieur supérieur | inférieures | supérieures
2 100 1 0,9999 1 0,009599 0,01| 0,7436574| 0,7499786
3 2| 0,959560008 0,5999| 0,00959&6| 0,009599

Donc en arrondissant la somme inférieure par défaut et la somme supérieure par excés, on a:

1
0,74 < _[ f(x) dx <0,75.
0

1
B Pour n=500, on obtient: 0,746 < j f(x) dx <0,748.
0

1
Pourn=1000, on obtient: 0,7465 < j f(x) dx <0,7472.
0
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CHAPITRE

Probabilités

Partir d’un bon pied %t

_A) Pourcentage de pourcentage

EJ a. Faux : la part des filles invitées a la soirée

est la somme de la part des filles lycéennes et de

la part des filles non lycéennes :
06x0,8+0,4x%x(1-0,8)=0,56,s0it56 %.

b. Vrai : 60 % des lycéens invités sont des filles,

donc 0,8x0,6=0,48.

La part des lycéennes est 48 % .

c. Faux : 40 % des invités non lycéens sont des

filles, donc la part des filles non lycéennes est :

04x%(1-0,8)=0,08,5s0it8%.

E1 a.Faux : la part des filles parmi les lycéens

invités a la soirée est 60 % , donc la part des

garcons parmi les lycéens est 40 % .

b. Faux : la part des filles, parmi les invités non

lycéens, est 40 % ; donc la part des garcons parmi

les invités non lycéens est 60 % .

La part des garcons non lycéens parmi les invités

est 0,6x(1-0,8)=0,12,50it 12%.

c. Vrai : la part des filles invitées a la soirée est

56 % , donc la part des garcons est 44 % .

B ) Parmi... sachant que...

a. Faux:7 % des jeux sont défectueux parmi 70 %
des jeux fabriqués par E1. La part est donc 10 % .
b. Faux : parmi les jeux vendus, 7 % sont défec-
tueux et fabriqués par I'entreprise E1.

c. Vrai : 30 % sont fabriqués par l'entreprise
E2 et 1,5 % des jeux vendus sont fabriqués par
I'entreprise E2 et sont défectueux.

La part cherchée est 5 =0,05.

d. Vrai : 8,5 % des jeux vendus sont défectueux et

7 % sont défectueux et fabriqués par l'entreprise E1.

7 14
La part cherchée est — = —.
8,5 17

_C ) variable aléatoire et répétition
d'épreuves indépendantes

On détermine les 112713
valeurs prises par la
variable aléatoire X
égale au gain algé-
brique du joueur a
I'aide d’un tableau.
1. Les valeurs prises
parXsont: -2;-1;0;1;2.
2.P(X=0)=2=3.

16 8 1 15

P(X<1)=1-P(X=2)=1-—=—.
( ) X=2)=1-16 =6

3. Tableau de la loi de probabilité de X :

X

-2 |-1 -1
-110 |0

N | == |O b

HW N |=
|
—_

x; | —2|-1]0 12
BSNERER AR
=X/ 176 116 116 | 16 | 16

EX)=-2 -2, 4,2
16 16 16 16

Le jeu est donc équitable.

D) Arbre pondéré

a. Vrai: chaque épreuve a deux issues: A et A.
b. Faux: I'arbre pondéré comporte 4 niveaux.

¢. Vrai.

d. Faux : le nombre de listes comportant exac-

4
tement deux succés est (2) =6.

) Découvrir

Lire et utiliser un tableau a double entrée (p.174)

EJ 19 % des sapins naturels achetés par les ménages,
ont une taille inférieure ou égale a un metre.

68 % des sapins artificiels achetés par les ménages ont
une taille supérieurea 1 m.
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1 600 000 ménages achétent des sapins de Noél dont
3,5 % sont des sapins artificiels,

600 000 x 0,035=21 000,

600 000 — 21 000=579 000 .
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21 000 ménages achétent des sapins artificiels donc
579 000 ménages achétent des sapins naturels.
Parmiles 579 000 ménages achetant des sapins naturels,
19 % achétent des sapins de moins d’'un metre.
579000x0,19=110010

579000—-110010=468990.

110 010 ménages acheétent des sapins de moins d'un
métre donc, les 468 990 autres ménages achetent des
sapins de plus d'un métre.

Parmi les ménages achetant des sapins artificiels, 32 %
achetent des sapins de moins d'un metre,
21000x%x0,32=6720

21000—-6720=14280.

6720 ménages achetentdes sapins de moinsd’un metre
donc les 14 280 autres ménages achétent des sapins de
plus d'un metre.

Ir)fem?ur ou Su‘perleur Total
égalaTm alm
Sapin naturel 110010 468 990 579 000
Sapin artificiel 6720 14 280 21 000

EJ On peut compléter ainsi le tableau précédent.

Ir;;éarli;u: rc::\u Su:?rri:ur Total
Sapin naturel 110010 468 990 579 000
Sapin artificiel 6720 14 280 21000
Total 116 730 483270 600 000

La part des ménages achetant un sapin mesurant plus

270 . .
0 =0,7721, soit environ 77 % .

d’un métre est
] La part des ménages achetant un sapin naturel
parmiles ménages achetant un sapin d'un métre au plus:
110010

116730

F La part des ménages achetant un sapin naturel est
96,5 %.

La part des ménages achetant un sapin naturel parmi
ceux achetant un sapin de moins d’'un métre, n'est pas
égale a la part des ménages achetant un sapin naturel.

~0,9424 , soit environ 94 % .

Construire un arbre pondéré a partir d'un tableau (.17

EJ a. Lapartdesfilles dans la classe de T ES est 57 %.

b. 0,57 0,43

F G

F1 a. Parlecture du tableau, on sait que, parmi les filles,
la part des éléves ayant choisi des études courtes est
45 %.

b. De méme, parmi les garcons, 73 % ont choisi des
études courtes. D'ou I'arbre pondéré suivant :

0,57 0,43
F G
o,45/ X),ss 0,73/ X),27
C L .C L

GNc

EJ Les garcons qui ont choisi des études courtes repré-
sentent 73 % des garcons et les garcons représentent
43 % des éléves de Terminale ES.
On calcule la part des garcons ayant choisi des études
courtes, en effectuant le produit des parts écrites sur les
branches passant par Get C:

0,43x0,73=0,3139
soit environ 31,4 % des gargons ont choisi des études
courtes.

Construire un arbre pondéré a partir d'un énoncé (p.174)

Kl a. Adeline posséde trois choix pour son petit
déjeuner : Thé noir, thé vert ou verre de lait.

Boire un café ne fait pas partie de ses choix pour le petit
déjeuner.

b. Le premier niveau de I'arbre contient 3 branches L, N,
V. Sur les branches du premier niveau de I'arbre, on écrit
les probabilités de choisir chacune de ces boissons :

P(V)=P(N)=P(L)==

c. Larbre posséde deux niveaux. Pour chaque choix
de la boisson du petit déjeuner, Adeline doit choisir de
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boire ou non un café a midi. Larbre pondéré possede
donc 6 branches au deuxiéme niveau.

) ﬂ

A\ oy

Nnc
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E] a. Onobtient la probabilité quAdeline boive un thé
vert et un café en effectuant le produit des probabilités
situées sur les branches passant parVet C:

P(VN Q)= i
30

b. Si Adeline boit un café le midi, elle peut soit avoir
bu un thé noir le matin, soit un thé vert soit un verre

de lait. On calcule P(C) en ajoutant les produits des
probabilités situées sur les branches arrivant a C.
P(C)=P(LNC)+P(NNC)+P(VNCQ)

1 13

=l><0,5+l><0,05+—><0,1=l><0,65=—.
3 3 3 3 60

La probabilité qu'Adeline boive un café est égale a 5 .

Répéter des épreuves non indépendantes (p.175)

EJ a. Par exemple, on lance trois fois de suite une
piece non équilibrée dont une face est blanche l'autre
noire ou bien on interroge successivement et de
maniére indépendante trois personnes dont la réponse
a la question posée est soit blanc soit noir, ces réponses
n'étant pas équiprobables...

b. On reconnait la répétition de trois épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes, de succés «obtenir une
boule noire », de probabilité p=0,4.

X suit la loi binomiale %(3;0,4).

Larbre proposé peut représenter cette expérience
aléatoire.

[=))

:

4
10
B N
2 4 5 3
9 9 9 9
B N B N
4/\4 5 /\3 > 3 6/\2
8 8 8 8 8 8 8 8
B N B N B N B N

b. On ne remet pas la boule tirée dans l'urne. Les
épreuves ne sont niidentiques niindépendantes puisque
le nombre de boules contenues dans I'urne change a
chaque tirage.

La variable aléatoire X ne suit plus une loi binomiale.

Reconnaitre des événements non indépendants (p.175)

EJ Lafamille comporte quatre enfants. Les événements
représentés par les quatre enfants sont:

BNAM; BNnM; BNM de probabilité respectivement :
1T 1 1

Piaa
a.P(M)=P(BmM)+P(§mM)=%.

1
P(B)=P(BAM)=—.
(B)=P(Bn M) 2

1
b, PMOB) _ 4 _ 1 . pyz.
PM) 1 2 2

2

1 Lafamille comporte quatre enfants. Les événements
représentés par les quatre enfants sont BN M; BN N;

CNM;CNYB, chacun de probabilité % .
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a.P(M)=P(BmM)+P(CmM)=%.

P(B)=P(BmM)+P(BmN):%.

1
PBAM)=—.
(BN M) 2
1
b PMOB) 4 1 o 1
P(M) 1 2 2
2

La probabilité d'obtenir un enfant ayant les cheveux
blonds parmiles enfants ayant les yeux marron est égale
a la probabilité d'obtenir un enfant ayant les cheveux
blonds parmi les quatre enfants.
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>) Savoir faire

© 1. Savoir définir et utiliser une variable aléatoire (.177)

: de succeés l'événement : « Le bus arrive en retard »
: de probabilité p = 0,1. On observe une répétition de
: 10 épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
: On définit la variable aléatoire X égale au nombre de
: jours ou le bus arrive en retard.

¢ Xsuit la loi binomiale B (10;0,1).

: a. Obtenirl'événement « le bus arrive en retard au moins
. une fois » est I'événement contraire de I'événement « le
: bus n‘arrive jamais en retard » c’est-a-dire :

i P(X=1)=1-P(X=0)=1-09"0=0,65.

: b.Pour déterminer le nombre moyen de retards
: auxquels Emma peut sattendre lors de nombreux
trajets, on calcule I'espérance de X.

: E(X)=np=10x0,1=1.

: ¢ Le retard moyen d'un bus est de 4 minutes, donc
: 4 minutes est le temps d'attente moyen pour ces dix
. jours.

: E L'événement « Léna recoit un mail » est I'événement
: contraire de I'événement « Léna recoit un SMS » Soit p
la probabilité que Léna recoive un SMS, 1 —p est la
¢ probabilité que Léna recoive un mail.

Onadonc: (1-p)=5p & 6p=1 < pzé.
Chaque consultation du Smartphone est une épreuve
de Bernoulli de succés I'événement : « Léna recoit un

SMS » de probabilité p = % . On observe une répétition

de6épreuvesdeBernoulli,identiques etindépendantes.
On définit la variable aléatoire X égale au nombre de

SMS regus, X suit la loi binomiale %(6;%) .
a.P(X>4)=P(X=5)+P(X=6)

5 6
-[ ¢ |x 1) x(§)+(1) ~0,0006.
5 6 6 6

b.Le nombre moyen de SMS recus par Léna lors
d’'un grand nombre de jours ou elle consulte 6 fois

son Smartphone est égal a I'espérance de X.

E(X)=np:6><%=1.

Le nombre moyen de mails recus est donc égal a 5.

Le temps moyen que passe Léna a lire ses messages
est 1x10+5x30=160, soit 160 secondes ou encore
2 minutes et 40 secondes.

© 2. Construire et lire un arbre pondéré (.179)

Exercices d’application

EJ 2. soit S I'événement : « le joueur réussit sa balle
de service. »
Le joueur commet une

double faute s'il ne réussit 0,75 0,25
pas deux fois de suite sa —

. . S1 S1
balle de service. Ceci cor- 0.9 01
respond a [|événement ! / \ !
S1nS2. c |52

La probabilit¢ de cet
événement sobtient en
effectuant le produit des probabilités situées sur les
branches passant par S1et parS2.
P(S1nS2)=0,25x0,1=0,025.

S1NS2

a. Soit M l'événement : « John recoit un mail
publicitaire » et | I'événement « le mail intéresse John ».

On lit dans I'énoncé, P (M) = % . On place cette probabi-

lité sur la premiére branche de I'arbre.

Parmi les mails publicitaires, 10 % intéressent John.
Py (1) =0,1.0n place cette probabilité sur la branche
issue de M et arrivant a I . On calcule la probabilité

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

P(M n I) en utilisant la formule des probabilités
composées, c'est-a-dire en effectuant le produit des
probabilités situées sur les branches passant par M et I.

1 1
PIMNI)=Py(I)xP(M)=0,Tx—=—.
( )= Py (1) xP(M) 37 30

p<M>=g/\%
M M
=01/ N\ /N
L 1 I ol%'s

b. Parmi tous les mails recus, 5 % sont des mails non
publicitaires qui n'intéressent pas John. Lensemble de
référence est I'ensemble total des mails requs.
Ona P(MN1)=0,05,donc Py (I)= 0,075
John recoit un mail non publicitaire. Lensemble de
référence est donc maintenant 'événement M .
On calcule la probabilité de I'événement I conditionnée
par 'événement M en utilisant la définition :

Py(l)= 1- Pm(i) =0,925 .
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®© 3. Utiliser un arbre pondéré . 1s1)

Exercices d’application
a

0,19 0,31 0,5
L ES S
/ \ 0,62/ \ 0,46/ 0,54
LF F F F F F

Les événements L, ES, S forment une partition de l'univers

des éléves du lycée donc on écrit leur probabilité sur les

branches du premier niveau de l'arbre.

P(ES)=0,31; P(S)=0,5

et P(L) s'obtient par complément a 1.

Parmi les éléves de ES, 62 % sont des filles. Il s'agit

de la probabilité de I'événement F conditionnée par

I'événement ES. P(F)=0,62.

Parmi les éléves de S, 54 % sont des garcons. Il s'agit

de la probabilité de I'événement F conditionnée par

I'événement S. P (F)=0,54,donc P¢(F)=0,46.

On place ces probabilités sur les branches du deuxieme

niveau.

15 % des éléves du lycée sont des filles de L. Lensemble

de référence est |'univers donc on écrit :

P(FNL)=0,15.

Les événements L, ES, S forment une partition de

I'univers des éleves du lycée. On calcule la probabilité

P(F) en ajoutant les produits des probabilités qui se

trouvent sur les branches arrivant a F.

P(F)=P(FNL)+P(FNES)+P(FNS)
=0,15+0,31x0,62+0,5%x046=0,5722.

ﬂ Les événements E « effectuer son stage en Europe »,
EU «effectuer son stage aux Etats-Unis », A « Effectuer son
stage en Asie », et AL « effectuer son stage en Amérique
latine » forment une partition de I'univers des éleves de
I'école post Bac, donc on écrit leurs probabilités sur les
branches du premier niveau de l'arbre.

(p.183)
[7' b. P(X=2)=1-P(X=1)=1-a.
Or 3a+2x0,1+02=1;
donc a=0,2 et P(X=2)=0,8.

1 2
[81 a. E(X)=Lxa+2x(-2)=0.
8 a ()3>< +3><( )

[8) c. pp(B)="tADB)_ 14 _14
— P(A) 30-7 23
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0,15 0,3

01/ 0,45
A AL EU E
R R R R R R R R

P(EU)=0,45; P(E)=0,3 et P(A)=0,15.
La probabilité P (AL) s'obtient par complément a 1.
Parmi les éléves partant soit aux Etats-Unis soit
en Amérique Latine, 20 % sont rémunérés. Il sagit
des probabilités de I'événement R conditionnées par
les événements EU ou AL :
Peu(R) =Py (R)=0,20.
Parmi les stages proposés en Asie, 30 % sont rémunérés.
Il s'agit de la probabilité de I'événement R conditionnée
par I'événement A: P,(R)=0,30.
Parmi les stages proposés en Europe, 75 % ne sont pas
rémunérés. Il s'agit de la probabilité de I'événement R
conditionnée par I'événement E: P (R)=0,75.
On peut compléter les probabilités sur les branches
du niveau 2, par complément a 1.
On calcule la probabilité Pg (A) en utilisant la définition :
P(RMA)
PR)
Il faut donc calculer chacun des termes du quotient.
D'aprés la formule des probabilités composées :
P(RNA)=P,(R)xP(A)=0,30%0,15=0,045.
Les événements E, EU, A et AL forment une partition de
I'univers des éléves de I'école post Bac ; pour calculer
la probabilité P(R), on ajoute tous les produits des
probabilités situées sur les branches qui arriventaR.
P(R)=P(RNA)+P(RNAL)+P(RNEU)+P(RNE)
= 0,045+0,02+0,09+0,075=0,23.

Donc P(A)= 0,045 _ 9

0,23 46

_P(AnB) 0,8 1

P(A) P(A) 4
Donc P(A)=4x0,8=3,2:c'estimpossible.

[10! b. Ona P,(B)

1) c. p,(B)=PANBI_ 0.2 _ 5

P(A) P(A)
Donc P(A) = 0,2 =0,8.
0,25
CHAPITRE 6 Probabilités 5



@ c. Onlit'arbre pondéré 0,40 0,60

ci-contre:

P(ANB)=0,4x0,1=0,04 A A

et P(ANB)=0,6x0,3=0,18. 0,1/\ 0,3/\

Donc P(B) est la somme des . .
B B

produits des probabilités des B B
branches arrivanta B :

P(B)=0,04+0,18=0,22.

IE' c. Onlit I'arbre pondéré 0,30 A\ 0,70

ci-contre:

P(VMNA)=0,7x0,05=0,035 v Vi

et P(VNA)=0,3x0,1 0'1(7 \ o,os/ \
=0,030; . .

donc P(A) est la somme des A A A A

produits des probabilités

situées sur les branches arrivanta A, donc :

P(A)=0,035+0,030=0,065.

1

@ (}-{)-+

[15! b. P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,755.
@ a. On alarépétition de trois épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes, de succés « obtenir une
boule rouge » de probabilité p = % =0,6.

X suit la loi binomiale %(3;0,6) .
|ﬁ| c. E(X)=np=04n.

@ a. On calcule la dérivée :
f(x)=—0,03x2+0,6x=x(0,6-0,03x). _0O 20
Et 06 -0,03x=0 < x=20. - -
Doncsur[0;20], la dérivée est positive.

La fonction f est donc croissante sur[0;20].

) Exercices

ED Variables aléatoires discrétes (. 154

&} Vrai ou faux ?

EF Faux, une variable aléatoire associe un nombre
a chaque issue de I'expérience aléatoire.

E1 a. Vrai, on vérifie que la somme des probabilités est
égaleal1. 0,2+0,35+0,25+0,2=1.

b. Faux,
E(X)=10x0,2+12%x0,35+13%x0,25+16x%x0,2=20,1.
EX a. Vrai. Un lancer du dé est une épreuve de Bernoulli

de probabilité de succes p = % . On observe une répéti-

tion de trois épreuves de Bernoulli identiques et indé-

pendantes. 1
Donc X suit la loi binomiale 9]3(3 ; g) .

1 1
b.Vrai,E(X)=np=3x—=—.
(X)=np 6 3

[18} Vrai ou faux ?

E} Faux : tirages successifs sans remise : les épreuves
répétées ne sont pas identiques.
F1 a. Vrai:formule du coursavec n=3.

4 3
=—=0,4;donc 1—-p=0,6 et =3.
T P (2]

b.Faux:P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,63.

c. Faux:P(1=X=<2)=P(X<2)-P(X<1)
=P(X=<2)-P(X=0).

El Faux:E(X)=np=3x04=12 et Y=10X, donc

E(Y)=10E(X)=12.
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Hi) Jeu de dés

a. On définit la variable aléa- sl112131|a4
toire S égale a la somme des

deux nombres apparus. Les 1123145
valeurs de la variable aléa- 2 3/4 5|6
toire S peuvent étre déter- 3 /4|5 6|7
minées a l'aide du tableau 2|5 6|7 s
ci-contre.

Les valeurs de la variable aléatoire S sont :
{2;3;4;5;6,;7;8}.

Le joueur mise m euros au début du jeu, il faut donc

soustraire cette mise pour obtenir le gain final.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique

du joueur, les valeurs possibles de la variable aléatoire X

sont {-m;10—-m;20—-m}.

b. La loi de probabilité de la variable aléatoire X est :

X; -m 10—-m 20—-m
Pixexy 823 6.3 4_1
716 8 16 8 | 16 4

Le gain moyen du joueur, lors d’'un grand nombre de
jeux, est:
E(X)=—3—m+ 3(10—m) N 2(20—-m) _ —8m+70.
8 8 8 8
Le jeu est équitable lorsque E(X)=0.0n résout:

-8m+70=0 @m=§=8,75.

Le joueur doit miser 8,75 € pour que le jeu soit équitable.

CHAPITRE 6 Probabilités 6



[21} Décorations lumineuses
[} a. Répétition de 20 épreuves de Bernoulli iden-

1
tiquesetindépendantes, de probabilité de succes p = 3

1
Donc X suit la loi binomiale %(20 ; 3).

b. D'aprés la calculatrice :
binomFde(28, 173,
183

-A5425392034
20 1
P(X:10)=( )x(—
10 3
1

10
X
20
C. P(X>1)=1—P(X=0)=1—(1—§) .
DoncP(X=1)=0,9997. ]
F1 a. Ici, X suit la loi binomiale %(n ; 5)

10
—) =~0,0543.
3

P(X>1)=1—P(X=0):1—(1—%)n=1—(§)n.

n
b.(g) <01 & nln(g)$ln(0,1); or ze 10;1[
3 3 3
In(0,1)

3

donc In(§)<0 , dou n= ,soit n=5,68.

1\" 2\"
. P(X=1)=09 @1—(1—5) =09 ‘:’(5) <0,1.

D'aprés le résultat précédent en b., 'employé devra
vérifier au moins 6 boites.

£ Loi binomiale pour de grandes valeurs

den

E} Soit X une variable aléatoire suivant la loi binomiale

B (n;p).Lavariance de X est donnée par l'expression :
V=np(1-p).

L'écart type estégala 6 = VvV = /np(1-p).
F1 aet b étant des entiers positifs,
P(X=<a)+P(a<X=<sb)+P(X>b)=1

donc P(a<X=b)=1-P(X>b)-P(X=aqa).
Et 1T-P(X>b)=P(X=<b)

donc P(a<X=b)=P(X=<b)-P(X=a).

El a. X suit la loi binomiale %(10;0,3).

E(X)=10x03=3

V=10x0,3%x0,7=2,1

o=V =421 =1,45.

P(u—20<X=pu+20)=P(0,1<X=5)9)
=P(X=<59)-P(X=<0,1)
=P(X<5)-P(X=0).

A I'aide de la calculatrice, on obtient :

P(0,1 <X=<59)=092.

b..n=6 et p=09

E(X)=54;V=054; 6=0,73

P(u—20<X=u+20)=P(3,94 <X=<6,86)
=P(X=6,86)—-P(X=3,94)
=0,98.

+n=400 et p=0,5

E(X)=200;V=100; =10

P(u—20<X<p+20)=P(180 <X =<220)
=P(X=220)-P(X=180)
=0,954.

*n=2000 et p=0,4

E(X)=800; V=480; c=21,91.

P(L—20<X<u+20)=P(756,18 < X < 843,82)
=P(X =<843,82)-P(X=756,18)
=~0,953.

Lorsque n devient grand et lorsque p est voisin de 0,5, la

valeur arrondie au centiéme de la probabilité calculée
est 0,95.

B Probabilité conditionnelle (p. 185)

@ OCM P( B)
AN
Flc. P,(B)=———.
5 (B) P(A)
1 b. Py(B)=PANB)_ 02 5,
P(A) P(A)
donc P(A)= 0,2 =0,8
0,25
Bl b Py(B)="ANB) 4 44,
P(A) 4+6
QCM
L'univers E contient 29 issues.
a. Faux.
Le nombre d'issues réalisant I'événement A est 9,
donc P(A)=i.
29
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b. Vrai. 3 issues réalisent I'événement AnNBNC,donc :
P(ANBN ()= 3 .
29
c. Faux. 8 issues réalisent I'événement B, donc:
8
P(B)=—.
29
d. Faux. Parmi les issues réalisant I'événement A, 4 réa-

lisent 'événement B donc P, (B) = g

e. Vrai. 11 issues réalisent I'événement C et parmi les
issuesréalisantl'événement C, 5 réalisent 'événement A,

5
donc P-(A)=—.
c(A) 1
[25 9CM
b.P(E)=TENC)_ 9 _4 5
P(C) 9+9
CHAPITRE 6 Probabilités 7



F] Compléter des arbres pondérés
Il A et Aforment une partition de l'univers.

P(A)=0,8 P(A)=0,2
A" A
Pa(B) = 0,2/ \PA(B) =08
B, B
0,16

On compléte le premier niveau de 'arbre par :
P(A)=1-P(A)=0,2.
On calcule P, (B) en utilisant la définition :
PAACB) _ 016 _ 5 ot p,(B)=1-P,(B)=0,8.
P(A) 0,8
F1 On compléte les branches du deuxiéme niveau de
I'arbre par complément a 1.
1 3

N\
A A

A A

B, B B B

0,05
D’apres la formule des probabilités composées
P(ANB)=P,(B)xP(A),
donc P(A)ZP(AF\B) _ 0,05 :l.

P, (B) 0,2 4

Lesévénements AetAformentune partitiondel'univers.

On compléte la branche noire par P(A)=1-P(A) =%.

Jeu de dés

On définit la variable aléatoire S égale a la somme des
nombres apparus. Les valeurs de la variable aléatoire S
sont déterminées par le tableau ci-dessous.

S'1/2,3|4|5]|6

23 /4 |5|6|7
2 3 |/4/5/6|7|8
3 4/5/6|7 /8|09
4 5|67 |8|9]|10
5 6|7 8|9/|10/MNM
6 7|89 10|11 |12

Six issues réalisent I'événement A : « le dé violet
indique 4 » ; parmi ces issues, une seule réalise I'événe-
ment B : « La somme est égale a 10 ».

1
PA(B):g

Ff) Chémage en France

a. Les nombres du tableau situés dans les cellules colo-
riées correspondent a des probabilités calculées sur
I'ensemble des chémeurs.

La somme des probabilités des événements E, L, D n'est
pas égale a 1, il faut donc créer une autre catégorie (A)
P(A)=1-0,41-0,27-0,09=0,21.
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Parmi les femmes 22,5 % sont au chdmage a la suite
d’'un licenciement 11,3 % aprés avoir démissionné.
45 % apres la fin d'un emploi a durée limitée. Ces pro-
babilités sont des probabilités conditionnées par 'évé-
nement F. On les place sur la ligne F.

La somme des nombres des lignes est égale a 1 dong,
P(A)=1-0,45-0,225-0,113=0,212.

Fin d'emploi|Licencié|Démission |Autres Total
(E) (L) (D) (A)
Hommes(H) 0,5
Femmes (F) 0,45 0,225 | 0,113 |0,212| 0,5
Total 0,43 0,27 009 |0,21| 1

Les données permettent de calculer
P(ENF)=P:(E)xP(F)=045x0,5=0,225
P(LMF)=P:(L)xP(F)=0,225x0,5=0,1125
P(DNF)=P(D)xP(F)=0,113x0,5=0,0565.
Dol :

P(ENH) P(E)-P(ENF)

P.(E)= =
H(E) P(H) 0,5
_043-0225 .
0,5
P(LAH) P(L)-P(LAF
p. (L) =PLOH) _PL)-PLAF)
P(H) 0,5
_0.27-01125 _ oo
0,5
P(DAH) P(D)-P(DAF
p.(D)=PCOH) _P(D)-PDNF)
P(H) 0,5
_009-0,0565 _ o oo
0,5

On compléte par complément a 1.
P,(A)=1-041-0,315-0,067 =0,208 .

Fin d’emploi|Licencié |Démission |Autres

(B v oo W e
Hommes(H) 0,41 0,315 0,067 |0,208| 0,5
Femmes (F) 0,45 0,225 0,113 1|0,212| 0,5
Total 043 0,27 0,09 0,21 1

b. On interroge une personne dans I'ensemble total des

chémeurs.

On calcule donc P(FNL)=0,225%0,5=0,1125.

c. On interroge un chomeur ayant démissionné.

Il s'agit donc de la probabilité de I'événement F condi-

tionnée par I'événement D :
P(DNF) 0,0565

P(D) 0,09

d. On interroge un chdmeur en fin d’'emploi a durée

limitée. |l s'agit donc d’une probabilité de I'événement

H conditionnée par I'événement E :

=~ 0,628.

Py (E) xP(H
PE(H):P(EmH) _Py(B)xP(H) _0,41x0,5 0,477,
P(E) 0,43 0,43
(On peut aussi calculer cette probabilité par :
P(E)—P(ENF) _ 0,43-0,225 ~0,477 )
0,43 0,43
CHAPITRE 6 Probabilités 8



] Jeu de hasard

Soit G I'événement « Etre un grand gagnant » et O « étre
un joueur occasionnel ».
P(G)= _ .
1000000
Parmi ces « grands gagnants », 1 sur 20 est un joueur
occasionnel. Il s'agit de la probabilité de I'événement O
. . o s 1
conditionnée par I'événement G. P;(O) = >0
Parmi les autres, 3 sur 10 le sont. Il s'agit ici de la probabi-
lité de I'événement O conditionnée par I'événement G.
3

(Cette phrase manque dans I'édition 1) Pz (O) = 10

P(GN0)=Ps(0)xP(G)
IV D
20" 1000000 ~ 20 000 000
P(GNO) =P (0)xP(G)
_3 999999 _ 2999997
101000000 10000 000

L'algorithme permet de calculer la probabilité détre un
joueur occasionnel comme somme des deux probabilités

P¢(0)xP(G) et Pz (0)xP(G).
5999995
20000000 "

P(O)=

B Probabilité d'un événement sur un arbre pondéré (. 186)

[30) Vrai ou faux ?
[} a. Faux : on ne peut pas ajouter ces probabilités
conditionnelles, car les ensembles de référence sont
différents.
b. Vrai : voir cours.
F1 a. Faux:A etB sont disjoints,donc P(ANB)=0.
b. Vrai: 0,5x0,1=0,05. 0,3 0,2
c. Faux:d'apreéslaformule m
A B C
en ajoutant les produits 0,05/ \ 0,1/ \ 0,2/ \
des probabilités sur les \ . \
branches arrivanta D : b DD DD D
=0,015+0,05+0,04=0,105.
d.Vrai:py(a)=2A0D)_ 0,015 1
P(D) 0,105 7
A A
B, B B B
0,38 0,22
a.Vrai:P(B)=P(ANB)+P(ANB)=0,38+0,22=06.
c. Vrai : A et A formant une partition de l'univers,
P(ANB)+P(ANB)=P(B)=1-P(B)=0,40.
(AnB) _0,38 _19
O’WQ
M M
0,99/ \),01 0,02/ X),QS
T T T T
\
0,0297

QCM

A et B sont deux événe-
ments d'un univers E tels
que:

P(AnB)=0,38

et P(ANB)=0,22.

c. Vrai: voir cours.
des probabilités totales,
P(D)=P(DNA)+P(DNB)+P(DNC)
b. Faux : Aucune donnée ne permet de calculer P(A) .
P
d.Faux:Pg(A)= =—,
P(B) 0,6 30

EH OCM

0,9703
Une maladie atteint 1 % d'une population donnée :
P(M)=0,01.
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« Chezles individus malades, 99 % des tests sont positifs

et 1 % sont négatifs. Il s'agit des probabilités de I'événe-

mentT, puis de I'événement T conditionnée par l'événe-

mentM.Py, (T)=0,99; P, (T)=0,01.

« Chez les individus non malades, 98 % des tests sont

négatifs. Il s'agit de la probabilité de I'événement T

conditionnée par 'événement M. Py; (T) = 0,98..

a.Faux:P(TnM)=0,01x0,99=0,0099.

b. Faux : M et M formant une partition de I'univers,

P(T)=P(TAM)+P(TnM)
=0,01x0,01+0,99%x0,98=0,9703.

c. Vrai:P(T)=1-P(T)=0,0297.

d. Faux. On cherche la probabilité que l'individu soit

malade sachant que le test est positif, soit Py (M) .

PMAM)_0,0099 1

P(T)  0,0297 3°

D’apres la définition Pt (M) =

EE] Compléter les arbres

a. W
A A
/NN
B B B, B

P(B)=0,13
estimpossible
car P(BMNA)=0,21

et 0,21 >0,13.
0,21
b. 0,96 0,04
/\ PB(A)=0196ZM
P(B)

or P(B)=0,208

o,zoyAg,m o,zoyAQ,m
B B B B

dot PADB) 596
0,208
P(A N B)=0,96x 0,208 = 0,19968
b ()~ P(ACB) _0,19968 _ (.

~ P(A) 0,96
P,(B)=1-0,208=0,792.
A et A formant une partition de l'univers,
P(BNA)=P(B)-P(ANB)=0,208—-0,19968
P(BNA)=0,00832
P(BNA) 0,00832
P; (B) = ( — ) =
~ P(A) 0,04
D'ou P;(B)=1-0,208=0,792.
(Les événements A et B sont indépendants. Voir Activité 5.)

=0,208.

CHAPITRE 6 Probabilités 9



Algorithme

[} La deuxiéme ligne du programme permet de calcu-
ler P(BNA).

La troisieme ligne calcule P(BNA).

F1 Le programme calcule la probabilité P(B) , suivant
la propriété, si A et A formant une partition de I'univers
alors, P(B)=P(BNA)+P(BNA).

3]

PROGRAM: PROBA :Dize "Plnon(A>
tPromet WY, 2 et B)", .

£ bk al) Disp "PCBX":W
F 1=Kk ZHY SUAUWST

£ LI+ iPause .
ﬁﬂasp "PC(A et BY| |:Dise "PBCADT.T

£ =

On ajoute une Pause avant la derniére ligne afin d’avoir
le temps de lire les deux premiers résultats.

I3 Application

D'apres I'énoncé, on entre dans la calculatrice, X= 0,65

Y=0,20etZ=0,30.

a. A et A formant une partition de I'univers, la probabi-

lité de gagner un séjour en thalasso thérappie est :
P(B)=0,238.

b. Sachant que le candidat a gagné un %=70. 65
séjour en thalassothérapie, la probabilité vfga. 2
que ce soit un séjour d’'une semaine est £=78.3
Ps(A)=0,55.
P<A et B> 13 Finon(A> et B)
P(nonCA) et B) PCBD ’
P(B) S 1259
- 235 .99319148%94
Fait Fait

[35 Covoiturage

[l a. Repérer, dans I'énoncé, les événements qui for-

ment une partition de l'univers. Ici, C et C, ainsi que le

mot « parmi ».

« Parmi les personnes pratiquant le covoiturage, ... » :

on a donc une probabilité conditionnée par C et :
Pc(E)=0,72.

« Parmi ceux n'ayant jamais pratiqué le covoitu-

rage, ... » : on a donc une probabilité conditionnée par C

et P=(E)=0,84.

b. Arbre ci-dessous.

0,67 0,33
C C
Q7§/ \%28 03j/ \%16
E E E E
ENC

E1 a. On interroge une personne de I'ensemble des
inscrits.

Cette personne doit pratiquer le covoiturage et penser
gu'il permet des économies financiéres.

On demande donc P(ENC):

P(ENC)=P(E)xP(C)=0,67x0,72=0,4824.
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b.P(ENC)=P:(E)xP(C)=0,33%0,84=0,2772.

C'est la probabilité qu’une personne pratique le covoitu-
rage et pense que le covoiturage permet des économies.
c. On ajoute les produits des probabilités situées sur les
branches arrivant a E :
P(E)=P(ENC)+P(ENC)=0,4824+0,2772=0,7596 .
75,96 % des personnes inscrites sur le site pensent que
le covoiturage permet des économies financiéres.

El a. P(E)=1-P(E)=0,2404.

b. Lensemble de référence estE .

On calcule une probabilité conditionnée par E :
P(ENC) 0,28x0,67

P.(C)=
e(C) P(E) 0,2404

=0,78.

k[ Orientation post Bac

[ On consideére I'univers E des étudiants titulaires d’'un
Bac.

Soit B I'événement « étre titulaire d'un bac général » et
I I'événement « étre admis en BTS ou en IUT ».

Parmi les étudiants ayant un bac général, 13 % sont
admis en BTS ou IUT.

Il sagit de la probabilité de I'événement I conditionnée
par événement B: P3(1)=0,13.

Parmi les étudiants titulaires d'un bac professionnel ou
technique, 31 % sont admis en BTS ou IUT. (Cette der-
niére donnée n'était pas donnée dans Iédition 1.) Il s'agit
de la probabilité de I'événement 1 conditionnée par
I'événementB: Pg(1)=0,31.

0,7166 0,2834
B B
o,13/ \),87 0,31/ w,w
I I I T

6500

22938
menta 1, P(B)=0,7166.
puis on complete les probabilités des branches du deu-
xiéme niveau par complémenta 1.
Pg(I)=1-Pg(I1)=0,87 et P;(I)=1-P;(I)=0,69.
F1 Lensemble de référence est l'univers des étudiants
titulaires d'un Bac.
On calcule la probabilité P(B " 1), en effectuant le pro-
duit des probabilités situées sur les branches passant
parBetI:
P(BNI)=Pg(I)xP(B)=0,13x0,7166=0,093158 .
El Les événements B et B formant une partition de I'univers,
on calcule la probabilité P(I) en ajoutant les produits
de toutes les probabilités situées sur les branches arri-
vantal.
P(I)=P(InB)+P(INB)=0,13%0,7166+0,2834x 0,31
=0,18012.
[ Lensemble de référence est I'ensemble des étu-
diants admis en BTS ou IUT, il s'agit donc de la probabi-
lité de I'événement B conditionnée par I'événement I :

p.(B)="ULNB) 45175

On calcule P(B) = ~0,2834, donc, par complé-
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Taux de participation a un scrutin

On peut construire un arbre pondéré représentant la
situation.
Electeurs

0,38 0,43 0,19

A B C
o\ o\ e\
Vv Vv Vv

Le groupe A comprenant les électeurs de moins de
35 ans, représente 38 % de I'ensemble des électeurs :

P(A)=0,38.
Le groupe B comprenant les électeurs de 35 a 60 ans,
représente 43 % de I'ensemble des électeurs :

P(B)=0,43.
Le groupe C comprenant les électeurs de plus de 60 ans,
représente 19 % de I'ensemble des électeurs :

P(C)=0,19.
On place ces probabilités sur les branches du premier
niveau de l'arbre.
Les taux de participation pour chacun des groupes est :
81 % dans le groupe A, 84 % dans le groupe B, 69 % dans
le groupe C. Il s'agit des probabilités de I'événement V
conditionnées par les événements A, B, C.
P,(V)=0,81;Pg(V)=0,43;P-(V)=0,69. Ces probabili-
tés sont placées sur les branches du deuxiéme niveau.
[l a. L'ensemble de référence est I'univers de tous les
électeurs, on calcule la probabilité P(A V) en effec-
tuant le produit des probabilités situées sur les branches
passant parAetV.
P(ANV)=P,(V)xP(A)=0,38x0,81=0,3078.
b. Calculer le taux de participation, revient a calculer
P(V).
Les événements A, B et C forment une partition de l'univers,
on calcule la probabilité P(V) en ajoutant les produits
des probabilités situées sur les branches arrivantaV,
P(V)=P(VNA)+P(VNB)+P(VNCQ)

=0,38x0,81+0,43x0,84+0,19x%0,69=0,8001 .

Le taux de participation est d'environ 80 %.
F1 Lensemble de référence est 'ensemble des bulletins
dépouillés, il s'agit donc de calculer la probabilité de
B U C conditionnée par V.

PV(BUC):P(BK\V)+P(C0V)
P(V)
~0,43x0,84+0,19%x0,69
0,8001

=~0,6153.

EE] Lancement d'un nouveau produit

C est I'événement « la personne connait le produit » et
A, I'événement « la personne achéte le produit ».

La probabilité qu'une personne connaisse ce nouveau
produit aprés x semaines de publicité est

P(C) = p(x)

= ou x est un nombre réel positif.
6x+4
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Si une personne connait le produit aprés x semaines, la
probabilité qu'elle achete ce produit est 0,8. Il sagit de
la probabilité A conditionnée parC; P-(A)=0,8.

Si une personne ne connait pas le produit, la probabilité
qu'elle achéte ce produit est 0,2. Il sagit de la probabi-
lité de A conditionnée par C; Pz (A)=0,2.

On compléte les probabilités sur les branches d'un
méme niveau par complémenta 1.

El a. Voir ci-dessous.

p(x) 1-px)

C /\ C
03/ N0z 0/\8
A A A A

b. On calcule la probabilité P(A N C) en effectuant le
produit des probabilités situées sur les branches pas-
sant par C et A.

P(ARC)=P(C)xPc(A)=08x X 4x

6x+4 6x+4
F1 C et C forment une partition de l'univers, on calcule
la probabilité P(A) en ajoutant les produits des proba-
bilités situées sur les branches arrivant a A.
P(A)=P(ANC)+P(ANC).

P(A)=08x % +0,2><(1— SX)
6x+4 6Xx+4
_ 4x x+4 4x+0,2x+0,8
6x+4 " 6x+4 6x+4
4,2x+0,8 2,1x+0,4
q(x)= = '
6x+4 3x+2
El a. Pourtoutxe [0;+oo[, q(x):w.
3x+2
q,(x)_2,1(3x+2)—3(2,1x +0,4) 3
(3x +2)2 (3x+2)2

g’(x) > 0 donc la fonction g est strictement croissante
sur l'intervalle [0; +oo].
2,1x+0,4
3x+2
< 2,1x+04>15x+1
< 06x>06 © x>1.
Apreés la premiere semaine de publicité, plus de la moi-
tié des personnes connaissent le produit.

b.q(x)>05 < >0,5

EX) Sondage pour la construction

d'un barrage

[l a. C est I'événement « la personne interrogée est
contre la construction » et E I'événement « la personne
interrogée est écologiste ».

ow%

C C
0y N3 03/ N\
E E E E

Par lecture de I'énoncé, P(C)=0,65 et P-(E)=0,70.
Pz (E) est la probabilité d'interroger une personne
écologiste parmi celles favorables a la construction du
barrage. D'apres lI'énoncé, P: (E)=0,20.

On compléte les probabilités sur les branches d'un
méme niveau, par complément a 1.
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b. Pour calculer la probabilité P(E m C), on effectue le

produit des probabilités situées sur les branches pas-

santparCetE:

P(ENC)=P(C)xP-(E)=0,65x%0,7=0,455.

Les événements C et C forment une partition de l'univers,

on calcule la probabilité P(E) en ajoutant les produits

des probabilités situées sur les branches arrivant a E.
P(E)=P(ENC)+P(ENC)
P(E)=0,65x%x0,7+0,35%0,2=0,525.

c. Lensemble de référence est I'ensemble des écolo-
gistes.
Il s’agit de la probabilité de C conditionnée par E,

PENC) 0,455 13
Pe()=2E0E 05 _ 13,
P(E) 0,525 15

F1 a. On reconnait la répétition de trois épreuves de
Bernoulli identiques et indépendantes, de succes « La
personne est contre la construction du barrage », de
probabilité p=P(C)=0,65.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de personnes
contre la construction du barrage, X suit la loi binomiale
B(3;0,65).

3
P(X=2)= 2 ] X 0,652 x 0,35=0,443625 .

La probabilité d'obtenir deux personnes contre la
construction du barrage est environ 0,44.

b. Soit n le nombre de fiches tirées. Y est la variable
aléatoire égale au nombre de fiches tirées. Y suit la loi
binomiale % (n;0,65).
L'événement « obtenir au moins la fiche d'une personne
contre la construction du barrage » est I'évenement
contraire de l'événement « obtenir aucune personne
contre le barrage ».
P(Y=1)=1-P(Y=0)=1-0,35".

On résout l'inéquation 1—0,35">0,999.

0,357 < 0,001 < nIn(0,35) <In(0,001)
or In(0,35) <0, doncil faut changer le signe de l'inéga-
lité lors de la division par In(0,35).

n>M < n>6,58,s0it n>7.
In(0,35)
Il faut prendre plus de 7 fiches pour que la probabilité
d'obtenir au moins une personne contre la construc-

tion du barrage soit supérieure a 0,999.

Remporter le gros lot

V, \Z

o,y QJ 0,3/ VJ

Va2, Vo Y vz

mpz N\ /

Ours en peluche

L'urne U, contient 2 billes vertes et 8 billes rouges toutes
indiscernables au toucher. P(V;)=0,2.
L'urne U, contient 3 billes vertes et 7 billes rouges toutes
indiscernables au toucher. P, (V;) = PW (V,)=0,3.
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EF On calcule la probabilité de gagner un lecteur MP3
en effectuant le produit des probabilités situées sur les
branches passant parV, etV,:
P(V,NV,)=0,2x0,3=0,06.
Dong, la probabilité de gagner un lecteur mp3 est
p=0,06.
F1 On calcule la probabilité de gagner un ours en
peluche en ajoutant les produits des probabilités
situées sur les branches passant parV; et V, ou V; etV,.
P(V,"V,)+P(V;nV,)=02x0,7+0,8x%0,3
=0,14+0,24=0,38.
La probabilité de gagner un ours en peluche est 0,38.
El a. On note X la variable aléatoire égale au nombre
de personnes gagnant un lecteur mp3.
n personnes participent a la loterie un jour donné et
jouant une seule fois. On reconnait la répétition de n
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de
succes « la personne gagne un lecteur mp3 » de pro-
babilité p=0,06.La variable aléatoire X suit la loi bino-
miale &B(n;0,06).
L'événement « obtenir au moins une personne ayant
gagné un lecteur mp3 » est I'événement contraire de
I'événement « obtenir aucune personne ayant gagné
un lecteur mp3 ».
p,=P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,94".
b. On résout I'inéquation 1-0,94" = 0,99 qui équivaut
alinéquation 0,947 <0,01.
nin(0,94) <1In(0,01) or In(0,94) <0
In0,01
In0,94
Au moins 74 personnes doivent jouer pour qu'il y ait
99 % de chances qu’au moins un des joueurs gagne un
lecteur mp3.

donc n=

,soit n=174.

B3] Carte des desserts

«M l'évenement : « Le client prend un assortiment de

macarons » ;

«T I'événement : « Le client prend une part de tarte

tatin »;

« P I'évéenement : « Le client ne prend pas de dessert » ;

« Cl'événement : « Le client prend un café ».

Un assortiment de macarons est choisi par 50 % des

clients, donc P(M)=0,5.

Une part de tarte tatin est choisie par 30 % des clients

donc P(T)=0,3.

20 % des clients ne prennent pas de dessert, donc:

P(P)=0,20.0n place ces probabilités sur les branches

du premier niveau.

Parmi les clients ayant pris un assortiment de macarons,

80 % prennent un café, il sagit de la probabilité de I'évé-

nement C conditionnée par I'événement M :
Pu(C)=0,8.

Parmi les clients ayant pris une part de tarte tatin, 60 %

prennent un café, il s'agit de la probabilité de I'événe-

ment C conditionnée par I'événement T: P;(C)=0,6.

Parmi les clients n‘ayant pas pris de dessert, 90 %

prennent un café, il s'agit de la probabilité de I'événe-

ment C conditionnée par I'événement P: P,(C)=0,9.
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[l On peut compléter les probabilités sur les branches
du niveau 2, par complément a 1.

0,5 0,2
0,3

M T P
08 06 0,9
&/ NN TN
0,40\ / /

0,76

F1 a. Lensemble de référence est I'univers. On calcule
la probabilit¢ P(M n C) en effectuant le produit des
probabilités situées sur les branches passant par M et C.

P(IMNC)=Py(C)xP(M)=0,5%x08=0,40.
b. Les événements M, T et P forment une partition de
I'ensemble des clients, on obtient la probabilité P(C)
en ajoutant les produits des probabilités situées sur les
branches arrivant a C.
P(C)=P(MNC)+P(TNC)+P(PNC)

=05%x08+0,3x%x06+0,2x0,9

=04+ 0,18+0,18.
P(C)=0,76. La probabilité que le client prenne un café
est égale a 0,76.
E1 Soit X la variable aléatoire égale a la somme dépen-
sée par le client. Pour obtenir les valeurs de X, on com-
plete I'arbre par les sommes dépensées.

0,5 0,2
0,3

M T P
A AN A
C C C C C C
26€ 24€ 27€ 25€ 20€ 18€

Les probabilités d'obtention des différentes valeurs se
calculent par le produit des probabilités situées sur les
branches correspondantes.
La loi de probabilité de la variable aléatoire X est don-
née par le tableau suivant :

X; 18 20 24 25 26 27

P(X=x;) | 0,02 | 0,78 | 0,10 | 0,12 | 0,4 | 0,18

E(X)=0,02x18+0,18x20+0,10x24+0,12x 25
+0,4%x26+0,18x27
=24,62.
Pour un grand nombre de clients, la somme moyenne
dépensée est de 24,62 euros.

[42) L'otarie jongleuse
E¥ a. Py (B,.)=03; P5 (B, ;)=09.
b. Voir schéma ci-dessous.

Bn+1

Bn+1

Bn+1

Bn+1
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¢. Ensuivant les branches arrivanta B, . ; :
P(B,.,)=03xP(B,)+0,9x%xP(B,).

E1 Onobserve quelesvaleursdeP (B, )etP(B,) se stabi-
lisent a 0,5625 et 0,4375 et ceci, quelles que soient les
valeurs initiales.

E a. u,,=03xu,+09(1-u,)=-06u,+0,9.

b. Pour montrer que la suite (t,) est géométrique, on
exprime t,,, enfonctiondet,:

9 9
tn+1=Un+1 —E=—0,6un+0,9—g

27 9
=—06u,+=-=-0,6{u, -—=|=-06¢,.
" 80 (” 16) n

Donc, par définition, la suite (t,) est géométrique, de

i 9 7
raison g=-0,6 etde 1°" terme u0=1—gzg_

Ainsi, pour tout entier n :

7 7
t =t,Xxg"=—x(-0,6)"=—x(-1)"x(0,6)"
n=toXq P ( ) > (-1)"x(0,6)
9 7 9
et u=t +—=(-1)"x—x(0,6)"+—.
" 16 (=1 16 (06) 16

1 D’aprés le tableur (ou la calculatrice) :
u,<0,6 apartirde n=5.

Al B C Y -
I‘-n -"
n P(B,) P(NonB, }P Br  Plucnen
1 (Bnii) [E.']H ]'
- R 0 03 09

26 24 0562502 0437498
27 25 0,562499 0437501
28 26 0562501 0437499
29 21

H a. lim(0,6)" =0, car 0<06<1.

N—+oo

Donc limt,=0et limu, = %: 0,5625.

n—+oco N—+oco
b. Quand on lance un grand nombre de fois de suite le
ballon a l'otarie, elle a 9 chances sur 16 de le rattraper.
Le comportement a l'infini de la suite (u,) est indé-
pendante de la valeur du premier terme de la suite, car
(0,6)" tend vers 0 quand n tend vers +oo .

Cette limite est égale a % quelle que soit la probabilité

que l'otarie rattrape le ballon au premier lancer.

YE] Lancers successifs de dés

R est I'événement « le dé est rose ».
S est I'événement « on obtient six au lancer du dé ».
Le dé rose a deux fois plus de chance d'étre choisi que le
dévert:P(R)=2P(R) et les événementsR et R forment
une partition de I'univers, donc P(R)+P(R)=1,
soit P(R)+2P(R)=1.

s sy 2
D'ouP(R)= 3 et P(R)= 3
Le dé rose cubique est parfaitement équilibré et les
faces sont numérotées de 1 a 6. Il s'agit donc la probabi-
lité de I'événement S conditionnée par I'événement R :

1
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Le dé vert cubique a deux faces portant le numéro 6 et
les autres le numéro 2. Il s'agit donc la probabilité de
I'événement S conditionnée par I'événementR:

1
On place ces probabilités sur les branches de niveau 2.
On compléte les autres branches par complémenta 1.

2
R
R
1/ \2 1/ \5
3/ \3 6/ \6
s s s 5

b. Lensemble de référence est I'univers, on calcule donc
la probabilité P(S m R) en effectuant le produit des
probabilités situées sur les branches passant parRetS;

1.2 1
P(SNR)=P(S)XP(R)== x==—.
f 63 9
c. Les événements R et R forment une partition de I'uni-
vers, on calcule la probabilité P (S) en ajoutant les pro-

duits des probabilités situées sur les branches arrivant

as.

P(S)=P(SAR)+P(SAR)=tx 24 x1-1,1_2
6 3 3 3 9 9 9
d. Lensemble de référence est I'événement S. il s'agit de
la probabilité de I'événement R conditionnée par l'évé-

nementS:

- P(SNR

P.(R) _PENR)
P(S)

oI N[O =
N

b. Les lancers successifs d'un méme dé sont une répé-
tition de deux épreuves identiques et indépendantes.
D'apres le principe multiplicatif, pour obtenir la proba-
bilité d'obtenir deux fois le six, on effectue le produit
des probabilités situées sur les branches passant deux
fois par S, donc par S, et S, .

Pour obtenir la probabilité d'obtenir deux fois un six
et d'avoir choisi le dé rose, on calcule la probabilité
P(RNS;NS,) en effectuant le produit des probabilités
situées sur les branches passant par R, S; et S, .

P(RmS1mSZ)=lexl=i.
3 6 6 54
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c. Pour obtenir la probabilité d'obtenir deux fois un
six et d’avoir choisi le dé vert, on calcule la probabilité
P(RNS,NS,) en effectuant le produit des probabilités
situées sur les branches passant parR, S, et S, :

PRAS, NS)=axixto1
3 3 3 27
De plus, les événements R et R forment une partition de
I'univers B
P(S;nS,)=P(RNS;NnS,))+P(RNS;NS,)
1 1 3 1
=t —=—=—),
54 27 54 18
d.Lensemble de référence est I'événement S; NS, . I
s'agit de calculer la probabilité de I'événement R condi-
tionnée par I'événement S; N S, :
1

_ PRNS;NS,) 27 1 2

P Rj=——1 2027 _ ___«18=2,

51, (R) P(S,NS,) 1 27 3
18

On lance n fois le dé choisi.

Les événements R et R forment une partition de l'uni-
vers. Les lancers successifs du dés étant une répétition
de n épreuves identiques et indépendantes, d'apres le
principe multiplicatif, on obtient la probabilité d'obte-
nir n fois le six en ajoutant les produits des probabilités
situées sur les branches passant parR,S,,S,,... S, ou
R,S,S,,...S,.
P(S;,nS,n...S,)=P(RnS;nS,n...S,)
+P(RNS;nS,N...S,)

el Gl
==x|=] +=x[=] .
3 16/ 3 1\3
a. |l s'agit de calculer la probabilité de I'événement R

conditionnée par I'événementS; NS, N ... S, :

. (ﬁ)_P(ﬁmSM\---Sn)
S1f0s0 sy _p(s1mszﬁ...5n)

1\
2><(—)+1
2

2 (1\" v (1)
b.p,<0001 & —x|=| +=x|=] =<0,001.
3 16 3 13

A I'aide de la calculatrice, on obtient n=6.

- [ Tey oty g
i. i

=k
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D) Accompagnement personnalisé

Exercice guidé
U[44 B a. On repere 01 0,4

: dans I'énoncé les évé- 0,5

¢ nements formant une M C Vv

: partition de l'univers : (> 0,2 0,6
S M,CV. / \ / / \

: b.Parmi les condue- A A A A A A
teurs de motos, 20 % sont abonnés donc P, (A)=0,2.
: H a. On calcule la somme des produits des probabilités
. placées sur les branches arrivant 3 A :

: P(A)=P(ANM)+P(ANC)+P(ANYV)

: =0,1x0,2+0,5%x02+0,4%x(1-0,6)=0,28.

: b. Lensemble de référence est I'ensemble A des abonnés.
¢ On demande donc de calculer une probabilité condi-
: tionnée parA:

: P (M)=PAOM) 0,02 _ 1

: P(A) 0,28 14

: H On a la répétition de 4 épreuves de Bernoulli, iden-
tiques et indépendantes, de probabilité de succes :

: p=P(A)=0,28.

Revoir les outils de base

Savoir utiliser les propriétés
de la moyenne

Kl La dépense moyenne est égale a:
2x33+65+3x19 _ 188 _ 94

2+1+3 6 3
La dépense moyenne d’Anouchka est d'environ 31,33 €.
E1 On applique une remise de x euros sur chacun prix,
donc le prix moyen est diminué de x euros. La nouvelle
dépense moyenne d’Anouchka est 31,33 —x euros.
E On applique une remise de 20 % sur chacun des prix.
Chaque prix est alors multiplié par 0,8, donc, la dépense
moyenne est multipliée par 0,8.
La nouvelle dépense moyenne est égale a :
31,33 x0,8=25,064 soit environ 25 euros.
I3 On résout l'inéquation :
31,33 —x =< 25,064 & x=6,266.
Le montant des bons de réduction doit étre supérieur
a 6,27 euros pour que leur utilisation soit plus avanta-
geuse que la remise de 20 %.

X =

M3 Savoir appliquer les propriétés
de la moyenne au calcul de I'espérance

K E(X)=0%x045+2%0,35+3x0,10+5x0,09+10x 0,01
=1,55.

Le gain moyen du joueur est égal a 1,55 euros.

E1 Chacun des gains est multiplié par 2 donc le gain

moyen est multiplié par 2. E(Y)=3,10.

Le nouveau gain moyen est égal a 3,10 euros.

El Le joueur a misé m euros, donc chaque gain est

diminuédem. Z=X-m.
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..................

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de véhi-
cules abonnés. X suit la loi binomiale %(4;0,28).

a. D'apreés la calculatrice : :

P(X=2)~0,244 %h-:-MFdF-(-‘-hEI.EB,
b.P(X=1)=1-P(X=0) « 24383036
—1-(0,72) [1-B.72"4

~0731 73126144

I3 a. Soit S la variable aléatoire égale au montant payé
par le conducteur. 4—-0,2x4=3,2.

Dou: P(S=3,20)=P(CnA)=0,5%x0,2=0,10.

b. La loi de probabilité de S s'obtient a I'aide de I'arbre
précédent. Les valeurs de S tiennent compte ou non de
la réduction.

Montants; | 1,60 | 2 | 320 | 4 | 280 | 3,50
P(S=s;) 0,02 | 0,08 | 0,1 04 | 0,16 | 0,24
c. Lespérance de S est :
E(S)=1,6x0,02+2x0,08+32x0,1+4x0,4
+2,8%x0,16+3,5%x0,24=34.
La somme payée en moyenne par véhicule est de 3,40 €.

Le gain moyen est diminué de m euros.
E(Z)=E(X)-m=1,55-m.

Le jeu est équitable lorsque :

E(Z)=0 & 155-m=0 & m=1,55.

Le joueur doit miser 1,55 euros au début du jeu pour
que le jeu soit équitable.

Savoir reconnaitre et utiliser
les coefficients binomiaux

El a. On construit un arbre a trois niveaux.

B S
AN
B S B S
016/ \)’4 016/ \)14 016/ \)14 0’6/ ¥)14
B S B S B S B S

b. Il'y a un seul chemin comportant trois succes.
3
3
[l'y a trois chemins comportant deux succes.
3
2
[l'y trois chemins comportant un seul succes.
3
1

=1.

=3.

=3.
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c. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de suc-
cés, X suit la loi binomiale %(3;0,4),

P(X=2)=( i jx0,42><0,6=0,288.

E1 On ajoute un niveau a I'arbre pondéré.
a. Le nombre de chemins contenant exactement 2 succes

sur un arbre a 4 niveaux est[ : J

--------------------------

: Le candidat choisit d'ouvrir une des trois portes. Elles
sont équiprobables.

1 1
3 1 3

P-|ZC-| P2:C2 P3IV

\7
\N \N \N

&)
N
\Y Vv \' \'

Le présentateur ouvre une porte différente du choix du
¢ joueur et qui ne donne pas sur la voiture, par exemple :
. Sile candidat a choisi P alors, le présentateur ouvre soit
: P, soit P,. Le joueur sait qu'il y a la chévre C, en P, ou
: C,enP,.

: Puis, le candidat change ou non son premier choix, par
: exemple : Si le candidat a choisi P et le présentateur a
: ouvert P, le joueur peut changer ou non son choix. S'il
change, il demande P, et la chévre C, apparait. S'il ne
: change pas, il gagne la voiture. Si le candidat change
. d‘avis par rapport a son premier choix, la probabilité

: 1T 1 2

. gqu'il gagne la voiture est égalea —+—=—.

5 quilgag g 37373

. S'il ne modifie pas son choix, la probabilité qu'il gagne
: . T I

: lavoiture estégalea —+—=—.

: 6 6 3

Espérance de gain

[ a. 5 1

: 6 6

: S S

5 5 1 5 1
PosA 520 5200 °

L /e /N6 &/ \e

: S S S S S S

. b. Lila-Rose gagne 400 € si un « six » apparait et perd
: 100 € si un « non six » apparait. On définit X, la variable

: aléatoire égale au gain algébrique de Lila-Rose.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

Le nombre de chemins contenant exactement 3 succes

N 4
sur un arbre a 4 niveaux est( .

(1) ()

4 Combinaison 2
4 Combinaison 34

Les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :
{—300;200;700;800}.

La loi de probabilité de X est donnée par le tableau
suivant :

X; -300 200 700 800

3 2 2
oo (3 (3] (e
6 6 6 6 6
b. E(X) = —49,54 . E(X) £ 0, le jeu n'est pas équitable.
H a. 5 1
/\
S S
EX 1 3 1
7N 2
521 51 51 p
/% v ¥ X /N
S S S S S S 2 10
AAAN AN
0 1 0 10 1 0

1T 0 2 T 0 2
0 200 0 200 0O 14007000 200 0 1400700 0

srv=o-(2] > )32

ooy < (2T

Yi P(Y=y;)
0 P(Y=0)=0,777
2
200 3 X l)x(l)x(é) =~0,1736
2 6 6
2
700 2><(l) x(l) x(é)z0,01543
3 6 6
1 (1)
800 —x[—=] =0,00925
3 \6
2
1400 Zx(l)x(l) X(E)z0,0154
3 6
1 (1)
1600 —x[—=] =0,00925
3 \6

c. E(Y)=89,28.
Lila-Rose peut espérer gagner en moyenne environ
89 euros.
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&) Test de dépistage en agriculture

On note M lI'événement « Le plan est malade », A I'évé-
nement « le plant est arraché », T 'événement « le test
est positif ».

M
(y oy
A A
q?/\Q1 QV/\Q9
T T T T

Dans le champ d’'un producteur, 35 % des plants sont
malades, P(M)=0,35.
Parmi les plants malades, la probabilité qu'il n'arrache
pas un plant, est P,,(A)=0,1.
Parmi les plants sains, la probabilité qu'il arrache le plant
est Py (A)=0,2.

Parmi les plants malades non arrachés, la probabilité
que le test soit positif est Py, ~x(T)=0,9.

Parmi les plants sains non arrachés, la probabilité que le
test soit négatif est Py z(T)=0,9.

PIMNANT)
Pz -(M)= ————~
ant(M) P(ANT)
Les événements M et M forment une partition de l'univers.
P (M)= _P(MmAm_T) _
PMNANT)+P(MNANT)
0,0315 63

== =0,377.
0,0315+0,052 167

Parmi les plan non arrachés ayant un test est positif,
environ 37,7 % sont malades.
Soit p la proportion de plants malades dans le champ,
0,09p 0,09p 9p
Prnr (M) = - -2
0,09p+0,08(1-p) 0,01p+0,08 p+8

9
On résout p8 =05 9p=05p+4

8
85p=4 = p=—.
p p 17

La proportion de plants malades dans le champ doit
étre supérieure a 47 %.

) Réussir au Bac

3] Petite ou grande raquette ?

A «les courts sont occupés »;
B : «le couple joue au ping-pong ».

H a. 0,8/\0,2
A A

07/ N3 03/ \07

B B B B

b. La probabilité que tous les courts soient occupés

quand on na pas réservé est P(A)=0,8.

Si les courts sont occupés, il joue au ping-pong dans

70 % descas: P,(B)=0,70.

Si les courts ne sont pas tous occupés, il joue au ping-

pong dans 30 % des cas: Pz(B)=0,30.

c. On calcule la probabilité P(A n B) en effectuant le

produit des probabilités situées sur les branches de

I'arbre P(ANB)=0,70%x0,80=0,56.

d. Les événements A et A forment une partition de I'uni-

vers. On calcule la probabilité P (B) en ajoutant les produits

des probabilités situées sur les branches arrivant a B.

P(B)=P(AnB)+P(ANB)
=0,7x08+0,3%x0,2=0,56+0,06=0,62.

E1 On calcule Pg(A) = P(ANB) _ 0,56 _28

P(B) 0,62 31

EX On reconnait la répétition de trois épreuves de Ber-

noulli de succes « le couple joue au ping-pong » de pro-

babilité p=0,62.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de couples

jouant au ping-pong.

X suit la loi binomiale %(3;0,62).

P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,382=0,8556.
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B Citoyen européen

I} H:«laréponse est celle d'un homme »;

F : «la réponse est celle d'une femme »;

S:«laréponse est un systéme de protection social euro-
péen ».

P(F)=0,52 donc P(H)=0,48.

31 % des femmes interrogées et 34 % des hommes inter-
rogés ont répondu qu’un systeme européen de protec-
tion sociale serait I'élément qui renforcerait le plus leur
sentiment d’étre un citoyen européen.

Onadonc Pc(S)=0,31 et P,(S)=0,34.

o,ws

F H
o,3y Q,@ o,3y Q,e
S S S S

Les événements F et H forment une partition de l'univers.
On calcule la probabilité P(S) en ajoutant les produits
des probabilités situées sur les branches arrivant a S.
P(S)=P(FNS)+P(HNYS)

=0,31x0,52+0,34x0,48
P(S)=0,3244.

E1 On a la répétition de trois épreuves de Bernoulli de
succes « la réponse est un systéme de protection social
européen » de probabilité p=P(S)=0,3244.
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de succés,
X suit la loi binomiale % (3;0,3244) .
P(X=2)=P(X=2)+P(X=3)

=3x0,32442x0,6756 + 0,3244> .
P(X=2)=0,2474.
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[53| Espérance de gain dans un jeu vidéo

[} a. Les boules ne sont pas remises dans le jeu.
Ilya n+10 boules au départ sur I'écran.
Sile joueur en atteint une, il enreste n+9.

_10 _n__
(n+1M+10)

(n-1)

n+9)/ \n+9 (n+9y 1\(n+9)
B,

B> V)
+4 +2 3 -3+2 -3-3
X est la variable aléatoire égale au gain algébrique du
joueur. Lévénement { X=—1}est réalisé lorsque B, et V,
ou V, et B, sont réalisés.

b. P(B, mvz)zm—n.D’oU
(n+10)(n+9)
P(X=-1)=P(B;nV,)+P(B;NV,)
_ 10n . 10n
(n+10)(n+9) (n+10)(n+9)
_ 20n
(n+10)(n+9)’

c. Les valeurs prises par le gain algébrique X du joueur
sont: —6;—1 et 4.En suivant les branches de I'arbre, on
calcule les probabilités de chacun des gains.

Tableau de la loi de probabilité de X :

X; —6 =1 4
oy n(in=1) 20n 90
(X=X) 51000 +9) | (n+10)(n+9) | (n+10)(n+9)

Lespérance de gain du joueur est :
—6n2 —
E(X) = 6n 14n+360.
(n+10)(n+9)
Onrésout E(X) >0 < —6n2—14n+360>0

2
& —9<n<?O.D’oU n<7.
F1 Répétition de 20 épreuves de Bernoulli identiques et

indépendantes, de probabilité de succés p = 1 .

Y suit la loi binomiale %(20;%).

(20) 1 2 3 18
a.P(Y=2)= x(—) x(—) ~ 0,067 .
2 4 4

3 20
b.P(Y21)=1—P(Y=O)=1—(Z) ~0,997.

c. Y suit la loi binomiale %( N; %)

3\N
P(Y/1)=1—P(Y=O)=1—(Z) .

On résout l'inéquation :
3\" 3\"
1 —(—) >099 < (—) <0,01.
4 4
In0,01
> '
2)
In| =
4
17 boules au minimum doivent apparaitre pour que la

probabilité d’atteindre une boule bleue soit supérieure
a0,99.

donc N=17.

3
Or |n(z) <0< N
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Tirage avec remise ou sans remise
El Premier jeu 4 (n-4)

SN
(n-4)
(n—1/ n—1/
G G

(n-1)
On tire deux billets d une enveloppe contenant n billets,
successivement sans remise.

(n-5)
(n-1)

4 3 4
P(G,)=—; Pg (G,)=——; P=(G,)=——
(G)=—; Pg,(Gy)=—"; Pg (Gy)=——
P(G,NG,)+P(G,NG,)

4 n-4 n-4 4 8n—-32

=— + X = .

n n-1 n n-1 n(n-1)

La probabilité d'obtenir exactement un billet gagnant
. . 8(n—4)
estégalea ——.
n(n-=1)

E1 Second jeu

a. On tire successivement et avec remise deux billets
dans l'enveloppe. On reconnait la répétition de deux
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, de

. . . _ 4
succes « obtenir un billet gagnant », de probabilité p=—.
n

On définit X la variable aléatoire égale au nombre de

billets gagnants, X suit la loi binomiale % (2 ; i) .

n
b.P(X=1)=(?)x

4) (n—4) 8(n—4)
—|x = .
n n n2

c. L'événement « obtenir au moins un billet gagnant »
est I'événement contraire de l'événement « obtenir
aucun billet gagnant » :

P(X>1)=1—P(X:0)=1—(

n—4)2
- .
El a.Pourtoutréel xe [4;4],

8(x—4) 8(x-4)
f)=g(x)= x(x—=1) X2

8x(x—4)— 8(x-1)(x—-4) 8(x-4)

Bl x2(x—-1) _XZ(X—1).

Surlintervalle [4;+o[,0nax=4,donc:
f(x)—g(x)=0 < f(x)=g(x).
b. Le premier jeu est donc plus avantageux.
1 a.Pourtoutréel xe[4;+«[,0na:
8(x—4) 8 _8(x-4) 8(kx-1) 24
x2(x—=1) x? - x2(x—1) xz(x—1)_ x2(x—=1)"

Ce quotient est négatif, pour tout réel x e[ 4; +oo [,
doncona:

8(x-4) 8 _ ., 8(x-4) _8
x2(x-=1) x2 x2(x-1) x?2
b. Pour obtenir, f(x)—g(x) < 0,01, il suffit de résoudre :

8 0,01 < x2> 800
X2

puisque x > 0, on obtient x >20+/2.

c. Il faut placer au moins 29 billets dans l'enveloppe
pour que les deux jeux soient considérés comme équi-
valents.
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E a. Pour le premier jeu
Loi de probabilité de la variable aléatoire X

X; 0 1 2
P(X=x)) (n—4)(n-5) 8n—-32 12
n(n-1) n(n-1) n(n—-1)
8
E(X)=— .
() n(n—-1)
. 4 8
b. Pour le second jeu, E(X)=2x—=—.
n n

Apres un grand nombre de parties, le premier jeu est
défavorable au joueur, alors que le second jeu est favo-
rable au joueur.

3 Approche de la loi binomiale

[l a. On reconnait la répétition de 1 000 épreuves
de Bernoulli identiques et indépendantes, de succes
« obtenir une feuille utilisable », de probabilité p=0,8.
X suit la loi binomiale % (1000;0,8).
E(X)=1000x0,8=800.

b.V(X)=np(1-p) Eiggnl;dP(IEEErE.
=1000x0,8x0,2 T epes3s2322
=160. binomFde (1888, 4,
g, 800
6(X) = JVX) = 410 . - 8315253612

c. P(X=775)~0,0045; binonFdr (106, 0.
P(X=800)~0,0315; e 8044093089
P(X=825)=0,0044; binomFREr(1606E. A

P(775 <X < 825)~0,956.

« 2 225 )=-binonFR&
PC1OB6,0,.8,7rd)

F1 Soit la fonction f définie

sur R par:

. F563878925

1 ~(x-800)2
f(x)=————e 320

V3207

—(x—800
a.f'(x)=- 2(X 800) 320 &
320\/320n
f’(x) est du signe de —(x—800).
Sur l'intervalle ] —e; 800 ], f'(x) = 0, donc f est crois-
sante, et sur l'intervalle [800;+<o [, f'(x) < 0, donc fest
décroissante. f's'annule et change de signe en x=3800,

donc fadmet un extremum qui ici est un maximum.

b. f(800)=0,0315, donc f(800)=P(X=800).
f(775) = 0,00448 , donc f(775)=P(X=775).
f(825) =0,00447 ,donc f(825)=P(X=2825).
“ Y1
B0 0315y
77| odki7
I Aoyy?
=
c. Tableau de variation
X | —oo 800 +o0

f'(x) + 0 -

1
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El On peut approcher le calcul de la probabilité
P (775 = X < 825) par l'aire du domaine compris entre
la courbe, I'axe des abscisses et les droites verticales
d'équation x=775 et x=825.

Jrixidx= 85109217

825 -I —(X—800)2
P(775sXs825)zJ ———e 320 dx.
775 J320TW

D’aprés la calculatrice, P(775 <X < 825)=0,952.

3 Sportif ou mélomane ?

Partie A
S : « la question porte sur le sport » ; (erreur de notation
dans l'édition 1)
M : « la question porte sur la musique »;
E : « Océane répond correctement a la question posée ».
On sait que:
Un tiers des questions portent sur le théme Sport, les
autres portent sur le theme Musique donc
1 2
P(S) 3 etP(M) 3
- la probabilité qu’Océane réponde correctement a une

question Sport est P¢(E) = % .

- la probabilité qu'Océane réponde correctement a une
question Musique est P, (E) = % .
[} On peut construire un arbre de probabilité. On cal-
cule la probabilité P(M m E) en effectuant le produit
des probabilités situées sur les branches passant par M
etE.
3.2 1
P(MmE)—PM(E)xP(M)—4 X 373
F1 Les événements S et M forment une partition de
I'univers, on calcule la probabilité P(E) en ajoutant les
produits des probabilités situées sur les branches arri-
vantakE.
P(E)J=P(MNE)+P(SNE)==X=4+=-X—-= =—.
4 2 6 3
El L'ensemble de référence est maintenant I'événement
E, on calcule la probabilité de S conditionnée parE :
1 1

- —X_
p(s)=—0B _2 3 1
P(E) 12
3

1 On reconnait la répétition de quatre épreuves

de Bernoulli de succés I'événement E, de probabilité
2

p=P(E)==.

3

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réponses

correctes données par Océane, X suit la loi binomiale

]
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L'événement « Océane répond correctement a une
question au moins » est I'événement contraire de I'évé-
nement « Océane ne répond correctement a aucune
question ».

4
P(X=1)=1-P(X=0)=1 —(%) soit P(X=1)=0,9876.

PartieB
(1] 2
= E(5)
3
2
T _EQ
1 2
3 E < 3 _E®
’I J—
3 O E <_
1 TE(©)
3
E1 La loi de probabilité de la variable aléatoire Y égale
au nombre de points marqués par Océane est obtenue
en effectuant le produit des probabilités situées sur

les branches arrivant a chacune des valeurs prises parY :
0;1;2;5.

Points gagnés y; 0 1 2 5

1 2 2 2

P(Y=y, — = Z Z

Y=y 27 27 9 3
H E(X)=O><i+1><£+2><z+5><Z
27 27 9 3

_2,12,90 104
27 27 27 27
Aprés un grand nombre de répétitions du jeu, Océane

peut espérer gagner environ 3,85 points.

soit E(X)=3,85.

Préparer le printemps

A «Arielle a choisile sac 1 »;

B : «Arielle a choisile sac2 »;

Jn :« Arielle obtient n fleurs jaunes ».

[} On suppose quArielle choisit le sac 1. Elle tire succes-
sivement avec remise un bulbe du sac parmi 50 bulbes.
La probabilité pour qu'un bulbe du sac 1 donne un nar-

L . 1
cisse jaune est égale a 2

a. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fleurs
jaunes obtenues a partir de 50 bulbes du sac 1, X suit la

loi binomiale%(so;%).
b. E(X)=50><%= 12,5.

c. P(X=15)=0,089.

d.P(X>10)=1-P(X=<10).

ATaide de la calculatrice, on trouve P(X > 10)= 0,738.
e. La probabilité qu'Arielle obtienne n fleurs jaunes en
ayant tiré 50 bulbes du sac 1 est égale a:

n 50—-n -n
P(in)z(sojx(l) x(i) :(50jx350 |
n 4 4 n 450

F1 a. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de
fleurs jaunes obtenues a partir de 50 bulbes du sac 2,

Y suit la loi binomiale 973(50 ; %) .
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P(J,NB)=P(Y=n)

n 50—-n
5 GG e
n 2 2 n 250
50—
[50}(3 n
n 450
c. Les événements A et B forment une partition de l'univers :
P(J,)=P(J,NA)+P(J, NB)

( 50 j 350-n { 50 ] 1

= X + X —
n 450 n 250
( 50 J 350-n 4 250

= X

n 450

El a. Arielle a obtenu n fleurs jaunes, la probabilité que
ces fleurs viennent du sac 1 est :
P(J, NA)

[ 50 ] 350-n
X

n 450

PJn(A)= =

P(J,) ( 50 jx 350-n 4 250
n 450
350-n 350
- 350-n 4 250 - 350 4+ 250 % 3n
b.p,=09 < 3°0=0,9(3°0+250x3")
soit 0,1x3°°=0,9%x2°0%x 3",
0,1x 350
0,9 x 250

b.P(J,NA)=P(X=n)=

=3" < |n =nlin3.

9 x 250
350
In
n< 9 x 250
In3

D'ou n<1645.

Arielle a obtenu moins de 16 fleurs jaunes, la probabilité
que les bulbes viennent du sac 1 est supérieure a 0,9.

c. lim p, =0,car lim 3" =+oo,
n—+oo N—>+oo

] Vélos en libre service

C,,: «le vélo est au centre-ville aprés avoir été emprunté
par n usagers ». G, : «le vélo est a la gare apres avoir été
emprunté par n usagers ».

Onnote: c,=P(C,) et g,=P(G,).

[} a. La probabilité qu'un vélo soit déposé a l'agence
du centre-ville par le premier usager, sachant qu’il a été
pris ala gare, est P, (C;)=0,8.

b. Les événements C, et G, forment une partition de
I'univers. La probabilité qu’un vélo soit déposé au centre-
ville, aprés avoir été emprunté par un usager au centre-
ville ou a la gare, s'obtient en ajoutant les produits des
probabilités situées sur les branches arrivant a C,.
P(C,)=P(C;nCy)+P(C;nGy)=04x%x0,1+0,8x0,9

=0,04+ 0,72=0,76.
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c. P(G,)=1-P(C,)=0,24,al'aide del'arbre ci-dessous,
P(C,)=P(C,nCy)+P(C,NGy)

=P, (C)XP(Cy)+Pg, (Cr)xXP(Gy)
P(C,)=0,4x0,76+0,8x 0,24

=0,496.

Ch+1

Gn+1

Cn+1

Gn+1

b. En effectuant le produit des probabilités situées sur
les branches arrivanta C,,, ;, on obtient pour tout entier
natureln:
Cpi1 =P(Cphir)
=P(C,,,nC,)+P(C,.;)NG,)
=04xc,+08x%xg,.
Or g,=1-c¢, donc:
Chy1=04xc,+08x(1-c,)=-0,4c,+08.
EX a. Pour tout entier naturel n :

Vn+1 :Cn+1 _gz_ol4cn+018_§=_0,4cn+%

:—0,4((_'” - ;):—O,4Vn .

La suite (v,,) est géométrique de raison —0,4 et de premier

terme v,=0,1 _4. —2.
7 70 3

b. Pour tout entier naturel n, v,=—==x(-0,4)"

4 33 70
dou c,=——-=—=x(-04)".

7 70
c. c10=ﬂ—2x(—0,4)1°z0,5714.

770 4 33

d. Pour tout entier natureln, cn=7 - %x(—1 )"%x(0,4)"

. . 4
or lim 0,47 =0,donc lim ¢, ==.
N—+oco Nn—+oco

La probabilité que le vélo soit au centre-ville apres avoir
été emprunté par un trés grand nombre d’'usagers est

égale a 4
.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

] Fouilles archéologiques

V, : « le n-iéme sondage est
positif ». P(V,)=p,, .

Si un sondage est positif, le
suivant a une probabilité
d'étre aussi positif égale a
Py, (V,.1)=06. 1-Py=0
Si un sondage est négatif, v
le suivant a une probabilité

V-| 0,6 V2

p1=1

0,9

d'étre aussi négatif égalea Py-(V,,,)=09.
El a.V, et V, forment une partition de I'univers, pour
calculer la probabilité P (V,), on ajoute les produits des
probabilités situées sur les branches arrivanta Vv, .
P(V,)=P(V,nV,)+P(V,"V,)=1x0,6+0x09=06.
b. On en déduit que P(V,)=0,4; de méme que pour
P(V,), dou:
=Py, (V3) XP(Vy) + P (V3) X P(V;)
=06x06+0,1x04
=04.
E1 a. Voir ci-dessous.

b. On ajoute les produits des probabilités situées sur les

branches arrivant a Vv

Pni1=P(Vpiq) _
=P(V,;,;nV,)+P(V, ;N V,)
=0,6xp,+0,1x(1-p,)=05p,+0,1.

El La suite (u,) est définie, pour tout entier naturel n

nonnul, par: u, =p, —0,2.

a.u,,=pp,1—-0,2=0,5p,+0,1-0,2=0,5p, — 0,1

=0,5(p, —0,2)=0,5u, .

La suite (u,,) est géométrique de premier terme

u,=p,;—0,2=0,8 etderaison 0,5.

b.u,=0,8x0,5""1,dou p,=0,8x0,5""1+0,2.

€. pq1p=0,20156.

d.0<0,5<1 et 0,8>0,donclasuite (u,) est décrois-

sante. La suite (p,) a méme variation que la suite (u,),

donc elle est décroissante .

e.0<05<1,donc limu, =0,dou lim p, =0,2.

n—+oo Nn—+oo
Lorsqu'on effectue un grand nombre de sondages, la

probabilité qu'un sondage soit positif tend vers 0,2.

n+1*
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) Réinvestir...

60 ... en sociologie

Les francgais et la lecture
4 5

N
F H
g g
o [42]
S o

B M

%6
B

M A A
Kl D’aprés I'énoncé P(H)=@=E et P(F)=i.
270 9 9

E1 a.On calcule la probabilité P (H N A) en effectuant le
produit des probabilités situées sur les branches pas-
sant par H et A.
P(HNA) =§><0,37=3—7.
9 180

b. Les événements H et F forment une partition de I'univers.
On calcule P(B) en ajoutant les produits des probabilités
situées sur les branches arrivant a B.
P(B)=P(BNF)+P(BNH)
=i><0,36+§><0,26=ﬁ.

9 9 450
P(B)=0,3044.
c. On calcule la probabilité de I'événement H condi-
tionnée par I'événement B.

5
PBAH) 97 920 45
Po(H)= - SLER
P(B) 137 137
450

61 ... en médecine
Test de dépistage

E Voir ci-contre. M M
M : « la personne est 0,97 0,03 0,01 0,99
atteinte de la maladie » / \_ / \_
etT: «la personne choi- T\ T /T T
sie a un test positif ». 0,394
H a. La sensibilité du test est P,(T)=0,97.
b. La spécificité du test est P (T)=0,99.
H Les événements M et M forment une partition de
I'univers. On calcule la probabilité P(T) en ajoutant les
produits des probabilités situées sur les branches arri-
vantaT.
P(T)=P(TAM)+P(TAM)=0,97p+0,01(1-p)
=0,96p+0,01.
Or P(T)=0,394;donc p=0,4.
La probabilité que le test soit fiable est égale a :
P(TAM)+P(TAM)=0,97x0,4+0,99 % (1-0,4)
=0,99-0,02x0,4=0,982.
_P(TAM) 0,388 _ 194
P(T) 0,982 491
La valeur prédictive positive du test est environ égale a
0,395.

@ Py (M)
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62 ... en géographie

Répartition linguistique en Suisse

K Voir ci-dessous.
S : « étre de nationalité suisse »
0,18 0,82

S S
L) ) 9 “
o o
D F | R A D F I R A

E Les événements S et S forment une partition de
I'univers, on calcule la probabilité P(F) en ajoutant les
produits des probabilités situées sur les branches arri-
vantaF.
P(F)=P(FNS)+P(FNS)
=0,82x0,21+0,18 x0,18 =0,2046.

Onadonc P(F)=0,2.
El Lensemble de référence est 'événement F, on cal-
cule la probabilité de I'événement S conditionnée par
I'événement F,

P(FNS) 0,82x0,21 287
P(F)= = =—

P(F) 0,2046 341

soit, P¢(F)=0,8416.
3 On définit la variable aléatoire X égale au nombre
de passeports appartenant a une personne de langue
francaise. Il s'agit de tirages successifs avec remise, la
variable aléatoire X suit la loi binomiale %&(n;0,2).
P(X=1)=1-P(X=0)=1-0,8".
Onrésout I'inéquation: 1-0,8"> 0,99 < 0,8"<0,01.
Or In0,8 < 0, on change le sens de l'inégalité.

n1n0,8 < In0,01 e n > n0.01

In0,8

; In0,01

In0,8
Lemployé des douanes devra vérifier au moins 21 pas-
seports pour que la probabilité d'obtenir au moins un
passeport appartenant a une personne de langue fran-
caise soit supérieure a 0,99.

Emploi jeune
K Voir ci-dessous.

0] =20,64.

2
3

A C E
A AR
S S S S s S
17 200
PA(S)= =0,43; PE(S)=ﬂ=O,08.
40000 5000
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E1 a. On calcule la probabilité de I'événement S condi-
2400

= =0,16.
15000

b. On calcule la probabilité P(S n A) en effectuant le

produit des probabilités situées sur les branches passant

parSetA.

tionnée par 'événement C: P(S)

17 200
Ona P,(S)= =0,43,
40000
donc P(SmA)=O,43><3=4—3.
3 150

El Les événements A, C, E forment une partition de
I'univers, on calcule la probabilité P(S) en ajoutant les
produits des probabilités situées sur les branches arri-
vantas.

P(S)=P(SNA)+P(SNC)+P(SNE)

=Z><0,43+l><0,16+i><0,08=1.
3 4 12 3

D'ou P(S)=

W=
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On reconnait la répétition de 10 épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes de succeés « le jeune a un

projet sport », de probabilité p = % .

La variable aléatoire X suit la loi binomiale % (1 0; 1) .

2 10
P(X>1)=1—P(x=o):1_(_)

soit P(X=1)=~0,983.

I Soit Y la variable aléatoire égale au financement
obtenu par les jeunes ayant bénéficié d'un de ces
contrats, les valeurs prises parY sont {600 ; 6 000} .

La loi de probabilité de Y est donnée par le tableau sui-
vant:

Vi 600 | 6000

1

3

P(Y=y,)

wIN

E(Y)=6OOX§+6000X% soit E(Y)=2400¢€.
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CHAPITRE

Loi de probabilités

Partir d’un bon pied

(p. 200)

_A) Construire un histogramme

a. La largeur des rectangles est 500.
b. fréquence = aire = hauteur X largeur
fréquence 12

largeur 500

B ) Associeraf(x) = es

€ eta.car f(0)=1. €,eth.car f(4)=1.
€jetc.car f(0)=05. “€,etd.car f(4)=0,5.

donc hauteur=

=0,024.

C ) Lier aire et calcul intégral
b. et d. Vrais:

) Decouvrir

Jsf(x) dx est égale a l'aire coloriée, exprimée en
3
unité d'aire.

5 3 5
J. f(x)dx—J. f(x)dx=J. f(x)dx,

0 0 3
car [F(5)—F(0)1-[F(3)=F(0)]1 =F(5)—F(3).

C ) Reconnaitre une loi binomiale

On peut calculer l'espérance de la variable aléa-
toire qui fournit une valeur « centrale ». On
constate que plus n est grand et p proche de 0,5,
plus le diagramme prend I'allure d’'une courbe en
cloche:
AetY; BetX;

CetT; DetZ.

Choisir un nombre au hasard (p.202)

Kl a. Uintervalle [0 ; 1[ contient 10 nombres dont la
partie décimale contient une décimale : 0,0;0,1;0,2;
03;04;05;06;0,7;08;09.

b. La probabilité que Léo devine ce nombre est égale a iO .
c. Lintervalle [0; 1[ contient 100 nombres dont la par-

tie décimale contient 2 chiffres, par exemple :
0,00;0,01;0,02...0,99.

La probabilité que Léo devine ce nombre est égale a % .
Lintervalle [0 ; 1[ contient 10'> nombres dont la

partie décimale contient 15 chiffres, par exemple :
0,123400432123467

La probabilité que Léo devine ce nombre est égale a

1015 °
F] a. Lintervalle [0 ; 2 [ contient 200 nombres dont
la partie décimale contient deux chiffres et l'intervalle

[1,4; 1,5 [ en contient 10 dong, la probabilité que Léo

devine ce nombre est 10 = i.
200 20

b. Lamplitude de l'intervalle[1,4;1,5[estégalea0,1.La

probabilité calculée est égale a 0,05.

c. La probabilité d'obtenir un nombre de lintervalle

[14;1,5 [ parmiles nombres de lintervalle [0 ; 2[ est égale

amplitude de l'intervalle [1,4 ; 1,5[
amplitude de lI'intervalle [0 ; 2[

a % c'est-a-dire
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ce qui se rapproche de la formule de I'équirépartition

. . nombre de cas favorables
pour un caractére discret :

nombre de cas possibles
Prolongement :
De facon générale, soit un nombre réel quelconque

appartenant a un intervalle [a ; b[ ou a et b sont deux

nombres entiers. Cet intervalle contient (b — a) x 10"

nombres dont la partie décimale contient n décimales.

On peut toujours encadrer ce nombre par deux nombres

décimaux c et d dont la partie décimale contient k déci-

males. Lintervalle [¢; d[ contient (d - ¢) X 10" nombres

dont la partie décimale contient n décimales.

La probabilité de deviner ce nombre est égale a

(d— c)x10n

(b—a)x10n

d—c _amplitude de l'intervalle [c ; d[

b-a amplitude de l'intervalle [a ; b[
__nombre de cas favorables

" nombre de cas possibles
Si l'on suppose que [a; b[ = [0 ; 1[ puis que c et d
sont deux nombres décimaux dont la partie décimale
contient k décimales tels que d — c= 10 alors la proba-
bilité de deviner ce nombre est égale & 10~¥ et tend vers
0, lorsque k tend vers +co.

Exemple : La probabilité que Léo devine le nombre T
est nulle.
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Découvrir une variable aléatoire continue (p.202)

Partie A : Variable aléatoire discréete
Soit X la variable aléatoire égale a la moyenne arithmé-
tique des deux nombres obtenus :
P(2<X<5)= 2.

64
Partie B : Variable aléatoire continue
EJ sSoit Z la variable aléatoire égale & la moyenne
arithmétique des deux nombres réels x et y choisis au
hasard dans l'intervalle [0; 71, 'ensemble des valeurs
prises par la variable aléatoire Z est I'ensemble des
couples (x;y)telsque 0=x<7et0<y=<7.

y

- NN W b U1 O

2 34567

E] a.événement (Z =2) est I'ensemble des couples
(x;y) telsque:

X+
Osxs7etl0sys<7et 2y =2&y=4-x
et0sxs7etO0sy=<7.

Cet ensemble est représenté en bleu par un segment.
L'événement (Z=5) est I'ensemble des couples (x; y)

tels que:

X +
Osxs7etlOsys7et 4

=5&y=10-x

et0sxs7et0sy<7.

Cet ensemble est représenté en rouge par un autre segment.
b. Lévénement (Z = 2) est représenté par la portion de
plan située a l'intérieur du carré au-dessus du segment
bleu inclu ; I'événement (2 < Z < 5) est représenté par
la portion de plan a l'intérieur du carré comprise entre
les deux segments ( segments bleu et rouge inclus).

E] a. La probabilité P(2 < Z < 5) est égale au quotient
de l'aire du domaine compris entre les deux segments
et de l'aire du carré. On calcule 'aire du domaine com-
pris entre les deux segments en enlevant les aires des
deux triangles rectangles a l'aire du carré
P(ZsZsS):Mzis.

64 64

aire du segment bleu 0

b.P(Z=2)= - -
aire du carré

Calculer une densité de population (p.203)

Ville Population S(:'r)‘e;:‘?)e (hZebr.\/skl::z)
Séoul (2010) 10421782 606 17 197,66
Tokyo (2010) 8637098 621 13 908,37
New York (2009) | 8 143 200 1214 6 707,74
Monaco (2011) 32800 1,95 16 820,51

F3 a. En France, au 1° Janvier 2012, la densité de la
population est égale a
63 460 768 _ 144 hab./km?.

551 695
b. La densité de I'lle de France est égale a 949 hab/km?.
Ce résultat plus faible pour la France sexplique, par
exemple, par la présence de massif montagneux, de
foréts ou de zones rurales non habités.

Définir la densité sur un histogramme (p.203)

Intervalle [2;31 [2;5[ (5,71
Fréquence 0,209 0,681 0,160
Largeur de l'intervalle 1 3 2

Densité 0,209 0,227 0,08
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b.x=0,5%x0,0404+1,5%0,117 + 2,5 x 0,209
+3,5%0,269 +4,5x%x0,203
+55%x0,119+6,5 x 0,041
=34942
1 Voir livre numérique.
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Représenter la densité (p.204)

EJ La fonction n'est pas continue. C'est une fonction
constante par intervalle.

y
0,25~
0,20~
0,15~
0,10
0,05 ~

0 1 2 3 4 5 6 7

F1 Complément : On peut commencer par faire tra-
cer aux éléves le polygone des fréquences, en joignant
les milieux des segments. On approche ainsi la courbe
précédente par une fonction continue, affine par mor-
ceaux. Cette construction permet d‘approcher laire
coloriée en jaune par un calcul intégral.

y

0,25~
0,20~
0,15~
0,10+

/|

////\\

N

4

4

N

N

N

0,05 ~

/ L‘ )

0 1 2 3 4 5 6 7

2,5 3,5 4,5
A= '[2 f.(x) dx + Iz,s f, (x) dx + Lﬁ f, (x) dx

5
+ J fa(x)dx-
4,5
ou
f,(x)=0,092x - 0,021.
f,(x)= —0, 066x +0,5 .
A=0,659.

f,(x)=0,06x +0,059.
f,(x)= —0,084x + 0,581 .

a. Voir ci-dessous

y
0,25 -

0,20 - -
0,15+
0,10
0,05 -

0 1 2 3 4 5 6 7
=0

b. On approche la courbe précédente par celle de la
fonction trindme du second degré continue et positive
sur l'intervalle [ 2; 51, définie par h(x) =—0,02x (x—7) .

5
I 20,02x2 +0,14x dx = 0,69
2

EX Voir livre numérique.

Apres avoir calculé la moyenne X et I'écart type ¢ de la
série, on construit la courbe de la fonction

(x-x )2
e 202

™~

. 1
o= et

arm
oz

: ,mnnnﬂmm“”H"

[+

B

o

]

Centrer, réduire une loi binomiale (p.204)

X est la variable aléatoire suivant la loi binomiale %( 16;0,5) .
Partie A

a.E(x)=16x0,5=8

b.V(x)=16x0,5x0,5=4 donc,c(X)=2

Partie B : Centrer la variable aléatoire X
X'=X-u=X-8.

a. Les valeurs prises par X "sont :
{-8,-7,-6,-5;,-4;-3;-2;-1;0;1;2;3;4,5,6;7;8}
b. E(X')=E(X)—8=0

c. Voir ci-dessous.

L1 Lz L2 3
0 -8 1.5E-E
1 -7 Z.HE -4
z "B O0igE
Y A 0EEY
£ "3 RERET
B -2 NEEGE
7 -1 1zz18
Lz ={1. 32387V 39686...

d. On obtient le diagramme en batons de la loi Xa partir du
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diagramme représenté, en faisant glisser le diagramme
de 8 graduations vers la gauche.

La variable X'ne suit pas une loi binomiale car les valeurs
prises par X' ne sont pas toutes entiéres et positives.
Partie C : Réduire la variable aléatoire X

xe= X Mx _ X=8

Oy 2

a. Les valeurs prises par X* sont{—4;-3,5;-3;-2,5;-2;
-15;-1,-05:0;0,5;1;1,5;2;25;3;3,5;4}.

Les valeurs précédentes prises par X ‘ont été divisées
par 2.
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b. L1 H Lz gl [stat=_1-YVar
D3 M Sl
T3 - ®=1.33E"
AE AN R
: e |mEE || 36,
& -1 Azzid ¢ﬂ§]
Lz =L -4, -3.5: ~3,..

Remarque : en utilisant les propriétés de I'espérance, on calcule E(X*) =

obtient o(X)=1.

E(X)— 8

= 0 etal'aide de la calculatrice, on

Y% ) Découvrir une nouvelle densité (p.205)

EJ a. Loi binomiale

X suit la loi binomiale %(100; 0,5) .
E(X)=100x0,5=50.

V(X) =100 % 0,52 =25 donc 6(X)=5.

. X-
F1 Etude de la variable aléatoire Z = 27 Hx
Ox
X — -
a.Z= l“lX:X 20 donc Z=0< X=50.
Ox

b. Pour une meilleure visibilité, on peut choisir la fenétre
ci-dessous.

L1 Lz L] :| FEHETRE
o 10 | BE-FL Amin= 16
ENEE
B -8B |gE-E M e 1

Lz ={7. 238689052, | RAres=1

»

ettt

+
+
+
+
+
+

h‘h++++++

H'\-l-\.|.'l--|-,|,"_"_'..

A Y

Le nouveau nuage de points est obtenu est faisant glis-
ser la courbe de 50 graduations vers la gauche puis en
divisant les graduations par 5.

E] Approche de la loi de Z par une fonction continue

La fonction f approche au plus pres le nuage de points
représentant laloide Z.
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1 Approximation d’une probabilité
a.P(45 <X <55 =P(-5<X-50<5)
=P _—5 = LSl
5 5
=P(-1=Z7Z =<1).
b. La probabilité P(45 < X < 55) est représenté par
I'aire coloriée en orange c'est-a dire la somme des aires
des rectangles compris entre x=45 et x=55.
On a glissé cette aire de 50 graduations vers la gauche,
ce qui ne I'a pas modifiée. Puis on a divisé les abscisses
X par 5, l'aire est alors divisée par 5. Les nouvelles abs-
cisses sont notées z.
Cette derniére aire est approchée par l'aire du domaine
situé entre la courbe de la fonction f et I'axe des abscisses,
entre les droites verticales d’équation z=-1 et z=1

<2
5

1
C'est-a-dire par '[ f(z)dz.
1

Pour retrouver l'aire initiale coloriée en orange, on mul-
tiplie par 5 le résultat obtenu par le calcul intégral.
La probabilité P(45 < X < 55) est donc approchée par

1 1
Sj f(z) dz c'est-a-dire par J. o(z)dz
-1 -1

ol ¢(z) = 5f(z2).
A l'aide de la calculatrice, on obtient :

1
_[ f(z)dz ~0,1345 d'ou P(45 <X <55)~0,6725.
-1

JROMX S 1205570 m—
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D) Savoir faire

© 1. Utiliser la loi uniforme (p.207)

Exercices d’application OO
n a. La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur le B Le choix au hasard d'un boulon de diamétre appar-

segment [—3; 4], donc la fonction de densité est définie tenant a l'intervalle [10 ; 10,5], se modélise par la loi
: - . _ 1 1 uniforme sur cet intervalle. Soit la variable aléatoire X
: surlintervalle [-3;4 ] par f(x) = =—. . - ; ) .

: 4-(=3) 7 suivant cette loi, son espérance est égale a:

: — 10+10,5

b=t 1 E(x)= 2102 005

: 2 2 2

En moyenne le diametre des boulons mesure 10,25 mm

: E a. Le choix d’un nombre au hasard dans l'inter- : o
donc la production est satisfaisante.

: valle[-50;2001], se modélise par la loi uniforme sur cet

¢ intervalle. Soit X la variable aléatoire cette loi continue n Soit X la variable aléatoire égale a I'heure d’arrivée
P(X=100)=0. de Léa, X suit la loi uniforme sur l'intervalle [ 8; 8,5 1.
¢ b.P(X=150)=P(150 < X < 200) 11 1
__200-150 _ 50 _1 a,p(8+1gxgs+1)=uzgzl
200—-(-50) 250 5 4 3 8,5-8 l 6
150-0 _ 150 _3 2

‘. P(0<X=<150)=

: 200450 250 5 b.P({x<8+l}u{x>8+l})
: PIX=0}u{X=150})=1-P(0 < X = 150) 4 3
_1-3-2 =1—P(8+—<x<s+l _2
5 5 3/ 6
© 2. Utiliser la loi normale N (0 ;1) .209)
Exercices d,’app[ication .....................................................................................
Bl La variable aléatoire X E(X)=18 000 x 1 =3000.
¢ suitlaloi normale N(0;1), 61 s
P(-05=X=0,5)=0,383. V(X)=18000x —x ==2500donc,6(X)=50.
P(X=0,5)=P(X<-0,5) 6 © X — 3 000
1-P(-0,5< X <0,5) I b. Soit Z la variable aléatoire égalea Z=——7—,
- P : Infs-& Pz ZsuitlaloiN(0; 1), 50
BIX = 0,617 P(2 850 < X <3 150)
X=05)~ ~0,3085. ) (2850—3000<X— 3ooo<3150—3ooo)
ﬂ a.On lance 1 800 fois de suite un dé non pipé.On a 50 50 50
donc la répétition de 1 800 épreuves de Bernoulli =P(3=<7<3)
de succes « obtenir un 6 » de probabilité p _1 .Soit X la A Ila'd? de la calculatrice, E‘:"I?EIFE‘?P( EIEL
6 on obtient : ? 997 IAAEESE
variable aléatoire égale au nombre de 6 apparus. X suit P(-3<Z<3)=~0,997 3. .

1
la loi binomiale % (1 8000; g) .

© 3. Utiliser la loi normale N (p; 62) (.21)

Exercices d’app[[cati_on .....................................................................................
; Soit X la variable FRép(199, 7 On cherche le nombre dtel que P(D > d) <0,1.
. aléatoire égale au poids [B3,2681,1.5) P(D>d)=1-P(D =< d)donc
. du produit par boite, X suit - 8173774363 PD>d)<01<PD=<d)>09.

: une loi normale N'(201; 1,52), P(199 < X < 203) = 0,8176. Alaide dela calculatrice, FracHormaletd, 3.

: . . e e ontrouved>582776. #¢¥.2.82
: ﬂ Soit D la variable aléatoire égale au débit d'une La probabilité que le débit 53, 27 FESIT

: riviére, D suit la loi normale d’espérance 47 m3/s et
: décart type 8,8 m3/s.

soit supérieur a 58,28 m3/s est inférieure a 0,1.
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(p.213)

E c. Lafonction inverse est définie, continue et posi-

e
tive sur [ 1 ;e]etJ‘ ldx=|ne—|n1=1.
1 X

5-2 1

10 b. P(2=sX=s5)=—-"=—-.

D ( ) 10-1 3
20—-15 5
11 a. P(X=15)=P(15=X=<20)=——-==.
D ( )= P ) 20-14 6

@ a. Cestlafonction de Gauss : voir cours.

@ c. XsuitlaloiN(0;1);donc:
1=P(X<-1)+P(-1=X<1)+P(X=1).

Or P(X=1)=P(X=<-1).

Donc P(-1=X=<1)=1-2XP(X=<-1).

@ b. Comme Xsuitlaloi N(0;1),alors:
P(-1=X=<1)=0,68.

_1-0,68

D’aprés F_3[ ci-dessus :P(X=-1) 5

Donc P(X=<-1)=0,16.

@ c. Voir|13 . Laire colorée est :
P(-1=sX=1)=1-2P(X=-1)=1-2P(X=1).
@ a. Soit la variable aléatoire sz_—u.Voir cours.
o
P(Xe [u—o;u+c1)=P(Ze[-1;1])=0,683.

[17) c. Dapres le calcul & rormaIFREFC 1679

la calculatrice (ci-contre). Fa 28 16,20
L7 249938

@ ¢. Onsaitque:068=P(Xe [4-0;4+0]).
Ainsi:[2;6]=[4—0;4+0c],donc 6=2.

) Exercices

D Lois 3 densité .214
[18} Vrai ou faux ?

a. Faux : la fonction f n'est pas définie en 0, donc non
continue sur l'intervalle[-6;6].

b. Vrai : la fonction g est continue et positive sur[0;2].
2
De plus, une primitive de 1— % est x — XT

[-Jor-(o-2 oo

2
c. Faux: L ﬁdx—ﬁ—ﬁ—ﬁ—1 .
Hi Reconnaitre graphiquement
une fonction de densité

d. La courbe représentative est celle d'une fonction de
densité car la fonction f est continue, positive et

1
j f(x) dx = aire du triangle = % =1.

1
a. Faux: J f(x) dx = aire du triangle = %;

b. Faux:fnon continueen 0.
c. Faux:f<0.

Créer une fonction de densité

La fonction fest continue et doit étre positive sur l'inter-
valle[-2;21].
Or,2—-2x=<0surlintervalle [ 1;2].1lest doncimpossible
de déterminer I'unique valeur du nombre k tel que f soit
une fonction de densité sur l'intervalle [-2;2].
On peut en revanche définir la fonction f sur deux inter-
valles par

f(x)=k(2—2x) pour —2 <x<1 avec k>0
{f(x) =k'(2-2x) pour 1sx<2 avec k<0
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On obtient alors, par le calcul intégral 9k + k'=1.

On peut prendre par exemple k = % et k' = —%.

F¥] Fonction de densité définie par intervalle

1 a. Soit fla fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par
f(x)=x etsurlintervalle[1;2]parf(x)=2-x;
fest continueen 1.
fest continue et positive sur l'intervalle[0;2].
Une primitive sur l'intervalle [ 0; 1] de la fonction u
définie par u(x)=2—x estlafonction U définie par:
X2
U(x)=2x 5

J:f(x) dx = J;x dx + J12(2 —x) dx

-3

= 1 +2- 3 =1,
2 2

fest une fonction de densité sur l'intervalle [0 ; 2].

2
b. P(1 sXsZ):I -x)dx= %

1
E1 Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 1] par

X

1 3
f(x)=— etsurlintervalle[1;3]parf(x)==-=.
(x) 5 ur l'intervalle [ ] par f(x) 22

fest continueen 1.
fest continue et positive sur l'intervalle [0; 2].
Une primitive sur l'intervalle [ 0; 1] de la fonction u définie

paru(x)= %— % est la fonction U définie par:

2
4 8

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 6



3f(x)dx= 11dx+ (3_x dx
J.o -,'02 J1 4 4

1 [(9 9) (3 1)} 1.9 5
2 4 8 4 8 2 8 8

fest une fonction de densité sur l'intervalle [0 ; 3.
2

PI=X=<2)= _[ (i—i) dx
1

z(é_i)_(i_l)=1_ézi
4 8/ \4 8 8 8
FE] Fonction de densité affine

La fonction f est définie sur l'intervalle [0 ;4] par :
f(x)=4—x. f est continue et positive sur cet intervalle.
El a. Voir ci-dessosu.

¥
4

i@ ‘112 ;3] 4

b. L'aire du triangle rectangle est égale a:
ax4_ 8 = I4f(x) dx
2 0
donc la fonction f n'est pas une fonction de densité sur
cet intervalle.
F1 La fonction g est définie sur l'intervalle [ O ; k ] par
gx)=k-x.
g est continue et positive sur cet intervalle.
g est une fonction de densité sur cet intervalle si de plus

k
J gix)dx=1.

0
Une primitive de la fonction g est sur l'intervalle [0; k]

2
est la fonction G est définie par G(x) = kx — XT

k 2 2
| (k—x)dx=(k2—k—)=k—=1
0 2 2

la valeur de k telles que g soit une fonction de densité
sur lintervalle [0; k]avec k> O est k = /2.

[24) Fonction de densité exponentielle

[ Une primitive de la fonction fsur [0; 1] est la fonc-
tion F définiesur[0; 1] par F(x)=—e~*.

E1 Lafonction festdéfinie continue et positivesur[0;1].
On doit avoir k positif et :

1
J. ke *dx=1=k(—e 1—(-e9%))=1
0

@k(_He):H:)k:i.
. e e—1
El P(X=0,5)= ke *dx=k(—e 14+e793)

05
__e (e_ols_l):e1><e*015—1:e015—1
e—1 e e—1 e—1
=\/E_1= ! ,care—1=(Je+1)(Ve-1).
e—1 e+1
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FI3 Fonction de densité et fonction puissance

1 Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 1] par
f(x) = nx"', ol n est un entier naturel non nul, f est
continue et positive sur cet intervalle.

Une primitive de la fonction f sur cet intervalle est la
fonction F définie par F(x)=x".

J;f(x) dx = F(1)—F(0) =17 =1.

La fonction f est une densité de probabilité sur l'inter-
valle[0;1].
1
Fl a.P(Xe [0,5;1])=josf(x) dx |
=F(1)-F(0,5=1-0,5".
b.P(05=X=<1)=09<1-05"=09<0,5"<0,1

nin0,5<In0,1 < n= ||n8’1 car In0,5 <0,
no,

In0,1 = 3,32 donc n=4.

r
In0,5

3 Fonction de densité polynomiale

a. Soit la fonction f définie sur l'intervalle [ 0 ; 1 ] par
f(x)=k (x2—x+1), fest continue sur cet intervalle.

2
x2—x+1 =(x—l) L3
2 4
Sur lintervalle[0; 1], x2—x+1>0.
Une primitive sur cet intervalle de la fonction f est la

fonction F définie par:

3
L 1 1 5
Jof(X)dX=F(1)—F(O)=k(§—5+1)=gk=1

La fonction f définie par f(x) = %(x2 — x +1) est une

densité de probabilité.
0,5
b. P(A)=P(0 < X < 0,5) = jo F(x) dx

6(1 1 1
=F(0,5-FO0)=—[—-—=—+-|==
©.5)-F0O) 5(24 8 2) 2
P(0,4< X <0,6)
1

2
F(0,6)—-F(0,4
= % ~0,1808x2=10,3616.

2
c. La fonction u définie sur lintervalle [ 0 ; 1 ] par

P,(0,4<X<0,6)=

6 . .
u(x)= E(x3 — x2 + x) est continue sur cet intervalle.

E(X)= J;x f(x) dx = J‘;g(ﬂ - x2 + x)dx .

Une primitive sur l'intervalle [ 0; 1 ] de la fonction u est
la fonction U définie par

U(X)zé(ﬁ_ﬁJrﬁ)_

54 3 2
61T 1 1
E(X)=F(1)-F(0)= (- —=+=|=05.
(X)=F(1)-F(0) 5(4 3+2) 0,5

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 7



Fonction de densité
et fonction logarithme népérien

a. Soit F la fonction définie par F(x)=xInx—x surl'in-
tervalle[e; €3].
F'(x)= Inx+x><l—1=Inx+1 -1=Inx,
X

donc la fonction F est une primitive de la fonction f sur
cetintervalle.
b. La fonction f est continue et positive sur l'intervalle
[e;3e3]. kf=0 pourk=0.

e
I kf(x) dx = k[F(e3) - F(e)]

e

=k[(3e3 —e3)—(e—e)]=2ke3 =1.
La fonction g, définie par g(x) = 2L3Inx est une fonc-
e

tion de densité sur I’ir;tervalle [e;e?]
e
c. PesX<¢?) =I g(x) dx = (L)(F(e2 )—F(e))
2e3

e

- (L)(Zez _e2)= .

2e3 2e

FE] Loi uniforme

EF X suit la loi uniforme sur l'intervalle [ 0; 12 ] donc
PX=10)=P0<X=<12)=2=10_1

12-0 6

F1 SiXsuitlaloi uniforme surl'intervalle [a; b], P repré-
sente la probabilité P(c =< X =< d) et E l'espérance de la
variable aléatoire X.

FX] Loi du hasard

Le choix d'un nombre aléatoire dans l'intervalle [0; 1]
se modélise par la loi uniforme sur cet intervalle.
On calcule la probabilité de I'événement {X = 0,3} condi-

B Loi normale N(0; 1) p.215

[33 QCM — Lecture de la courbe de Gauss

[} a. Faux:P(X=0)=0, car X est une variable aléatoire
continue.

b. Vrai : P(X = 0) est l'aire comprise entre la courbe de
densité et I'axe des abscisses pour x =0 et P(X < 0)
pour x<0.

La courbe de Gauss est symétrique par rapport a I'axe
des ordonnées, donc les deux aires sont égales.

L'aire totale sous la courbe de densité étant égale a 1,
chacune des deux aires précédentes est donc égalea0,5.
c. Faux : la courbe de la densité se rapproche de l'axe
des abscisses mais ne la touche pas.

Ces deux probabilités sont faibles, mais non nulles.

Par calcul : P(X=-3)=0,0013.

E1 a.etb. Vrai: par symé-

trie de la courbe de den-
sité par rapport a l'axe des
ordonnées.

Pour c., voir QCM E page
213.

normal FRERC -1679
Dy =181

1586552595
normalFREERCL. 187

S.8.12
« 1586552596

El a.etc.Vrai:P(X<-1)=P(X = 1) par symétrie.
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tionnée par I'événement {0 <X =<0,5}:
P(0,3<X=<0,5 05-0,3 2

Pocyven(X=0,3)= 5
o\x\o,s( ) P(0< X<0,5) 0,5-0 5

[30 Calcul de I'espérance

Fl La visite dure deux heures, donc I'heure d’arrivée de
l'inspecteur, appartient a l'intervalle [ 7 ; 17 ] . Lheure
d’arrivée est choisie aléatoirement dans cet intervalle.
Donc la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l'in-
tervalle[7;17].

2| E(X)=7+17

=12 . Le personnel de I'établissement
peut espérer que l'inspecteur viendraa 12 h.

Ell Temps d'attente

El La variable aléatoire X suit la loi uniforme sur l'inter-
valle|8; 101.
F1 Les horaires de départ des TGV sont {5;7;9;11;
13;15;17;19;21;23}. Ziva attend moins d'une demie
heure lorsque 8,5<X=<9.
9-8,5_0,5
2

P8, 5=X=<9)= =
10-38

PN

EF Nombre aléatoire et inéquation.

Le choix d'un nombre aléatoire dans l'intervalle [0; 10]
se modélise par la loi uniforme sur cet intervalle.
a.x2—6x+5<0=xell;5]
Pl<X<s5=—o»1 _4_2

10-0 10 5
b.x2—7x+6 >0 x€e ]-00;11U]6; +oof .
PUX<1lu{X>6})=1-P1<X<6)

6-1 5

1
10-0 1 2

Ef} Vrai ou faux
X

[} Faux:f(x)= %{7.
T

F1 Vrai: La fonction fest paire : pour tout réel x, f(—x) =f(x) .
E] Faux:festdéfiniesurR.
I3 Vrai:Pourtout nombre
réelx, x<-3,ona

RS BEad45134354
f(x) < 0,004 4 car f est 1
croissante sur cet intervalle - BR44 315454

et pour tout nombre réel x >3, ona f(x) <0,0044 car
fest décroissante sur cet intervalle.

L

El Visualiser des probabilités.

b)‘ P(1‘ <)§<2) l

o) P(X>2)

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 8



E[J Construire et lire une courbe de Gauss.
v

04 x
ik _\\\\\;

X RiFe=. 241245
Inf=n

I

. P(-1=X=1)=2P(0=<X=1) carlacourbe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

P(-1=<X=<1)=0,6827

Loi normale N'(0, 1) et tableur

Partie A A1 - @ f£e| = LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(0,95)
A B C D E F
1,64485363

Partie B : Applications

b Al - £
A | B

€. P(-1,96<X=<196)=1-2P(X<-1,96).

Al v
A B

1 [ogs000e21]

[l a.P(-1<=sX<s1)=1-P(X<-1)-P(X=1) or P(X=1)=P(X<-1) donc P(-1 < X<1)=1-2P(X<-1).
=1-2*LOLNORMALE.STANDARD(-1)

D E

£ | =1-2°LOI.NORMALE.STANDARD(-1,956)

D E

Fl PlasX<b)=P(X<b)-P(X<a).P(1<X<3)=P(X<3)-P(X<1).

Al -
A B C
1 [0,15730536]

El P(ca<X<a)=1-2P(X<-a)=0,86.

£ | =LOI.NORMALE.STANDARD(3)-LOI.NORMALE.STANDARD(1)

E F G

On cherche le nombre réelatel que 2P(X<-a)=0,14 < P(X<-ad)=0,07 < a=-1,4758.

Al el £ =LOI.NORMALE.STANDARD.INVERSE(0,07)

Al A [ B C

1 |-147579103

[381 Représentation de la loi normale (0, 1)
sur calculatrice

Il a.ll s'agit de tirages successifs avec remise.

La variable aléatoire X suit la loi binomiale %(4 500; %) .

b. Espérance E(X)=u=4500><%=750.

Ecarttype o= 4500><%><% =625 =25,

c. P(X=<800)=0,9776.

d.P(775 < X=<800)=0,1411.

F1 Soit Z= X=750 ,alors 800-750 _
25 25

Donc P(X < 800) = P(Z < 2) et Z suit la loi normale

N(O0;1).

2.

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

D E F

D’apres la calculatrice: P(Z=<2)=0,977.
c. D'apres la calculatrice: P(1< Z=<2)=0,136.

_/

??breNurmilaipE:

Airg= 135805
Inf=1 HT=

En utilisant la définition de Z :
775-750 _X-25 <800—750)

25 25 25
=P(1=Z7Z=<2)=0,136.

P(775<X=<800)=P

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 9



EX] Etude de la fonction de Gauss

ot 2 _p 2
Q'(t)= e2 =—e2
® 22w N2m
2 4 2 -2
o't)=———e 2 +—e 2 = —e 2 (t2-1)
®= NV2m N2T NV2m
@'(t)=0=t=-1 ou t=1 et ¢ change de signe.

La courbe représentative de ¢ admet deux points d'in-
flexion d’abscisse —1 et 1.
d.P(Xe [-1;1])=0,683.

Primitive de la fonction de Gauss

Soit @ une primitive de la fonction de Gauss,

e 2 dt =d(b)-D(a).

] j o

E) Loi normale N(p; 62) (p.217

[41} Vrai ou faux ?

La fonction représentée en rouge est la fonction de
Gauss ¢ . La variable aléatoire Z de densité ¢ suit la loi
normale N'(0;1);donc E(Z)=0 et 6=1.

La fonction de densité f de la variable aléatoire X qui suit
une loi normale N (U ; 62) est symétrique par rapport a
la droite d'équation x =, ce qui permet d’estimer l'es-
pérance L de la variable X .
Sicaugmente, alors l'intervalle [ —30; u+36 ] devient
plus grand.

Or P([u—30;u+306]1)=0,997.

Donc l'aire sous la courbe de densité f de X reste
constante. C'est pour cela que la courbe 6, « sétale ».
[} a. Les deux courbes sont centrées sur I'axe des
ordonnées, donc E(X)=E(Z)=0

F1 a. La courbe de la fonction f est symétrique par rap-
port a la droite déquation x=2,donc E(X) =

El a.De méme, E(X)=2

[T et E1 b. Vu Iétalement de la courbe de la fonction de
densité f, I'écart type de la variable aléatoire X a aug-
menté,c > 1.

EX b. En faisant glisser la courbe de g de deux gradua-
tions vers la gauche, les deux courbes se superposent,
donc les variables ont le méme écart type.

H oCM
X est une variable aléatoire suivant la loi normale d’es-
pérance 5 et d'écart-type 2.
E} b. Vrai : Voir cours
X-5 9-5

H a. Faux:P(X$9)=P(T = T) =P(Z=2)
b.Vrai:PB=<X<7)=P(-1=<7Z<1)

=P(Z<1)-P(Z<-1)
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Fl a0’ T

a.d’'(t) me 2,

Pour tout réel t, ®'(t) > 0 donc la fonction ® est crois-
sante sur R.

t2

2

Eado @)= \/% e

Ot =0=t=<0.
@ "’s'annule et change de signe en 0.
b. La courbe représentative de ® admet un point d'in-

flexion d’abscisse 0.

I Pa<X<b)= j —e 2 dt =D (b)-d(a).

c. Vrai:P(X=7)=P(Z=1)=P(Z < —1) car la fonction
de Gauss est symétrique par rapport a I'axe des ordon-
nées.

El Soit X la variable aléatoire suivant la loi normale d’es-
pérance 12 et d'écart type 2.

c. Vrai:P(10 < X < 14) =P( 12

-1<7Z<1) OUZ=X_T.
P(10<X<14)=0,68.

normalFREFCIA, 14
1 e asaans

Y&} Reconnaitre une courbe de densité

6 -4 2.0 2 4 6 8 10 12

M Influence de I'écart type

Influence de I'écart type sur la courbe de densité.

La variable aléatoire X suit la loi normale N(3;062).

E} Sur calculatrice

On observe que lorsque l'écart type 6 augmente l'or-
donnée du sommet diminue et la courbe sétale le long
de I'axe des abscisses.

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 10



F1 Sur tableur
N(31)

A5

035

b 1 RSE. R ST B NS - R S

]

in 11

11.-10 8 8 -F 6 -5 4 -F -7 g ® 1

LLE

LT

N(3,4)
048

035
05—

Oi5

9

11

e

l'lﬂ'-!‘-ﬂ-?-ﬁ-ﬁd'--i-!_dmili

N(3,5)

0,45

035

& 1%

M-10 5 § -F - 5 -8 5 -F el 1

Lamplitude de l'intervalle augmente et les valeurs de la fonction de

densité diminuent.
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2

8

i 1

0 11

0_11

] Soit la fonction de densité :
2
1 l(x_—3)

f(x)=——e 2\ o
cV2m
Déterminons les coordonnées du sommet
5 =2
(x=3) —HX=
f’ =———@e 2\ ©
) 032w
f(x)=0=x=3

1
f(3) = ——=—— donc les coordonnées du
® o221

1

o~V2m
diminue quand G augmente.

Prolongement
Déterminons les points d'inflexion de la

courbe représentative de f.
2
1 _l(x —3) (x - 3)2
f'"X)=——=—=e 2\ o | |14+ —"—|.
) o3V2n o2
f'(x)=0(x-3)’=062<x=3-0
oux=3+0.
La courbe de fadmet deux points d'inflexion
d'abscisse3—cou3+0G.
Lintervalle[3—0;3+0]apouramplitude 26
donc cette amplitude augmente lorsque ¢
augmente.

point S sont 5(3 ; ) l'ordonnée de S

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 1



Y1 Calculs de probabilités
l a.PB<X=<12)=P(X<12)-P(X<8).

b. A3 - £ =LOIL.NORMALE.N(D2;A2;B2;VRAI}-LOI.NORMALE.N(C2;A2;B2;VRAI)
A B C D E FE G
1 péran écart type borne a borne b
2 | p 8 12

3 [ 0,30500859

F1 a.Onlit a=6,5.
b. On obtient a l'aide du tableur, a = 6,377 997 44 .

c. P(X=<6,38)=0,30 ce quisignifie que la probabilité que 30 % des notes sont inférieures a 6,38. La barre d’amis-
sibilité a donc été fixée a 6,38 .

Taux de cholestérol.

Taux x;en g/l 1,2 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 29 3,1
X7 1,44 2,25 2,89 3,61 4,41 5,29 6,25 7,29 8,41 9,61
Effectif n; 4 10 14 22 18 13 9 5 3 2
Fréquence f; 0,04 0,1 0,14 0,22 0,18 0,13 0,09 0,05 0,03 0,02
Frég.cum 0,04 0,14 0,28 0,5 0,68 0,81 0,9 0,95 0,98 1
loi normale N | 0,02275 | 0,09927 | 020911 | 0,3694 |0,556798|0,73206 | 0,8633 | 0942 | 09797 | 09942

M°’;:""e Variance Eca':,type P(X<21) |P(N<21)| m-s | m+s | P(1,62<X<2,45) | P(1,62< N< 245)
2,04 0,173 042 0,68 0,56 1,62 2,46 0,67 0,677
: ' i 10000 — 10000 —
[47) Paramétres d'une loi normale bz u) bz = “):o,é
Ef Ona P(X=<28)=0,5;donc u=28. c c
E1 a Soit Z la variable aléatoire telle que Z= X-28 . SP(Z< mj =04.
c
Z suitlaloi normale N(0;1). . _
X—-28 —-13 A l'aide de la calculatrice, [FracHormaletd, 4,
B P(X=<15)=0015 < P p <? =0,015 on détermine lesnombres B> 12
_13 aetbtelsque: F H'EES%“E%EE%
@P(Zs—)zoms. P(Z<a)=0/4 BTy aLent
- . ° etP(Z<b)=069. . 495850347
Alaide dela calculatrice,  [FracHormalet@. @l
-13 S.E,10 On trouve a =—0, 253 (erreur dans l'édition 1).
on trouve 7z—2,17. -2 178898375 bz0,496

Ainsi,c = 13 6, valeur arrondie au dixiéme pres. W et 6 sont solutions du systéme.
2,17 {10000—u=—0,253x0 {u—0,2530=10000
=

PT] Durée de vie d'une ampoule fluo compacte 13000-u=0,496x0 w+0,4966 =13000

El La durée de vie, mesurée en heures, d'une ampoule {01749 G =3000

fluo compact est une variable aléatoire X qui suit la loi < uw=20,2536+10000
normale N'(;6?) . La variable aléatoire X vérifie : o = 4005

P(X=10000)=0,6 et P(X=<13000)=0,69. {uz11013'

= . e X - o
a. On consideére la variable aléatoire Z = e .D’aprés
c

le cours, lavariable aléatoire Z suit la loi normale N'(0; 1). ? Du(rjee d: sechhage
- - a. La durée du séchage, exprimée en minute, suit une
b.P(X>10000):p(X M _ 10000 u) o oxc

p p variable aléatoire uniformément répartie sur [ 30 ; 1501].

60-0 _ 60 _1

10000 — PO=X=60)=—= =—.
=P(Z=———|=06 150-30 120 2
150+ 30

— - b.E(X)=———=90.

etP(Xs13ooo)=P(X u_ 13000 “) ="
13000 — 6 6 On peut espérer un temps de séchage moyen de 90 mi-
=P(Zs7u)=0,69. nutes.
c
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E1 On admet désormais que la durée du séchage est
une variable aléatoire Y qui suit la loi normale d'espé-
rance 90 et d’écart type 30.

A l'aide de la calculatrice, normalEREr (6. 60,
on obtien p— 1573852923
a.P(0=X=<60)= 0,157. .

b. P(30 < X < 60) ~ 0,136 n-:-r*malliRéP'iSB: 68
Prolongement . 1359851975

Déterminer l'intervalle /

centré en 90 tel que P(Xe 1)=0,68:
I=[u—0o;u+0]1=[60;120]

De méme pour J centré en 90 tel que P(Xe 1)=0,95:
I=[pu—-20;u+20]=[30;150]

Ei] Autonomie d'un véhicule

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque véhicule pris au
hasard dans la production, associe son autonomie en km.
On admet que la variable aléatoire X suit la loi normale
d'espérance L=104 et d'écarttype c=6.

0 PoB =X = 122)~084 ormalFREF (38, 12
n recherche a » E
valeur arrondie au . 8399947732

dixieme du nombre a tel

que P(X <a)=0,04. Fr{ggﬂggmalem.aj
D'apres la calculatrice,on  |= ?
obtient a = 93,5. 93.4958833

[511 Magasin d'usine

La variable aléatoire X, [paormalFRErt -1879
égale au montant des |9.18@, %Eg%%g%%m
achats, suit la loi normale 3

' normal FREr (466, 1
N(350;150%). B~99, 358, 156
El a.P(X<100)=0,048. . 3694414637

b.P(X=400)=0,369.
€. [200;500]=[pn—o0o;u+0c] doncdapres le cours:
P(200 <X =<500)=0,68.

E1 On cherche le plus petit entier a tel que :

P(X=a)=0,30 c'est-a-dire tel que :
1-P(X=<a)=030 & P(X=<a)=0,70.

D'aprés la calculatrice, a = 430 , valeur arrondie a la

dizaine supérieure.

A partir de 430 € d’achat, les clients pourront bénéficier

d'une remise de 30 %.

>) Accompagnement personnalisé

normalFREF(A. 2,9
: toire X suit la loi normale |« 35 23
P N(95:2%). 1—mr~m§%§3§§%31i
¢ P(0=X=8)=0,227. 2,9.5,2%
- | P(X=12)=1-P(X=<12) . 1856588573

: ~0,106.
:Ha. P(95-a<X=<95+a)=0,90
: < 1-2P(X<95-4a)=0,90.
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B Amélioration de la qualité

d'une production

X la variable aléatoire égale a I'épaisseur de la paroi d’'un
tube prélevé au hasard. On suppose que la variable

aléatoire X suit la loi nor-
male despérance 1,5 et
d'écart-type 0,07.

hormalFRep(1

s I3
1.65,1,.5:8.87)
« 678725443

N P(1,35<X=<1,65)=097.

F1 On admet, qu'apreés réglages, la variable aléatoire X
suit la loi normale N'(1,5;072)

P(1,35<X=<165)=099 < P(L—-0,15<X=<u+0,15)=099.
On peut utiliser le résultat du cours :
Plu—36=<X=pu+30)=099,0naalors36=0,15.
Soit6=0,05.

Autre méthode

. . X-
La variable aléatoire Z =

£ suit la loi normale N'(0;1).

P1,35<X< 1,65)=P(— 015 SIS 0’15): 0,99.
o o

P(—w <Z< w)=1 —ZP(Z < —w):o,99.

c c c
P(Zs 9. 15) 0,005

c

D’apreés la calculatrice : FracHormale(d. a8
005 550 2:851)

s 2. 979829383
d'ou 6=0,058.

EE] Suivi anténatal

EF Lavariable aléatoire égale a la longueur fémorale suit

la loi normale d'espérance 60 mm et d'écart type 2 mm.

a. A l'aide du tableau donné, on calcule, en retranchant la

valeur obtenue pour k=58 de celle obtenue pour k=62,

P(58 <X=62)=0,683.

Autre méthode:

D’aprés le cours, P(X e [u—0;uL+06])=0,68, or 58=1—C

et62=u+6 donc P(58 <X =<62)=0,68.

b.P(X>62)=1-P(X<62)
=1-0,841344746=0,158 655 254 .

F1 On cherche le nombre ¢ tel que P(X < €) = 0,07 .

D'aprés le tableau donné, on obtient € = 57 .

El D’aprés le cours, on sait que :

P(Xe [u—20;u+26])=0,95,

donc, on peut choisir l'intervalle [a;b]=[56;64].

On choisit le plus petit nombre a tel que :
P(X=<95-a)=0,05.

A l'aide de la calculatrice, on trouve : 9,5 - a= 6,21, donc

a=33.

90 % de la population a une largeur de main comprise

dans l'intervalle [6,2;12,8].

b. La longueur de la poignée de porte devra étre d’au

moins 12,8 cm.
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Revoir les outils de base

Savoir déterminer I'espérance et I'écart
type d'une variable aléatoire

E Un joueur lance un dé parfaitement équilibré. S'il
obtient 4 ou 5 alors il gagne 0,20 €, s'il obtient le 6 alors
il gagne 0,50 € et sinon il perd 0,10 €.

Soit X la variable aléatoire égale au gain du joueur, la
loi de probabilité de X est donnée par le tableau suivant.

Gain x; -0,10 | 0,20 | 0,50
Probabilité 1 ! 1
robabilitée 2 3 6
E(X)=—O,1O><l+0,20><l + 0,50><l =0’6 =0,1;
2 3 6 6
o(X)=0,22.
L1 Lz L ¢ |Stats 1-Var
-1 £ oo ®=al
£ E3zEE zw=.1
£ | Dit.oe
______ =
Tx=. 2236067377
Jr=1
Lzir =

Savoir utiliser les propriétés de I'espérance
etde l'écart type

@ Le joueur mise 0,20 € au début du jeu précédent.

Kl a. La loi de probabilité de la variable aléatoire Y
égale au gain algébrique du joueur est donnée par le
tableau suivant.

-0,30

1

Probabilité 5

o
w
o

Gain x;

olwi=|o
o=

,6
6

b.E(Y)=—O,30><%+0,30><%=— =-0,10

et GY=0,22.
On remarque que E(Y)=E(X)—-0,20 et 6y=0y.

L1 Lz L2 3l|Stats 1-Var
-1 -3 =-.1

ks

Sx=
Tx=, 2236867977
4n=1

Lz =L -.3:8,.3%
E(X—K)=E(X) k. Gy_,=0y.

Le meneur de jeu décide de doubler tous les gains
et les pertes.

a. Soit Z la variable aléatoire égale au gain du joueur,
Z=2X.

b. La loi de probabilité de la variable aléatoire Z est don-
née par le tableau suivant.

-0,20/ 040 | 1

Gain x;

Probabilité

o=

111
2 | 3
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E(Z)=—0,2><l+0,4><l+l=1’2 =0,2etc(Z)=044.
2 3 6 6
L1 Lz L] :l|etats 1-Var
-;Ei 53333 1iz §=122
3 16667 |1 Eﬁ;;_ =
""""""""" =
Tx=. 4472135955
Jr=1
L3 ={-l2? lq'? 1}

¢. Onremarque que E(Z)=2E(X) et 6,=20y.
d E(kX)=kE(X) et 6,x=koy. (k>0).

B Savoir construire un histogramme
On considére la série statistique définie par

Classe [0; 5[ | [5;10 [ |[10;15[|[15;20[
f,en% 5 35 50 10
Amplitude 5 5 5 5
Hauteur 1 7 10 2

On a choisi une hauteur de 0,5 carreau pour 1 sur I'his-
togramme suivant.

5 /35 iln 10
(IHI”I5”ll10””15””2lollx
[1=4%

H
Classe [0;5[ |[5;10[|[10;12[|[12;15[| [15;20[
f,en % 5 35 30 20 10
Amplitude 5 5 2 3 5
Hauteur 1 7 15 20/3 2
30
35 20

5 10
(I)1llll5llll10I II'ISIIIIZIOII):
[1=4%

&) Savoir reconnaitre et utiliser la loi
binomiale

On interroge successivement et de maniere indépen-
dante, 25 jeunes. On reconnait la répétition de n = 25
épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes de
succés « avoir regardé la série docteur H » de probabi-
lité p=0,78 . La variable aléatoire X suit la loi binomiale
%B(25;0,78)

E Calcul d’une probabilité

Vrai - Faux

a. Faux: X suit la loi binomiale % (25;0,78)

25
b. Vrai:P(X=18) = (18] %x0,78'8 x 0,227

c. Vrai:P(X=25)=0,78%5,

CHAPITRE 7 Loi de probabilités 14



E1 Utilisation de la calculatrice
A l'aide de la calculatrice,

binomFdr{25,68.72 LBr10252699

E] F
1369417067 . 3281717381
i [} FRE&F(25. 8.7
binomFRér (25,8, 7| |81 Da e ERar ¢

2 28) :
. 67182826990 5582 7aac
a.P(X=18)=0,137.

: calculer une probabilité

On choisit au hasard 10 000 animaux et on étudie si
: ceux-ci ont contracté ou non la maladie. On admet
¢ que les états de santé des animaux sont indépendants
. les uns des autres. Soit X la variable aléatoire égale au
. nombre d’animaux malades.

: I a On reconnait la répétition de 10 000 épreuves de
: Bernoulli identiques et indépendantes de succeés « |'ani-
: mal a contracté la maladie », de probabilité p = 0,04.

¢ Xsuit la loi binomiale % (10 000 ; 0,04) .

: b.E(X)=10000 x 0,04 =400;

V(X)=10000 x 0,04 x 0,96 =384.

© Gy =384 = 86 .

: HF On admet que la variable aléatoire Z = X =400 suit
: 8v6

: laloinormale N(0;1).

: X—400 _ b-400 b — 400
o Pty 0= 400)_yf _b=400)
P PX=0I=PITe 8 = 86 8v6

: b.P(Z<d)=070&d=0,53

F ot 22490 _ (53 5 b= 0,53 % 86 + 400 .
: 8/6

b=410,39.

: ¢ FracHormaledd,. 7@

: » 400, S CB) )

: 411.865829

d La probabilité qu’environ 410 animaux au plus, aient
: contracté la maladie est égale a 0,70.

: H a.P(400-a < X<400+a)

¢ =1-P(X<400-a)-P(X=400+a).

¢ P(400-a<X<400+a)=1-2P(X=400+a)

: =1-2(1-P(X=<400+a)
=2P(X=<400+a)-1.
X_400s a )=P(Z$ a )
gv6 86 8 V6

: P(400—asXs4oo+a)=2P(Zs

P(Xs400+a)=P(

8?/3)_1

: a a

. b.2P(Z< )—1:0,504:)P(Z< )=O,75.

: 8 V6 8 V6

: . a .

. D’apreés le tableau, on obtient ~0,67 soit a=13.
P 8 6

: P(387<X<=413)=05.
: c. La probabilité d'obtenir entre 387 et 413 animaux
: malades est égalea0,5.
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b.P(X=<20)=0,672.

c. P(X>20)=0,328.

d P(18=X=20)=P(X=20)-P(X=<17).
P(18 <X =<20)=0,506.

El Espérance

Vrai - Faux

a. Vrai:E(X)=25x%x0,78;

d Vrai:V(X)=25x%x0,78%x0,22=4,29.

@ Raisonner : Etude d'une densité

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 3] par:
f(t)=2te .

B a.f'(t)=2et?-4t2e-t?=2e-2(1-2t2).
Pour tout réel te [0;3], 2e~*>0.
1-2t2=0¢c te [—g ; %}

Sur l'intervalle [0;?[, f’(t) > 0 dong, la fonction f

est croissante.
\ V2 , _
Sur l'intervalle 7;+oo , f’(t) <0 dong, lafonction f
est décroissante.
- . 2
De plus, f’s'annule est change de signe en t=7 donc

f y admet un maximum.

X 0 Q 3
2

f'(x) + 0 -
vz

o e N2 — | s

b.f’(t)=4t(2t2—3)e 2.

f(t)ys0ete [0;?} et f(t)=0te [?;3}

c. Ent= ? , f’’s'annule et change de signe donc la

courbe représentative de la fonction f admet un point

d'inflexion I d'abscisse t = ? .1(1,2;0,5).

d y
14

0 1 X

E a. Une primitive de f sur lintervalle [0 ; 3 ] est
F()=—e".

3 9_1
_[ f(t) dt=—e94+1="2
0

e?
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b. La fonction f est positive et continue sur l'intervalle
[0;3], Lafonction g=kf est une densité de probabilité
sur l'intervalle[0;31,si k=0 et

3 e9_'|
J kf(t)dt =1 @k(—)=1 soit k =
0 e?

9
e -1’
c. Soit X la variable aléatoire de fonction de densité g,

1 e9
P(x<1)=j g() dt =——(—e-141)
0 e?—-1
e ><e—1_e8(e—1)
T e?-1" e e —1

7] Modélisation sur tableur : Droite de Henry

P(X<1)=0,63.
El La fonction h est continue et positive sur l'intervalle
[0;3].

J;tf(t) dt=0,88.
int&grFonct 1. 9
i . BES9464533

Ce calcul représente l'espérance de la variable aléatoire X.

1] 3 - £ | =B3/5B50eC2
A B C D E F G
duree d Fre nces
ree e affectif reque ,EH Valeur de la
fonctionnement cumuléss )
) ) |wariable Z 2+
i xilenh]) croissantes Fi
2 500 0,048 -1,6645629 Droite de Henry
3 700 : 0,182 -0,9077895 Mmoyenne 5714285714
4 900 108 0,398 -0,2585273 ecart type 285,7142857
5 1100 126 0,65 0,38532047
6 1300 109 0,868 1,11698673
7 1500 51 0,97 1,88079361
8 1700 15 1 #NOMBRE!
g total 500
El a. La variable aléatoire Z suit la loi normale N'(0; 1) . 1+ B
_ _ — . 1
b.P(XgX):P(X_ugujdonc,z:u' e.Si x=1 alors —x - £ =1 <:>X=TG=(S+M.
c c o Y AL
c

v

1 . . Ly , -
c. z=—x — — est I'équation réduite d'une droite % .
c o

d. Le point d'intersection de la droite % avec I'axe des
abscisses a pour ordonnée z=0 et son abscisse vérifie

E1 a. Voir plus haut.
b. Les points du nuage de points sont presque alignés,
sur la droite déquation z=0,0035x-3,4.

3.4 soit E(X)=971.

1 U ¢:.z=0<:>x:00035
—Xx ——=0 donc ce point a pour abscisse x=_. 4’4
° ° z=1& x=—-— donc, 6+ =1257 soit 6=286.
0,0035
25 -|
: | 2 = 0,0035x - 3,4001 >
15 e
1 e -
05 i % =
0 f— — —r——- — . v
o3 EEEEEBEHEE RS EREEEEEEE
a1 ]l« _____.-""-.
T
i
[ P(600 <X =<2800)=0,178. normalFRER CEHE . B
Les valeurs initiales ne permettent pas de calculer cette B8, 971 i%%%% 1267
probabilité. -
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=) Réussir au Bac

[63 oCM

EN a. Vrai: k=3 pour que la fonction f soit une fonc-
tion de densité de probabilité, car :
1 13 03
J- kx?dx=1 k(———)=1 < k=3.
0 3 3
F1 c. Vrai: voir cours.
El b. Vrai:P(Xe [u—0;u+0])=0,68.
Comme l'espérance de X est 1 =20:
[20-n;20+n]=[U-0;u+0] & n=0=6.

@ oCM

On suppose que la variable aléatoire X égale au retard
de Corentin est uniformément répartie dans l'intervalle
[0;30].

Il a.Faux:f(x)= ! !

30-0 30
20-15 5 1

b. Vrai:P(15=X<20)=—F=—=—.
30-0 30 6

15.

C. Faux:E(X)=O+30=

F1 Soit X lavariable aléa- aormalFREFC -10-9
toire égale a l'age des [F2F.11.5,3.22
jeunes enfants, on admet . 21?32?5‘_'5?
) . l-normal FREFE -1A

que X suit la loi normale =99 15.11.5,3, 23
d'espérance 11,5 mois avec

un écart-type de 3,2 mois.  137EEZ3572
a.Faux:P(X=9)=0,22.

b. Faux:P(X=15)=0,137. [FormalFREFCE. 12,
o FawxsPX=13) 11,50 3023

’ ; «F2SE4IET IS
P(8=X=12)=0425.

EX Lors d’un test de mathématiques, les éléves de ter-
minales ES ont obtenu une moyenne de 42 points sur
60, d’écart-type de 18. On suppose que les notes se
répartissent suivant une loi normale.

a.Vrai : Il y a environ [ormalFREFC -18™9
une chance sur 4 qu'un [Fa3H. 42, 182
« 202492457

g?WENteu'“mnSde 1-normalFRERS -16
. 9,50, 42,180

b.Faux : Il y a environ
33 % de chances qu'un
éléve ait eu plus de 50.

c. Faux: Ilya 11 % de
chances qu’un éleve ait
moins de 20.

(I3 Taille des femmes en France

1 1

2 2
F F
X),%
G G
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1 a.Soit G l'événement : « La personne mesure plus de
175 cm» et F: « La personne est une femme », on calcule
P(FNG)=Pg(G) xP(F)=0,07 x0,5=0,035.

b. F et F forment une partition de 'univers, la probabi-
lité P(G) se calcule en ajoutant les produits des probabi-
lités situées sur les branches arrivant a G.

P(G)=%><0,07+%><0,84=O,455;

c. On calcule la probabilité de I'événement F condition-
née par I'événement G,
PG(F)_l_P(FmG) _ 0,035 :i.

P(G) 0,455 13
E1 On suppose maintenant que la variable aléatoire X
égale a taille d'une femme francaise suit la loi normale
d'espérance 163 cm et décart-type 11 cm .
a. Par lecture du tableau, P(X < 175) = 0,862 3.
b.P(X=175)=1-P(X=<175)=0,1377.
c. On cherche le nombre a tel que P(X < a)=10,70.
D'apreés le tableau, on obtienta= 168 .
A I'aide de la calculatrice , on obtient a = 168,77 .
70 % des frangaises mesurent moins de 168 cm.

Y] Carte de fidélité

0,005 0,095
5 _
\),99 k,ooe
A A

D : « la carte de fidélité présente un défaut »;
A: «la carte de fidélité est acceptée apres controle.
Kl a.P5(A)=1-P5(A)=0,99.
D et D forment une partition de l'univers, on calcule la
probabilité P(A) en ajoutant les produits des probabili-
tés situées sur les branches arrivanta A..
P(A) =0,005 x 0,01 + 0,995 x 0,994 = 0,989 08 .
b. On calcule la probabilité de I'événement D condition-
née par I'événement A ,

P(AnD) 0,00495 165
P (D) = o o = -

(A) 0,01092 364

d'ou P; (D)= 0,453.
F1 On interroge un client choisi au hasard parmi l'en-
semble des clients possédant la carte de fidélité.
Soit X la variable aléatoire égale au montant en euros,
de ses achats par semaine. On admet que X suit la loi
normale de moyenne 40 et d'écart type 6
a.P(34=X=46)=P(u—o<=X=u+0)=068.
b. 1-normalFREr( -10

=R P 1 PR
» ADEZEIEETIE

P(X=30)=1-P(X<30).
P(X =30)=0,952.
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Test de QI

EF Q;=116,donc 25 % au moins des personnes testées ont obtenu un résultat supérieur ou égal a 116.

F1 Diagrammes en boite

52 68 84 100 116

b. Pour le test de Cattel : |[ormalFREFL - 1873
Q;-Q,=116-84=32. 9’?5’19%%2&9839
Pour le test standard : .

Q,-Q,=110-88=22. EE‘TBS}EE?H?E’“
La dispersion des résul- AP IATTEEET

tats est plus importante
dans le test de Cattel.
El Le test de Cattel est un test dont les résultats sur un
grand nombre d'individus choisis au hasard suivent une
loi normale d'espérance 100 et d'écart type 24. Soit X la
variable aléatoire égale au résultat d’'un test.
a.P(X=70)=0,106.
b.P(90<X=<110)=0,323.
c. P(X)e [100-a;100+a])=0,80

< 1-2P(X<100-a)=0,80.
2P(X=<100-4a)=0,20<P(X<100-a)=0,10.
d. D’apreés le tableau, on trouve :
100 -a=69 soita=31.
P(Xe [69;131]1)=0,80.

[68) Fabrication de pieces métalliques

[T a. Il s'agit d'une répétition de 60 épreuves de Ber-
noulli identiques et indépendantes, de succes |'événe-
ment « la piéce est triangulaire » et de probabilité de
succes p=0,40.

. o : binomFREr(EE. B, 4
La variable aléatoire X suit .28 -bhinoMmFREECE
laloibinomiale®(60;0,4). |E:@.4:19>
b. P(20 < X < 28)~0,765. . 7646600965
F1 La variable aléatoire ngsn?%};ﬁéig%a, ]
X suit la loi normale |= » .
N(24:144) . . rEE1594834
P(20<X=<28)=0,708.
] a. Xsuitlaloi normale
d'espérance 24. La courbe 0,
de la densité est symé- ,04
triqgue par rapport a la 0

droite d'équation x=24. 12 16 20 24 28 32 36
Donc P(X=24-a) =P(X=24+a)
et P(24—a=X=<24+a)=1-2 P(X=<24-a).
b.P(24—-a<X<24+a)=0,90

< 2P(X<24-a)=1-0,90

< P(X=24-a)=0,05.
D’aprés la table donnée, 24 —a=18,donc a=6.
90 % au moins des prélevements contiennententre 18 et
30 pieces triangulaires.
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132 148 164 180 196«

[X) Entreprises sans salarié

[l a. On préléve au hasard 70 entreprises parmi l'en-
semble de ces entreprises. On considére la variable
aléatoire X égale au nombre d'entreprises qui n'em-
ploient aucun salarié.

On a la répétition de 70 épreuves de Bernoulli , iden-
tiques et indépendantes, de succés « Lentreprise n'em-
ploie pas de salarié » de probabilité p=0,8 .

La variable aléatoire X suit la loi binomiale %(70;0,8) .
b.P(X=50)=1-P(X=49) douP(X=50)=0,09999.
F1 a. X suit laloi normale N(61;9).
P(55<X=67)=P(u—-20<X<u+20).
P(55=<X=<67)=0,954.

Il'y a environ 95 % de chance qu'entre 55 et 67 entre-
prises n'emploient aucun salarié.
b.P(X=50)=1-P(X=<50) dou P(X=50)=0,999877.

Etude d'une fonction de densité

Partie A Etude de fonctions

Soit f la fonction définie sur l'intervalle
[0;1] par f(t)=t>—1t3.

K a.f(t)=2t-3=t(2-3t).

2
f'(t)20<:>te|:0;§ .

2
Donc f est croissante sur l'intervalle [0 ; 5} et décrois-

[2
sante sur l'intervalle 5;1} . f" s‘annule et change de

sighe en % donc fadmet un extremum pour t = % .

2
X 0 5 1
f'(t) + 0 -
¢ 4
(t) 0/ 27 \->0

b.f'(t)=2-6t;f(t)=0te [0;%} .

. 1
f"s'annule et change de signe en 3 donc la courbe
représentative (C) de la fonction f admet un point d'in-

flexion au pointA(l ; i) .
3 27
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c. Courbe y

0,14

|
1
h

T

0 1 X

E1 a. g est définie, continue et positive sur l'intervalle
[0;1].

Une primitive de la fonction g sur cet intervalle est la
fonction G définie sur cet intervalle par:

3 4
=12 (5-5)

1 11
jog(t) dt =G(1)—G(O)=12(§—Z) =1.

g est une densité de probabilité sur I'intervalle [0; 1].

X
b. G(x) = I g(t) dt est la primitive de g qui s'annule en 0.
0

G'(x)=9(x) -
Sur l'intervalle [0; 11, g (x) = 0 donc G est croissante sur
cet intervalle.
c. G"(x)=g’(x)=12f'(x) donc G"”s'annule et change de
signeen x = % . La courbe représentative de G admet
un point d'inflexion / (z ; E) .

327
Partie B Variable aléatoire
Soit X une variable aléatoire de densité g .
[} a. Calculer la probabilité :

0,5 5
P(X<0,5)= jo 9(t) dt =G(0,5)= .

b. Par lecture de la courbe (I') le nombre réel tel que
P(X<a)=05est a=06.

0.8
c. P(04<X=<08)= _[0 , g(t) dt

=G(0,8) - G(0,4)
=0,8192-0,1792=0,64.
F1 Soit X la variable aléatoire égale au temps écoulé, en
centieme de jour, entre le 1¢" Juillet et le jour ou une
fleur éclot ; la fonction g est la fonction de densité de la
variable aléatoire X.
a.P(X=10,8)=G(0,8)=0,8192.
b. On cherche le nombre atel que P(X <a)=0,5, soita
est environ égal a 0,6 donc au bout d’environ 60 jours.
El a. La fonction u, définie sur l'intervalle [0 ; 1] par
u(t)=tg(t)est continue et positive. Une primitive de u

t4 t>
sur cet intervalle est U(t) =12 (— - —) .

4 5
1
00 = | t9(0) dt = 6(1) - 6(0) = 12(%_ %) 2.3

Le temps moyen nécessaire pour qu'une fleur éclose est
de 60 jours.
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b. Ce calcul représente la variance de la variable aléatoire X.
o(X)=

c. P(B)=P(04<X<0,8)=0,64.
P(C)=P(02=X=<1)=G(1)-G(0,2)
=1-0,0272=0,9728.

Taux de calcium d'une eau minérale

[} a. On préléve au hasard 40 bouteilles dans le stock
pour vérifier le taux de calcium.

Onalarépétition de 40 épreuves de Bernoulliidentiques
et indépendantes, de succes : » la bouteille contient de
I'eau calcaire », de probabilité p = 0,075.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de bou-
teilles de ce prélevement qui contiennent de l'eau cal-
caire, X suit la loi binomiale %(40; 0,075).
b.P(X=1)=1-P(X=0)=0,925%, soit P(X = 1) = 0,044 .
F1 Y la variable aléatoire  [qarmalFREFCES. 18
qui, a chaque bouteille |[*F9.26. 6. 162
prélevée au hasard asso- B9 I 42V
cie le taux de calcium de I'eau qu’elle contient. On sup-
pose que la variable aléatoire Y suit la loi normale d'es-
pérance 50,6 et décart-type 10.

P(Y=65)=0,0749.

Lénoncé indique que lorsque le stock est important, 7,5 %
des bouteille ont un taux de calcium supérieur a 65 mg /I.
El La probabilité P(A N C) s'obtient en effectuant le
produit des probabilités situées sur la branche passant
par Aet C.

0,7 03
A B
y,%s y,%
C C

P(ANC)=0,7x0,065=0,0455.

De mémeP(BNC)=0,3%0,1=0,03.

Les événements A et B forment une partition de I'uni-
vers donc P(C) =P(ANC)+P(BNC)=0,0755.

Lecture ou film ?

Partie A
Livie = | 4_4 5-9 | 10-14 | Total
serie
S 120 59 80 259
ES 50 100 50 200
L 50 110 100 260
Total 220 269 230 719
1 222 _0,306.
719

Soit environ 30,6 % des éléves sont de « petits lecteurs » .

2] % =~ 0,435 soit environ 43,5 % des gros lecteurs

sont des éleves de la série L.

3] % = 0,46 soit environ 46 % des éléves de la série S

ont lu au plus 4 livres.
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Partie B

Nombre de films 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Nombre d’éléves 5 10 10 20 35 40 60 80 85 80
Fréquences 0,01 0,014 0,014 0,028 0,049 0,056 0,08 0,111 | 0,1182 | 0,111
Nombre de films 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Nombre d’éléves 70 60 50 40 30 20 10 8 6
Fréquences 0,097 0,08 0,07 0,06 0,042 | 0,0278 |0,01391|0,01113| 0,01

Moyenne X | VarianceV | écarttypec X-C X+o X -20 X+ 20

8,837 12,59 3,549 5,289 12,386 1,74 15,93

La part en pourcentage des éléves dont le nombre de
films vus au cinéma pendant l'année appartient a l'in-
tervalle [Xx—0;X+ 0] estégalea 67,5%.

La part en pourcentage des éleves dont le nombre de
films vus au cinéma pendant l'année appartient a l'in-
tervalle [X —206;X +20] est égale a 94,6 %.

Partie C

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de films vus
au cinéma dans l'année, par un éléve pris au hasard.
Les résultats précédents justifient le fait que la variable
aléatoire X suit la loi normale d'espérance 9 et d'écart
type inconnu G.

[} a. On sait que la probabilité qu'un éléve ait vu au
plus 8 films au cinéma dans I'année est environ égale a
0,369 donc P(X =< 8)=0,369.

b. Soit la variable aléatoire Z=2X—2 .
c
La loi suivie par Z est la loi normale N(0; 1) .
X-9 8-9 1

C. P(Xs8)=P(—s—)=P(Z<——).
o o o

d.P(Z<-0,353)=0,362 donc —— = —0,352
[¢)

d'olu 0=2,832 soitarrondial'unité,c=3.
Fl1 P(X=1)=0,99.
EDPNEIFEéPil:lE“

29230
L AFE1695749

) Réinvestir...

73 ... en économie

Détermination d'un prix de vente

Moyenne X

Variance V

Ecarttypec

X-0

X+0o

X -20

X + 20

114,25

126,69

11,26

102,99

125,51

91,74

116,25

b. La part des prix appartenantal'intervalle [X —G; X + G] est égale a 69 %, puis celle des prix appartement a l'intervalle

[X—20;Xx+20] estégalea 95 %.

¢. Soit X la variable aléatoire suivant la loi normale N (114, 25:11,262), d’aprés le cours on a,
P(Xe[X-0;X+0])=0,68 etP(Xe [X—2G;X+25])=0,954.

Les résultats précédents coincident convenablement avec les propriétés de la loi normale N(114,25;11,252).

d. Lentreprise fixe le prix de vente a a un niveau tel que seulement 25 % des clients potentiels ont proposé un prix

supérieur. On cherche le nombre g, tel que:
PX=a)=025<1-P(X<a)=025<P(X<a)=0,75.
A l'aide de la calculatrice on trouve, a=~121,83.

74 ... en agriculture

Calibrage de fruits pour la vente
La variable aléatoire X égale au poids d'une mangue
suit une loi normale N(u;o?) et l'intervalle [550;800]
estcentréen L.
a. E(X) = 550*2“800 ! 3250

=675.
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FracHormale(d, 73
21142511252
121.8388897

b. 5 % des fruits sont dehors de l'intervalle [550 ; 800]
donc P(550 < X < 800)=0,95

d'aprésle cours P(Xe[u—-20;u+26]1) = 0,95

donc 20=125 soitc=62,5.

¢. P(X=700)=0345.  [ormalFREFCrEA, 1

B9, 670 62,02
244 EVE3R29
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75 ... en hydrologie

Les crues de ' Amazone

a. Soit X la variable aléatoire égale au débit du fleuve,
X suit une loi normale . La fonction de Gauss est symé-
trique par rapport a la droite verticale d‘équation
x=E(X).
P(X<E(X))=P(X=E(X))=0,5.
Sur une période de 32 années entre 1968 et 2000, on a
constaté qu'un débit égal a 239 milliers de métres cube
par seconde pouvait étre égal ou dépassé une année
sur deux, donc on en déduit que E(X)=239.
b. Soit la variable aléatoire :

X-239

PR

P(X=261)=p(X=232 = 261_239)=P(Z>22).

o o o

c. D'apres le cours, on sait que la variable aléatoire Z
suit la loi normale N(0; 1).

D’aprés Iénoncé, on sait qu'un débit égal a 261 milliers de
meétre cube par seconde pouvait étre égal ou dépassé

une année sur cing donc, P(X = 261) = % .

P(X2261)=1@P(22£)=1@1 —P(ng)zl.
> 6/ 5 ) 5

On adonc, P(Z < Q) 4
o

D’aprés la calculatrice, 22 =~ 0,8416 dou c = 26.
o

FracHormale(d4. 5.
LBd1e21 2335

d.P(X=272)=0,102.

76 ... en finance

Investissement et risque de perte

a. Soit la variable aléatoire X égale au rendement de ce
portefeuille, on admet que X suit une loi normale.

Un portefeuille dont l'investissement initial est de 100 €,
a un taux annuel moyen de rendement de 15 % d'écart
type 30 % donc, en moyenne l'investissement moyen
est égal a:

100x 1,15=115 et I’écart type est de 0,30 x 100 =30.
L'espérance de la variable aléatoire X est E(X) =115 et
I'écart type est 6 (X)=30.
b.P(X=a)=1-P(X<a)=095<P(X=<a)=0,05
d'apres la calculatrice, on obtient a = 65, 65 .
FracHormaleda. a3

2115380
B3 65439122

c. VAR.=65,65€.
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77 ... en gestion

Réservation dans un restaurant

La variable aléatoire X est égale au nombre de repas ser-
vis un jour donné.

Kl La variable aléatoire X suit la loi normale N(90;9)
P(X=95)=0,048.

hormal FREFCIS. 18

99, 90, 30
B4R 3504

E1 La variable aléatoire Y suit la loi normale N'(99;9,9)
P(X=100)=0,375.

normalF
E“?E:?E

R
7

1
&

erClBE, 1
LER.920
251847es

78 ... en biologie

Courbes de croissance des enfants.

La variable aléatoire X égale au périmeétre cranien d’un
enfant de six mois suit la loi normale

N(43;2,25)donc 6=1,5.

a.l=[pu—-20; u+20]=[40;46].

P(Xe 1)=0,954.

b.P(42<X=<44)=0,495.

ngrmalgﬁépi42=44
Tt de5a15066

c. D’apreés la calculatrice, si P(X < P,)=0,01 alors
P,=39,51.

FracHormale(d. a1
431,52
39.51847318

Si P(X<Pgg)=0,99 alors Pyq = 46,49 .
FracHormaled(d, 299

»43:1.9)
46, 48952182

d. Oui, cette mesure est dessous de la zone rose du carnet
de santé donc en dehors de lintervalle [W'—26"; W'+ 26'].
Enrevanche, on peut déterminer graphiquement quelle
fait partie de l'intervalle [u'—36"; W' +306’].

55 | Périmétre cranien (en cm)

N T
T

\

\

45 1

\
\

40 1

35 1

Age (en mois)

30 T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
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CHAPITRE

Echantillonnage

(p. 230)

Partir d’un bon pied

_A) Interpréter un intervalle
de fluctuation 3 95%
d'une fréquence.

a. Faux: car, dans la région A, il y a 100 malades.
b. Vrai : la proportion de malades hospitalisés dans

I'ensemble de la population est p = % =0,3.

c. Faux : dans la région A, n=100 et p=0,3

donc l'intervalle de fluctuation est [ 0,2; 0,4 ] et il

contient la fréquence observée f = % =0,39.

d. Vrai : dans I'ensemble des deux régions, on a

p=0,3,n=100+ 150 = 250 donc l'intervalle de

fluctuation est[0,236;0,364 ] et il ne contient pas
39+89 _ 0,512.

~100+150

_B) Déterminer un intervalle
de fluctuation a 95%
a l'aide delaloi binomiale

K] a.Faux : g est le plus petit entier vérifiant
P(X < a) > 0,025. D’apreés la table a=78.

b. Faux: b est le plus petit entier vérifiant

P(X < b)= 0,975.D’aprés la table b =103.

c. Faux: P(X < b) = 0,975.
OrPX=b+1)=1-P(X<Db)

doncP(X = b+ 1) =<0,025.

d. Vrai:

Pa@as=X<b = PXsb-PX<a)
PX<b-PX=<a-)
= P(X<103)-P(X <77)
0,976 - 0,019
0,957
0,95

Vo

L) Reconnaitre les probabilités
usuelles pour la loi normale
N(O ;1)

a. Vrai : il sagit de I'aire sous la courbe de la den-

sittdeZentre x = —2 et x = 2.

b. Vrai: c’'est un théoréme du cours (cf. chapitre 7).

c. Vrai: c’est un théoréme du cours (cf. chapitre 7).

d.Faux: P(Z > 3)=P(Z < -3) donc:

P(3<Z<3)=P(Z<3)-P(Z<-3)
=P(Z<3)-P(Z>3)
=1-P(Z>3)-P(Z>3)

=1-2P(Z >3)
=1-2P(Z=3)
donc:
P(Z>3)=1—P(—32$Z<3)
120997 g g1,

) Découvrir

Nl Découvrir une nouvelle variable aléatoire (p.232)

Kl a. Le choix d'une meringue est une épreuve de
Bernoulli dont le succes est « La meringue est cassée ».
D'aprés l'affirmation du contréleur, la probabilité du
succes est :
p= 20 =0,2.
100
Lorsque l'on préléve un échantillon de 10 meringues, on

répéte donc cette épreuve de Bernoulli n = 10 fois, de
maniére indépendante et identique (on suppose ici que
le stock de meringues est trés grand de sorte qu'en prélever
10 ne modifie pas de maniére significative la probabilité de
tirer de nouveau une meringue cassée).
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Par conséquent, le nombre X de meringues cassée obte-
nues dans I'échantillon, qui correspond aussi au nombre
de succés obtenues en répétant cette épreuve de Ber-
noulli, suit la loi binomiale de paramétresn=10etp=0,2:
X $(10;0,2).
Alors les valeurs prises par X sont tous les entiers com-
pris entre 0 et 10 et I'espérance de X est :
E[X]=nxp=10x%x0,2=2.

b. Sil'on note Y le nombre aléatoire compris entre 0 et
1 fournit par la commande Alea(), la loi de probabilité
de Y est donc la loi uniforme sur [0; 1].
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Si I'on note ENT la fonction partie entiere et A I'événe-
ment « La cellule considérée dans la plage A2 a J101
contientun 1 », alors:
P(A)=P(Ent(Y +0,2)=0)=P2>Y+0,2=)

=P1,8>Y=0,8=P(1=Y =0,8)

_1-08 _ 0.2.

1-0

La cellule G58 contient donc un 1 lorsque la meringue B7
(colonne G) de I'échantillon numéro 57 (ligne 58) est cas-
sée. A l'inverse, elle contient un 0 quand cette meringue
n’est pas cassée.

F1 a. Voir le fichier excel.

b. Voir le fichier excel.

c. Pour observer graphiquement la fluctuation et I'es-
pérance, on peut construire un nuage de points (voir la
page graph1).

Voir les pages feuil2 et graph2 pour la méme simulation
avec des échantillons contenant 50 meringues.

Ce qui ressort de ces observations est :

- les fréquences obtenues pour chaque échantillon sont
différentes (elles fluctuent) ;

- ces fréquences semblent fluctuer autour d'une valeur
prochedep=0,2;

«lorsque la taille de I'échantillon augmente, la fluctua-
tion diminue et ces fréquences semblent se rapprocher
dep.

« l'espérance de la variable aléatoire F, estimée par la
moyenne de ses observations, semble étre égale a p.
EJ Lespérance de X est E[X]= np et l'écart-type de X

est 6, =+/npq =/np(1-p).

Alors E[F]=E[lxx}=le[X]=l><nxp donc
n n n

E[F]= p ne dépend pas de la taille n de I'’échantillon.

Découvrir un nouvel intervalle de fluctuation a 95 % (p.232)

EJ a. Par propriété de la loi binomiale, on a
E[X,]=0,6n ety =+nx0,6x(1-0,6) =+/0,24n

E] On obtient les bornes et intervalles suivants :

b. On a successivement : Borne Borne Longueur de
) X '0 6 n inférieure : Supérieure: | lintervalle:
a<2n<b<:>aSMS An b €n=b,-a,
V0,24n 10 0,296 0,904 0,608
S ax+0,24n an—O,6nSb><\/0,24n 200 0,532 0,668 0,136
en multipliant par+/0,24n >0 400 0.551 0,649 0.098
< 0,6n+a~0,24n SXHS0,6n+b\/0,24n 1000 0,569 0,631 0,062
en ajoutant 0,6 n 1200 0,572 0,628 0,056

Xn oo
c. Avec F, = —" il vient:
n

a<Z,<b&0,6n+a0,24n < X,<0,6n+b+0,24n

o 0,6n+a~0,24n _ Xn _0,6n+b40,24n

n n n
en divisant parn >0

_0,6n by0,24xVn

0,6n , ay0,24xn _

= <F <
n Jn x</n " n Jn x<n
V0,24 0,24
<0,6+aXx———<F <0,6+bx———.
Jn " vn
d. Aveca =-1,96et b = 1,96, il vient :
V0,24 V0,24

-1,96<27,<19 < 0,6-1,96 <Ff,=<0,6+1,96

Jn Jn

Fl a. Comme Z, suit approximativement une loi nor-

male centrée réduite, on sait que (voir le chapitre 7 p. 208)
P(Z,e[-a;a])=0,95 < a=1,9.

Il est possible de retrouver cette valeur en utilisant les

fonctionnalités de la calculatrice (voir p. 346).

b. On a, pour de grandes valeurs de n, environ 95 % de

chances que Z, € [-1,96;1,96], c’est-a-dire que Fn € In

avec I, =[O,6—1,96 (\)/’_24 ;0,6+1,96 (\)/’_24}
n n
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La premiére ligne signifie que, sur un échantillon de taille
10, la proportion de votants est environ comprise entre
..29% et 91 % !Nl n est de toute maniére trop faible
pour pouvoir appliquer le théoréeme de Moivre-Laplace.
De la seconde a la quatriéeme ligne, on obtient des inter-
valles de fluctuations qui contiennent bien la propor-
tion de votants pour Philemon. On remarque aussi
que, plus la taille de I'échantillon est grande, plus cet
intervalle de fluctuation est petit. Autrement dit, plus
I'échantillon est grand, plus la précision de l'intervalle
de fluctuation semble elle aussi grande.

Enfin, sur la derniere ligne, on observe que, lorsque l'on
interroge tous les éléves du lycée, il ne semble n’y avoir
aucune certitude sur la proportion de votants pour Phi-
lemon, alors méme que l'on sait qu'il y a 60 % des éléves
qui ont voté pour lui.

Dans ce cas, I'hypothése de notre raisonnement qui est
mise en défaut est le fait que la variable aléatoire X, suit
une loi binomiale. En effet, on interroge dans ce sondage
1 200 éléves d’'une population qui en contient 1 200.

Les réponses de chacun de ces éléves ne peuvent étre
considérées comme indépendantes : si 'on connait les
réponses des 1199 premiers éléves, alors la réponse du
dernier a ce sondage est entierement déterminée : il ne
s'agit plus d'une épreuve de Bernoulli de paramétre p =0,6.
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Comparer deux intervalles de fluctuation (p.233)

Kl a. et b. Voir le fichier excel.

c. En F2, entrer =$B$2-1/RACINE(SBS1) ; en G2, entrer
=$B$2+1/RACINE(SBS1) ; en H2, entrer =G2-F2

En F5, entrer
=$B$2-1,96*RACINE($BS$2*(1-$B$2))/RACINE(SBS1) ;

En G5, entrer
=$B$2+1,96*RACINE($BS$2*(1-$B$2))/RACINE($BS1) ;

en H5, entrer =G5-F5.

d. Dans les deux cas, on obtient 0 dans la cellule.

En effet, le tableur compare le contenu de B4 (donc 0)
aux deux bornes de l'intervalle considéré.

Chaque comparaisonretourne uneréponse,iciFalse pour
B4>=SF$2 (ou $FS$5) et True pour B4<=$GS2 (ou $GS5).
Le produit de ces deux termes donne False dans tous
les cas, sauf si les deux termes valent True (donc ici il
vaut False). Vu la structure conditionnelle, les cellules
contiennent donc des 0.

Elles contiendront donc des zéros tant que la valeur
dans B4 n'est pas comprise dans l'intervalle /, pour la
colonne D et J,, pour la colonne E.

Si la valeur de B4 est comprise dans l'intervalle, alors
la structure conditionnelle renverra la valeur comprise
dans C4, cest-a-dire la probabilité que la variable F,
prenne la valeur contenue dans la cellule B4

e. On obtient donc dans les colonnes D et E une série
de 0, excepté pour les lignes dans lesquelles la cellule
de la colonne B contient une valeur comprise dans I'in-
tervalle considéré.

Pour ces lignes-la, les colonnes E ou D contiennent la
probabilité que F, appartienne a l'intervalle concerné.
Ainsi, il suffit de faire la somme des cellules de la
colonne D (respectivement la colonne E) pour obtenir la

probabilité que F, appartienne a l'intervalle 7, (respec-
tivement J,).

lIsuffitdoncderentrerdansla cellule G3:=SOMME(D4:D1004)
et dans la cellule G6 : =SOMME(E4:E1004).

E] a. En utilisant la feuille précédente, on obtient le
tableau suivant :

n a, b, |PFel) b,-a, ¢, d, |PF,el) d,-c,

10 |0,2838|0,9162|0,9817|0,6325|0,2964 | 0,9036 |0,98170,6073

200 |0,5293|0,6707|0,9639|0,1414 | 0,5321|0,6679 | 0,94890,1358

400 |0,5500 | 0,65000,9637|0,1000 | 0,5520 | 0,6480 | 0,9536 | 0,0960

1000 0,5684 | 0,6316|0,95800,0632 | 0,5696 | 0,6304 |0,9511|0,0607

b. Dans les deux cas, la probabilité que F, appartienne
a l'intervalle de fluctuation (qu'il s'agisse de P(F, € 1,,) ou
de P(F, € J,)) semble se rapprocher de 0,95.

Ainsi, pour de grandes valeurs de n, il semble que la
probabilité que F, appartienne a l'intervalle de fluc-
tuation a 95 % est d’environ ... 95 %!

Cependant, on peut observer deux faits supplémen-
taires :

[l semble que I'on ait toujours P(F, € I,) = P(F,, € J,).Voir
I'activité 4 p. 233 pour la démonstration.

Il semble que I'on ait toujours P(F,, € 1,,) = 0,95 alors que
(P(F,, € J,)),cn Semble converger vers 0,95, sans étre
monotone.

Le premier point est admis dans le théoreme vu en
seconde et définissant l'intervalle de fluctuation de la
fréquence au seuil de 95 %.

Le second point n'est pas étudié dans le programme de
Terminale ES. Seule la convergence est affirmée dans le
théoréme au programme.

LRy Simplifier l'intervalle de fluctuation asymptotique (. 233)

K] a. Pourxe [0;1],0nag(x)=x—x2doncg’(x)=1-2x.

Alors gx) >0 1-2x>0<1 >2x@%>x

et, delaméme facon, gx)=0< x = l.

On en déduit le tableau de variation de la fonction g sur
[0;1]:

X 0

o | N|=

g'(x) +

AT R

. . 1
Par conséquent, le maximum de g sur [0; 1] est 2 dong,

1
pour tout réel x de l'intervalle [0; 1], ona g(x) < Z
Soit p unréel de [0; 1].

On a alors p(1 — p) = glp) < %, donc, par croissance
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. . , 1 L
de la fonction racine carrée sur [o;ﬂ on en déduit

que \/p(1-p) < \/g, puis, en multipliant par 1,96 :
1,96/ p(1-p) <1,96 X % <2 x% d'ou 1,96/p(1-p) <1.

b. En divisant linégalité précédente par vn, on en
déduit que:

1 __1,96p(1-p) _ 0= 1,96\/\[/911—p) _ 1

_ =

Jn Jn n Jn

et en ajoutant p, on en déduit que :

1 _1,96\/10(1—p)ser1,96\/p(1—/z>)sp+ 1
Jn Jn

p-—F==sp

n Jn'

p_1.9620-P b1 10620

' \ Vi 7 n

I, /

r r 1 1

T T 5| 5|
~ 1 1 N 1
P- Pt

On a bien démontré que I, J, et donc que
P(F,e I,) <P(F,e J,).
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. 1 1 2
a. Lamplitude de J, est( +—)—( ——):—.
a § R G/~ I G BV
De la méme fagon, 'amplitude de 7, est :
(1,96/p(1— p)
2X —m———~
Jn

Comme [, c J,,, 'amplitude de J, est supérieure a celle
de 7, donc la différence des amplitudes est :

D) 2><(1—1,96 p(1—p) =2(1—1,96«/p(1—p))

Jn Jn Jn '
I DR
10ty . , /

\ flc)=2:(1-1.96-yx(1-x) ) /
\ /
\ , /

/

{f’ Ahed ”/’(0.623.0 1)
et

T

E-»'. + . . . : + + v

b. On définit sur la calculatrice la fonction
f(x) =2(1—-+/x(1- x)) etla fonction h(x) = 0,1.

On observe graphiquement pour quelle(s) valeur(s) de x
la courbe de la fonction fest en-dessous de la courbe de

la fonction h et on détermine des valeurs approchées

des éventuels points d'intersection a l'aide de la table.

c. On en déduit approximativement que :
2(1-1,96/p(1- p)) <0,1 0377 <p<0,623.

Comme 2(1-1,96/p(1- p)) < 0,1
@2(1—1,96 p(-p)) 0,

=—
vn Jvn
on en déduit que :
2(1-1,96./p(1-p)) 0,1
dés que 0,4 <p < 0,6, <—,ce
Jn Jn

qui signifie que la différence entre les amplitudes de
Jn'

E] si p appartient a l'intervalle de la question précé-
dente, alors 'amplitude des deux intervalles, qui sont

I, et J, estinférieure a

. s . 0,1
tous les deux centrés en p, est inférieure a —=.

Or, pour de grandes valeurs de n, cettendifférence
est tres faible : ainsi, dés que n = 100, on a Jn =10
,
vn
amplitudes sera donc inférieure a 1 % (et donc la dif-
férence entre les deux bornes inférieures ou les deux

bornes supérieures elle-méme inférieure a 0,5 %).
Les deux intervalles seront donc dans ce cas quasi-
confondus.

donc < 0,01.Pour n =100, la différence entre les

Estimer p a partir d'un échantillon (p.234

EJ Cette équivalence peut se démontrer par le calcul
mais un dessin est tout aussi « parlant » :

p
| | | | | |
I I I I I I
1 1 f 1 1
e fo—— — f4—
PV T Vm Prm "t m
1 1 1 1
——sfsp+—=©S -—<s<f-ps—
P~ PY n P=T
1 1
S —=—(f-p=-—
n (f-p) N
c}i _f+p>_i
vn vn
<:>f+L2p2f—L.
n n

E1 A la lecture du graphique, on s'apercoit que toutes
les fourchettes sont centrées autour de valeurs proches
de 0,4. De plus, cette valeur semble étre contenue dans
presque toutes les fourchettes : on peut donc estimer
que p = 0,4. Mais on aurait pu choisir aussi p=0,39!

EJ Sur les 20 échantillons représentés sur le dessin,
seul le dix-huitiéme ne contient pas 0,4.

Il représente donc une proportion de % = 0,05 soit 5 %.

En conclusion, 95 % des fourchettes contiennent la
valeur de p.

Remarque : en utilisant le fichier excel joint, il est pos-
sible de faire observer que cette proportion est valable
quelles que soient les simulations ... et qu’en prenant
p =0,39 on obtient des résultats équivalents !

Déterminer un intervalle de confiance 3 95 % de p (p.234)

EB Pour déterminer graphiquement p + %, il suffit de
déterminer I'ordonnée du point de %, d'abscisse p. On
litque,sip=0,5 p+ % =0,6.

De méme, avec %,, on lit que dans ce cas p — % =0,4
et donc l'intervalle de fluctuation de la fréquence F au

seuil de 95 % est J,4,=[0,4; 0,6].
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E1 a. Lafréquence observée se lit en ordonnée.
Or le point de %, qui a pour ordonnée f = p + % a pour
1
abscisse p=f—-—.
P 10
De la méme facon, le point de %, qui a pour ordonnée

1 1
f=p—-—apourabscissep=1f+—.
P 10 P p 10
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En opérant le méme travail que dans la question précé-
dente, mais des ordonnées vers les abscisses cette fois-
ci, on lit graphiquement que, si f=0,78, alors :

[f—l;f+i}=[0,68;0,88].
10 10

b. Graphiquement, si f=0,975, alors f + % >1,doncil

n'existe pas de point de %, d'ordonnée f = 0,975 et
d'abscissep e [0; 1].

En faisant glisser %, vers le haut, on obtient un point d'abs-
cisse p = 1et d'ordonnée f= 0,975 sur cette droite, dés lors

1 1
—, soit quand 0,975=1-—
G ot 7

= 40, ou encore n=1 600.

que n est tel que f=p-—

1
1-0,975
Dans ce cas, si f=0,975, alors :

1

1 1 1
f——;f+—}=[0,975——;0,975+—}= 0,95;1].
[ NERT 20 20) " 109531

doncsi vn =

EJ Daprés ce qui précéde, la probabilité que l'intervalle

aléatoire [F 1 i F + i} contiennep est:
10 10

1 1 1 1

Plpe|F-—;F+—||=P|Fe|p——ip+—

(p [ 10 10}) ( [p 10 P 10})

1 1
=P(F e[ -—; +—})20,95
n €|P In p In

d'aprés la définition de lintervalle de fluctuation
h=[p-Lipe i

5 Jn'" o Jn
quence » F, d'un caractere de proportion p qui, a tout
échantillon de taille n de cette population, associe la
fréquence observée f de ce caractére, dans cet échan-
tillon.

} de la variable aléatoire « fré-

iy Simuler un sondage politique (p.235)

EJ a. NbrAléat est une commande qui fournit un
nombre au hasard entre O et 1.

Donc 0,2 x NbrAléat fournit un nombre au hasard
comprisentre 0 et 0,2,

puis 0,4 + 0,2 x NbrAléat fournit un nombre au hasard
entre 0,4et04+0,2=0,6.

Cette instruction détermine dong, au hasard, la propor-
tion d'intentions de vote pour le candidat A.

b. Pour chacune des 20 simulations de sondage (J va
de 1 a 20), E est initialisée a 0, puis, pour chacune des
n personnes interrogées (I va de 1 a n), on augmente E
de une unité si la simulation fournit une personne qui
vote pour A et on ne modifie pas E (on ajoute 0....) sinon.
Parconséquent, al’issue de chacunedes20simulations,
E contient le nombre de voix obtenues par le candidat
A dans cette simulation.

c. L, Lyetl,sontdeslistes qui contiennent 20 nombres
(puisque pour chacune des valeurs de J, qui va de 1 a 20,
on stocke une valeur supplémentaire dans chaque liste).
Dans L,, on stocke a l'issue de chaque simulation la valeur

de %, c'est-a-dire le quotient du nombre de voix obtenues

par A dans cette simulation par le nombre total de
personnes interrogées. Par conséquent, L, contient la
proportion f des voix du candidat A observée dans
chacune des simulations.

Dans L5, on stocke dong, a l'issue de chaque simulation
1 1 .
de sondage, f — — etdans L, f + —. Autrement dit,
Vn Y Jn

on stocke dans Ly Iqes bornes inférieures et dans L, les

bornes supérieures des fourchettes obtenues a cha-

cune des simulation de sondage.

1 Dans le graphique fourni, on compte une fourchette

qui ne contient pas la proportion des intentions de vote

p (la deuxiéme simulation). Ainsi la proportion de four-

chettes ne contenant pas p est
1 =0,02 soit
50

Le niveau de confiance d’'une fourchette (ici 0,95) minore la

2%.

probabilité que l'intervalle aléatoire [Fn - % i P+ %}
n n

contienne la proportion p. La probabilité que cette
intervalle aléatoire ne contienne pas p vérifie donc:

1 1
Plpelr - 7h+ 2]
1 1
=1— R — R < 1-— =<
1 P(pe[Fn \/E,F,,+\/E})\1 0,95 < 0,05.
Ainsi, siles conditions d'utilisation de l'intervalle de fluc-
tuation d'une fréquence a 95 % sont réunies,
la proportion de fourchettes ne contenant pas la pro-
portion d'intentions de vote doit-étre inférieure au seuil

de risque, a savoir 5 %.

Comment la lire ? (p.235)

La premiére case de la bande dessinée permet de faire
réagir sur le fait que connaitre une proportion estimée
par sondage, sans connaitre la taille de I'échantillon, est
une information trop incompléte pour étre utilisée : la
marge d'erreur étant inconnue, les 80 % d’intentions de
vote peuvent étre déterminés a 45 % prés (il suffit de
prendre n =5).
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Sur la méme case, on peut faire remarquer que I'échan-
tillon peut aussi ne pas étre représentatif de I'ensemble
de la population : si I'on a interrogé que les « copains »
du candidat, I'hypothese d'indépendance des réponses
de chaque personne interrogée lors du sondage peut
étre remise en question.
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Dans la seconde case, les informations sont plus nom-
breuses : sous I'hypothese d'un échantillon représentatif,
il est possible de construire la fourchette de I'estimation
apportée par la journaliste en herbe. On obtient :

1 1 1 1
f——;f+—:|=[0,52——;0,52+—}
[ Jvn Vn V1200 V1200
~[0,491;0,549].
Or cette fourchette indique au candidat que, méme
s'il semble en bonne position pour gagner, il nest pas

improbable qu'une majorité des électeurs ne sou-
haitent pas voter pour lui.

La derniére case permet enfin de montrer que, méme
en construisant une fourchette et en essayant de tenir
compte de la marge d'erreur, il est encore possible que
la proportion des intentions de vote ait été mal estimée.
En effet, lors de ce sondage, on ne dispose que d'une
fourchette. Or le principe de construction de cette four-
chette ne nous permet d’en obtenir une qui contient la
bonne proportion que au moins 95 % des cas.

Autrement dit, dans moins de 5% des cas, cette méme
démarche fournit tout de méme un intervalle ne conte-
nant pas la proportion estimée ! Ce qui est le cas ici puisque
seul 49 % des éléves ont au final voté pour notre candidat.

®Cowrs

ED Fluctuation d'échantillonnage et prise de décision . 23)

a.Intervalle de fluctuation au seuil
de 95%

Explications concernant I'exemple :

On rappelle que, pour déterminer l'intervalle de fluc-
tuation a 95 %, de la fréquence F associée a une variable
aléatoire X suivant une loi binomiale %(n ; p), il suffit,
grace a la table de la loi binomiale de déterminer :

« le plus petit entier a tel que P(X < a) > 0,025 ;

« le plus petit entier b tel que P(X < b) = 0,975 ;

Dans ce cas, l'intervalle de fluctuation de F au seuil de

95 % est [ﬂ;_}.

nn
Remarques :
- L'avantage de l'intervalle de fluctuation asymptotique
est sa facilité de calcul (indépendant de la table de la loi
binomiale), ainsi que la maitrise de son amplitude.

« Il présente néanmoins deux limites importantes :

—il n'est qu’asymptotique et il faut donc vérifier que
les conditions d'approximations de la probabilité
P(F, € 1) par sa limite (a savoir 0,95) sont vérifiées ;

—la suite (P(F, € I.)),.n Ne converge pas forcément de

maniere monotone : autrement dit, méme si la limite est
0,95, P(F, € 1) peut étre inférieure ou supérieure a 0,95.
Ainsi, pour ne pas affirmer des propositions fausses,
il est nécessaire lorsque l'on calcule les bornes de
I'intervalle de fluctuation asymptotique de considé-
rer la valeur approchée par défaut pour la borne
inférieure et la valeur approchée par exces pour la
borne supérieure.
Il est important aussi de bien distinguer dans la
conclusion la formulation « avec une probabilité
proche de 0,95 » de la formulation « avec une proba-
bilité au moins égale a 0,95 ».

D) Savoir faire

© 1. Déterminer et interpréter un intervalle de fluctuation

asymptotique .237)

: dans I'ensemble de la population est p=0,7.

. Léchantillon considéré concerne n =300 individus.
n=300=30, nxp=300x0,7=210=5

et nx(1-p)=300%x(1-0,7)=90=5

donc on peut utiliser I'intervalle de fluctuation asymp-

totique.
lvient: p—1,96x YPUZP) _ ¢ cag
Jn
'I_
et p+1,96xYPUZP) _ 4 75

N
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Exercices d’application GG
" n a. La proportion des asthmes dus aux acariens

donc l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 %
de la proportion d'asthmes dus aux acariens est :
[0,648;0,752].

b. Dans ce groupe de 300 enfants asthmatiques, on
peut donc obtenir, avec une probabilité proche de 0,95,
entre 64,8 % et 75,2 % d’enfants présentant une allergie
due aux acariens, soit entre 195 et 225 enfants.

E a. La proportion des piéces sans défaut dans l'en-
semble de la production est donc p=0,8.

L'échantillon considéré est composé de n =300 piéces.
n=300=30, nxp=300%x08=240=5

et nx(1-p)=300%x(1-0,8)=60=5
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: donc on peut utiliser l'intervalle de fluctuation asymp-

: totique.

o p(1-p)

¢ llvient: p—1,96 x ———— = 0,754
: P N

Dot pr1,96x YPUZP) g gag

Jn

donc l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 % de
la proportion de piéces sans défaut est :[0,754 ; 0,846] .
b. Dans cet échantillon de 300 piéces, on peut donc
obtenir, avec une probabilité proche de 0,95, entre
75,4 % et 84,6 % de pieces sans défaut, soit entre 227
et 253 pieces.

© 2. Décider a partir d'un intervalle de fluctuation

asymptotique (p.239)

propriétaire de smartphone est p =0,314.

L'échantillon considéré est de taille n = 180.

Orn=180 =30,nxp=34>5etnx(1-p)=74>5
donc on peut utiliser l'intervalle de fluctuation asymp-
totique.

Alors p-1,96x YPUZP) _ 6 946
Jn
et p+1,96x vp=p) 0,382

Jn

donc lintervalle de fluctuation asymptotique a 95 %
de la proportion de propriétaires de smartphone est :
1=10,246;0,382].

Dans léchantillon, on a observé une fréquence

f= % = 0,4 de propriétaires de smartphone.

Alors f ¢ I donc on peut affirmer que cet échantillon
n'est pas représentatif de I'ensemble de la population.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

|Z| La proportion de plants atteints du mildiou dans
I'ensemble de la population est p =0,65.

L'échantillon des plants traités par le produit A est de
taille n=150 = 30.

nxp=97>5 et nx(1—-p)=52>5 doncon peut uti-
liser lintervalle de fluctuation asymptotique.

p(1=p)
Jn

Alors 1,96 x = 0,077 donc l'intervalle de fluc-

n
tuation asymptotique de lafréquence des plants atteints
du mildiou dans cet échantillon est /,5,=[0,573;0,727].
Or la fréquence observée dans cet échantillon est

f:£=0,58.

150
Comme f est dans l'intervalle, la différence entre fet p

n’est pas suffisamment significative pour affirmer que
le produit A est efficace.
Avecn=378=30,0nanXxp=246>5

et nx (1 -p) =132 > 5 et finalement on obtient

[0,601 ; 0,699]. Or f = % = 0,59 dong, sur cet

1378

échantillon, on rejette I'hypothése p = 0,65 avec un
risque d'erreur de 5 %. On peut donc raisonnablement
considérer que le produit B est efficace.

© 3. Estimer la proportion inconnue d'un caractere (.241)

.......................

; que la fréquence des utilisateurs de tablettes numeériques

270

: préts a télécharger la presse en ligne est f = 500 =0,3.

¢ Ornf=270>5 et n(1-f)=630>5 donc un intervalle
: de confiance au niveau de confiance 0,95 de la propor-
: tion des utilisateurs de tablettes numériques préts a
télécharger la presse en ligne est:

[f L f+%} [0,266;0,334]
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@ a. La précision d'un intervalle de confiance est i.

Jn

Ori<o,01 @E>L@n>2002 donc il faut
Jn 0,01

interr%ger 40 000 possesse’urs de GPS pour obtenir une
précision inférieure a 1 %.

b.Sin=40000 et f=0,41,alorsn=30,nf>>5
etn(1-f)>5 etfinalement l'intervalle de confiance au
niveau de confiance 0,95 de p est :

1 1
0,41—- ———; 0,41+ —— | =
[ J40000 J40 ooo}

[0,405;0,415]

CHAPITRE 8 Echantillonnage 7



(p.243)

E| a.Vrai:carP(X = 4) = P(%X = g) =P(F=0,8).

b. Faux : car F est une proportion donc Fe [0; 1]

donc PF=1)=0#1-0,25"=1-P(X=0).

c. Faux : car F ne prend pas des valeurs entiéres, alors
que c'est le cas de toute variable aléatoire suivant une
loi binomiale.

@ a. Faux: car / et f ne sont pas aléatoires donc P(f € 1)
vautOou 1.

b. Faux : car / est un intervalle de fluctuation donc / est
centré enp.

c.Vrai:carP(fe I) = 0,95 donc P(fe I) # 0 et f peut ne
pas appartenir a /.

IE a. Faux : car, plus n est petit, plus % est grand

96\/p(1

donc plusl'amplitude 2 x ————"= deI intervalle est

grande.
b. Faux: car, plus p est petit, plus \/p(1— p) est petitdonc

wi

c. Vrai : car l'intervalle de ﬂuctuatlon asymptotique est
inclus dans J,.

plusl'amplitude 2 x —————=delintervalle est petite.

@ a. Vrai:lalongueur de 1, est maximale pour p=0,5
(voir I'activité 4 p. 133).
b. Faux:

I = {p ~ 1,96«\/_/[3,5 1-p) b+

1,96/p(1— p)}
Jn

_ [o 51964025 1,96\/0,25}
’ Jioo V100

=1[0,402;0,598]#[0,4;0,6].
c. Faux : vu ci-dessus, on a l'inclusion contraire.

|E a. Faux:on ne connait pas la probabilité d’erreur si
on accepte I'hypotheése.
b. Faux : on rejetterait si on avait f ¢ 1.

c.Vrai: fe Idoncon ne rejette pas I'hypothése.

@ a. Faux: certes fy € I et fg ¢ I mais A peut étre
représentatif et B ne pas I'étre. En effet, ces relations
entre f,, fz et I ne fournissent que des indications proba-
bilistes. On ne peut donc pas en déduire une comparai-
son entre les deux échantillons.

b. Vrai:f, € I donciln'y a pas de raison de penser que
I'échantillon A n'est pas compatible avec les résultats
sur I'ensemble de la population.

c.Faux:fz ¢ I doncl'échantillon B n'est en terme proba-
biliste pas compatible avec les résultats sur I'ensemble
de la population.

@ a. Vrai: Il s'agit de la réalisation fde F.
b. Faux: Il s'agit alors de p elle-méme!
a. Faux : Lestimation n'est plus ponctuelle.

@ a. Faux : la fluctuation déchantillonnage signifie
que la fréquence observée sur un échantillon n'‘est pas
égale a la proportion dans I'ensemble de la population.
b. Vrai:llya95 % de chances que la variable aléatoire F,
observée sur un échantillon de taille 100 appartienne a
65 1 65 1
100 V100100 © \/ﬁ} 10,350,751
caronabienn=100=30,np=65>5etn(1—p)=35>5.
c.Faux:p e [0,55;0,75] est un événement impossible ou
certain (il n'y rien d’aléatoire ici) donc P(p € [0,55 ; 0,75])
vautOou 1.

I'intervalle [

@ a. Faux : Llamplitude de l'intervalle de confiance
est la précision !

b. Faux : cette amplitude ou précision vaut i, ce qui
décroit avec n. n

c. Vrai : Lamplitude et la précision sont égales donc
croissent ou décroissent en méme temps.

El La précision est 2_2 . 0,4 donc la seule

vn o 25

réponse juste est la réponse b.

) Exercices

ID Intervalle de fluctuation a 95 % (. 244

[17} Vrai ou Faux ?

a. Faux : X est le nombre de succés lors de la répétition
de 25 épreuves de Bernoulliidentiques et indépendantes
dontle succes est « Faire 1 ou 2 lors du lancer de dé » donc
Xsuitune loi binomiale de parameétresn=25 et p = 2_1 .
b. Vrai : Grace aux tables d'une loi binomiale, le plus
petit entier a tel que P(X =< a) > 0,025 est a=4 et le plus
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petit entier b tel que P(X < b) > 0,975 est b =13 donc
I = [i E}—[0 16;0,52].
2525

c.Faux:p:%etn:25 donc = 0,185

1196Vp(1_p)
vn

et/ =[0,148;0,519].
Remarque : avec n = 25 < 30, on ne peut pas affirmer
queP(Fe l)=0,95.
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d. Vrai : la probabilité est tres faible mais elle n'est pas
nulle : moinsde 5% car 0,6 x 25=15

15 10
et P(X=15)=[122]x(%) x(%) ~ 0,003 95 % 0.

[18) Vrai ou Faux ? _
a. Faux : I'amplitude est 1,96Vp(1-p) donc il faut
n

multiplier n par 4 pour que cette amplitude soit divisée

par 2.

b.Vrai:Sip=0,5 et n= 10000, alors la précision est

2Jp(1-p) _ 2
vn vn

c. Vrai : il suffit de remarquer que, si Z suit la loi normale

N(0; 1), alors P(-3 < Z =< 3)=0,99 et de reprendre le

travail de l'activité 2 p. 232.

< 0,01, soit inférieure a 1 %.

[13} Noé&l pour les seniors

[} Ici la proportion des seniors dans I'ensemble de la
population est p=0,17 et la taille de I'¢chantillon consi-
déré est n=550 = 30.

Or nxp=93>5 et n(1-p)=456>5 donc on peut
déterminer l'intervalle de fluctuation asymptotique au
seuilde 95%:

1,96p(1-p)
Jn

=~ 0,0314 donc 7=[0,13;0,21].

E1 Vu lintervalle de fluctuation asymptotique, il y a
environ 95 % de chances d'y avoir entre 13 % et 21 %
de seniors de plus de 60 ans dans ce quartier.

Or 0,13 x550=71,5et 0,21 x 550 =115,5 donc pour
avoir assez de paniers-cadeaux, I'employé doit donc en
prévoir entre 72 et 115 paniers-cadeaux.

Hi Prestations familiales

[} Ici la proportion des allocataires dans l'ensemble
de la population est p = 0,47 et la taille de I'échantillon
considéré est n =20 000 = 30.

Onxp=9400>5 et n(1—p)=10600 > 5 donc
on peut déterminer 'intervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 %::

1196\/p(1_p)
vn

= 0,006 92 donc /=[0,463;0,477].

E1 a. Lamplitude de l'intervalle de fluctuation asymp-
totique est alors :

f(n):2><71'96 /p(-p)
Vn
_2Xx1,9640,47 x (0,53) N 1,956 47

N Jn
F1 Alors:
1,956 47 1,956 47
fn=01e-—"—"——-=0,01lvn=""—1
Jn 0,01

& n=(195,647)? <n=38277,7.
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Par conséquent, pour obtenir la précision souhaitée,
il faut interroger au moins plus de 38 000 personnes.
La seule solution est donc d'interroger tous les habi-
tants de la ville, pour obtenir la proportion exacte.

H] Amplitude maximale

[} Lamplitude de lintervalle de fluctuation asympto-
tique est alors :

2x1,96y/p(1-p)  2x1,96/p(-p) -
T = 77000 =0,124p(1-p)

F1 Pourxe [0;1],0onaf(x)=x—x% doncf(x)=1-2x.

Alorsf(x) >0 1-2x>0<1 >2x<:)%>x et,dela

méme facon, f(x) =< x =

N | —

On en déduit le tableau de variation de la fonction f sur
[0;1]:

X 0

o N|=

f'(x) +

g O/f(%)%‘(%)z—%\o

El Par conséquent, le maximum de fsur [0; 1] est % ,

. 1
atteinten x = 5
2 donc, pour tout réel p de lintervalle [0 ; 1], on a
1 1
f(p) < —doncp(1—p) < —.
4 4
Alors, par croissance de la fonction racine carrée sur

[O;%},on endéduitque /p(1—p) < \/;puis,en multi-
pliant par 0,124 :

0<0,124/p(1=p) < 0,124 ﬁ <0,124 % % <0,062

Lamplitude de l'intervalle de fluctuation asymptotique
. 1
est donc maximale quand p = 5 = 0,5 et, dans ce cas,

elle vaut environ 0,062, soit 6 %.

3 Cette question revient a utiliser le travail pour
répondre a la question précédent : I'amplitude maxi-
male d’un intervalle de fluctuation asymptotique au
seuil de 95 % de la proportion d'adolescents préférant
cette barre chocolatée est de 0,062, lorsque cette pro-
portion est de p=0,5.

Cela signifie que tout intervalle de fluctuation asymp-
totique au seuil de 95 % aura une amplitude inférieure
a 6% : la marge d'erreur commise par une estimation
ponctuelle est donc d’au maximum, dans ce cas, plus
ou moins 3 %.
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B Décision a partir de la fréquence d'un échantillon (.245)

[22) Les éléves aiment les épinards
La proportion déléves ayant apprécié le potage aux
épinards dans l'ensemble du lycée est supposée étre
p =0,85. La taille de I'échantillon est n =35 = 30.
Ornxp=29,75>5 et n(1-p)=5,75>5 doncon peut
utiliser l'intervalle de fluctuation asymptotique au seuil
de 95 %.
1 96./p(1—
p( =~ 0,118 donc l'intervalle de fluctua-

tion asymptothue a95%estI=[0,731;0,969]

[} Faux: Dans cet échantillon, on observe la fréquence
2

f= £ =~ 0,743.f e I donc on ne remet pas en cause

I'hypothése.

Attention, on ne maitrise pas la probabilité de faire

une erreur en acceptant I’hypotheése.

F1 Vrai: Lafréquence estici f = % ~0,571etfe I

El Faux:méme sil'affirmation du responsable est vraie,
dans 95 % des échantillons de taille n = 35, on obser-
vera des fréquences n'appartenant pas a . On ne pourra
donc jamais conclure avec certitude.

FE] Taux de chémage

Dans les deux cas, la proportion de chémeurs dans lI'en-

semble de la population est p = 197?) =0,095.

La ville A représente un échantillon de la population de
taille n, =5 860 = 30.

Ornyxp=557>5 et nyx(1—-p)=5303>5 doncon
peut, pour cette ville, construire l'intervalle de fluctua-

tion asymptotique au seuil de 95 % :
\/0,095(1-0,095)}

J0,095(1-0,095)
/5860 /5860
~10,087;0,103].

La ville B représente un échantillon de la population de
taille ng =35 000 = 30.

Orngxp=3325>5 et ngx(1-p)=31675>5donc
on peut, pour cette ville, construire l'intervalle de fluc-
tuation asymptotique au seuil de 95 %:

10,095(1-0,095) (1-0,095) 96 4J0,095(1-0,095)
/35000 35000
=[0,091;0,099] .

On observe, dans la ville A, un taux de chdbmage f,=0,1 €
donc il n'y a pas de raisons d’affirmer que le taux de
chomage de la ville A est significativement différent
de celui relevé dans la population francaise.

On observe, dans la ville B, un taux de chémage f;=0,98 € [;
donc il n'y a pas de raisons d'affirmer que le taux de
chomage de la ville A est significativement différent
de celui relevé dans la population francaise.
Attention : un mauvais arrondi dans la construction de
la borne supérieure de l'intervalle de fluctuation asymp-
totique pour la ville B entraine une conclusion erronée.
Pour étre rigoureux, il faut arrondir la borne supé-
rieure par exces.

I, ={0,095—1,96X ;0,095-1,96 x

Iy = {0,095—1,96 O 095+
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Résultats du Bac

E! La proportion de recus sur l'ensemble de la popula-
tion formée par les candidats au bacen 2011 est p=0,77.
Pour la série S (échantillon E;), la taille de I'¢chantillon
estn, =165 000 = 30.

Orn,xp=127050>5 et n; x(1—p)=37950>5
donc il est utile de construire l'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 %. On obtient :

J0,77(1-0,77 ,17(1-0,77
1 ={0,77-196x YIT0Z0TD) g 15 g6 NOTI0-077)
165000 165000
~[0,767;0,773].

Pour la série ES (échantillon E,), |a taille de I'échantillon
estn, =105 300 = 30.

OrOrn,xp=81081>5 et n;x(1—-p)=24219>5
donc il est utile de construire l'intervalle de fluctuation
asymptotique au seuil de 95 %. On obtient :

I, =10,77-1,96 % 077 ~0.77) 077 1,96 x 077 ~0.77)
J 05300 \/105300
=[0,767;0,773] .

E2 Dans l'échantillon E,, on observe la fréquence :
f,=0797 ¢ I,.

Par conséquent, les résultats en S ne sont pas conforme ala
proportion de candidats admis toutes séries confondues.
El Dans I'échantillon E,, on observe la fréquence :
f,=0,708 & L,

Par conséquent, les résultats dans la série ES ne sont pas
conformes a la proportion de candidats admis toutes
séries confondues.

Il n'y a pas lieu de remettre ici en cause le résultat
annoncé au baccalauréat toutes séries confondues car
ces deux échantillons ne sont pas des échantillons aléa-
toires et représentatifs de I'ensemble de la population.

P Algorithmique

Partie A

a. et b. On recopie le programme et on ajoute en derniere
ligne « Prompt F » .

c. Il suffit alors de rentrer sur sa calculatrice les lignes
suivantes :

If (A<F) and (F<B)
Then
Disp « Nonrejet »
Else
Disp « Rejet »
EndIf
Partie B
EF Unjourde soleil correspond a 12 heures d’ensoleille-

ment:comme cetteville connait 2984 heures de soleil par

746 .

.. 2984
an, elle connait = Tjours de soleil paran. Or une

année comporte 365 joursdonclaproportiondejoursde

746
soleil dans cette ville est p = 3 - 746 =~ 0,68, soit
365 1095

environ 68 % .
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F1 a. Dans les deux échantillons, la taille est n =30 = 30,
avecnxp=20>5 et n(1-p)=9>5 doncil est possible
de construire l'intervalle de fluctuation asymptotique

au seuil de 95 %:
\/0,68(1-0,68) 68 ~0,68) J0,68(1-0,68)
V30

~|0,68—1,96 X ;0,68 +1,96 X
~[0,513;0,847].
b. Le premier échantillon permet d'observer une fréquence

des jours de soleil de f; = % =0,2¢1.

Cet échantillon permet de rejeter I'affirmation de l'office

du tourisme avec un risque d'erreur d’environ 5 %.

Le second échantillon permet d'observer une fréquence
. . 16

des jours de soleil de f, = 30~ 0,53e!.

Cet échantillon ne permet pas de remettre en cause I'affir-

mation de l'office de tourisme.

Il n'est donc pas possible de conclure avec ces deux
échantillons car les informations qu'ils fournissent sont
contradictoires.

c. Léchantillon est alors de taille n, =60 et l'intervalle
de fluctuation asymptotique associé est :

10,68(1-0,68) 68 -0,68)

/0,68(1-0,68)
I, =10,68-1,96 x 10,68+1,96 X ——————
2 J60
=[0,561;0,799] .
Ordanscenouvel échantillon,onobserve unefréquence
. : 6+16
des jours de soleil de fr,, = 30530 0,367 ¢ I,.

Par conséquent, cet échantillon permet de, la encore,
remettre en cause l'affirmation de l'office du tourisme
avec un risque d'erreur d'environ 5 %.

Laffirmation de l'office de tourisme est donc plutét a
rejeter puisque sur le travail sur I'échantillon de taille
maximal (celui de taille n = 60, on s'apercoit que ce I'af-
firmation de l'office est rejetée.

E) Estimation et intervalle de confiance @.24¢

[26) Vrai ou faux ?
a. Faux. La proportion p est inconnue. f = % est la

fréquence des clients du magasin ayant dépensé plus
de 125 euros dans I'échantillon observé. Il s'agit d'une
estimation ponctuelle de p.

b. Vrai.f=0,37 et n=100= 30 avecnf=37>5

etn(1 —f)=63 > 5 donc un intervalle de confiance de
p au seuil de confiance 0,95 est :
1 1
1= [0,37 -—0,37+ —} =10,27;0,47|.
100 V100 ! |

c. Faux. p n'est pas aléatoire. Donc p appartient a cet
intervalle ou p n’y appartient pas.

Dans 95 % des cas, la proportion p apparitendrait a un
intervalle construit de cette facon (avec f qui pourrait
changer a chaque sondage).

d. Faux. 'événement p € [0,27;0,47] est 'événement certain
ou |'événement impossible. Sa probabilité est donc 0 ou 1.

Vrai ou Faux

a. Faux : la fréquence observée f peut changer donc

I'intervalle aussi.

b. Faux : le centre est f, la fréquence observée dans

I'échantillon, donc variable.

c. Vrai : il suffit que f, +i <f, —l.
10 10

d. Vrai : elles valent toutes les deux 2 .
n

Ff] Etude d'une part de marché

[l Uneestimation ponctuelle fde la part du marché des

appareilsreflexestlafréquence de ce type d'achatobser-

vée dans l'échantillon : elle vaut alors f = % =0,14.

E1 Ici, I'échantillon considéré est de taille n=1500 =
30donc nf=210>5 et n(1-f)=1290>5 doncon
peut construire l'intervalle de confiance au niveau de
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confiance 0,95 de la part de marché des appareils reflex
parmi les appareils photos numériques :

1 1
! [f \/—HI} {0 - 1500 +«/1soo}
~[0,114;0,166]
El La borne supérieure reste plus grande que 0,15
donc, a l'issue de ce sondage, le fabricant poursuivra la
fabrication d'appareils reflex.

[29 Amélioration de la précision d'un sondage

[} Lafréquence observée dans l'échantillon est :
f= % = 0,582 etlataille de I'échantillon estn =55 = 30.
Alors nf=32>5 et n(1-f)=18 > 5 donc l'intervalle
de confiance de p au niveau de confiance 0,95 est :
1 1
I=[f——;f+—]~: 0,4469;0,7167|.
it =l ]

E1 a.Pourdiviser'amplitude 2 par2,ilfaut multiplier

Vn

la taille de I'échantillon n par 4. Donc il faudra interroger
au moins 4 x 55 =220 consommateurs.

b. En supposant que la fréquence observée ne change
pas, le nouvel intervalle de confiance serait :

1 1
I= [f \/ﬁ’ﬂ \/ﬁ} ~[0,5143;0,6493].

Au niveau de confiance 0,95, la proportion p de
consommateurs préférant le smoothie a la mangue est
comprise entre 51,43 % et 64,93 %.

Cela signifie que, si l'on répéte cette construction un
grand nombre de fois, on obtiendra dans environ 95 %
des cas, un intervalle contenant p.

k] Détermination de la taille d'un échantillon

[} a.Lamplitude d’un intervalle de confiance construit
sur un échantillon de taille n est :

-l iR
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b. On trace les deux courbes et on détermine |'abscisse
du point d'intersection (grace aux fonctionnalité des
calculatrices) : la valeur de n pour laquelle f(n) = 0,01
semble graphiquement étre n =40 000.

L

e——

=01

Inkerseckion
e DL

Fl Onafin) < 0,01 & == < 0,01 ——<+n

N 0,01
<2002 <n< 40000 < n.
Il faut bien un échantillon de taille supérieure a 40 000

pour obtenir une précision inférieure a 1 %.

Algorithmique

Partie A. Détermination de l'intervalle de confiance
a. Pour construire l'intervalle de confiance, il faut entrer n
etf.Ce quisécrit: PromptN,F.

b. En variable A, il faudra stocker la borne inférieure de l'in-

. 1 . -
tervalle soit f — — et en variable B la borne supérieure,

Jn

soit f + —.
vn
Application:

La fréquence observée dans I'échantillon est :

f= 150 = 0,3.Lataille de I'échantillon est n =500 = 30.

500
Alors nf=150>5 et n(1 —f) =350 > 5. On peut donc

calculer les bornes d’'un intervalle de confiance de p
au niveau de confiance 0,95 via la calculatrice et on
obtient /=[0,255; 0,345].

Partie B. Détermination de la taille de I'échantillon
a. La précision d'un intervalle de confiance au seuil de
confiance 0,95, construit sur un échantillon de taille n est :

1 1 2
fn:(f+——(f——)=—.
R = A U B
Si la précision est de T %, on en déduit que — = —.
P ° e T 100

b. On traduit l'algorithme en langage naturel en lan-
gage calculatrice. On obtient I'algorithme ci-dessous.
ROGREAM: FRECISIO

Fromrt T

(208-T 3 23H
DisFr HE

Application:

On rentre T = 1 dans le programme ci-dessus et on
obtient que la taille minimal d'un échantillon qui per-
mettra d'avoir un intervalle de confiance d’amplitude
inférieure a 1 % est n =40 000.

EH Estimation de In(2) par la méthode de
Monte Carlo
0 x— 1 admet pour primitive sur l'intervalle [1; 2] la
fonction))(( > In(x) donc:

jfdx = In() = In(2) - In(1) = In(2) - 0 = In(2).
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Sur lintervalle [1 ; 2], la fonction inverse est positive
donc la surface ¥ comprise entre I'axe des abscisses,
I'hyperbole et les droites d'équation x=1 et x=2 a
pour aire In(2) unités d'aires.

Or le carré déterminé par l'intervalle [1; 2] en abscisse et
l'intervalle [0; 1] en ordonnée est d’aire 1x 1 =1 unité
d’aire. Ainsi In(2) représente la proportion de la surface
& dans ce carré.

F1 et EX Il suffit de suivre les instructions proposées.
I3 1l suffit de nouveau de suivre les instructions propo-
sées.

Les deux premieres lignes permettent de remplir les
deux listes L, et L, avec des nombres choisis au hasard
entre 0 et 1 en abscisse et entre 1 et 2 en ordonnée : les
couples de coordonnées s'appuyant sur les listes L, et L,
fournissent donc des points, choisis au hasard, du carré
de la question E1.

La troisieme ligne de code permet de remplir L; avec
les inverses des nombres contenus dans L, : les couples
de coordonnées s'appuyant sur les listes L, et L
« fournissent » donc des points sur la courbe.

1-L1=Lz
L.591456923459 (5.
sommedlz=Lz 2388

-7l

Linstruction L, =< L; construit une liste de la méme lon-
gueur que L, et L5 contenant sur une ligne un 0 si, sur
cette ligne, le terme de la liste L, est strictement supé-
rieur a celui de la liste L3, et un 1 dans le cas contraire.
Cette nouvelle liste contient donc un 1 sur une ligne
lorsque le point du carré associé a cette ligne est en des-
sous de I'hyperbole et un 0 sinon.

En en faisant la somme et en divisant par le nombre de
points (c'est-a-dire de lignes), a savoir 300, on obtient
donc la proportion de points situés sous I'hyperbole
parmi ceux choisis au hasard.

Ces instructions permettent donc d'obtenir une estimation
ponctuelle de l'aire, en unité d'aire, de la surface & défi-
nie a la question 2, c’'est-a-dire finalement du nombre
In(2).

On obtient donc une estimation ponctuelle f (par
exemple f=0,7) mais chaque éléve obtiendra un résul-
tat potentiellement différent a chaque redéfinition des
listes L, etL,.

e .
H -

T . "
a M M PR Y M ———

Ici I'échantillon est composé de n = 300 (= 30) points
donconanf=210>5 et n(1-f)=90>5 doncun
intervalle de confiance de In(2) au niveau de confiance
0,95 est donné par :

1 1 1 1
f——;f+—} [O,7——;O,7+—}
[ N N V300 V300
~[0,642;0,758].
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D) Accompagnement personnalisé

1 Laprécisiond’unintervalle de confiance esti. Pour
n
que cette précision vaille 1 %, il faut donc que:

2 _ Vv Jn =200 n=40000.

Jn 100

Pour obtenir la précision souhaitée, il faut donc choisir
40 000 points au hasard.

EE Intervalle de confiance sur calculatrice

On obtient avec la commande de la calculatrice f=0,38
et /=[0,337;0,423].

suivre le stage, dans I'ensemble de la population, est :
75
=——=0,75.
P 100
La taille de I'échantillon formé par les stagiaires de ce
formateur est n = 80.

Lintervalle de fluctuation asymptotique a 95 % de la fré-

: quence du nombre de stagiaires préts a poursuivre avec
. ce formateur est donc:

: [ 1,96./p(1-p) | 1,96\/p(1—p)}
N 2 Pt
: vn vn

=[0,65;0,85].

: On arrondit la borne inférieur par défaut et la borne

. supérieure par exces pour obtenir un intervalle conte-

¢ nant l'intervalle de fluctuation exact.

: Vu notre échantillon, on peut estimer que, dans 95 %

Revoir les outils de base

des échantillons que l'on obtiendrait, on observerait
entre 65 % et 85 % de stagiaires préts a poursuivre le
stage.

Bl a. Sur cet échantillon de taille n = 120, la fréquence
observée de stagiaire non satisfaits de la situation dulieu

dustageestf = 48 0,4.
120

.................

Avec les méthodes du cours,ona f = % =0,38,
n=>500=30,nf=190 >5etn(1—f)=310> 5etun
intervalle de confiance est donc donné par:
_1_. 0,38+ L}
V500 T /500

=~[0,335;0,425].
On s'apercoit que l'intervalle de confiance fourni par la
calculatrice est un peu plus précis que celui fourni par
le cours.

I, = [0,38—

Onabienn=30,nf=48=5

48

etn(1-f)=120x 1——) 72=5.
120

Lintervalle de confiance de cette proportion au niveau
de confiance 0,95 est donc:
1
1 [f Nrk i+ \/—} [0,3087;0,4913].
On arrondit en prenant une valeur approchée par
défaut pour la borne inférieure et par exces pour la
borne supérieure de maniere a ce que l'intervalle fourni
contienne l'intervalle exact.

b. Pour diminuer I'amplitude % de lintervalle de

n
confiance par 2, il faut multiplier la taille de I'échantillon
par 4 et donc interroger 120 x 4 = 480 stagiaires.
On peut aussi remarquer que I'amplitude est
0,491 3 -0,308 7=0,183 3 et que la diminuer par deux
revient a chercher une amplitude inférieure a 0,091 65.

Ori<0,09165@n> # &Sn=476.
Jn 0,09165

La différence entre les deux méthodes s'expliquent par
les valeurs approchées choisies pour les bornes de l'in-
tervalle de confiance.

Elj Savoir résoudre des équations ou inéquations contenant des racines carrées
Kl On sépare cette inéquation en deux inéquations qui doivent étre réalisées en méme temps :

1 1
b-—=<a b<sa+—
——sa$b+i<:> Jn = ﬁ@a—isb$a+i.
\/H \/ﬁ a<b+i a_i<b n \/ﬁ
Vn Vn
H a. On cherche donc n tel que
1 1
0,8- ——0,75 0,8-0,75=— 0,05=—
\/_ : Vn o : Vn o % = 0,05 en passant a l'inverse deux nombres
0,8+—=0,85 —=0,85-0,8 — =0,05 n strictement positifs
f N Jn
edn=—"
0,05

& (Vn)2 = 202 & n=400.
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b. On raisonne de méme et il vient:

[0,6— i;0,6+ L} =[0,58;0,62]

Jn Jn
1
<-—==0,6-0,58
Jn
edn=—1_
0,02

& n=502=2500.
¢. On raisonne de méme et il vient :

[0,8— 0.4 .08+ 0'4} ~1[0,78;0,82]

Jn' Jn
0,4
< -—=0,8-0,78
Jn
Jn o1
&—=—
0,4 0,02
< +Jn =0,4x50
& n=202=400.
E a.On cherche ntel que:
2

£ <0,1<2<0,1x+/n en multipliant par vn >0
n

= % < +/n endivisant par 0,1 > 0

20<+n
<202 < (v/n)2 en passant au carré deux
nombres strictements positifs
<400=<n.
b. On raisonne de la méme facon et il vient :

% <0,01< 2 < 0,01x Vnenmultipliant par</n > 0
n
< /n endivisant par 0,01 >0
0,01
©200<+n

& 2002 < (+/n)2 en passant au carré deux
nombres strictements positifs
< 40000 =<n.

E[J Savoir différencier population
et échantillon

Kl La population est I'ensemble de référence, définie
trés précisément, sur lequel on cherche des informa-
tions : ici, la population est I'ensemble des francais
possédant une maison individuelle.

La caractere étudié est la particularité que l'on recherche
chez chaque individu de la population : ici, on cherche
a distinguer, chez les propriétaires de maison indivi-
duelle, ceux qui se disent préts a installer des panneaux
solaires dans leur résidence. Le caractére est donc: « Se
dire prét a équiper sa résidence de panneaux solaires ».
El Un échantillon est une partie de la population.
L'échantillon considéré ici n'est pas celui qui a permis de
construire l'estimation du début de I'exercice (38 %). Il
s'agit des personnes interrogées au hasard dans la suite
de l'exercice.

Cet échantillon est composé de 150 personnes : sa taille
estdoncn=150.
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E La fréquence du caractére observée sur un échantil-
lon est la proportion des individus de I'échantillon qui
présente le caractere considéré.

Onadonc:

fo nb de personnes ayant le caractere étudié

taille de I'échantillon

=66 _ 0,44,
150

Dans l'échantillon, 44 % des propriétaires de maisons
individuelles se disent préts a équiper leur résidence de
panneaux solaires.

Savoir interpréter un intervalle
de fluctuation a 95 % avec la loi binomiale

a. Lexpérience statistique consistant a choisir un indien
au hasard et a observer s'il s'lagit d'un homme ou d’'une
femme est une épreuve de Bernoulli dont le succes est
« Choisir une femme ». Le paramétre de cette expérience
est la probabilité du succés : vu l'enquéte fournie en
début d'exercice, on fait I'hypothése que cette épreuve
de Bernoulli est de paramétre p =0,48.

Le choix d’un échantillon de 500 personnes est assimilé
a un tirage successif avec remise donc a la répétition
de 500 épreuves de Bernoulli identiques et indépen-
dantes. Or X est le nombre de femmes choisies dans cet
échantillon, donc le nombre de succes obtenus sur ces
500 épreuves.

Par conséquent, X suit la loi binomiale de parameétres
n=500 et p=0,48:X(, %B(500;0,48).

b. Lintervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence F = K,
n

s . a b .
associée a X, est l'intervalle [ = [—;—} le plus petit tel
n

n
que P(F € [E;QD =0,95.
n n

Il a été montré en premiére que, pour construire cet
intervalle, il suffit de choisir :

« pour a le plus petit entier tel que P(X < a) > 0,025 :ici
a=218 d'apres la table fournie.

« Pour b le plus petit entier tel que P(X < b) = 0,975 :ici
b =262 d'aqgrés la table fournie.

Alors l'intervalle de fluctuation a 95 % de la fréquence
associée a X est:

= [ﬁ,ﬁ} =[0,436;0,524].
500 500
c. Dans l'échantillon associé a cette province, on
observe une fréquence des femmes f = :ﬂ =0,8.

Alors f¢ I. Cela signifie qu'il y a moins de 5 % de chance
de faire une erreur en affirmant que I'hypothése de
départ est fausse.

On rejette donc cette hypothése, ce qui signifie que,
dans cette province, la probabilité, en choisissant une
personne au hasard, de trouver une femme n'est pas de
0,48.

Cela permet d'affirmer que cette province n'est pas
représentative de I'Inde en général, au moins du point
de vue du sexe de ses habitants.

CHAPITRE 8 Echantillonnage 14



EE) Savoirinterpréter un intervalle

. 1 1
de fluctuationde laforme |[p- —;p+—
vetuat {" Jn ’”ﬁ}

Ici la taille de I'échantillon est n =150 = 30.

La proportion de propriétaires de maison individuelle
se disant prét a l'équiper de panneaux solaires est
supposée étre égalea p=0,38. Alors nxp=57>5
et nx(1-p)=93 >5.

Les critéres d'approximation sont vérifiés donc on peut
affirmer, en utilisant le cours de seconde, qu'il y a, sous
I'hypothése de départ, au moins 95 % de chances que
la fréquence de propriétaires de I'échantillon préts a ins-
taller des panneaux solaires appartienne a l'intervalle

: de confiance

K a. Si p=0,95, on observe graphiquement (en lisant
. l'ordonnée du point de la courbe de h d'abscisse 0,95)
: queh(p) > 1.

On peut le retrouver par le calcul :

0,95(1— 0,95)

h(0,95) = 0,95 + 1,96 x ~1,02>1.

b. On peut déterminer l'intervalle de fluctuation a 95 %
. deés lors que les bornes de l'intervalle sont comprises
. entre 0 et 1 (puisqu'il s'agit d'un intervalle devant conte-
. nir des fréquences !).

: On résout donc graphiquement :

: O<hp)<1et0=<gp) <1.

: La premiére inéquation équivautalorsa0 <p <09 et
¢ lasecondea0,1<p=<1.

. Finalement, on peut déterminer l'intervalle de fluctua-
: tiondéslorsque 0,1 <p <0,9.

: ¢. Par définition, l'intervalle de fluctuation a 95 % de
la fréquence pour une proportion p est lintervalle
L [9(p); hip).

¢ On lit graphiquement que h(0,7) = 0,85 et que
¢ g(0,7) = 0,55 donc lintervalle de fluctuation a 95 %
: delafréquence pourp=0,7 est /=[0,55;0,85].

. d. Chercher un intervalle de confiance pour p au niveau
: de confiance 0,95 revient a chercher une réalisation
: d'un intervalle aléatoire / tel que P(pe 1)=0,95.
Notons F la variable aléatoire qui, a un échantillon, asso-
. cie la fréquence dans cet échantillon du caractére étu-
. dié. Alors, par définition de l'intervalle de fluctuation de
: Fa95%,0na0,95=P(Fe [g(p); h(p)]).

: On peut donc chercher un intervalle de confiance de
: p en «inversant » la relation d’appartenance : il suf-
fit donc de déterminer pour quelles valeurs de p, on a
: Felg(p); hip)l.

. La difficulté de cette méthode est que l'on ne connait
: pasF.

¢ Sil'on connait une réalisation f de F, on peut donc cher-
: cher & déterminer des conditions sur p de telle sorte
: quefelg(p); h(p)))..
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oo ]

1 1

755703 s
~[0,2983;0,4617].

Or, dans le cas particulier de I'enquéte considérée, on a

observé f=0,44 doncfe I

Il est donc possible que la différence entre notre hypo-

these de départ et l'observation sur notre échantillon

puisse étre raisonnablement expliquée par le hasard et

il n'y a pas lieu de remettre en question les résultats

de I'enquéte initiale.

=[0,38—

Dans le cas particulier ou f = 0,8 , on obtient en effet

raphiguement que:
orepn ) 0,7=g(p) p=<0,9
08 €lglp); h(p)]) & = )
0,7 < h(p) p=0,65

Ainsi on peut conjecturer (nous ne l'avons pas démon-
tré...) qu'un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95, si la fréquence observée est f = 0,8,
est [0,65;0,9].

Pour déterminer graphiquement un tel intervalle de
confiance, il suffit donc de résoudre l'inéquation d'in-
connue p : g(p) < f < h(p), c'est-a-dire de lire les abs-
cisses des points d'ordonnée f situés entre la courbe
degetcelledef.

Bl a. Il suffit de suivre les consignes et de bien choisir
la fenétre.

Attention, la taille de I'’échantillon ayant changée, la for-
mule donnant les bornes de l'intervalle de fluctuation
aussi !

Les fonctions g et h sont maintenant définies par :

g(p) = p—1,96 x —“’3?—;0”) — p—0,196/p(i— p)

%:mm%m

b. On utilise la calculatrice pour résoudre graphique-
ment les équations f=g(p) et f=h(p).

En utilisant par exemple sur une calculatrice Texas Ins-
trument la fonction Intersect, on obtient comme nouvel
intervalle de confiance de p au niveau de confiance 0,95,
pour une fréquence observée f=0,8:7=[0,711;0,867]
c. On consideére un réel p supérieur a 0,8. Alors :
Vp(-p)

h(p) = p+1,96 x

p—1,96 =0,8
@p—0,8=1,96x$

& (p-0,8? =(0,196 x \/p(1- p))*

©p? —1,6p+0,64=0,1962 x (p(i— p))’

< p2-1,6p+0,64=0,1962 X px(1-p)

< p2-1,6p+0,64=0,1962p—0,1962 p2

& p2+0,1962p2 —1,6p—0,1962 p + 0,64 = 0
& p2(140,1962)— p(1,6 +0,1962) + 0,64 = 0 .
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. Clest une équation du second degré de discriminant :
: A=(=(1,6+0,1962))’ - 4 x (1+0,1962) x 0,64 = 0,026 > 0 .
¢ Elle admet donc deux racines, a savoir :
: (~(-(1,6 +0,1962)) + VA)
L 2x(1+0,1962)
0,8666
(~(-(1,6 +0,1962)) - VA)
2% (1+0,1962)
: py = 0,7111
. Or cette équation concerne une inconnue p = 0,8 donc la
¢ seule solution de cette équation est,a 1073 prés, p =~ 0,867.
¢ d.La question précédente a permis de trouver par le
. calcul la borne supérieure de l'intervalle de confiance

: de la question HF1 b. Pour trouver la borne inférieure, il
. faut résoudre par le calcul, pourp < 0,8:

by =

ot p, =

p+1,96><7\'p(110_p)=0,8
: (:)1,96><—Vp§10_p=0,8—p

<:>(0,196><\/p(1—pi2 =(0,8 - p)? caril s'agit de

: nombres positifs.
: ©0,1962 x px(1—p)=0,64—1,6p + p2

: <0,1962p—0,1962 p2 = p2 —1,6p + 0,64

: ©0=p2(1+0,1962)— p(1,6 +0,1962) + 0,64 .

On retrouve léquation précédente. p devant étre
inférieure a 0,8, la seule solution de cette équation
est donc p = 0,71. On en déduit que l'intervalle de la
question 1 b. est, a 1072 pres, 7=[0,71;0,87].

H a. La taille de I'4chantillon est n = 100 = 30. La fré-
quence des clients satisfaits observée dans I'échantillon

estf:%z 0,8 doncnf=89>5 etn(1—-f)=20>5.

Les conditions d'utilisation de l'intervalle de fluctuation
asymptotique a 95 % sont donc bien réunies.

b. Les valeurs de f et n sont celles de la question H b.
donc le résultat de cette question s'applique ici et un
intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95 de
la proportion de clients satisfaits est /=[0,71; 0,87].
La formule du cours permet de déterminer un autre
intervalle de confiance de cette proportion au seuil de
confiance 0,95, a savoir :

1 1 1 1
)= 08 T 08 s
=[0,7;0,9].
Lintervalle de confiance fourni par le cours est donc
plus grand et il contient l'intervalle de confiance précé-
dent. Il est donc moins précis, méme si la différence de
précision est faible.

=) Réussir au Bac

[40) Vrai ou Faux

a. Faux : ici, la taille de I'échantillon est n =80 = 30, la
fréquence des individus prédisant la victoire de M est :
f=ﬂ=58,75 donc nf=80><ﬂ=47>5

80 80

47
etn1-f)=80%x(1——|=33=5.
=5 ( 80)

Les conditions d'approximation sont donc respectées.
b. Faux: g est la fréquence des spectateurs prédisant la

victoire de M, observée dans I'échantillon

c. Vrai: cette fréquence observée est I'estimation ponc-
tuelle de la proportion de ce caractére dans I'ensemble
de la population, a savoir tous les spectateurs du stade.

d. Faux : en calculant [f - }, il faut arrondir

1 1
o Yn'' n .
la borne inférieure par défaut (pour que lintervalle
contienne l'intervalle exact) et la borne supérieure par

exces et on obtient [0,475 ; 0,700].

[41) oCcM

[} Réponse c. Pour déterminer la taille de I'échantil-
lon sur lequel un intervalle de confiance respectera une
précision donnée, il faut résoudre l'inéquation :

2 98,2 0,008 vn=—2—

Jn 100 n 0,008

2
2

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T*"™ ES/L option - Livre du professeur
La photocopie non autorisée est un délit.

E1 Réponse b. La fréquence des électeurs favorables
observée dans l'échantillon est f = 0,53 et la taille de
I'échantillon est n =1 000 = 30. Alors nf =530 > 5 et
n(1—f) =470 > 5 donc les conditions d’approximation
sont vérifiées.

Au seuil de confiance 0,95, l'intervalle de confiance de la

1 1
——if+—:|z 0,498;0,562].
NN ]

Laréponse a. estfausse caril n'y aaucune certitude que
cette proportion soit supérieure a 0,5. Méme si l'inter-
valle avait une borne inférieure elle-méme supérieure
a 0,5, il resterait une probabilité, faible mais non nulle,
que notre construction de l'intervalle de confiance ait
fourni un intervalle ne contenant pas p (et donc poten-
tiellement inférieur a 0,5).

La réponse c. est fausse car la proportion p est fixe :
la probabilité quelle soit comprise ou non dans l'inter-
valle de confiance fourni, qui est, lui aussi, déterministe
( c’est-a-dire non aléatoire), est 1 ou 0.

proportion p est {f

[42) Vrai ou Faux

a. Vrai:la proportion de I'ensemble des patients et per-
sonnels insatisfaits des horaires des repas est p = 0,6.

La taille de I'échantillon considéré sur les patients est
n=44=30.Alorsonanp=264>5etn(1-p)=33,6>5
donc les conditions d’approximations sont vérifiées.

Donc l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 % de
la fréquence des patients insatisfaits est l'intervalle 7,
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donné par:

[p_ 1.96Vp(1-p) . | 1,96Jp(1-p)
Jno Jn

=[0,45,0,75].

b. Vrai: La méme formule avec p=0,6 et n =124 donne
I'intervalle /, proposé.

c. Vrai : dans l'échantillon des 44 patients, on observe
une fréquence des patients insatisfaits des horaires de

repasdef = % =0,5.0rfe I,doncon neremet pasen

cause I'adéquation de cet échantillon avec les données
de l'enquéte.

d. Faux : dans I'échantillon des 124 membres du per-
sonnels, on observe une fréquences des personnels

2

insatisfaits de f = % = 0,74.0r f¢ [, donc on rejette
I'hypothése de conformité de cet échantillon a la popu-
lation de l'enquéte.

Compte Epargne

[l a.On considére que f=0,15. Or la taille de I'échantil-
lon est n=100 = 30.

Alors nf=15>5 et n(1-f)=85>5 donc les condi-
tions d’approximation sont vérifiées.

On peut donc construire l'intervalle de confiance de p
au seuil de confiance 0,95 :

1 1
f——;f+— 0,05;0,25].
[ N *f} [ ]

b. Pour que l'intervalle de confiance soit inclus dans
[0,14;0,16], il faut que la précision 2 de cetintervalle

soit inférieure a 0,02 (puisque le centrz de l'intervalle est
bien f=0,15). ,
OrLSO,OZ@JﬁBL@nZ(L)
Vn 0,02 0,02
< n=10000.
Il faut donc étudier 10 000 comptes pour que l'intervalle
de confiance soit inclus dans [0,14; 0,16].
c. Par définition, si l'on construit des intervalles de
confiance de niveau de confiance 0,95 sur un grand
nombre déchantillons, et qu'a chaque fois les condi-
tions d’approximation sont vérifiées (ce qui est le cas
ici avec la taille des échantillons), alors 95 % d'entre eux
contiendront la valeur réelle du parametre p estimé.
F1 a. On répeéte 340 fois, de maniére identique et indé-
pendante I'épreuve de Bernoulli consistant a choisir un
compte épargne et a vérifier si son montant est supé-
rieur a 2500 euros. Vu I'hypothése, la probabilité du
succes de cette épreuve de Bernoulli est p=0,15.
Si I'on note X la variable aléatoire égale au nombre de
comptes épargne d'un montant supérieur a 2 500 euros
sur I'échantillon, alors X est le nombre de succés obtenu
sur cette répétition d'épreuve de Bernoulli donc X suit
la loi binomiale de paramétres n = 340 et p = 0,15 :
X B(340;0,15).
On cherche donc a calculer
P39 =X <64)=P(X<64)—P(X =< 38)
ce qui s'obtient sur la calculatrice en utilisant la fonction
de répartition d'une loi binomiale.
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Sur Texas Instrument, on a par exemple les écrans ci-
contre.

hlﬂDNFRéP(34E:.
:E4)—h1HDNFEéP(
S48, . 15,382
951???9655

Finalement, la probabilité d'obtenir entre 39 et 64 comptes
d’'un montant supérieur a 2 500 euros sur cet échantil-
lon est P(39 < X < 64)=0,951 8.
b. La proportion de comptes épargne dont le montant
est supérieur a 2 500 euros est p=0,15. La taille de cet
échantillon est n =340 = 30. Donc np=51>5 et
n(1 - p) = 289 > 5. Les conditions d'approximation de
I'intervalle de fluctuation a 95 % par l'intervalle asymp-
totique sont donc vérifiées.
Alors cet intervalle est, en arrondissant bien la borne
inférieure par défaut etla borne supérieure par exces,
{p _1,96YPC_P) VP

Jn

p+1,96 :| [0,112;0,188].

c. llyadoncenviron 95 % de chances que la proportion
de comptes épargne dont le montant est supérieure a
2500 euros soit comprise entre 11,2 % et 18,8 %.

11,2

Or 340 comptes sont étudiés, 340 x —— 100 = 38,08 et
340 x 1180; = 63,92 doncilyaenviron 95 % de chances

que le nombre de comptes épargne concernés par le
nouveau placement soit compris entre 39 et 63.

Chien ou chat

[} a. Puisque l'on interroge un foyer possédant un chien
ou un chat, I'événement C signifie que le foyer possede
un chat. Par équiprobabilité des foyers interrogés,

A 0,41, Py = 277 _ 0,477
100

onaalors P(C) =

et P (M) = 2222

=0,555.

Puisque C et C forment une partition de I'univers, la for-
mule des probabilités totales permet d'écrire :
P(M) = P (M) x P(C) + Pz (M) x P(C)
= 0,477 x 0,41+ (1= P-(M))x (1- P(C))
=0,19557+(1-0,555)x (1— 0,41

=0,45812.
b. Répondre a la question revient a calculer Py; (C) .
P(C M)
Or par définition P (C) = —=—
p i (©) P ()

D'aprés la formule des probabilités composées, on en
déduit que:

PO = Pc(M)xP(©) _ (1~ Pc (M) x P(C)
1— P(M) 1— P(M)
_(-0,477)x0,41_ .
1-0,45812 B
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Il'y a donc environ 39,6 % de chances qu’un foyer pos-
sédant une chatte ou une chienne posséde en fait une
chienne.
c. Cette expérience revient a répéter de maniére iden-
tique et indépendante 10 épreuves de Bernoulli, de
succes « Le foyer posséde un animal madle » et donc de
parameétre p=P(M)=0,458 12.
X étant le nombre de foyers possédant un animal male,
il représente le nombre de succes lors de cette répéti-
tion d'épreuves et suit donc la loi binomiale de para-
meétres n=10 et p=0,458 12.
Répondre a la question revient a calculer la probabilité
P(X=1)donc:
PX=1)=1-PX<1)=1-P(X=0)=1-(1—p)n
=1-(1-0,45812)'° = 0,9978.

Il'y a donc plus de 99 % de chances qu’au moins un
foyer posséde un animal male.

a. La proportion de foyers francais possédant un ani-
mal de compagnie est p’=0,487.
Cet échantillon est de taille n"=250 = 30.
Alors np’=121,75>5 et n(1-p’)=128,25>5 donc
les critéres d’approximations sont vérifiés.
Par conséquent, un intervalle de fluctuation asympto-
tique a 95 % de la fréquence des foyers ayant un animal
de compagnie est, en arrondissant la borne inférieure
par défaut et la borne supérieure par exces,

Jp'(1-p') . Jp'(1-p')

=[0,4250;0,5490].
b. Dans I"échantillon choisi, la fréquence observée de

foyers ayant un animal de compagnie est f = % =0,52.

1=[p'—1,96>< p’+1,96 X

Or fe Idonc il n'y a pas de raison de considérer que
I'échantillon choisi n'est pas conforme a la population
des foyers francais.

a. Dans l'échantillon de taille n = 1 600, la fréquence
observée de propriétaire de poisson est f = % =0,32.
une estimation ponctuelle de p est donc f=0,32.

b. La taille de I'échantillon est n =1 600 = 30. Lestima-
tion ponctuelle de p est f=0,32 doncnf=512>5 et
n(1-f)=1088 > 5 donc les conditions d'approxima-
tions sont vérifiées.

Alors un intervalle de confiance au niveau de confiance
0,95 de la proportion p de propriétaires de poisson est :

1 1 1 1
N{ vn { /1600 1600
=[0,295;0,345].

Si, pour un grand nombre d‘échantillons, on détermi-
nait de cette maniére un intervalle de confiance de p,
environ 95 % d’entre eux contiendraient p. Il est donc
raisonnable, d’aprés ce sondage, d'estimer qu’il y a entre
29,5 % et 34,5 % des foyers possédant un animal de
compagnie qui possédent un poisson.

M3 Diamétre d'une planéte

a. On utilise la calculatrice en entrant cette série sta-
tistique dans une liste : on obtient L = 62,97 et 6 = 0,71
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b. Il est encore possible d'utiliser la calculatrice pour
déterminer les quartiles et la médiane.

Pour le faire a la main, on commence par trier la série
statistique.

Leffectiftotal estn=15, donc% = 3,75 :parconséquent,

le premier quartile est la quatrieme valeur de la série
ordonnée. On en déduit que Q, =62,66.

De la méme facon, %7 = 11,25 donc le troisieme quar-

tile est la douziéme valeur de la série ordonnée. On en
déduit que Q; =63,68.
Il en résulte que I'écart interquartile est :
e=Q;-Q, =63,68—-62,66=1,02.

c. Lintervalle E est donc:
E=[u—-o;u+ol

=[62,97 -0,71,;62,97 +0,71]

=[62,26; 63,68].
Cet intervalle contient donc toutes les valeurs sauf
quatre (les trois plus faibles et la plus grande) : la fré-
quence des mesures situées dans l'intervalle E est donc

F=12"% _473.
15

Il'y a donc environ 73 % des mesures comprises dans

cetintervalle.
d. Lesintervalles E'=[u—26; 1+ 20] et E”’=[u—30; L+ 30]
contiennent toutes les mesures donc la fréquence des
mesures comprises dans ces intervalle est 1.
Si la distribution des mesures est normale, la probabilité
qu’une mesure soit dans E est, d'aprés le cours, d'envi-
ron 68 %, celle qu'elle soit dans E”d’environ 95 % et celle
qu'elle soit dans E” d’environ 99 %.
Les fréquences observées sont comparables aux probabili-
tés théoriques correspondant a une distribution normale :
il est donc légitime de penser a une distribution nor-
male des mesures.

a. Pour calculer cette probabilité, on utilise les fonc-
tionnalités de la calculatrice.
Attention ! La définition de la loi normale de X utilise
la notation officielle : 0,504 1 est donc la variance de
la loi. Son écart-type (demandé par la calculatrice) est
donc o =.0,5041=0,71!
On obtient grace a la calculatrice :

P(62,97 < X < 63,68) = 0,6826.
b. On cherche un nombre a tel que:
P(62,97—a< X<62,97+a).
Or 62,97 = est l'espérance de X.
Comme X suit une loi normale N(u ; 62), on sait d'aprés
le cours que:
0,68=~PU-0<X<U+0)=P(62,97-0<X<62,97+0).
Il suffit donc de choisir pour a la valeur de :
o =+0,5041=0,71.

a. Dans I'échantillon considéré, la fréquence obser-

vées des mesures situées dans E est :
f=21_0,525.
40

La taille de cet échantillon est n=40 = 30.

Alors nf=21>5 et n(1-f)=19>5 donc les condi-
tions d’'approximations sont vérifiées.
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Un intervalle de confiance de p au niveau de confiance
0,95 est donc-
1

I:[f - f+T} [o,szs-%;o,sznﬁ}
=~[0,366;0,684].

b. La longueur de l'intervalle de confiance est 2 oun

estle nombre de mesure effectué (la taille de I’échar?tillon).

On cherche donc n tel que 2 =0,1.

Jn

2 2 2\
~Z . <0,1eoJn="" o n=|=| o n=400.
Jn 0,1 0,1

Pour que l'intervalle de confiance soit de longueur infé-
rieure a 0,1, il faut donc faire au moins 400 mesures.

Fabrication de clés USB

a.Chaquetirage d'une clé correspond a une épreuve
de Bernoulli, dont le succes est 'événement E, de proba-
bilité p = P(E) = 0,05. Lors d'un prélevement, on répete
cette épreuve 400 fois de maniére identique etindépen-
dante. Comme X est le nombre de clés défectueuses, X
correspond au nombre de succes obtenus lors de ce
prélevement donc X suit la loi binomiale de paramétres
n=400 etp=0,05:X(, B(400;0,05).
b. On utilise les fonctionnalités de la calculatrice (et
notamment la fonction de répartition de cette loi) pour
déterminer: P(X < 30) = 0,988 6

Xsuit la loi binomiale de paramétres n=400 et p=0,05
donc son espérance est L=nxp=20 et son écart-type
esto =np(1-p) =
On en déduit d'apres le cours que l'on peut supposer
X-u X-20

c V19

que la variable aléatoire Z = suit la loi

normale N'(0; 1).
On cherche alors un nombre entier a tel que :

X-u a—u)
X<a=PX-p=a-p (\/ﬁ J19

—plz<9 M\ _pz <t
( J=r =1

Y19
ou t =929
V19

Or Z suit la loi normale N(0 ; 1). donc on peut utili-
ser la fonctionnalité « Fractile » de la calculatrice pour
déterminer la valeur de t qui convient. Lécran d'une
Texas Instrument est fournit ci-dessous.

FracHormaleid, 9,
T 1.281551567

On obtient alors t = 1,28.

or 2220 _ 158 < a-20=1,28x19

J19
& a=20+1,28V19 = 26.
On en déduit qu'il y a 90 % de chances d'obtenir moins
de 26 clés ISB défectueuses dans un tel échantillon.
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a. Léchantillon considéré a pour taille n=2 000 = 30
et la fréquence des clés présentant une erreur de capa-
cité de mémoire est f = 20 __ 0,045.

2000

Alornf=90>5 et n(1—f)=1910> 5 donc les critéres
d’approximations sont bien vérifiés.

Un intervalle de confiance au niveau de confiance 0,95
de la proportion p des clés présentant une erreur de
capacité de mémoire est donc donné par, en arrondis-
sant la borne inférieure par défaut et la borne supé-
rieure par exces:

1 1 1 1

! [f Jn' e Jﬁ} {0’045 J2000 0,045 J2000

=[0,02;0,07].
Cela signifie que, en construisant un grand nombre d'in-
tervalle de confiance de ce type, sur un grand nombre
d’échantillon, environ 95 % de ces intervalles contien-
dront la proportion a estimer p.
Il est donc raisonnable d'estimer que la proportion de
clés présentant une erreur de capacité de mémoire est
comprise entre 2 % et 7 %.
b. La borne supérieure est 0,07 > 0,05 donc l'entreprise
devra arréter la production.

Recrudescence de la rougeole en France

La proportion d'enfants de moins d’un an parmi les cas
de rougeole déclaré est supposée étre égale ap=0,38.
L'échantillon considéré est de taille n =100 = 30. Alors
np=38>5etn(l1—p)=62>5donc les criteres d'ap-
proximation sont vérifiés.

Par conséquent, lintervalle de fluctuation asympto-
tique au seuil de 95 % de la proportion des enfants de
moins de un an parmi les cas de rougeole déclaré est, en
arrondissant la borne inférieure par défaut et la borne

supérieure par exces :
[o|p_196vpP(-p) ~ 196Vp(1-p)
=|pP- bt
Jn Jn

;0,38 +

[ 382 1,96./0,38(1-0,38) 1,96./0,38(1-0,38)
' V100

7100
~[0,28;0,48] .
Dans cet échantillon, la fréquence observée a donc

¢tédef =22 ~0,44.
100

Or f € I donc il est possible d'expliquer la différence
entre I'hypothese et l'observation dans cet échantil-
lon uniquement a partir du hasard. Il ny a donc pas de
raison de remettre en cause la proportion p = 0,38,y
compris dans cette ville, a partir de ces observations.

a. Par définition, la borne supérieure de l'intervalle
de fluctuation asymptotique au seuil de 95 % est, ici, sur
un échantillon de taille n:

1,96/ p(1— 196+/0,38% 0,62
X=P+M=O,38+196 0,38x0,62
vn Jn
1,96/0,38 % 0,62
Alors ———— 2% = x-0,38 e,
vn
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en passant au carré,

1,962 X 0,38x 0,62 _ (1,96\/0,38 x0,62)

2
- = J = (x—0,38)%.

Or, par définition, x > 0,38 donc x—0,38#0 donc:
ne 1,962 x0,38x0,62

(x—0,38)*
b. On définit donc la fonction f (x) =

1,962 x 0,38 X 0,62
(x - 0,38)?

sur l'intervalle 10,38 ; 0,5].
Pour étudier les variations de f, on calcule sa dérivée.
En posant u(x) = 1,962 x 0,38 x 0,62

u(x)

etv(x)=(x—0,8)>=x2-0,76x+0,1444 ,0ona f(x) = ﬁ .
v(x
Etu(x)=0 etv'(x)=2x—-0,76=2(x— 0,38) donc:
Foo=Y (x) X v(x)—u(x)v’(x)
v(x)?
_ 0x(x—-0,38)% 1,962 x 0,38 x 0,62 X 2(x — 0,38)
(x-0,38?)’
_ -2x1,962 x0,38%x0,62x(x—0,38)

(x —0,38)*
_—2x1,962 x0,38%0,62
(x—0,38)°

Or, pour x > 0,38,onax—0,38 >0 donc (x—0,38)>*>0
d'ou f(x) <O.
On en déduit que la fonction f est strictement décrois-
sante sur ]0,38; 0,5].

c. Voir ci-dessous le résultat sur calculatrice.

¥Yi1=1.96=4 B+ 62/ (N~ 28]

M= 4y ¥=251.41138

d. On souhaite que 0,44 n‘appartienne pas a l'intervalle
de fluctuation. Il est donc nécessaire que la borne supé-
rieure de cet intervalle soit inférieure a 0,44 : on doit
donc avoir x < 0,44.

Alors, par décroissance de la fonction f, on en déduit
que n =f(x) = f(0,44).

Orf(0,44) =251,4:

il faut donc sélectionner au moins 252 cas de rou-
geole avérés pour qu’une proportion de 44 % d'en-
fants de moins de un an dans I'échantillon permette
de remettre en cause la proportion p = 0,38.

Ff] Incidents sur les routes de montagne

a. On cherche a calculer P(50 < X < 100). Vu la défi-

nition de la loi de probabilité de X, X admet une loi
X

continue de densité f(x) = ée_%.

Onadonc:

P(50 < X < 100)
00 1 _X 00/ 7\ _X 100

=J —e 80dx = —J (——)e 80 dx = —J u'(x)eux) dx
50 80 50 \ 80 50

X
avecu(x)=-—.
80
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Alors P(50 < X < 100)

100 _x T 10 50
=—[euw]" =—|e 80 =—|e 80 —e 80

50
5 5

=e 8 —e 4=0,249.
De la méme maniére,
P(X =300)=1-P(X <300)=1-P(X < 300)
300 1 _X
:1—'[ —e 80 dx
o 80
donc:

x 1300
P(X =300)=1- [—[e_%} ]
0

_300
=1+|e 80 —e 0 |=T14+e"15/4 -1

d’ou P(X = 300) =e~"%/4=0,024 .
b. On cherche donc a calculer Py 35, (X = 350 + 25). Or,
par définition,on a:

Pix=350 (X =350+ 25) = (X =375 (X =350)

P(X = 350)
_ P(X=375)

"~ P(X=350)"
On calcule ces deux probabilités comme précédemment :
X

350 X
P(X =350 =1-P(X <350) = 1- [ ée 50 dx
0

_x PO /350 35
=1- —{e 80:| =1+(e 80 —1]:e 8.
0

3 X
P(X>375)=1—P(Xs375)=1—j075$e 80 dx

X 375 375 75
=1- —[e so} =1+[e 80 —1)=e16-
0

Alors il vient :
B
Pix=350) (X =350 +25) = o =e 16l 8
e 8
75 ( 35
_ e o) —esie ~ 0,732,

Un car qui a déja roulé 350 kilométres sans incidents
a donc environ 73,2 % de chances de rouler encore
25 kilometres sans incidents.

a. Dans I'échantillon composé des 80 cars conduits par
les chauffeurs interrogés, on en observe 10 qui n'ont connu
aucun incident apres avoir parcouru 300 kilomeétres.
Une estimation ponctuelle de p est donc la fréquence
des cars n‘ayant connu aucun incident aprés 300 kilo-

metres de routes dans I'échantillon soit f = g =0,125.

b. Uéchantillon est de taille n =80 = 30 et l'estimation
ponctuelle de p est f=0,125.
Alorsnf=10>5 et n(1-f)=70>5 donc les condi-
tions d’approximations sont vérifiées.
Alors un intervalle de confiance de p au niveau de
confiance 0,95 est donné par, en arrondissant la borne
inférieure par défaut et la borne supérieure par exces :
1 1 1 1

1 [f x/ﬁ'f+\/ﬁ} [0,125 @'0'125+@]

=[0,01;0,24].
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c. La proportion p et l'intervalle précédents sont déter-
ministes (c'est-a-dire non aléatoire) : par conséquent, p
appartient ou n'appartient pas a cet intervalle et la pro-
babilité que ce soit le cas vaut 0 ou 1, ce qui ne permet
pas de conclure.

Cependant, la construction d’un intervalle de confiance
de ce type sur un grand nombre d'échantillons fournira
dans 95 % des cas un intervalle contenant p : il est donc
raisonnable d'estimer que p appartient a cet inter-
valle et donc peu raisonnable d'estimer que p sera

supérieur a % =0,25.

Il est cependant important de noter que l'on ne peut
aucunement estimer la probabilité que p soit supérieur
ou inférieur a 25 % (et que cette probabilité vaut O ou 1).

d. La proportion d'autocars n‘ayant subi aucun incident
aprés 300 kilometres est donc p, que I'on peut raisonna-
blement estimer comprise entre 0,01 et 0,24.

Par conséquent, comme l'entreprise posséde en tout
250 cars, on peut estimer que le nombre de cars n'ayant
subi aucun incident aprés 300 kilometres est compris
entre 250 x 0,01 = 2,5, soit 3 cars, et 250 X 0,24 =60 cars.

Sondages politiques

Il Pour chaque sondage, il suffit de calculer la pro-
portion de personnes interrogées prétes a voter pour
M. W. dans I'échantillon associé. On obtient le tableau
ci-dessous :

Institut Sofrop

Ifres Tnp

462

~ 0,58 soit 58 %
798

Estimation ponctuelle fi

f,

582

955

568

=~ 0,61s0it61 %
934

f; = 0,61 s0it61 %

F1 a. et b. Pour chacun des trois sondages, on vérifie que la taille des échantillons satisfait n = 30, que le produit
nf vérifie nf > 5 et enfin que le produit n(1 —f) vérifien(1 —f) > 5.

Il ne reste alors qu‘a appliquer la formule 7 = [f L i f+ i} et on obtient le tableau suivant :
NN
Institut Sofrop Ifres Tnp
Estimation ponctuelle f;=0,58 f, =0,61 f; = 0,61
Taille de I'échantillon n, =798 =30 n, =955=30 ny; =934 =30

Produit nf n, xf, =462>5

n, xf, =582>5 ny xf; =568>5

Produit n(1 —f) n,x(1-f)=336>5

n, x(1-f,)=373>5 ny x(1—f;) =366 >5

Intervalle de confiance 1,=1[0,54;0,62]

I,=1[0,57;0,65] 1;=1[0,57;0,65]

Longueur de l'intervalle ¢,=0,62-0,54=0,08

£,=0,65-0,57=0,08 ¢3=0,65-0,57=0,08

On remarque que les trois intervalles sont comparables
et de longueurs équivalentes.

c. et d. D'apres l'institut Sofrop, M. W. peut raisonnable-
ment considérer qu'entre 54 % et 62 % des personnes
inscrites sur la liste électorale sont prétes a voter pour
lui. Cela ne signifie pas que c'est le cas, mais, quen
construisant un grand nombre d’intervalle de confiance
basé sur un grand nombre d’échantillons environ 95 %
d’entre eux contiendront la proportion réelle recherchée.
D'aprés l'institut Ifres, cette proportion peut étre rai-
sonnablement encadrée par 57 % et 65 %, comme pour
I'institut Tnp.

Puisque pour chacun des instituts la borne inférieure
de l'intervalle est supérieure a 0,5, il semble raisonnable
de penser que M. W. a de grandes chances d’étre élu,
et cette observation est renforcée par le fait qu'elle est
commune aux trois instituts. 5
EX Lalongueur d'un intervalle de confiance est —,
n est la taille de I'échantillon. Jn
Ici cette longueur est 0,6 — 0,55 =0,05 donc le nombre
de personnes interrogées vérifie :

ou
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2

=o,05<:>\/—=i<:>f=4o@n=402=1 600.
Jn 0,05

Par conséquent, vu son intervalle de confiance, l'institut
Sofrop a donc interrogé 1 600 personnes.

1 a. W et W forment une partition de I'univers et,
d’apres I'énoncé, on interroge un électeur au hasard : il
y a donc équiprobabilité et la probabilité d'un événe-
ment correspond a sa fréquence.

Alors P(W) = 0,605 donc P(W) =1-P(W) = 0,395.

De méme, P,(V)=0,08 et donc:

P, (V)=1-P, (V)=0,92.

Enfin, d'aprés I'énoncé, on a aussi P(V) = 0,068 .

On en déduit I'arbre ci-dessous.

1-0,605=0,395 0,605

w w
)/ \- X 0,07 \- 0,08 =0,92
Y, v v Vv
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b. On cherche x = B (V) .
Or W et W forment une partition de l'univers donc,
d'apres la formule des probabilités totales, on a:
0,068 =P(V) =R, (V)X P(W)+ Py (V) x P(W)
=0,08x%x0,605+0,395x x =0,0484+0,395x.
Alors 0,395x = 0,068 — 0,0484 = 0,0196 donc:
0,196
X =
0,395
Parmi les électeurs ayant voté pour Z, il y a donc envi-
ron 5 % de chances d'interroger un électeur de la liste
Ecologie.
c. On cherche a calculer P, (W) .
P(VW)
P(V)
Donc, d'aprés la formule des probabilités conditionnelles,
il vient:

Pv(W)=

~ 0,05 a 1072 prés.

Or, par définition, P, (W) =

Py (V)xP(W) 0,08x0,605
P(V) 0,068

Si l'on interroge un électeur de la liste Ecologie, il y a

environ 71,2 % de chances qu'il ait voté pour W.

=0,712.

Ei Contraintes budgétaires

Il Léchantillon interrogé est de taille n =150 = 30.
Dans cet échantillon, la fréquences des spectateurs

déclarant acheter des friandises est f = % =0,4.

Alors nf=60 > 5 et n(1 —f) 90 > 5 donc les conditions
d'approximation sont vérifiées.
Un intervalle de confiance de la proportion p au niveau
de confiance 0,95 est donc donné par la formule sui-
vante, en arrondissant la borne inférieure par défaut et
la borne supérieure par excés :

1 1 1 1
e L e ]
=[0,318;0,482].
Il est donc raisonnable de penser quentre 31,8 % et
48,2 % des spectateurs achétent des friandises.
E1 La précision de l'intervalle de confiance au seuil de

2 . . ) .
confiance 0,95 est — oU n est la taille de I'échantillon.

Jn
. 2 5
Alors on cherche un entier n tel que — <= —.
a Jn 100
2 _ 5 _vn_100

Jn 100 2 5
& n =40 ©n= (402 ©n=1600.
Pour obtenir la précision souhaitée, il fat donc interro-
ger au moins 1 600 clients.
El a. Le colt total est la somme des codts fixes et des
coUits variables. Si on note CT le co(t total, alors :
CT(x) =8 000 + C(x) = 8 000 + 0,5e007x,

b. Si 150 spectateurs sont interrogés, alors le co(t total
de I'enquéte est :
CT(150) =8 000 + 0,5e%0™150 = 8 000 + 0,5e'> = 8 002,24 .
Si 150 spectateurs sontinterrogés, le colt total s'éléve a
environ 8 002 euros.
c. On cherche donc pour quelle valeur entiére de x le
colt total est inférieur a 40 000 euros.
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Or:

CT(x) < 40 000 < 8 000 + 0,5 €% < 40 000
& 0,5 e%0™x < 32 000
& eV0x < 64 000
< 0,01x < In(64 000) par stricte

croissance de la fonction In sur ]0 ; +eo[
In(64 000)
X< —~
0,01
&x<=1106 carxe N
In(64 000)
et ———=
0,01
Pour le budget ne dépasse pas 40 000 euros il faut donc
que l'on interroge au maximum 1 106 personnes.
d.La contrainte sur la précision impose d'interroger
au moins 1600 personnes. La contrainte budgétaire
impose d'interroger au maximum 1 106 personnes. Or
1106 < 1600 donc il est impossible de satisfaire les
deux contraintes en méme temps.
1 a. Dans ce cas, 'échantillon est de taille n =1 000 = 30.
La fréquence des spectateurs interrogés qui achétent

des friandises est f = % =0,4. Alors nf=400 > 5

=1106,7.

etn(1 —f)=600 > 5 donc les criteres d'approximation
sont vérifiés.

Lintervalle de confiance de la proportion p au niveau
de confiance 0,95 est alors donné par la formule sui-
vante, en arrondissant la borne inférieure par défaut et
la borne supérieure par exces :

1 1 1 1
I= f——;f+—}=[0,4——;0,4+7}
[ Jn Jn J1000 J1000
=[0,368;0,432].

b.Vu l'intervalle de confiance de p dans la question pré-
cédente, il est raisonnable de penser que cette propor-
tion est comprise entre 36,8 % et 43,2 %.

Etant donné qu'il y a 9 000 entrées par mois, que :
0,368 x9000=3312 et que 0,432x9000=3 888, il est
doncraisonnable d’estimer que le gérant doit prévoir un
stock de friandise pour entre 3 312 et 3 888 spectateurs.
Il lui faut donc augmenter son stock.

Les centenaires en France
! a. La proportion de centenaires en France est donc,

28 __ 000258 La taille de
1000 000

I'échantillon formé par les habitants de la région sur
laquelle intervient la société est n =2 550 000 = 30.

De plus, np=657,9 > 5 et n(1 —p) > 2 000 000 > 5 donc
les critéres d'approximation sont bien vérifiés.

Alors l'intervalle de fluctuation asymptotique a 95 % de
la fréquence des centenaires dans cette région est, en
arrondissant la borne inférieure par défaut et la borne

supérieure par exces :
/- {p _196Jp(i-p) . 1,96p(1- p)}
vn ' vn
=[0,000 23 ; 0,000 28] .
b. Il'y adonc 95 % de chances que la proportion de cen-
tenaires dans cette région soit comprise entre 0,000 23

et 0,000 28. Or cette région compte 2 550 000 habitants

d'apres I'énoncé, p =
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doncily a 95 % de chances qu'elle compte entre :
0,000 23 x 2 550 000 =586,5, soit 587,
et 0,000 28 x 2 550 000 = 714 centenaires.

a. Une estimation ponctuelle de la proportion des
centenaires de moins de 105 ans en France est la fré-
quence observée de ce type de personne dans I'échan-
tillon composé de la population de cette région.
Attention, on ne demande pas la proportion des cente-
naires de moins de 105 ans parmi les centenaires, mais
dans la population francaise : il faut donc considérer
I'ensemble de la population de I'échantillon, donc de la
région.

Lestimation ponctuelle du nombre de centenaires de

520

moins de 105 en France est donc f= 0 ~0,000 20,

soit environ 200 pour un million.

b. Ici, on s'intéresse a la proportion des centenaires de
moins de 105 ans parmi les centenaires. Dans I'échantil-
lon de taille n = 650 = 30 composé des centenaires de
cette région, on observe une proportion f = % =0,8
de centenaires de moins de 105 ans.

Ornf=520 > 5et n(1 —f) =130 > 5 donc les critéres
d'approximation sont vérifiés. Alors un intervalle de
confiance de la proportion p de centenaires de moins
de 105 ans parmi les centenaires, en France, au niveau
de confiance de 0,95, est donné par la formule suivante,
en arrondissant la borne inférieure par défaut et la
borne supérieure par excés:

1 1 1 1
R e R
=[0,760;0,840] .

c. En calculant de tels intervalle de confiance sur un
grand nombre d'échantillons, on obtiendra donc 95 %
d’intervalles contenant p.
Il est donc raisonnable d'estimer que la proportion p de
centenaires de moins de 105 ans en France parmi les
centenaires est comprise entre 76 % et 84 %.

a. Le taux global d’évolution du nombre de cente-
naires entre 2007 et 2011 est :
_ Y2011 = Y2007 _ 16269 —-13981 0,164

Y 2007 13981
Autrement dit, le nombre de centenaires en France
entre 2007 et 2011 a augmenté d'environ 16,4 %
b. Le coefficient multiplicateur global du nombre de
centenaires entre 2007 et 2011 en France est donc:
CMg=1+t,=1,164.
Entre 2007 et 2011, il y a 4 évolutions donc si, CM, est le
coefficient multiplicateur moyen annuel, il vient :
1 1
CM3=CMy = CM,= CMg =1,1644 =1,039.

Si t,,, est le taux d'évolution annuel moyen du nombre
de centenaires, alors CM,=1+t,,, donc t,, = 0,039.
Autrement dit, le nombre de centenaires en France a crQ
en moyenne de 3,9 % par an entre 2004 et 2011.
Si ce taux d’évolution reste le méme, cela revient a dire
qu'il suffit pour obtenir le nombre de centenaires d’'une
année sur l'autre de le multiplier par le coefficient multi-
plicateur annuel moyen CM.,.

fy
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Entre 2011 et 2013, il y a deux évolutions donc, dans ce cas,
le nombre de centenaires en 2013 peut étre estimé par:
Y2013 = Y2011 X CMo X CM, = 017 X CM

~16269x 1,0392=17 563.
On peut dans ce cas estimer que le nombre de cente-
naires sera d’environ 17 563 en 2013.
c. On cherche alors en quelle année le nombre de
centenaire f(x) sera supérieur a 17 000 : on résout donc
I'inéquation :
f(x) =17000< 1190 In(x)+ 13 775 = 17 000

<1190 In(x) = 3225

645
< x = e 238 par croissance de la fonction

exponentielle sur R

& x = 16 car x est un entier naturel et
645

e238 = 15,03.
Or x=16 correspond a I'année de rang 16 donc a 'année
2006 + 16 =2022.
On en déduit que d'aprés ce modeéle, le nombre de cen-
tenaires dépassera 17 000 uniquement a partir de 2022.

ER Equipement automobile en France

a. Pour toutréelx = 0,onaf(x) = % avec u(x) =82
doncu’(x) =0 et v(x) =1+ 0,15 008«
donc v'(x) =0+ 0,15 x (—0,08)e %08 = —0,012e-0.08
Alors il vient :
Fr) = LIV IX) —u(x)v'(X)
v(x)?
_ 0Xxv(x)—82x(—-0,012e-0.08x)
- (1+0,15e-0.08x)2
0,984 ¢-0.08x
(1+0,15e70.08x)2

Un carré et une exponentielle étant strictement positifs,
ona f'(x) > 0 sur l'intervalle [0 ; 4o .
On en déduit que f est strictement croissante sur [0 ; +oo] .
b. Sur l'intervalle [0 ; 40[ , f est continue et strictement
croissante.

Elle passe de f(0) = 82 =82
1+ 0,15e-0.08x0 115

_ 82 _ 82

© 140,15e-008x40  140,15e-32

Par conséquent, f prend une seule fois la valeur intermé-

diaire 80, ce qui signifie que I'équation f(x) = 80 admet

une unique solution sur [0 ; 40[ que I'on note o..

c. Il est possible de d’approcher o. graphiquement ou a

l'aide de la table de la calculatrice. Mais on peut aussi le

déterminer par le calcul :

fx)=80 = 82 80
1+0,15e70.08x

& 82=80x(1+0,15e7008)

©82-80=126005 5 2 = 005

=713

a f(40) =81,5.

12
= In(%) =-0,08x < —In(6) =—0,08x
PG Yy
0,08
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Or, la fonction f étant strictement croissante sur [0 ; +oo[ ,
six > o, alors f(x) > f(o) donc f(x) > 80.

De méme, si x < o, alors f(x) < 80.

Par conséquent, la premiere année a partir de laquelle
le taux déquipement en automobile a dépasser 80 %
est 'année de rang 23, donc I'année 1980 + 23 = 2003.
d.L'année 2015 correspond au rang x = 35 donc, d'apres
cette modélisation, en 2015, le taux d'équipement des
ménages frangais en automobile sera de :

f(35)= 82 ~ 81,3 soitde 81,3%.
14+ 0,15e70.08x35

E1 Les ménages francais possédant, en 2010, deux véhi-
cules représentent 36,6 % des ménages francais possé-
dant un véhicule, qui, eux-mémes, représentent :
f(30) = 80,9 % des ménages francais.

0,366 x 0,809 = 0,296 .
Donc les ménages francgais possédant deux véhicules
représentent environ 29,6 % des ménages francais.
El a. La proportion des ménages francais possédant
deux véhicules est donc p = 0,3. La taille de I'échantillon
formé par les ménages de cette ville est n =5 000 = 30.
Alors np = 1500 > 5 et n(1 — p) =3500 > 5 donc les
conditions d'approximations sont bien vérifiées.
Lintervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95%
de la fréquence des ménages de cette ville possédant
deux véhicules est donc, en arrondissant la borne infé-
rieure par défaut et la borne supérieure par excés :

= 1,964p(1-p)  1,96p(1-p)
B N N

_ [o 3 1,9640,3%0,7 1,96\/0,3><0,7}
’ J5000

{5000
~[0,287;0,313].

b. Il est donc raisonnable de penser que la proportion
de ménages de cette ville possédant deux véhicules se
trouvera comprise entre 28,7 % et 31,3 %.

Or cette ville compte 5 000 ménages,
5000x0,287=1435et5000x0,317=1585.

3+

La compagnie d’'assurances peut donc prévoir de vendre
entre 1435 et 1 585 contrats.

c. Dans cette ville, c'est-a-dire dans cet échantillon de
taille n = 5000 de la population francaise, on observe
une proportion de ménages possédant deux véhicules

} . 14
égaleaf=——=0,28.
5000

Or f¢ | donc la différence observée entre cette ville et
l'ensemble de la population francaise n'a que 5% de
chances de pourvoir étre expliquée par le hasard. On
considere donc que la différence est significative et que
la répartition des ménages possédant deux véhicules
dans cette ville n'est pas conforme a celle de la popu-
lation francaise.

2 Dans l'échantillon composé de n=6 000 = 30 ménages,
on observe une proportion f= 0,06 de ménages possé-
dant trois véhicules.

Or nf=360 > 5 et n(1 — f) =5 640 > 5 donc les condi-
tions d’approximations pour construire un intervalle de
confiance sont vérifiées.

Alors un intervalle de confiance au niveau de confiance
0,95 de la proportion p des ménages francais possédant
trois véhicules est donné par la formule suivante, en
arrondissant la borne inférieure par défaut et la borne
supérieure par exces :

]

1 1
{0’06 /6000 10.06% J6 ooo}
=1[0,047;0,073].
Si I'on détermine un grand nombre d’intervalles de
confiance, a partir d'un grand nombre d‘échantillons,
environ 95 % d'entre eux contiendront la proportion p.
Il est donc raisonnable de considérer que la proportion
p appartient a l'intervalle de confiance ci-dessus, ce qui
signifie qu’'on peut estimer qu'entre 4,7 % et 7,3 % des
ménages francais possédent trois véhicules.

) Réinvestir...

53 ... en ornithologie

Estimation d'une population

a. ll'y a, dans cette région, N cormorans et 900 d'entre
eux ont été bagués donc la proportion de cormorans
. 900
baguésest:p = N
b. Léchantillon composé des cormorans capturés
lors de la deuxiéme série de capture est de taille
n = 1500 = 30 et, dans cet échantillon, on observe
) 321 .
une fréquence f= 1500 0,214 de cormorans bagués.
Alorsnf=321>5etn(1—-f)=1179 > 5 donc les condi-
tions d’approximations pour construire un intervalle de
confiance sont vérifiées.
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Par conséquent, un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95 de la proportion p de cormorans bagués
est obtenu par la formule suivante, en arrondissant la
borne inférieure par défaut et la borne supérieure par
exces:

g

1 1
[0,214 = ;0,214 + — 500}
=~[0,188; 0,240] .
Si on fait de nombreuses captures et qu’a chacune de
ces captures on construit un intervalle de confiance,
alors environ 95 % d'entre eux contiendront la propor-
tion p inconnue. Il est donc raisonnable d’estimer que
cette proportion appartient a l'intervalle ci-dessus, ce
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qui signifie que l'on peut estimer que la proportion de
cormorans bagués est comprise entre 18,8 % et 24 %.
c¢. Orp= —9N donc on obtient 0,188 < _9/(\)/0 = 0,24.
En passant a l'inverse cette inégalité de termes positifs,
on obtient alors :

1>N>1 900>N 900
0,188 900 0,24 0,188 0,24
<4787 =N=3750 carN estun entier naturel
On peut donc affirmer avec un niveau de confiance 0,95
que cette région compte entre 3 750 et 4 787 cormorans.

54 ... en médecine

Test d'un médicament

a. La proportion de souris présentant une tumeur est
p=0,18.

Dans le premier échantillon, la taille est n = 100 = 30.
Alorsnp=18>5etn(1—p)=82> 5doncles conditions
d'approximations sont vérifiées et l'intervalle de fluc-
tuation asymptotique au seuil de 95 % de la fréquence
des souris présentant une tumeur dans cet échantillon
est, en arrondissant la borne inférieure par défaut et la
borne supérieure par excés:

_{ 1,96/p(1-p) | 1,96Jp(1—p)}
Ia=1p- bt
Jn Jn

_[018_1:96 0,18x0,82 .o 196 0,18><0,82}
' Jioo 60
~[0,104;0,256] .

Dans le second échantillon, la taille est n = 400 = 30.
Alors np =72 > 5 et n(1 —p) =328 > 5 donc les condi-
tions d’approximations sont vérifiées et l'intervalle de
fluctuation asymptotique au seuil de 95% de la fré-
quence des souris présentant une tumeur dans cet
échantillon est, en arrondissant la borne inférieure par
défaut et la borne supérieure par exces :

I = 1,96/p(1-p)  1,96p(1-p)
B=|P— \/E Pt

Jn
{018_1,96 018X0,82 o, 1,96 O,18><0,82}
’ J400 T 7200

~[0,142;0,218].
b. Dans le premier échantillon, on observe une fré-

25

quence f, = 100 - 0,25. Or fy € I, donc il n'y a pas

de raison de considérer que cet échantillon n'est pas
conforme a la répartition des souris présentant une
tumeur dans la population des souris de cette race.
Dans le second échantillon, on observe une fréquence
fa= :—060 =0,14.0Or fz ¢ Iz donconrejette, avec unrisque
d'erreur de 5 %, la conformité de cet échantillon avec
la répartition des souris présentant une tumeur dans la
population des souris de cette race.

c. Léchantillon B permet d'affirmer avec un risque d'er-
reur de 5 % que cette substance étudiée a un effet sur
les tumeurs (puisque la fréquence dans I'échantillon est
jugée significativement différente).
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Cependant I'échantillon A ne permet pas d‘arriver a la
méme conclusion : la différence n'y est pas jugée suffi-
samment significative pour considérer que la substance
a un effet.

Comment dépasser ce paradoxe ?

Considérons I'échantillon formé des 500 prélevements,
dans lequel on a observé 56 + 25 = 81 souris présentant
encore une tumeur.

Le méme travail que précédemment permet de
construire l'intervalle de fluctuation asymptotique au
seuilde 95%de f:

I = 1,96+/0,18x 0,82 1,96+/0,18 x 0,82
A+B=10,18 - ;0,18 +
500 500
=[0,146;0,214] .

On calcule aussi la fréquence de souris présentant une
tumeur observée dans cet échantillon :
81

fa,g=——=0,162.
A8~ 00

Or f,g € 15,5 donc sur I'ensemble des deux échantillons
la différence n’est pas suffisamment significative pour
considérer que la substance étudiée a une action sur
les tumeurs.

5 fruits et Ilégumes

a. Dans I'échantillon considéré, de taille n = 300 = 30,
on observe une fréquence d'enfants de 5 a 11 ans préts
a manger au moins cinq fruits et légumes par jour égale
af= 186 _ 0,62.

300
Alors nf=186 > 5etn(1 —f) =114 > 5 donc les condi-

tions d’approximations sont vérifiées.

On en déduit un intervalle de confiance au niveau de
confiance 0,95 de la proportion p des enfants de 5 a
11 ans préts a manger cing fruits ou légumes par jour
avec la formule suivante, en arrondissant la borne infé-
rieure par défaut et la borne supérieure par excés :

11:[f = f+%}

1 1 :|
=10,62———;0,62+—
|: ~300 ~300
=[0,562;0,678] .

b. On procéde de méme avec, ici f = 0,57 et n =300 :
on obtient un intervalle de confiance de p’au niveau de
confiance 0,95:

1 1
I, = [0,57 —_.0,57 +—}
2 V300 V300

=[0,512;0,628].
c. Lamplitude d'un intervalle de confiance est 2 .On
n
2 10
cherchedoncpourquellesvaleursdenona — < —
potra Jn 100

L<£@ﬁ<@@\m>20
Jn 100 2 10

& n=202<n=400.
L'entreprise doit donc interroger au moins 400 enfants
si elle souhaite que l'intervalle de confiance soit d'am-
plitude inférieure a 10 %.
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d. Une estimation ponctuelle (ici 57 %) n’a pas de valeur
scientifique si elle n'est pas accompagnée d’un inter-
valle de confiance (encore appelée marge derreur).
Pour que l'affirmation soit exacte, l'entreprise doit
publier que,
«au niveau de confiance 0,95, entre 51,2 % et 62,8 %
des enfants de 5 a 11 ans mangent moins
de 5 fruits et légumes par jour »,
ce qui signifie que sur un grand nombre d'échantillons
sur lesquels on construit un grand nombre d’intervalles
de confiance, 95 % d'entre eux contiennent cette pro-
portion inconnue (et l'intervalle fournit peut étre l'un
de ceux contenant la proportion comme l'un de ceux
ne la contenant pas!)

Précision d'un sondage
Partie A

. A 2
a. Lamplitude d'un intervalle de confiance est — donc

Jn

la marge d'erreur utilisée par l'institut de sondage est

1 2 1
— X — = —"_ Elle ne dépend pas de la frégquence
2" Un " In penc p d
observée!

Pour n = 1000, on a

! =~ 0,032 d'ol une marge
{1000

d’erreur d’environ 3,2 %.

Pour n = 2000, on a =~ 0,022 d'oll une marge

_
{2000
d'erreur d’environ 2,2 %.
Dans les deux cas, la marge d’erreur trouvée est supé-
rieure a celle proposée par l'institut de sondage ...

b. La demi-amplitude de cet intervalle est :

lx[f+1,96 /f(1_f);f—1,96‘/w}
2 n n

=1x2x1,96 fa-f
2 n
_1.96 f(—1)

Alors, avec f= 0,2, puis, avec n =1 000,
0,2x0,8

1,96, | ———— =0,025
1000
soit une marge d'erreur d’environ 2,5 %.
Avecn=2000, 1,96 0,2x0,8 = 0,018 soit une marge
2000

d’erreur d'environ 1,8 %

On retrouve les résultats proposés dans le tableau de
I'institut de sondage.

c. En utilisant les formules de I'exercice (parce que le
tableau ne suffit pas a déterminer ce qu'il en est pour
des fréquences du type de f=0,24) avecn =800 et f la
fréquence proposée pour chaque candidat, on obtient
le tableau suivant (en arrondissant les bornes infé-
rieures par défaut et les bornes supérieures par exces) :

Candidat A B C D E
Marge d’erreur 3% 3% 2,9% 2,8% 2,4 %
Intervalle de [0,210;0,270] [0,200; 0,260] [0,181;0,239] [0,162;0,218] [0,106;0,154]
confiance 3 95 % soit entre soit entre soit entre soit entre soit entre
21%et27 % 20% et 26 % 18,1%et239% | 16,2%et21,8% | 10,6% et 154 %

Il est donc impossible d'affirmer connaitre le candidat en téte au premier tour : les quatre candidats A, B, C et D
peuvent |'étre puisque la borne supérieure de leur intervalle de confiance particulier est plus grande que les bornes

inférieures de tous les autres intervalles de confiance.
d. Voir ci-dessus.

Partie B

En utilisant la partie A, on détermine pour chaque candidat la marge d'erreur de l'estimation et l'intervalle de

confiance a 95 % associé :

Candidat Jacques Chirac Lionel Jospin Jean-Marie Le Pen
Marge d'erreur 25% 24 % 1,8 %
Intervalle de confiance [0,165;0,215] soit entre [0,156; 0,204] soit entre [0,122;0,158] soit entre
a95% 16,5% et 21,5 % 15,6 % et 20,4 % 12,2 % et 15,8 %

Les trois candidats pouvaient donc compte-tenu de la fluctuation d’échantillonnage étre qualifiés au premier tour
vu les résultats de ce sondage.... ce qui explique que l'absence de la publication des marges d'erreur ait entrainé de

nombreuses polémiques !
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CHAPITRE

Spécialité

Enseignement de spécialite ES

Recherche de courbes
sous contraintes

Objectif : Savoir résoudre les systémes linéaires, en particulier liés a la recherche de courbes polynémiales,
en utilisant les matrices.

) Découvrir

I A) Ecrire un systéme pour trouver 'équation d'une courbe (p.260)

Objectif : Utiliser I'appartenance a une courbe.

EJ Une infinité de droites passe par A. Une seule droite passe par A et B.

Fl a.A(2;4)e(AB) © g(2)=4 < 2a+b=4.

A(-4;1)e(AB) & g(-4)=1  —4a+b=1.

Les inconnues sontaetb. 1

b. On résout a la main par soustraction:6a=3 < a=5 et b=4-2a=4-1=3.

D'ou g(x) :%x +3.

1.1
6672y
el S 3
THEPsEREEmaEeEEnnnnn BN i \ 3

A0 Y25 4y -
LA o [ R T L 2 e ﬂ{_\::ln-z' x——J S — fl{_‘l']ﬂ‘l vo4E- 41

. | . 4] =8

O 7 S i b '5!5 L

E] a. Entrer une courbe en segment de droite.
b.C(0;1)e%, & f(0)=1

D(1 ;4)e(€g s f(1)=4

E(2;3)e<69 s f(2)=3

A priori, le systéme doit avoir 3 inconnues car il y a trois équations.

c. Si fest une fonction de 2€ degré, f(x) =ax?+ bx + ¢, de paramétres les nombres a, b et c.
D’aprés la résolution, f(x)=-2x2+5x+1.
Remarque : on peut chercher d’autres modéles.
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Modéliser par une fonction de degré 2 (p. 260)

Objectif : Utiliser les fonctionnalités d’'un tableur.

Partie A producticn en tonne
A l'aide d’un tableur YA y=D,5k+axt 2
On obtient I'équation 1 ¥
y=-05x2+4x+2. ?

B

7

1/

1

Partie B Etude du modéle
f(x)=—%x2+4x+2 .

f(x)=—x+4.

fix)=0 © x+4=0 & x<4.
Doncsur[0;4],lafonction est croissante etsur[4;+oo [
la fonction est décroissante.

f'(6) = 8, donc pour un investissement de 6 millions
d’euros, la production sera de 8 tonnes suivant ce
modéle.

Trouver une parabole passant par trois points (p.261)

Objectif : Vérifier que par trois points non alignés, il ne
passe qu'une seule parabole.

Partie A Recherche d’un modéle

a. A, B et C ne sont pas alignés ; donc ce n'est pas une
fonction affine.

b. 2¢ degré possible.

¢. Fonction homographique possible.

Partie B A l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique
a. et b. On approche au mieux en déformant la parabole.

\\ /
j ,u'.\%‘x’graphique

B 5
y=0 21 lx-4.05/°+1 68

374 1 13

AT

Partie C Etude du modeéle

a.f(x)=0,2x2-1,6x+5 sur [0,10].
b.f'(x)=04x—1,6;nulen x=4.

Pour 400 décorations, le colit moyen est minimum et
vaut 1,8 €.

Le colt total est alors 400 x 1,8 =720 €.

Partie D Pour aller plus loin

a. Comme le colt moyen est f(x)=0,2x?>-1,6x+5,

le colit total est C(x)=f(x)xx=0,2x3—1,6x2+5x,en
centaine d'euros ;

b. Dérivée: C'(x)=0,6x2—3,2x+5 sur[0;10].
A=-1,76, négatif , donc C’'(x) est toujours strictement
positif. Le colt total est donc croissant.

c. Le colt marginal est assimilé a la dérivée du colt total
C,(x)=C(x)=0,6x?-3,2x+5 sur[0;10].
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3,2 = 8 =2,67.

1,2 3
Le colt marginal est décroissant sur [0 ; 2,56] , puis
croissant sur[2,67;10].
d.C,(x)=Cy(x) © 06x2-32x+5=0,2x>—1,6x+5.
On obtient x=0 ou x=4. Ainsi, lorsque le colt moyen
est minimum, il est égal au co(t marginal.

G, (x)=12x-3,2;nulen x=

7z by
=i N\
h filx)=0 2 x=-1.6 x+5
(o, Eﬁ //
|l1hruclun
14 _ﬂ 1: 1
!
'3 74 1 e de. ol
f3)=——1 elx] )
1 %

e. Pour étudier la vonvexité du co(t total, on étudie le
signe de sa dérivée seconde, c'est-a-dire de la dérivée
du colt marginal.

D’aprés c. la dérivée seconde C”(x) =C, '(x) s'annule

en g en changeant de signe. Sur [ 0; 2,66 ] le colt total

est concave et sur [ 2,66 ; 10] le coUt total est convexe.

£2(x]=clx)
5 apoint d'inflexion
! - H ERE W, A A | 3 .
'!hmule supérisute 1 ] 13

CHAPITRE9 Spécialité 2



Calculer a I'aide de tableaux de nombres (p.262)

Objectif : Présenter le produit de matrices.

[l Prix du bouquet d’Elora :
3X2+2%x13+7x05+5%x1,5=196.

Calcul gR X pR+qC x pC+gF x pF+qL x pL.

E] a. Mettre en valeur les quantités en rouge et les prix
en bleu dans le calcul littéral précédent en [El .

b. Pour la commande totale, on écrit une 6¢ ligne,
somme des lignes précédentes : 28 roses, 20 callas,
20 freesias et 22 lisianthus.

D'ou le montant de la commande:
28x2+20x13+20x05+22x15=125.

EJ a. Le produit matriciel :

[Al] : [AI+[E]

L et L) [
[T ] o T
== 00T
a1 [P (o) [

[BI:x[A]
|

A x B donne les prix de chaque bouquet.

b. On ne peut pas calculer B x A : la calculatrice indique
une erreur de dimension.

¢. 1,8 € par rose et doublement du nombre de freesias :

[A] (1@ 2 18 411
[ [AI:+[E] =1

1
9]

« ]
511

Lm0 il (W) [
CARIP IR
—RI0a00 00

Calculer des produits de tableaux carrés (p.262)

Objectifs : manipuler les calculs matriciels et voir les
résultats particuliers que l'on peut obtenir. A faire faire
sans calculatrice et vérifier a la calculatrice ensuite.
EFa.AxI=A. b.IxA=A.

c. MxI=1xM=M quelle que soit la matrice M carrée
d'ordre 3.

200
Fla.b.AxB=| 0 2 0 |[=BxA
00 2
111 L1
2 2 2 2 2
cat=| 1 13 dBi=| -+ 02
2 2 2 2 2
111 11,
2 2 2 2 2

e. M x M~"=1 quelle que soit la matrice carrée M telle
que M1 existe.

Résoudre un systéme 2 x 2 (p.263)

EJ a. En 1990, x= 2 et la consommation de pain donne
f(2)=62,d'ou I'équation 2a+ b =62 < b=62-2a.
En2010,x=4etf(4)=52.

b. A la main, on calcule la différence :
4a+b-a+b)=52-62<=2a=-10a=-5.
Etb=62—-2a=62+10=72.

Douf(x)=-5x+72.

Ea.3X=2<:>lx(3><X)=lx2<:>(l><3)><X=l><2
3 3 3 3

= ><X=l><2<:>X=£.
3 3

b.AX=B< A "X (AxX)=A"xB
S(ATXA)XX=AT"XxBo 1xX=A"TxB
= X=A"xB.

2 1 a 2a+b
Ba'AXX{ 4 1 }{ b }_[ 4a+b }

3115 04 6
Ela.AxC=|0-2 -2 b.CxA=|0 -2 -2
13 1 0 4
000
c.CxD=|0 0 0 |[=DxC
000
b. A la calculatrice : [[R]1
[[-.5 .3]
[2 -111
[A1-+[EB]
[[-5]
[¥Z2]11]

On retrouve la solution du systéme résolu a la main.

c. En 2015, x=4,5; d'ou la prévision de la consomma-
tion de pain :

f(4,5)=-5x4,5+72=49,5 kg par habitant et par an .
B3 Pour I'eau minérale : f(x) = 30x + 30.

Pour la biere : f(x) = —gx + % ~-5,67x+49,67 .
Pour les Yaourts : f(x) =2x+ 14.

Pour le fromage : f(x)=1,3x+13,8.
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Résoudre un systéme 3 x 3 (p.263)

1T 11 a a+b+c
Fla.AxX=|16 4 1|x|b|=|16a+4b+c
36 6 1 c 36a+6b+c

b. A la calculatrice, on prouve que A~ existe.

[[.0eceEeEEey_ .| [[AI-*[E]lrFrac
[ -.BEEEREEEEY .. [[-1-4]
[1.6 - [2 ]
[Al-1rFrac [-1-2]11
L1213 -1ee 1108,
w25 Tre mlo2
= F= N | 250

D'oua= A =-0,25;b=2etc= 1 =-0,5.
4 2

On vérifieque a+b+c=1,25;16a+4b+c=3,5
et36a+6b+c=25.

1 On recherche une fonction ftelle que :
f(x)=ax’*+bx+c ,sachant que:

f(1)=1,250; f(4)=35 et f(6)=25.

Le probléme se traduit par le systéme vu en [Ell .
Dol f(x)=-0,25x*+2x—0,5sur[0; 4o [ .
b.f'(x)=-0,5x+2,nulleen4.

La fonction f est croissante sur [0 ; 4] et décroissante sur
[4;+oo[.

Le bénéfice est maximal pour 4 tonnes vendus.

=) Mise en situation

I Recherche de fonctions dans des cas simples (.268)

[1} Fonction affine ou non ?

- 6, est une droite paralléle a I'axe des abscisses, d'équa-
tion y=4.%, représente une fonction f affine constante.
Donc f(x)=4.
« 6, est une droite passant par A(5;0) et B(4;4).
Le coefficient directeur de la droite (AB) est :
azﬂ:ﬂ:i:—4 et f(5)=0,

Ax  4-5 -1
donc f(x)=—-4x+ 20.
« 65 est une droite passant par l'origine et le point B(4; 4) .
fest la fonction linéaire identité: f(x)=x.
- @, n'est pas une droite. En effet, elle passe par l'origine
0(0;0), ainsi que par le point D(9; 4) . Les coefficients
directeurs des droites (OC) et (OD) ne sont pas égaux

car % #* g .Les trois points O, C et D ne sont pas alignés.

« 65 est une droite qui passe par les points £(0; 4) et A(5;0).
Le coefficient directeur de la droite (AE) est :
A _ _
a=—y=u=—4 et f(0)=4.
Ax 5-0 5
Donc f(x) =—%x +4.

3 Fonction affine ou du second degré ?

Fig. 1 %, @ %, @D ; @
Fig. 2 @, D %s B 6 @
Fig. 3 ©, ® % D LN E))
Fig. 4 €0 @ ©n @ €, @

E} Parabole connaissant le sommet

a. Un point autre que S en utilisant la forme canonique.
Sinon 3 points.

b.Ona f(x)=a(x—2)2—-1 et f(1)=2.

Dou a=3 et f(x)=3(x—2)?-1=3x2-12x+11.

c. f(0)=11.
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3 Polyndémes du second degré et sommets

filx)=—(x—1)2%+4 f,(x)=(x+3)?-2
f3(x)==05(x—2)2+1 f(x)=2x2-3.

3 Codt unitaire minimal

Cux)=a(x—6)2+3 etC,(11)=7,25
D'ou Cy,(x) =0,17(x — 6)>+ 3.

[61 Parabole coupant I'axe des abscisses

a. La parabole coupe I'axe des abscisses aux points A et

B d'abscisses respectives 2 et 5. En ces points, fs'annule.

Or I'équation f(x) =0 est du second degré et a au plus

deux solutions. Les abscisses de ces points sont donc les

deux solutions de I'équation f(x)=0.

Ainsi: f(x)=a(x—2)(x-5).

b. Il faut un point supplémentaire pour trouver l'expres-

sion f(x) et déterminera.

c. La parabole passe par le point C(1;-2).

Donc f(1)=-2,s0it ax(1-2)(1-5)=-2 1
S axd4=-2 & a:_E'

On obtient f(x) =—%(x— 2)(x-5),
ou encore, en développant I'expression :

f(x)=—lx2 +Zx—5 .
2 2

Bénéfice et points morts
a.B(x)=alx—4) (x—9) et B(5)=8.
DoUB(x)==2(x—4) (x—9)=—2x2+26x—72.

b. B(6,3)=12,42,s0it 12420 €.

€. B(x)=—4x2+26 et B'(x)=0=x=6,5.

Le bénéfice maximum est atteint pour 650 objets.

K} Parabole passant par l'origine

[} Forme y=ax?+bx,aet b nombres réels.
HAcPeod=ax1?2+bx1<a+b=4.
Be P=6=ax2’+bx2<4a+2b=6.
Doua=-2etb=10;ainsiy=-2x%+10x.
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£} Recette du second degré

Oe 4<=R(x)=ax?+bx.
R(1)=3800 et R(2)=7200.
D'oU R(x) =200 x2+4 000 x .

i} Parabole et tangente

a.Al0;1)e Pesc=1.

B(1;0)e ? ©a+b+c=0.

b. On lit le coefficient directeur de la tangente T: m=-3.
Douy=-3x +1.

c. Le coefficient directeur de Test f'(0) .
Orf'(x)=2ax+b.Doum=-3=b.
d.Ainsi:c=1;b=-3eta=—-b-c=2.
Douf(x)=2x2—3x+1.

[11) Second degré et dérivée

f(x)=ax2+bx+c.Oncherchea,betc.
f(0)=5 < c=5.

f(1)=35 & 35=a+b+5.

f(1)=20 & 2a+b=20.

c=5 c=5
Onrésout le systtme: ya+b=30 < ja=-10.
2a+b =20 b=40

Dol f(x)=—10x2+ 40x+ 5.

i3 Coit total et coiit marginal

I} a.C(g)=ag*+bg+c.

Colts fixesde 8,5ké = C(0)=85<c=8,5.
C(1)=9a+b+c=9.

Ch(@=C(g)=2aq +b et C(1)=06<2a+b=06.

c=8,5
Onrésout ca+b+c=9.
2a+b=0,6

II Matrices et calculs .270)

Tableau a deux entrées
a.

S1 S2 S3
M1 18 8,5 5
M2 16,5 9 4,2

b. Dépense de Sophie: 1x18+2x85+1x5=40.
c. Dépense de Charlotte :

chezM1:18x+8,5y+5z chezM2:16,5x +9y+4,2z.

L Achat pour un sauté de veau

a. Achat de Xavier:
12x06+3%x05+2%x04+1x08=10,3.
Achat d’Elisabeth :
12x08+3x%x02+2%x04+2%x08=126.
Achat de Nathalie :
12x04+3x%x03+3%x04+2x%x08=85.
b. Matrice des ingrédients de dimension 3 x4 :

0,6 0,5 2 1
I=| 0,8 0,2 2 2
0,4 03 3 2
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b.C(g)=0,1¢*>+04qg+8,5.
F1 a.C(10)=22,5, s0it 22 500 €.
b. C'(10) = 2,4, soit 2,4 € par kg.

c. Cylq) =@ =0,1g +04 + 8,5 .
q q

C,(10) :212—(’)5 = 2,25 soit 2,25 € parkg .

iE] Modélisation d'une population

a.Onveutf(x)=a+ ,avecf(0)=3 et f(2)=7.

x+3

Orf(0)=3<:>a+§=34:> 3a+k=9.

F(2)=7<:>a+L=7<:>Sa+k=35.
2+3

Onrésout:k=9-3a;dou5a-3a+9=35<a=13.

Etk=9-3x%x13=-30.

Ainsif(x)=13—i.
X+3

Onvériﬁe:f(7)=13——30 =13-3=10.
7+3
b. En 2018,0nax=%:8,6

f(8,6) _302_ 10,4.
29
Marjorie prévoit 10,4 dizaines de milliers d’habitants,
soit 104 milliers.
c. La population semble plafonnée a 130 mille.
Pour le démontrer, on montre que V xe€ [0;+e[,0na:

f(X) <13 f(x) =13 <0 2 <o 39 ~g.
x+3 x+3
Ce qui est toujours vrai.
%
c. Matrice colonne des prix P= ;

(%)

Montant des achats : M x P (Calculs sur TINspire)

lo.4 0.3 3 2 lo.d 03 3 2|7
¥ l-'-
P:-L‘ ‘
£ £
ES 5]
i p 5061 40.5- c42- g |
25408 v+0. 2 022 g
2-5+0.4- v+0. 3 043 g
- :
0.6 0.5 2 1] 10.3
0.8 0.2 2 2 3 12.6
0.4 033 2 g'; 8.5
- :
a/99|
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0,6v+0,5¢c+2g+0,8=11,05
d.<0,8v+0,2c+2g+1,6=13,90 .
0,4v+0,3c+3g+1,6=8,85
Sion résout, on obtient:v=14,c=2,5 et g=0,3.

c. Recette totale de la journée :
70x+90y+42z=4869,
obtenue par le produit :
70
[x y z] x| 90 |=4869.

0.6 0.5 2 1 0.6 05 21| g
m=g8 0.2 2 2 0.8 0.2 2 2
0.4 0.3 3 2 0.4 0.3 3 2
v Vv ]
-P:- & &
£ £
0.8 0.8)
11.05 11.05]
= 13.9 13.9
| 8.85 8.55 |
solve|m- p=a,v,c,g) v=14. and =2.5 and g=0.3
HE v
114]

i Signification d'un produit de matrices
a. Le produit A x B est sans signification, on ne multiplie
pas les quantités de jus d'orange par le prix du jus de
pomme.

b. A x B donne les colits de la commande chez SLOW
(150 €) et chez FAST (1 415 €)

[17) Ecriture en matrice
[l Tableau résumant I'énoncé:

Taie | Drap-house | Housse de couette
Enfants 1 1 1
Toucher soyeux | 2 1 1
Prix minis 2 2 1
111
Matrice des quantités: A=| 2 1 1
2 21

E1 x parures « enfants », y parures « toucher soyeux », z
parures « prix minis » vendues. Alors :

- nombre de taies vendues : X+2y+22z;
- nombre de draps-housses vendus : X+y+22z;
«nombre de housses de couette vendues: x+y+2z.
Matrice colonne des quantités vendues :

X+2y+2z

X+y+2z

X+y+z
70
a. Matrice colonne des prix unitaires | 90
42

b. Dépense totale pour les 17 parures :
3x70+4%x90+10x42=910.

C'est le produit de la matrice ligne [ 3 4 10 ] par la

matrice colonne des quantités.
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42
iE) Produits de matrices

12 5 4
[l x=| 3 2 X[1}=8
13

5
1 j -__] nk
3 3|7 ]
13 U 5
va| 5|
3 3 ] 3
1 3] t? Bl
13y 4 3
3 3'] ]] g1
1 3 5 5
I . 4 5|
3207 ] g 3
B 5 g
|
499}
__1 5
F1 Ax 3 }z 3
- 8
_ 4 5 3
2 -1 2 -1
BAX13}—83 etAx[12} 1
- 58 5
i) Coiits de recettes
1,73
AxB=
A AxE {1,98}
-|:]_5 0.15 2l 1.6 1.73] 1
0.4 0.2 3 2.2 | 1.98]
- ) 0.3
0.5 0.2 2 0.3 },g ;:'_;
0.4 0.2 3 0.2/ 5'3 4.(!8
0.6 0.6 4 0.6] [ 0
|
2/99 |

La recette R1 colte 1,73 €. La recette R2 colte 1,98 €.

2,14
F1 AxB=| 2,18
4,08

CHAPITRE9 Spécialité 6



Hi] Matrices a la calculatrice

a. AX A nest pas la matrice des carrés des éléments de A.
b. Permet de vérifier que :

+ Ax B donne une matrice3x 1.

+ B X A n'existe pas.

Calculs sur TINspire.

].‘.““_‘ I{'ﬂ
i:"] B
13 Y 5
1 2 ] 5]
3 2 3
13 B
1 2 4 3
o ] [“
13~ 55
12 4 35|
sz':}] 8 3
13 5 8
|

Matrices identité et diagonale

a.AxI=AetIxA=A.
b..DansD xA:

1" ligne=ax 1" ligne de A
2¢ligne=bx2¢lignede A
3¢ligne=cx3¢lignedeA.

+ Si D est une matrice diagonale

a0o0
D=1 0b 0
0 0 c
DansD xA:

1" colonne =a x 1™ colonne de A
2¢ colonne = b x 2° colonne de A
3¢ colonne=cx 3®colonnedeA.

a2z 0 0
c.D?=| 0 b2 0
0 0 ¢?

EH Matrices triangulaires

2 0 1 2 0 18
[l a.ExF=| 0 2 5 | et FXE=| 0 2 5
0 0 -3 0 0 -3
b. Ces matrices sont aussi des matrices triangulaires.
T 1 11 1 2 3 4
meo| 0 1] o] O 2 3
0 0 11 0 0 1 2
0001 |0 0 0 1
13 6 10 (1 4 10 20
3= o1 3 ot F4= 01 4 10
0 0 1 o0 1 4
000 1 00 0 1

DansE* 4=3+1:sommedela2¢colonnedeE3;
10=6+3+1:somme de la 3¢ colonne de E3;
20=10+6+3+1:somme de la 4¢ colonne de E3.
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Dans E™1, en 1" ligne, le 2¢ élément est la somme de la
2¢ colonne de E";

le 3% élément est la somme de la 3¢ colonne de E”;

le 4¢ élément est la somme de la 4¢ colonne de E".

PE] Matrice inverse

11
a.A‘1=[_31_12} B1=| ? 16
0 —
3
1, 0
3 3
D= 231 C et E ne sont pas inversibles.
32 6
1 11
| 3 2 6 |
3 2]l "Erreur : Malnece singulidre” f
b
2 1 3! (2, g o8
[1 1 l‘ 3 3
113 2 021
i 2 6
52 2
i 2 6
2 -3 1]} "Errenr : Matrice singuliére”
[5 1 -2
17 4 U
15 )

F Prix et quantités

a. Matrice des quantités : le 1¢" tableau.

Matrice des prix : le 2¢ tableau transposé.
C=AXxB;lélément c;, estla dépense pourlasalleidans
le magasin OFFl et ¢;, dans le magasin BURO.

b. Montant des achats chez OFFI: somme dela 1" colonne
de lamatriceC=3822€.

Et chezBURO =3 815 €, le plus avantageux.

24 4 4 " B67. 830 | @
1111 ':: ::1' 267.5 267.5
3fle o 629, 6.
3956 e ngn 1107, 1100,
34 4 5" 9515 954.5
867, [3822.]
267.5
sumf| g0,
107,
951.5)
59, [3s15.]
7.5
| 634,
1100,
954.5
5 w
273
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[25 Consommations de trois desserts

Attention pour la seconde matrice, les indications sont
données pour 100 g. Il a donc fallu diviser par 100
chaque terme du second tableau, puis le transposer.

E 859 8L7 9F3 tu- Ma - Ni
P| 39 3605 ; 135 ;2 ‘Z
G| 12,6 4,2 22 -
(|26 6 02 2,5 3 2,5 |F
Lu Ma Ni
671,5 676,5 672,5 | E
119,85 18,6 20 P
| 92,8 1101 97 |G
23,7 17,4 22 L

C'est Maud qui a consommé le plus de glucides.

Lors d'un produit de matrices, penser que le produit doit
avoir une signification lorsque I'on multiplie une ligne
par une colonne.

Le résultat 671,5 kcal correspond bien a la valeur éner-
gétique totale des trois desserts consommés par Lucile

200 +87x 390 300 +93x 250

100 100

(soja + lacté +fruit) : 89 x

IIT Recherche de fonctions .272)

Hj Systéme a la calculatrice
E} Lasolution x=3ety= g =1,2.

Fl a=-145etb=174,5.

El x=151;y=-70etz=44.

[l a=02;b=3etc=2.

Recherche d'une fonction de degré 2
a. Coefficients directeurs des droites :

3-2 1
AB):m,=>—%——,
e (AB):m, = 3-0 3

6-3 3
de (BO):m, = =2
(BC):m, 6-3 3

Les coefficients directeurs sont différents, donc les points
ne sont pas alignés.
b.A(0;2)e P=c=2.

B(3;3)e ? ©9a+3b+c=3.
(6;6)e P<=36a+6b+c=6.
c. Le systéme se traduit par I'équation matricielle
0 0 1 a 2
AxX=BouA=| 9 3 1 |;X=| b |etB=| 3
36 6 1 C 6

Edition 1: lire B au lieu de X pour la matrice colonne donnée.
d.ATxAXxX=A"xBe& X=ATxB.

On obtient a=;b=0etc=2.

D'ou la parabole % représentant la fonction f telle que :

f(x)=—x2+2.

[28 Fonction du second degré

On donne les points A(1;76),B(2;68) et C(5;140).

Les coefficients directeurs des droites (AB) et (BC) ne

sont pas égaux, donc ces trois points ne sont pas alignés :
A _ _

« pour la droite (AB) : 4y _68-76_-8_ -4,

Ax 2-1 2

Ay _140-68 _72

Ax 5-2 3

Donc il existe une parabole % passant par ces trois points.

« pour la droite (BC) : =24,
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On traduit I'appartenance des points a la courbe € :
<A(1;76)e 6 < ax12+bx1+c=76.

B(2;68)e € < ax2?+bx2+c=68.
+C(5;140) e ¢ © ax52+bx5+c=140.
On résout, par calcul matriciel, le systéme de trois équa-
tions a trois inconnues :

a+b+c=76
4a+2b+c=68
25a+5b+c =140

On pose A la matrice des coefficients et B la matrice des
seconds membres. La matrice colonne X des inconnues q,
b et c est solution de 'équation AXX=B < X=A""xB.

[A] [E]
[f(1 1 11 [[¥e ]
[4 2 1] (65 _]
(25 5 111 [14E]1]
[A]-[E]
[[s__1
[-32]
[18@8]]
D'ou le polynédme f(x)=8x*>—32x+100.
On peut aussi utiliser la L1 pour les abscisses et
fonction RegQuad dela | L2 pour les ordonnées.
calculatrice aprés avoir T Lz L3 =
entré les coordonnées 1 17 |-
des points dans les listes. : &8
Laiyy =
ED%{ aESTS
: _yar edGuad
%; ﬁtgtﬁ 2=\ar w=ax i +hxtc
4: geglﬁlhéax+b) =-32
edllus =
i RedCubiue c=184
FRegdluatre
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K Fonction polynéme du 29 degré

et dérivée

On sait que f(x)=ax?+bx+c etf’'(x)=2ax+b.
f'3)=06a+b=0.

AB3;2) e 6, =9a+3b+c=2.

B(4;-2) e 6; < 16a+4b+c=-2.

On résout le systéme et on obtient :
a=4;b=24etc=-34;douf(x)=4x2+24x—34.

ElJ Second degré et tangente
Onsaitque f(x)=ax?+bx+cetf'(x)=2ax+b.
B(1;6)e ¢, <a+b+c=6.

A(3;4)e 4 =9a+3b+c=4.

La tangente en A a pour coefficient directeur -3 ..
f')=-3e6a+b=-3.

On résout le systéme et on obtient :
1;b=3etc=4;douf(x)=—x%+3x+4.

A=—
glv _
| (1.6)
s
/ N
¢ ]
/ (3,4]
fllx)=x=+3-x+4 fi [ 1 ]
II'II Jr'--jx"' 13
f \
.I."l ! '!,I.
-6 f 1 ] 9
II II|
J'Lz's lIL
Interpolations
Tableau des données
Année 1980 2004 2010
X 0 24 30
y 1,18 ? 2,32

E} a.Onveutf(x)=mx+p.
(0;1,18) € ¢ &p=1,18.
(30;232)e 6y ©30m+p+232.
D'oup=1,18et m=0,038. Ainsi f(x) =0,038x+1,18.
b. En gardant la date 1980, on aurait :
f5 (x) =m(x—1980) +p=0,038x— 0,038 x 1980 + 1,18
=0,038x—-74,06.
Le coefficient b = —74,06 correspondrait au nombre
d'étudiants l'année 0, c'est-a-dire a la naissance du
Christ...
F1 a.En 2004, x=24.D'ou f(24) = 2,092 .
Par interpolation linéaire, le nombre d'étudiants serait
de 2,092 millions en 2004.
b. En réalité, 2,27 millions nettement plus important.
L'ajustement par une fonction affine n'est pas bon.

EJ Onrésout le systéeme:
c=118
242a+24b+c =227.
302a+30b+c =232
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a= -8 =-0,12;b= 201 =751etc=118.
720 120
D'ou g(x)=—0,12x2+7,51x+118

Le nombre d’étudiants est alors en dizaines de milliers.
1 En 2000, x=20;f(2)=1,94 et g(20) = 220,2 .

Par interpolation du 2¢e degré, on obtient 2,202 millions
contre 1,94 millions par interpolation linéaire.

Par rapport a la valeur en 2000 de 2,16,0n a::

1,96 < 2,16 < 2,202 (on obtient g(20) = 218,7 en pre-
nant les fractions exactes).

Linterpolation du 2¢ degré est meilleure.

EX Recherche d'un modéle affine et suite

El Onobtient f(x)=0,34x+16,11.
B 25

F

+1
=

14x

0;354

J—_

20 —

~

15

10

b
Ll

10 12 14 16 18 20

0 2 4 6 8

On obtient une fonction tres proche de la fonction f.

El a.0Ona u,=034n+16,11.

Suite arithmétique de raison 0,34 .

b. Uy, =f(24)=0,34x 24+ 16,11 = 24,27 .

En 1990 + 24 = 2014 , on peut prévoir une consom-
mation de 24,3 kg de yaourts par an, par habitant, en
France.

c. De 1990 a 1914, on nomme:

2
X 25=504,75.

S=uUp+u;+...+Uy= x 25

16,11 + 24,27
Stéphanie a consommé 505 kg de yaourts en 25 ans.

EE] Fonction du premier ou du second degré
Tableau de données

Prix en € par kg

Consommation
en tonne

E} a.On résout le systeme :
8m+p =272 [m=-4
. D'ou .
9,5m+p=21,2 p=59,2
b. Fonction affine : f(x) =—4x+59,2.
Pour x=10,5, on obtient f(10,5)=17,2.
Avec ce modéle, la quantité demandée pour un prix de

10,5 € par kg serait de 17,2 tonnes.

8 9,5 10,5

27,2 21,2 ?20u 19,2
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F1 a. Quantité réelle : 19,2 , au-dessus de la valeur
affine ; donc le modeéle doit étre une fonction convexe

40

# cpnsommatign en 1
35

30

25

20 *

15

10

5

]
-] 7 B o 10 11 12 13 14 15

b. On modélise par f(x) =ax?+ bx +c.
D’aprés le nuage ci-dessus, le coefficient a est positif.
c. On résout le systéme

82a+8b+c=27,2

9,52a+9,5b+c =212

10,52a+10,5b+c=19,2
Ainsig(x)=0,8x2—18x+120.

40 \ 4 corsomnation [en t
—— Polyy. ([consommation |ent)
35
Q\ —— Lingaire (affine
30 \\
25
N |y=0,8xt-18x + 120

20 w

\——~
15

yE-4x+50,2 N

10

& 7 8 2 10 11 1z 13 14 15

d.g’(x)=1,6x—18,nulenx=11,25.
Sur[0; 12] on obtient le tableau des variations :
X 0 11,25 12

g'(x) — 0 +

Comme une fonction de demande est croissante, ce
modele n'est plus valable pour un prix supérieur a
11,25 € par kg .

Etude d'une consommation

a. b. On obtient f(x) = £x2 + Ex + 121 .
160 24 20

ou encore f(x) =—0,036x2+0,542x+ 21,05 .
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On peut noter que la parabole a son sommeten:

XS:%=7,5.

Doncf(x)=a(x—-7,5)2+b.

Eal

621 a+6: bre=23
solvel 192, g9 pre=23 b,
182 a+18- bre=19.1
a==0.036111 and b=0,.541667 and =21.05

¥ -
62 a+6- bre=23 =22 and ,,.1_:: and ,,..%
solvel |97 at9 bre=23 5

182 a+18- bhemok
10

2 FINTNE
.{.t tmge XU e Te €

f24.)

13.253 ~

c. En2014,x=2012-1990=24.
D'ou f(24) = % =13,25.
La consommation serait de 13,25 kg par an et par habitant.

[351 Modéle de degré 2 pour un coit total

[} a. Le coefficient a semble positif car les points ne sont
pas alignés et une courbe passant par ces trois points
sera convexe.
b. La courbe représentative passe par les points :
A(1;400),B(3;560)etC(7;1120).

On traduit 'appartenance des points a la courbe :
<A(1;400) € ¢ < ax1?2+bx1+c=400.
+B(3;560)e ¢4 < ax3?+bx3+c=560.
«+C(7;1120)e ¢ & ax724+bx7+c=1120.
On résout le systéme de trois équations a trois incon-
nuesa,betc:

a+b+c=400

9a+3b+c=560

49a+7b+c=1120

[A] [E]
[[1 111 [[488 ]
2 3 1] [Sea_]
(42 7 111 [1128]1]
[A1-#[B]
[[18 ]
[48 ]
[358]]

Dol f(x)=10x2+40x+350.
a=10 et a > 0, la parabole est tournée vers le haut et

la fonction f change de variation en l'abscisse ;—b =-2.
a

Donc la fonction f est croissante sur l'intervalle [0;8].
E1 On a produit 3 tonnes donc 3 000 kg.

En considérant que le co(t marginal est le colt du dernier
kilogramme produit, alors :

C,(3)=C(3)—-C(2,999) =0,09999, en millier d'euros,
soit 99,99 euros par kg.

V1(3r-Y1(2.3
.'I
i

|
1

Y3881 0-Y

99
99
3
B

2
2
2
a
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En considérant que le cot marginal est le colt d’un kilo-

gramme supplémentaire a produire :
C,,(3)=C(3,001)-C(3)=0,10001,

en millier d’euros, soit 100,01 euros par kg.

Or C'(x)=20x+40 et C'(3)=100, en millier d'euros

par tonne, donc 100 euros par kg. | Voir note page 54

En remplacant le co(t marginal par la dérivée du colt

total, I'erreur est d'environ 1 centime d'euro par kg.

E[] Modéle avec point d'inflexion

[l a.0Onaf(x)=ax2+bx%+cx+d,donc:
f'(x)=3ax2+2bx+c et f’(x)=6ax+2b.

Dire que %€, admet un point d'inflexion en x =5 signifie
quef”’(5)=0<30a+2b=0.
b.Onaf(1)=-60=a+b+c+d=-60.

f4)=99 = 43%a+42b+4c+d=99.
f(7)=330=73a+7°b+7c+d=330.

c. On obtient f(x) = _—:x3 +20x2—19x — %

F1 a.Sens de variation sur [1;12]:

F/(x)=—2x2+40x— 19, O'S/\ 3

+ \9,5
polynéme du 2¢ degré, _/1 YE
nulenx=050ux=9,5.

Donc sur [1; 9,5] la dérivée est positive et la fonction
est croissante et sur [9,5; 12] la dérivée est négative et
la fonction f est décroissante.

b. Si le modéle se confirme, le taux d'évolution du prix
va diminuer apreés septembre 2011.

c. En novembre le taux est de 3,8 %, soit 380 pour mille .
Orf(11)=377, c'est-a-dire 3,77 % =3,8%.

Ce modele est convenable.

500 1w
(9.5,422)
7 W Lm)
(7,330] & \
.f"
S fllx)=fx)
(4,994 '
A A
2o |1 |13
-100 | *{1,-60) "

Choix du modéle

El a.Le2¢nuage dela 1 colonne () présente un point
d'inflexionen x=3.

Le 3¢ nuage (B semble trop « aplati » en (0; 1) pour étre
une parabole.
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b. On regarder la convexité du nuage de points.

1" colonne 2¢ colonne

1" | o positif a positif D | o nul a négatif @

2¢ | point d'inflexion @ | o positif a négatif @

3¢ trop aplati &

o.nul a positif ®

F1 (D f(x)=2x2-28x+99
@ f(x)=-0,25x2+3x+ 1

@ f(x)=—x2+25
® f(x)=x%+2.

EE] Modélisation des dépenses
El C2=(C1-$BS$1)/5
E1 a.Le nuage de points est convexe, donc a est positif.
b. Points A(0; 12,8), B(2;18,9) et C(3;33,9).
D'ou le systéme a résoudre :
c=12,8
4a+2b+c=18,9 .
9a+3b+c=23,9
c. On obtient f(x) =0,65x%+1,75x+ 12,8..
1 a.En 2008, x=3,6 et f(3,6) =27,524, proche de 28 .
b.En 2015, x=5etf(5)=37,8.
Si le modeéle est valable, on peut prévoir des dépenses
dénergie de 37,8 milliards d'euros en 2015 dans les
logements ordinaires.

EE] Modéle avec fonction homographique
Tableau des données

Année 2001 2004 2009
X 1 4 9
Part 31 55 63
On résout :

a+ %zﬂ o a+ab+k=31+31b Q)
a+ ﬁzss < 4a+ab+k=220+55b

a+ ﬁ:& < 9a+ab+k=567+63b

Dou () =ab+k=31+31b-a.
On en déduit les 2 équations:

30-24b=189 < a—8b=63
8a-32b=536 < a+4b=67
Doub=1,a=67+4=71etk=31+31b—-a-ab=-80.

Ainsi f(x)=71- % et a long terme, on prévoit 71 %.
X
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1111:3”4 Problémes d'organisation

Objectif : Savoir résoudre les systémes linéaires, en particulier liés a la recherche de courbes polynémiales,
en utilisant les matrices.

) Découvrir

L 2a) Se déplacer dans une ville (p.276)

Objectif : Découvrir les graphes et chaines.

EJ a. On peut ajouter le nombre d’axes partant de chaque sommet, puis diviser la somme par deux.
4+3+3+4+3+3+5+3+34+3+3+2+3+3+3+3+3

2
b. Cing axes partent du point @

HO®-6-0-6-60-00-0-6-6-1-.
] Johann doit parcourir au moins deux axes (6 - @3 - (@) pour se rendre au parc en (@) ;

au moins 4 axes @3 - 9 - @3 - @3 - @) pour se rendre au parc 3)
et au moins 3 axes @3 - @) - 6) - B pour se rendre au parc en () .

Dénombrer avec méthode (p.276)

Objectif : Utiliser un graphe.

= 27 axes.

Kl a. Les 4 amis échangent 6 poignées de mains.

b. Avec Emilie, les 5 amis échangentalors4+3+2+1,

soit 10 poignées de mains. Variables
Ben N, S A
Ali
sont de type nombre TI82-83-84
itialisati PROGRAM: POIGHEE
) Carl Initialisation EEEE”P"’ R
Emile S prend la valeur 0, 18R
lzFor<I,1,N-13
Denis A prend la valeur 0 EE%:E
c. AvecFranck, les 6 amis échangeront5+4+3+2+1, Saisir N Bice "S=",

soit 15 poignées de mains.
Avec Gad, ils échangeront 6 +5+4 +3 + 2+ 1, soit
21 poignées de mains.

Algorithme

Programme calculatrice

Traitement :
Pour | allant de 1a N-1

Casio 35 +

Avec n amis, ils échangent (n—1)+(n—-2)+... +2+1 Affecter A+1a A Nt 7oHe
poignés de mains. . Ay
Remarque : on peut faire le lien avec le coefficient Alfecter A+S 0 S For,Aal To N-1e
. . (n . Fin du Pour ﬂ:?{ﬁ"
binomial ou avec la somme des n — 1 premiers | RSV,
Sortie
entiers (voir exercice 25 p. 23 ). Afficher « S= »
On peut aussi, vu la figure de la méthode 2, penser aux )
dimensions d'un rectangle de c6tés net n — 1, ce rec- Afficher lo valeur de S
tangle contient 2 fois la somme des n— 1 premiers termes.
El a.ll est possible de 0, 0, a partir d'un sommet 07 o} 0,
connecter chacun des six ajoute une connexion
ordinateurs a trois autres. o 0; | aussi a un autre ordina- o 05
Voir-ci-contre. 6 teur. 6
En revanche, sept ordina-
0 Oy teurs peuvent étre reliés Os O4

chacun a quatre autres
ordinateurs.

b. En revanche, il estimpossible de connecter chacun des

. N, . : 0
sept ordinateurs a trois autres. Ajouter une connexion /
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Circuler sur un réseau (p.277)

Objectif : Découvrir les chaines eulériennes.

Kl a. Oui, on peut dessiner de facon continue l'enve-
loppe en partant d'un des deux coins en bas de la
figure. On arrive a l'autre coin.

b. Il en est de méme pour: Fig. 2 de Aa Cet Fig. 4 d’un
sommet a un autre quel qu’il soit. Fig. 3de Aa G.

Pas possible pour la figure 3. Sinon, il faut repasser sur
les traits rouges.

c. Oui, on peut revenir au point C, mais a condition de
passer plusieurs fois sur le méme trait rouge.

d. Sion arrive en E, en venant de A par exemple, on peut
repartir une premiere fois en allant en B par exemple,
puis il reste deux arétes non utilisées F-E et E-C, I'une
pour arriver et I'autre pour repartir. Donc on peut 2 fois
arriver en E et en repartir. C'est le cas de tous les som-
mets de degré pair: on peut ne faire que passer !

Si un sommet (comme le sommet F de la figure 3) a
5 arétes, on peut arriver et repartir 2 fois , on utilisant

4 arétes différentes, et il reste une 5¢ aréte qui permet
de partir de F, ou bien d'arriver en F .

Les sommets de degré impair sont les seuls sommets
qui peuvent étre considérés comme un début ou une
fin de chaine. Les sommets traversés au cours du par-
court du graphe sont de degré pair.

3 a. Mickael peut trouver un chemin lui permettant
de partir de Nantes, par exemple, de ne passer qu’une
seule fois dans chacune des villes et de revenir a Nantes :
Nantes — Rennes - Lille - Strasbourg - Paris — Clermont -
Lyon - Nice — Montpellier—-Toulouse - Bordeaux — Nantes.
En revanche, le voyageur ne peut pas parcourir toutes
les routes une fois et une seule de facon continue. (Voir
la parité des degrés des sommets.)

b. Par exemple, Stéphane peut passer par toutes les
intersections une fois et une seule avec l'itinéraire:
3-11-12-13-14-4-17-16-15-7-8-6-9-1-
5-10-2-3

Colorier une carte — Organiser un examen (p.277)

Objectif : Utiliser 'appartenance a une courbe.

EJ On peut colorier cette carte avec 4 couleurs.

=) Mise en situation

El a. On peut traduire par un | @

graphe tel que les sommets sont /E
les options et une aréte entre deux @ P
sommets indique un regroupement C/®\G

d'options possible .

Chaque option a une couleur, mais on peut peut-étre
mettre la méme couleur pour deux options qui n'ont
pas de regroupements possibles, c’est-a-dire qui ne
sont pas reliées par une aréte.

b. On peut ainsi mettre la Philo (P) et I'ltalien (I) dans la
méme couleur ; et mettre lI'espagnol (E) et le chinois (C)
dans la méme couleur.

Ainsi, 3 journées seulement seront nécessaires pour faire
passer cet examen. Par exemple :

le 1¢" jour : Anglais, Philo et Italien

le 2¢ jour : Francais, Espagnol et Chinois

le 3¢ jour : Maths et Allemand .

IV Modélisation par un graphe p.2s2

Pistes cyclables

[} Lécole est dans la partie centrale.

F1 Les sommets du graphe sont S

les sites de I'agglomération, P B
une aréte relie deux sommets

lorsqu'il existe une piste cyclable

reliant les deux sites. Ce graphe G C
est un graphe simple non orienté d'ordre 6.

EX Pour que le graphe soit complet, chague sommet
doit étre d'ordre 5 ; il faut construire les pistes cyclables
correspondant aux arétes: SC; SE; SG; BG; PC.
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[41) ocM

E} a. Vrai: les arétes sont orientées.

E1 a. Lordre d’'un graphe est le nombre de ses sommets,
et ce graphe a 5 sommets.

El c. Le nombre d'arétes du graphe est 8.

1 a. Cing arétes partent ou arrivent au sommet @
Donc (1) est de degré 5.

H c. Le degré du sommet (3) est 6.

Une boucle augmente de 2 le degré du sommet.
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Graphe complet.

[} Chacun des sommets d’'un graphe complet d'ordre
6, a pour degré 5.

Un graphe complet d'ordre 6 posséde :

6
2

Fl Le sous—graphe@—@—@—@est complet:chaque

sommet est de degré au moins 3.

Cube en graphe.

Un cube est un graphe d'ordre 8. Chaque sommet est de

X
5+4+3+2+1=( ]ou%,soitwarétes.

8x3
degré 3. Le graphe posséde 12 arétes

Ce graphe n'est pas complet, chaque sommet devrait
étre de degré 7. Certains sommets ne sont pas adja-
cents, par exemple les sommets A et C.

Un graphe complet d'ordre 8 possedent :

8

8x7
J ou —, soit 28 arétes.
2 2

7+6+5+4+3+2+1=[

I manque donc, 16 arétes.

Graphe planaire.

[} Le graphe @ est simple, car il ne comporte pas de
boucle et les sommets adjacents sont reliés par une
seule aréte. Il n'est pas orienté (pas de fleche)

Le graphe comporte 7 sommets, il est donc d'ordre 7.

Il part 6 arétes du sommet supérieur, ce sommet est donc
de degré 6. Les autres sommets sont de degré 1 ou 3.

F1 Le graphe @ posséde les mémes caractéristiques que
le précédent : non orienté, d'ordre 7, un sommet de degré
6 et les autres de degré 1 ou 3. 1l s'agit du méme graphe.

Club de théatre

La somme des degrés des sommets d'un graphe est
égal au double du nombre d'arétes or, si les 7 lycées ren-
contrent chacun cing autres lycées, la somme des degrés
est égale a 35. Cette organisation est donc impossible.
Chaque lycée pourrait rencontrer 4 ou 6 autres lycées.

Graphes sous contraintes

Si le graphe posséde 14 arétes, alors la somme des

degrés des sommets est égale a 28.

D’aprés les degrés connus pour les 5 sommets, il manque

trois sommets de degré impair pour :
28-(2%x34+2%x4+7)=21.

Donc on peut avoir les sommets de degré

11 et5 (13 3 n'est pas possible cat on a

exactement deux sommets de degré 3) .

D'ou le graphe possible ci-contre.

Connait ou connait pas.
E} Pourn=3, les graphe possibles sont :

AVAYA

Au moins deux personnes connaissent le méme nombre
de personnes.
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F1 On raisonne par I'absurde. On suppose que les invités
connaissent tous des nombres différents de personnes.
Le graphe comporte n sommets dont les degrés sont
tous différents.

Les degrés sont des nombres appartenant a I'ensemble
{0;1;....;n—1}, puisque le degré maximum d'un som-
metest n—1.

Cet ensemble contient n nombres entiers distincts,
donc un sommet du graphe est de degré 0 et un autre
sommet est de degré n—1; ce dernier sommet est donc
relié a tous les autres ; ce qui est impossible puisque le
sommet de degré 0 n'est relié a aucun autre.
Conclusion : Les sommets ne sont pas tous de degrés
différents. Il existe donc deux sommets de méme degré.

[48) Placement en caisse
Etudiants

Caisses

X Organisation d'un tournoi

a.Si chacun des 6 joueurs A
joue quatre parties, le B
graphe contient : £
6x4 B R
=12 arétes. c
b. Tous les joueurs ne se
sont pas rencontrés : il y a E D
trois paires de joueurs qui ne jouent pas de match:
AetE, CetD, BetF

Pour que le tournoi soit possible, il faut donc ajouter
3 arétes. Le graphe est alors complet. Chaque joueur
doit jouer 5 matches.

&) Dans un village.

[} a. Lucien peut

passer par les car- N B
refours A - F- G - e A
H-E-D-C-S5,
pour sortiren S.
b. Lucien part de
B, passe par les
carrefours A - F -
G-H-E-D-C,
puis sort en S.

F1 Voici le graphe cor- B
respondant a la situa-
tion : plus de deux
sommets sont de degré
impair, donc d‘apres S
le théoreme d'Euler il

n'existe pas de trajet

partant de A et arrivant a H, passant une fois et une
seule par chacune des rues.
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3] Cable d'alarme

Les zones sont les sommets du graphe et une aréte est
un mur existant entre deux zones. Ainsi la zone @,
qui touche toutes les zones, est de degré 9. Le degré
d’une zone autre que (6) est le nombre de murs. On
obtient le graphe ci-contre

&/

\,

4

Le probléme revient a chercher une chaine eulérienne
dans ce graphe.

Le graphe est connexe, mais trois sommets sont de
degré impair (6 1 et 2). Donc, d'apres le théoreme d’Eu-
ler, il n'existe aucune chaine eulérienne.

Le cable ne peut pas étre posé.

[52) Cycle eulérien

Le graphe est connexe et tous les sommets sont de

degré pair, donc il existe un cycle eulérien.

Méthodes de recherche:

+ On décrit un premier cycle :
8-1-10-4-3-6-11-2-8.

+ On décrit un deuxiéme cycle en repartant de 8 :
8-4-9-5-12-6-7-11-8.

« Il reste un troisieme cycle: 8-5-3-7-8.

+ On soude les trois cycles obtenus.

V Matrice de graphe p.2s4

B Matrice associée

0101 0100

10 11 1011
a= b:

0101 0100

1110 1011

La matrice a est une matrice symétrique.

E3 Vrai- Faux ?

a. Faux, a;; = by, = 1
boucle en B.

b. Vrai, la matrice n'est pas symétrique par rapport a la
diagonale.

¢. Vrai, la somme totale des nombres situés sur la pre-
miere ligne et la premiére colonne est égale a 6 . (une
boucle compte pour deux degré)

d.Vrai, by, =by;=1.

e. Faux, il n'y a qu'une seul nombre 1 dans la deuxieme
colonne.

f. Vrai, lasomme des termes de la matrice est égala 11.

il y a une boucle en A et une
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EE] Allée d'un hyper

[} Deux sommets sont toujours reliés par une chaine,
donc le graphe est connexe.

Sommet | A|B|C|D E
Degré 4/3/4|4|3)|2

F1 Le graphe est connexe et deux sommets exactement,
B et E, sont de degré impair; donc, d'aprés le théoréme
d’Euler, il existe une chaine eulérienne entre les som-
mets B et E.

Un visiteur peut donc parcourir toutes les allées en ne
passant par celles-ci qu'une seule fois. Un parcours pos-
sibles de 10 allées est :

B-C-D-A-B-F-D-E-C-A-E.

Tournées du facteur

a. Le graphe est connexe possede exactement deux
sommets de degré impair, les sommets 4 et 7. D’apres le
théoreme d’Euler, il existe une chaine eulérienne d'ex-
trémités 4 et 7. Un itinéraire possible :
4-5-6-7-5-1-2-3-4-8-3-10-2-11-10-
9-12-9-8-7.

b. Le graphe est connexe et possede exactement deux
sommets de degré impair, les sommets 3 et 19. D'apres
le théoréeme d’Euler, il existe une chaine eulérienne
d'extrémités 3 et 19. Un itinéraire possible :
3-2-1-5-13-17-18-19-20-16-8-4-3-12-
9-2-6-5-10-13-14-18-11-12-8-9-6-10-
14-11-15-12-16-15-19.

Méthode: procéder par cycles que I'on relie par un som-
met commun.

Vrai ou Faux ? Faire le graphe
a.Vrai.B=C—=D—-E—A

b. Faux, car aucune arréte arrive en B en venant d’'un
autre sommet.

c. Vrai, pour répondre on calcule la matrice M>

10011 = 22 06 13 19
01100 18 1 6 11 16
10011 22 06 13 19
00101 15 04 9 13
10000 10 0 3 6 9

111
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B Graphe donné par une matrice

a. La matrice n'est pas symétrique par rapport a la dia-
gonale, donc le graphe est orienté.

b. La somme des termes de la matrice est égal a 10,
donc le graphe contient 10 arétes.

a;, =b,, =1, donc le graphe contient deux boucles sur
les deux premiers sommets.

E] Chaines de longueur donnée.
a. Matrice M asociée ci-dessous.

01101
101 11
M=|1 1000
01000
11000

b.@-Q-®-0-0-@-®
mais aussi par exemple :
ORORORORORORC,

[ Voies en sens unique

a. Matrice associée au graphe orienté.

[61) Randonnée

a. Graphe orienté : A
b. Le graphe est connexe et tous

les sommets sont de degré pair,
donc le graphe contient un cycle
eulérien. On vérifie si l'orienta-
tion des arétes convient.

Les amis peuvent parcourir tous
les chemins une fois et une seule

et revenir a leur point de départ A.

c. Pour parcourir 20 km, les amis doivent suivre cing
arétes en partant de A et revenir a A.

Un itinéraire possible: A-C-D-B-C-A.

[>+)

&)

(¥l Au musée A B C
E} a.Les sommets repré-

sentent les salles et une ¢ D E

aréte représente une F
porte entre deux salles

b. Le graphe est connexe, G H

et plusieurs sommets sont de degré impair: A, B,C, S, G, H.
D’aprés le théoreme d’Euler, il n'existe donc pas de chaine
eulérienne. Il n'est pas possible de visiter le musée en

0910100 | empruntant chaque porte une fois et une seule.
001011 F1 La matrice M est symétrique par rapport a la dia-
" 00000 1 gonale.
010000 0100100104 [18B121132126 1212
000101 101010000 1220 3 611 20 5 18 5
000000 010101000 ‘j;;ﬁg‘f:‘::f
b. On calcule M* et on lit le terme a,g = 1. ? ? L}, g g L: g ? g 2011 19131 9 111219
Il'y a donc une seule chaine de longueur 6 partant du D0 1010101 1220 379 389 20 9
sommet A et arrivant au sommet F. 000001001 A S BELLZ NV ED9
On calcule M3 et on lit le terme a,=3 . 100010001 'i B sEizan B 9
Il'y a donc 3 chaines de longueur 3 partant du sommet 0oo0oo0o1 110 12512119961
A et arrivant au sommet F. i
On calcule M* et on lit le terme a,=2.
Il'y a donc 2 chaines de longueur 4 partant du sommet
A et arrivant au sommet F. -
11|
2 3 4
= M == M == M = 1 Surla matrice M*, on lit le terme a,, =2 .1l y a donc
011011 001113)/H010102 2 chaines de longueur 4 partant du sommet S et arri-
000102 0100O0O0 001011 vant au sommet C
000O0O0O 000O0O0OO 000O0O00O0 S-D-E-B-C et S-D-A-B-C.
0010711 000102 010000 Comme il existe un zéro dans la matrice M4, en ligne 3
010000 001011 000102 colonne 4 et ligne 4 colonne 3, les salles B et C ne
000O0O0O 000O0O0O 000O0O00O A - .
L 4]t JL 411 peuvent étre jointes en 4 étapes.

VI Résolution de problémes d'organisation p.2ss

(¥ Mise en réseau d'ordinateurs

EX Si chacun des ordinateurs est relié a tous les autres,
cela signifie que le graphe est un graphe complet
d'ordre 7. Un graphe complet d'ordre 7 comprends :

=21.

7
6+5+4+3+2+1= [2j=21 arétes ou 7x6

Donc 21 liaisons seront nécessaires.
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F1 Six ordinateurs sont reliés a un ordinateur central. Il
faudrait alors établir 6 liaisons. Linconvénient est que si
le centrale tombe en panne plus rien ne fonctionne.

EX Si chacun des ordinateurs est relié a exactement 2
autres ordinateurs, 7 liaisons seront nécessaires (graphe
en polygone a 7 cOtés.

Si une des 7 connexions est en panne, il faut passer par
tous les autres ordinateurs.
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3 Chacun des ordinateurs est relié a 3 autres ordina-
teurs, donc chaque sommet est de degré 3. La somme
des degrés est égale a 7 x 3 =21 ce qui est impossible,
car la somme des degrés d'un graphe est toujours un
nombre pair.

[64 Jeu de dominos

a. Les sommets du graphe sontles ¢ 1
chiffres 0, 1,2 et 3.

On obtient un graphe d'ordre 4.
Une aréte rejoint deux sommets
lorsque les chiffres sont sur le méme
domino. Une aréte est donc un 3 2
domino.

On obtient un graphe complet d'ordre 4 :

Il'y a donc six dominos formés avec les chiffres 0, 1, 2
et 3.

Aligner les dominos revient a chercher une chaine eulé-
rienne. Il n'en existe pas, car tous les sommets de ce
graphe complet sont de degré impair. Un double cor-
respond a une boucle sur un sommet. Une boucle aug-
mente le degré de 2. Cela ne change pas la parité du
degré.

b. Les chiffres 0,1, 2, 3,4, 5 et 6 permettent de construire
un graphe complet d'ordre 7. Chaque sommet est de
degré 6.

Le graphe est connexe et tous les degrés sont pairs,
donc il existe un cycle eulérien. On peut alors aligner
tous les dominos.

[ Examen d'entrée.

Les sommets du graphe
représentent les matiéres
que peut passer un candidat,
une aréte lie deux matieres
que peut choisir le candidat.

a.Le probleme revient a

déterminer une coloration g E
du graphe en un nombre p
minimum de couleurs.

Le graphe contient un sous-graphe complet d'ordre 3,
A - F - M donc, le nombre chromatique 7y est supérieur
ou égal a 3.

L'algorithme de Welsh-Powell fournit 3 couleurs donc
Y= 3 (on trouve facilement une coloration en 3 couleurs) .
Le nombre chromatique est donc égal a 3.

On peut donc faire passer au maximum 3 épreuves par
jour : Anglais, Espagnol, Gestion (de la méme couleur
sur le graphe ci-contre).

b. Trois jours seront nécessaires :

Jour1:A-E-G; Jour2:M-P; Jour3:F

[ Jeux de plage

¥ Voir graphe ci- dessous.

E1 Le jeu s'arréte obligatoirement en 5 coups. Au mini-
mum, il faut 3 coups pour terminer la partie.
Exemple:(2;3)-(1;2)-(0;1)-(0;0)
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(0;0)

(1;0)

Voir le graphe p. 352 dans la correction dans le livre de
TES précédent (exo corrigé)

El Le jeu s'arréte obligatoirement en 6 coups. Au mini-
mum, il faut 3 coups pour terminer la partie.
Exemple:(3;3)-(2;2)-(1;1)-(0;0)

»(3;2)

(0;0)

(1;0)

Euler et les ponts de Kdnigsberg.

Ce graphe nest pas un ¢
graphe simple.

Les quatre sommets sont

de degré impair, d'apres

le théoréme d'Euler, il
n'existe pas de chaine g
eulérienne.

Il est doncimpossible de passer une fois et une seule sur
chacun des ponts.

X] Probléme du coursier

Le graphe est connexe et posséde exactement deux
sommets de degré impair : Gare et Lycée. D'apres le
théoreme d’Euler, il existe une chaine eulérienne entre
ces deux sommets.

Le coursier peut partir de la gare, parcourir les sept rues
une fois et une seule et arriver au lycée.

Gare - Centre commercial - Mairie - Gare - Lycée -
Poste - Mairie - Lycée.

Il n'existe pas de cycle eulérien, car tous les sommets
ne sont pas de degré pair; le coursier ne peut donc pas
revenir a son point de départ.
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] Cambriolage

I} Plan et graphe

E1 Le graphe est connexe et
tous les sommets sont de degré
pair : d'aprés le théoreme d’Eu-
ler, il existe un cycle eulérien.

Le cambrioleur peut franchir L entrée
toutes les portes une fois et une seule et revenir a son
point de départ. Un itinéraire possible parmi plusieurs
itinéraires possibles: A-D-B-C-D-E-F-A

EX Pour visiter toutes les piéces, le cambrioleur doit
passer deux fois par la piece D, sinon il ne peut pas res-
sortir de la maison par la porte A. On peut imaginer qu'il
saute par la fenétre de la piece B.

Son itinéraire seraitalors A-F-E-D-C-B.

Circuit touristique et féte de la musique
[} Leproblémerevienta calculer le diamétre du graphe.

Distances A B C D E F G
A 0 1 2 3 2 1 1
B 1 0 1 2 2 1 2
C 2 1 0 1 1 2 2
D 3 2 1 0 1 2 2
E 2 2 1 1 0 1 1
F 1 1 2 2 1 0 2
G 1 2 2 2 1 2 0

Le diametre du graphe est égal a 3. La durée maximale
du trajet est donc de 30 minutes.

F1 Le graphe contient 4 sommets de degré impair : A, B,
C, F.D’apres le théoréme d’Euler, il n'existe pas de chaine
eulérienne. Les touristes ne peuvent pas visiter la ville
en empruntant chaque avenue une fois et une seule.
EX On recherche les chaines de longueur 6 entre les
sommets A et D.

Une chaine de longueur6:A-G-E-F-B-C-D.

En calculant M, on lit le terme a,,=61.

Le nombre de chaines de longueur 6 entre les sommets
AetDest61.

112 101 90 (61) 137 87 52

M6 =

3 1l s'agit de rechercher le nombre chromatique du
graphe. Le plus grand sous-graphe complet contenu
dans le graphe est d'ordre3: A-B-F.Donc y=3.

Sommet | E A B C F D
Degré 4 3 3 3 3 2 2
Couleur (0] (o) o (o)

L'algorithme de Welsh-Powell
fournit 3 couleurs, doncy=<3
. Le nombre chromatique est
donc égal a 3.

Il faudra choisir trois genres
musicaux différents.
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[71) Directeur d'un musée

! Un sommet représente une salle et une aréte entre
deux sommets adjacents représente une porte entre
deux salles.

E1 Ce graphe est connexe. Deux sommets exactement du
graphe sont de degré impair : les sommets « boutique »
et «accueil ». Donc il existe une chaine eulérienne reliant
ces deux sommets, mais il nexiste pas de cycle eulérien.
Le directeur peut donc partir de l'accueil et arriver a la
boutique sans repasser par une porte déja ouverte, mais
il ne peut pas revenir a l'accueil.

El a. Sila porte entre I'accueil et la salle C est bloquée,
on efface l'aréte entre ces deux sommets.

Le degré du sommet C est alors 3 et celui du sommet «
accueil » est 2. Deux sommets sont de degré impair : «
boutique » et C.

Donc il n'existe pas de cycle eulérien. Le directeur ne peut
pas partir de I'accueil et y revenir.

b. Le graphe est encore connexe : il existe une chaine
eulérienne entre les sommets « boutique » et C.

Le directeur, partant de la salle C, peut ouvrir toutes
portes sans repasser par une porte déja ouverte, puis
sortir par la boutique.

1 Unchemin possible serait: Accueil - C -G - Accueil -
A-B-F-E-B-D-G-H-E-D-C-A-Boutique.
3 Le plus grand sous-graphe complet est d’ordre 3, par
exemple: B-D-E.

[Ifaut donc au minimum 3 couleurs pour colorier le graphe.
Lalgorithme de Welsh-Powell fournit 4 couleurs, mais
on peut obtenir une coloration en 3 couleurs en ordon-
nant ainsi les sommets.

Sommet A B C E
Degré 4 4 4 4 4
Sommet G Accueil F H  |Boutique
Degré 4 3 2 2 1
On obtient donc une coloration en trois couleurs.
Tournoi d'échec a organiser.
Le probléme revient arecher- A
cher le nombre chromatique G B
v du graphe.

Le plus grand sous-graphe [
complet contenu dans ce

\%/ -C
doncy=3. E

grapheestdordre3:A-B-E,

Sommet | A B E F

Degré 4
Couleur (o) (o) (o) (0)

w
w
O|lw| o
N}
N}
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L'algorithme de Welsh-Powell fournit 3 couleurs, donc
Y<3.

Le nombre chromatique est donc égal a 3.

On peut organiser le tournoi sur trois jours :

B-C-G; A-F; D-E.

Ordonnancement des travaux
C P

E D

Remarque : ce graphe est un graphe ordonnancé par
niveau.

Le niveau d’'un sommet est la longueur du plus long
chemin arrivant a ce sommet.

Décorations de Noél.

Le plus grand sous-graphe complet contenu dans ce
graphe est d'ordre 3 :

5-10-13
donc le nombre chromatique g est supérieur ou égal a 3.
L'algorithme de Welsh Powell fournit 3 couleurs, donc le
nombre chromatique est inférieur ou égal a 3.
Le nombre chromatique est donc égal a 3.

Sommet 12|10 2 | 5|6 |7 |8 |9 (11|13
Degré 8|54 4|4 444|424
« couleur » . . . A A A A
Sommet 14(15/16 18| 3 (19| 1 | 4 |17 |20
Degré 4 1414|433 |22|2)|2
« couleur » . A . A . .

' l

Tl__._

R — —a

|
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Incompatibilité d'humeur lors d'un voyage

Le graphe correspondant au tableau d'incompatibilité
est:

Le plus grand sous-graphe complet contenu dans ce
graphe estd’ordre 5:

1-2-3-7-8
Doncy=5.

Sommet | 8 3 7 1 2 4 5
Degré 7 5 5 4 4 3 3
Couleur | O (o) (o] (o) (o) (o)

L'algorithme de Welsh Powell fournit 5 couleurs, donc
v=<5.

Le nombre chromatique est donc égal a 5. Il faudra
réserver 5 chambres :

Une chambre pour (8) . Une chambre pour 3) et (5).
Une chambre pour (7) et (4) ; une chambre pour (1) ;
une chambre pour (2) et (6).

Postes de travail avec contraintes.

E} Le probléme se modélise
par le graphe d'incompatibilité
ci-contre:

Ce graphe n'est pas orienté, car
si Greg refuse de travailler avec
Adrien, Adrien ne peut pas tra-
vailler avec Greg.

EX Comme Erik n'est pas en relation avec Cyril, ni avec
Greg, Damien, ou Adrien, si on choisit Erik et Cyril, on ne
peut pas choisir Adrien mais on peut prendre Erik, Cyril,
Damien ou Erik, Cyril, Greg.

Si on choisit Erik et Adrien, on ne peut pas engager un
troisieme.

Il'y a donc deux solutions Erik - Cyril - Damien ou Erik -
Cyril - Greg.

Si on ne prend pas Erik, une combinaison possible est :

Adrien - Benjamin — Hector ou Benjamin - Damien -
Hector ou Benjamin - Greg - Hector ou Cyril - Damien -
Franck.
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Problémes sur un graphe

étiqueté

) Découvrir

Coder par un graphe étiqueté (p.2s8)

EJ «le petit loup hurle » ; « un grand chien saute » ; « un féroce loup court ».

1 Les mots les plus courts comportent trois lettres:N-O0-S et V-0 -5.

-25

Guern

Se déplacer sur un réseau (p.288)
(19

Lanouée

365
¢
e 8 @Bréhan

EJ a. Martin se rend a Bréhan par le chemin :
Om=1=11=5=3.

Soit S la somme payée en écus, S=28+25+25+73=151.

Son bénéfice, en écus, est :B=780—-151=629.

Le chemin 9 = 4 = 8 = 3 est plus rentable, la somme

payée, en écus, est :

S'=24+56+48 =128 et son bénéfice de 652 écus.

b. Le chemin permettant de payer la somme la plus

faible pour allera Guernest: 9 ==1=11=5=2,

La somme payée, en écus, est :

S=28+25+25+34=78 etson bénéfice est de 842 écus.

c. Le chemin permettant de payer la somme la plus

faible pour aller a Lanouée est : 9 =1 =11 =5=6,

La somme payée, en écus, est :

S=28+25+25+85=163 etson bénéfice est de 687 écus.

d. Son bénéfice est maximal au marché de Guern.
E1 a. La matrice n'est pas symétrique par rapport a la
diagonale dong, le graphe est orienté.

| A|B|C|D
A 15 | 25

B 20| 6 | 30
C 6 | 25|13
> 5[

b. Les cases vides signifient que Myriam n'effectue jamais
de trajet entre ces deux endroits. Par exemple, Myriam ne
va jamais directement de C vers A. Elle revient toujours
en A par D. Elle ne s'arréte pas en A et en D.

Le nombre 20 se place sur une boucle en B.

c. Graphe ci-contre.

d. Myriam va prendre un café
en C, puis revient en prenant
le bus en D. Le temps du tra-
jetde Myriam A=C=D=—A
est:T=25+25+13+35=98,
soit 60 + 38 min.

Myriam sera absente de chez
elle 1 h 38 min.

Rechercher le codit minimal (. 2s9)

Kl Pourle trajet de Cyril: D=M=G=H=C=—L,

le colttotalest 1,5+1+1+1+18=63€.

Pour le trajet D - G- S - L, le colt total sera égal a
1+2+1,4=44€.
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0110000
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E1 Matrice d’adjacenceM=| 0 0 0 0 1 1 0
00O0O0O0O0n"1
000O0T1TO01
(0000000 |
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E] a.letrajetD-G-S-L decolt 44€

et D- M- C-Ldecolt 3,9 € qui est le colt minimum.
b. On obtient le nombre de trajets de longueurs 4, en
calculant M 4,

p11000 o oooo31E
fE i DOO000D 1
gc1o01010 GO0 0 103
oo06110 coooo00
olleifietiie it DOO000OD0 D
ooo00101 tenooo0n
GO0 060D00 T e
255 % & of 0000104
coo1100 cooeoon
d e W 3 0 fic 0 DOO000D 1
A % O 040 0, B DOO000O0D
0000001 0 6
o006 101 coo0oQODOD
B 10 D 8 410 3 B PO000OD D

e

On voit en ligne 1 colonne 7 qu’il y a 6 trajets de lon-
gueur4deDal.

G 2 S
[ J [ ]
1 \ 0,5 14
H
1 ° 0,4 ®L
04 \
1,5 1,8
° 06 °
M C
D-M-C-S-L :colt3,9
D-M-H-C -L:colt4,7
D-M-H-S-L:col(t3,8
D-M-G-S-L:co(t59
D-G-H-S-L:co0t3,9
D-G-H-C-L: cout4,8
c. Le codt minimum est 3,8 pour le trajet D-M-H-S-L.
d. ll'y a 4 trajets de longueur 5 (on calcule M) .
D-G-H-C-S-L col(t438
D-M-G-H-C-L colt6,3
D-M-G-H-S-L colt5,4
D-M-H-C-S-L cott4,7
] Etapeo

Cyril part de I'ensemble des sommets
E={D,G,M,H,S,C,L}LEnD, ilnote0.

®L oo
3:9:€)
(3,8;9)
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Etape 1

Pour l'instant, le moins cher venant de D est de passer
par G.

Il S'occupe du trongon suivant:a partirde G (1;D).
De G, on peut atteindre le sommet S avec un co(t total
de 1+2=3:CyrilmarquedoncS(3;G).

EnH,il marque 2 venantde G:H(2;G).

Etape 2

Cyril enléve G de I'ensemble E de I'étape précédente.
Lensemble des sommets restants estalors {M,H,S,C,L}.
Parmi tous les sommets restants dans cet ensemble,
celui ol I'on est arrivé avec le colit minimum est le som-
met M noté (1,5;D).

De M, il peut alleren G,enHouenC.

Il n'est pas intéressant de passer par le troncon M = G
car le coGt est de 2,5 supérieur au colt 1,5 du trajet
direct venant de D.

En suivant le procédé en étape 1, Cyril va marquer le
pointC(2,1;M).

Il barre la marque déja faite en H a I'étape 1, et marque
H(1,9; M), carle colt obtenu en venant de M est infé-
rieur a celui de 'étape 1.

Etape 3

Lensemble des sommets restantsest {H,S, C,L}.Parmi
tous les sommets restants, celui ou l'on est arrivé avec
le colt minimum est le sommet H (1,9; M).

Du sommet H, Cyril peut aller en S ou en C.. Il n'est pas
intéressant de passer par C, car le colt est supérieur a
celui de I'étape précédente C(2,1; M).

Il barre la marque du sommet S, car le co(it obtenu en
venant de H est inférieur.

SestmarquéS(2,4;H).

Etape 4

Parmi les sommets restants, { S, C, L } celui ou
l'on est arrivé avec le colt minimum est le sommet
C(2,1;M).

Du sommet C, Cyril peutallerenLouenS. Allerau som-
met S n'est pas intéressant car le coUt est supérieur au
cout de I'étape précédente S (2,4;H).

Cyril barre la marque e de L en remplagant parL(3,9;C).

Etape 5
Parmi les sommets restants, { S, L } celui ou l'on
est arrivé avec le colt minimum est le sommet
S(24;H).
Du sommet S, Cyril peut aller en L. Cyril barre la marque
L(3,9;C),enremplacantparL(3,8:S), plus petite.
Fin et conclusion : La marque la plus faible écrite en L
est 3,8 en venant du point S, et la marque en S provient
de H, celle en H provient de M et celle de M provient de
D. Donc, en remontant le graphe, le trajet de cot mini-
mum 3,8 € est:

D-M-H-S-L.
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=) Mise en situation

VII Problemes de graphe étiqueté (p.292)

[77) Mots reconnus

On demande cing mots (au moins).
Il est intéressant de les proposer suivant leur longueur.
a. Pour ce graphe:
Mot de deux lettres :

R

BI B Q ! .@
Mots de trois lettres : O
BRI ou BAI. A

Mots de quatre lettres :

BRAI ou BARI ou BAAI ou BRRI.
Mots de cinq lettres :
BRRAI — BRARI - BARRI — BRAAI - BARAI - BAARI -BAAAI.
Les boucles permettent de trouver des mots de plus de
cing lettres.
b. Pour le graphe ci- B R I
dessous, les mots ont D 7 ¢ .@
au moins trois lettres :
Mots de trois lettres : BRI. A
Mots de quatre lettres : BARI.
Mots de cinq lettres : BAARI.
Et tous les mots BA....... ARI.

Deux positions pour un jouet

a.Les mots qui font se 0

lever le chien sur ses pattes Q
arriére sont O Se et toutes
les répétitions de ce cycle: @ 0

0Se0Se;0Se0Se0Se. ... Pe

b. Le jouet est en position Pe 0]
@. Se

Au son « O Se O Pe Pe Se »

@ e
le chien est revenu en
position D et a tourné deux fois sur lui-méme.

Programmer des lectures de mots

a. Les deux graphes ci-dessous reconnaissent les mots :
BEC; BAC ; BABAE ; BEBEE.

E B OE
DB R

A C
B ./\./\
, D—— \\jv@
E E
B

b. Le premier reconnait le mot BABE , mais ne reconnait
pas BEBAC.

Le second ne reconnait pas BABE, mais reconnait BEBAC.
On peut chercher un graphe reconnaissant tous ces mots.
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Eli} Robot marcheur.

[} Le robot va partir et faire son premier pas s'il recoit
a— b, puis le second pasavecb —a.

Au départ, il recoit a ou b : tant qu'il recoit b il ne bouge
pas et attend, s'il recoit a, il attend de recevoir b et tant
qu'il recoit a il ne bouge pas.

Aprés son premier pas, tant qu'il recoit b, il attend. Et s'il
recoit a, il fait son second pas et s'aréte quel que soit ce
qu'il recoit,aoub .

H O\

b. Le mot de longueur minimale reconnu par le graphe
est a-b-a et permet au robot de faire deux pas,en 2 x 10s.
c. Pourlemot b=a=a—b=b—a-b-b,lerobot
fonctionne pendant:
3+43+10+3+10+04+0=29s.
Fl a.b=a—b—a:3+10+10=23.
b.a=—a=—a—b—a-b-b:3+3+10+10+0+0=26.
c.b=b=—a—b—a-b-a-b-a:
3+434+10+10+0+0+0+0=26.
d.b=a=—a—b=b—a-a-b-b-a:
3+434+10+3+10+0+0+0+0=29.

Ell Longueur minimale Début - Fin

a. L =3, longueur minimale d'une chaine de ce graphe.
Il'y a 4 chaines de longueur L =3 sont:
+B-A-C; .B-C-C; +C-A-C;
b. Mots de longueur 6 : par exemple :
«B-A-B-C-A-C
+C-C-A-B-A-C
«B-A-A-C-A-C

c. « BABAC: non reconnu (arrét au point central)

« BCBAC CC:reconnu;

« ABCBAC : non reconnu (arrét au point central).

d.Le mot C-A-B-C nest pas reconnu par le graphe.

82 oCM

1 a.bbba.

F1 a.ba;c. et d. Une boucle permet de répéter autant
de fois que l'on veut la lettre b.

E1 b. aaaab.

1 a. aaaa.

b. ab - aab - aaab.

c. Faux: car il faut aussi que le mot se termine par b.

.C-C-C;

EE] Graphe avec deux fins.

FF 10011=1%x2%+0Xx23+0%x224+1%x2+1
=16+2+1=109.

01010=0x2%+1x234+0%x224+1%x24+0=8+2=10.

(édition 1 lire 24 au lieu de 24 et 23 au lieu de 23 )
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E1 a. Les mots reconnus de longueur minimale sont :

ab et bb.

b. Aucun mot de longueur 5 n'est reconnu par ce graphe.
b

a ©) =l €),

b OO,

c. -abbaa=01100de valeur 12.

- aaba =0010 de valeur 2.

- ababab =010101 de valeur 21.

E1 a.Lacolonne de « 0 » s'explique par le fait qu'aucune
aréte n‘arrive au sommet (0.

b. La 4¢ ligne est formée uniquement de « 0 », sauf a
la 4¢ colonne. Cela signifie qu’aucune aréte ne part du
sommet @ vers un autre sommet.

c. Il'y a 14 mots de longueur 4, commencant au som-
met (D et conduisant au sommet @ .

01001 o 00 1[@oil"
001100 0101500
b 10180 0011500
o G000 0001600
560161 0001510
R 0001501

Bl Digicode a 9 chiffres.

5 _
6 9 _~A
R r\/

D@%B

2™~

970u2

El§ Mots reconnus saisis au clavier

Tout

[} Les mots de longueur minimale reconnu par ce
graphe sont : SUIS ; SAIS .
F1 a. Pour le mot SUISSE, le trajet est
D-0-0-®-0-0-6.
Le curseuresten ® .
b. Pour le mot SUIVANT, le trajet est
D-0-0-@-0-0-0-0.

Le curseur se trouve en ® .

El§ Déclenchement d'un systéme

a. Ausommet @, seul A permet d’avancer.

Au sommet @, seul B permet d’avancer sinon on revient
ad.

Au sommet @ , seul C permet d’avancer, sinon on
revienten .

Donc on ne peut terminer que sil'on afait A-B-C

b. Algorithme en langage naturel :

Début : Entrer S
TantQue S=A
Entrer S
FinTantQue
Entrer S
SiS=B,alorsentrer S
si S =C, alors «déclenchement»
Sinon recommencer au début.
FinSi
Sinon recommencer au début.
FinSi

VIITI Graphe pondéré et plus court chemin (p.294)

Codtd'un trajet

A 20 C

N\
5 F
5 )
D
- /
B 1
E

[l a.Entre D etF, la chaine minimale est de longueur 3.
b. ChaineD—>A— C— F:poids5+20+10=35.
ChaineD—+B—E—F:poids 12+ 11+9=32.
FAD-A—-B—=C—F:poids5+8+2+10=25.
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El D—B— C—Fapourpoids 12+ 2+ 10=24, plus
faible que les précédents.

Nombre de points maximum
OnvadeDacF. U

Parcours Gain 5 12

DURF |5+12+2=19 R
DURTF [5+12+9+11=37
DTRF |8+9+2=19 ¢ T
DTF 8+11=19
Le maximum de points est 37 .

CHAPITRE9 Spécialité 23



EE] Dans une région inondable
H a.

« Prendre toutes ces routes une fois et une seule »
revient a chercher une chaine eulérienne.

Seuls les sommets a et e sont de degré pair. Donc on peut
prévoir un tel circuit reliant a et e . ( On peut décrire le
cycle«externe»aefca, puislachaine «interne»abdce))
b. Comme ces sommets sont de degré impair (et non
pair) , on ne peut pas revenir a la méme ferme.

c. La somme des poids de toutes les arétes donne la
durée totale du circuit, soit 22 heures.

Si I'aréte a - e n'existe plus, tous les sommets sont de
degré pair (voir graphe ci-dessus). On peut visiter toutes
les routes, quel que soit le lien du service de voirie.

El a.Deaae,durantlinondation, le trajet passant par
le moins de fermes est le trajet de longueur minimale,
soitace,dedurée9h.

b.Comme 1+1+2<5et1+2<4,letrajetle moins
longentempsest abdcfe.

c. Il existe un trajet permettant de visiter toutes les
fermes : c’est le trajet trouvé en b.

[0l Itinéraire d'un livreur

I} a. Le graphe a 6 sommets. Donc il est d'ordre 6.
Sommet A B C D E F
Degré 4 4 5 5 2 6

b. Un itinéraire possibleest A—-E-D-C-B-F-A.

On fait la somme des pondérations :
4+4+2+9+3+6=28.

Le temps de parcours est de 28 minutes.

[} a.lly a8chaines de longueur 6 partant de A et reve-

nant a A. On les trouve de maniére empirique.

Elles sont données ci-dessous, ainsi que les temps de

parcours en minute :

A-E-D-A-E-D-A | 34 | A-E-D-F-B-F-A | 23

A-E-D-C-B-F-A 28 | A-E-D-F-C-B-A | 28

A-E-D-C-F-B-A | 21 A-E-D-F-C-D-A | 28

A-E-D-C-D-F-A| 21 | A-E-D-F-C-F-A | 29

c. Le livreur peut minimiser son temps de parcours en
choisissant le chemin A-E-D-C-F-B-Aoule
chemin A-E-D-C-D -F - A, tous deux passant
par tous les sommets, et dont le temps de parcours est
21 minutes.
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£l En visite a Revel

[} a. Le graphe est connexe, car entre deux sommets
quelconques, il existe toujours une chaine.

b.ll'y a 7 intersections notées, donc le graphe est de
sommet 7.

c. On cherche sil existe une chaine eulérienne, or il
existe 4 sommets ( P A D et B) de degré impair. Donc
il n'est pas possible de passer par toutes les rues en
continu, sans passer deux fois par la méme rue.

E1 Algorithme de Dijkstrade D aF.

D| A B C H P F
D;0 |0 oo oo oo
C;4 8;C |10;C 14;C| oo oo
B;5 7;D 12;B| o oo
A;7 12;B oo
P;10
H; 11
F;14

Le trajet le plus court de D a F est de 14 min, il y a deux
trajets possibles :

D—A—P—H—F ou D=A=—P—F.

EH Sur le graphe d'un réseau routier

B 2 _F
34 ﬁ\\\ 15
A
] 15 13 G
25 24 7PN\ /s
C 37 F

El A C—F—G mesure25+37+15=77km.
A—B—E—Gmesure34+20+15=69km.

EX Iy a deux chaines de longueur maximale 5 :
A—=C—-B—=D—E—-G

de poids25+12+15+13+15=80km.
A—=C—=B—=D—F—-G

de poids 25+12+15+11+15=78km.
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EX Algorithme de Dijkstrade A a G.

A B C D E F G
A;0 | O oo oo oo oo
C;25 5+12=37;C oo 25+37=62;C oo
B; 34 62;C o
D;49 49+13=62;D oo
E;54 60;D
F; 60 60+15=75;E
G;69

Le transporteur doit prendre le trajet A— B — E — G pour le plus court chemin allant de A a la gare G pour une dis-
tance de 69 km

Réseau de transport avec étapes
93] P P PO
Bien noter les sommets par un rond 0 @ @ ... pour ne pas ~
confondre avec les poids et prendre une grande feuille de papier ! / 5 2//"
3 e 3 8

Bien barrer le reste de la colonne (cases en grisée ci-dessous) quand

, 4 8 N\
on a fixé un sommet. - R 8\ / 77
- . . 7
On trouve un temps minimal de 15 secondes, pour une circulation 5\ e 6
3
5 @

de l'information par les relais @ — 3)—7)—» Q) —» ® @;

Ef] Feux et ronds-points

0O @ ® 6| 6|0 ©) @ @ | ®B ®
Qo o R oo
53 6(5)| o | oo
@4 oo 55|
BF 116) o oo
®e 143)|
@7 157) oo
@13 204)22()| «
®17 22(4) oo oo
{918 2110(2100|
218 2040 oo
(920 22(9) o
an20 21(9) 0o
1321 24Q7)

1424 2804
®26
Le nombre minimal de feux est 26. Le parcours le permettantest @ —5)—(6)—7)—= @) —10—©9)—13—~®

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T¢'™ ES Enseignements spécifique et de spécialité - Livre du professeur

La photocopie non autorisée est un délit. CHAPITRE 9 SpéCIﬂllté 25



B Péage

E} Graphe pondéré. Les
prix sont pour l'aller ou le
retour.

F1 Trajet le plus écono-
mique : 20,7 euros en pas-
santparPTAD puisL.

PO 0
T75
S 105
A117
C125
D 157
L 20,7

£} Location de vélos

Graphe pondéré : sur B
Edition 1 et 2 : pour
I'aréte CE, ajouter 10.
El a. On cherche si
le graphe admet une
chaine eulérienne.

On dresse un tableau
donnant les sommets
et leur degré.

Seuls A et D sont de degré impair, donc on peut emprun-
ter une fois et une seule toutes les pistes cyclables.

[87! Transporteur dans le Sud-Ouest

b. On ne peut pas remettre le vélo la ou on la emprunté,
car la chaine nest pas un cycle eulérien .

F1 De F a E (du 6% sommet 6 au 5° sommet) pour
connaitre le nombre de trajets en deux stations, on cal-
cule M2 et on lit le nombre a l'intersection du le 6° ligne
et 5¢ colonne.

E1 Pour aller le plus rapidement possible de A a G, on
applique I'algorithme de Dijkstra .

A B C D E F G
AO | O | 7A oo oo oo
B7 7A | 17B 13A] o
cn 22 B 29C| oo
F13 22 B 31 F
E 21 26 E 31 F
D 22
G 27

I Le plus grand ordre d’un sous graphe complet est
3 (exemple B C E ), donc le nombre chromatique est
supérieur ou égala 3.

Tableau des degrés en ordre décroissant et couleur.

Sommet©®®@@©

Degré 4 4 4 4 3 3 2

D'apres l'algorithme ,
on trouve 3 cou-
leurs au maximum.
Donc le nombre
chromatique est 3.

[} a.On peut déterminer le trajet minimal en utilisant I'algorithme de Dijkstra sur le graphe ou a I'aide d’un tableau:

Sommet de
marque fixée gsx
R Sommet et marques améliorées
achaque
étape
@ B | CG VvV |R | M| G A @
Ccl:0 OV&CI 167,Cl| 400 | 400 | 400 | 400 | 400 | +oo | Foo
Au:157 157, €167, C11290, Aul258, Au[250, Au
B:167 167,\CI 267, B {258, Au|250, Au
R:250 267,B | 307,R [250, Au 328,R
V:258 319,V m 366,V |328,R
Ca: 267 267,B 327, ga 366,V 328, R
M:327 35: 355:V.328, R 379, M
Al:328 350, Al|328,R[407,G
G:350 350, Al 379, M
T:379 379, M
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La distance kilométrique la plus courte entre Clermont-
Ferrand et Toulouse est de 379 kilométres en passant
par Montauban, Cahors, puis Brive.
b. Le camion consomme 12 L de gasoil aux 100 km. Le
livreur aura donc besoin de:

3,79 x12=45,48, soit 45,48 L de gasoil.
F1 Le graphe est connexe et posséde exactement deux
sommets de degré impair : Rodez et Gaillac.
Il existe donc une chaine eulérienne entre ces deux
sommets. En partant de Rodez, le transporteur peut
emprunter toutes les routes, une fois et une seule, et
arriver a Gaillac.

EE Dans la ville
El a.Graphe des rues

b. Deux sommets B et C de degré pair, donc le trajet
passant une fois et une seule par toutes les rues est pos-
sible:B-C-L-M-P-B-M-C parexemple.

c. Comme tous les degrés ne sont pas pairs, le distri-
buteur de publicité ne peut par revenir a son point de
départ sans repasser par une rue déja parcourue.

F1 Trois couleurs sont nécessaires : au minimum car un
sous graphe complet au maximum est d'ordre 3. ( par
exemple B C M) et on peut colorer P dans la couleur de
CetLdanslacouleurdeB.

Voir la coloration proposée en El a..

3 Par l'algorithme de Dijkstra, on obtient 17 min, en
passantpar DCBMP.

D
DO 0
Cc5
B8
L9
M 13
P17
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EE] Réseau de bus

El Vrai - Faux

a. Lordre 8 est le nombre des sommets.

b. b cd gestcomplet, carily a une ligne directe entre b
et g (longue certes!).

c. Non il faut au moins 4 couleurs, pour le colorer de
maniere différente chaque sommet du sous graphe
completbcdg.

d. Non, car 4 sommets sont de degré impair:bdeeth.
E1 Une ligne est ouverte entre d et h.

a. Stéphanie peut prendre le trajetdehfdgcabd,
mais on ne peut pas sans repasser par un des lieux déja
visités.

b. Le second graphe a deux sommets seulement de
degré impair: b et e . Donc Stéphanie peut utiliser toutes
les lignes de bus une fois et une seule.

Elle doit prendre le busenbouene.

Elle ne peut pas revenir a son point de départ, car tous
les sommets ne sont pas de degré pair.

EX Pouraller de d a g, on dresse le tableau pour l'algo-
rithme de Dijkstra .

Edition 1 et 2, lire g au lieu de h en début d'exercice.

a0 0
c15
b 20
d 25
e 26
f 30
h 30
g35

Le trajet le plus court est de 35 min passantparabehg.
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)itz ‘8 Problémes d'évolution

Objectif : Savoir résoudre les systémes linéaires, en particulier liés a la recherche de courbes polynémiales,
en utilisant les matrices.

&) Découvrir

Modéliser des transferts de populations (p.298)

Partie A Approche du probléme

Kl a. Arbre pondéré

(voir chapitre 6)

Année 0

Année 1 A4

B,
\A1 A B1/

0,6

By A

b. On calcule a, a l'aide des probabilités totales sur

I'arbre ci-dessus.

a,=08x0,6+0,1%x0,4=0,52

Dootb,=1-a,=1-0,52=0,48

ouencore b;=0,2x0,6+0,9%x04.

Soit 52 % en région A et 48 % en région B .

B3 a. On retrouve le calcul fait pour a; .

b. En C3 voir sortie Excel .Ona a;+b,=1.

c. Des n =30, la répartition stagne, a 0,0001 prés .

' C3 ~(» £« | =0,2"B2+0,9*C2
A B C
1 n a, b,
2 0 0,6 0,4
3 1 052 | 0,48
4 2 0,464 0,536
5 3 0,4248 0,5752
6 4 | 039736 0,60264
7 5 0,3782 0,6218
29 27 0,3334 0,6666
30 28 0,3333 0,6667
31 29 0,3333 0,b067

Pour la région A, on obtient 0,3333, soit 33,33 % (on
peut penser a un tiers).
d. Si on prenait aucun habitant en A et la totalité en B,
on trouverait encore a n = 30 cette répartition de 1/3 en

Aet2/3enB.

A B C
s a, b,

2 0 1 [}

3 1 0.8 0,2

4 2 0,66 0,24
5 3 0.562 0,438
[} 4 0.4934 0.5066
7 5 0,4454 0,5546
31| 29 0,3334 0,6666
32 E 0,3333 0,6667
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3. a. On dresse I'arbre pondéré par les probabilités

Etapen

An+1 Bn+1

Bn+1

Etapen+1 App

b. On en déduit I'expression des probabilités de A et de
B alétapen+1.
a,.,=0,8a,+0,1b,

D'ou le systeme .
Y {b ~0,2a, +0,9b,

n+1

Partie B Etude a long terme
EJ Le nombre 0,2 signifie que 20 % de la population de
la région A passe en région B .

0,20
0,9(
g /"‘\.O
AN——"B

0,10

0,80

0,8 0,2
K a.P, =P, xM=]a, bn]x[ o1 019}.

En appliquant le produit de matrices (ligne par colonne)
on obtient bien le systéme.

b. Enligne 1 de M on retrouve 0,8, poids de la boucle en
A; puis 0,2, poids de I'aréte de A vers B .

Ainsim;; =0,8 =P,(A) et m;,=0,2=P,(B)

Les pondérations des arétes issues de B sont en ligne 2
de la matrice M .

El a.Comme P,,,=P,xM quelquesoitn,ona P,=PyxM
etP,=P; x M= (Pyx M) x M=Pyx MxM=P,x M2

b. Sur TI.Nspire ou calculatrice: on retrouve 1/3 pour A
et 2/3 pour B.

4

om0 [0.333233 0666667
70 [0222222 0666667
6/99
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Décrire et analyser un marché a trois opérateurs (p. 299)

EJ a. 0,85 signifie que 85 % des abonnés de l'opérateur | b. En 2015, soit n = 3, l'opérateur C aura une part de

A restent abonnés a cet opérateur I'année suivante. marché de 21,22 %.

Et 0,1 % des abonnés de A changent d'abonnement pour B. Résultat sous T1.82

b- Arbre complete A 2% Plres o5 .10 [T.a%8] 3379

La somme des arétes C 52 .78 .2 [Ei#1R]"2 '
issues d'un sommet P [.Z2 .2 .51l EE[IiiF[’E%q% 2215
doit étre égale a 1, 5

puisque cela donne [[.55 .32 .a7]] .?241 212232711
la totalité (100 % = 1)

des abonnés de l'opé-

Résultat sous TI.Nspire (arrondia 1079)
rateur correspondant

a ce sommet.
Pondération de Avers B: 1—(0,85+0,1)=0,05. p=[055 038 007] [oss o028 o007] @
PondérationdeBversA:1-(0,78+0,2)=0,025. 085 005 01 085 005 01
Pondérationde CversA:1-(0,5+0,2)=0,3. m=l062 078 02 002 0.78 1}1
F1 a. Pour compléter la matrice de transition, vérifier 02 02 ] [ 0.2
que les nombres en ligne 1 sont les pondérations des

pm [0.4961 03279 o 166]

arétes issues de A, et la somme doit étre égale a 1.

1 i |
0.85 0,05 0,10 - [0.478242 0321567 0.20019]
M=| 0,02 0,78 0,20 |. o [0.472995 0314772 IS1E853] ||
0,30 0,20 0,50 1;
i) Prévoir a long terme (p.299)
EJ a.SiAestposée Par produit matriciel , P x M = P donne le systeme :
on pose Bou Cala 037 s &2 0,75y +0,5z=x [-x+0,75y+0,52=0
suivante. 0,5x+0,52=y & 10,5x—y+0,52=0
b. Pour chaque ' ' y ' y+ o
question posée 4 la 0,5/ \0,5 0,75/ \0’25 0,5/ \0,5 0,5x+0,25y = z 0,5x+0,25y-z=0
premiére personne, Ce systéme n'a pas de solutions car la matrice des coef-
onnelaposepasa B C A C A B ficients est « singuliére » non inversible.
la personne suivante. Donc la matrice des pondérations Comme de plus x + y + z= 1, on peut alors résoudre
a une diagonale composée de 0. le systeme (on remplace une des équations du systeme
0 0,5 0,5 par la somme des inconnues égalea 1):
M=| 0,75 0 0,25 |. X+ty+z=1 T 1 X 1
0,5 0,5 O 0,5x-y+0,5z2=0 <| 0,5 -1 0,5 |x|y |=]0
0

F1 La question A est posée a la premiére personne, 0,5x+0,25y-z=0 | 0,5 0,25 1 z
doncPy,=[1 0 O] T —p—

P']:l 0 U] [l 0 'U]A‘ -1. i
0 05 05 05 05 sivelis T bk
=075 0 025 0?5 0 u3 1
05 05 0 05 0.5 a rs
b m [o. 05 0 5] 7 1 g
= and y=— and z=—
2 [0.625 0.25 0.125] 18 3 18
pm
L0 0.3188889 0.333233 Q.277778 L s
st | 14 .
37
b. La question la plus posée probablement est la A,
0 05 0,5 avec une probabilité de 7/18.
El a.P=[x y z].PxM=[x y z]x| 0,75 0 0,25 |. 4. Cela ne dépend pas de la premiere question posée,
05 05 0 car ce systeme est indépendant de P, .
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=) Mise en situation

IX Matrice de transition
[100! Vrai ou faux ?

Si les pondérations des arétes sont des nombres com-
pris entre 0 et 1, et si, pour chaque sommet, la somme
des pondérations des arétes partant de ce sommet est
égale a 1, alors le graphe est un graphe probabiliste. On
note A le sommet de gauche, B celui de droite et C celui
situé en bas.

a. Vrai : il suffit de rajouter 0 a l'aréte de Ba A.

b. Faux : une seule aréte de pondération 0,9 part du
sommet A situé a gauche. Il manque une boucle en A de
poids 0,1 .

c. Faux : une seule aréte de pondération 0,8 part du
sommet C inférieur.

d. Faux : une seule aréte de pondération 0,1 part du
sommet C inférieur.

i3 Vraioufaux ?

i [ 0,25 0,33 . [ 0,25 0,75

"1 0,75 0,25 10,85 0,15
[ 0,1 0,3 0,6 0,15 0,15 0,6
.| 0,2 0,4 04 d.| 0,1 0,85 0,05
1 0,3 0,3 0,1 | 0,8 0,1 0,1

a. et d. Faux, car la somme des éléments composant la
premiére ligne n'est pas égale a 1.
b. et d. Vrai,

{F] Vraiou faux ?

a. Faux, le carré d’un matrice M n'est pas la matrice com-
posée des carrés des éléments de la matrice M i.

(0,3 0,7 | 03 07
| 0.2 0,8 0,2 0,8

[ 0,09+0,14 0,21+0,56 ]

b. Vrai, Mx M=

0,06+0,16 0,14+0,64

[ 0,23 0,77
| 0,22 0,78 |

@ Vrai ou faux ?

a. Faux : il faut vérifier que la somme des éléments de
chaque ligne est égale a 1.

b. On ne peut rien dire, on ne connait pas la matrice de
I'état initial.

¢. Vrai:lapondération del'aréte partant du sommet A et
arrivant au sommet B est I'élément situé a l'intersec-
tion de la premiére ligne et de la deuxiéme colonne.

d.Vrai : a la calculatrice, [[D]
on obtient : [[S18aa_17888] ]
[DI+[C]"38
[ [34084, 00082 3.
[(D1#[C]~32
[[34088 34888] ]
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Ecrire les matrices de transition

301 1]
) 4 8 8
1 4
0 m=| 085 015 av=l * % o
0,02 0,98 5 5
] 3 13
_ 16 16 4
0,8 0,2 0 - -
EmM=| o 0,8 0,2
| 0,2 0,2 0,6

Parts du marché

El a. Voir graphe ci-dessous.
035 065 0,15
/\

o
A 0,85 B
b. 35 % des clients de A abandonnent A pour devenir
client de B.
c.OnaP, =[05 0,5].Dou:
Py = PoxM3=[0,575 0,425].
d. Sil'on change la répartition initiale des parts, la répar-
tition P; au bout de trois ans est modifiée.
On choisit, par exemple, P, =[0,1 0,9]:alors
Py = PoxM3=[0,625 0,375].

[BI+[A]"™3

[[.575 .425]1]
[BEl*[A]"3

[[.825 .3751]

E1 a. Voir graphe ci-dessous.
0,75 A 0,25 o 65

02\ /m

b. 35 % des clients de B abandonnent B pour devenir
clientdeC.
c.OnaP,=[04 03 03].Dou:

P; = Pyx M3=[0,2704 0,3944125 0,19753751]

[El*[R]"3

[[.439372 .3943.

d. Sil'on change la répartition initiale des parts, la répar-
tition P; au bout de trois ans est modifiée.
Par exemple, en choisissant P,=[1 0 0]:

P, = PoxM3=[0,439375 0,394375 0,14875].
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[106! Vente par téléphone 1
2

El a. Graphe probabi-
liste correspondant a la
situation.

A Le client accepte; B:
le client refuse.

el =t

.\T/.

5

b. On en déduit la matrice de transition :

M=

Vi|—= N|=
ulh N[=

0,5 0,5
0,2 08 |’

On vérifie que, sur une ligne, la somme des éléments est

égalea 1.

C. L'état probabiliste initial est P,=[1 0], car Katia a

convaincu le premier client.

Comme P;=PyxM,

puis P,=P; XM= (PyxM)xM=P,xM?,

par itération, on obtient :

Pio=PyxM,;,~[0,286 0,714].

Ne pas hésiter a mettre [[E]1#[A]

la calculatrice en Mode _E[.S .311
FLOTT 4, a chiffres apreés la [E%“TEE:EI]EIE%B =145

virgule : La probabilité que  [[BI1*[A]1~18

Katia arrive a convaincre son

[[.22857 .7143]11]

dixieme client est 0,286 .

D.Si Katia na pas su [E]
convaincre le 1¢" client, [[EI.EIEIEIQ 1.8688,.
I'état probabiliste initial [?][Tégé?l??l-fﬁ]]

est Po=[0 1].
Po=PyxM1°=~[0,286 0,714].

Le résultat est identique a 10~ prés, donc est indépen-

dant de l'état initial.

Jeu de lettres 7

. 8

a. On sait que la pre- 1 v C
/\ l

g O

miere Ie,t,tre .e§t. une ~_____ 3
voyelle. L'état initial est 2
P,=[1 0]. 3

D’apres le graphe, la probabilité que la deuxiéme lettre
soit une voyelle est % .

b. La matrice de transition associée au graphe ci-contre
7

est M= ?

WIN 0| —

3

Soit P, I'état probabiliste correspondant aux probabili-
tés que la n® lettre soit une voyelle ou une consonne.
Pour tout entier n, on peut écrire P, ; =P, xM"T,
D'ou P,s=P,xM?* . Parcalcul, P,s=[0,43 0,57].

La probabilité que la 25¢ lettre soit une consonne est
environ 0,57.

i[if] Podcast de deux émissions
a. Voir graphe ci-contre. 0,4 0,6 0,7
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b. Soit M la matrice de transition du graphe, I'état initial
0,4 0,6

0,3 0,7 } i

Soit P, I'état probabiliste au jour n : pour tout entier n,

ona P, ;=P,xM et P,=P, x M.

n+1 —
Au bout d'une semaine n=7, on obtient:

6
0,4 0,6}

est P,=[0,5 O,S]etM:{

0,3 0,7

=[0,3333335 0,6666665 ]
=~[0,3333 0,6667].

P,=P,xM®=[0,5 O,5]><|:

La probabilité qu'uninter- [[ET#[RA]"&

naute, interrogé au hasard ~ |..2339 _.boo66e65]]
aprés une sgemaine, ait E?] EE['QJEE%%E-ZE
téléchargé C est environ RerbkFrac ]
égalea 0,3333. [[1-3 2,311

¢. Au bout de deux semaines,n=14:

13
0,4 0,6
P.,=P;xM*=[05 05]x z[l 3]
0,3 0,7 3 3

L'émission de | 'humoriste C est la plus téléchargée.

Temps d'attente de 5 lancers
consécutifs égaux

EX Pour des séquences de longueur 3, on peut établir
un arbre de Bernoulli (revoir la loi binomiale)

M
P F
P F P F
0,5/ \0,5 0,5/ \0,5 0,5/ \0,5 0,5/ \0,5
P F P F P F P F

PPP PPF PFP PFF FPP FPF FFP FFF
C A A B B A A C

F1 a.Laboucle:«La probabilité qu'une séquence se ter-
mine par une séquence de longueur 1, sachant qu'elle
se terminait, au lancer précédent, par une séquence
de longueur 1 », a une pondération de 0,5. (P et F s'al-
ternent a chaque lancer.)

La double fleche : « La probabilité qu'une séquence
se termine par une séquence de longueur 2, sachant
quelle se terminait, au lancer précédent, par une
séquence de longueur 1 » , a une pondération de 0,5 .
(La séquence se termine par PFF ou FPP )

La probabilité qu'une séquence se termine par une
séquence de longueur 1, sachant qu'elle se terminait,
au lancer précédent, par une séquence de longueur 2,
estégalea0,5.(La séquence se termine par PPF ou FFP .)

b. (0,505 0 0 0 |
05 0 05 0 0
M=|05 0 0 05 0
05 0 0 0 0,5
0 0 0 0 1
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El a.LétatinitialestP,=[1 0 0 0 O].

b. Pour tout entiern=1,onaP,=P;xM""1.

. P,oo=P; xM% .On obtient a la calculatrice :
Pioo= [0,0147 0,0076 0,0040 0,0020 0,9717].

X Etat stable

[110} Détermination de I'état stable
1. a. Calculs a la calculatrice en Mode FLOTT 4 :

[ oy
[[.

] "
[A]

[A]
[l
"

(A1
([
[.

1 .J'\
L2182 [
=

218z
28182
ZErFr
[9-11
[9-11

b. Létat stable P=[x y] vérifie:
0,8x+0,9y =x

[x yl=[x yIxM & 10,2x+0,ly=y .
x+y=1
On peut résoudre ce systeme « a la main » :
9
0,2x = = =7
{ ,2X 0,9y@{x 4,5y@ 11.
x+y=1 55y =1 2
Y=
11
9 2
L'état stable du graphe est P = [ — } .
11 11
2. a. Calculs a la calculatrice en Mode FLOTT 4 :
[A] ~ZE
[[.8588 .15686H] [[.7988 ,2568H]
[.45868 .55688]] [.7588 .25688]]
[Al1™~18rFrac [A]1*38rFrac
[[.7588 .25688 [[3-4 1-4]
[.7499 25'31]] [3-4 1-4]1]

b. Létat stable P=[x y] vérifie:

0,85x+0,45y = x
0,15x+ 0,55y =x .
x+y=1

[x yI=[x yIxM &

On peut résoudre ce systeme « a la main » .

X =
0,15x =0,45 x=3
y(:) y(:)
x+y=1 4y =1

= dlw

L'état stable du graphe est P = [ % % } .

Echanges de production

En prenant les sommets dans cet ordre A1, A2, Ag.

0,3 0,2 0,5
a.M=| 0,6 0,2 0,2
0,1 0,6 0,3
b. En calculant les puissances successives de M, on obtient
1T 11
pour étatstableP=| — — — |
3 3 3
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d. P(E) est le 5¢ élément de la matrice ligne P,,. La pro-
babilité d’avoir une séquence de longueur au moins 5
est d’environ 97,17 %..

Vérifions que PxM=P.

{ } 0,3 0,2 0,5
(0,3+0,6+0,1) %(0,2+0,2+0,6) %(o,s+o,2+o,3)}

x| 0,6 0,2 0,2

0,1 0,6 0,3
Banque sur Internet

W=
W=
W=

w | —

w|=
w|=
w|=

g Voi;gra[%h;zci—g%nst;e. 0,95 0,05 0,99
a. 0= ’ ’ [
Sl >
0,95 0,05 0,01
et M=\ 0,01 0,99 |-

b.P,=P,xM=[0,8748 0,125211].
c. En2015,n=5
P,=P,xM®,donc P;~[0,7195 0,2805].
EX Soit P I'état stable, P vérifie Px M =P
0,95 0,05
0,01 0,99
=[0,95x+0,01y 0,05x+0,99y].
Sachant que x+y=1,on résout donc le systéme :

OrPxM=[x y]x{

0,95x+0,01y = x ] =2
0,05x+0,99y =y « 7 % 6
x+y=1 5
x+y=1 y==
6
» 15
L'état stablesestP=| — = |.
6 6
KB} Evolution vers un état stable
E! a.Voir graphe ci-contre. 0.7 0,3 0.8
] /\ 7
0,7 0,3 @
b. M= . A\/EQ
0,2 0,8 0,2

Fl a.P,=[020 0,80].
b.P;=P,xM2=[0,35 0,65].
Au bout de 3 semaines, 35 % des éléves ont choisi la
piéce A.
El a.Soit P I'état stable P=[x y] qui vérifie I'équation
P=PxM
0,7 0,3

Cest-a-dire [x yl=[x ylx| ' .

[x yl=[x y] [0,2 0,8}
D'ou I'égalité matricielle :
[x y1=[0,7x+0,2y 0,3x+0,8y] avec x+y=1.
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On résout le systéeme :
0,7x+0,2y =x

2y =3x 5x=2
0,3x+0,8y =y & =
x+y=1 x+y=1

x=0,4
= .
y=0,6
L'état stableestP=[0,4 0,61].

b. La piece Bérénice finira par étre la piéce préférée des
éléves.

x+y=1

Evolution de la couleur des fleurs.

On note b, et r, les probabilités qu'une fleur soit bleue
(B) , respectivement rose (R) a 'année n.

On note |'état probabiliste P,=[b, r,].

a. Voir le graphe ci-contre. 0.5 0,5
- 7 =
0,5 0,5 °
b.M= . CB\-/R
0 1 0
a.P,=P,=[1 O0].
EtP;=P,xM =[0,5 0,5].
0,5 0,5
P,=P,xM?=[0,5 0,5]>{ 0 1 :|:[0’25 0,751].

La probabilité que la plante donne une fleur bleue la
quatrieme année est égale a 0,25.

b. Voir calculs ci-contre :  [[BET+[R]" 128
I'état stable semble étre |.233H4453E -3 1
[0;11, cest-adire plus de [%%E{E%FEE@EI 1
fleurs bleues. TBEI+[AT~256
Soit P létat stable P=[x y] |.2714737V3E-F6& 1
vérifie P=PxM
c'est-a-dire :
x yl=lx ylx| O %2
yi=ixy 0 1
[x yl1=[05x 05x+ylavec x+y=1.
On résout le systéeme :
0,5x =x
x=0
0,5x+y=y & { .
y=1
x+y=1

L'état stable est P=[0 11].A long terme, toutes fleurs
seront roses.

Jeu a trois joueurs

a. Ali envoie toujours le dia- 1
bolo a Cloé. A——C
b. La matrice de transition du 2 1
graphe est: 3 5 3
100 _s .
2 1 D
M=| = 0 =
3 3
1,
2 2

Au départ, soit Ali, soit Cloé , soit Dan a le diabolo. .
L'état initial P, peut étre soit[1 0 01],soit[0 1 O],
soit[0 O 1].
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A la calculatrice en calculant  [[BT#[R] "=
Po x M 20, dans chacun |.3381F163E-5 @]
des cas, on observe que [EI]EE',:.['E]IF%E.EIE 211
la probabilité que Dan ait  [[E]#*[A] ™2
la balle aprés 20 échanges [[1 B8 811

est presque nulle.

c. Comme[1 0 O] xM=[1 0 0],donclétatstable
estP=[1 0 O].

Autre méthode : Soit P I'état stable P=[x y Zz] vérifie
P=PxM cest-a-dire:

1 0 0
2 1
[x zlx| = 0 — |[=[x z]
y 3 3 y
11,
2 2
X+=—y+—-z=x
1 -y=0 x=1
P R ©1,_g ©1y=0.
1 z:o
—y=z :1
37 X
X+y+z=1

Si les joueurs jouent un treés grand nombre de parties,
Ali recevra toujours le diabolo.

[116) Marketing

0,7 0,17 0,2
1- a.M= 0,1 018 0/1
0,1 0 0,9

b.P,=[0 0 1]etP,=P,xM=[0,1
P,=[0,16 0,01 083].
P,o=1[0,248488 0,0989123 0,652599].
2. a. Au bout de 10 mois, le bénéfice du distributeur A est
environ : 0,248488 x 100 000, soit 24 849 €.
Le bénéfice du distributeur C est environ :

0,0989123 x 90 000, soit 8 902 €.
Le bénéfice du distributeur L est environ :

0,652599 x 80 000, soit 52 208 €.
Les distributeurs A et C pourraient envisager d'arréter la
vente du produit.
b. Létat stable P=[x y z] vérifie:

0,7x+0,1y+0,1z = x

0 09].

0,1x+0,8y =

[x y z]=[x y z]xXM & X y=Y
0,2x+0,1ly+0,9z2=z
X+y+z=1

On écrit ces équations sous forme linéaire et, des trois pre-
miéres, on n’en conserve que deux, que 'on multiplie par
10 pour éviter les nombres décimaux.

-0,3x+0,1y+0,1z=0
0,2x+0,1ly-0,1z=0
0,1x-0,2y =0
X+y+z=1

2x+y-z=0
& 3x-2y=0
X+y+z=1
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Ecriture matricielle du systéme: AxX=B < X=A""xB
avec A la matrice des coefficients et B la matrice des
seconds membres.

[A] [E]

=ENE)
e

D'ou la solution :

[RI-%[E]
221
[.125]
[.623]]
- Allong terme, le bénéfice du distributeur A est :
0,25 %100 000 =25 000 .
La vente du produit peut étre poursuivie pour A.
« Le bénéfice du distributeur Cest :
0,125x90000=11 250.
Le distributeur Cauraintérét a arréter la vente du produit.
- Le bénéfice du distributeur L est :
0,625 x 80 000=50000.
La vente du produit peut étre poursuivie pour L.

Etude des risques de sinistres

El a.Aestlétat probabiliste: () gq 0,04 012
« Aucun accident ne se pro- C.
duit au cours de lI'année » et A~—T3

A I'état contraire . 0,88

b.M:[ 0,96 0,04 }
0,88 0,12

c. Pour tout entier n, I'état probabiliste a 'année n est
P,=P,xM"0UP,=[1 0].

0,96 0,04

0,88 0,12} .DouPs=~[0,9565 0,0435].

Ps=[1 0]><|:

La probabilité que I'assuré n‘ait eu aucun accident pen-
dant 5 ans est environ égale a 0,9565.

[[.33632]18516 ...

1
2217391 ..
a

FRITIN—=CN—

XTI Lien avec les suites

[118) Etude de la propagation d'un virus
d'un site a l'autre
1. a. Siunsite est sain, il 0,8

ne propage pas le virus. V— 8
b. Matrice de transtion: %2 O'\_/'Q 1

0.2 o8 0
1o 1|
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d.Onnote A, I'événement : « Aucun accident ne se pro-
duit au cours de I'année n » , de probabilité a,=P(A,) .
Lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes, on
constate que les valeurs de a,, varient peu. Au dix-mil-
lieme pres, pour tout entiern: P(A,) = 0,9565 .
Remarque : A l'aide de la calculatrice, en demandant
I'écriture en fraction du résultat, on peut conjecturer

que l'état stable est P = 22 1
23 23

Prolongements :
1. On peut déterminer I'état stable algébriquement en

résolvant le systeme :
Soit P I'état stable P=[x y] vérifie P=P XM cest-a-dire
[x yl=[x yI1XM.

0,96x+ 0,88y = x

88(1—x)=4x
0,04x+0,12 y=y &
i y=1-x

X+y= 2
{88=92x X=53
=3 ey
y=1=x _
Y 23

2. On peut exprimer a,,, en fonction de a, et étudier
une suite arithmético-géométrique .
Pour tout entiern, a,,; =0,96a,+0,88(1—-a,)
=0,08a,+0,88.
22

En utilisant la suite auxiliaire de terme général : u,=a,, o3

(22/23 est la solution de I'équation x=0,08 x + 0,88 .)
On trouve, pour tout entiern:

unz(i)xo,osn eta, = 2+i><0,08".
23 23 23
F1 Unintervalle de confiance au seuil de 95 % est de la

forme [f \/_ f+\/_

vée et n l'effectif de I'échantillon. Ainsi :
1

100
1

100

} ou festlafréquence obser-

PourA: 7, = [012 O,12+L]=[O,11;O,13].
100

PourB: 12—|:0 04 - 0,04+ﬁ}=[0,03;0,05].

2.a.P,=[1 0] et P,,;,=P,xM.
0,2 0,8
0 1 ]
=[02v, 08v,+b,].
Donc, pour tout entiern, v,,,;=0,2v,,.

b. La suite (v,,) estune suite géométrique de raison 0,2
et de premier terme v, =1.
Dong, pour tout entiern, v,=0,2""1,

D'OL‘JZ [Vn+-| bn+‘|]:[vn bn]xl
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c. Comme0,2€]0;1[,alors limv,=0.
N—+oco

d. Quand n devient tres grand, I'état probabiliste se sta-
bilise et devient[0 11].

On peut aussi déterminer l'état stable par résolution d'un
systeme d'équations :

0,2x=x 0
X =
[x yl=[x yIxM & 0,8x+y=y<:>{ _
x+y=1 Y=
Concurrence
0,8 0,2 o080 020 0,90
I:la.Mz{01 09} C./—\
7 7 AvB
b.P,=[06 04]. 0,10
P,=106 041x| &8 92 |_1052 048],
0,1 0,9
c. Soit P I'état stable P=[x y] vérifieP=PxM
0,8 0,2
cest-a-dire [x yl=[x yIx| ' .
[x yl=[x y] {011 0’9}

Dou [x y1=[0,8x+0,1y 0,2x+0,9y] avec x+y=1.
On résout le systeme :

0,8x+0,1y = x x=1
2x=y 2x=1-x 3
02x+09y=y & & & .
y=1-x y=1-x 2
x+y=1 y=3
3
1z 1 2
L'état stable est donch{ 33 }

N 1 .
Along terme, 3 de la population voyagera avec la compa-

gnie A et % de la population avec la compagnie B.

F1 a.Pourtoutentiern,ona:

0,8 0,2
0,1 0,9 1
Ainsi, pour tout entier n, on obtient la relation de récur-

rence:  d,.,=08a,+0,1(1-a,)=0,7a,+0,1.

Pn+1:PnXM<:>[an+1 1 _an+1]=[an 1_an]x|:

b. On admet que, pour tout entier n, a,, = %0,7” + % .
Or 0<0,7<1,donc lim 0,7=0 dou lim a, =l.
n—s-+oo n—s-oo 3

On remarque que lim a, = 1. X.

n—+oo 3
5] Généreux donateur
El a.P(E,)=1etP(E,)=0,donc:
e,=P(E,)=P(E; nE,)=09.
b. Arbre de probabilité : Ep i1
c. Pour tout entier n, E, et
E, et forment une parti- En 1
tion de l'univers, donc on
calcule P(E, ) en ajoutant Epin
les produits des probabili-
tés situées sur les branches Ep 41

arrivantaE, :
e,.1=P(E 1) =P(E,NE, )+ P(Eﬁ Eni1)
=0,9e,+04(1—-¢,)=0,5¢,+0,4.
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E1 a. Voir graphe proba- 0,9 0,1 0,6

biliste ci-contre. o -
10,9 01 0.4
0,4 0,6 |
b. Pour tout entiern, P, ., =P, x M.

c.en2014,n=3,donc,commeP,=[1 0]:

3
1
p,=p,x| %2 1| 10825 0,1751.

0,4 0,6

La probabilité que M. X soit donateur en 2014 est égale
a0,825.
d. Pour tout entier n,

0,9 01
0,4 0,6 }
<ley 1—-e,.,1=009,+04(1-¢,) 071e,+06(1—-e,)].
D'ou la relation de récurrence, pour tout entier n,
e,.1=0,5e,+04.
El a.SoitP létatstableP=[x y] vérifieP=PxM

0,9 0,1
0,4 0,6

[x y1=[09x+04y 0,1x+0,6y] avec x+y=1,0n
résout le systeme:

P1=P,xM&le, 1-e,,.41=le, 1—en]xl

Cest-a-dire [x y]x{ =[x yl.

0,9x+0,4y =x

X=4 =4(1-
0,1x+0,6y =y @{ Y «:}{X (1=x)

y=1—X y:'l—x
x+y=1
Y 4
X =—
[ 5.
y=1
5

L'état stable esth[g %}=[0,8 02].

L'association peut étre confiante, la probabilité que M. X.
continue ses dons, a long terme, est égalea 0,8 .

Sondage politique

Partie A Calculs de probabilité

El P(A,)=0,5

et Py, (A;)=0,9 ]

et Pg (A;)=0,15.  Etape0

D'ou l'arbre pon- 0,9

déré ci-contre.

E1 A, et B, forment

une partition de

I'univers.

On calcule P(A;) en ajoutant les produits des probabili-

tés situées sur les branches arrivant a A,.

P(A) =P(A, " A,)+P(A, " By)=0,5%0,9+0,5x0,15
=045+0,075=0,525.

Au bout d'un mois, 52,5 % des personnes sondées sont

favorable au groupe A.

P(A; nA
BPA](AO): (A 0)20'45:§-
P(A,) 0,525 7

0,5

Etape 1 A1 B-| A1 B-|

Partie B Etude d’un graphe probabiliste
Ef P,=[0505]
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F1 Graphe probabiliste . 0,9 0,1 0,85

El P,=PyxM? =
=[0,54375 0,45625] A~—"8
~1054 046] 0,15

3 Soit P I'état stable P=[x y] vérifie P=P x M c'est-a-

0,9 0,1
d- 7 ’ — .
re [x y]x{o,w 0,85} b y]

[x y]1=1[0,9x+0,15y 0,1x+0,85y] avec x+y=1,0n
résout le systéme :

0,9x+0,15y = x {2X=3y {2x=3(1—x)
= =

0,1x+0,85y =y y=1-x y=1-x
x+y=1 Xzi
= 5.
_2
Y 5
s 3 2
L'état stable est donc P = E E } =[0,6 0,4].

Au bout de plusieurs mois, 60 % des personnes sondées
sont favorables au groupe A.

Partie C Etude dune suite
[l Pour tout entiern,ona:

0,9 0,1
P.i=P.xMela,,, 1-a,,l=la, 1-a,]x 015 0.85 |

Ainsi par produit matriciel avec la 1™ colonne, on obtient
la relation de récurrence :
a,.;=09a,+0,15(1—-a,)=0,75a,+0,15.
E1 Pour tout entier n, on pose u,=a,—0,6.
a. Pour tout entiern :
U,.,=d,.,—0,6=0,75a,+0,15—0,6 =0,75a, — 0,45
=0,75(a,—0,6)=0,75u,

car —0,6 x 0,75 = —0,15 ou on calcule _0.45 =-06

’

pour mettre 0,75 en facteur.

La suite (u,,) est géométrique de raison 0,75 et de terme
initial up=-0,1.

b. Pour tout entier n, u,=-0,1x0,75",

donc a,=0,6-0,1x0,75".

¢.0r0<0,75<1,donc lim 0,75" =0

. . Nn—>+oo
dou lim a, =0,6.
Nn—+oo

Au bout de plusieurs mois, 60 % des personnes sondées
seront favorables au groupe A.
L'état stable du graphe représente l'état vers lequel
converge |'état probabiliste P, lorsque n tend vers I'in-
fini,donc lim a, =x=0,6.

n—+eo
\F#] Publicité mensongére ?
Partie A Etude d’un graphe probabiliste
El a. Voir graphe ci- 2

contre 1 C@) 3 2
3 3

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T¢'™ ES Enseignements spécifique et de spécialité - Livre du professeur

La photocopie non autorisée est un délit.

b. La matrice de transition associée est :

12
3 3
mel o 21
3 3
0 0 1

c. P,=[1000 0 O].

d.P;;=P,xM°=[0 35 965],

en valeurs arrondies a 'unité.

Aprés avoir acheté 11 canettes, 35 personnes n'ont
encore obtenu que 2 lettres appartenant au nom du
groupe rock.

e. A la précision de la calculatrice,

P,,=P,xM2'=[=0 ~04 =~999,6].

Donc arrondi a l'unité on obtient [0 0 1000].

Le consommateur devra acheter au moins 22 canettes.

10 0.016925

246492 965.124

[2.86797e-7 0601457 999.399]

[0 55991e-8 0400971 JigOIE0]

254

On peut aussi faire I'exercice sur tableur.

Partie B Etude de suite
Pour tout entiern, P, =M'xP, et P,= M'""xP,.

% 0 0
> 5 1 000
M=tM=| = = 0 |avec P1= 0
3 3 0
1
0o — 1
- 3 -
EtP,,= M"OxP,.
4 110
- 0 0
3
5 > 1 000 0
Ph=| £ 2 0| x| 0 |=| 35
3 ? 0 965
0 5 1 valeurs arrondies a l'unité.

Aprés avoir acheté 11 canettes, 35 personnes n'ont
encore que deux lettres du nom du groupe rock.
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D) Accompagnement personnalisé

Exercice guidé
@ Partie A

eecccccccccccccccsccscccsccssccoe s

00 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

e00ccccccsccccccscccsccssccssccoe e

K a.Le graphe contient quatre sommets de degré
impair (plus de deux) , donc Malik ne peut pas parcourir
une seule fois tous les couloirs de cette entreprise.

Sommet A B c| D E F G
Degré 3 2 3 5 3 3 3

b. On lit I'élément a,; de la matrice M®donnée : il y a
5 chemins de longueur 3 entre les sommets B et C.

0101100 01011007~
1010000 1010000
0101001 0101001
m=1p 10111 Lo010111
1001010 1001010
0001101 0001101
0011010 001101 0
ﬂ 25296375
508 2242
25205736
92908808
6258474
3439747
52684748
112}
E1 Algorithme de Dijkstra
A B C|D|E|F G
A;0 0 ~ |10,A oo oo
B;5 10,A6,A oo =)
E;6 10,B 11,E| o
D;9 10,B 13,D
C;10 10;D
F;10 12;F
G;12

Le chemin contenant le mini-
mum d'obstacle est le chemin
A—=E->D—-F—G.

Malik rencontre 12 obstacles.

Partie B
K Graphe probabiliste : 0,7 0,3 0.8
Matrice de transition : C./\O
107 03 0.2
102 08|

E1 Pour tout entiern=1:
Pn+1 :an,\/| C}[anﬂ bn+1 ]:[an bn]XM

<la,, b,,1=[0,7a,+0,2b, 03a,+08b,].
On traduit I'égalité des premiers éléments des matrice
par : Pour tout entiern = 1,
a,.,=07a,+02b6,=0,7a,+0,2(1-a,)=0,5a,+0,2.

El a. On pose la suite (u,,) , définie pour tout n = 1, par
u,=a,-04.
Upy1=0dp.,—-04=050a,+0,2-04=0,50a,-0,2
=0,5(a,-04)=0,5u,.

(On met le coefficient de a,, en facteur.)
La suite est géométrique de raison 0,5 et de terme initial
u;=1-04=06.
On en déduit, pour tout entiern=1, u,=0,6x0,5"".
b. Pour tout entiern =1, comme a,=u,+ 0,4, alors
a,=0,6x0,5""+04.

¢.0Or0<0,5<1donc lim 0,57 =0 dou lim a, =0,4.
N—+oo

N—>+oo

d. Cette limite permet de conjecturer que I'état stable
du grapheest P=[0,4 0,6].

Vérification : résoudre I'équation :

P=PxXxM < [xyl=[xy]xM avec x+y=1

0,7x+0,2y =x
0,3x=0,2y 3x =2y
0,3x+0,8y=y & 2=

x+y=1 2x+3x=2
x+y=1
y:%:0,6
< 2
x=—=0,4
5

D'ou I'état stable P=[0,4 06].

On peut aussi utiliser la conjecture
etcalculer [04 061XM,

puis vérifier que l'on obtient [04 06]=P.

) Réussir au Bac

3¢ degré et point d'inflexion.

I} Iy a 4 inconnues, donc pour déterminer cette fonc-
tion, 4 équations sont nécessaires, et suffisantes si la
matrice des coefficients est inversible.

E1 f'(x)=3ax?+2bx+c et f’(x)=6ax+2b

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T¢'™ ES Enseignements spécifique et de spécialité - Livre du professeur

La photocopie non autorisée est un délit.

f(4)=6 64a+16b+4c+d=6

H a. f(6)=0 216a+36b+6c+d=0
f'6)=0 108a+12b+c=0
f'(4)=0 24a+2b=0
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b. Traduction matricielle du systéeme:
A x X =B, ou la matrice des coefficients est :

64 16 4 1 6

216 36 6 1 ot B= 0

108 12 1 0 | o

24 2 0 O 0
On résout et on calcule [A]1%*[E]
X=A"TxB. [[.373]

_ [-4.3]

f(x)=0,375x—4,5x+13,5 [13.5]
ouf(x)=%x3—2x2+%x. [a 11

c. Voir la représentation
graphique ci-dessous a
I'aide de Ti-82.

On peut faire les vérifica-
tions des données sous
TI.Nspire, ou tout logiciel
dynamique.

[Z3 Discontinuité de rythme.

a. fest la fonction affine telle que (11,9) =158
et f(13,9)=179.
D'ou f(x)=10,5x+33,05.
b. g est la fonction affine telle que (14,5) = 183
et g(17)=186.
Dol g(x)=1,2x+165,6.
¢. Labscisse x du point de « cassure » vérifie
fx)=g(x) © 10,5x+33,05=1,2x+ 165,6

& 9,3x=132,55

2651 .
X = soit = 14,25.
186

La vitesse maximale aérobie est de 14,25 km/h .
[F3 Addition et multiplication en binaire
I.] {-\ttentlcl)ln Le graphe des- B BN
siné dans I'édition 1 et 2 est 40 (

CO
F1 Graphe de la multiplication
@ @0

erroné. Il faut lire 00 au lieu
de 01 et 01 au lieu de 00.

@, (10D

%1 x0 X1
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Nombre de chemins
[} Un plan possible des salles et le graphe

cl | o

Tatof

E1 Le graphe est d'ordre 4, donc la matrice d’adjacence
est une matrice carrée d'ordre 4.

Le graphe n'est pas orienté (on va dans les deux sens) ,
donc la matrice est symétrique.

Le sommet A est de degré 2, une aréte existe entre les
sommets A et B et une autre entre Aa Cdonc:

a;,=a;3 = ay; = az; = 1; une aréte existe entre les som-
metsBetD,donc a,,=a,,=1.

A——B

El On calcule le carré de  [[AT~2

la matrice d’adjacence. [[2 88 1]
La somme des éléments E% % % S%
de la diagonale est 6. 1 8a 111

Ce qui correspond au nom-
bre de cycles (d'un sommet vers lui-méme) de longueur 2
de ce graphe.

a. On ajoute tous les nombres des lignes de la matrice :
3+24+3+4+2+2+1+2+1=16 chemins sion considere
qu’un chemin de A vers B n'est pas le méme que de B
vers A. Sinon, il y en a 8, car la matrice est symétrique.
b.1l'y a 3 chemins partant de la salle A et arrivant a la
salle B: A-C-A-B; A-B-D-B ; A-B-A-B

La matrice M3 ne comporte que des 0 sur la diagonale,
il n"y a donc aucun cycle de longueur 3 dans ce graphe.

Un orchestre en tournée.
[} Tableau pour la recherche d’une chaine eulérienne.

Sommet A|B |  C| D E|F|G|H
Degré 213|414 /3|22 4

Le graphe est connexe et ne contient que deux som-
mets B et E de degré impair. Il existe donc une chaine
eulérienne reliant ces sommets. On peut organiser la
tournée en passant une fois et une seule sur chacun des
trongons d'autoroute.

Fl a,g=3, il existe donc 3 chemins de longueur 3 par-
tantde B et arrivanta H.

E1 Algorithme de Dijkstra

A G | H F
A;0 | O oo oo oo
B;300 oo | oo | oo
C; 500 o | o | o
D; 600 1300,D
E; 700
G;900
H; 1000
F;1200

Le trajet le plus court mesure 1 200 km et passe par les
sommets A-C-E-H-F.
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{FX] Matrice de Leontief

[l La matrice des consommations finales est :

¢ -| 20|
1800

50 200
500 2500 0,1 0,8
Ea.MZ =
150 550 0,3 0,22
500 2500

b.P=MXxP+( < P-MxP=C < (I-M)x P=C;.

50 200
500 2500 | | 500 | | 250
150 550 2500 1800
500 2500
_| 250 | | 250 |_| 500
700 1800 2500 |-
450 200
[_M<| 500 2500
150 1950
500 2500
450 —200
et ([~ M)xP= 500 2500 | | 500 | _| 250 |
-150 1950 2500 1800
500 2500
450 —200
500 2500 | | 450 |_| 205
—150 1950 2500 1815 |
500 2500

El]] Durée minimale d'un trajet

Partie A Etude d’un graphe

El a. a,, =0eta;, =1 donc la matrice n'est pas symé-
trique, elle est la matrice d'adjacence d'un graphe
orienté.

b. a;;=0=a,; doncil n'y a pas d'aréte orientée entre
les sommets A et C

Le graphe n'est pas complet.

c. Tableau pour la recherche d'une chaine eulérienne.

Sommet | A B cC| D E F
Degré 3142 |3 )|3]3

Le graphe est connexe et quatre sommets sont de degré
impair, donc il n'existe pas de chaine eulérienne. On ne
peut pas parcourir toutes les arétes du graphe une fois,
et une seule.

F1 a.M> M3 M* et la somme de ces trois matrices .

Les éléments de la matrice M + M? + M3 sont égaux au
nombre total de chemins entre deux sommets. On lit
qu'ily a 5 chemins entre les sommets A et F.
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2 0210 0 2
000000
000000
000001
00000 2
0000 0 0

3 00000 3
000000
000000
000000
000000
0000 0 0

wiedued (002 1 3 16
000001
000001
01000 2
011002
0000 0 0

b. En calculant a l'aide de la calculatrice M + M? + M3,
I'élémenta,, de cette matrice est égal a 5, donc au total,
il existe 5 chemins allant de A vers F.

El a. Visuel du graphe

b. Algorithme de Dijkstra

A B C D E F
A;0 0 75,A oo I
E;30 70,E 45, A o0
D; 45 65,E 95,D
B;65 65,E
C;65 20, C
F; 85

Le trajet de durée minimaleest A= D —B—F.
La durée minimale est 85 minutes.

Partie B Loi de probabilité

1 a. On reconnait la répétition de 50 épreuves de Ber-
noulli identiques et indépendantes de succés « Utiliser
le trajet de plus courte durée », la probabilité de succés
étantp=04.

La variable aléatoire X égale au nombre de fois ou
le commercial utilise ce trajet suit la loi binomiale
%B(50;0,4) .

b.E(X)=nxp=50x0,4=20.

c. P(X=20)%0,114559=0,115.

E1 Lavariable aléatoire X suit maintenant la loi normale
N(20;12) . Lécart type est /12 .
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a.P(16 <X =124)=0,751787 =0,752.

La probabilité que le commercial utilise entre 16 et 24 fois
le trajet de plus courte durée est environ égale a 0,75.
b.P(X>24)=1-P(X < 24),

donc P(X>24)=0,124 107 =0,124.

binomPdi{50,0 4.20) 0.114559
normCdf(16,24,20,{12 ) 0.751787
1-nomCdf{-=,24,20,/12 ) 0124107
|

399 |

Mobilité sociale
[T a. La probabilité que ce soit un ouvrier, fils d'ouvrier

est PO, N 0,) = ~22° _0.4771.
2 884

b. On calcule la probabilité de I'événement C, condi-
tionnée par I'événement O,,
P(C, nO;) 304
PO (CZ): = =~
1 P(0,)
E1 a. Graphe probabiliste

0,31 0,36 0,33

0,09 0,78 0,13

0,12 0,16 0,72

c.P,=[020 0,14 0,66].

d.P, =Py x M, la matrice ligne P, représente la réparti-
tion des fils dans ces trois catégories.
P,=P,xM*=[0,14 0,37 049] et P, représente la
répartition des petits fils dans ces trois catégories.

b. M=

El Alaide dela calcula- [[[.1532 L2862 ..

trice, on conjecture l'état |[B1#[H]"2Z

stable. [[.1486158 .3685..
[Bl+[A]"25
[[.1388191285 ...

Par le calcul, on résout le |[ReFFFrac

systéme suivant : [[6E2-523 256-352..

0,31x+0,09y +0,12z=x

0,36x+0,78y +0,16 09x =9y —122=0

’ +0, +0, =

X Y 27V o) _36x+22y-162=0
0,33x+0,13y+0,72z=z2

xX+y+z=1
xX+y+z=1
Traduction matricielle du systéeme :
69 -9 -12
AX=B ou A=| -36 22 -16

0
etB=| 0
1 1 1 1

68
523
256
523
195
523

A l'aide de la calculatrice on obtient X =

On retrouve |'état stable conjecturer a l'aide la calculatrice.

[EH] Modérer son temps de jeu

[} a. La probabilité que Frank joue le 2¢ jour est égale
a0,3.

b. La probabilité qu'il ne joue pas le 2¢ jour est égale a
1-03=07

F1 Graphe probabiliste. 0.5 0,5 0.7

w_|0505] Co_ _—®0
0,3 0,7 0,3

El a.P,=[0 1]et P,=P,xM=[03 0,7].

b. Pour tout entiern, P, =P, xM

0,5 0,5
0,3 0,7

< [d,, e,,1=[05d,+03e, 05d,+0,7¢e,].

c. Pour tout entier n, on écrit la premiere égalité :
d.,=05d +03e,=0,5d +0,3(1-d,)=02d, +0,3.
3 Pour tout entier n, on pose u,=d,—0,375.
a.u,.,=d,,—-0375=0,2d,+03-0,375=0,2(d,—0,375).
Ainsi, pour tout entier n, u,,,; = 0,2u, ; donc la suite
(u,) est géométrique de raison 0,2 et de premier terme
u;=-0,375.

On en déduit en fonctionde n: u,=-0,375%x0,2"".
Or0<0,2<1; donc limu,=0.

nN—+oo
b. Comme u,=d,—-0,375, on en déduit que:
d,=0,375-0,375%x0,2"".
Donc lim d, =0,375.

N—>+oeo
A long terme, la probabilité que Frank joue est égale a
0,375.

Cyclotourisme

o [dyy eql=1d, en]x|:

040 A 060 g 0,70
/\

[} Graphe probabiliste °\/O
0,4 0,6 O 0(')2105
Ela.M=|02 0,7 0, ' 0,10
0 0,5 0,85 ¢
b.P,=[022 0625 0,1555] Ooss
amfugg}
El La calculatrice per- [[[.22 .625 .155.
met de conjecturer que |[EBI#[A]1"1A
la matrice R est la matrice Eéj:}_f{%?ﬁ?%éﬁa .
représentant I'état stable. [[.1EEEEEEEET ..
RerrFrac
[[1-6 172 1-3]1]
En effet
0,4 0,6 0
[111}02Q7Q1=p11]
623 0 0,05 0,85 623
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Qui va gagner 01 0,9
H a.P,=[065 035] BP_PXM@[XV]_[XV]X[O,é 0,4]
b. Graphe probabiliste 0,1 0,9 0,4 0,1 +0,6y = x
& 10,9x+0,4y =y & {0’9)( 0.6y =0
0,6 X+y= 1 X+ys= 1
El La probabilitt que [[A]z y o2
Bruce gagne la partie 3 est [[.55 .45] o {3)( -2y=0 o 5
environ 0,54 . [E]*EEF[-.S 7 1] x+y=1 =§
[[.4625 .537511] 5
Lors d’un grand nombre de parties, Bruce a trois chances
sur cing de gagner la partie.

) Réinvestir...

135... en sociologie 2] a._ Matrice des coefﬁaent_s te$hnlques

: 400 400 150 12 3
Sociogramme 2000 3000 4000 5 15 8
KX Il n'y aaucune tension dans les groupes (D et (2), car Mo | 600 9000 210 | _| 3 3 21
les cycles comportent un nombre pair de signes néga- “ | 2000 4000 4000 | | 10 10 400
tifs —. Dans le groupe (D), les trois personnes s'entendent. 100 810 210 1 27 21
Dans le groupe (@), Lagra et Brenda stentendent. Jordan 2000 3000 4000 20 100 400
est seul. En revanche il y a une tension dans le groupe - - /
(3 Lara ne s'entend pas avec Jordan. [ 400 400 150
Bl Aucune tension dans les groupes @ et ®. Tous les 2000 3000 4000
cycles contenus dans les graphes comportent deux 600 900 210 2 000
signes négatifs ~ Les groupes sont équilibrés. b.MxP= x| 3 000

; . R 2000 4000 4000
En revanche, il y a des tensions dans le groupe (6 ou 100 810 210 4 000
plusieurs cycles comportent un seul signe négatif.
| 2000 3000 4000 |

136... en SES [ 400 + 400 + 150 950
=C

=| 600+900+210 (= 1710 ;-
Matrice de Léontief 100+ 810+ 210 1020
K a. la production de I'énergie consommée par l'agri- ¢MxP+C;=P & (I-M)xP=C;.
culture est 100 milliers d’euros. El Nouvelle consommation finale
2000 1050 x 0,90 940
b. Matrice des productions P=| 3000 C/=| 1290%x1,10 |=]| 1419
4000 2 880 x 1,20 3456
950 X
Matrice des consommations intermédiaires C;=| 1710 On cherche la matrice P= | y | telle que:
1020

Matrice des consommations finales z
I-M)xP=C{ & P=(I-M)""xC/

1050
CIII=[A12-%%[C]
C=P-C=| 1290 [[1927.321899]
2 880 [3282.777399]
[4661.863882]]

1927
On obtient P=| 3202
4662
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137... en SVT

Matrice de Leslie

H a.Py=[5 5 3]etP,=P,xM=[60 25 2].
b.P,=PyxM>=[35 30 1]

et P;=PyxM3=[190 17,5 12].
C.P,y=PyxM'°=[18075 40610 889]

' ' 0 05 0 P, =P,xM'"=[30550 9037,5 1844]
SoitlamatriceM =1 6 0 0,4 et P,,=P,xM'2=[72665 18275 13615].
10 O 0
CLIT-[R]2-1%[C] [A]l:=
Kl a. La somme des nombres situés sur les lignes de [ E%g%g- %%%’%33} [ Eg % I'EIE}
la matrice n'est pas égale a 1, cette matrice n'est pas la (4661 . 2632621 ] B 5@ 11
matrice de transition d’un graphe probabiliste. [B]l*Rep
b. Graphe pondéré [[35 38 11]
0,5 0,4
[El+[AR]"1A
@ 13075 4810 289
6 [BI+[A]1™11
wobood 9A37.5 1
[BEl+[A]1"12
10 Lr2ebbd 18275 36
E a.Tableau de la population
Année n 0 1 2 3 9 10 11 12
Jn 5 60 35 190 9220 18075 36 550 72 665
a, 5 2,5 30 17,5 22225 4610 9037,5 18 275
Sh 3 2 1 12 4741 889 1844 13615
Population 13 64,5 66 219,5 16183,5 | 23574 | 47431,5 | 104555
totale N,
Coefficient 4962 | 1023 | 3,326 2012 | 2012 | 2204
multiplicateur
E SiP,=[1 0 0]
Année n 0 9 10 11 12
Jn 1 224 459 1906 1825
a, 1 58,5 112 2295 453
Sy 0 10,81 23,4 44,81 91,81
Population 2 29331 | 5944 | 118031 | 236981
totale N,
Coefficient 2,027 1,986 2,008
multiplicateur

H a.SiP,=[100 25 5],alorsP,=2P,;P2=2P,;
P,=2P,.
Chaque population augmente de 100 % chaque année.

[Bl#[A]
[[208
[BEl+[R]"
[ [4iai
[B1+[A]1"3
[[S88 288 48]]

-8 1811

b. Pour tout entiern, N, =2 N,,, donc la suite est géo-
métrique de raison 2 et de terme initial N, = 150. On en
déduit, pour tout entiern, P, =150 x2".

© Hachette Livre 2012 - Déclic Mathématiques T¢'™ ES Enseignements spécifique et de spécialité - Livre du professeur

La photocopie non autorisée est un délit.

¢.P,=150x22=600 etP,,,=P,x0,9"=600x0,9".
On résout 600%x0,9" <10 < nln0,9 < In( % )

(5]
Inf —
60
In0,9
carln 0,9 <0, lI'inégalité change de sens.

On obtient n > 38,86 soit n = 39. Apres 39 ans, la popu-
lation totale sera inférieure a 10 femelles .

& n >

7
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