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CORRIGES PAGE 43
EXERCICE 1 Algebre

1. On considére 1’équation (E) : 2* — 13z% + 592 — 87 = 0, ol z est un nombre
complexe.

a. Déterminer la solution réelle de (E). 0, 5 pt

b. Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’"equation (E). 0, 5 pt

2.0nposea=3,b=5-2ietc=5+2i.

Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé direct (0. . ), on
considere les points A, B et C d’affixes respectives a, b et c. Soit M le point
d’affixe z distinct de A et de B.

bh—a
a. Calculer ¢ — a. En déduire la nature du triangle ABC. 0,5+ 0, 5 pt

z—3
b.Onpose = —5+2i,

Donner une interprétation géométrique de I’argument de Z. 0, 5 pt

En déduire I’ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit un nombre réel
non nul.0, 5 pt

3. Soit (C) le cercle circonscrit au triangle ABC et I le point d’affixe 2 - .

—iT

a. Donner I’écriture complexe de la rotation r de centre I et d’angle 2 .0, 5 pt

b. Déterminer I’image (C”) de (C) par r. Construire (C'). 0, 5 pt

EXERCICE 2 Algebre
A) Questions de cours

1) Rappeler les formes algébrique, exponentielle et trigonométrique d’un
nombre complexe z non nul. (0,75 point)

2) Donner 1’écriture complexe de la rotation r de centre & (z0), d” angle ?. (0,5
point)
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B) On donne 2 = 1 —iV/3,

1) Donner une écriture trigonométrique de zo. (0,5 point)
2) Montrer que : 2 = —8 + 8iV/3, (0,25 point)

3) Résoudre dans C 1’équation z* = 1 (0,5 point)

4) En déduire les solutions de : (E) : = = —8 + 8iv/3 sous la forme algébrique

et sous la forme trigonométrique. (01 point)

. 4
- =1
On peut remarquer que (E) équivaut a : (1 — wﬁ)

5) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonomal direct (O, %, U) | unité
graphique 2 cm, placer les points A, B, C et D d’affixes B
respectives 4 = 1—iv3,2g=—-1+iV3 20 = V3+i et zp = V3 —1. (0,75
point)

1

6) Donner une écriture complexe de la rotation r de centre O et d’angle 2 (0,5
point)

7) Veérifierque:r (A)=C;r(C)=Betr (B) =D. (0,75 point)
8) En déduire que les points A, B, C et D sont situés sur un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon. (0,5 point)

Equation dans C
Détails

EXERCICE 3 Algébre
Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O. u. V) direct.

I. Soit = £ C ou (C désigne I’ensemble des nombres complexes.

Posons = = & + 1y, T ety réels.
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1°) Sous quelle forme est ecrit =? Quelle est sa partie réelle ? Quelle est
sa partie imaginaire ? (0,25 pt)

2°) Quel est le module de = ? (0,25 pt)

3°) Soit o un argument de z pour z € C*,
Déterminer le cosinus et le sinus de « en fonction de z. (0,5 pt)

4°) Soit M (z) un point du plan complexe et M'(z')’image de As par
la rotation de centre @ et d’angled.
Exprimer z’en fonction de z et 4. (0,5 pt)

I1. On considére dans C I’équation [E) d’inconnue zqui suit.
1
(E): =22 +42V3+32=0.

o

I

1°) Résoudre I’équation (£).(0,5 pt)

2°) On consideére les points .1 et B d’affixes respectives a = 4v/34i
et b= 4V3 + 44,

Calculer ©A. OB et AR. (0,75 pt)

En déduire la nature du triangle 0 AB. (0,5 pt)

3°) On désigne par C le point d’Tel_lfﬁxe c=V3+iet par D son image par la
rotation de centre Oet d’angle 3.

Déterminer I’affixe du point D. (0,25 pt)

4°) On appelle G le barycentre des points pondérés (O, 1) ; (D, —1) et (B, — 1).
a) Montrer que le point G a pour affixe 9 = 4V/3 + 6i, (0,5 pt)

b) Placer les points <1, B.C et ¢ sur une figure (unité graphique : 1 cm). (1
pt)

(C_i f‘_ﬁk) (0,5 pt)

5°) Déterminer une mesure en radians de 1’angle

En déduire la nature du triangle .Ac'. (0,25 pt)
racices cubiques-module et argument
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EXERCICE 4 Algébre

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O, i, v tel
que 7]l = 1[7]] = 2 ; 1’unité est le centimétre.

1) &) Résoudre dans C 1’équation z* = 1. Les solutions seront données sous
forme trigonométrique et sous forme algébrique. (0,75 pt)

b) En remarquant que 2* = 8, déduire de 1)a) les solutions de 1’équation =* = §
. (0,75 pt)

2) On donne les points A, B et C d’affixes respectives —1 + iv/ 3,2
et —1— J:V"E,
a) Placer ces points dans le repere. (0,75 pt)
<A — =B
b) Calculer le module et un argument de zc — z5.(0,5 pt)

¢) En déduire la nature du triangle ABC. (0,25 pt)

3) On considere f, la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M

1

d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ tel que : =z = &' = =.

a) Déterminer la nature de f puis donner ses éléments géométriques
caractéristiques. (01 pt)

b) Déterminer les affixes des points A’ et C* images respectives des points A et
C par f. (0,5 pt)

) En déduire I’image de la droite (AC) par f. (0,5 pt)

EXERCICE 5 Equation dans C ecriture complexe similitude

1) On considére I'équation (E) : =° + (—6 — 4i)z" + (12 + 214)z + 9 — 451 = 0
a) Déterminer la solution imaginaire pure zo de (E) (1 point)

b) Achever la résolution de (E) (on appellera <1 la solution dont la partie
imaginaire est positive et £z la troisieme solution). (01point)

2) Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé (O, i, U'),

On considere les points A, B et C d'affixes respectives 3i, 3 + 3i et 3 - 2i.

a) Placer les points A, B et C dans le repere. (0,5 point)
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<A — 2B
b) Calculer zc — zg.  En déduire la nature de ABC. (01,5 point)
3) Soit f la similitude directe qui laisse invariant le point B et qui transforme A
en C.
a) Donner une écriture complexe de f. (0,5 point)
b) Donner les éléments géométriques caractéristiques de f. (0,5 point)

EXERCICE 6 Nombres complexes, équations différentielles et jeu de dé

1) a) Résoudre dans C I'équation (E): 2* —2z+2 =10
On désigne par =1 la solution de (E) dont la partie imaginaire est positive et
par z2l'autre solution de (E).

b) Dans le plan compléxe rapporté & un repére orthonormal (2. i, ¥} d'unité
graphique 2 cm, on considere les points A, B et C d'affixes respectives =1, =2
et v/3 + 1.Placer les points A,B et C.

Démontrer que le triangle ABC est équilateral.
2) Résoudre I'équation différentielle : ¥/ — 2y/ + 2y = 0.

) ola betc

3) On considére I'équation différentielle (1) : ay/ — by/ + cy =0,
1,5,6}

désignent trois paramétres, éléments de I'ensemble {11.2.3.

Pour déterminer a, b et ¢, on lance trois fois de suite un dé cubique parfaitement
équilibre dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note a chaque fois le
chiffre marqué sur la face supérieure du dé.

Le premier numeéro sorti donne la valeur de a, le deuxiéme donne la valeur de b
et le troisieme, celle de c.

a) Justifier que I'équation différentielle : @y — b_.fff + ¢ = 0. a pour solutions les
fonctions de la forme = — (Acosz + Bsinx)e’ o A et B sont des réel si et
seulement si 1 + i est solution dans (Cde I'équation du second degré en

@
Z, az" —bz+c =10,

b) Calculer la probabilité de I'événement : les solutions de (1) sont les fonctions
de la forme = —+ (Acosz + Bsinx)e’ A et B étant des constantes réelles.

EXERCICE 7 Algébre

1) Résoudre dans C : z* =1

3
/2 — V2
2) a) Développer (\’ v )
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b) Soit I'équation E: 2 = 4v2(—1 — 1)

U= ———
En posant V2 — iV/2, déterminer sous forme algébrique puis sous forme
trigonométrique les racines de I'équations E.

, . COs - g -
3) En déduire les valeurs exactes de 2 et 12

EXERCICE 8 Nombres complexes, transformations et suites
1
Soit (Un)new la suite géométrique de premier terme Us = 4 de raison 2

i T

W

Soit [Vi)ner la suite arithmétique de premier terme ~ det deraison 2

Pour tout entier naturel n, on note z. le nombre complexe de module U et dont
un argument est V5.

1) a) Exprimer Un et Vi en fonction de n.

b) En déduire zn.
L.
7 r . , ;o - . —1 .
2) Démontrer que (2x) est une suite géométrique de raison 2 et de premier
terme z, = 2v2 +i2v2

3) Soit (P) le plan complexe rapporté & un repére orthonormal directe (O, ¢, ¥/)
et M, le point d'affixe zn.

a) Déterminer la nature de la transformation F qui au point A4, associe le
point Ma+1 d'affixe Zn+1-

b) Donner ses éléments caractéristiques.
4) pour tout entier naturel n on pose Zn = Z01%2..... .
a) Exprimer en fonction de n un argument de Z.

b) Démontrer que si n est impair alors £ est réel.
EXERCICE 9 Similitude directe

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I'équation:

(E): 2%+ (1 =822 — (23 +4)Z —-3+24i = 0
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1) a) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure et la déterminer.
b) Montrer que 1 + 2i et —2 + 3i sont solutions de (£).

¢) Donner I'ensemble des solutions de (£,

2) Dans le plan rapporté & un repére orthonormal direct (O. LT

Soit les points . B et ¢ d'affixes respectives 1 + 22,3z, —2 + 31,

Soit G le barycentre des points 1. 5 et ¢ affectés des
coefficients respectifs 2. —2 et 1.

a) Montrer que les vecteurs G‘_-i GB et GC' ont pour affixes respectives

V2€'T, 21, gt v26' T gt que ces affixes sont, dans cet ordre, en progression

géométrique; déterminer la raison de cette suite.

b) En déduire qu'il existe une similitude directe qui transforme A en Bet B
en C.

EXERCICE 10 Nombres complexes et similitudes (04 pts)

Equations dans C et similitude(4 pts - 1999)
Dans I'ensemble C des nombres complexes on considére I'équation

(E): 22+ (3—-20)22 +(1—4i)2—1—-21 =0

1) a) Vérifier que (E) admet une solution réelle .

b) Achever la résolution de I'équation (E)

2) Dans le plan complexe on désigne par A,B,C les points d'affixes respectifs

za=—lzp=-24+1zp=1.

Zp — Z4
a) Déterminer le module et argument de Zc — £,

b) En déduire la nature du triangle ABC .

c) Donner le centre ,le rapport et I'angle de la similitude plane directe qui laisse
invariant A et transforme Ben C .
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EXERCICE 11 Equations dans C et similitude(4 pts)

A. On considére la fonction:
u: [0,0c[— R

r+1 2r
.r'—l‘_.rg—l

T + In

. . P li (
1) déterminer l'ensemble de définition de w; calculer ©(0) et o0 )

2) Etudier les variations de w. dresser son tableau de variations (il n'est pas
nécessaire de calculer la limite de w en 1)
3) Déduire des résultats précédents que:

a) Ve e [0, 1 ulx) =0

b) Vo €]l, +oc[,ulr) < 0

B) Soit g la fonction définie par :
g:[0,0c[—= R
r+1
r—1
1) Déterminer g (le domaine de définition de 9); puis étudier la limite de ¢
en 1.

r— rln

-

r+1 . 2
2) vérifier que r — 1 r— 1
(r—1 2
im E =Y 2y
Montrer que =+ 2 r—1
- lim glr) =
b) En déduire que =—+x Interpreter géomeétriguement ce résultat.

c) Dresser le tableau de variation de g.
d) Montrer qu'il existe un réel « unique appartenant a 19 1] tel que g(a) =0
Donner un encadrement d'ordre 1 de .

3) Tracer la courbe ©¢ de 9 dans le plan rapporté & un repére orthonormal (unité
=2.cm)

lr+1

: e flz) = I/ ——
C. Soit la fonction définie par Vi-z
1) Montrer que [ est dérivable sur [0, 1[ et que f'(x) = glz), ¥z € [0, 1]

2) Déterminer I'aire du domaine plan limité par la courbe (C'9): raxe des
abscisses; I'axe des ordonnées et la droite d'équationr = «v.

EXERCICE 12 Equations du second degrés dans C(04pts)
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Equations du second degré (04pts - 1998)

1/ Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 22 —2:+5=0

b) 2 —2(1+v3)2+5+2V3=0

2/ On considére dans le plan de orthonormal (O, 7, ¥} |es points A,B,C et D
d'affixes respectives.

Z_4=1—2;Z:Zg=l—mf§—i:zp=l—\fﬁ—i:ZD=1—2fﬁ:

a) Placer A,B,C et D dans le plan (P)

—ZD —Zs — i3
b) Vérifierque Z1— Zg  , en déduire la nature du triangle ABD

¢) Montrer que les points A,B,C et D appartiennent a un méme cercle,(C) dont
on preécisera le centre et le rayon.

3/ On considere I'équation (E) : =* — 2(1 + cosf)z + 5 + 4cost = 0

6 est un élément del®
a) Résoudre (E) dans C

b) Montrer que les points images des solutions de (£ appartiennent & (C)

EXERCICE 13 Equations dans C(04 pts)

Equations dans C (04 pts - 1997)
1) a/ Calculer le module et I'argument du nombre complexe :

2+ 2i\3
4

b/ En déduire ses racines carrées

2) Resoudre dans C I'équation suivante

722+ (V3 -T)Z —4(3+iv3) =0
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3) - Soit Z1. la solution imaginaire pur et Zz. l'autre solution , montre
Za — N

que £1 — 2i

[

4) - Dans le plan complexe, rapporté \'{a} un repére orthonormal (0. €1, €2), soit
A,B,C les points d'affines respectives (2i) Zi1.Zz2 préciser la nature du triangle
(ABC) en utilisant 1) a/.

EXERCICE 14 Etude d'une fonction composee

2X
3X+1

On note C sa courbe représentative dans un repeére.

On considere la fonction f définie par f(x) =

1) Déterminer I'ensemble de définition de f.

2) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et en déduire
les équations des asymptotes a la courbe C.

3) Etudier la derivabilité de f.

4) Etudier les variations de f.

5) Tracer les asymptotes a C puis la courbe C.

6) Veérifier a I'aide de la calculatrice graphique.

EXERCICE 15 Analyse Fonctions numériques

Partie A .
| o gle) = —2n(r+ 1)+ ——
Soit g la fonction définie par : r+1,
1. a. Déterminer Mg, puis calculer les limites de g aux bornes de M. 0, 75 pt

b. Calculer §', étudier son signe et dresser le tableau de variations de g. 1 pt
2. a. Calculer g(0) . Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet exactement deux
solutions dont ~ B

I’une que ’on désigne @ €] —0.72,=0.71[ 0,25+ 0, 5 pt

b. Déterminer le signe de g(x). 0, 5 pt

Partie B

Soit f la fonction définie par :

1. a. Montrer que 2 f = E et calculer les limites aux bornes de Df. 0, 75 pt
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b. Etudier la nature des branches infinies. 0, 5 pt
2. a. Etudier la continuité de fen -1 eten 0. 0, 5 pt

b. Etudier la dérivabilité de f en -1 et en 0 et interpréter graphiquement les
résultats.1 pt

, —zglr)

. fllr) = ———
3. a. Montrer que pour tout * €] — 1. +>[et # # O ona In?(z + 1)et
calculer f(x) sur | — o<, —1[. 0, 5 pt
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations. 1 pt
4. Soit h la restriction de f & [0. +o¢[,

a. Montrer gque h réalise une bijection de {tex}[0,+\infty[ sur un intervalle J a
préciser.0, 25 pt

b. Donner le sens de variation de #~1. 0, 25 pt
c. Construire Cfet c'h~'. 1, 25 pt
Partie C

) nlz+1) 1
mlzr) =

Soit m la fonction définie par x? rlr +1),

1. a. Déterminer les fonctions u et v telles que pour
tout = €]0, +ocl,m(z) = u'(x)v(r) + ulz)v'(x]) 0 25 pt

b. En déduire la fonction H définie sur 10, +o<[ telle que H'(x) = m(x) puis

2 :
-1
/ —lr.
calculer /1 flz) 0,75 pt

EXERCICE 16 Fonctions numériques
A) 1) En utilisant une intégration par parties, calculer pour tout réel a :
I()= [ et + 2)dt.

Jo (0,5 pt)

En déduire 1(x). (0,25 pt)
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2) Soit k une fonction dérivable sur IR. Considerons la fonction h telle
que hiz) =klzje ", r e K

On se propose de déterminer la fonction h de facon a ce qu’elle vérifie
les conditions suivantes, = € I :

Wiz)+hiz) =x+2

h(0) =2

a) Vérifier que ' = (z +2)e".. (0,5 pt)

b) En déduire k puis h. (0,25 + 0,25 pt)
B) I) 1) Etudier les variations sur I de la fonction g définie par :

gle) =z +1+e7.(01,5 pt)

2) En déduire que g(x) est strictement positif. (0,25 pt)

I1) Soit la fonction f définie sur I par :

fl@)=in(z+1+e7),

(C'r) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthonormé

(0.1,7)

1) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations. (02,5 pts)

2) Pour tout x strictement positif, on note M, le point de la courbe de la

fonction logarithme népérien d’abscisse x et N le point de (C's) de méme
abscisse.

r+ 2

, 0< MN < In(
a) Démontrer que " T ']. (0,25 pt)

b) Quelle est la limite de A/ NV quand x tend vers +oc. (0,25 pt)

2) a) Déterminer 1’équation de la droite de régression de Y en X. (01 pt)

3) a) Démontrer que : f(r) = —z +in(ze” +e" + 1), Ve € K. (0,5 pt)

b) En déduire que (C't) admet une asymptote oblique (&) au voisinage de —oc

et
déterminer la position de (€'r) par rapport a () pour x<-1. (0,25 + 0,25 pt)
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4) Construire (C'r) et (A) dans le repere (0.7, j). (01,5 pt)

EXERCICE 17 Fonctions numériques

A) On considére la fonction g définie par: g(x): 9(z) =1 —x* — Inz
1) Calculer g(1). (0,25 pt)

2) Etudier les variations de g. (02 pts)

3) Déduire de cette etude le signe de g(x) pour tout x de I'ensemble de définition
de Dg de la fonction g. (0,5 pt)

() — 9 g BT
B) On considére la fonction f définie par: /(@) E T
1) Préciser I'ensemble de définition £1 de f. (0,25 pt)

2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations. (02,5 pts)

3) a) Montrer que la courbe représentative (C) de f admet comme asymptote la
droite () d'equation ¥ = —= + 2. (0,25 pt)

b) Etudier la position de (C7) par rapport a (2] suivant les valeurs de x. (0,25
pt)

4) Déterminer les coordonnées du point A de (Cr)ou la tangente est paralléle
ala) (0,5pt)

5) Représenter dans un repére orthonormal (0. 0] (unite graphique : 2 cm) la
courbe (C't) et les droites asymptotes. (1 pt)

Equation différentielles intégrale
EXERCICE 18 Fonctions numériques

1) Soient les équations différentielles (£o) 1y’ +y =0
et (E),y +y=e Tcosr,
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a) Trouver les réels a et b pour que h soit solution de (E),
avec hlz) = (acosr + bsinr)e " (0,5 point)

b) Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f-h est solution de (£o).
(0,5 point)

¢) Résoudre (En). (0,5 point)

d) Déduire des questions précédentes la solution générale de (E). (0,5 point)
e) Déterminer la solution g de (E) telle que g(0) = 0. (0,5 point)

2) Soit | la fonction définie par (x) = e "sinz,

i coslr + —) . .
a) Exprimer 4" en fonction de cosx et sin X.

b) Etudier les variations de | sur [0 27],

2
I = [ Hx)dr
c) Calculer Jo :
EXERCICE 19 Etude de fonction et calcul d’aire
1. On considére la fonction f définie sur par :.f(r) = (1 +¢>7).

On note (C') sa courbe représentation dans un repére orthonormé (O. 1. j).
(Unité : 2 cm).
1) Soit h la fonction définie sur par :h(x) =1+ (1 —x)e* "

a) Etudier les variations de /1 (on ne déterminera pas de limites aux bornes
de Dh).

b) En déduire le signe de {x) sur B
2) a) Etudier les limites de f en +oc et —oc.
b) Préciser la nature de la branche infinie de f en —oc.

lim [flz)—=2] . . , .
c) Calculer z—++= ge ], puis interpréter le resultat obtenu.

d) Préciser la position de (€'} par rapport & la droite & : y = .

3) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que f admet une bijection réciproque notée £~ définie sur R.
c) /' estelle dérivable en 4 ?

d) Etudier la position de (€] par rapport & sa tangente au point d'abcisse 2.
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e) Construire (') (On tracera la tangente & (C') au point d'abscisse 2.

f) Construire () courbe de £~ dans le repére précédent.

I1. Soit A un réel strictement positif. I, est la région du plan délimitée par les
droites d'équations respectives = = 0 et = = X et les courbes d'équations
respectives :

y=flrjety ==

Soit alA) l'aire de Raen cm?.

1) Calculer a(A) en fonction de .

) i a= lim alA) , ) ,
2) Déterminer T—+00 . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

EXERCICE 20 Etude de fonction et bijection

PARTIE A
Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :

flz) = lt— —In(1+€")
4 !:'I
1) a) Etudier les variations de f.

lim [f(z) —1+2]=0
b) Montrer que im [f(z) ']

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f? Tracer cette courbe
(Unité: 2 cm).

c) Montrer que f réalise une bijection de | —2¢. +0c[ syr |—oc. 0]

2) soit g la fonction de la variable réelle x définie par : glz) =€ "In{l +¢*).
a) demontrer que g est dérivable sur &

b) Montrer que quel que soit le réel x, g/(x) = e *.f(x)

lim g(x) =0 - () —
¢) Montrer que .r—-r—f_x-,j‘ / ot |ll,1—111 glr) =1

d) Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative dans le repére

précédent.
1 et
3) a) Montrer que 1 + e* T l4e
b) A tout réel A, on associe le réel (A} =, Justifier I'existence de Z(A).
Calculer I(A) 3 l'aide d'une intégration par parties.

lim T({A).
c) Calculer r—+x=c

PARTIE B
1) Montrer que g est une bijection de Rsur un intervalle .7 a préciser.
2) a) Calculer 9(0),
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b) Montrer que g~ est dérivable au point [n2.
c) Déterminer I'équation de la tangente & C's—1 au point d'abscisse /n2.

EXERCICE 21 Etude de fonction et calcul d’aire

(z) (2r —1)e® —2x + 2
- - 7 - - \.IEI. - - -
Soit ./ la fonction définie par :° et — 1

1) Déterminer I'ensemble de définition Df de la fonction f et trouver les trois
i
flz) =axr + b+

réels a, b et c tels que, pour tout x de L2 f, on ait : et —1°
2) Déterminer les limites de .f aux bornes de Df.
3) a) Déterminer la fonction dérivee de f.

b) Résoudre dans {tex}\mathbb{R}
{/tex} I'équation : 2e*" — He” + 2 = 0.

¢) En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variations de f.

4) On appelle (C) la représentation graphique de la fonction f dans un plan
muni d'un repére orthonormal (2,7, j) dont l'unité est 2 cm.

Démontrer que les droites d'équations respectives :¥ = 2r — let y = 21 — 2
sont des asymptotes de (') respectivement en +oc et en —oc.

Préciser l'autre asymptote.

5) Soit x un réel de Df, on considére les deux points M et M' de (€'} d'abscisses
respectives x et -x, déterminer les coordonnées du milieu 2 de segment [M M 7],
Que peut-on en déduire pour la courbe (C')?

6) Tracer la courbe (C).

7) a) trouver les réels « et 7 tels que, pour tout réel x de I'ensemble Df on fait :

. e
flr) =2r+a +

et — 1

b) Soit k un réel supérieur ou égal & 2. Déterminer l'aire -1(%) en ¢m? de
I'ensemble des points du plan dont les coordonnées (x;y) vérifient:
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m2<r<Inket2r—1<y< flzr)

lim A(k)
c) Calculer k—+= :

EXERCICE 22 Intersection d’une droite et d’une courbe (12 pts)

On considere la fonction g défini par :
glr) =x(1 —In ) siz = 0
gl0) =0

Ou Inx désigne le logarithme népérien de X, on appelle sa courbe représentative
dans un repére orthonormal (O, 7.7,

1. a) Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur son ensemble de définition.
b) Etudier les variations de g.

c) Tracer (C).

2. a) Soit a un réel appartenant a I’intervalle 0. e[,

Calculer a I’aide de deux intégrales par parties, 1’aire .4(«) du domaine plan
limité par I’axe des abscisses, la courbe ( C ) et les droites d’équations
respectives :

r=a et r=e¢

lim Ale)
b) Calculer a—o+ '

3. a) Déterminer les coordonnées des points d’intersections de la courbe ( C ) et
la droite (&)t y =

b) Pour quelles valeurs de m la droite (2m) : y = mx | recoupe-t-elle la courbe
C en deux points MietMy autres que 0 ?

¢) La droite (2mJcoupe la droite D d'égaution = = e en P. Montrer que.

OMzOM; = 0 P2
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4. a) Montrer que la restriction h de la fonction g & I'intervalle [¢: +2¢[ admet
une réciproque /2~ 'dont on précisera I'ensemble de définition.

b) Sur quel ensemble ;1 'est-elle dérivable ?

Calculer (e*): en déduire (;1—1} (‘:2}.
7.7

c) Construire la courbe de 1~ 'dans un repére (O.

EXERCICE 23 Nombres complexes et suites numériques

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O. €1, €2),

k31

m v
S est la similitude plane directe de centre O, d’angle 2 etde rapport 2.
Soit M le point d’affixe z et M’ le point d’affixe z” avec M’ =S (M).
1) Exprimez z’ en fonction de z. (0,5 pt)

2) On définit la suite des points (M )Jxen de la facon suivante :

My daf fize zp=1+1
M, = S(Mp—1) pour n =1

zn est ’affixe de My, pour tout entier naturel n.

a. Déterminer les affixes des points M. M2 et M (01,5 pt)
b. Exprimer z:en fonction de zn-1pour = = 1. (0,5 pt)

( | \Iﬁ) il

J.T 0

c. En déduire que \ ~ . (01 pt)
d. Soit @ = |Zn| montrer que ax est le terme général d’une suite géométrique
dont on précisera la raison et le premier terme. (01 pt)
e. Etudier la convergence de la suite (), € IV, (0,5 pt)

EXERCICE 24 Probléme Synthése

PARTIE A : (03,25 points)
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I
S P
Soit g la fonction définie dans 10, +8[ par : "~ )=——7 =1

!
1) a) Déterminer I’ensemble de définition ¢ de g. (0,5 point)

b) Calculer les limites de g aux bornes de 4. (0,75 point)

(Pour la limite au voisinage de 1, on pourra poser h = x —1).
2) Déterminer g’, la fonction dérivée de g, et dresser le tableau de variations de
g. (01 point)

3) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution a telle que 4 <a <
5. (0,5 point)

4) Déduire de 1’étude précédente le signe de g sur Dg. (0,5 point)

PARTIEB : (06,75 points)
Fx) In|r—1|
< s . P rl=— . -
On considere la fonction f définie par: * r  ,sir=0
flz) = —t

et + 3T+ 2 six=0
1) a) Vérifier que f est définie sur IR \ {1} et calculer les limites de f aux bornes
de son ensemble de définition. (01 point)

b) Préciser les droites asymptotes & €7, la courbe représentative de f dans un
repére orthonormal. (0,5 point)
2) a) Etudier la continuité de fen 0. (0,5 point)

lim n(l—xz)+x 1
b) On admet que : -0+ 2 2

o f@) =0
m — = — .

Montrer que : x—0- 0 6 .(0,5 point)

Donner I’interprétation graphique de ces résultats. (0,5 point)

3) a) Montrer que Ja) = « — 1 (0,25 point)

b) Calculer f ’(x) sur les intervalles ou f est dérivable puis dresser le tableau de
variations de f. (01 point)
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4) Construire 1 dans un repére orthonormé (O, I,J) , unité graphique 2 cm.
(01,5 point)

On pourra prendre & = 4,5

On placera les points d’abscisses —1 ;0 ; 2 et 5. |
5) a) Déterminer les réels a et b tels que pour tout * € B{—2:—1} onait:

—6T _a
P +3r+2 r+2 x+1(025point)
b) En déduire que :
—6e* —12e77  Ge "
e +3eT+2  1+2e7  1+e T (0,25 point)

c) Calculer I’aire du domaine du plan limité par (C7) , Paxe des abscisses et les
droites
d’équations respectives x = - In 2 et x = 0. (0,5 point)

EXERCICE 25 Probléme Synthese
Les résultats de la partie A seront utiles dans la partie B.
PARTIE A
e —z —1
lim ——— =10
1) Montrer que ) T (0,5 pt)
2) Soit K :

[0; +oc[— K

r— r(l —Inx)

k est-elle continue sur ]9: +oc[ 2 Justifier la réponse. (0,5 pt)

Soit K : J0: +oc[— R

r— —r° — —r'lna

Vérifier que K est une primitive de k, dans 0: +oc[ . (0,25
pt)

PARTIE B

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O.7.j) (unité graphique 2 cm).
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e —r—1 si <0

flt.a'_‘,l={ Ine si a-
Soit la fonction f définie par rinz st x>0

Déterminer Df, le domaine de définition de f. Puis calculer les limites de f aux
bornes de 7. (0,75 pt)

1) Etudier la continuité de fen0. (0,5 pt)

2) Etudier la dérivabilité de fen 0. Interpréter géométriquement les résultats.
(0,1 pt)

3) Donner les domaines de continuité et de dérivabilité de f.
(02x 0,25 pt)

4) Calculer la dérivée de f sur son domaine d’existence et étudier son signe.

(01 pt)
5) Dresser le tableau de variations de f. (0,5 pt)
6) Montrer que la droite (A) d’équation : ¥ = —= — 1 est une asymptote de la

courbe-C'r. de f dans(©O.7.7) quand x tend vers —oc. (0,25 pt)

7) Préciser la nature de la branche infinie de (C), guand x tend vers +oo.
(0,25 pt) o

8) Représenter graphiquement la courbe (€], dans le repére (0,1, ).
Préciser I’allure de la courbe au point d’abscisse 0 et tracer (A). (02 pts)

1
9) Soit h la restriction de f a [z_f +o0f
1

e

[

—“DC[

a) Montrer que h réalise une bijection de sur un intervalle J a

préciser. (0,5 pt)
b) Représe_:nEer graphiquement (Ch-1), la courbe représentative de /1~
dans (O.4,7) | a

Iaide de (Cf)(Cr). (0,5 pt)

1
10) Soit -11. I’aire du domaine du plan délimité par'E PRl
courbe -(C's). et

la droite -(D). d’équation : y = x.
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a) Calculer <11 (0,5 pt)

b) En déduire I’aire -12. du domaine du plan délimité par les droites

1 1
d’équations respectives : © ¢ 7~ ¢, ladroite (D) et la courbe (Ch-1).(0,5
pt)
EXERCICE 26 probleme Synthese

Les parties A et B du probleme ne sont pas indépendantes.
PARTIE A

1) Etudier sur IR le signe de 4e*"5¢” + 1. (0,5 pt)

2) Soit ¢ la fonction définie par ; ¢(x) = lnz — 2z + 2,

a) Déterminer son domaine de définition ¢ et calculer ses limites aux bornes
de Ds. (0,75 pt)

b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations. (01 pt)

¢) En déduire son signe. (0,25 pt)

PARTIE B

Soit f la fonction définie par :

On deésigne par (Cf) 1a courbe représentative de f dans un repere orthonorme
d’unité 2 cm.

a) Déterminer 7 le domaine de définition de f.(0,5 pt)

b) Calculer les limites de f aux bornes de Dy et étudier les branches infinies
de (Cr).(01 + 0,5 pt)
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c) Etudier la position de (C7) par rapport a I’asymptote non paralléle aux axes
dans | — 2, U] (0,25 pt)

2) a) Etudier la continuité de f en 0.(0,25 pt)

b) Etudier la dérivabilité de f en O et interpréter graphiquement les résultats.
(0,25 + 0,25 pt)

3) Déterminer la derivée de f et dresser le tableau de variations de f. (0,5 + 0,5
pt)

4) Construire dans le repére les asymptotes, la courbe (C) et les demi-
tangentes. On remarquera que f(1) =0 et £(1) = 0.(02 pts)

5) Calculer en em? I’aire du domaine délimité par (€', 1a droite d’équation y =
X et les droites d’équations x = - In8 et x = - In4. (0,5 pt)

EXERCICE 27 Probleme Synthese

Fla) = 3(x—1)°

. Soit la fonction définie sur g par: * " 3?41 .

1°) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. (0,5pt)
2°) Déterminer la dérivée de f, étudier son signe et dresser le tableau de
variation de f.(01,5 pt)

3°) Montrer que I’équation f(x) = 1 admet une solution et une seule o € R.

En déduire que 3 < o < 4.(1 pt)

, 3(In|z| —1)°
. . o glz) = —— .
1. Soit la fonction g définie par 3ln x| +1

1°) a) Montrer que g est définie sur IR*.(0,5 pt)

b) Démonter que g est la composée de la fonction f et d’une fonction h a
préciser.(0,25 pt)

c) Etudier la parité de g.(0,25 pt)

d) On note Pr =]0: +oc],
Soit k la restriction de g a k.

Calculer les limites de k aux bornes de £2g. Etudier les branches infinies.(1 pt)

2°) a) En utilisant les questions I) et 11 1) b.
Calculer k' (x) et étudier les variations de k sur Dg. (0,5 pt)
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Dresser le tableau de variation de k sur D£.(0,5 pt)

b) Déterminer le point d’intersection de la courbe de k avec 1’axe des abscisses
et préciser le signe de k.(0,5 pt)

3°) a) Montrer que k réalise une bijection de 10: +o¢[ sur un intervalle J &
préciser.(0,5 pt)

b) Construire les courbes (Ci) et (C ') ¢ étant la courbe représentative de la
bijection réciprogue %! de k dans un repére orthonormé ; unité graphique : 1
cm.(1 pt)

Tracer la courbe de g dans le repére précédent.(0,5 pt)

EXERCICE 28 Fonction et suites numériques
1.a - Etudier les variations de la fonction f définie sur | — 1: +00]
par: flz) = 2in{z + 1). (01,5 point)

), unité: 2

Tracer sa courbe représentative (C) dans le repéere orthonormal ([]’ h

cm. (01 point)

1.b - Démontrer que sur [2: +oc[ la fonction |, définie par I(x) = f(x) — r, est
bijective et I'équation /() = 0 admet une solution unique ».(01 point)

2 - On considere la suite (V5 )ne 1w définie par :

Unp =5
L‘r”—]_ = EIF.H-IZJ. T L‘r”_].l

2.a - Sans faire de calcul, représenter les quatre premiers termes de la suite sur le
graphique. (0,5 point)
2.b - Démontrer par récurrence que pour tout n, U = 2, (0,5 point)

| <

9
2.c- Montrer que, pour tout x de l'intervalle [2: +o<f, |/ () 3(0,5 point)

2
|U:|—1 _)'L| = E|L

L n— A i
2.d- En déduire que pour tout n, on a: |, (0,5 point)

1

|U”_1 - }'l| E 2 (_

que 3) , et que la suite (Un) converge vers A. (0,5 + 0,25

point)

7 =~ 1n—2
2.e - Déterminer le plus petit entier naturel p tel que |Up — Al = 1077
Que représente Uy pour A.(0,25 + 0,5 point).

EXERCICE 29 Probabilité
A DP’occasion de ses activités culturelles, le FOSCO d’un lycée organise un jeu
pour le collectif des professeurs. Une urne contenant 4 boules rouges et une
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boule jaune indiscernables au toucher est placée dans la cour de 1’école. Chaque
professeur tire simultanément 2 boules de 1’urne.

- Si les deux boules sont de méme couleur, il les remet dans 1’urne et procede “a
un second

tirage successif avec remise de 2 autres boules.

- Si les deux boules sont de couleurs distinctes, il les remet toujours dans 1’urne,
mais dans

ce cas le second tirage de 2 autres boules s’effectue successivement sans

remise.

1. Calculer la probabilité des évenements suivants :

A : Le professeur tire 2 boules de méme couleur au premier tirage. 0, 25 pt

B : Le professeur tire deux boules de couleurs différentes au premier tirage. 0,
25 pt

C : Le professeur tire deux boules de méme couleur au second tirage sachant que
les boules

tirées au premier tirage sont de méme couleur. 0, 5 pt

D : Le professeur tire deux boules de méme couleur au second tirage sachant
gue les boules

tirées au premier tirage sont de couleurs distinctes. 0, 5 pt

E : Le professeur tire 2 boules de couleurs distinctes au second tirage sachant
que les boules

tirées au premier tirage sont de couleurs distinctes. 0, 5 pt

F :Le professeur tire 2 boules de couleurs distinctes au premier et au second
tirage.0,5pt

2. Pour le second tirage, chaque boule rouge tirée fait gagner au FOSCO 1000 F
et chaque

boule jaune tirée fait gagner au collectif des professeurs 1000 F.

Soit X la variable aléatoire a laquelle on associe le gain obtenu par le FOSCO.
a. Déterminer les différentes valeurs prises par X et sa loi de probabilité. 1 pt

b. Déterminer la fonction de répartition de X. 1 pt

3. Etant donné que le collectif est composé de 50 professeurs qui ont tous joué
indépendamment

et dans les mémes conditions, déterminer la probabilité des événements suivants

G : le FOSCO réalise un gain de 100 000 F. 0, 5 pt
H : le collectif des professeurs réalise un gain de 100 000 F. 0, 5 pt
| : Ni gagnant, ni perdant. 0, 5 pt

EXERCICE 30 Probabilité

Le 1), 2) et 3) de cet exercice sont faits chacun de quatre affirmations. Dire pour
chacune de ces affirmations si elle et vraie ou fausse.

1) L’événement contraire de « A sachant B » est : (0,5 pt)

a) A sachant B b) A sachant B
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C) .Asachant B d) A.
2) Soient E et F deux événements indépendants d’un méme espace probabilisé,

ona: (0,5 pt)
a)p(E/F) =0
b) plEUF)=pFE)xplF)+plF)

c) pENF)=0

d) p(E/F) = 1.
3) Une variable aléatoire X suit une loi binomiale de parametres n et p ou n=4
et P E][:I: J-[
B 1
a)si ¥ 2 alors p(X =2) =2p(X =1),
1 1
== X =3) = -
b)5|"r :zalors‘r‘ 4
1
. Pp== A
C) si 2alors plX > 1) =1,

2
d) si plr = 1) =8p(X = 0) alors F=3 (0,75 pt)

4) Le plan (P) est rapporté au repére orthonormé direct (O, 1, V). A et B sont
deux points du plan (P) d’affixes respectives z.1 et zg. Considérons M et M’
deux points du plan (P) distincts de A et B.

Notons z et z’ les affixes respectives de M et M.

Interpréter géométriqguement les résultats ci-dessous :

a) |z — za| =1(0,25 pt)
b) [z — za| = [z — 28| (0,5 pt)
¢) I#'| = |24 — 251 (0,5 point)
P k2 | R Gl |
d)y Iz = = zgl[7]. (0,5 pY)
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EXERCICE 31 Probabilité

Une boite contient 8 cubes indiscernables au toucher dont un rouge numéroté 1,
trois rouges numerotés 2; deux verts numérotés 1, un vert numéroté 2 et un
jaune numéroté 2.

A) Question de cours

Rappeler la définition de deux événements indépendants d’un espace
probabilisé (€2, P(£2), p). (01 point)

B) Un enfant choisit au hasard et successivement sans remise deux cubes de la
boite.

On admettra que la probabilité de choisir un cube est indépendante de son
numéro et de sa couleur.

1) On note : A, I’événement : « Obtenir des cubes de couleurs différentes » ;

B, I’événement : « Obtenir au plus un cube portant le numéro 2 ».
a) Calculer la probabilité de A. (0,25 point)
9

b) Vérifier que la probabilité de B est égale a 14(0,25 point)

c) Les évenements A et B sont-ils indépendants ? (0,25 point)

2) Soit X la variable aleatoire égale au nombre de cubes rouges tirés par
I’enfant.

a) Déterminer la loi de probabilité de X. (0,75 point)

b) Calculer I’espérance mathématique de X. (0,25 point)

c¢) Calculer la variance de X. (0,25 point)

C) L’enfant tire cette fois simultanément trois cubes de la boite.

1) Déterminer la probabilité de 1I’événement C : « Obtenir au plus un cube
portant le numéro 2 ». (0,25 point)

2) L’enfant répéte n fois 1’expérience, en remettant dans la boite les cubes tirés
avant de procéder au tirage suivant.

On note P, la probabilité de I’événement Ly« C soit réalisé au moins une fois »

Exprimer P» en fonction de n. (0,25 point)

. . oy . lim p,
3) Etudier le sens de variation de la suite (Px)n € I¥ et calculer n=+oo’ . (0,5

point)

EXERCICE 32 Probabilités et suite numériques
I. On considére €2 I’univers associé a une expérience aléatoire, A et B deux

événements. Dans le cas d’équiprobabilité rappeler la probabilité des
événements suivants :

A, Asachant, B, AN Bet (ANB)U(ANB) (2 pts)
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I1. Une société de distribution d’¢électricité ayant une production insuffisante en
électricité pour assurer une alimentation continue dans tout le pays, procéde a
des délestages.

Ainsi, a partir d’un certain jour, les délestages ont débuté dans la ville a un
rythme decrit comme suit :

— le premier jour, la ville est délestée.

— Si la ville est délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestée le jour

)

| b

suivant est 9.

— Si elle n’est pas délestée un jour, la probabilité qu’elle soit délestee le jour
5]

suivant est 6.

On désigne par Dr ’événement : « La ville est délestée le n*™ jour » et Px la
probabilité de I’événement D, Pn = p(Dhy)

1°) Montrer les égalités suivantes :

6. (0,75 pt)

| @

f“:Dn—lf'fDn.] = . f“:Dn—lffD_n.] =

e Iy ]

plDy)=1:

2°) Exprimer Pn+1 en fonction de P(Dn+1 1 Dy) et P(Dus1 1 Dy) (0,5 pt)

3°) En déduire que, quel que soit n € I¥*, on a:

11 D
il = —— - Pn

187" 6.(0,25 pt)

90
= OpPp—

4°) On pose 29, pour n € IN*,

a) Montrer que la suite (Un) est géométrique. Préciser sa raison et son 1
terme.(0,75 pt)

b) Exprimer Uy puis P» en fonction de n.(1 pt)

¢) Un match de football doit se jouer le 20 jour. Quelle est la probabilité pour
que les habitants de la ville le suivent sans délestage ?(0,5 pt)
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EXERCICE 33 probabilité élémentaire-variable aléatoire

Un tiroir contient, péle-méle, 5 paires de chaussures noires, 3 paires de
chaussures vertes et 2 paires de chaussures rouges. Toutes les paires de
chaussures sont de modeéles différents, mais indiscernables au toucher.

1) On tire simultanément 2 chaussures au hasard et I’on admet 1’équiprobabilité
des tirages.

a) Calculer la probabilité de I’événement A : « tirer 2 chaussures de la méme
couleur ». (0,5 pt)

b) Calculer la probabilité de 1’événement B : « tirer un pied gauche et un pied
droit ». (0,5 pt)

) Montrer que la probabilité de I’événement C : « tirer les deux chaussures d’un
méme

1
modele » est 9. (0,25 pt)

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu’une paire de chaussures noires et une
paire de chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure
du tiroir jusqu’a ce que le tiroir soit vide. On note X la variable aléatoire égale
au rang d’apparition de la deuxiéme chaussure noire.

a) Justifier que X prend les valeurs 2, 3, 4. (0,5 pt)

- N 1
i ihitA }!‘-F:g:_ }LFZ:;:—
b) Montrer que la loi de probabilité de X est : Pl =5 P ) =

E'H:_:'Lr = -I:I =

—_

b |

et 2. (0,75 pt)

c) Calculer son espérance mathématique et son écart-type. (0,25 + 0,25 pt).

EXERCICE 34 Variable aléatoire Probabilité
Une ume contient quatre jetons qui porltent le nombre 1, deux qui portent le
nombre e et six qui portent le nombre ¢

On tire successivement avec remise deux jetons de lI'urne et on note par x et y les
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nombres lus,
respectivement sur le premier et le deuxiéme jeton tirés.

A cette expérience, on associe le point M d'affixez=Inx+1ilIny.

1) Le plan étant muni d'un repere orthonorme ( : J) déterminer la probabilité

de chacun des événements suivants :

A: "M appartient a I'axe des abscisses" ; (0,5 point)
B : "M appartient a I'axe des ordonnées" ; (0,5 point)
C : "M appartient aux deux axes™ ; (0,5 point)

D: "M n'appartient a aucun des axes" ; (0,5 point)

— — —
E: "l'angle (”'U' J )est égala 4 ": (0,5 point)

F : "le point M appartient au cercle trigonométrique™. (0,5 point)

2) Soit X la variable aleatoire réelle qui a chaque tirage associe la distance OM.
a) Déterminer la loi de probabilite de X. (01 point)

b) Déterminer la fonction de répartition de X. (01 point).

EXERCICE 35 Probabilités conditionnelles-variables aléatoires

On dispose de trois urnes U1, Uz et Us,

Ui contient 3 boules vertes et 2 boules rouges ;

Us contient 4 boules vertes et 5 boules jaunes ;

Us contient 5 boules jaunes, 4 boules rouges et 1 boule verte.

Description de I'épreuve
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L'épreuve consiste a tirer une boule dans 1.

Si elle est verte on la met dans 2 puis on tire une boule dans L.
Si elle est rouge, on la met dans Uz puis on tire une boule dans Us.

Questions

A) 1) Calculer la probabilité d'avoir une boule verte au deuxiéme tirage sachant
que la premiere tirée
est verte. (0,5 point)

2) Calculer la probabilite d'avoir une boule verte au deuxiéme tirage sachant que
la premiére est rouge. (0,5 point)

3) En deduire la probabilité d'avoir une boule verte au deuxiéme tirage.
4) Calculer la probabilité d'avoir une boule jaune au second tirage.

5) Calculer la probabilité d'avoir une boule rouge au deuxieme tirage. (01 point)
(0,5 point) (0,5 point)

B) Au cours de cette épreuve si on obtient au deuxiéme tirage :
- Une boule verte, on gagne 1000 F
- Une boule jaune, on gagne 500 F

- Une boule rouge, on perd 500 F

Soit X la variable aléatoire qui, a chaque boule obtenue au second tirage, associe
un gain défini ci-dessus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Calculer I'espérance mathématique de X. (0,5 point)
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C) Cette épreuve est faite par chacun des 15 éleves d'une classe dans les mémes
conditions et d'une maniere indépendante. Les résultats seront donnés au
centieme pres par défaut.

1) Calculer la probabilité pour que 8 éléves obtiennent une boule verte au
deuxiéme tirage. (0,5 point)

2) Calculer la probabilité pour que seulement les 8 premiers obtiennent une
boule verte au deuxieme tirage. (0,5 point)

3) Calculer la probabilité pour qu'au moins un éleve ait une boule verte au
second tirage. (0,5 point).

EXERCICE 36 Variable aléatoire

Un porte-monnaie contient quatre pieces de 500 F CFA et six piéces de 200 F
CFA. Un enfant tire au hasard et simultanément 3 pieces de ce porte-monnaie.

1) Calculer la probabilité de I'événement A:"tirer trois pieces de 500 F".

2) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de pieces de 500F figurant parmi
les trois pieces tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Calculer I'espéerance mathématique et I'écart-type de X.

3) L'enfant répete cinq fois I'expérience en mettant chaque fois les trois pieces
tirées dans le porte-monnaie.

Quelle est la probabilité que I'événement A se réalise trois fois a I'issue des cinq
tirages ?

EXERCICE 37 Maladie du Sida Probabilité

Dans un pays donné, la maladie du Sida touche cing pour mille de sa population.
Des études statistiqgues montrent que la probabilité pour un individu d'avoir un
test positif a cette maladie sachant qu'il est malade est U, 8 et celle d'avoir un test
négatif sachant qu'il n'est pas atteint par la maladie est U. 9,

On note TI'événement "avoir un test positif a cette maladie"
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A 1'événement "étre malade"
A est I'événement contraire de Af
On rappelle que pour tous événements A et Bona:

(#) A= (AN B)U(AN B)et PalB) désigne la probabilité de Bsachant A
1) a) Réécrire la relation (*) pour 4 = T et B = Af puis pour

A=M etB=T,

b) En déduire que P(M NT) = P(M) [1 = Py(T)]

2) Calculer la probabilité pour qu'un individu ait un test positif a cette maladie.

3) a) Calculer la probabilité pour gu'un individu soit malade sachant qu'il a un
test positif a cette maladie.

b) Calculer la probabilité pour qu'un individu soit malade sachant qu'il a un test

négatif a cette maladie.
On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.

EXERCICE 38 Epreuves de Bernoulli (04 pts) Probabilité

Une urne contient 10 jetons numeérotés de 1 a 10.

Une partie consiste a tirer successivement et sans remise 2 jetons de l'urne et a
noter dans I'ordre les deux nombres inscrits. Tous les tirages sont supposés
équiprobables.

1. Quelle est la probabilité des évenements

A = "les nombres inscrits sont strictement inférieur a 5"

B = "le premier nombre inscrit est strictement supérieur au double du second".
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2. Un joueur effectue 7 parties successives, les parties étant supposées
indépendantes, quelle est la probabilité pour que a l'issue de la 7¢™ partie
I'événement B soit réalisé 2 fois exactement ? au moins une fois ?

EXERCICE 39 Variable aléatoire (05 pts)

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. | i
Lorsqu'on tire au hasard un jeton de I'urne , on note Pi & € {1,2,3,4.5.6} |3
probabilité de tirer le jeton numérote i.

On suppose que les nombres 1 :P2 P2 . Ps - P5 €t pssont dans cet ordre en
1
progression arithmétique de raison 30

1

=13

1-a) Montrer que
b) En déduire p2 .pz .pPs .Ps . Pe

2) On tire trois fois de suite et avec remise un jeton de cette urne, on désigne
par X la variable aléatoire égale au nombre de jetons portant un numéro pair.

a) Déterminer la loi de la probabilité de X.
b) Déterminer I'espérance mathématique de X puis son écart-type.

3) Un joueur tire simultanément 2 jetons et note S la valeur absolue de la
différence des numéros que portent les 2 jetons tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de S.

b) On gagne a ce jeu lorsque 2 U éterminer la probabilité de gagner.

EXERCICE 40 Variable aléatoire (04 pts)

Dans un jeu de 32 cartes on a quatre "couleur” : pique, tréfle, carreau et coeur ;

Chaque "couleur"comprend huit cartes dont une carte as.
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1) On tire simultanément 3 cartes d'un jeu de 32 cartes bien battu. Calculer la
probabilité de chacun des événements suivants :

A : "Les trois cartes sont des as"
B : "Il y aau moins 2 couleurs" parmi ces 3 cartes.

C:"ll y a pas d'as parmi les 3 cartes".

2) On tire successivement avec remise 3 cartes du jeu de 32 cartes .Le nombre
de coeurs tirés définit une variable aléatoire X. Déterminer I'ensemble des
valeurs prises par X ; la loi de probabilité de X et son espérance mathématique.

EXERCICE 41 Statistiques

Au Sénégal une entreprise veut vérifier 1’efficacité de son service de publicité.
Elle a relevé chague mois durant une période de 6 mois les sommes X
consacrées a la publicite et le chiffre d’affaire constaté¢ Y (X et Y sont en
milliards de FCFA).

On donne le tableau ci-dessous :

Rang du mois 1 2 3 4 5 6
X 12 05 1 1 1.5 18
Y 19 49 100 | 125 | 148 181

Les résultats seront donnés au centieme pres.
Le détail des calculs n’est pas indispensable. On précisera les formules utilisées.
1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de X et Y. (01 pt)

b) Déterminer la somme qu’il faut investir en publicité si I’on désire avoir un
chiffre d’affaire de 300 milliards si cette tendance se poursuit. (0,5 pt)

EXERCICE 42 Statistiques a deux variables
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Le tableau statistique ci-dessous donne le degré de salinité Yi du Lac Rose
pendant le ieme mois de pluie, noté Xi.

xi | 0 1 2 3 4
vi | 4.26 | 3.4 | 2.01 | 1.16 | 1:01

Dans ce qui suit il faudra rappeler chaque formule le cas échéant, avant de faire
les calculs. On donnera les valeurs approchées par exces des résultats a 10-3
pres.

1) a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de cette série (X, Y) et
interpréter le résultat. (01,5 point = 0,25pt + 1,25pt)

b) Quelle est 1’équation de la droite de régression de Y en X. (0,5 pt = 0,25pt +
0,25pt)

c) Cette équation permet-elle d’estimer le degré de salinité du lac au 6iéme mois
de pluie, le cas échéant ? Justifier la réponse.  (0,25pt)

2) On pose Z =InlY —1)

a) Donner le tableau correspondant a la série (X, Z). Les résultats seront
arrondis au millieme prés. (0,5 pt)

b) Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette série (X ,Z). (01,5 point
= 0,25pt + 1,25pt)

c) Donner 1’équation de la droite de régression de Z en X, puis exprimer Y en
fonction de X. (0,5 pt =0,25pt + 0,25pt)

d) Utiliser cette équation pour répondre a la question 1/c). (0,25pt)

EXERCICE 43 statistiques a deux variables

Une étude sur le nombre d’années d’exercice X, des ouvriers d’une entreprise et
leur salaire

mensuel Y en milliers de francs, a donné les résultats indiqués dans le tableau
ci-dessous avec des données manquantes désignees par a et b.
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X 2 6 10 14 18 22

Y
75 a 5 0 0 0 0
125 0 7 1 0 2 0
175 2 0 9 8 15 -
225 0 1 0 3 b 1

1) Déterminer a et b pour que la moyenne de la série marginale de X soit

296 3450
égale a 59 et celle de la série marginale de Y soit 59 . (0,25 + 0,25 pt)

2) Dans la suite, on suppose que a = 40 et b = 20. A chaque valeur ; de X on
associe la moyenne ; de la série conditionnelle : Y/X =z;, On obtient ainsi la
série double (X, M)

définie par le tableau ci-dessous. Les calculs se feront a deux chiffres apres la
virgule.

X | 2 6 10 ] 14 | 18 | 22
M| 80| 115 | 170 | 189 | 199 | 185

a) Calculer le coefficient de correlation de X et M puis interpréter le résultat.
(01,75 pt)

b) Déterminer 1’équation de la droite de régression de M en X. (0,5 pt)

) Quelle serait le salaire moyen d’un ouvrier de I’entreprise si son ancienneté
était 30 ans, si cette tendance se poursuit. (0,25 pt)

EXERCICE 44 Nuage de points

Dans cet exercice, le détail des calculs n'est pas exigé. On donnera les formules
utilisées pour repondre

aux questions. Les résultats seront donnes a 10-1 pres.

Le tableau ci-dessous donne le poids moyen (y) d'un enfant en fonction de son

age (x).
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x(annees) [a |1 |2 |4 |7 [11 |12
k) 13516595 14] 20132534

1) Représenter le nuage de points de cette série statistique dans le plan muni du
repere orthogonal.

(01 point) Unité graphique: en abscisse 1 cm pour 1 année et en ordonnée 1 cm
pour 2 kg.

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G puis placer G.

3) a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. b) Interpréter votre
résultat.

4) Donner une équation de la droite de régression (D) de yen x. Tracer (D).
(0,5 point) (0,5 point) (0,5 point)
(0,5 point) (0,5 point)

5) a) Déterminer graphiquement, a partir de quel age le poids sera supérieur a 15
kg. Expliciter votre raisonnement. (0,5 point)

b) Retrouver ce resultat par le calcul. (0,5 point)

EXERCICE 45 Corrélation et droites de régression (3 pts)

1) (X,Y) est une serie statistique double. Soit (D) la droite de régression de Y
en X.

Soit (D) la droite de régression de X en Y. On suppose que :
(D1):y=ax+bet(Dy):x=a’y+Db".
Soit r le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

Etablir que r? =aa’. {{(01 point)}}
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2) Dans une entreprise une étude simultanée portant sur deux caractéres X et Y
donnent les résultats suivants :

- la droite de régression de Y en X a pour équation : 2,4x -y =0
- la droite de régression de X en Y a pour équation: 3,5y —-9x+24 =0.

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y, sachant que leur
covariance est positive. {{(0,5 point)}}

b) Calculer la moyenne de chacun des caracteres X et Y. {{(0,75 + 0,75 point)}}

EXERCICE 46 Statistiques

Les parties A et B sont indépendantes.

A - Une étude du service des transports donne la distance de freinage
d'une voiture sur une route en bon état en fonction de sa vitesse.

Vitesse en kmih: 2|40 |50 (60 |70 (80|90 | 100|110 {120
Distance en m: 8 1211824 (32 (40 |48 (a8 |72

On désigne par X la vitesse et par Y la distance de freinage.

1) Représenter le nuage de points. On prendra en abscisse 1 cm pour 10 kh/h et
en ordonnée 1 cm pour 5 m.

NB : On commencera en abscisse les graduations a partir de 40 km/h et
en ordonnée les graduations a partir de 8 m.

2) Déterminer I'équation de la droite de régression de Y en X.

3) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne
corrélation ?
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4) a) On suppose que cette évolution se poursuit. Un automobiliste roulant a 150

km/h entame un freinage a 85 m d'un obstacle immobile.Percutera-t-il I'obstacle
?

b) Quelle devra étre sa vitesse maximale au moment du freinage pour ne
pas heurter l'obstacle?

B - Une autre étude sur les causes des accidents donne les résultats ci-contre.

Type de transport: 1’
' Parficuliers ]‘1 Transporteurs en cormmun '1‘2

Cause des accidents : x

Aecidents liés & Vexces de vitesse © yy 440 3a0

Aiccidents & cawe mécanique @ 7, 110 oo

1) Déterminer I'effectif totale des accidents enregistrés lors de cette étude?
2) Déterminer les fréquences conditionnelles fu2/z: et frz/y. -

3) Déterminer les fréquences marginales f1et /2

EXERCICE 47 Statistiques a deux variables

Une entreprise a mis au point un nouveau produit et cherche a fixer le prix de
vente. Une enquéte est réalisée aupres des clients potentiels; les résultats sont
donnés dans le tableau suivant ou ¥:représente le nombre d'exemplaires du
point que les clients sont disposés a acheter si le prix de vente exprimé en
milliers de francs, est ;.

ro| 60 80 | 100|120 | 140 [ 160 | 180 | 200
yr | 952 805|630 | 522 | 510 | 324|205 | 84

1) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de ¥ et . La valeur trouvée
justifie-t-elle la recherche d'un ajustement linéaire ?

2) Déterminer I'équation de la droite de régression de ¥ en .
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3) Les frais de conception du produit se sont élevées a 28 millions de francs. Le
prix de fabrication de chaque produit est de 25000 francs.

a) Déduire de la précédente question que le bénéfice = en fonction du prix de
vente . est donné par I'égalité :

= E2 14965 OO0 .. cOOoT o s " -
z = —5, 95x" + 1426, 252 — 59937, 5 ou r et = sont exprimés en milliers de
francs.

b) Déterminer le prix de vente = permettant de réaliser un bénéfice maximum et
calculer ce bénéfice.

NB : Prendre 2 chiffres apres la virgule sans arrondir.

Rappel : Béneéfice = Prix de vente - prix de revient.
EXERCICE 48 Statistique a deux variables (4 pts)

L'étude du poids P de la larve un insecte mesuré en fonction de I'dge = a conduit
au
tableau suivant :

Ximots) |1 2| 3| 4
Pimg) 13|25 47

n

=]
o
(Wl
(vl

1) Onpose ¥ = In pou In désigne |e logarithme n€p.
a) Calculer les différentes valeurs prises pary a 10% "~ pres.

b) Tracer le nuage de points représentant les couples (-X. ¥ ) dans un systémes
d'axe d'ordonnées unité 2 cm :

¥ placer le barycentre ' du nuage.
2) déterminer une équation de la droite de régression de ¥ en X .

3) Si I'évolution se poursuit dans les méme conditions, quel sera le poids de la
larve au bout de six mois ?
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CORRIGE
EXERCICE 1 Algebre

1. a. Soit aune solution réelle de E alors « vérifie a” — 13a* + 59a — 87 = 0
Une solution évidente est 3.

D’ou

1. b (z—3)(2" —102+29) = 0=

Dotz=3ou 22 — 10z +29 =0
Apréscalculsz=3ouz=5-2iouz=5+2i

L’ensemble des solutions est : S={3;5-2i;5+ 2i}
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h—a
24—

e —f:

ABC est rectangle et isocéle en A et direct.

2. b.

P Ml
Arg Z= (M B, M A)[2m].

z réel non nul sssi arg £ = 0().

(MB,MA) = 0(r)

M decrit la droite (AB) privée de A et de B.

3. a. Soit M'(Z") Pimage de M(Z)par la rotation r de centre I et d’angle

Donc Z' — Zi = e 3 (Z — Z;)

On obtient |2 = —1Z +3 +i

B2 | =

3. b. Soit ¢ centre du cercle circonscrit a ABC.

(2 est le milieu de [BC].

Zo =05

7 Zp + Zo

0= - -

Ona * 2 ce qui donne

ce qui donne

Soit}‘[Elj — Elj: Zfl' = E..Z;:—a—i-.
! c .

Donc (C’) est le cercle de centre £2' et de méme rayon que (C).
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EXERCICE 2 Algébre

A) 1. Soit z un nombre complexe non nul donné.
— L’écriture algébrique de z est de la forme : z = a+ib, avec a sa partie réelle et b
sa partie imaginaire,

— L’écriture exponentielle de z est de la forme : = = re', avec r son module et
un de ses argumentS,

— L’écriture trigonométrique de z est de la forme : = = r(cosf + isinf ) avec r
son module et # un de ses arguments,

2. Soient K (z0): M (=) et M1(2/) et soit r la rotation de centre (20 qui
transforme M(z) en M'(z"Jona:

KM =KM

(KM, KM) = 0[27)(1)
ce qui est équivalent a (2)
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Doy =f = ez 1 il — t’m_]
B) Soit 20 = 1 —iV/3

1. Ecriture trigonométrique de zo

Ona|:{]|=l—4’:\f1—3 =2

1 /3
cost = 5 sinf = _ye

Soit# un argument de zo alors et 2 cequi

i

|
0 =——[2m .
donne 3[ l d'ou

T

T

=2 (f:().wf — fﬁ.wfﬁfzf)
3 3

|
2. Calculons =y =

D'ou

g = —8+i8V/3

3. Résolvons I'équation

A

4 — Timplique 12" = 1 et 4argz = 0[27] ce qui donne

2] = 1 gt dargz = L‘%.‘l' c Z

d'ol I'ensemble des solutions S de I'équation =* = 1 est S = {—1: Lri1 —i}

4. Déduisons-en les solutions de léquation (E): 2! = —8 +i8v/3
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.4

A |
— —8+8V/3 est équivalent & —8 + i8/3

A

ce qui est équivalent, d’apres B)2), a

N 4
- =1
(1 — i\,@)

Ce qui donne d'apres B)3 les solutions suivantes :

- Sous forme algégrique :
=1 —i\fﬁ::l = —l—ivﬁ::g = vﬁ—i::g — 3 —i
— Sous forme trigonométrique :

et

. Mk o qm
=2 | cos— — isin—
6 6

5.

il

6. Soit r la rotation de centre O d’angle 2
D’apres A)2) si M'(z') est I’'image de M(z) par r alors

(5] E]

o = ze'

7. Soient les points A;B;C et D d’a?xes
respectives z.4 = 201 zp = 211 2c = nflip = 23
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Vérifions que r(A) =C:

|=

T .E‘
e

[SIE]
=1 E]

y p o= 2e

= 2

= 2¢
A

(% E]

T Pour(A)=C:
Vérifions que r(C)=B d'ou r(C)=B

Vérifions que r(B)=D

-2

4

Pt = 2e'5 €T =2¢'T = zp d'our(B)=D
8.
r(A) = C implique |z4| = |z,
r(C) = B implique |z¢| = |zg].
r(B) = D implique |zg| = |zp
D'ou
2 A) = |z¢| = |2p| = |2p| = 2

Ce qui est équivalent a
OA=0E=0C=0D=2

D’ou A,B,C et D sont sur le méme cercle (C) de centre O et de rayon 2.

EXERCICE 3 Algébre

I. 1°) z est écrit sous forme algébrique, x (ou cartésienne).
Sa partie réelle et y sa partie imaginaire.

y2

2°) Le module de | Zlest le réel positif |£]v/'** +y
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RelZ) _ Im(Z)
COsy = STy =
3°) EI B
4°) 2 = ¥z,
2 .
Il. 1°) Le discriminant réduit de 1’équation est A = 2v/3 16 = —4 = 432,
—2¢/3 — 2 -
=T = —44/3 — 4i
Les racines sont donc 2 et
—2/3 + 2i
W I2BEA
3

' 2
20)0A = |a— 0] = [a] = \f—wﬁ + 42 = V64 =38
' 2
OB = [b—0] = [b| = \/ —4V/3" + 42 = V64 =8

AB = |b—a| = |16i| = \f—wﬁg +42=V64=8
Ainsi OA = 0B = AB : Le triangle OAB est équilatéral.

3°) D’apres la question 4° de la partie I, I’affixe du point D est donnée par :

N RN 1T g 1T PR .
g =€3z, =€32'2 =27 =21,

On a utilisé I’écriture exponentielle de ¢ = o = V3+i ; On aurait pu
également utiliser la forme algébrique.

Zp Zd Zh
4°) a) L’affixe de G est donnée par: © 11 — 1 (formule résultant de la
relation de définition du barycentre : GO — GD — GB = 0. Comme z_ 0=0, on
obtient : B
g =24+ = —4v/3 + 61

b)Placons les points A,B,C et G dans le repére (O, i, U)
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axe in:\;:inain:

G 6
B B
¢‘§ 1:‘ AN :(‘
1% i >
43 U axe réel
~ -4
A
5°).
GA ZeZg = | | V’E| |
] = = |— T 11— =
De plus, G¢ " Zazg 2 2

. Donc GA = GC.
On conclut de ces résultats que le triangle GAC est équilatéral.

EXERCICE 4 Algébre

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O, i, ¥ tel
que\\ ||| = [[7]] = 2em

1) a) Résolution de I'équation =* — 1 =10

Les solutions de cette équation sont les racines cubiques de 1.

=1

= 1 entraine |” | soit
etz = ldolr=1donc » = ¢*

Posons z = re'?, 2?

=1
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Les solutions de I'équation sont de la forme

Sous forme trigonometrique,on a :

2r ., 2w 4T ., 4w
- . 2 = e85 — +— 151l — I = Ccos — — 15111 —
zp = cos0+1sin0 ! R T , 2 08 SR
Sous forme algébrique :
1 /3 1 V3
N =——Fl— In=—=—1—
n=1"1""97 "9 T 3

-z o o
Posons 2 , on obtient Z* = 1 et d'aprés les résultats de
a) on obtient :

Zo=D_1 .
v 2 d'ou % = 2
! ¥ i . -
< 1 _\,."'IIE ] z 1 _\,."'IIE
_Aa_ L v Bterg, o2 1 V3
A==y i oy 1T VSt =T =g i
dou % = —1 —iV3

Les solutions de I'équation =* = 8 sont ainsi :
! 2 e —1 —J’:VIIE et :jz = —1 —J*.,.“'Ifnj

=4 4

2) B(2), A(—1,+iv/3),C(—1, —iV/3)
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a) Graphique a tracer
zy—2p  —1+iV3—-2 —3+iy3
b) 2c—z —1-iV3-2 -3-iV3
Soit « I'argument de ce nombre complexe

1 . \,-"'E T
Coscy = — Bl = ——, iy = — —

2 2 3
i4 — ZR _{B 1
o —zp| CB (ol AB=BC et

Le triangle ABC est donc isocele en B avec une angle ABC=60° donc, il est
équilatérale.

3) On considere f, la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M
d'affixe

z, associe le point M' d'affixe 2/ = ze'5.

N, 20 =206 ¥ =z (¢¥F—1) =0
a) Le point Mo(zo) est tel que ™ — ™ v (t d'oul zo & 0,
le point invariant de f est I'origine O du repere.

—+ 2m
(()_:‘LI, ()_:‘lf’) = —

et
OM'

OM ~ “d'ou OM' = OM
2
L'application f est ainsi la rotation de centre O d'angle 3

b) Affixe A’ image de A et de C' image de C par l'application f
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2y = —1—iV3 = zod'ou A'=C

flfcﬂj =B.zn=zp=2

¢) f(A)=C et f(C)=B d'oul f[(AC)]=(BC)

EXERCICE 5 Equation dans C écriture complexe similitude
1)(E):z3+(-6-4i)z2+ (12 +21i)z+9-45i1=0

a) Determiner la solution imaginaire pure zo de (E)
onazo= ai

zp est solution de (E) = -aai + (-6-4i)(-az) + (12 + 21i)ia+ 9-451=0
— -laz+ 6az+4iaz+ 12ia-21a+9-45i=0

i(—a’ + 432 + 12a - 45) + 6a2- 21a+9=0

2a2-7a+3=0 A =Dbz2-4ac=49-24=25

h—vA T-—-5 2 1
1 = — —
: 2 4 12
—b+A T+5 12
{,[2 — = = —_—— .3
2 4 4
Calculons

—a3 +4al +12a3 — 45 = 2T +36+36 —45=T2—-T2=0 donc zo = 3i
b) Achever la résolution de (E)
(E) <= (z-3i)(zz+az+b)=0

Za+azz+bz-3izz-3iaz-3ib=0
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za+(a-3i)zz+(b-3ia)z-3ib=0

i =—0—1 i =—0b—1

= bh=+150+3 — bh=15+ 31
15+ 31 —3i(—6 —1) =12 + 211 1+ + 18 —3=124+21:
= —0b—1

Pzt b=0= 22+ (—6—1)2+154+3i=0

2

A =b—dae = (—6—1)2—4(15+3i) = 36+12i—1—60—12i = —25 = (5i)

== 7=3-2i10uUz=3+3i

douzi1=3+3ietz2=3-2i

2) P — (0,11,7)

A@3i) , B3 + 3i) et C(3 - 2i)

a) placer A,B,C dans le repére

~4 — ~B
b) Calculer zc — zg
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‘A —ip —3— 3 B —3 B —31 B Etzs_;

—zp 3—21—3-3i —hi 5 5
. — aT

— (BC',BA) = - k2

—  A,B,C est un triangle rectangle en B

3) f la similitude directe qui laisse invariant le point B et qui transforme A en C.

EXERCICE 6 Nombres complexes, équations différentielles et jeu de dé
1) a) Résoudre dans I'équation (£) : 2 —2:+2=0

2_2242=0

.\_, P

:—1)2+1=0

:— 12— =0
(z—1+i)(z—1—1)=0
=1 ol z=1+1

:1=1—i :2:1—]..

b)
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C'AR estisoceleen ' carz.1 = Zg et ¢ €(0T)

m—xr_z—mﬁﬁ 1 /3
z4—20\ o 4

ainsi ABC équilatéral.
2) yh—2yr + 2y =10
I'équation caractéristique est r*—2r +2 = 0

A{}=1-2=-1= 2 ri=1+1 dou ylr) = (Acosz + Bsinz)e®

3) On considére I'équation différentielle (1) : ay/’ — by’ +cy =0 ol a, betc
désignent trois )
paramétres, éléments de I'ensemble {1.2.3.4.5,6}

a) Si ay!'—by! + cy = Ug pour solutions les

fonctions de la forme = — (Acosz + Bsinz )e”

alors I'équation caractéristique ar*—br + ¢ =0

admet 1 + 2 pour solution dans
Réciproguement

Si 1+ i est solution dans de az?—bz + ¢ =10
alors a(l +4)? —b(1 +i)+ec=0
—bh+ec+i2a—0) =10

ce qui entraine b = ¢ = 2a

A =b—dac = (2a)? — 8a® = —4a® < 0

I'équation caractéristique de I'équation différentielle ay!’ — byl + cy =0
admet 1 + 2 pour solution

I'équation différentielle ay!’ — by’ + cy = 0 a pour solution les fonctions de la
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forme © — (Acosz + Bsinxz)e®

b) Soit (£ I'événement:

+les solutions de (1) sont les fonctions de la forme © — (Acosz + Bsinz Je”, A
et B étants des

constantes réelles- doncona bt = ¢ = 2a

d'ot (E) est constitué de résultats de la forme (. 2a, 2a)

. 3 1
(B) = {(1,2,2),(2,4,4),(3,6,6)} or cardr — ¢ PE =5 =73
EXERCICE 7 Algébre
1) z* —1 = 0 sietseulementsi (z —1)(z"+z+1) =0
résolvons I'équation: =% + z +1 =10
A=1—4=-3=(iv3)?

5_—1—4':\,@ 5_—1—4’:{5
donc =~ 2 ou’ 2
ﬂ__—].—ivﬁ m_—l—hflg

dol 2* —1 = 0sietseulementsi z=1ou 2 ou 2

2) a) Développons (V2 — iv2)?

|:Mﬁ—f:mﬁja = I:xﬁ—nﬁjhﬁ—n@jg = wﬁ—nﬁ][—-lij = -h,@[—l —1)

b) E: 2* = 4v2(—1 — 1)

U= ——
on pose V2 —iy2

donc 2% = w*(V2 —iv2)* = 4v2(—1 — i)
on en déduit que u® = 1

—1 —f:v'lﬁ _s2w —].—4':\,-""'5 -2
N = ————— = F 3 —_— a3
dapresl)ona u=1ou 2 ou 2
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- —1 —ifg
= - i = . > = ( -"Ill') — -"G -
or = = HI:‘JFE — !.‘u"llﬁj donc =z = L‘u’fj —1 ’E‘J ou (V2 —1v2)

_ I R ]
- — (V2 — mﬁﬁg L
ou ' ' 2 c'est a dire

i

26 V2-/6 —V24+v6 V246

Y = z= 41 T = +1
> = (V2 —iv2) ou ) 2 ou 2 2

qui sont les racines de E sous forme algébrique.
Exprimons ces racines sous forme trigonométrique.

— /2 /2

/ N PR T T =

r=u(v2 —iv?2) = u x 2(— — i) = 2ue i
ona 2 2

il
|

donc: pour u=1, on obtient = = 2¢*

pour =€ "5, o _ 27T

2w
1 3

pour U= €73, ; — 2¢!

m

[N - - 7 H L :_. —gllm b :E._-:-
d'oll les racines de E sous forme trigonométrique sont: 2¢™ '+, 2,12 , 2€ 12

D
L. cos —
3) En deduire les valeurs exactes de 12 et

=
o

=

i

5in

—_
i

jax 2+ 46 J_«JE—«JE
onaeu 2 ' 2

EXERCICE 8 Nombres complexes, transformations et suites
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1
1) a) (U ») suite géométrique de raison 2 et de premier terme Uy = 4
1 T

U, =U, x " Uy, =4 x — N . . . i —
n= e " on, n € M (v «) suite arithmétique de raison 4 e

: Vo=— Va=Vo+nr V,=—4n—necN
premier terme 2 4 2
1 —
i : zn=4x —ellFTE)ineN
b) | x|l =Unetunargumentde z .est Vi, =" 2 n
2)
T+l . _1! i—%
2 n 2
1 iz 1.
ol = S Xipg==Znp41 = f}” 1
1 i
—1 z 0 = de B — 22 +i2v/2
q= 2
1.
Ipaei = —1Z , - ]
3ya) T2 Mest I'écriture complexe d'une
N . (a = —1)
similitude plane directe. 2
1.
n+l = SiEp
b) ™ 2
1.
1= —1 h=10
2

I'affixe du centre est O

1 T
la] = 2 unargumentdeaest 2
1
donc F est la similitude plane directe centrée en I'origine de rapport 2 et

il

d'angle 2

4)8.) Zn = apAEr — — — &y
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qn+1
-.I: :E'l:"lr\r:

—— (5+kT))
Z — ¢ .._.-n-=|||'| ]
Ll m
"'ZF.':'[.I 'Ir‘
qn+1 .
7 4 E:z'[lfil—lfl%—“["___:"“_:_;]
T Ap+ln
3
[(m+1ld—m] - .
g —— in+1)" 3
Ly =2 2 e't "4

b) Si n impaire
n=2%p+1l=n+1=2p+2=(n+1)?=4(p+1)?
ng_l = 9 'f}J—lflf-l—l_EEJ\JE: ilp+1) ?x

o

fan i 1r._? " o -
ng_l —92\p 133 2p) . ilp 1)

or e """V T — 41 donc Z2p+1 est réel.
EXERCICE 9 Similitude directe

(E): 2%+ (1 —8i)Z% — (23 +4)Z — 3+ 24i =0

1)a) posons

Z =ir,r € TCIMACRO211dBegin Erpansion R EndE rpansion
ona liz)? + (1 —8i)(ir)? — (23 + 4i)(iz) —3+24i =0

—ir? Rz —23ir 4+ 4r —34+24i =0

(—x? +4r —3)+i(—2? +822 — 23z +24) =0

4 dr —3=0
4872 —23r 4+ 24 =0

r = 3 est solution commune aux deux équations Zy = 31
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b) A I'aide du schéma de Horner ci dessous, on montre que 1 + 2 est solution
de (E)

par la méme méthode, on montre que —2 + 3i est solution de (£).
c) Les solutions de (E) sont ; {3i: 1 + 2i: =2 + 3i}
2) le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, v, T)

Al + 24) B(31) C(—2+ 31)

G est le barycentre des points -1, B. C affectés des coefficients respectifs 2, —2
etl

cﬁ(z_{—zg) G‘__L:l—ij
GB(3i—1) GB(2)

GO(—2+3i—1)  GC(—2+2i)

e |

N =
|Zz1| = V2 est un argument de 54

— P(cos & Ty — 2603

= v/2(cos i sin—) = v/ 2" . — 9j — DT | = 22
Zﬁ —\.-'"IE ".,."'IIEJ.

| Zz 2 2
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— 3T 37 -
L Z— =2V 2(cos = +1i sin —) = 2426
Ainsi ¢ 4 4

im
|

donc £z, Zas et Zac sont en progression géométrique de raison v'2e
b) Zap = fﬁr’f"zm_-
ot Zgp = V26 Zz3

ZB — ,Z,j'; = M&FE_TI:EA — Z(;_]J et Z,j'f — Z{; = V'IEE:E_TI:ZB — Z{;j

alorsona: s(A) =B s(B)=C s(G) =G

1

i

avec s similitude directe plane de centre , de rapport V2 etd'angle 1

Equations dans C (5 points)
Détails
Catégorie : algébre

Equations dans C (5 points-2002)

1. Les racines n'€™ de |'unité sont:
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i—
Z, =g ® I{E[Dn—l]
-1
DoEy =gttt +z,,
k=D
211 211
i— i—(n-1)
=l4+e ™+ +e B
120
(e ™ )" -1
2
e n -1
B 121-_[_1
s
et -1
1-1
> E, =0
k=

2. Nous avons la somme des racines de ’unité est nulle.
ATT ATI iIS_I'I i8_1'1

1— 1—
I+ 7 +e 7 +e 7 +e 7 =0

c'est & due 1+cos£+cos?+cos%+cos 8H:[:I
cos[—] = cos[H—E] =- cos%
cos(—] = EOS(H+E] =—Cos E
1+c¢s——cos——cosg+ms£—0
5 5
1+2cos£—2cos%zﬂ
or cos£=2c052%—1
done 1+4|:052E—2—2|:05E:U
5 5
4::052E—2|::-:}5E—1=U
EXERCICE 10 Nombres complexes et similitudes (04 pts)

Soit I'équation (E) : P (3+20)22+(1—4i)2—1—-2i=0
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1) a) (E) admet une solution réelle zo si on a:

:{? + (3 — 2*’:)3{% +il—H)zg—-—1—-21=0

. 3 9.2 9: .2 L g
Clrest — it — dire 2n +3% — 2t 25 + 20— 4

) —1—-21=10
I 9.2 - - T P A = i

==

w4+ 3 +—1=0
et
.2 . ;

pour I'équation (2) ona: = = —1

on vérifie dans (1) (—1)° +3(=1)? =1 -1=-3+3=0
donc la solution réelle de (E) est : 20 = —1

b) étant solution de (E), on peut factoriser

P+ (3-2i)2" + (1 —4i)z —1—2ipar 2+ 1

en utilisant la méthode d'identification

ona:> +(3—-20)22+ (1 —4i)z — 1 —2i = (2 + 1)(2* + bz — 1 — 2i)
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ona:(z+ 12 +bz—1—-2i) =2+ b2 — (1 +2i)z + 22— 1 — 2i
b+ D)2+ (b—1—2i)2—1—2i

b+-1=3—-21 .
sont

on obtient alors : { b—1-2i=1-4 b=2—2i

donc I'équation (E) devient : (= + 1)(2* + (2 — 2i)z — 1 —2i) = 0
C'est — —dire z = —1

Ona 2> +(2—2i)z2—1—2i=0 (e

Résolvons (e) :

oncalcule & = (1 —1)24+1+21—1—-1—-2i+1+2i —1dol

d'ou les solutions de (E) sont : 20 = —1l. 21 =i, 2 = =2+

2) Soit Alz4 = —1). Blzp = =2 +1).Clze = 1)
arg (PB4 _ (i 31 11 311
a)  ze—=z24 O l+il=arg(=1+id) —arg(l+i) _ 4 4 2

[”B_ __|ﬁ?

ona: arg g — I4 etona donc

(AC', AB) — T14(21T)

{ AB = AC
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on en deduit que triangle ABC est un triangle isocele rectangle de sommet A.

b) Soit S la similitude laissant invariant
Acettelle que S(B) =C

S est associé a l'application &: C — C

Z —az+b

2o =azg + b
za=azqy +0b

Déterminons a et b zc — 24 = alze — 24)

I — 24 1+ 1 11
= =

. il = = - -
d'ou g —za  —1+1

b=zp—azg=1— (—1)*(—24+1) =i +2i+1=1—1

1

dol s:z—e ' —1—3

(211)

A étant invariable par S donc le centre est 4, la mesure de angleest 2
et le rapport 1.

11 11
SI:-{: o J-:I = RI:-{: __]
2 2

“ “

EXERCICE 11 Equations dans C et similitude(4 pts)

0, +oc[ — K

T + In

r—1

r+1 ‘ 2

r+1

— 0

1) nlr)existe <= = >0etax — 1~

donc -Du = [[] J.[ L ]J. —C-C[
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—2(0)
ulo) =In|l| — —
el | | []2 —1
ulo) =0
r+1 2r
x> 1ulr) = In( : o E -
pour r—1 r= =1
r+1 2z

r— 1ltend vers 1 en +ocet 22 — 1 tend vers 0

lim ulx) =10
donc z—+2

2) Calcul de ()

|r-";‘l|,|" D
RN L A
u(z)="gr— =7/
r— '
2 2
i () — —2 N —1— 22
s r-—1 (2 —1)2
4
i
u'(r) = _
(2 —1)2

u'(x) = 0sur Du
tableau de variation de u

x |0 | +o0

w'(x) + +
0
u / /
0

3) a) la fonction = — u(x) strictement croissante sur [0 1[ et u(0) =0
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si0<x < 1lalors u(0) < ulx)

d'ot ulr) = 0gyr [0, 1]

b) la fonction = — u(¥) strictement croissante sur 11, +o¢]
or imu(z) = 0 donc ulx) < 0gyr |1, +ox]

B) 9: [0,0¢[— R

r+1
r—1

r— rln

-

r+1

— =10

1) 9(x) existe © = Oet o — 1
Dg=[0,1[U]1, +0oc]

lilli glr) = +nc

car {texP\left\vert \frac{x+1}

{x-1}\right\vert {/tex}tend vers +oc

| 2 T 1+2 o +1
2) a) r—1 -1  x-1
2
t = -
posons r—1"sixr +ocalors t — 0
(r — 1 2 In(1+¢
lim = ) In(1+ —] = lim 11—] =1
doncr—+oc 2 r—1" =0 £
(z) = z1n | — 1‘ |
3 .{.Iirll.'El. =Trin . - -
b) sur |1, +o¢] r—1
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r+1 , 2

Or.z'—1= r—1

, ) 2
glr) =rin(l + ——) —1

r—1

o (e 2y
glor) =2—1Inll + —
O R
T I 1 1
— ===+ =
or 2 2 2 2
r— 1 2 2
R P . L1 .
gle) = |21 5 ) In(1 a'—lj In(1 a—l] 1
2 (1 —1 2
In{1 + — | S ']111[1 + — _
or en +noc r—1 tendvers Det 2 r— 1" tend vers 1

o lim glr)=2-1=1
d'ou .|'ﬁ'—:x;j‘ :

la courbe de 9 admet au voisinage de +oc une asymptote
horizontale d'équation ¥ = 1

c) calcul de ¢'()
d'abord sur [0, L[ et sur |1, +0o¢[ |a fonction

r+1

r — lest dérivable et est strictement positive

r+1
r—1

r— In
donc

dérivable sur

[0, 1] et sur |1, +oc]
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rrrln
par produit

r+1
r—1

dérivable sur [0, 1[ et sur J1, +oc]

d'ou g est dérivavle sur [0. 1] et sur [1, +o0]

. r+1 —27
glr) =1 r—1] 22-1
r+1 2x
HJI:.E':I = 1In 1 ‘ — ,a-z 1 = m:,ig'j

or ulx) = 0gyrl0, 1] et ufz) < Osur |1, +o]

tableau de variation de ¢

X 0 | 40

g'(x) + -
+oo | oo
—1 I

ona gl0) =—1

d)
la fonction = — g continue et strictement croissante sur J0: 1]

donc = — g(x) est une bijection de 10: 1[ sur |—1.+o¢]|
donc = = g(z) bijection 0. L[ sur |1, +oc]
de plus 0 € |—1. +oq]

ainsi I'équation 9(=) = 0 admet une solution unique « € |0, 1|
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Encadrement de «
on a:

donc 0.6 < a < 0,7

3) Courbe de g

4 _—
¥

"H...h__-_-__

[0.1[ =R

() [z 4+ 1
flr) =1 HVIJ.—E

1) dérivabilité de f sur [0; 17

r+1
sur | — L1 1 — = est dérivable et strictement positive

fr+1
doncr — \ I — = est dérivable sur cette intervalle
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+1
. . ‘ 11 ,I' E

ce qui entraine que = — Vi—z est
dérivable sur cette intervalle
d'ou f est dérivable sur [0; 1]

f N1 #h_l Ia*—ljl 1+a

| 7 11 = 11
Etona V11— 2 I —a
1+ 21 —2 1+
f'(x) t LY ) _ =rln R glx)
— 1 2 1 —x= — T

filx) =glx)sur [0, 1]

2) Déterminons l'aire -4 du domaine plan limité par la courbe Cs, I'axe des
abscisses, I'axe des ordonnees et la droite d'équation

I = k.

O
A=-— / g(z)dr x dem?
S0

0
A= / glz)dr x 4em?

Lt

A = [f(z)]2 x 4cm?

k

A = [f(0) — fla)] x 4em?

Jem®

+1
1= —4f(a).em?® = +4(1 — o) In( ﬁ
1 — o

or gI:H_]J =

1+
v In| -

)] —1=0

—
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1+ 1
In(— %) = =
1 — v y
11— a?
A= ‘—m']r:m,2

k

Nombres complexes et similitudes (04 pts)
Détails
Catégorie : algébre

Nombres complexes et similitudes (04 pts-2000)

— [ f‘E
_ - . ﬁ_ ,.-"'-). o i) 1y

1) a) Ecriture trigonométrique des nombres complexes Z2 — Z1: Z3 — Zi

5+iv3

Zs — 7y = —

1

l—fﬁ\fﬁ
4

S 1f1 V3
ICACERE)

1, Ir 1II
= —(cos — +1 sin—
2 3

o

=2(1 +14)
/9 /9
¥ \'"—' \'"—'
= 22— 4+1—)
LY 2 2 s



Page 75 sur 178

Mamadou CISSE
Le @ PaKAO® . >>:-75-370-31-51

of AL 1
_2 cos - + isin

Zo— 71 — 2 (cos = + isins
2 1 = & EL)h4 4’--‘\4’-}14

PR R .
3 1= cm3 4’..‘14’.}13

i

N.B. : On peut aussi chercher le module puis un argument de chaque différence
et en deduire la forme trigonométrique.

2 — A
b) Ecriture algébrique de Z£2 — Z£1

Z‘& —Zl o M&—\,@_J’_\,@— Vﬁ
Do Za —Z1 16 ' 16

Z1 — 2
Ecriture de Z2 — Z1 sous forme trigonométrique .Connaissant les modules et

arguments du numérateur et du dénominateur, on en déduit directement écriture
du quotient sous forme trigonométrique.

Nous avons apres 1 - a)

| —

|Z3 — Z1| =

I1
arglZs — Zy) = E[EH]

el

et

I

, I
Zy — 21| = 2 o @922 = Z1) = 7 [21]
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Za—Z1|_|Za—Z1|_1
D'ott Z2 — £y Zy —Z1 4\
2y — A ) )
argl —— ) = arglZ. — 7)) —arglZs — )
ot ‘I‘Zz—zy gl 1) gl&2 1
oo
3 4
I1
= —[21]
12
Z3 — 7 1. IT |
B ——— = — |08 — T 1 -“-4'-”-___]
Il enrésulte que : £2 — 21 4 12 2

Zy — 7

Des deux écritures précédentes de £2 — Z1\ nous déduisons :

1 II v’ﬁ—\fa

— o8 — =
4 12 16
| —\fg— *-.,;”E
-8l —= ——
4 12 16
11 vﬁ— v’ﬁ |
cOo§ — = ——— 8N — =
Dot 12 4 12

2) a) S est le similitude de centre Ay, de rapport 4142 et d'angle

Ay |2 — 7
or Aide |2y — Zy

|

I:Al A

| ]

1
1 et

V6 — 2

Ay As Y
(-41-42: -41-43)
A — A I1
) = argl —) = —[211
) =arglo——-) = 1
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| =

1
2 et de rapport 4

—_

Donc S est la similitude directe de centre A;,d'angle
Autre méthode

Z'=az+b S(A1) =4 et S(A2) =43 doliona:

{ Za=aZy +0b
Le systéme suivant : | 41 = aZ1 +D

Faisons la différence membre a membre des deux équations :

Zy — A
, 4=——
Zy — Zy = alZy — Zy) ol Z2— 7

or a — ke avec & = |a| est le rapport de s et ? = arga est d'angle de S

|a| = |25 = 4| 1
d'oll 2y — Zy| 4

Connaissant «, on remplace dans la deuxieme équation du systéme :

Ly — 7
) h—1(1 - 2221
EJ=lelJ.—t'I_]<:> Fo— A

&

_Zz—Z1—Za—Z1 b_Zg—Z;;

b - "
& Zy — 24y = Zy— 24
7z = %z 7)
b) S: M(z) = M'(Z') tel que Ty L
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Zp =1 —4V2e'5 it B' = S(B): B'(Zg/)

Zp =1

EXERCICE 12 Equations du second degrés dans C(04pts)

1/ a) 22-22+5=0
B=-d4=(2fdonc Z =1+2i,Za=1-2i

S={1+2i.1- 2i}

122 -2(1+.3 12+5+2./3 =0
B=(1+3 2-(5+2.,03 )=-1=(i)
Z,=1++3 +i, Z =1++3 -i

S={1+3+i, 1431}
2/

a:l I:: [P L :I

A(1+20) B (1+./3 +1

C(l+.3 -0 D(l-20)
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b)

zﬂ—zﬂ=1—2i—1—ﬂf§—i=—ﬁ—3i=£j
z,—2, 142i-1-+3-i —3+i

arg'I: Zn-%s _\jzarg{ﬁz-}=%:zn]

24 T Ik
donc (.‘?A', nm—_-,) = % =11] d ou le tnangle ABD est rectangle en B

o) Ona A B et D sont sur le cercle de centre I rlieu de [45] et derayon r= AL _ ., denc I(1,0)

2

on a alers [T = \.'(\.'?): H—1 -2 donc C appartient & ce cercle de centre I et de rayon 2.

EXERCICE 13 Equations dans C(04 pts)
relw) — L
]_/a) ilﬂiililt:.i'|a.,-‘| =1 et arglw) = 3

b) — I =€

- 11 - i I T - 5T
|l_ — — — —
= =8 ol = E:“']] G ! — - 6 = F ! G

. , - 11 _;5II
les racines carrées de wsont ¢'% et ¢ ' %

of 2% + | V3 —Ti)lz —4(3 +iv3)

. (2 )
la forme canonique donne 2 2
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(z
donc - 2

V3-Ti V3—Ti

4+ ——— — — ¢'F

d'ou 2 ou 2

cest-a-dire z — diou 22 = V3 + 3i

n—2 —V3+3i—-21 —V3+i 1+V3

w!

7 — 21 47 — 21 -2 2

4/ Al2i), B(Z),(Z2)

Ty — 2 AC Zy — 24 g
2272 et arg(22—20) — (4B, AC)
Ona £1 — 21 AB Z1—2i

A =1 [ﬁ,ﬁj:%

Donc AB et

d'ou (-ABC'] est un triangle équilatéral.

EXERCICE 14 Etude d'une fonction composée

1) La fonction racine carrée est définie sur [0;+oo[ donc la fonction f est définie

pour >0.
3x+1
On dresse le tableau de signe :
o ! 0
X 3
—+00
2X - - 0 +
3x +1 - 0 + +
2X + ) 0 +
3x+1

Donc la fonction f est définie sur }—oo;—%{u[O;Jroo[.
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2) - Recherche des limites a l'infini :
La limite de la fonction rationnelle sous la racine est une forme indéterminée.
Levons l'indétermination :

2X B 2
3x+1 3+1
X
Or lim 3+1 =3 donc lim 2x :g.
X—>+00 X x—+0 3X + 1 3

De plus Iim&:\ﬁ.
X—)g 3
3
On en déduit, comme limite de fonction composée, que lim f(x) = \E
On démontre de méme que lim f(x) = g :

X—>—0

Ainsi la droite d'équation y = \E est asymptote horizontale a la courbe C en +owo

eten —o.

- Recherche de la limite en —% :

] 2 )
lim (3x+1)=0 et lim2x=-= donc lim =40,
1 1 3

13x+1
3

X—>—— X—>—— X—>
3 3

1
X<——
3

En effet, pour x<—:1:3, 3x+1<0.

De plus lim VX =+

—+0

Donc, comme limite de fonction composeée, on a Iiml f(X) = +0.

Ainsi la droite d'équation x = —% est asymptote verticale a la courbe C.

3) x> 2X_ est strictement positive et dérivable sur —oo;—1 u]0;+oo[.
3x+1 3
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Comme dérivée de fonction composeée, f est dérivable sur }—oo;—%{ U ]o;+oo[.

Etudions la dérivabilité de fen O :

[0,
i {010 Vanes

h—0 h h—0
h>0 h>0

On en déduit que la fonction f n'est pas dérivable en 0.

2X
3X+1°

4) Pour tout reel x de }—oo;—%{u]Oﬁoo[, 0N pose u(x) =

u,(X)=2(1’3x+1)-—3><2x
(3x+1)’

_ 6x+2-6x

(3x+1)

2

_(3x+1f

Donc :

Fi(x) = — 2 x—
(3x+1) 5 | 2X

Et donc f'(x)>0.
Par conséquent la fonction f est croissante sur }—oo;—%[ et sur ]0;+oo[ :

On dresse le tableau de variations :

Wl
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+00
f(x) + i +
f(x) +°: / T \E/O/'
3
f(0)=0
5)
3 .
2a
fz) 3r + 1 ||
|I 2 |
— i 1
T 0 T
-2 -1 0 1 2 3
— 1 _l
T3
6)

b R i r et it B

an—

n=0 L

0
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EXERCICE 15 Analyse Fonctions numériques
PARTIE A
1. a. g(x) existe si et seulement si:
r+1 = 0
ce que donne x = —1
r+1 # 0
D, =] — 1, +oc[.

—2{r+lin{z+1)+=x

lim - :

r——17F T+ J.1.| ,
lim glz) = —oc

o par quotient

g'(x)

Tableau de Variation
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X 1 —% +00
g'(x) + 0
g
2In2-1
-0 -0
2.a.9(0) =0.
1L 1

La restriction de g a 2 est strictement croissante et continue et prend ses
valeurs dans | — 2¢. 2in2 — 1[quj ontient 0 donc I’équation g(x) = 0
| .

|- =3 |- 5+ ool

admet sur une solution unique «. ldem sur
admet une solution unique O .

, ’équation

1
T |
| =0,72:-0,71[C] — L: —3

et (—0,72) x g(—0,71) <0 donc o] —0,72: -0, T1]

2. b. 0 étant I’autre zéro de g :

X | -1 (}(. 9 -}-:x‘l
g(x) 4 + 4
PARTIE B

1. a. Domaine de définition de f.
f(X) existe si et seulement si :

r+1 = 0
Infr+1) # 0
_ou T €] —oc,—1].

-oux=0
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T = —1

~doy LT+ #F 0 gyze] —oo, —1lgy=x0

Dy ={(]—1,+[{0}HU] — o0, —1] LU {0}.

Df=R.

Limites aux bornes du domaine de définition de .

i f(r) = 1 z? y (z+1)
- () — im flr)= lim = 4ocC
Il_lrl_l%x fla ) = —noo, r—4on” 7 r—4+oo 4+ ] In(x+1)
lim flr)=+nc
I—r—20

1.b. Etudions la nature de la branche infinie au voisinage de —oc .

(1) (x+1) i
lim Iz, = lim ( ) e Tl = 4
T—F—0 T T——o0 T

, flr)
lim : = 400
T——o0 r
o flx)
lim =+
T——m

Donc ©radmet au voisinage de —oc une branche parabolique de direction celle
de I’axe des ordonnées

Etudions la nature de la branche infinie au voisinage de +oxc.

T (r+1
lim flz) S S )

T——o0 r+1 fﬁ,l:.i!' T J.]

= T

Donc ©'f admet au voisinage de +oc ne b n he boliq e de diretion celle de I’axe
des ordonnées
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2. a.
f(-1)=0
(z) = I ()= fi—1)=0
.Jlli+ flz) par quotient et - fle) = Ji=1;
111% flz) 111% flz) = fl—1) =0
D’Ol‘l T——1t T——1—

Donc est continue en -1.

On a f(0)=0
ling () = B x gy =0

lim f(x) = f(0)

D’ou T+

Donc est continue en 0.

2. b. Dérivabilité de f en -1.

(r) — f(—1 (r+1 i
lim f(z) fl ) = lim I:E - ']Jr_"_l =1
T——1- r+1 r——1 (x + 1)
L. . f(—1)=1
f est dérivable en -1 a gauche et [ 9

) — f(—1 ;9
lim f(z) fl ) = lim - (z”) = —x.
r—+—1+ r+1 r——1+ {x + 1)in(z + 1)

Donc non dérivable en -1 car non dérivable en -1 a droite.
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Interprétation oint d’abscisse -1.

Au point d’abscisse —1: (C'fladmet une demi-tangente verticale et une demi-
tangente de pente 1 a gauche.

Dérivabilité de fen O.

() — (0 T
lim M = lim :

|
=0 o —10 r—0 n(r + 1)

Donc est dérivable en 0 et f(0) = 1.
Interprétation au point d’abscisse 0.

C'f admet a I’origine une tangente de coefficient directeur 1.

3.a. Pour tout © €] — L, +o¢[{0} on a:

) —rglT)
.I'IIE.TI — .
Sz, (In(x+ 1))
y o —xglr)
~ (In(r+1)2

3.b. Pourx <-1,f(X)= —ze *!
. } 3

X -0 [o4 0 4o
f'(x) + |- - ( +
f 0 /"i"
/ :
B f(e)

4. a h est continue et strictement croissante sur [U; +°¢ | elle réalise donc une
bijection de [0, +0 vers [0, +00 = J

4.b. ir"a le méme sens de variation que h, elle est strictement croissante sur J .
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4. c. Figure :
PARTIE C
1
1. a. Posons Coatet r+l
Avec ulz) = et vlr) =in(zr+1).

1 1 1
mir) = —in{r+1)+ (——) (—) :
Sur J0.+>[ona z r)\r+1/ (R)

1. b.Ona m(zr) = (ulx)v(z))
Pour tout « €]0, = oc[ on H'(z) = m{x)ayecm (z)(ulz)v(z))".

In(r+1)

D'oll on a Hiz) = (ulz)v(r)) +c = —,  te
1 In(r+1
10, +0]. L mta? ‘J
On a sur flz) T
Inlr+1) 1 1 ) 1 1

=mlr)+ — X : £ :
Or d’aprés (R): 2 r T+1 r T+l



Page 90 sur 178

Mamadou CISSE
Le @ PaKAO® . >>:-75-370-31-51

In(rx+1)
Soit G une primitive de la fonction E T2

2 23
/ rl dr =3 (hﬂ — hw’ﬁ) = 3in J_“ ;
n 1 ..fll.'il.]'l 3

EXERCICE 16 Fonctions numériques

()= / et + 2)dt
A) 1. Soit Jo

_ ) /HI:!‘.—'.Z_‘J{E!‘. )
En intégrant par parties Jo , On obtinet :
I()=e(+1) = 1(05 pt)
D'ou I(z) =¢e"(x+ 1) —1(0,25 pt)

2. k étant une fonction dérivable sur R, soit h telle que h(x) = klz)e ", ¥r € R

a) Si h vérifie la condition /' () + h(z) = r +2 alorson a:

K (z)e® — k(z)e™ +k =+ 2 dod
Fl) = ( + 2)¢, (0.5p)
b) Déduisons-en h. Puisque &'(x) = (x + 2)¢,

D'aprés 1) | est une primitive de k', donc
k(r)=¢€"(r+ 1) — 1+ ¢ avec c une constante.

or h(o) = 2 nous donne k(0) = 2 donc ¢ = 2. Ainsi
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k(r)=e"{r+1)+1(0,25pt)
Dot k() =+ 1+ ¢ (0,25 pt)
B) I) 1. Etude des variations de la fonction g, définie par

glo) =r+1+e" sur .

Domaine de définition de g :

g étant definie partout dans I, d'ou DR

Continuité et dérivabilité :

- La fonction = — x + 1 est continue et dérivable sur I, de

méme que la fonction = — ¢*. Par composée, la fonction = — ¢* est continue et

dérivable sur I,
- Par somme g est continue et dérivable sur &

Calcul de ¢'(z)

et — 1

!:'I-

q(z) =

D'ou 9 () = 0 pour tout x= 0 et g'(x) < 0 pour tout X< 0.
Tableau de variation de g :

&

lim g(r)= lim z(l+——— =+
T—F—0x0 T—F—0x0 T —r
lim glr)= lim z+1+¢e" =+nc
T—+ 400 T—+ 400
r l—oo 0 +x
g (z) B T
=S ==
g !
\J /
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2. Vr € R, glx) = 2 d'aprés le tableau de variation de g, ce qui implique g est
strictement positif

”) f[” = hll:.i:' + 1+ !:—.I'j.
1. Les variations de la fonction f :

lim flr)= lim flr)=+oc
- I——00 I—230

- f est continue et dérivable sur It par composée
- Dérivée :

1 —e7

Y

|7 = ——
@)= o=
- Sens de variation de f ;
f'x) ale méme signe que = — 1 — e ™",

fllz) > 0siz >0,

fllx) < 0siz < 0.

-Tableau de variation

x |—oo 0 OO
I (z — 0 +
g Foo
|r|"

12
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Z.AIEﬁr]

jf[ﬁujf
a) MN =in(z+1+€e ") —Inz Dune part, la fonction In étant croissant et

T+ 1+e® =z doblnlz+1+e")=>Inlz) donc

MN =0 (1).

r+1l+e*
MN = In|
D'autre part, & T

Orsix>0alors e < 1,dour+1+e¢e" <x+2 ainsi

I T 4

r (2)

MN < In(

(1) et (2) donnent :

xTr

0< MN < In| =)

I .
by 1, =0

lim MN <0 N \ LN
donc 0 < =+ 15 ) , d'ou d'apres le théoreme des gendarmes
lim MN =10
I—F 30
3.a) Démontrons que f(r) = —= +in(re” + " +1).Vr e K,
i i (r+1)e* +1
. () =Inlz+ le " +e 7)) =In(- : )

On sait que I ‘ t c ‘ er .

Cherchons le signe de m{x) = [z + 1)e" + 1,
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Ona m'(z) = (x +2)e" etelle s'annule en -2
m étant décroissante sur | — ot —2] et croissante sur | — 2: +o¢c

3
e" 1

alors m admet un minimum en -2 et m(-2)= ¢ .

Donc pour tout x, m(x) > 0. Ainsi donc

flr)=—x+in((z+1)e" +1)
b) D'aprés a) f(z) = —= +in((x + 1)e" + 1) Or
i () ) = (e D) =0 e (0

admet une asymptote oblique .\, d'équation y = -Xx au voisinage de —oc

Position de (Cr) par rapporta A :

Cherchons le signe de [n((z + 1)e* + 1),
In((x+1)e"+1) 20gj(x+1) =0,
. () o In({z+1)
. . lim lim —— =10
Alors voisinage de +0c, r—+x 1 = r—+x T

Donc (€'r) admet une branche infinie de direction I'axe (Ox).
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EXERCICE 17 Fonctions numériques

A) glr) =1-— % — Inz

1) gl1) =0 (0,25 point)

2) Dg =0 +o0

Limites

Jm glz) = +o0 Jm g(z) = —oo (0,25 point + 0,25 point)

Continuité et dérivabilité de g

r— 1 — 2 estcontinue et dérivable sur IR donc sur |0, +oc]
r — —Inx est continue et dérivable sur |0, +0o<]

— 1 — 1—22—Inz estcontinue et dérivable sur |0, +oc]
(0,5 point)

Dérivée de g

, , —27% — 1
gle) = -2r — — = ———
xr .

Signe de g’(x) et sera de variation de f.

g’(x) ale méme signe que —2x% — 1 sur ¥ +o<]
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Or —2z% —1 < 0 pour tout réel x
D’ou g(x) <0 syr |0, +oc]

— g est strictement décroissante sur 10, +oc[ (0,5 point)

Tableau de variation de g

x [|0 +or
1
g'(x) T
+0 :
g 0

3) D’apres le tableau de variations de g et la question 1)

Sur 10,+2¢[ g(x)>0

etsur |1.+2c[ g(x)< 0 (0,5 point)

B) flr)=2—2a —h%

1) f est définie si et seulement si = = 0

Dy =]0, +o0| (0,25 point)

Limites:

li (1) = — li (r) = —

aret fla) > r—+to0 TV ) > (0,25 point + 0,25 point)

La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a’ (Cf).

Continuité et dérivabilité de f

lim — Iz o continue et dérivable sur 10: +0¢]
1i1_11 — T

; est continue et dérivable sur IR donc sur 10, +o¢]
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— r est continue et dérivable sur 0. +oc] (1)
De méme x—2-X est continue et dérivable sur IR (2)

(1) et (2) — [ est continue et dérivable sur R (0,5 point)
Dérivée de f:
1= Inr 1—1°—Inr

M) = —1 = € R
friz) 22 2 pour tout * € % (0.5
point)

Signe de f’(x) et sens de variations de f':

[ _ glz)

fr(a) =

Pour tout * €]0: +0q] 2 2 ale méme signe
que g.
Sur J0:1[frlx) =0 — f f est strictement croissante sur |0: 1] (0,25
point)

Sur |0:+oe[frix) <0 — f f est strictement décroissante sur ]0: +0¢]
(0,25 point)

1
fri1) = M =0— fr,

s’annule en 1.

Tableau de variation de f :

3) a) Démontrons que la droite (A) d’équation y = - X + 2 est une asymptote a la
courbe de f.
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Ina
lim — +oc(flr) —y] = lim — +o¢ [‘3 —r+—+r—2| = lim —
I I
Inx

+oo— =0
I

— d:y=—r+2 estasymptote a la courbe de f au voisinage de +noc
(0,25 point)

b) Position de (Cf) par rapportas .

Ii" T
flo)—y="2>0 | 1
x si et seulement si x>1 donc sur |1.+oc[  (Cf) est
au dessus de &
Fla) —y = Inx <0
P =777 sietseulement si = €19, 1] doncsur 10,1]  (Cf) esten

dessous de

flz) —y =0 sjetseulementsix =1 donc (Cf)et s secoupentau point
d’abscisse 1.

(0,25 point)
4) Soit () le point ou la tangente est paralléle & (A).
glze) _ 4
Alorson af/(ro) = —1 —  xj avec zp = 0
¢ 2] .
D’ou 9lxo) = —ag, 29 = 0
s l.a'{% — Inzg = —.a'{%: ry =0
v idnrg=1.29g =0
—s rg=¢,05 >0
1

|r :].I — ___, —_F = —

D’ou ro =€ et Ie “T e

1
A ('3 —€ ——)
e

5) Courbe (Cf) voir papier millimétré.
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EXERCICE 18 Fonctions numériques

(Eo):y'+y=0et(E) Yy +y=e-xC0S X

a) Trouver les réels a et b pour que h soit solution de (E)
avec h(x)=(a cos x + b sin x)e—=

h'(x) = (-a sin X + b cos x)e—x -(a cos X + b sin xX)e -«
h'(x) + h(x) = e-zC0s X, h(x) étant solution de (E)

= (b - a)cosx e—z - (a + b)sin x e—z+(a cos X + b sin x)e —z=e-zcos X (b-a)
COSX - (a+b)sin x +a cosx + b sin x = cos x

b) cosx - a sin X = cosx

1

[

(b-1) cosx -asinx =0 %x £ R en particulier pour 0 et
=—=b-1=0eta=0«<=Db=1eta=0
doua=0eth=1

b) Démontrer que f est solution de (E) si et seulement si f - h est solution de (Eo)
Supposons f solution de (E)

on a f'(x) + f(x) = e—=cos x or h'(x) + h (X) = e-=C0S X

== f'(x) + f(x) = h'(x) + h(x) ==(f-h)'(x)+(f-h)(x)=0

= (f-h) est solution de (En)

Supposons que (f-h) soit solution de (En)

==(f-h)'(X)+(f-h)(xX)=0 == f'(x)-h'(x)+f(x)-h(x)=0

= f'(x)+ f(x)= h'(xX)+ h(X)= e—zc0s x

= f'(x)+ f(X)= e-zCcos x = f solution de (E)

¢) Résoudre (En)

(Eo) : y' +y =0 équation différentielle linéaire du 1.r ordre a coefficients
constants
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L'intégrale générale de cette équation est y(x) = Ce-=
d) En deduire la solution générale de (E)

on a f est solution de (E) ssi f-h est solution de Eo
onpose f-h=y(x)=Ce-=

donc f(x)=h(x) + Ce-x

f(x)=(acos x + b sin X)e-r + Ce—-rz=(acos X th sinx + C)e—x
d'ou la solution générale de (E) est
f(x)=(acosx+bsinx + C)e—=«

e) Déterminer la solution g de (E) telle que g(0)=0
onaf(0)=0 <= a+tc=0<=a=-cC

g(x)=(acosx +bsinx-a)e-=

2) £(X)= ez sin x ¢ = [0, 27]

{ est continue et derivable sur [0,2 7]

lim f{x) = lim e “sinz =0
r—l x—l
lim #(r)= lim ¢ "sinxr =0
r— 2T ' T2
iNr) = —e "sinr + e Tcosr = (cosr — sinx)e
T

(Nr) =0 =>cosr = sinr = r=—+kw

(z) 1 " orw e [0,27]

( T DT
—'—_'?{lrll.i!'_]] === :_I T = il
4 0u 4
flxr) =e "sinx
iNx) = (cosr — sinx)e

insérer tableau variation

;(I)_:-‘_@_iﬁ:—%
. _l =i 3 = .)!

“

P E
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iy
I =/ fla)dr
c) Calculer Jo

g
I =/ e Tsinrdr
S0

u=-e—r V'=sinx

U=€e-r V =COSX

2w . s
- . 2 .
I = / e Tsinrdr = [—r . (.‘f)-‘f.i']ﬂ - [ e Trosrdr
) JA)

g
| —2% —T
I=1-—¢ — / e Tcosrdr
1)

g
/ e Tcosrdr
Rl

u=e-r V'=CO0SX

U=-e—-x Vv=sinx

2T y
—r —r - oy —r -
e Teosrdr = [r : .ﬁ.n.a'] 0o T e Tsinrdr
Jo Juo =1

- . 1 —e
T=1—¢ ¥ Je=2 =1 ¢ = =
donc 2
EXERCICE 19 Etude de fonction et calcul d’aire

| flz)=x(1+ vz_"'}

1) hiz) =1+ (1 —z)e*™

Q) Dh =R

h est continue et dérivable sur i

ﬂrnllr |:,E'j e _L'.z_-r A I:.EI — J_] l-,z_-r — I:IE. o zjll.lg—_l'
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X —o0 2 +oo

h'(x) - 0 +
h \
0

b) 1(2) = 1—" =0
h I:.E'j:}[]’ pour X ceR — {3}

h(2) =10
2) a)
lim flr) =+nc
I—F20
lim flr) = —nc
T—+—o0
fiz) : 91
d A g e
b) - ‘
lim f(z) = +0oc

T——a0

(C') admet en —oc une branche parabolique de direction (Oy)

c)

flr)—r = re’ "

fle)—x = t% x €
lim (f(z)—x)=0

I —r—0

d) f(x)—r = e? "

X —0

“+o0

Jx)—x -

x €] — o, 0], (C') en dessous de A
x €10, +0c[, (C) en dessus de A

(C') et A se coupent en I{'}origine O
3) a)

fllr)=1+e*" 4z (—vg_"'}
Fle)=1+(1—x)e¥ " =h(z)
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X |- 2 “+o0
S(x) + 0+
+oo
7 /' /"
—on 4

b)

f continue et strictement croissante sur & donc .f bijective de R sur lui méme

c)

f@=4 fl@)=2
et '(2) = O\ donc /" non dérivable en 4.

d)T:y=
pour r < 2, flr) <4
pour * =2, flr) =4
e)
1
| ()
—I5 -4 —I3 -2 -1 3I 4 5 IIS 7 g
y=x -3
-kt
44-

1.

Ry={M(r,y),0<z < detr < y

<

s

flz)}
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X
il IZ,H = / I:f I:.i!':l —.i!') dr
10

X
a(d) =4 / 2 dr
L1

I
u=r\v=e

u' =1 v = —e*

X
ald) =4 [[—;a:rsg_"']f + / el T ff;z.']
Jo

alA) =4 [—.‘i!.'(i - z=2_"'] .

0
o) = [+ )T

a(A) =46 —4Xe” ¥ — X2 X

2.
= Hlli_111 a (A) = delem?
EXERCICE 20 Etude de fonction et bijection

e’ .
() = —— —In(1 +¢&")
Partie A: It 1 +er

1)a) Etude des variations de f.
f(x) existe si et seulement si 1 +¢e* = 0

orl+e" =0pourtout r € R

donc 5 = E.
Jals
lim f(z) = lim (t— —In(1 + t']) =0
T——oa r——na & 1 4+ g2
car e — 0
i
lim f(r)= lim (t— —In(1+ z="'_]) — —c
T— oo T—+ -+ 1 4+ et

L
e

car 1 + e* — let In(l +e*) = +oc
e’

E —
1 + T est continue et dérivable sur &
r — 1 + e* est continue et dérivable sur I et

1+¢e" =0pourtoutx € R
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donc In(1 + €") est continue et dérivable sur

d'ou f est continue et dérivable sur E comme différence de deux fonctions
continues et dérivables sur &

Vo e R, f'{x) <0 donc f est strictement décroissante sur F

b) on en déduit que la droite d'équation ¥ = 1 — = est asymptote a (C')
en +oc. & la Courbe de f

Tableau de variation

r _ff:l _I_-'E _I ' 1 M _I

S -

; {}\

—0

c) J est continue strictement décroissante sur I donc f réalise une bijection
de |—o¢. +o¢[ sur Iimage de Rqui est égale & |—2¢. 0

2) q':ifl-l =e T 111|:]_ e t:'rj
a) pour tout « € B, 1+ ¢* > 0, donc In(1 + ) est définie
d'ou D_q =R

la fonction = — 1 + e" est dérivable sur I et strictement positive.
donc In(1 + €”) est dérivable sur . or ¢ * est dérivable sur

d'ou g est dérivable sur &R comme produit de fonctions dérivables sur &

T
b) glr)=—e"In{l +€") + t:_.r—l E_ =

I!;.I'

T ﬁ — 111I:]_ -+ !’rj = t=_'rfI:.E'_]J
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C)
In(1+¢e") 0
car 1 +ef et (1 +¢") =1

d)ona g'(z) =e " fl(x)
or daprés 2) c)ona flz) < 0 pourtout = € B

dot ¢'(x) < Osur B
tableau de variation de g :

X —0 +on
g’rr’:}l‘}j —_—
I
g \
0
courbe de g:
Y.
10 3)
8 4
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g est continue sur [0 Al donc (M) existe

A A
I(X) = / g(x)dr = / e "In(l + e )dr
Jo Ju

on pose v (x) =€ et v(r) = In(l+€")

on obtient ulx) = —e " gt ]+ et

donc

A 1
— e A Ini1+ z='\‘_‘.l +In2+ / . -dr
Jo 1+¢

IN) =2Im2—In(l +e ) —eMn(l +¢*)
¢) déterminons la limite de {{A)

lim In{l+e ) =0

A—+oo

lim e *In(l+¢e*) = lim g(A) =0
A—+oo A—+oo

. lim I(A)=2In2
dOU A—s+00

Partie B:
1) g est continue et strictement décroissante sur &
donc elle réalise une bijection de & vers -/ = g(&) =10, 1]

2)
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b) montrons que 9" est dérivable au point 1n 2.

g est dérivable en 0 et §'(0) # 0 (g'(x) < 0 sur R)
alors 9 est dérivable au point In2 = g(0)

c) équation de la tangente a Corau point d'abscisse 1n 2

y= (g (In2)(r—m2)+g¢g YIn2)

1 1 2

(g7)(n2) = —— = ; —.

: g(0) 5-In2 1-2In2

2 2
y = - (r —In2) +0 = - (r —In2)
donc 1 —2In2 1—-2In2
2 ( )

Y =1 oma® 2
EXERCICE 21 Etude de fonction et calcul d’aire

) (20 —1)e® —2¢ + 2

I.'j = — -
flo ——
1) f(x) existe entre {7Rete © — 1 # 0}
posons ¢ * — 1 =0<= ¢ "—]e=saxr=Inl=0doncDs =R’

f(z) 1 &
T = 0r — 01

posons © et —1

) ar{e T —1)+ble™ —1)+¢

I.']II = - - - -
flo —
o) = (ar +ble” —ar + ¢ — b r 0



Page 109 sur 178

Mamadou CISSE
Le @ PaKAO® . >>:-75-370-31-51

(r) = ST o # ()
d'autre part I, e —1 '

par identification a = 2

ainsi a = 2 h=—1 c=1

2) Limites aux bornes

1
() =2r — 1+
|lf" s t: .I' . J-
lim (2r —1) = —oc
I—r—o0

lim (e " —1)=-1

I——00

. . lim flr)=—x
AINSI -~ f‘ :I

lim (2r — 1) = +0c
I—r—=>o0

lim flr) = +nc
L —r 20

lim (e " —=1)=0"

r—~

1
lim —
r—0- e T —1

= —0C

lim flz) = —oc

r—l~
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11 (7] = +
de méme -0+ fl@) >
3) r
a) calcul de [f/(z]
1
() =27 — 1+
flz) =2a e
, , _ 1
RIS VR
et —1
De —He T+ 2
Hr) =
fHz) PERETE
b) posons ¢ * = tet 2 (e ") 2_5(eT)+2=0

donc 2t 2 —5t+2=0

A=2-16=9 VA =3

v — 3 b+ 3
= =

4 ou 4

1
i

20Ut =2
r=—in20U = 1In2
c)
2 e 2 — 5 '—}—'}(z“r——l)lt F—2)
2 2=2 5 2
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(2In2—1)2—-2In2+2

(In2) = —21n2

flin2) 51 2In2
2 3

(—n?) = — — 9o
fl—=in2) = 3 (111.4 2)
tableau de variations:

X | —In2 {0 in2 +
Fix) o 0

25,3 Lo ]
/ //’ 1 5 \\‘ \\\ //’
""" ’ -~ 2In2
4)
1

(r) =2r — 1+

J e* —1
1

|r.'],| —|r'3,'— J_]J —
[f(2) = (22— 1)] = ——

. , ) . . 1

lim [flr) — (22 —1)] = lim — =10
400 =4t g T — ]

donc la droite d'équation ¥ = 2r — 1 est asymptote de (€'

flr) —(2r—2)=2r—1+ L 2z + 2
' ! ! P r __ J_
1
(x) — (2r — 2) = +1
.f'\- 4 i, A ¢ r J_
T
fle) = (26 —2) = ———  Lim ¢* =0
e —10r r—=+m=

lim [flz)— (22 —-2)]= ——=0
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li () — (20 —2)] =0
donc o+ [Flz) = (2 )

la droite d'équation ¥ = 2 — 2 est asymptote de (C')

lim f(r)=—-oc | lim flz) =+
r— f ' et +—ot f '

La droite d'équation = = 0 est asymptote de (C')

5)
T+ (—x)
2= T:(]
flr)+ fl—x)
0= 5
1
() =27 — 1+
flz, E et —1
1
(—r)=—-2r -1+
|}r\- E E ! _I._J-
l—e”
|r,']||— |r—,':| = —2——
|}r\E- |}F\ E E I _J-

flz)+ f(—x) = —3

02(0, ——33 -
2" est centre de symetrie

6) Courbe de f:
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7)
Fe
() =20 + v +
a) 1" et 1
) (20 —1)e® —2x + 2
I.E']J: -
flz, et —1
par identification
o+ F=—1
-y = 2
a—=—2et =1
e T
(r) =2r — 2 +
flz, ir A

b) i est un réel supérieur ou égal a 2
£ *

() — (20 — 1) = —1 +
o) = (2= 1) = —1+
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Ink e T
Alk) = / (—1 + — ) dr x 4cm?
JIn2 e’ —1

Alk)=[—r+1n (e* —=1) t“ﬁ x 4em?

r e T _ 1 Ink
Alk) = |In ( - )} x dem?
L e In2
ke —
) ( )} % 4em’

Alk) =

L\.-l

Alk) =

( )2
In2| x 4cm”
)] em?>

" l-z(

.L-um A(k) = 41In2em?
EXERCICE 22 Intersection d’une droite et d’une courbe (12 pts)

1/ a) I'ensemble de définition de g est [0 +o¢]

lim g(z) = lim z[1 — 2Inx + (In r)? | =0

. oo—0t Tt

lim g(x) = g(0)

T+t
Donc 7 est continueen 0

g est continue sur les autres valeurs delU; +°¢] car les fonctions = — =
et © — (1 —Inx)®y sont continues.

Par suite g est continue surl0: +o<[ |

Les fonctions = — = et {tex}x\rightarrow (1-\In x{{}"2}
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{/tex} sont dérivables sur |0.+0oc[ donc ¢ est dérivable sur
|0, +2¢[, Au point = = 0

() — gl(0
lim gz) — 9(0) = lim (1 —lnz)? = +oc
r—0+ r— 10 0+

g nrest pas dérivable au point x = 0

donc g est d erivable sur [0, +oc]

1
glz)=(1—-Inz)?—22(1 —Inx) * —
T

b)
= (lnxr—1){lnz + 1)

Tableau de variations

i 0 /e £ +co
=’ (x%) + ( - () +
4fe teoo
£
0 ]
lim g{x) = +oc

r—t
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A
(Ch'1]'
T (e
Ly | | | | >
e 1 2 g 3 4 ”
£
o) = [g[.z')d.z'.u.a
2. a- o
e
= /.i:'[l —Inx)draca

o

e

1
= —;nz[l —In n_‘JE + /[l — Inx)rdrata

i

oy

1 1
= -1l —lna)+ = — Za?
2 4 4

“

Donc

1 1
= [—;ng[[l — 111(1_‘.!2] +{l—Ina)+ 1:2].“,{;

i

b)
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y=umxl—1In z?

3/ -a) Un point de (') N (A) vérifie{ y=10
x[1-(1 —In .a'2]=0
donc r(l — 1+ Inz)(l+1—Inz) =0

rinz(2 —Inz) =0

- 2
dton t=0r =1, 1 =¢"

pour z = 0 glz) =0
r = J_ :f_lirl:.f'j = J_
r—e? glz) =e?(1 —2)2 = ¢

Donc les points d'intersection de C et de droite 2 @ ¥ = =

sont les points de coordonnées (0, 0): (1,1): (¢*, )

2

{ y=uxl1l—1Inz)
b) Un point de (C') N{Am) vérifie Y=t
donc [m — (1 — Inx?] =0

Les abscisses des points M1 et 173, lorsqu’elles existent vérifient :
m — (1 —Inx? < spanstyle = "line — height : 1.3em:” >=0

si m < 01l nry apas points drintersection

si m = 0 Am)\ est [raxe des abscisses les points dr
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intersection sont les points de coordonnées (U.0) ¢t (e,0)
sim=>0onalvVm—1+Inz)(yvm+1—Inr)=0donc

l—ﬁt:t Ty = el

] .
dloil

Y eV M. eV
- mrl_‘-’ﬁ et_' 2 mrl_‘-’ﬁ

En résumé Am\ recoupe C en deux points autres que O lorsque m = 0

T =€

c) p= (Am) M (D)

2
()
donc me

4/
OM1+OM2 = V ¢

1{1—y/m) m2e2(1—/m) \ftﬁtl—\,ﬁm + m2e(l+y/m)

= Vel £ m2et £ m2et 4 mied

= el + 2m2 + m?)
— (1 +m?)e?

or OP? = ¢2 + m%e?
donc OM; * OMy = OP?

4 - @) Dans ]€: +o¢|\ Ia restriction 4 de la fonction g est continue et strictement
croissante donc elle est bijective.

Sa réciproque 4! est définie de 1 [€, +0¢[ [, +oq]

Clest-a-dire /1" < [0. +0c[ — [e, +oq
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b) hlest dérivable sur |0. +o<[car if(e) =0

;2 g 2 2
.ﬁ[r‘_‘] = gLr‘_‘.l = "

¢) Construction de €'n—1 (voir graphique)

C'n—1 est symétrique de Ch par rapport a la droite d'équation ¥ = =

EXERCICE 23 Nombres complexes et suites numériques
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (O, €1, €2),

T V2
§—5 ((), —; ‘T) m V2
= 7/ estla similitude de centre O, d’angle 2 et de rapport 2 .

I
=L )
1. D ""or zo = 0 donc
f VE
I = 1—1=
2
V2 V2 V2 V2
2.0 T2 T T TV Ty T
V2 1 1
In =1—3 = —— — —1
D T B
) J\,’E% J.\fﬂ V2
=1 =—l— + ——
2 4 4
/9
Vo4 )
b) Zn —!.T:;”_l n=1

c) On prévoit que,d'aprés(b), (z:) € I est une suit géomeétrique de premier
/2

. . ) (= f—o.
terme zo =1 +1 etde ralsonJr 2
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n
ﬂ (;ﬁ) )
. “r = T =l
d'ou

Vva\
o= | i (1+i),n>0
ce qui donne -

(a2
"L' a
= [zn] an = V/2 (—)
(d) )
5 n+1
lype1 = \."'IE (_‘uj-—‘)

tn+1 = "u@ (
V2

. g = —dy, =0

ainsi N 2 T T

D’ou @, € N est une suite géométrique de premier terme ao = V2
= Y2

et de raison 2

2

=

7= "5 est dans 10: 1

(e) (an) converge vers zéro car sa raison

EXERCICE 24 Probléme Synthése

1.a) g(x) existesi ¥ # Lavec x = 0

Dy =]0: 1U]1: +00]

lim g(x) =0: im glr) = —oc
b) ror rrto0 T
-
I — ; , - - <
2, r — 1 et  — In|z — lisont dérivable pour tout = # 1 d'ol g est

dérivable sur g et

agllx) = —! -1 ‘
TN = 1 2-1° (=17
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Sur Dg.gflx) <0

Tableau de variation de g :
z| O 1 +00

g(z)] — A

3.a) Sur J1: +o<[ g est dérivable et strictement décroissante donc elle
réalise une bijection de ]1: +2c[ vers | — oc: +-ocf.

Or |0 € K j] existe donc @ €]1: +2¢[ te] que g = 0.
Montrons que 4 < a < 5.
g(4) ~ 0,236t g(5) ~ 0, 14

gl4) x g(d) <Odonc 4 < a < 5.

4. Sur JL:afglz) = 0 gt syr ot ocfglz) < 0

PARTIE B.
Soit

—'I”l"l'__ll sir = 0
— e

ey st <0

o In|r — 1|
£ —— PP . -
1.a) r  estdéfiniesi v # Oet v # 1,

d'oul elle est déffinie sur 10: 1[U]1; +0c],
—6e”
e + 3e* + 2 est définie pour tout = € ,
d'ou elle est définie su | — o<t 0],

T
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Donc Py =] — oc: 0]U]0: 1 + oc[= R{1}

b) La droite d’équation x = 1 est une asymptote verticale a la courbe
(C'f) de fet 1a droite d’équation y = 0 est une asymptote hori-
zontale a la courbe (€7 de f aux voisinages de —oc et +oc

2) a)

On a aussi 1) = el + 360 2

lim flr)= lm f(r)= f(0)

r—t r—~

Donc f est continue en O

r In(l—xz)+x 1
1111 = —=
b) On admet que r—o+ r? 2.
I I _'[EI—_I -
r)— fli p s e el
lim flz) — f0) = ljm Sl
Etona z—o- T T+ T
E:2.I' e 3E:'I- e 3 T
llm ——= - = lim — -
r—— .E'I\r"' 4+ Jet + 3] r—0- =T + Je* + 2
2 9. T : ¢ ¢ .
, e + 3" + 2 D] 0 ] i fl.i'] — f|[]].| 1
1 —27" 3¢ = -1, lim —————— = ——
Or |L1{1J1‘ T t d'ou |—1r1'[111‘ T 6.
1 1 1
H0) = —= HO) = —=, fil0) = —= £ f1{0) =, . .
fa\0, 2et 11 g /a0 6 7 9% =gou € admet deux demi-

tangentes au point d'abcisse 0.

In{a—1) v

a) a  or g9la) =0 nous donne a — 1
fl' ] ¥ y 1 1

x| = —_— =

dout”"" " a—1 a «ao—1,.

=Inla—1)
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—6e” (3e™ + 6e*

—oc: 0, friz) =
o | 7o) = =

2)

]

S

Sur 10: 1[U]L: +oc[, alemmesignequeg( ).

Sur ] — o<1 0], fr(z) <0

Dressons le tableau de variation de la fonction f.

4. Tragons la courbe (C7) de f dans un repére orthonormé (©. 1, J)d'unité
graphique 2 cm
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—6 a b
5)a) #*+3zx+2 x+2 x+1nousdonnea=-12 et b=6

—6e™ o —12 6
b) D'aprés a)e® +3* +2 e +2 e + 1
- —12 6
e t“"I:l N EE:_'I- I!:_r |:J. e t:_'r
—6e _12e*  Ge*
Dol e +37+2 1427  ]4+e7

¢) Soit A I’aire du domaine délimité par 1’axe des abscisses, la courbe, les
droites d’équations x =-In2 et x = 0.

0 0 _Ge®
A= / —flr)dr x u.a = / —Wd-i' X u.a

—in2 —n2 &7 T T4

10
oy — 24ln—ecm?
d'ou 9
EXERCICE 25 Probléme Synthése
PARTIE A.
i o . [r"' —1 .z} R -
me —r—1=lm — — : — - ] — —
1. Soit " =0 T or }lil'[l.' r le }11{1; T 1
T _
im 1 —1=0
donc x—0 T
g
o lime— =~
En conclusion z—0 T

2 k0 +oc]—= R
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(a)  ++ (1 —Inz) continue sur |0: +0¢],
d’ou = — (1 - In Xx) est continue sur ]0; +8[ par somme.
or = — zest continue surlV: +°¢[ d’ou par produit  + (1 — Inx) est continue
sur |0: +oaf,
(b) & :]0: +oc[— K
3 l} ]

v —r? — Znr

4 2

3 2

1" est dérivable sur T, donc elles est dérivable sur 10: +o<
et © 27 " est dérivable sur 10: +o¢[ par produit,

donc K est dérivable sur |0: +2<[ par somme.
Calcul de K'(x)

= —i: — rinr — £i: =1 — Inr
2 2

d'ou K'(X)=k(x)

PARTIE B.

e —r— 1.5t <0

Soit f(X) = { 'EI'F”"EI: str = 0 (1)
1.siz < Oalors " —x — 1 existe t si x > 0 alors xInx exite d'ou

f(x) existe sssi €] — o0 0] U]J0: +-o0]
Dy =] — oc: +0og.

lim flz)= lim " —r—1=+nc
T—r—o0 T—+—o0

lim flr)= f(0)=0

r—~ )

lim flr)=1lim lim xlnzr=~0
r—0t ot OF r—0t

h (r) =0
d'ou..-ﬂ{ln]l+ flz,

lim f(x)= lim xinr= +noc
I—r 20 L—rTo0
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2.(a) f est définie en 0 car dans [0: +oc[flx) =€" —r —let s ¢ — 2 — lest
définie en O et prend la valeur 0 on a alors f(x) =0

lim f(z)= f(0)=0 _ lim f(z)= f(0)=0

T—0~ el r—ot ,

. lim flr) = lim flz) =0
d'ol r—0- 1z, r—0t Iz,

Ainsi f est continue en 0

(z)+ f(0 T —r—1
lim M = lim S 0., . :
(b) x—0- T r—+0- T d'apres la partie A.
(z) + f(0
lim M = lim Inr = —oc
r—0+ T r—0T

Donc fn’est pas dérivable en 0 car ne 1’étant pas en 0 a droite.

Interprétation graphique : La courbe représentative de f, [ (Cy,
admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente d’équation x = 0
a gauche et une demi-tangente d’équation y = 0 a droite.

3. r— e et r — —r — 1 sont continues sur &
donc sur | — o< O],

r — xinz continue sur 10: +oc[par produit et f est continue en 0, donc f est
continue sur 1.

r— e et r — —r — Isont dérivables sur B donc sur | — o<: 0[,

r — zinx dérivable sur |9: +o¢[[ par produit
donc f est dérivable sur &\ {0},

4. Pour = <0, f'{r) =e" —Lorsix<0alors ¢ < 1
d'ou f'(x) < 0 pour x< 0.

Pour x>0, f'(x) = lnx + 1or Inx +1 > 0 gj win[Zi+ocl

1
x|l —
SIit ] t=]

et Inr+1<10
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1 1
Y, re -1+ p ~ r |0 —
d'ot f'(z) = 0 pour * g0l gt pia) <0 pour " 10 2]

5. Dressons son tableau de variations.

A-= o g+
H) P+ !
0 S V’o
A
7.
6. f(7) — (2 —1) = " grony A, S (7) = (7 = 1) = fm e =0
doncd 1 ¥y = —= — 1 est asymptote & €1 au voisinage de —oc |
lim f(r)=+nc C e ..
e donc “f admet une branche infinie au voisinage de+oc or

donc ©'r admet une branche parabolique de direction (y'0y)au voisinage de +oc

8. Tracons la courbe €7 de f dans un repére orthonormé (0, 1, J) dunité
graphique 2 cm
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e N

f "Ll il h|1 ‘n “n m 'f 2l |

it | i l | ! et o h.f

e *I!r A }”1 '.I "li"“"

fi ' e e A R ‘ ; {11

ol | | il ‘n||l i | I ”

| 0 e ”A" | ; I

(1 ‘W !“ Hg; ‘I’] L i; !ul l{! |
19 AR L

s ) ru,.t . 4l I.!H

= oo

9. Soit h la restriction de fa ‘e
Dressons le tableau de variation de h.

1
h est continue et strictement croissante sur e o) donc elle est bijective. Elle
1 |
réaliseune bijection de =2 +lyers 7 = [__ _x[d'aprés le tableau de

variations de f.

(b) Pour la courbe ' de i',bijection réciproque de h, voir figure.

[

T

|

e

1
10. (a) Ce domaine est I'endemble des points M(x,y) tels que ¢
et h(r) <=y < rOnadonc:

Ay = [ (x — hix))dr = / (z — zlnz)dr = / folx)dr
i Je d'aprés la PARTIE A.

= [fxli]]i = (ff[r] — K (i)) x dem’
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(b) Ce domaine est le symétrique, par rapport a la premiere bissectrice, du
] ] ] A =4 = (P? — i?) "
domaine d'aire -11 de la question 10)a) d'ol e

EXERCICE 26 probleme Synthése
PARTIE A

1) Etude du signe de 4 — 5¢” + 1

o1

1¢* — 5e” + 1 s'annule pour ¢"=1 soit = 0 ou " T isoitr=—Ind
Dol 4 —he* +1 = 0gj = € |—oc, —In4[U]0, +oc]
46 — 56" +1 < 0sj r € |—Ind, 0]
son tableau de singe

X -00 —2In2 0 +00

e* —i - 0 + -

e* —1 = 0 i

4e** — 5e* + 1 + 0 - 0 T
2)a) ¢ T Inr — 2T +2
L'ensemble de définition Ds = ]0.+0¢]

lim ¢lr) = —oc—0=—c
r—0t

lim 7 (B o, 2 0—2+0)

r|l—=-—-2+—=| =4+0c(0—2+0) = —
raine VI VT N > /) =70
) 1 1 - Tl —7)
dr)=—— —
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(1 — /] .
x ,onax>0,lesignede ¢'(7)est celuide 1 — vz,
ainsi @'(x) =0sj =1

o'(x) =

Siz<l, ¢lxr)>0etz=1 &) <0

Tableau de variation
X 0 1 400

@'(x) 7+ 0 -
0
o / \

¢) Le maximum de ¢ est 0 d'otl pout tout = = 0, @{x) < 0

PARTIE B

f est une fonction définie par

est la courbe représentative de f dans un repéere orthonormé d'unité 2cm.

t:.|' J_
< 0, flr)=a+ . L2 — 1 L0, e £ S ,
'fk ' 2et — 1 existe si E ' 03 20U £ —In 3.

1.2)Si "

Si x>0, f(x)=1 — =+ Vrlnzsj » = 0 est définie dans \\
Dy =] — oo, —In2[U] —In2, +o0

lim flz)= lm =+ = —0C
b) T——50 'f‘ ’ T——0 TeT — 1
eT
lim flr)= lm =+ — = —0C

r——In2- r——In2- 2eT — 1
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e
lim (r)= lim =+ = +0C
r—+— In 2T f ' r—— In 2T 2et — 1
lim f(r)=+0c x -1 =—c
T—r—00
Branches infinies :
lim (r) = —nc lim () = +0c .
r——In2- f ' et r——In2t f ' d'ou la droite
d'éguation = = — In 2 est assymptote verticale a (Cy),
_ flx)
' (7] = — ) lim -
..-21—12-, flx) > Etudions r—-~
- T
lim (z) = lim 1+ : =1
T—r—30 T—F— r(2eT — 1)
eT
lim flr)—r= lim —— =10 . _ ) _
T——00 r——o0 r(2e” — 1) D'oli la droite d'équation ¥ = - est
assymptote a LC) pour = < 0
: , - flz)
] () =+ . l :
T+ oo flz, > Etudions r—+400 T
lim f(r)+z= lim 1++Vrlnr=+nc . i
T—+00 I, T—+50 v , D'ou pour = = 0, (C's) admet une

direction asymptotique d'équation ¥ = —<

c) Position de (C7) par rapport & l'aasymptote d'équation ¥ = ¥ sur ] — 2, 0[,

fle) —x =

2eT — 1
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Pour = < 0, f(x) — = est du signe de 2¢* — 1. Ainsi, flx) —x <0
Sir<—1In2et flz)—x >0gjr el —In2,0[

D'otisi * €] —oc, —In2[ (C) se situe au dessous de I'asymptote et
si © €] —In2,0[ (Cf) se situe au dessus de I'asymptote.

2) a) Continuité de fen 0

- J_
lim f(r)= lim (.i:' +5 _:_ ; ) =0+-=1= f(0) _
0 0 2et — 1 L d'ou f est continue en 0
a gauche.
§ () = I l—r+rlnr)=1= f(0 . ) .
..-—1-,1{111 flz) ..-—1-,1{111 ( FrVES E} A jd'oufest continueen 0 a
droite.

f est continue en 0 a gauche et f est continue en 0 a droite ce qui fait que f est
continue en 0.

b) Dérivabilité en 0

D'ou f est dérivable en 0 a gauche et f'_{g}(0)=0

. flx)— f(0)
1 2 4 L. . .
0 T —0 > donc f n'est pas dérivable en 0 a droite.

Interprétation des résulats

LN i
fol0) = '::', au point d'abscisse 0, la courbe (Cy ) possede une demi tangente
horizontale a gauche.

- flz) = f(0]

1 : - = + . . f , -
hare T x, au point d'abscisse 0, la courbe (C'r ) posséde un demi
tangente verticale a droite.

rel—oc 0, flr)=0+ ————
?;)PourE =] =00, 0] flx) =2 (2er — 1)2

Le signe de f'(x) est celui de 4¢** — 5¢™ + 1 étudié en A)
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Pour z =0, flr)=1+xlnr—x

On sait que @(x) < 0 et 2y > 0gyr |0, +oc[ grou f'(x) <0

X —00 —2In2 —I[n2 0 400
f'(x) + 0 - — e -

—E —2ln2 _*_\‘
f \
w — pa—

4) Courbe de f

y = =in2

5) Calcul de I'aire du domaine défini par
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—InS8<r< —Ind
{ flzr)<y<x

partie hachurée sur la figure.
L'aire de ce domaine est :

EXERCICE 27 Probleme Synthese
) 3(x —1)°
| -fl"ij _ 3.E'2 4

Soit Df_ le domaine de définition de la fonction f,
Dy =R car 322 + 10pour tout = € .

1) 55, f(#) = o0 Lm fla) = —eo

2) T (T — 1)* st dérivable sur R comme puissance d'une fonction dérivable
sur [ _

D'ou par produit = — (x —1)° est dérivable sur R

r+— 3% + 1 dérivable sur R et 3z° + 1 # Opour tout réel; par
quotient * — f(z) dérivable surF

Calculons f'(x)

£(2) 3|z — 12322 + 1) — (x — 1)%(62)
T
|3a*—1]2
3|3a +1)—(x—1)(b6x)
() = 3( —H . —
fle) =38t [ (32 + 1)2 ]
922 +3) — 622)
(z) = 3(x —1)* - -
f‘i!_ L / [ I‘SE.E_]_]E
) 9z — 1) x —1)?
(z) =
flz, (322 + 1)2
X fFoo -1 1 +00
f(x) + + ¢ v
f +00
-—C0

3) f continue et strictement croissante sur& donc f réalise un e bijection continue
de Bsur f(R)=Retle f(R)

donc d'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires I'équaiton f(x)
= 1 admet un solution unique o« € &
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Montrons 3 < o < 4

La restriction de f a [3 ; 4] est une bijectio continue et f(3) < 1 < f(4) donc
I'équation f(x) = 1 admet une solution @ €]3. 4[.

3(In|r| — 1)?
3?}12|.z'| +1

glr) =
1.

r #0
072 :
1)a) g(x) existe si et seulement { 3in“lz| + 150
or 3ln?|x| +1#£0
Dot Dg =R’
b) .
() 3(In|r| — 1)
glar] =
g 3[(In|)%z + 1

glx) = flin|z|en posant h(x) = In|x|

ona glx) = (foh)(x),r#0

c) Dg=1"

soit X € Dg donc —X € DgR*stable par passage a I'opposé)
g(-x) = f(h(-x)) or h paire == h(—z) = (z)

d'ou gl—x) =glz),x # 0

I11 1) c) Aussi g est paire sur Dg
d) De =]0, +c]

x >0 donc h(x) = Inx or k(x) = f(h(x))

lim hiz) = —oc lim flz)=—oc
r— 0t el x——nc” :
lim kir) = —oc

Par composée x—o+

lim #hlxr) = +oc lim flz) =+
T—p+0 ef r—+="

., lim k(zr) = +nc
Par composee x—++aa
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Etude des brances infinies en +oc
3(In|a | — 1)

Kir) =
= 3[|.i‘n| r+1

K(z) 3(In® — 3lnz® + 3lnz — 1)

r r(3nr? + 1
Pour x>0 Inx
lim Ki{z)=0 . ..
r—++o0 donc €' admet en k une branche parabolique de direction celle

de I'axe des abscisses.

2) a) on a k(x) = (f o h)(x)
En utilisant Ia forme de Ia dérivation d'une forme composée on obtient :
Kix) —h (x)xf'(hiz))

k') =—f|h|a

k' (x)garde un signe posmf sur |0. +o¢[ mais k'(x) s'annule en s vérifiant Inx-

1=0u Inx+1=0
1
x=eou ¢

i
k' -~ 1 -
| B g *

1 3—1— l )
(7) BETT
b) k() = 0 3(nr—1)* =0
Inr =1
r = £
Crcoupe l'axe des abscisses en A(e,0)
Sjr |0, ef,k{x) <0

Sj = €le, +ocf k(x) = 0
Sjr=ekizr)=0
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3) a) K est continue et strictementcroissante sur ]0: +2¢[par composée de deux
fonctions continue et strictement croissante.

D'ou K réalise une bijection de |0: +2<[ sur JE.

Dot K (]0, +0¢[) sur JE.

Donc J =&

__"_J—\c—-—" \
iz \\\ \«f-
\\ =
~

oy Bt

EXERCICE 28 Fonction et suites numériques

1. a. La fonction f est continue et d”erivable sur P =] — 1, +00] gt
1
' (r) = —oc: 1 (r) =+ ¥x € Dy, f'(r) =2
o, flr) = —oor tim flw) = oo o Tr € Dy Fla) =27

La dérivée est donc strictement positive dans s .
Voici le tableau de variation de f.
TVder+— flr)=2In(l+rx)




Page 138 sur 178

Mamadou CISSE
Le @ PaKAO® . >>:-75-370-31-51

et voici la courbe ©'f ainsi que les quatre premiers termes de la suite sur le
graphique.

i
o nse - - e - o - T
1 P - 1
QiR o o’ e e e -/.-'r'/ :
------------- 1_,1"‘/ | :
--------- (X1 ! !
A | 5
o 1o | !
24 & b | :
& 9 | | !
1.0 | '
& PN | '
(3 WY | 1 '
14 3 ; :
L | ] ] L
LN } . ] 1)
/ L] ] ] '
[ —t ' + — 1 }
-1 ,,/“ ! 2 A g ug:rfg u) 4 ity ¢
/
v’/‘
/1

b. La fonction | est continue et dérivable sur r et

1 — T
tex lim flr) = —oc:Vr € Dy, li{x) = frix) — 1 = :

r——1 1+

Lorsque x tend vers +o<, nous sommes en présence d’une indétermination de la
forme

In(1+x)
llr) = ( — —
” +0c — o¢”, mais on peut écrire : !

In(l+x) In(l+x)

Lorsque x tend vers +oc, T a pour limite 0 ; donc T a pour

I , lim [(r) = —
limite -1. Par conséquent zertoo >,

Voici le tableau de variation de .
TVde r = llz) = flr) —ma=102)=2In3 —2~ 2,2
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La fonction | étant continue et strictement décroissante dans { = [2. +o¢[, réalise
une bijection de I dans {({) = J = [—0c. a : et puisque le réel 0 appartient “a J,
il a dans I’intervalle | un seul antécédent par I, autrement dit, I’équation 1(x) =0
a dans I une solution unique A

Ce A est alors I'unique élément de I tel que f(A) A,

2. a. Voir graphique.

b. La fonction f étant continue et strictement croissante dans { = [2,+0o<[,
réalise une

bijection de | dans /(1) = [f(2), +o<[; et puisque f(2) = 2{n3 ~ 2,19 gst > 2,
f(1) est contenu dans I.

Démontrons maintenant par récurrence la propriété : ¥n € N. F,
avec P : U, = 2

- Initialisation : Uo = 5, donnée de I’énoncé. Donc Un = 2 et Fy est vrai.

- Héritage : Supposons la propriété vérifiée jusqu’a un rang n, en particulier Pn
vrai (¢’est a dire U = 2 ou Un € I Jet montrons que Fn+1 est vrai.

= ‘r-"rn—l = f':‘r-"rn.] el Un—l :j 2

2
Y €]2, +ocf, f1(z) = Vr €2, +oc[,0 < fr(r) € —— =
C. .

1 +x:donc

Vr €]2, +ocf, | frlz)]| <

TG I ]

Conclusion

d. Soit € M. Les réels U, et Aappartiennent & [2: +2¢[, intervalle dans
2

| < 2
lequel 1< 3,

on peut donc appliquer I’inégalité des accroissements finis au couple (Un: A
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U — A

[ Iy ]

|fUn) — fIM] =
c’est & dire , puisque f(A) = A

2
|U;.,_1 _)'L| E §|L':| - f}'l|
2

i - _ o _ 0 )
Posons|Un — Al = 9y ; la relation précédente devient alors 3 "(1).
Si au lieu de ”=" on avait ”=", la suite dn serait une suite 9» géométrique et on
pourrait immédiatement écrire

< Ops1 =

9 7
. C’est pourquoi d’aucuns disent d’une suite vérifant (1) qu’elle
est sous-géométrique.
Utilisons la méme méthode : donnons a n toutes les valeurs entiéres possibles
entre 0 et p, p entier = 0 ; multiplions ensuite membre a membre (Nous
sommes en droit de le faire par ce que nous manipulons des nombres positifs). |l
vient :
2_ 2 2

:5{]:51...:5}15}]_1 = EJ{]EJI...EI}}J

B p+l
_ - dpd1..dp 10 < dpey < (—) an
et en simplifiant 2 par 3

c’est a dire (tout en remplagant p par n)

2

a
¥

n+1
3) =Ny

[(2) ~ 2,2 gst positif, [(3) ~ —2,2 est négatif, donc d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, A est compris entre 2 et 3.

Ve e N0 < |Ups1 — Al < (

Puisque Lo = 5, on en déduit que |Uo — Al = 3 et la relation (2) entraine :
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9 n+1 gy 7
Vo €N,0 < |L-:.-1—ﬁ~|£3(a) z(a)

Cette derniére relation s’écrit aussi :

2

T
lim 2 (i) =0
En remarquant que "+ \3 , on conclut par le théoréme des
gendarmes que

li o1 =0 N =10 li U1 — Al =0
nerioo T+ ,SOIthﬂlxi” c’est a dire n-il—nxl mtl |
. lim I, — A
enfin n—+s .

7
Wz eN,0< Uy — A <2 (i)
e. La relation 3

n—1
Vr € N#, 0 < |Ups1 — A| < 2 ( )

oA I

s’écrit

; (3) n—1 j 1
Up — A € — : “\3 =102
Donc pour qu’un entier n Vériﬁe| — 102, il suffit que 3 107

| b2
T
T
A
i
-
‘h

In (
Cette relation est équivalente a : 3
2
(n — 1)in= < —In200

dire
_ 11200 11200
n—1——m—m— . n= ——+
In3 — In2 finalement In3 — In2 .
n200 o
. e . p= T2 ol tl=15
Le plus petit entier vérifiant cette relation est In3 — in2

EXERCICE 29 Probabilité
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Sq2 , 3
plA) = s plA) = —
1. C:.,z )
1 { 5
p(B) = L p(a) = =
- Cf}? )
N
PN - N
PN
s o B3
Pp \
PR~ —
Pl N
It
, 4 4 1 Ay = 17
plC) = - X -+ - x P\ = 5
5 5 5 5 2
43| 3
p(D) = = x — p(D) = —
TR D
4 1 1 . 2
p(E)=-x~-+=-x1 |PlE)=
2 4 5 D
2 4 1 2 1 , 1
EJI:F]=:XTX——T><T><1 E)I‘Fj:')j
o 0 _l: A 5 ) 2

2aXN(Q)=(R.R)R.J)(J R).(J.J)

Les différentes valeurs prises par X sont 0 ; 1000 et 2000.

a 0 1000 2000
P(X=a) 3 44 78
125 125 125
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b. Fonction de répartition

-six <0, F(x) =0.
<1< 1000,F(z) = —
-s10 125,
, 3 4
-5i1000< = < 2000.0na " = 125 T 135
=
Flr) = —
D’ou si 1000 < x < 2000, 125
4 78
> 2000F (1) = 2 + — + = _ 1.

-Six SR 1250 125

EXERCICE 30 Probabilité
1. I'événement contraire de "A sachant B" est 4 sachant B. (0,5 pts)

2. Soietn E et F deux evénements indépendants d'un meme univers, on
a PIEU F) =plE) x p(F)+ p(F).(0,5 pts)

3. Soit X une variable aléatoire qui suit une loi binomiable de pframétres
netpoun=4et €0, 1] Sip(X = 1) =8p(X = 0) alors ' — é (0,75 pts)
4. Interprétations géomeétriques :

a) AM =1 (0,25 pts)

a) AM = BM (0,5 pts)
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c) oM’ =AB (0,5 pts)
d) (MB,MA) = (M'B. m.ﬁ[ﬁ’ﬁ] (0,5 pts)

EXERCICE 31 Probabilité

Une bofite contient 8 cubes indiscernables au toucher
» Ry, Ro Ro, R, VitV 15, )y

R représente la couleur rouge, V la couleur verte, J la couleur jaune, 1 et 2les
numéros des couleurs.
A) Soit (€2, P(£2), p) un espace probabilisé. Soient A et B deux événements de

cet espace probabilisé.
A et B sont indépendants si et seulement si p(-A N B) = p(A4) x p(B)

B) On choisit successivement et sans remise 2 cubes de la boite.

1. Soient les événements A : "Obtenir des cubes de couleurs différentes" et

B : "Obtenir au plus un cube portant le numéro 2"

a)
_ A2 D 0
I(B)=—=— (B) = —
by’ A g PP =1

¢) Calculons p(-1 M B) et comparons-le avec p(-1) x p(B)
A M B, I’événement : "Obtenir des cubes de couleurs différentes avec au plus un
portant le numéro 2". Les différentes possibilités sont :

tex}(R_{1}, V_{1}), (R{1}, V_{1}), (V_{1},R_{1}). (V_{1},R_{1}).{/tex}

I:Rg: 1;”1 . I:Vl: Rg] I:Rg: Vl . I:Vl: Rg]

(Ra, V1), (V1, Ro), (R2, V1), (V1 Ro)

(R2, V1), (V1, Ra), (R2, V1), (V] Ro)

(R, J2), (Jo, Fy)
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(V1. J2), (T2, V1), 1V, o), (o, VY

I:RI: 1'72] IZI'TE Rl:':

3
(ANB)=—-
Donc P\ ' 7
Ou encore
g 19 3
i A) x p(B) = — x — . e, =
or PV PEIE A 28qui est different de 7.

d’ou A et B ne sont pas indépendants.

2. Les valeurs prises par X :
X ={0,1,2}

a) La loi de probabilité de X :

_,.\' = a; () 1 2
NT T - oo 3 1 3
piX=ai)|2]7]|%5

b) Espérance mathématique E(X) de X :

M
B(X) = Z v P(X = zj)
i=1

3
+2x —=1

E(X) = _
14

=1 =

c) Variance V (X) de X :
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m

V(X) =Y 2%j(pX = z;) — (B(X))?

; . i limp, =1
C) (Pn)n est strictement croissante et +

EXERCICE 32 Probabilites et suite numériques

I. » Dans le cas de 1’équiprobabilité, on sait d’apres le cours que la probabilité
( A) card(A)
plAa) = ——==

d’un événement quelconque A est calculée par la formule : - card(Q2)

» La probabilité de I’événement A sachant que I’événement B est réalise, est si
p(B) #0 :

p(A/B) plANB)  cardlANB)
A D) = =

p(B) card(B)  (aprés simplification parcard((,

* Qu’il y ait ou non équiprobabilité, une propriété de base des probabilités sur un
ensemble fini dit que :

p(ANB) = plA/(ANB)] = p(4) — p(AN B) (car(A N B) est toujours inclus
dans A).

p[(AN B)U (AN B)] = p[AN (B U B)] (distributivité de  par rapport a U)
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= p(A N ga) (pour tout ensemble B, ona: B UB = w)w

p(A) (pour tout ensemble A,ona AMw = A

I1. 1°) Ces ¢égalités sont des traductions des trois hypothéses faites par 1’énoncé.

- On sait que le premier jour, la ville est délestée, donc I’événement D1 : « La
ville est délestée le 1°" jour » est I’événement certain : P(D1) =1

- Si la ville est délestée le »™™ jour, c’est-a-dire si D1est réalisé, alors

| b2

I’hypothése est que la probabilité qu’elle le soit le jour suivant (n + 1), est 9 2/9.
Donc

PI:D?I LE ]-,."'f-Dn.]J -

2| b

- Si la ville n’est pas délestée le n*™ jour, c’est-a-dire si I2» est réalisé, alors
J (
5]

I’hypothése est que la probabilité qu’elle le soit le jour suivant (n + 1), est6.

j'»"':-li—_f;';ll—1-‘JI—:f;|:|.]J =

el

Donc
2°) D’apres la quatriéme propriété rappelée dans la partie I,
pn+1=pDy+1)=plD, +1ND,) +plD, + 10 an

On a remplacé dans cette propriété A par Pn+1 et B par D,

3°) Par définition de la probabilité conditionnelle,

2
EJI:_D” +1nN -Dn.]J - f*”:-Dn Ll ]-,."I-DHJEJ'I:-DMTJ - af«”:-Dn.]J

Et - plDyaa Dy =plDy + J-,"I-Dn.‘-lf”‘-Dn.]-l = EPI‘D”:I

D’ou, en remplacant dans (*),
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Soit :

g0 11 R 00
Ups1 =06ppey — — = G':_fl”nj T i = N
4°) &) 29 18 6 26

(d’aprés la question précédente) (simplification de fractions)
11 6 90 11 u
_E EJ‘HE = _E 1
11

Il en résulte que (Un) est une suite géométrique de raison 18 etde premier
terme

90 00 174—90 84
Uy =6py — — =6—— =—
29 29 29 29,

b) D’aprés une formule du cours sur les suites géométriques,

v 1\ 84 11 (n=1)
A ~ 297 18

1 (L, 90)
Pn = 7 = ‘n T o
Et comme 6 29

on en deduit que :

L(84 Uy 90
Pr=5\'20/ """ 18 T

Oou encore

1 11,
Pn = )—QIZJ__” W (_EJLJI—IJ N l])

c) La probabilité pour que la ville ne soit pas délestée le 20%™ jour est P(D20)
(attention ).
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1 11\ "
pDa0) = 1py =1 — 29 (14 (E) + J.-'J) = (0.483

EXERCICE 33 probabilité élémentaire-variable aléatoire

Un tiroir contient péle-méle 5 paires de chaussures noires, 3 paires de
chaussures vertes et 2 paires de chaussures rouges, soit au total vingt chaussures.
Toutes les paires de chaussures sont de modeéles différents.

1) a) Tirage simultané de deux chaussures. L'univers 1 est I'ensemble des
combinaisons de 2 paires parmi 20 paires, c'est a dire :

201 20 = 19
Clard() = C*gﬂ = e — >_:
- P Al P

Clard() = 190

A I'événement : "Tirer 2 chaussures de méme couleur”,

66
P(A) = — =0,35
190

b) B: "Tirer un pied gauche et un pied droit"
CardB = C}y x C}y; =10 x 10 = 100

100
P(B) = — = 0,52
190

c¢) C: "Tirer 2 chaussures d'un méme modele™

CardC=C3 x10=1x10= 10

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu'une paire de chaussures noires et une
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paire de chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure
du tiroir jusqu'a ce que le tiroir soit vide.
On note X la variable aléatoire égale au rang de la 2" chaussure noire tirée.

a) X étant le rang de la 2™ chaussure noire tirée, celle-ci peut étre au 2™ }
rang, au 3z'ﬁmr ou au __lz'ﬁmr .

X =12,3,4} CardQ = 41 = 24
b) (X=2) c'est choisir dans I'ordre : noire, noire, rouge, rouge.
2x1x2xl1

1
P(X =2) = =
24 6

(X=3) c'est choisir dans I'ordre : noire, rouge, noire,rouge ou rouge, noire, noire,
rouge d'ou :

2x2x1lxl+2x2=1x1 5 1

(X=4) c'est choisir dans I'ordre : noire, rouge, rouge, noire ou rouge, noire,
rouge, noire ou rouge, rouge, noire,noire d'ou :

|—'
o]

2x2x 1l =1 +2x2x1x1+2x1x2=x1
_PI:};_F=—11,|= ')4 —] 5 —

W
b | —

Espérance mathématique et Ecart-type
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La variance

V(X)=0,55

, — 1 | }L .:I —
L'ecart-type =V '

EXERCICE 34 Variable aléatoire Probabilité

1. - Pour que M appartiennent a I'axe des abscisses, il faut et il suffit que la

partie imaginaire de z soit nulle c'est a dire Iny=0 ou
4 1

(A) =ply=0)=— ==

y=1.Donc P =P 123
- Pour que M appartiennent a I'axe des ordonnées , il faut et il suffit que la partie
, ) , . . E)':B:' = 1r,rI:,i:' =0)=— = —
réelle de z soit nulle c'est a dire Inx=0 ou x=1.Donc 12 3

- L'évenement contraire de C est "M appartient a au moins un des axes" c'est a
dire AUB?

- L’"événement A n B est ”M appartient "a chacun des axes” c’est a dire z= 0 ou
Inx=etIny=0finalementx =y = 1.

Puisque le tirage est avec remise, les événements A et B sont indépendants, donc
1
 P(ANB) = pA)p(B) = 5

Par conséquent :

_ 1 1 D
(CY=plAUB)=plA)+p(B)—plANB) ==-+ = — = = —.
p(C) = pl ) =plA) + p(B) — pl )=3737957 79

( : ‘= , 0 4
plﬁ*_‘]:l_mc_‘]:l__:g

]

T

- Pour que (OM. 7 soit égal a4 I'angle il faut et il suffit que les coordonnées
de
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M soient “égales et strictement positives c’est ‘adireInx =Iny>0oux=y=e.
Par conséquent, D est I’événement "x =y =¢”.

2 1 111
r=e¢)=ply=€e)=—==  p(D)==x=-=—
! P =T T et P T E 6 T et

- Pour que M appartienne au cercle trigonométrique, il faut et il suffit que OM =
T 2, 3 )
1 ¢’est-a-dire (Inx)” + (Iny)” = 1, Puisque X et y ne prennent que les valeurs 1,
1

eet ¢, Inx et Iny ne prennent que les valeurs 0, 1 et -1 ;

Les seuls couples possibles pour réaliser (In:x)” + (Iny)* = 1 sont donc
(Inx,lny) = (1,0),(—1,0),(0,1), ou (0, —1)
1 1
o lmy)=Te 1), (= 1), (Le), (1, —)
cest 4 dire (0¥ = (&1 (51, (Le), (1~

1
{z.y) =(e. 1)) ==pilz.y) = (1l.€)) = x = —
OI‘E ATy Y =Ny PAlry, L1, e 12 12 13

1
2.a. Puisque x et y ne prennent que les valeurs 1, e ete Inx et Iny ne prennent
quelles valeurs 0,1 et -1 ; les couples de coordonnees possibles sont donc :
(0,0),(0,1).(0,—=1).(1,0), (1. 1). (1, =1), (=1,0),.(=1,1). (=1, —1)

correspondant aux valeurs suivantes du couples (x,y)

Les distances OM possibles sont donc : 0, 1. V2
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La variable aléatoire X prend les valeurs U, 1. V2

4 4
(X=M=pllr.y=(1.11= —— = =
o ; pLr, L1 L), 1212 9

p X =1)=pllr,y)=(1.e)) +pllr,y) = (e, 1))

+p ( y) = (1. in) +p ( y) = (=, m)
[ [

_ 1
MX=JM=yHnM=th—(H¢hﬂmﬂ)

1 11
+p ( y) = (=, a) +p ( y) = (=, —J)
€ e E

En résumé :
1 : P!
(X =0)==p(X =1) = =, p(X =v2) = =
JL } g P ) 9 P Vo4 9
b. La fonction de répartition de X est définie par () = plz) <z

Sjr <0, Flr)=pX <x)=0

1
Ders<1.Flz)=pX =x)=pX =0) = -
Sj r= 1, rilr, Pl r, 2L J 9

l <o < \,@: Flz)=plX <2)=p(X =0)+plX =1) =

I
= 1N
o

[l

Si
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Si

V2 < & < Flz) = pPlX <z)=plz=0)+p(X =1)+plX = V2) =
1 4 4 |
99" 9

EXERCICE 35 Probabilités conditionnelles-variables aléatoires

On dispose de 3 urnes 1, U5, Us

Uy contient 3 boules vertes et 2 boules rouges

U3 contient 4 boules vertes et 5 boules jaunes

U3 contient 5 boules jaunes, 4 boules rouges et 1 boule verte
Description de I'épreuve

Cette épreuve consiste a tirer une boule dans U1

Si elle est verte, on la met dans L'z puis on tire une boule dans Uz
Si elle est rouge, on la met dans Us puis on tire une boule dans Us

A/ 1) Calculer la probabilitée d'avoir une boule verte au deuxieme tirage sachant
que la premiere boule tirée est verte.

Soit V2 I'événement "avoir une boule verte au deuxieme tirage™ et V1
I'événement "la premiére boule tirée est verte"
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Py (va) - POV Card(in vy
ona P(vy) Card(1;)

Card(V]) = C1 x €}, = 30
' - | 1 o o= 4= e 1 1
Card(ViNV,) =Cy x Cy =3 x5 =10 = P, (V2) = 303

2) Calculer la probabilité d'avoir une boule verte au deuxiéme tirage sachant que
la premiéere boule tirée est rouge

Soit R1 I'événement "la premiere boule tirée est rouge"

PRiNVy  CardRinVh

Pr,(V3) = = (
R, V2, P(Ry) Card(Ry)
i .l'.} 2 1
—_ -PHI_I-.L ""]'I = E = H

3) En déduire la probabilité d'avoir une boule verte au deuxieme tirage

Soit V2
P(V3) = Pyy(V3) + Pp,(Va) = = + — = —
2 11 22
4) Calculer la probabilité d'avoir "une boule jaune au deuxiéme tirage"
Soit Jz cet événement

Card(Vi N Jy)  Card(Rqy M Jo)
ClardV) ClardR,

.PI:.Ig_]J = _P;'llz.fgj T _PHLIZIE]J =

ona Card(VinJy) =Clxcl =15

Card(RiN Jy) = C3 x C4 =2 x5 =10

15 10 1 10 11+10 21

30 22 2 22 22 22
. 21
_PIE.IEII = E

5) Calculer la probabilité d'avoir "une boule rouge au deuxiéme tirage"

Soit Rz
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Card(Vy M Ra)  Card( Ry M Ra)
Cardl] ClardR,

P(R3) = Py,(Rz) + Pg,([2) =

Card(Vi M Ry) =0

Card(Ri N Ry) = CJ x C} =2 x5=10

) 10 5
P(R3) = E = H
5]
P(Ry) = —
| fig, 11

EXERCICE 36 Variable aléatoire

1) Total des pieces = 10
1

r_{ —_= —

pld) = =5

2)a) X(2) = {0.1,2,3}

cc?
p(X =0)= —°
C' o
20 4
(X —0) = (X —3) —
P '~ P 120
36 60
(X —2)— (X — 1) —
P T P 120
x1 |0 1 2 3
20 Al 26
Pl — | = | =|—=
120 | 120 | 120 | 120
4
FIX) = Z.a';{pg
b) 1=1
20 60 36 4
B(X) =0 x + 49 43

P X e
120 120 120 120
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Le

3)

On a ici une variable aléatoire de Bernoulli de parametre
1

- P :
n=aet 30
Soit Y cette variable aléatoire

P (1 &- 1
plY =3)=0C; 0 l_ﬁ

p(Y =3) ~3,46.10 *

EXERCICE 37 Maladie du Sida Probabilité

On note T I'événement "avoir un test positif a cette maladie™
M I'événement "étre malade™

M est I'événement contraire de A/

pour tous événements Aet Bona: (¥) A= (ANB)U (AN B)
et palB) désigne la probabilité de 5B sachant A4

Na)pourd =Tet B =M
onal =(TrnM)uU I:TI“IH_]J (1)
pour A=MetB=T

onobtient M = (M NT)U(MNT)(2)
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b) en utilisant la relation (2)
P(M)=p(MNT)+p(MNT)

car M N T et M n T sont deux événements incompatibles
donc P(M N T) = p(M)—p(MNT)
p(MNT)=p(M)—p(M) x pgr

donc PIM N T) =p(M)[1—pgr

2) faisons d'abord le diagramme pondéré

0a T
M < _
0,005 02 T
0,1 T
0,995 .
M —
049 T

p(T)=p(MNT)+p(TN M)

p(T) = p(M) x py(T) + p(M) x pxp(T)
p(T) = 0,005 % 0,8 + 0,995 x 0, 1

p(T) = 0,1035

plMOT)  py(T)xp(M) 0,005 x 0,8

(M) = =
3)a) P plT) p(T) 0, 1035

8

(M) =
priM) =50z
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b)
M) = =2
Pr 1793
EXERCICE 38 Epreuves de Bernoulli (04 pts) Probabilité

2 is
1/ Soit © l'univers de cette épreuve on a Card( = Ay =45,

CardA = AT =6

En appelant (x,y] le couple des entiers naturels tirés :
B ={({z.y)tels que * > 2yx,y € {1,2,.....10}

on a par comptage : ClardB = 20

e

DoncFP(B) =9

NB : On peut aussi retrouver C'ard B en utilisant le quadrillage et la droite
d'équation = = 2y

2/
. Appelons ¢ I'événement "B est réalisé 2 fois exactement"

. En appelant D I'événement "B est réalisé au moins une fois™

P(c) = O

o] e
ne
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2y7

PD)=1-— C*?[

]

EXERCICE 39 Variable aléatoire (05 pts)
P la probabilité de tirer le jeton numérotéi; i € {1,2,3,4,5,6}

1
Les Pi forment une progression arithmétique de raison 30°
1

1/ a. Montrer que T2

onaPr+Pr+ P+ Py+ P+ F=1

6
or Pil+ P+ Py + P+ P+ Py = ;':Pl—Pﬁ]' =3P + Fy)
Nombre de terme .
SOMIME = (1" terme + dernier ,
2 terme)
Po— P54
6= T ok a0\ car(P, = Py + (n—1)r)
B 1 1
PP -2y =1 2P+ =—
Doy '3 T e T T T 12
1 1 1 1
IP| — = — — 2P — = e 2P = —
e 1T 37 1= % SRED)
1 T 1 0 1 11
Phb=Pi+—=— Pi=FPp+—=— P =P3+_—=—
b. 30 60 ; a0 60 ; 30 B0
1 13 1 15
_P:.— = _P _—— = — » — E _—— = —
ST AT S T 60T TP T30 6o
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2/ Epreuve : "tirage successif avec remise de 3 jetons™ X la variable aléatoire
égale au nombre de jetons portant un numéro pair.

a) loi de probabilité de X.
Les valeurs prises par X sont : 0,1,2,3. p(X = 0] est la probabilité de tirer trois
nUMEros impairs.

Le nombre de cas possibles est : 63

Le nombre de cas favorables a I'événement (= = 0) est : 32
33 32 1 1
D'ou 6 (2 %6) 2 8

plX = 1) la probabilité de tirer deux jetons portant un numéro impair et un
jeton portant un numéro pair.

Le nombre de cas favorables & I'événement est : (X = 1) est: (3 *3) *3
nombre de choix pour deux jeton "impairs" : 3*
nombre de choix pour un jeton "pairs" : 3
nombre d'apparitions du jeton pair : 3
3t 3
d'oll )
plX = 2] est la probabilité de tirer deux jetons "pairs" et un jeton “impairs".
Le nombre de cas favorables est ; (3°* 3) ¥ 3 = 3
o4 .
D'ou PIX =2) = é_é - g
plX 3= 3) est la probabilité de tirer 3 jetons pairs nombre de cas favorables
est 3

p(X =1)

U L |
EJI"}L=3]=G_$=E_.}=§
b) Espérance mathematique de X
1 3 2 1 12 3
I'I-: — 4+ —+ 2 — 4+ _——= — = — P .
F(X) []*8 1*8 H*S 3*8 2 5 B(X) =15

Ecart - type de X :
0. =/ V(X), V(X) = B(X?) — (B(X?)

Vi) - 3 3\Y 12 9 3
i = — — = —— = = —
R 2 4 4 4

Dioir\ 0 = 0,866
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3) Epreuve "tirage simultané de 2 jetons"

LR

) %
. Cel——) =15
Nombre de cas possiblesest: ' 2 ’

a) S : valeur absolue de la différence des numéros
Loi de probabilité de s

Les valeurs prises par s sont: 1,2.3,4,5

p(S = 1) est la probabilité de "tirer deux jetons dont la valeur absolue des
numeéros est 1"

Coest a dire tirer"{1. 2 ou{2. 3}ou{3, 4}ou{4, 5}ou{s, 6}

e D 1
plS=1=—=-
Donc 15 3
p(S = 2) est la probabilité de tirer "{1.3}ou{2,4}ou{3,5tou{4, 6}
4
Irf‘}' = 3] = —
P2 =20 = 1gn
p(S = 3) est la probabilité de "tirer{1, 4}ou{2, 5}ou{3, 6}
—3 1
pls=3)=—=
Donc 15 H
p(S = 4) est la probabilité de ; "tirer{l,5}ou{2, 6}
(5 =4) = :
Donc " ) 5
p(S = 5) est la probabilité de ; "tirer{l, 6}
L 1
pl8=5)=—
h

b) La probabilité de gagner est p(5 = 4)

plS =4)=plS

¥y
|
b
™
I
by
——
¥y
|
n

| =

= 0.2

La probabilité de gagner est de 0,2.

EXERCICE 40 Variable aléatoire (04 pts)

1/ On tire simultanément 3 cartes d'un jeu de 32 cartes.
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L'ensemble des éventualités est I'ensemble des cartes a 3 éléments de I'ensemble
des cartes.

Donc CardAQ = C3, = 4960

1!

cr—
A - "les cartes sont des as” |~ plln —p)!
A=Ci=14
P(A) — CardA 1 _

© Card) 1240
B : "Il yaau moins "2 couleurs™ parmi ces 3 cartes"

On a B c'est I'événement "les 3 cartes sont de méme couleur"
CardB = 4 * C‘j =2

P(B) — CardB B Ef'
i)

Card) 155

P(B)=1— P(B)

148
PlB)=—=0.95
donc 155

C :"ll y a pas d'as parmi les 3 cartes"
Card €' = C& = 3276

Card(’
Clard(}

P(C) = — 0,66

2/ On tire successivement avec remise 3 cartes du jeu
Soit 2 I'ensemble des éventualités.

Ona X(€) ={0,1,2,3}
La loi de la probabilité de X
Ona Clard(l = 32% 32 % 32
_ Card(X =0)  24%24%24 ET;[] 9
 CardQ  32%32%32 64

P(X =0)

P(X —1) — Card(X = 1) _ 3% 8% 24 %24 _ %—Tﬁ[],;ﬂ
Clard() 32132732 64
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Cardl X =2 38324 9
p(x =z = LedX =2 _ — =014
Card(} 32 %32 %32 64

Card(X — 3 8 %88 1
ard| ) * o * — =001

P(X =3) =

Card)  32+32%32 64
Espérance mathématique de X :
3
Z ripi = plr =1) + 2plr = 2) + 3p(xr = 3)
E(X) ==
.)'-' ] ¥
64 64 64 4
FiX)=0.75
EXERCICE 41 Statistiques
Cov( XY
r= ——-
1. le coefficient de corrélation linéaire r est défini par TX Ty

D'ou r = 0,69 (01 pt)

2.a) La droite de regression de Y en X, (Dy/x) 3 pour équation y = 92,59x -
4,35. (01 pt)

b) il faut investir 3,29 milliards de FCFA si I'on désire un chiffre d'affaire de
300 milliards (0,5 pt)

EXERCICE 42 Statistiques a deux variables

cov[ X, YY) 0.973
r= ———1=—U. . Sr
1. () ocXot ' Iy a une forte corrélation.

(b) La droite de régression deY en X est :

cov(X.Y)
1 =—-"

y = ar + b gvec ViX)
et b=Y —aX

y = —0,874x + 4,12
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(¢) Si = =6 alors ¥ = —1,124,

Cette équation ne permet pas d’estimer le degré de salinité car au 6™ mois de
pluie le degré de salinité ne peut étre négatif.

2. Soit Z = In(Y —1]

X1 0 1 :
(a) z1 | 1,182 | 0,875 | 0,010 | -1.583 | -4.,61

cov(| X. Z) 0. 944
r=———r1=—0, 04
(b) oXNoZ = '
cov( X, Z)
= ————
(c) Ladroite de régression de Z en X est: z = ar + b avec VI(X)
et b=2—aX
z=—1,428r + 1,982

n(y—1) = —1,428z + 1,982

—1.428r L1 982 ;
y=e 1,428x 41,982 1

Ainsi y = e~ bi%8e+1982 4 g

(d) Siz = 6 alorsy = 1,001, e degré de salinité estimé au 6 ™<est positif, il est
trés proche de celui du quatrieme mois et lui est inférieur. Donc

I’équation ¥ = € "2 1 hous permet de faire cette estimation.
EXERCICE 43 statistiques a deux variables

Le tableau ci-dessous donne le nombre d'années d'exercice X des ouvriers d'une
entreprise et leur salaire mensuel Y en milliers de francs.

Notons X; les modalités de X et n; |'effectif avec 1 <1 < 6,
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Soit ¥ les modalités de Y et "; I'effectif avec 1 = j = 4, N est I'effectif total.

2 6 10 14 18 22 n;
X
Y
75 a 5 0 0 0 0 a+5
125 0 7 1 0 2 0 10
175 2 0 9 8 15 4 38
225 0 1 0 3 b 1 b+5
n; a+2 |13 10 11 b+17 |5 -

1) Déterminons a et b pour que la moyenne

_ 096  _  B450
r= — = —
59 et a9 ;
G 4
Z 1Ty Z 1Y
-_ 1+ @ =_ 1
On sait que TN et? N

W+ 2) + (6 x 13) + 10 x 10) + (14 x 11) + 18 x (b+ 17) + (22 x 5)
-+ b+ 58 et

T =

Tola +5) + (10 x 125) + (38 x 175) + 225(b + 5)
a-+h+ 58

E:

On obtient ainsi le systeme suivant :

239a — 23306 = 4900
{ 161a — 1936 = 25380
Dou a=40 et b=20
2) On suppose que a=40 et b=20.
En associant a chaque valeur =i de X la moyenne 1 de la série conditionnelle
- (y/r = xi) on ale tableau suivant:
X 2 6 10 14 18 22
m 80 113 170 189 199 185
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a) Calculons le coefficient de corrélation linéaire entre X et m.

Déterminons d'abord les moyennes 7 et 77, les variances Vx et Var, les écarts-
types 7x et 9y et la variance de x ety

a(X) = /V(X) gt o(M) = /V(M)
T=12m = 156 V(X) = 46.66

V(M) =1933,33 a(x) = 6,83 (M) = 43,96 gt cov(X, M) = 267,33

covlx,m)
.. , . N=
Le coefficient de corrélation TTTM

o=z (0,89
Puisque r est proche de 1, il ya alors une forte corrélation entre X et m.

b) La droite de régression de m en = Pm/= a pour équation m = ar + b avec

cov(x,m)

a = —
Viz) eth=m —ar
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Dare,".r cm =D, {3xr + 87,25

¢) Si x=30 alors ™ = 259, 128 d'o le salaire moyen d'un ouvrier ayant 30 ans
d'ancienneté est environ égal a 259130F

EXERCICE 44 Nuage de points
1) Représenter le nuage de points de cette série.
Insérer schema

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G puis placer G

Gz, u)

B 1 O+1+2+4+7+11+12 37 _ |
IE:_-\_-'EIEE.= ? =?M-J:3

y=—

=17.3
N

12 3.54+6,5+95+14+21+32.5+34 121
yi = ==
i i

3) a)Déterminer le coefficient de correlation linéaire r

Coviz,y)
="
alr)aly)

1
Covlr,y) = =(6,0+19+36+Tx21 +11x 32,5+ 12x 34) — 5,28 x 1T, 28
i

1
Covlx,y) = ?[G: 5+ 19+ 56 + 147+ 357,5 + 408) — 91, 2

994
Cov(r,y) = — — 91,2 = 50,8
i
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3 Iy 9 ) 1 I L
2(y) = —(S " 42) — 2 = — 427,7 —298,5
) = 5~ ¥ = g )
o (y) =129,2 = o(y) = \/129,2 = 11,3
= 208 990

45 x 11,3
b)

4) Donner une équation de la droite de regression (D) de y en x
onay—y=alr—1)
_ Couvlz,y) 50,8

- = ——=/= 2.0

Vix) 20

il

=N
e ]
|
—_
=]
e ]

y=alr—7)+y=2>5(x—5,:

y=25x+4

graphiquement a partir de 4,5 ans le poids sera supérieur a 15 kg

y:15:> L.

EXERCICE 45 Corrélation et droites de régression (3 pts)
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1. (D,) droite de régression de Y en X ayant pour équation : y = ax + b, on
cov( X, Y)
1l =——"
a VIX) etb=y—ar

(D7) droite de régression de X en Y ayant pour équation : x =a’y +b’,onaa’
cov(Y, X)

= VIY) eth=z-a¥

On en déduit que aa’ =r?
2.

(D,) droite de régression de Y en X ayant pour équation réduite y = 2,4x,0na: a
=24eth=0

(D) droite de régression de X en Y ayant pour equation réduite
3,0 24 3,0 24
rT=—y+ — , - , N
: 9 9,ona:a’= 9 etb’= 9

D’apres la question précédente, le coefficient de corrélation veérifie :

3.-‘
) , 24X —=
r“=aa’ = 9

1

[
—

—_
=

con(X,Y)

F= —— ‘o s
Puisque o(X)o(Y) que o(X) et o(Y) sont positifs par définition et que
cov (X,Y) est positif par hypothése, alors r est positif.

!«’ﬁ
T = —
Donc ‘b 1o
3.

Ona

Nous multiplions I’équation (2) par a et obtenons : @& — aa'yj = ab’

Le systeme devient :
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La somme membre & membre des 2 équations donne ; (1 —aa’}y = b + ab’
b+ ab’

L Y = -
Nous déduisons 1 — 72

Pour trouver z, je remplace ¥ par sa valeur dans (2)

soit :
b+ ab/
T —a 1 _{;‘2 _—
b+ ab'
: —I=b.l'_.l'
— ] {l—rz

Y]
W — =t +a'b+ daal/

- 1 —r2

b —adt +db+ adal/

- 1 — 72

Il
—
[y
‘|
I
—
o
x
¥
1Y
.
=
I
—
=
X

1—r2  .ona‘ ' T g et

Donc ¥ = 96 et & = 40
EXERCICE 46 Statistiques
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-}I . . . . . . . . . . . . . . . .

E e e I TE o

e e +

5 0
5
I 0
W
/IR O

(=] : : : :
40 50 a0 o g0 20 100 110 120

2) |

Xi Yi X?i y% XiYi
40 8 1600 64 320
50 12 2500 144 600
60 18 3600 324 1080
70 24 4900 576 1680
80 32 6400 1024 2560
90 40 8100 1600 3600
100 48 10000 2304 4800
110 58 12100 3364 6380
120 72 14400 5184 8640
720 312 63600 14584 29660

Equation de la droite de regression
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y =ar+b

covlr,y) 5222
l:-I = i = ol al .
avec Viz) 666, 6

0,783

b=7—ar =34,6 — 0,783 x 80 = —28

douY = 0,7832—28

3) Determinons le coefficient de corrélation r

covlr,y) h22,22
)

r = 0,935 = INous avons une bonne corrélation

4) a) On suppose que cette evolution se poursuit

Si = 150 alors ¥ = 0., 783 x 150-28 = 89, 45 = 85
oui, il percutera l'obstacle

b) Soit x sa vitesse maximale au moment du freinage.

Pour ne pas heurter I'obstacle il fauty <55

= r < —— = 144, 32
0. 783
B) | ,
Y1 Y, totaux
X1 Ny, =440 N1»,=360 n{»=800
X5 n»=110 Nn»»,=90 Nn,+»=200
totaux N« =550 N«=450 N=1000

1) l'effectif total des accidents enregistré lors de cette étude
est:
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N =440 + 360 + 110 + 90 = 1000

2) fréquences conditionnelles

np 360 45
o _ _ = 45%
Fyaja, nge 800 100

Tiag a0

1
gy = —— = ——= = = = 20%
Jea e M2 450 5
3) fréquences marginales
11 300 -
p] —m —m — —a I:,f:;
1= =100 = >
9, 200
= — 20
foo = = Tooo — 2%
EXERCICE 47 Statistiques a deux variables

Le tableau ci dessous ¥i représente le nombre d'exemplaires du produit que les

clients sont disposés a acheter si le prix de vente, exprimé en milliers de francs
est r;

1) Calcul du coefficient de corrélation linéaire
coviz,y)

M- i
oo =
[
[

130
[ ~ ~ . )
= 052 + 805 + 630+ 522 + 510 + 324 + 205 + 84 4032
) iy = 8 = 8 = 8 —
504
]
¥
2 152000
— 3 ¥
Vie) =5 — 7 = — (130)% = 2100
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&
2
2 2637870
. & o
Viy) = 5= —F = —5— — (504)° = 75717, 75
8
> il
- — _ 424100 N
covlr,y) = 3 — Ty = —— — 130 x 504 = —12507,5
d'ou :
o _covlwy) 125075 o
V)V 45,83 x 275,17
r~—1.

donc la valeur trouveée justifie la recherche d'un ajustement linéaire.
2) équation de la droite de régression de y en X.

y = ar+b avec:

- 128507 7
. con ITE Y _ 12507.5 _ _505
Viz) 2100 '
b =7 — aF = 504 — (—5.95)(130) = 1277.5
y = —5,95z + 1277, 5

3) Les frais de conception sont de 28000000 F. le prix de fabrication de chaque
produit est de 25000 F.

a) x est le prix de vente, donc y est le nombre d'exemplaires du produit.

le prix de vente est y* = (—5,95x + 1277.5)x en milliers de francs

le prix de revient est 23000y + 25000000 = 25y + 28000 en milliers de francs.

Donc = = (—5,95x + 1277,5)x — 25y — 28000
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z = —5, 0522 + 1426, 25 — 59937,

b) Déterminons le prix de vente = permettant de réaliser un bénéfice maximum.

ona zlz) = =5, 952% + 1426, 250 — 59937, 5
= est une fonction continue et dérivable en = sur F et :

2 (x) = —11, 9z + 1426, 25

J(z) =0gj v = 119,85

on voit ainsi que =z atteint son maximum pour = = 119,85 en milliers de francs.

donc le prix de vente permettant de réaliser un bénéfice
maximum est = = 119.850 F,

z(119,85) = —5,95(119, 8-3_‘12 + 1426, 25(119,85) — 599375 = 25532, 628 ¢n
milliers de francs

D'ou le bénéfice maximum est 25.532.628

EXERCICE 48 Statistique a deux variables (4 pts)

Statistiques @ deux variables (4 pts - 1999)
1.y=Inp
a)
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Pour avoir les points, on construit les points
MI(1:1,94): M2(2: 2.56): M3(3:3,21): M4(4:3,85): M5(5:4.47)

Une équation de la droite de régression de ¥ en .

est de la forme Dy/z 1y = ar +b

r Covix.,y)
= Cf}i'lt,ig': ff] — ovlL, Y,

0l Vir,y)
yr— Ty
15
F— 2 —3
5]
1.04 4256+ 321 £3.85L447  16.03
i = DT ’ _ 220 3006
5 5

on trouve :

1
Cov(z.y) = =(1,94 + 222,56 + 323,21 + 423,85 + 54, 47) — 3, 20623
O

1
=—(1,94+5. 124+ 9,63+ 15,4+ 22.35) — 9,618

o
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— 1,27

Covlr,y) = 1,27

1
—(1+4+9+16+25)—9
5

= (.635

On sait que la droite de régression passe par le point moyen de coordonnées (-

=11-9
Viz) =2
Covlr, y) 1.27

il = - = .
On obtient alors Viz, y) 2
a = 0,635
y)
donch=¥-azx

— 3,206 — 0, 36523
— 3,206 — 1,905
h—=1.301

On en déduit que la droite de régression de ¥ en & a

pour équation : ¥ = 0,635 + 1,301
2) au bout de six moisona = = 6

et y = 0,360x6 + 1,301

y=o,111

Onaalorsp =ey =es1u

p = 165, 83myg,
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