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On trouvera dans ces annales :

— les énoncés de la plupart des sujets de mathématiques proposés
au Bac S2 pour la période allant de 1998 a 2007 .

— a la suite, les corrigés de tous ces sujets (vingt-et-un en tout).

Nous faisons trois recommandations fondamentales a lI'éleve
utilisant ce manuel :

1°) Il est inutile de chercher un exercice sur un theme tant qu’on
n’a pas bien maitrisé le cours portant sur ce theme ;

2°) Il est indispensable de commencer par chercher a résoudre les
exercices et les problémes par soi-méme, de préférence en
rédigeant soigneusement la solution comme si on devait la
présenter a un professeur. Il ne faut surtout pas consulter trop
vite les corrigés.

3°) Une lecture passive des corrigés sans effort préalable de la
part de I’éléve ne lui serait d’aucune utilité.

Lors de la rédaction de ces corrigés, nous avons essayé d’'étre le
plus détaillé possible, de maniére que méme un éléve peu doué
puisse suivre. Nous avons ajouté parfois des remarques sur la
difficulté des sujets ou sur les écueils qu’il faut éviter.

Les figures ont toutes été réalisées grace a des logiciels

informatiques et, pour des raisons techniques, il n'a pas été
possible de respecter les unités imposées par les sujets.

L'Auteur
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BAC S2 2007 2°™ groupe

EXERCICE 1 (03,5 points)

1°) Déterminer les fonctions définies sur R, solutions de |I’équation différentielle
(E):y"+2y "'+ 2y =0.

2°) Déterminer la solution f de ‘E) qui vérifie les conditions : f(0) = 1 et f '(0) = — 2.

3°) Résoudre sur l'intervalle [0, 2x] I’équation e * (cos x — sin x) = 0.

EXERCICE 2 (4 points)
Soit w = \/2—\/5 —i \/2+\/§.

1°) a) Calculer w2.
b) Déterminer le module et un argument de w2.
c) Donner une écriture exponentielle de w2.

2°) En déduire un argument de w.

EXERCICE 3 (04,5 points)

Un sac contient des jetons blancs et des jetons noirs. 45% de ces jetons sont blancs. Les
jetons contenus dans le sac sont numérotés 1 ou 2 et ils sont indiscernables au toucher.
Parmi les jetons blancs, 40% portent le numéro 1 et parmi les jetons noirs, 60% portent
le numéro 1.

On tire au hasard un jeton du sac. On considére les événements suivants :

A : « le jeton tiré est blanc » ; B : « le jeton tiré est noir » ;

C : « le jeton tiré porte le numéro 1 » ; D : « le jeton tiré porte le numéro 2 ».

1°) Calculer : a) p(ANC) b)p(BNC) c) p(C).

2°) Le jeton tiré porte le numéro 1. Quelle est la probabilité pour qu'il soit blanc ?

EXERCICE 4 (4 points)

el e




Dans la figure ci-dessus, C 1 v C 2 est la représentation graphique C f d'une

fonction numérique f définie et continue sur son ensemble de définition.
1°) a) Donner I'ensemble de définition de définition de la fonction f.

b) f est-elle dérivable en 1 ? (Justifier la réponse).
2°) Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
3°) Donner une équation de la droite (D).

4°) Préciser toutes les droites asymptotes a la courbe C f.

5°) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
6°) Donner une équation de chacune des demi tangentes au point d’abscisse 1.
7°) Préciser les maximas et minima de la fonction f.

8°) Donner les solutions dans R de I’équation : @) f(x) = = 0 b) f'(x) = 0.

9°) Soit m € R. Précisr Iintervalle de R sur lequel I’équation f(x) = m admet 4 solutions
réelles distinctes.



BACS2 2007 1° groupe

EXERCICE 1 (4 points)
On considére dans C I'équation : z° — (3 + 2i)z + 1 —2i = 0.
1°) a) Déterminer la solution réelle de cette équation.

b) Montrer que i est une solution de cette équation.

c) Déterminer la troisieme solution de cette équation.
2°) Soient les points A, B et C d’affixes respectives 1, iet 2 + i.
Zc—2Za
Zg—Zp "

a) Déterminer le module et un argument de
b) En déduire la nature du triangle ABC.
c) Déterminer I'affixe du point D image de A par la rotation de centre B et d’angle%

d) Montrer que A, B, C et D sont sur un cercle de centre I(1 + i) et de rayon r a
déterminer.

EXERCICE 2 (4 points)

1°) On considére un dé cubique truqué dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On note
pi la probabilité d’apparition de la face numérotée i. Les p; vérifient :

P1 = P2; P3 = P4 = 2p1; Ps = Ps = 3P1.
1
a) Montrer que p; = 12

, . . , . 5
b) Montrer que la probabilité de I'événement A: ™ obtenir 3 ou 6” est egale a 12

2°) Un jeu d'adresse consiste a lancer le dé décrit ci-dessus puis a lancer une fléchette
sur une cible fixe.
Si le joueur obtient 3 ou 6, il se place a 5m de la cible et lance la fléchette sur la cible; a

_ . . 3
5m, la probabilité d’atteindre la cible est alors 5 -
Si I’événement A n’est pas réalisé, il se place a 7m de la cible et lance la fléchette; a 7
s .2
m, la cible est atteinte avec une probabilite égale a 5 -

On note C I'événement : “ la cible est atteinte”.
, . — Ly 29
a) Déterminer p(C|A) et p(C| A ). En déduire que p(C) = 60
b) Déterminer p(A|C).
3°) Le joueur dispose de 10 fléchettes qu’il doit lancer une a une, de fagon
indépendante, dans les mémes conditions que précédemment définies.
Calculer la probabilité qu'il atteigne la cible exactement 4 fois.

PROBLEME (12 points)

1. Soit g la fonction définie sur JO ; + oo [ par : g(x) = 1 + x + In x.
1°) Dresser le tableau de variation de g.
2°) Montrer qu’il existe un unique réel o solution de I’équation g(x) = 0.

Vérifier que o € ]0,2;0,3[.

3°) En déduire le signe de g sur ]0;+oo[.

4°) Etablir la relation In(a) = — 1 — a.



Xln x sixf O

II. On considére la fonction f définie par : f(x) =J 1+ x
0six=0
1°) Montrer que f est continue en 0 puis sur ]0; +oo[.
2°) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter graphiquement ce résultat.
3°) Déterminer la limite de f en + oo,
4°) Montrer que, quel que soit x élément de ]0; +oo[, f'(x) = (—19_{5))()—2 .

En déduire le signe de f '(x) sur ]0; +00[.

5°) Montrer que f(a) = — .
6°) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

N
i)

7°) Représenter la courbe de f dans le plan muni du repére orthonormal (O, |_> ,
Unité graphique: 5 cm. Prendre o = 0,3.

e
III. 1°) A l'aide d’une intégration par parties, cxalculer l'intégrale I = ﬁ x.In(x).dx .

(1 x In x x In x
2°) Montrer que pour tout x element de [1; €], e+ 1 sf(x) =s——.

ez + 1 e2 + 1

e
En déduire que 7 =7y Sﬁ f(x)dx = =3



BAC S2 2006 2°™ groupe

EXERCICE 1

La courbe (C) ci-dessus est celle d’une fonction f dans un repére orthonormal.
f est définieen 0 eton a f (0) = 3.
1°) Préciser I'ensemble de définition de f.
2°) Donner les limites suivantes :
lim f, lim f, lim f, lim f, lim f, lim f
X —> — X — + 00 X — 0~ x—> 0" x-—>27 x — 2%
3°) La courbe admet-elle une asymptote oblique? Si oui, donner son équation.
4°) Préciser les équations des autres asymptotes.
5°) Le fonction est-elle dérivable en 5 ? Justifier la réponse.
6°) Dresser le tableau de variation de f.
7°) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction g définie par g (x) = In (f (x)).

EXERCICE 2

. , . 1 a
o —_— =
1°) Determiner les reels a et b tels que : xx+1) —x *




Hx;

2°) a) Calcule
)a) wier x(x+1)

e
1

b) En intégrant par parties, calculer I'intégrale : I = fe In(x)
1 x(x+1)
(On remarquera que : -1 ;)
queraque | T T T+ x)2

EXERCICE 3

On dispose de deux urnes U; et U,. U; contient 3 boules rouges et 4 jaunes et U, 2
rouges et 3 jaunes. On préleve au hasard une boule dans U; que I'on remet dans U,, puis
on tire une boule dans U,.

Calculer la probabilité des événements suivants :

a) A : « obtenir une boule rouge de U; ».

b) B : « obtenir une boule rouge de U, sachant que la boule remise est rouge. »

c) C : « La boule tirée de U, est rouge ».

EXERCICE 4

Soit I'’équation différentielle : y " —y'— 2y =0.

1°) Résoudre cette équation différentielle.

2°) Trouver la solution f de cette équation dont la courbe représentative passe par
A (0 ; 2) et a en ce point une tangente de coefficient directeur 1.

10



BACS2 2006 1° groupe
EXERCICE 1

1°) a) Résoudre dans C I'équation (E) :z2 —2z+2=0.

On désigne par z; la solution de ( E ) dont la partie imaginaire est positive, et par
Z, l'autre solution de (E) .

b) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal (O, G> , v ) d’unité
graphique 2 cm.On considére les points A, B, C d’affixes respectives z;,z, et
\/5 + 1. Placer les points A, B, et C.
Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.
2°) Résoudre I'équation différentielley" —2y'+ 2y =0.
3°) On considére I'équation différentielle ay" — by' + cy = 0, ol a, b et c désignent
trois parametres éléments de I'ensemble {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Pour déterminer a, b et ¢, on lance trois fois de suite un dé parfaitement équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note a chaque fois le chiffre marqué
sur la face supérieure du dé.
Le premier numéro sorti donne la valeur de a, le deuxiéme donne la valeur b et le
troisieme, celle de c.
a) Justifier que I'équation différentielle ay" — by'+ cy = 0 a pour solutions les
fonctions de la forme x — (A cos x + B sin x) €, ou A et B sont des réels si et

seulement si 1 + i est solution dans C de I’équation du second degré en z,

azz2 —bz+c=0.
b) Calculer la probabilité de I’événement : les solutions de (1) sont les fonctions de
la forme x — (A cos X + B sin x) €, A et B étant des constantes réelles.

EXERCICE 2

Les parties A et B sont indépendantes.

A~ Une étude du service des transports donne la distance de freinage d’une voiture sur
une route en bon état en fonction de sa vitesse.

Vitesse en km/h : X |40 | 50| 60| 70|80 (90| 100 | 110 | 120
Distanceen m : Y 8 12118 |24 | 32|40 | 48 58 72

On désigne par X la vitesse et par Y la distance de freinage.
1°) Représenter le nuage de points. On prendra en abscisse 1 cm pour 10 km/h et en
ordonnée 1 cm pour 5 m.

NB : On commencera en abscisse les graduations a partir de 40 km/h et en ordonnée
les les graduations a partir de 8 m.

2°) Déterminer I’équation de la droite de régression de Y en X.

3°) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous une bonne

corrélation ?

4°) a) On suppose que cette évolution se poursuit. Un automobiliste roulant & 150 km/h
entame un freinage a 85 m d’un obstacle immobile. Percutera-t-il I'obstacle ?

b) Quelle devrait étre sa vitesse maximale au moment du freinage pour ne pas heurter
I'obstacle ?

B- Une autre étude sur les causes des accidents donne les résultats ci-contre.

11



Type de transport : Y

Cause des accidents : X

Particuliers y;

Transporteurs en commun Yy,

Accidents liés a I'exces de vitesse : X3

440

360

Accidents a cause mécanique : X,

110

90

1°) Déterminer l'effectif total des accidents enregistrés lors de cette étude.
2°) Déterminer les fréquences conditionnelles f 2,51 et fya/y2 -

3°) Déterminer les fréquences marginales f ; et f, . .

PROBLEME

I. On considére la fonction f définie sur R par: f (x) =x (1 + >~ %) .

C . . . . - - s
On note sa corbe représentative dans un repere orthonormé (O, i , j ) (unité:

2 cm).

1°) Soit h la fonction définie sur R par : h (x) = 1 + (1 — x) e~ .
a) Etudier les variations de h (on ne déterminera pas de limites aux bornes de D).
b) En déduire le signe de h (x) sur R .

2°) a) Etudier les limites de f en + o0 et en — oo .
b) Préciser la nature de la branche infinie de fen — o ,
c) Calculer lim [ f(x) — x 1, puis interpréter le résultat obtenu.

X — + 0

d) Préciser la position de C par rapport a la droite A 1 y = x .

3°) a) Dresser le tableau de variation de f.

b) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f~! définie sur R .

c) f ! est-elle dérivable en 4 ?

d) Etudier la position de C par rapport a sa tangente au point d’abscisse 2.

e) Construire C (on tracera la tangente a Cau point d'abscisse 2).

f) Construire C ' courbe de f~! dans le repére précédent.

II. Soit A un réel strictement positif. R ; est la région du plan délimitée par les droites
d’équations respectives x = 0 et x = A et les courbes d’équations respectives : y = f (x)

ety = x. Soit @ (L) l'aire de R 3 en cm?.
1°) Calculer A (A) en fonction de A.

2°) Déterminerda = lim a (M) . Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

AN— +

12



BAC S2 2005 2°groupe

EXERCICE 1

. . . T
On considére l'intégrale : I = j:e’ cos(zx)dx )

Calculer I a I'aide de deux intégrations par parties successives .

EXERCICE 2

Soit la suite (z,) définie par : (zo =i
{an =(1+1i)z, + 2i.
1°) Calculer z; et z,,
2°) On considére la suite (U,) définie par: U, = z, + 2.
a) Montrer que : U, = (2+ i) (1 + )"

b) Exprimer z, en fonction de n .
1 1.
3°) Soit M+ 1, M, A et B les points d’affixes respectives z, 1, z,, i et — 55l

AMn+1

— — T
0 =2 et que: (BM,, AM,., ) =3 (2m).

Démontrer que :

EXERCICE 3

Un arrondissement de m habitants compte 48% d’hommes. Des études statistiques
montrent que : 4% des hommes et 7% des femmes sont atteints de paludisme. On
choisit un individu au hasard parmi ces habitants. Calculer la probabilité pour qu'il soit :
a) un homme atteint de paludisme.

b) une femme atteinte de paludisme.

¢) Une personne atteinte de paludisme.

d) un homme non atteint de paludisme.

e) un homme sachant qu’il est atteint de paludisme.

f) une femme, sachant que cet individu est atteint de paludisme.

EXERCICE 4

1°) Trouver la fonction f solution de I’équation différentielle y "' + 25 y = 0 vérifiant
f(0O)=1etf'(0)=—05.

2°) Soit g la fonction numérique définie sur [0 ; 2 m ] par :

g (x) = cos 5x — sin 5x ;

C g sa courbe représentative dans un repéere orthonormal direct. Déterminer les

points d’intersection de C g et I'axe des abscisses.

13



BACS2 2005 1°"groupe

EXERCICE 1

1°) Résoudre dans C : 22 = 1.
2°) a) Développer (V2 — iV2 )3
b) Soit I'équation E:z>=4V2 (—1—1i).

z . . . .
En posant u = ﬁ , déterminer sous forme algebrique puis sous forme
— 1

trigonométrique les racines de I’équation E.

Ly 5 .5
3°) En déduire les valeurs exactes de cos 1—; et sin 1—; .

EXERCICE 2

Une entreprise a mis au point un nouveau produit et cherche a en fixer le prix de vente .
Une enquéte est réalisée auprés des clients potentiels ; les résultats sont donnés dans le
tableau suivant ol y; représente le nombre d’exemplaires du produit que les clients sont
disposés a acheter si le prix de vente, exprimé en milliers de francs, est x; .

xi| 60 |80 |10 |120|140 ] 160|180 | 200
yi | 952 | 805 | 630 | 522 | 510 | 324 | 205 | 84

On appelle x la variable statistique dont les valeurs sont x; et y celle dont les valeurs sont
les vy .

1°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de y et x. La valeur trouvée justifie-t-elle
la recherche d’un ajustement linéaire ?

2°) Déterminer I’équation de la droite de régression de y en x.

3°) Les frais de conception du produit se sont élevés a 28 millions de francs. Le prix de
fabrication de chaque produit est de 25 000 francs.

a) Déduire de la question précédente que le bénéfice z en fonction du prix de vente x
est donné par I'égalité : z = — 5,95 x> + 1426,25 x — 59937,5, ou x et z sont exprimés

en milliers de francs.

b) Déterminer le prix de vente x permettant de réaliser un bénéfice maximum et
calculer ce bénéfice.

N .B Prendre 2 chiffres aprés la virgule sans arrondir.

14



Rappel : Bénéfice = Prix de vente — Prix de revient.

PROBLEME

PARTIE A

X

e
e+ 1

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : f (x) = —In(1+¢&9

1°) a) Etudier les variations de f.

b) Montrer que lim [f(x)—1+x]=0.
X — 4+ 0

Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ? Tracer cette courbe.
(Unité : 2cm) .
c) Montrer que f réalise une bijectionde ] — o ; + o [sur] — oo ; 0 [.

2°) Soit g la fonction de la variable réelle x définie par : g (x) = e~ *In (1 + €%).

a) Démontrer que g est dérivable sur R .
b) Montrer que quel que soit le réel x, g ' (x) = e~ *. f (x) .

c) Montrer que lim g(x)= 0et lim g(x)=
X — 4+ 0 X —» — 0

d) Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative dans le repére
précédent .

1 e "
3°) a) Montrer que 1+e ~ eX+1 -

b) A tout réel 1 , on associe le réel I( 1) = jjg(x)dx . Justifier I'existence de I( 1) .

Calculer I( 1) a l'aide d’une intégration par parties .

c) Calculer lim I(Ax).
A — + 00

PARTIE B

1°) Montrer que g est une bijection de R sur un intervalle ] a préciser.
2°) a) Calculer g (0) .
b) Montrer que g~ * est dérivable au point In 2 .

15



c) Déterminer I’équation de la tangente a C g— 1 au point d’abscisse In 2 .

BACS2 2004 Remplacement ENONCE

EXERCICE 1

—1+i)3 14

2 ) 2

1°) a) Montrer que (

b) Résoudre danc C I’équation Z3 = 1 . On donnera les solutions sous forme
trigonométrique et sous forme algébrique.

c) Déduire des questions précédentes les solutions dans C de I'équation :

[S—
+

i

L . VA
( E) . On remarquera que ( E) est equivalente a 5 =1.
-1+

V2

s

— 1+ _
2°) a) Ecrire \/_—2 sous forme trigonomeétrique.

b) En déduire les arguments des solutions de ( E ) .

3°) Déduire des questions 1)c et 2)b les valeurs exactes de cos % et sin % .

— —
4°) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (O, u , v ), on
considére la transformation F qui a tout point M d’affixe z associe le point M ' d’affixe z '

telque:z'=\/5(—1+i)z+(1+\/5) i+V2 .
a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de F .

b) Construire I'image B du point A d’affixe — 1.

EXERCICE 2

Une étude faite sur I'effectif X des famillles d’'une cité et la quantité Y de sucre en
Kilogrammes consommeée par mois dans chaque famille, a donné les résultats ci-

dessous :
K [5;7]1|[8;10] |[11;13] [ 14; 18 ]
Y




[10; 15] 1 3 0 0
[5;25] 5 9 8 3
[ 25, 35] 0 7 5 9

1°) Calculer la moyenne et I'écart-type des séries marginales X et Y .

2°) A chaque centre x; de classe de la série de X on associe la moyenne z; de Y sachant
que X = X; .

3°) Dans la suite on considére la série (x , z) définie par le tableau suivant :

Xi| 6 9 12 16
z, | 18,75]22,5]23,85]| 27,5

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et z .
Un ajustement affine est-il justifié ? (justifier la réponse) .
b) Déterminer une équation de la droite de régression de z en x .

c) Estimer la quantité moyenne de sucre consommeée par mois pour une famille d’effectif
égal a 20 .

PROBLEME

Partie A

, . I . 1 3
Soit I'équation différentielle (E): —5 y"+5 y'—y=0.

Déterminer la solution g de ( E ) dont la courbe représentative ( C ) passe par le point A
(0; — 1) et dont la tangente en ce point est paralléle a I'axe des abscisses.

Partie B

1°) Etudier les variations de f définie sur R par f (x) = e — e*.
2°) Soit (N la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormal
(0O, i_>, j_>).;unité2cm.
a) Déterminer I’équation de la tangente a (') au point d’abscisse In 2 .
f
b) Calculer Iim s}
X — + 0 X
3°) a) Tracer (N .
b) Calculer I'aire A (a) en cm?2 du domaine délimité par (I') , les droites d’équations
respectives : x = a (a0 < 0) , X = In 2 et I'axe des abscisses .

. Interpréter géométriquement le résultat.

c) Calculer |im /4 (o)) et interpréter graphiquement le résultat .
a—- — o

Partie C

17



Soit h la restriction de f a l'intervalle [0 ; + oo .

1°) Démontrer que h est une bijection de [0 ; + oo[ sur un intervalle J a préciser.
2°) Démontrer que h™! est dérivable en 3 puis calculer h™! ' (3) .

3°) Déterminer h™! (x) pour x € J .

]

)

C' , . —1 . i
4°) Tracer ( ) la courbe représentative de h™* dans le repere ( O, i ,

BACS2 2004 2°"° groupe ENONCE

EXERCICE 1

On considére les suites numériques (Un) et (V,) définies sur N par :
Up = &° et V,=1In(Uy) — 2.
Urs1=¢e \/Un

1°) Calculer U;et V; .

2°) Démontrer que la suite (V,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et
le premier terme .

3°) Ecrire V, puis U, en fonction de n .

4°) Etudier la convergence des suites (V,) et (U,) .

EXERCICE 2
2x ex
1°) a) Démontrer que pour tout réel x on a : 1+ = e’ — 1+ &
1 2x
b) En déduire la valeur de l'intégrale I = j:) 1+ & dx .

2°) Soit f la fonction définie par f (x) = In (1 + &%) .
a) Calculer la dérivée de f .

b) Calculer a I'aide d’une intégration par parties la valeur de l'intégrale

J=j:e In(1+e")dx .

EXERCICE 3

1R



On dispose d’un dé cubique pipé dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On lance une
fois le dé et on note le numéro de la face de dessus.

on note P; la probabilité de I’événement : « le résultat du lancer est i » .

1°) sachantquel'ona P, =P; ; P3=3P;; P, =2P;; Ps=2P;; Pg=2P3, montrer
1 L

que P, = 1_5 et en déduire P> , Ps ’ P4 ’ Ps , Pg .

2°) Calculer la probabilité de I'événement : « obtenir un numéro pair » .

3°) On lance cinq fois le dé. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 4 fois un numéro
pair ?

EXERCICE 4

— —
Le plan est rapporté au repéere orthonormal direct (O, u , v ).
1°) a) Résoudre dans C I'équation 22 — 2z +2 =0.

On donnera les solutions sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
b) En déduire les solutions de I'équation :
(—iz+3i+3)2—2(—iz+3i+3)+2=0.

2°) Soit les points A, B d'affixes 1 +i,1 —i.

Déterminer le centre de la rotation d’angle — g qui transforme A en B.
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BACS2 2004 1°"groupe

EXERCICE 1

C . . 1
Soit (Un) n e N la suite géométrique de premier terme Uy = 4, de raison 3

T

, de raison 5 -

BN

Soit (Vi) ne N la suite arithmétique de premier terme Vo =

Pour tout entier naturel n, on note z, le nombre complexe de module U,, et dont un
argument est V, .

1°) a) Exprimer U, et V, en fonction de n .

b) En déduire z, .

2°) Démontrer que (z,) est une suite géometrique de raison 5 i et de premier terme

zo=2V2 +i22.

— —
3°) Soit (P) le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O, u , v ) et
M, le point d’affixe z, .

a) Déterminer la nature de la transformation F qui au point M,, associe le point M;, 4 1
d’affixe z, + 1 -
b) Donner ses éléments caractéristiques .
4°) Pour tout entier naturel n, on pose Z, = z5 z; Z>.......... Zn .
a) Exprimer en fonction de n un argument de Z, .

b) Démontrer que si n est impair, alors Z, est réel .

20



EXERCICE 2

Un porte-monnaie contient quatre piéces de 500 F CFA et six piéces de 200 F CFA. Un
enfant tire au hasard et simultanément 3 piéces de ce porte-monnaie.

1°) Calculer la probabilité de I’événement A : « tirer trois piéces de 500F ».

2°) soit X la variable aléatoire égale au nombre de pieces de 500F figurant parmi les
trois piéces tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X .

b) Calculer I'espérance mathématique et I'écart-type de X .

3°) L’enfant répéte cing fois I'expérience en remettant chaque fois les trois piéces tirées

dans le porte-monnaie.

Quelle est la probabilité que I’événement A se réalise trois fois a l'issue des cing tirages

PROBLEME

2x —1)e* —2x + 2
e —1

Soit f la fonction définie par : f (x) =

1°) Déterminer I'ensemble de définition D¢ de la fonction f et trouver les trois réels a, b
C
e —1

et c tels que pour tout x de D, on ait f (x) = ax + b +

2°) Déterminer les limites de f aux bornes de Ds .

3°) a) Déterminer la fonction dérivée de f .

b) Résoudre dans R I'équation : 2e* — 5e*+2=0.

c) En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de variation de f .

4°) On appelle ( C ) la représentation graphique de la fonction f dans un plan muni

— —
d'un repére orthonormal ( O, i , j ) dontl'unité est 2 cm.

Démontrer que les droites d’équations respectivesy = 2x — 1 ety = 2x — 2 sont des

asymptotes de ( C ) respectivement en + o0 et — o0 .

Préciser I'autre asymptote.

?
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5°) Soit x un réel de Df .On considére les deux points M et M ' de ( C ) d’abscisses

respectives x et — x . Déterminer les coordonnées du milieu Q du segment [M M '] . Que

peut-on en déduire pour la courbe ( C )?

6°) Tracer la courbe ( C ) .

7°) a) Trouver les réels o et B tels que, pour tout réel x de I’ensemble Ds on ait :

EeX

f(x)=2x+a +eX—1

b) Soit k un réel supérieur ou égal a 2 .

Déterminer l'aire /4 (k) en cm? de I'ensemble des points du plan dont les

coordonnées (x ;y) vérifient : In2 = x<Ink et2x —1 =y <f(x).

c) Calculer  lim /4 (k) .

k - + o

BACS2 2003 1°"groupe

EXERCICE 1

Dans un pays donné, la maladie du Sida touche cing pour mille de sa population. Des
études statistiques montrent que la probabilité pour un individu d’ avoir un test positif a
cette maladie sachant qu’ il est malade est 0,8 et celle d’avoir un test négatif sachant
qu’il n” est pas atteint par la maladie est 0,9.

On note T I’ événement « avoir un test positif a cette maladie »

M I’ événement « étre malade »
M |’ événement contraire de M.
On rappelle que pour tous événements A et B on a :

(x)A=(AnB) U(An B ) et Po (B) désigne la probabilité de B sachant A .

22



1°) a) Réécrire la relation (*) pour A = T et B = M puis pour A = ™M etB=T
b) En déduire que P (M A T) =P (M ) [1 — P (T)1.

2°) Calculer la probabilité pour qu’un individu ait un test positif a cette maladie .
3°) a) Calculer la probabilité pour qu’un individu soit malade sachant qu’ il a un test
positif a cette maladie .
b) Calculer la probabilité pour qu’un individu soit malade sachant qu’ il a un test
négatif a cette maladie .

On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles .

EXERCICE 2

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I’équation :

(E):Z2+ (1 —8i)z2— (23 +4i)z—3+4i=0
1°) a) Montrer que ( E ) admet une solution imaginaire pure et la déterminer.
b) Montrer que 1 + 2i et — 2 + 3i sont solutions de (E) .

c) Donner I'ensemble des solutions de ( E ) .

— —
2°) Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct ( O, u , v ) , soit les points A,
B et C d’affixes respectives 1 + 2i, 3i, — 2 + 3i.

Soit G le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 2, — 2 , et 1

a) Montrer que les vecteurs GA , GB et GC ont pour affixes respectives \/Ee ,21et
l'3i
2\/56 4 et que ces affixes sont, dans cet ordre, en progression géométrique ;

déterminer la raison de cette suite.

b) En déduire qu'il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C.

Donner les éléments caractéristiques de cette similitude .

PROBLEME

PARTIE A

On considére la fonctionu : [0 ;+ o [ — R
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2X
x—1|  x*—1

X — In

1°) Déterminer I'ensemble de définition de u ; Calculer u (0) et Ilim u (x) .
X — + 0

2°) Etudier les variations de u.

Dresser son tableau de variations (il n‘est pas nécessaire de calculer la limite de u
enl).

3°) Déduire des résultats précédents que :
a)vxel[0;1[,u(x)=0.

b) Vxell;;+o[,u(x)<0.

PARTIE B
Soit g la fonction définie par : g : [0 ;+ o [ — R

X+ 1
Xx—1

X — X In

.

1°) Déterminer Dy (le domaine de définition de g) ; puis étudier la limite degen 1.

x+1
2°) a)Verlﬂerque.X_1 —1+X_1

uln <1+ 2 >=1.

Montrer que : « _IJm X — 1

+oo 2

b) En déduire que Ilim g (x) = 1.
X — + 00

Interpréter géométriquement ce résultat.
c) Dresser le tableau de variations de g .
d) Montrer qu'il existe un réel o unique appartenanta 10 ;1 [ tel que g (a) = O.

Donner un encadrement d'ordre 1 de o .

3°) Tracer la courbe Cg de g dans le plan rapporté a un repere orthonormé (unité = 2

cm) .

PARTIE C
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X+ 1

Soit f: [0; 1 [ — R ,lafonction définie par : f (x) = (x> — 1) In 1 — x

1°) Montrer que f est derivable sur [0 ; 1 [etque:f'(X)=g(x),Vxe[0;1].

2°) Déterminer I'aire du domaine plan limité par la courbe Cg , 'axe des abscisses et

la droite d’équation x = o .

BAC S2 2002 2°™¢ groupe

EXERCICE 1

Calculer I = ﬁ;(sz —1)c0s3xdx .

3

EXERCICE 2

1+iV3

1°) Déterminer la forme trigonométrique et la forme algébrique de z = T+

. T T
En déeduire les valeurs exactes de cos E et sin E .

25



2°) Déterminer et construire E; = { M(2) ; (iz — 2) ( z — 1) soit un réel }

3.

Noa

3°) Déterminer et construire E; = { M(z) ; arg[(iz — 2) ( z — 1)] =

EXERCICE 3

Un sac contient douze jetons indiscernables au toucher sur chacun desquels est inscrite
une lettre du mot « SENEGALAISES ».

1°) Déterminer la probabilité d'avoir les lettres du mot « SAGESSE » dans chacun des
cas suivants :

a) On tire simultanément sept lettres du sac.
b) On tire successivement sept lettres en remettant a chaque fois la lettre tirée dans
le sac apreés l'avoir notée.

2°) Déterminer la probabilité d’avoir dans leur ordre les lettres du mot « SAGESSE », si
I'on tire successivement sans remise sept lettres du sac.

EXERCICE 4

Soit f la fonction définie par : f (x) = x — In (1 + &%) .

1°) Calculer  lim  f(x) .
X —> — 0

2°) Vérifierquee*+ 1 =¢e* (1 + e X); endéduire Iim f(x).
X — 4+ 00

3°) Montrer que la droite D : y = x est une asymptote oblique a la courbe représentative
de f.

4°) Montrer que f est bijective. Calculer f v(0) et (f~1)' (—In 2).

5°) Construire la courbe représentative de f dans un repére orthonormal.
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BACS2 2002 1° groupe

EXERCICE 1

C désigne I'ensemble des nombres complexes.

1. Montrer que, dans C , la somme des racines n®™ de I'unité est égale & zéro ( n = 2)

, T . , .
2. En utilisant les résultats du 1) montrer que cos g est une solution de I'équation
4x2 — 2x — 1 =0 .
. T 21 T
3. En déduire les valeurs exactes de cos =, cos ? et cos 1—0 .

5 li

EXERCICE 2

63 candidats se sont présentés au baccalauréat comportant une épreuve de Maths et une
épreuve de Sciences Physiques : SP.

Le tableau statistique suivant donne le nombre de candidats ayant obtenu un couple de
notes donné.

Note de| 2 6 10 | 14 | 18 | Totaux

Math

Note de SP
6 4 2 1 0 0 7
8 2 5 2 0 0 9
10 1 6 16 | 5 1 29
12 0 2 3 6 2 13
14 0 1 0 1 3 5
Totaux 7 |16 | 22 | 12 6 63

On appelle X = (x; ) la série statistique des notes de Sciences Physiques et Y = (y; ) la
série statistique des notes de Mathématiques.

1. Déterminer pour chaque x; la moyenne z; de la série conditionnelle y/ z;.
2. On considére la série double (xi, z; )

a) Dans le plan rapporté a un repéere orthonormé construire le nuage de points
M(xi, Zi).

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre la série X = (x;) et Z = (Z;).

c) Déterminer une équation de la droite d’ajustement linéaire de Z et X par la
méthode des moindres carrés.
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d) Tracer cette droite.

PROBLEME

A. On consideére la fonction g définie sur R + \{1} par :
1 1

g(X) =17y — jnx Pourtoutx>0etx#1;g(0)=0.

1. Montrer que g est continue a droite en zéro.

2. Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
Dresser le tableau de variation de g.
En déduire le signe de g(x) en fonction de x.

B. On considére la fonction f définie sur R +\ {1} par :
f() =T six>0etx#1;f(0)=0.

1. Montrer que f est continue a droite et dérivable a droite au point O. En
déduire I’existence d’une demi-tangente a la courbe représentative C de f au point
d’abscisse 0.

2. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Comparer f ' (x) et g(x). En déduire les variations de f et son tableau de
variations.

4, Déterminer I’équation de la tangente D a la courbe € au point d’abscisse e2.

5. Soit M le point de C d’abscisse x et N le point de D de méme abscisse x. On pose
P (x) = NM

x + e?
Montrer que : P (x) = f(x) + —a -

Déduire de A) le tableau de variations de (p ' (x) puis le signe de p ' (x) sur ]l ;+ oo [.

En déduire le signe de P (x) sur ]1 ;+ oo [ et la position de C par rapporta D
pour les points d’abscisse x >1.

6. Représenter dans le plan rapporté a un repére orthonormé la courbe C et la
droite D (unité 2 cm).

C. On revient a la fonction g du A).

On note Cg la courbe représentative de g dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (unité 2 cm).

Sans construire Cg, calculer en cm?2 |’aire de la partie plane comprise entre la courbe

Cg, I’axe des abscisses et les droites d’équations respectives : x = e et x = e2.
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BAC S2 2001 2°™ groupe

EXERCICE 1

1°) Résoudre I’équation différentielle (E) :y" +y =0 .

2°) Déterminer la solution particuliére de ( E ) vérifiant f (0) = 1 et f' (0) = V3.
3°) Résoudre :

a)dans R:f(x) +V2 =0
b)dans[0:2x[:f(x)+V2=0

EXERCICE 2

1°) Factoriser ;02 — 2ia — 1.
Résoudre dans C I'équation : z2— a (o + i) z + i o®=0.

2°) On note r le module de o et 8 un de ses arguments. Calculer le module et un

argument de chacune des solutions de (E) .

3°) P désigne le plan complexe ; on note S , I'application définie sur P par :
Sy :P—>P

M(z)—» M'(z")telque:z'=ia z+ 0.

. . . . 57
Déterminer o pour que S , soit une rotation d’angle 5 -

EXERCICE 3

Les relevés de l'intensité (x;) du travail fourni exprimée en kilojoules par minute et la
fréguence cardiague (y;) (nombre de battements par minute) de 8 personnes sont
consignés dans le tableau suivant :

xi|9,6]12,8 18,4 |31,2|36,8|47,2|49,6 | 56,8
yi | 70 | 86 90 104 | 120 | 128 | 144 | 154

1°) Représentez le nuage de points M; (x; ; Vi) .
2°) Déterminez les moyennes x et y |, les variances V(x) et V(y) de x ety . On

précisera les formules utilisées.
3°) Déterminez la droite de régression de y en x ;la tracer.

EXERCICE 4

1°) Etablir que : [lim

x —0

2°) Soit f la fonction numérique définie par :
f(xX)=—x+7—4€e"six=<0
f(X)=x+3—xInx six>0

e*—1
X

=1.

a) Etudier la continuité de fen 0 .
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter le résultat graphiquement.
¢) Etudier les variations de f.

C . . . - -
3°) est courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, i , j

).
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a) Ecrire I'équation de la tangente a C au point d’abscisse e .

b) Tracer C
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BACS2 2001 1° groupe

EXERCICE 1

— —
Le plan complexe P est muni d’un repére orthonormal direct (O, u , v ).

2z — i

Soit f ’application de C \ {2i} vers C définie par : f (z) = > — i

a) — Résoudre dans C : f (z) = z.

Donner les solutions z; et z, sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique
b) — Calculer z* + z,*.
1 /Soit M (z) un point de P.

Soit (') ’ensemble des points M (z) tels que f (z) soit un imaginaire pur. Donner une
équation cartésienne de (I'). Tracer (T').

2 / Montrer que|z| = 1 équivaut a |f (z)| = 1.

EXERCICE 2

Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10. Une partie consiste a tirer
successivement et sans remise 2 jetons de l'urne et a noter dan sl’ordre les deux
nombres inscrits. Tous les tirages sont supposés équiprobables.

1°) Quelle est la probabilité des événements :

A = « les deux nombres inscrits sont strictement inférieurs a 5 »

B = « le premier nombre inscrit est striccement supérieur au double du second ».

2°) Un joueur effectue 7 parties successives, les parties étant supposées indépendantes;
Quelle est la probabilité pour qu’a l'issue de la 7°™€ partie I'événement B soit réalisé 2 fois
exactement ?au moins une fois ?

PROBLEME

On consideére la fonction g définie par :
g (x) =x(1—Inx)?

g((0)=0

ou In x désigne le logarithme népérien de x, on appelle C sa courbe représentative

R -
dans un repere orthonormal (O, i , j

) .

1. @) - Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur son ensemble de définition.
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b) - Etudier les variations de g.

c) - Tracer ( C ).
2. a) Soita un réel appartenant a I’intervalle] 0, e [.

Calculer a ’aide de deux intégrales par parties, ’aire /4 (o) du domaine plan limité

par ’axe des abscisses, la courbe ( C ) et les droites d’équations respectives :

X=o0oetx =e.

b) - Calculer  lim | A () .

a—0

3. a) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la courbe ( C ) etla

droite (A) : y=x

b) Pour quelles valeurs de m la droite (A m) :y =mx, recoupe-t-elle la courbe Cen

deux points M; et M, autres que O ?
c) La droite (A m) coupe la droite D d'équation x = e en P.
Montrer que OM; x OM, = OP2,

4. a) Montrer que la restriction h de la fonction g a l'intervalle [ e ; + o [ admet une
réciproque h™! dont on précisera I'ensemble de définition.

b) Sur quel ensemble h™! est-elle dérivable?

Calculer h(e2); en déduire (h™1)' (e2).
-
]

N
c) Construire la courbe de h™! dans le repére (O, i ,

)
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BAC S2 2000 Remplacement

EXERCICE 1

T
Soit le nombre complexe Z = (1 — x) (cos 5 + isin g) avecx € R.

1°) Calculer le module et un argument de Z(on discutera selon les valeurs de x) . donner
pour chaque cas la forme trigonométrique et la forme exponentielle de Z.
2°) Montrer que Z?°% est un réel dont on précisera le signe.
3°) a) Montrer que I'équation | Z| = 2 admet deux racines Z; et Z, .
On notera Z; le complexe de plus grande partie réelle et Z, I'autre racine.
b) Ecrire Z; et Z, sous forme algébrique.
c) Placer les points A; et A, d'affixes respectives Z; et Z, dans le plan complexe

— —
muni d'un repere orthonormal ( O, u , v ) et verifier que A, O, A; sont alignés.

EXERCICE 2

Un éleveur a dans son enclos 3 moutons et 5 chévres. pour célébrer le retour de sa
quatrieme épouse de son pelerinage, il décide d’abattre au hasard quatre de se bétes.
1°) — Soit X le nombre de moutons tués.
a) Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonction de répartition.
b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et I'écart-type de X.
2°) — On estime qu’un mouton donne environ 20kg de viande et une chevre 15kg et
qu’il faut au moins 65 kg de viande pour satisfaire les invités.
On note A I'événement « on a tué au moins 2 moutons » et B I'événement « il y a assez
de viande » .
a) Calculer P(A) et P(B)
b) Calculer P(B / A) ; A et B sont-ils indépendants ?

PROBLEME

I — On considére la fonction g définie par: g (x) =1 — x e~
1°) Etudier les variations de g.

2°) En déduire le signe de g (x) suivant les valeurs de x .

X

II — On considere la fonction f définie par :

f(xX)=In(—x) six<—1.
f(x)=(x+1)(1+e X)) six=—1.

, C . , - -
On désigne par ( ) la courbe de f dans un repere orthonormé (O, i , j ) du plan.
(unité 2 cm) .

1°) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R .
b) Etudier les variations de f, puis dresser le tableau de variations de f.

(On utilisera I. 2) .
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2°) a) Montrer que la droite D d’équation y = x + 1 est asymptote a la courbe C

en + oo .

b) Etudier la position relative de C et D sur[ —1; +o].

3°) Montrer qu’il existe un unique point de la courbe C dont on précisera les

coordonnées,oul la tangente (T) est paralléle a la droite D .

4°) Tracer la courbe C , 'asymptote D et la tangente (T),on précisera la tangente
ou les demi-tangentes a C au point d’'abscisse — 1 .

5°) a) Montrer que f est une bijectionde [ — 1 ; + oo [ sur un ensemble J que lI'on

précisera.

b) Construire la courbe C "de f ! surle méme graphique que la courbe C .

III — Pour A > — 1, on note A ( 1) l'aire en cm? de la partie du plan définie par :
—1=<x=)\.
X+1=sy=sf(x)
a) Calculer A ( 1) a l'aide d’une intégration par parties.
b) Montrer que A ( A ) admet une limite finie lorsque A tend vers + oo .

Calculer et interpréter graphiquement cette limite.
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BACS2 2000 1° groupe

EXERCICE 1

On considére les points A, A,, As d’affixes respectives :

Zi=1;Z,=1+V2 +i2 ;zF%

1°) a) Donner une écriture trigonométrique des nombres complexes Z, — Z; et Z3 — Z;

Z3 — 74

b) Donner une écriture algébrique et une écriture trigonométrique de > >
2 T 1

En déduire les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)

2°) Soit S la similitude plane directe transformant A, en As; et A; en A; .
a) Préciser les éléments caractéristiques de S.

b) On désigne d'affixe Z ', I’image par S du point M d' affixe Z. Exprimer Z' en
iz
fonction de Z ; en déduire I’ image , par S du point B d'affixe 1 — 4 \E e 3 .

EXERCICE 2

Une urne contient 6 jetons numérotés de 1 a 6. Lorsqu’on tire au hasard un jeton de
I'urne , on note p; i € {1, 2, 3, 4, 5, 6} la probabilité de tirer le jeton numéroté i. On
suppose que les nombres p1, p2, P3, P4, Ps, Ps, Sont dans cet ordre en progression

arithmétique de raison 30

1
1°) a) Montrer que p; = 12

b) En dédUire le p3 ’ p4l p5 ’ p6 .

2°) On tire trois fois de suite et avec remise un jeton de cette urne, on désigne par X
la variable aléatoire égale au nombre de jetons portant un numéro pair.

a) Déterminer la loi de la probabilité de X.
b) Déterminer I’espérance mathématique de X puis son écart-type.

3°) Un joueur tire simultanément 2 jetons et note S la valeur absolue de la différence
des numéros que portent les 2 jetons tirés.

a) Déterminer la loi de probabilité de S.

b) On gagne a ce jeu lorsque S = 4 . Déterminer la probabilité de gagner.
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PROBLEME

Soit la fonction de R dans R définie par :

1
f(x)=xeX¥six<0

f(X)=xIn(1+x)six=0
-
]

Le plan est muni d’un repére orthonormé ( O, i , ) (unité graphique 2 cm)

On désigne par ( C ) la courbe représentative de f et ( A ) la droite d’équation y = x.

Partie A
1°) a) Montrer que f est continue en xg = 0
b) Etudier la dérivabilité de f en 0.
2°) a) Montrer que pour x < 0, f'(x) > 0.
b) Etudier les variations de f ' sur [0 ;+ oo .
En déduire que pour x >0, f ' (x) >0.
c) Donner le tableau de variation de f.

1

, . . 3 1
3°) a) Déterminer  lim x | eX —=1| (on pourra poser u = 2D
X —> — 00

b) Montrer que (D) : y = x + 1 est asymptote a (C ) au voisinage de — o . On

admettra que ( C ) est en dessous de (D).

4°) a) Construire ( C ), on précisera les coordonnées de I, point d’intersection de (C)

et (A) pour x >0

b) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe ( C )en + oo .
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Partie B

X o ax+b+—"
x+1 - X+1"

1°) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x de R , :

2°) En déduire au moyen d’une intégration par partie que la fonction F telle que :

2_
F(x) = (x 1) I2n (1 +x) —% ( x2 — 2x) est une primitive de f sur R.

3°) Calculer I’aire A en cm?2 de la partie du plan limitée par ( A), ( C ) et les droites

d’équationsx = 0etx = e — 1.
Partie C
1°) a) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f~* .

b) f~! est-elle dérivable en 0 ? Préciser la nature de la tangente en 0 & la courbe
représentative de f~ ! .

. C , . - . - -
2°) Construire ( ') courbe représentative de f dans lerepere (O, i , j

).

3°) Déduire du B.3) I’aire du domaine (D) ensemble des points
X
M<y>te|sque: 0=sx=e—1

f(x)sy<sfl().
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BACS2 1999 Remplacement ENONCE

EXERCICE 1

N
On considere le plan complexe l muni d’un repere orthonormal direct (O, u ,

=
v ).
1°) Résoudre dans C I'équation : — 2>+ 6z —20i=0 (E)

sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure a .
2°) Notons b et c les autres solutions de ( E ) , b ayant la partie réelle positive et soient

A, B, C les points de p d’affixes respectives a, b, c. Déterminer le module et un

a s .
argument de . En déduire la nature du triangle ABC.

T .
3°) Soit r la rotation de centre O et d'angle de mesure 3 rad ; et f I'application qui a tout

point M de p d'affixe z # | — \[3 associe le point M ' d’affixe z ' définie par :

. z — 2i
z+ \/3 + i
a) Donner I’écriture complexe de r puis |'affixe du point A' = r (A) .

b) Déterminer I'ensemble des points M de p dont les images par f ont pour affixe

un réel négatif. On notera E cet ensemble.

c) Déterminer I'ensemble F des points M de p dont les images par f

appartiennent au cercle de centre O et de rayon 1.

EXERCICE 2

Afin de mieux gérer ses stocks, une entreprise décide d’estimer son besoin en matiéres
premiéres par l'intermédiaire d’'une grandeur dont la valeur peut étre connue rapidement
(chiffre d’affaires ou total des salaires). on note X la quantité, en tonnes de matiéres
premiéres ; Y le chiffre d’'affaires en milliers de francs. Dans tout I'exercice on pourra
donner directement les résultats fournis par la calculatrice. Le relevé des mopis
précédents est le suivant :

Numéro du mois | 1 2 3 4 5 6
X 09(1,2|06|0,5|14| 1
Y 37 | 40 | 33 | 33 | 41 | 35
Z 39(3,713,2|13,3|3,6|3,7

1°) a) Calculer les coefficients de corrélation linéaire ry entre X et Y et r; entre X et Z .
b) Est-ce un ajustement entre Y et X ou entre Z et X qui permettra la meilleure
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estimation de X ?
2°) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X et en déduire une
estimation du besoin en matiéres premiéres pour Y = 39 .

PROBLEME

Partie A

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

_1
fx)=e X sixe]—o;0].
f(x) = In );:11 sixe[0;1[uU]l;+o][.

it C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal

(0O, i , T ) (unité graphique: 2 cm) .
1°) Etudier la continuité de fen O .

f In (1 — In (1 +
2°) a) Montrer que pourtoutxe]10; 1], E{X)= n(X x) - n(X X).

b) Etudier la dérivabilité de f en 0.

c) En déduire que C admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes dont on

donnera les équations .
3°) Etudier les variations de f .

4°) Tracer la courbe C .

Partie B

Soit g la restrictiondefa]1l; + oo [ .
1°) Montrer que g est une bijection de ] 1 ; + o [ sur un intervalle J a préciser .
On notera g~ la bijection réciproque de g .
2°) Montrer que I'équation g (x) = — e admet une solution a sur l'intervalle ] 1 ; + oo [
(on ne demande pas de calculer a ).
2e*
e — 1"

3°) Montrer que pourtoutx €J,g ' (x) =1 —
Y — — Ve -
4°) Tracer dans un nouveau repere orthonormal ( O, e; , e, ) les représentations

graphiques des bijections g et g~! (on notera ces derniéres Cg et Cg_l) .
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on prendra 2cm pour unité du repére, on indiquera en annexe la nature et I'équation de

chacune des asymptotes a Cg et Cg_l .

5{) Calculer en cm? I'aire /4 de I’ensemble des points M ( ; ) défini par :

—In7sxs—1
0sysg'(x
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BACS2 1999 2°" groupe ENONCE

EXERCICE 1

. T T S .. . .
Soita € }—E;E[et fa I'application du plan complexe dans lui-méme qui, au point M

d’affixe z associe le point M ' d’affixe z ' définie par :
z'=(—1l+itana)z—itana+ 2
1°) Déterminer le module et un argument du nombre complexe — 1 + itan a .
2°) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f; .

3°) Soit hy I” homothétie de centre le point Q d’affixe 1 et de rapport Cos a

Donner une écriture complexe de la rotation ra telle que : fa = r3 © ha.

EXERCICE 2

On dispose de deux urnes U; et U, . L'urne U; contient 3 boules noires et 1 blanche .
L'urne U, contient 1 boules noires et 2 blanches .

On jette un dé cubique, parfaitement équilibré . Si le dé donne 6, on tire au hasard une
boule de I'urne U, , sinon on tire au hasard une boule de I'urne U; .

On désigne par :

S I'événement : « on obtient 6 avec le dé » .

N I’événement : « on tire une boule noire » .

1°) Calculer les probabilités des événements S N N et S NN.

2°) Calculer la probabilité de tirer une boule noire .
3°) Calculer la probabilité d’avoir obtenu 6 avec le dé, sachant que I'on a tiré une boule
blanche .

EXERCICE 3

Soit la suite (U,) définie par : U, = exp (1 — %) .

1°) a) Montrer que (U,) est une suite géométrique. En préciser le premier terme et la
raison.

b) Justifier que (V,) , définie sur N par : V, = In U, existe et est arithmétique.

2°) Onpose S, =Ug+ U; + ...... + U, et P, =Upg x Uy X ... X Up .
a) Exprimer S, et P, en fonction de n.
b) Déterminer les limites a I'infini de S, et P, .

EXERCICE 4

On considére la fonction f de [0 ; + o [ dans R définie par f (x) = e + 4x — 2.

1°) Montrer que f réalise une bijection de [0 ; + o [ sur un intervalle J a préciser.

2°) En déduire que I'’équation f (x) = 0 admet une unique solution o telle que :
0,1<a<0,2.
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BACS2 1999 1° groupe
EXERCICE 1

L’étude du poids P de la larve d’ un insecte mesuré en fonction de I’ age x a conduit
au tableau suivant :

X (mois) |1 2 3 4 5
P (mg) 7 13 |25 [47 |88

1°) On pose y = In P ou In désigne le logarithme népérien.
a) Calculer les différentes valeurs prises pary a 107° pres .

b) Tracer le nuage de points représentant les couples (X,Y) dans un systeme
d’axes orthonormés (unité 2 cm) : y placer le barycentre G du nuage.

2°) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X .

3°) SiI’évolution se poursuit dans les mémes conditions, quel sera le poids de la larve
au bout de six mois ?

EXERCICE 2

Dans I’ensemble C des nombres complexes on considére I’ équation
(EYZ2+(3—2)z2+ (1 —4i))z—1—2i=0
1°) a) Vérifier que (E) admet une solution réelle .
b) Achever la résolution de I’ équation (E)
2°) Dans le plan complexe on désigne par A,B,C les points d’affixes respectifs
Zn=—1;2s=—2+1i ;2c=1.

. . Zp — Za
a) Déterminer le module et argument de

Zc za
b) En déduire la nature du triangle ABC .

c) Donner le centre, le rapport et I’ angle de la similitude plane directe qui laisse

invariant A et transforme B en C .
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PROBLEME

On considére la fonction f définie par :

X—
X+ 1

f(X)=x+1In sixe]—o; —1[u]l—1;0]

f(x) =x2e * sixe[0; + o]

On désigne par ( C ) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére

orthonormé ( O, i , j_>) avec || T) || = || T || =2cm.
Partie A

1°) Quel est le domaine de définition de f .Calculer f ( — 2) et f (3) .
2°) Montrer que la fonction f est continue en zéro .

3°) a) Etablir que la dérivée f ' de f a pour expression

X2+1
x2 — 1

f'(x)= sixe]—ow; —1[u]—1;0]
f'(x)=xe *(2—x) sixe[0; +o0o0]
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? justifier votre réponse .

c) Dresser le tableau de variation de la fonction f .

4°) Démontrer que I’équation f(x) =0 admet une racine unique o comprise entre -1,6
et1,5.

5°) a) Justifier que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a la courbe ( C )

lorsque x tend vers — oo,

b) Etudier la position de ( C ) par rapporta (D)dans ] — o ; O[\{—1}.

6°) Tracer la courbe ( C ) en représentant sur la méme figure les asymptotes ; les

demi tangentes en O et les points d’intersection avec les axes de coordonnées .
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Partie B

1°) Soit g la restriction de f a [0,2] .

Montrer que g définit une bijection de [0 ; 2] sur un intervalle J a préciser .
2°) On note g~ ! la bijection réciproque de g .

a) Résoudre I’équation g~ (x) = 1.

_ 1
b) Montrer que g 1'(E)=e.

3°) On appelle ( C 'Y la courbe représentative de g7t .

Tracer ( C ") en utilisant la courbe C et une transformation a préciser ( on placera sur
C \ . . o 1
la courbe ( ) le point d’ordonnée 1 et la tangente au point d’abscisse e ).

Partie C
A étant un réel strictement positif , on poseI (A) = jjf(x)a’x ,

1°) a) Interpréter graphiquement I (A ) .
b) En procédant a une intégration par parties , calculer I (A ).
2°) Quelle est la limite deI (A) lorsque A tend vers — oo
3°) Onposei=2 .
a) Calculer I(2).
b) En déduire la valeur en cm2 de I’aire de la partie limitée par C ' et les droites

, . 4
d’équationy =0;x=0 etX=§.
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BACS2 1998 REMPLACEMENT ENONCE

EXERCICE 1

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considére I’équation ( E ) d’inconnue z

telleque : (E)iz2+ (1 —5))z+6i—2=0.
a) Montrer que cette équation possede une solution réelle notée z; . Déterminer l'autre
solution z; de (E) .

— —
b) Dans le plan complexe muni du repére orthonormé ( O, e; , €, ), on note M, le point
d'affixe z; et M, le point d’affixe z; .

Déterminer l'affixe du point C de I'axe ( O, e_f ) équidistant de M; et M, .

c) Soit la rotation R; de centre C telle que Ry(M;) = M, .
o) Déterminer une mesure de I'angle de la rotation R; .
P ) Déterminer I'affixe du point O ' image de O par R; .

. T
d) Soit la rotation R, de centre O et d’angle oriente 8 tel que Mes 8 = 5 rad .

@) Quelle est la nature de la composée R, o R; ? Justifier votre réponse .
B) Soit B d'affixe 3i. Déterminer I'image du cercle circonscrit au triangle BOC
par R, o R; . Justifier votre réponse .

EXERCICE 2

Soit la fonction f telle que {f (x) =x1In|x| six e R «
f(0)=0
1°) a) Préciser D; et étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
b) Montrer que f est impaire, puis étudier f sur [0 ; + o [ en précisant les limites
éventuelles puis son sens de variation .

2°) a) A l'aide d’une intégration par parties, déterminer la valeur de l'intégrale I (o)
telle que I (a) = ff(x)dx avecae]0; 1].
b) En déduire Iim I (o).
o— 0"

3°) Calculer I'aire de la partie du plan limitée par ( Cf), I'axe des abscisses et les

droites d’équation x = — 1 et x = 1 (en unités d'aires U.A.) .

EXERCICE 3

Soit a un réel non nul et la suite (Uy) : Up=1 etVne N* Uu,=auU,_1+ 2

1°) On supposea =1.
a) Quelle est la nature de la suite (U,) ?

b) Calculer le centiéme terme decette suite.
c) Déterminer la valeurdeS =1+ 3+ 5 + ...... + Ugg .
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2°) On suppose a = 3 et on donne la suite (V,) telle que
vneN,v,= U, +1.
a) Montrez que (V,) est une suite géométrique dont vous donnerez la raison et le
premier terme.
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n . (U,) est-elle convergente ? Pourquoi ?
3°) On ne donne pas a mais on donne la suite ( w, ) telle que :

vneN, w,=U, —

1 —a ;a+ 1.

a) Montrer que ( w, ) est une suite géométrique dont vous donnerez la raison et le
premier terme.
b) Pour quelles valeurs de a (U,) sera-t-elle convergente ? donner alors sa limite.

EXERCICE 4

Dans un pays A, on a évalué le nombre de personnes travaillant dans l'agriculture en
fonction de I'année.

X année 1954 | 1962 | 1968 | 1975 | 1982 | 1990

Y nombre d’actifs agricoles en milliers | 3984 | 3011|2460 | 1652|1448 | 982

On note Z le rang de I'année [ 1954 a pourrangZ =10
1990 a pour rang Z = 36

1°) Construire le nuage de points assocé a cette série statistique (Z , Y) .
2°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire r de cette série. Peut-on envisager une
forte corrélation linéaire entre Z et Y ?
3°) Déterminer I’équation de la droite de régression dey en z .
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BACS2 1998 1°" GROUPE ENONCE

EXERCICE 1

1°) Résoudre dans C les équations suivantes :
a)z2-2z+5=0

b)z2-2(1 +V3 ) z+5+2V3 =0

— —
2°) On considére dans le plan de repére orthonormal (O, u , v ) les points A, B, C et
D d’affixes respectives :

Za=1+2i; Ze=1+V3+i;: Zc=1+\3 —i; Zp=1— 2i

a) Placer A, B, C et D dans le plan (P)

Zo — 2 A i
=L =8 i\/§ , en deéduire la nature du triangle ABD

b) Vérifier que Zn — 72

c) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent 8 un méme cercle,( C )

dont on précisera le centre et le rayon.

3°) On considére I’équation (E) : z2 - 2(1+ 2 cos9) Z+5 +4 cos =0
0 est un élément de R .

a) Résoudre (E) dans C

b) Montrer que les points images des solutions de (E) appartiennent a ( C ).

EXERCICE 2

Une boite contient 5 jetons : 2 jetons noirs et 3 jetons blancs, indiscernables au toucher.
1°) On extrait simultanément au hasard 2 jetons de la boite
a) Calculer la probabilité des événements suivants .
E = « On extrait 2 jetons noirs »
F = « On extrait 2 jetons de méme couleur » (0,5pt)

b) On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de jetons noirs obtenus.
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Définir la loi de probabilité de X et calculer son espérance mathématique (1pt)
2°) On effectue un tirage successif de 2 jetons de la boite ; de la maniére suivante :

on tire un jeton de la boite ; on note sa couleur et on le remet dans la boite en ajoutant
en plus dans la boite un autre jeton de la couleur que celui qu’ on a tiré ; on tire ensuite
un second jeton de la boite, on considére les événements suivants :

N; = « on obtient un jeton noir au premier tirage ».
N, = « on obtient un jeton noir au second tirage ».
Bi= « on obtient un jeton blanc au premier tirage ».
a) Calculer la probabilité de N, sachant N; :  p (N2 / Ny)
puis la probabilité de N, sachant B; :  p (N> / By) (0,5pt)

b) En déduire p(N;) (1pt)

PROBLEME (12 points)

1°) a) Etudier la continuité de f en zéro. Soit f I'application de R vers R définie
par :

1 1
f(x) =32 e’ six<0

f(x)=x*Inx six>0
b) Etudier la dérivabilité de f en zéro.
Interpréter géométriquement les résultats obtenus.

2°) a) Calculer les limites defen + co et en — o0 .

b) Calculer f ' (x) on précisera le domaine de dérivabilité de f.

c) Etudier le signe de f ' (x) et établir le tableau de variation de f.
3°) Etudier les branches infinies de la courbe de f.
-
J

N
4°)Tracer la courbe représentative de f dans le plan de repére orthonormal ( O, i ,
(unité graphique 4cm).

)

5°) o étant un réel tel que 0 < a < 1, calculer en cm? laire q (o) de ’ensemble des

points M(i)tels gue :[a<x<l1

f(x)<y=<0
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a I’aide d’une intégrale par parties .

6°) Déterminer lim q (a) et interpréter le résultat obtenu.
oa—0

GOR
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BAC S2 2006 2°groupe. SOLUTION

EXERCICE 1

1°) Dr =R\ {2}, d’aprés la courbe fournie par I’énoncé (toute droite verticale coupe ( C )

une fois, sauf la droite d’équation x =2 !)

2°) lim = —12, lim f=+ow, lim f=+4+o0w, Im =3,
X — — X — + o0 x— 0" X—>0+
lim f =+, lim f = — oo (résultats obtenus par lecture graphique).
X— 2" x — 2"

3°) L’asymptote oblique passe, par exemple, par les points A (0,1) et B(— 2, 0) .Son
: 1
¢quation est donc : y = S X+ 1.

4°) Les autres asymptotes ont pour équations : y=—2;x=0;x=2.

5°) f n’est pas dérivable en 5 car la courbe présente en ce point deux demi-tangentes : une
demi-tangente a gauche de coefficient directeur 1 et une demi-tangente horizontale a droite.
6°)

X — -2 0 2 5 + o0
e — v - -

—2 + o + i + oo
f /'

7°) g (x) existe si et seulement si f (x) > 0, ce qui équivaut a, d’apres la figure, (ou le tableau
variation) : x € | —13;2[U |35+ [=D,.

EXERCICE 2
1°) On trouve facilement apres réduction au méme dénominateur du second membre et
idntification des numérateurs:a=1;b=—1.

o e 1 _ € 1 1 _ e_
2 )a)ﬁmdx = ﬁ [———]dx = [1nx—1n(x+l)]1—1—1n(e+1)+1n2.

x x+1

1
b)Onpose:u(x)=Inxetv'(x)= 1+x)? En utilisant la remarque de 1’énoncé, on en
. 1
déduit que : u'(x)=; etv(x)=—m .D’ou:
fe () g = [ Inx
1 x(x+1) 1+ x

1
on trouve finalement : [ = — T+e +1—In(e+1)+In2.

e

+ ]e ﬁdx. Cette dernicre intégrale ayant déja été calculée au 1°,
xX(x+

1

EXERCICE 3

Notons R; (respectivement J;) I’événement : « la boule tirée de I'urne U; est rouge »
(respectivement « la boule tirée de I’urne U, est jaune » ) .

Notons R, (respectivement J,) I’événement : « la boule tirée de I'urne U, est rouge »
(respectivement « la boule tirée de I’urne U, est jaune » ) .

3
a) p(A)=pRi) =5
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b) p(B) =p(R2/R)) . Or si R, est réalis¢, c¢’est-a-dire si la boule tirée de U, est rouge, la

composition de I'urne U, aprés qu’on y ait introduit cette boule est : 3 rouges et 3 jaunes.
1

=3 .

N Ww

dans ces conditions, la probabilité d’avoir une boule rouge de U, est :

Ainsi : p B)=% .
¢) p(C) =p(R2) =p(R2/ Ry) x p(R1) + p(R2/ J1) x p(J1) , d’apres la formule des probabilités

4 ) ) 1
totales. On a p(J;) = 7 et par un raisonnement analogue au b) on voit que: p(R2/ J;) = 3

. 1 3 1 4 ) 17
Parsu1te:p(C)=§ x5 +§ x5 ,501tp(C)=4—.
EXERCICE 4
1°) L’équation caractéristique est : 1> — r — 2 =0 qui a pour solutions 1, =— letr, =2.

Les solutions de 1’équation différentielle sont donc les fonctions de la forme :
y=Ae¢ *+Be™.
2°) Les conditions imposées équivalenta : f (0)=2etf'(0)=1.

Onaf'(x)=— Ae *+2Be”™ . Doncon doit avoir: A+ B=2et— A +2B=1,d’ou aprés

dse calculs faciles : A=B=1.

La fonction f cherchée est donc définie par : f (x) = e~ * + e**.
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BAC S2 2006 1 groupe. SOLUTION

EXERCICE 1
1°) a) Le discriminant réduit de 1’équation est A'=1—2=—1=1i?. D’ou les solutions :
zi=l+ietzp=1—1.S={1—i;1+i}.

F 3

>

2°) a)
Montrons que le triangle ABC est équilatéral. En effet, en posant z¢ = 3 + I:;ona:
(A_})3,A_C))=arg Ze 4 = arg 3-i = arg l—iﬁ =—§[27T]

Z, -z, —2i 2 2
et : AB=|z—z|=|—2i|=2; AC=|zc—z)|=|\3 —i |=2.

Ainsi, AB = AC et I’angle géométrique BAC mesure g radians ou 60° : le triangle ABC est

équilatéral. On aurait pu égalament démontrer que : AB=AC = BC car:
BC=|zc—z|=|\V3 +i|=2.
2°) L’équation caractéristique est : r*> — 2r + 2 = 0 qui a pour solutions, d’apres 1°, 1 — i et
1 +1. Les solutions de 1’équation différentielle proposée sont donc les fonctions de la forme :
y =e¢" (A cos x + B sin x)

3°) a) En effet, les solutions de I’équation différentielleay " —by'+cy=0sontdela
forme : x — (A cos x + B sin x) €” si et seulement si I’équation ar> — br +c¢ =0 a des

solutions complexes conjuguées de la forme o +1p et o — i f avec oo =3 = 1 autrement dit dit
si et seulement si 1 +1iet 1 — i sont exactement les solutions de I’équation ar> —br+c=0.

b) L’événement en question est réalis¢, d’apres ce qui précede, si et seulementsi 1 +1 est
solution de I’équation ar> — br + ¢ = 0, c’est-a-dire si et seulement si :

a(l+i)>—Db(l+i)+c=0<=2ia—b—bitc=0<(c—b)+i(2a—b)=0
< ¢ =b=2a. Cherchons parmi les 6> = 216 triplets qu’il est possible d’obtenir quand on

lance trois fois de suite un dé, combien d’entre eux satisfont a cette condition. Remarquons
tout d’abord que c est nécessairement pair. Si c = 2, on obtient le triplet (1, 2,2) .Sic =4, on
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obtient le triplet (2, 4, 4) . Enfin si ¢ = 6, on obtient le triplet (3, 6, 6). Ainsi, seuls 3 triplets

peuvent vérifier cette condition. La probabilité de 1I’événement en question est donc 216

EXERCICE 2
Partie A

1°)

100+

804

60 H

404 X

20 C

00—
o

O g v g . T g T . g T .
0 20 40 G0 a0 100 120 140 160 1

204

1°) Pour avoir les paramétres de la série statistique (X, Y ), nous présentons les calculs dans
un tableau :

X 140 50 60 70 80 90 100 110 120 Xxi =720

Y 8 12 18 24 32 40 48 58 72 Xyi= 312

Xiyi [ 320 | 600 | 1080 | 1680 | 2560 | 3600 | 4800 | 6380 | 8640 | X x;yi=29660
Xi© | 1600 | 2500 | 3600 | 4900 | 6400 | 8100 | 10000 | 12100 | 14400 | T x;" = 63600

yii | 64 144 (324 |576 10241600 | 2304 |3364 | 5184 |Zvyi =14584

— 1 — 1 1 —
X =9 XXxi=80; y =4 xZyi=34,66 ; Oy =g EXiyi — X Xy =522,22.
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Oy 522,22
G2 666,667

X

2°) Dy« a pour équation : y — ? =a(x— x )aveca= ~ (.7833 .

Apreés calculs, on trouve qu’une équation de Dy, est y =0,7833x — 28 .

. 11 s C (&)
3°) Le coefficient de corrélation linéaire vaut alors : r = G—XX% ~ (0,988 .
X y

r étant trés proche de 1 (supérieur a 0,9) , on peut estimer qu’on a une bonne corrélation.

4°) a) Si x = 150, on obtient en remplagant dans 1’équation de Dy, précédente, y = 89,45.
Cette distance étant supérieure a 85m, I’automobiliste percutera bien I’obstacle.
b) Pour ne pas heurter 1’obstacle, il faut que la distance de freinage (y) soit inférieure ou
¢gale a 85m, soit : 0,7833x — 28 <85 = x<144,26.
La vitesse maximale est donc d’environ 144 km/h .

Partie B
1°) Iy aeu N =440+ 360 + 110 + 90 = 1000 accidents.
_ 360 0 __ 9% _ 0
2°) fyz/xl =220 + 360 =0,45 oud5 % . fx2/y2 =360+ 90 =0,2 ou20% .
3)f,, = ot ou n _ désigne I’effectif partiel marginal de y, , ¢’est-a-dire la somme des

N
effectifs partiels contenus dans la colonne de y; .

440 + 11
Ainsi, f =W =0,550u55% .
_110+90

De méme : fz.—W =0,20u20% .

PROBLEME
Partie I

1°) a) h est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R et :
VxeR,h'x)=—e*— (1 —x) " *=(x— 2) ¢ * (formule de dérivation d’un

produit) . h ' (x) est donc du signe de (x — 2), puisqu’une exponentielle est toujours positive,
et le tableau de variation de h en découle.

X — 0 2 + 00
h'(x) — +
h \0/'

b) Sur ] — o0 ; 2 ], h est décroissante, d’apres le tableau précédent et par conséquent :
V x<2,h(x)>h(2) avech (2)=0: hest positivesur | — oo ;2 ].

Sur [2 ; + o [, h est croissante, d’apres le tableau précédent et par conséquent :
V x>2,h(x)<h(2) avech (2)=0: h est positive sur [2 ; + oo [ .

Onen conclutque Vx € R, h(x)>0.

2°Ya) lim x=—o et lim 1+¢e* *=+o,parconséquent: lLim f(x)=— .
p q

X —> — 0 X—>— 0 X—>—x0
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2—

lim x=+ow et lim 1+e~ *=+o,parconséquent: lim f(x)=+o.

X — + o X — + o X —>+
. f(x ) ..
b) lim fo9 _ lim 1+¢e**=+0,donc( C ) admet au voisinage de — oo une
X— —® X— —®

branche parabolique de direction (O , T ).

X
: : : X : . e
¢) lim [f(x)—x]= lim xe’ "= lim e*x = =0, caronsaitque: lim X t®

X — + oo X — + oo X — + oo X — + oo

(¢]

( C ) admet au voisinage de + oo une asymptote oblique d’équation y = x.

d) D’autre part : f (x) —x =x¢e”~ *> 0 pour x >0, donc Cf est au-dessus de son
asymptote oblique A .

3°) a) f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables et :
VxeR,frx)=1+e"*+x(—e" %) =(1 —x) e’ *=h (x) : formule de dérivation d’un
produit. Or on a vu a la question 1.b que h est positive sur R .1l en résulte que f" est positive

sur R et s’annule uniquement en 2 : f est strictement croissante sur R .

X — 2| + oo
f'(x) + |+
f + o0

b) f étant continue (comme produit de fonctions continues) et strictement croissante sur R ,

réalise une bijection de R vers R d’aprés le tableau de variation précédent.Elle admet donc
une bijection réciproque £~ .
¢)f(2)=4,doncf ' (4)=2.0ronavuquef' (2)=0:doncf ' n’est pas dérivable en 4 .

d) Au point d’abscisse 2, ( C ) admet une tangente horizontale, car ' (2) = 0 .Cette

tangente (T) a pour équation y = f (2) =4 . Pour déterminer la position de ( C ) par rapport

a (T), éudions le signe de f (x) — 4 . Comme f est strictement croissante sur R,
fxX)>4=fx)>f2) e x>2:( C ) est donc au-dessus de (T) sur Pintervalle [2 ; +

o | et en-dessous sur Pintervalle ] — 0 ;2].
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N.B. Au point d’abscisse 2, on a un point d’inflexion : ( C ) « traverse » sa tangente.

e) et f) : cf. ci-dessous.

Partie 11
_ — 2-x A 1 .
aM)=4 ij [f(x)-x]dx = 4 x j: xe dx Intégrons par parties en posant :
u(x)=xet v'(x)=e¢"* Celaentraineque:u'(x)=1 et v(x)=—e* "~
10
'6 l4 l2 7)o '2 l-’-1 ]B IS l1IZI l12
/7
Ve
/
7/ A
Ve
/
7
/
/7 a
7/
7/
7
/8 f

A
D’ou:a(L)=4x [—xez_x]§+f;e2_xdx =4 x [—xez"x—ez"‘]o =4[e? — (L +1)e* .

. 22 . A+1 . A ) 1
lim (A+1)e = lim & P 0 car: lim P Oet lim P 0, par
A— + A— + A— + A— +
conséquent:a = lim a(A)=4 e*: cela représente I’aire hachurée, c’est-a-dire 1’aire de la

A— +

portion du plan limitée par la courbe ( C ) et la droite A : y = x située au-dessus de 1’axe

(Ox)
(c’est I’aire d’une partie infinie du plan, et pourtant elle est finie !) .
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Commentaires : Sujet classique et faisable dans le temps imparti. L auteur du sujet s’est
arrangé pour que les calculs ne soient pas trop longs. A noter la prédominance des exercices
portant sur la statistique dans les sujets récents. Les éleves ont donc intérét désormais a bien
maitriser ce théme et surtout de connaitre les différentes notations !

BAC S2 2005 2°groupe . SOLUTION

EXERCICE 1

On pose d’abord : u = cos (%x) et v'=e" dou: u'=— %sin(%x) et v=e".

4
A2 T x. (T
= e—1+ﬂze sm(zx)dx(*).

N1 o . )
Posons alors J = jj e sin (Zx) dx et intégrons a nouveau par parties en posant :

1
Par conséquent : [ = [cos(%x)exl _ O_Eécsin(%x)dx
0

u= sin(%x) etv'=¢e" dou: u'= %cos(%x) et v=¢". On obtient alors :
1
T\ x T T . A2 T .
J=|sin| —x —f— cos| —x |dx ,soitJ =—7-e— —I.Reportant ceci dans (*),ona:

2
I=ﬁe—1+z Qe—zl = (1+?—6)I—ﬁe 1+z —1:\/56 4+ —1.
41 2 4 4 8

2 2

‘_16+n217\/5e(4+n)—8 = I_2\/Ee(4+u)—16
U6 1T 8 = (16 + %)

B

EXERCICE 2
1°9z;=(1+i)zo+2i=(1+1)i+2i =—1+3i.
=1+ z+2i=(1+1)(—1+3i)+2i=—4+4i.

2°)a) OnaUp = zpn +2=(1+1)z,+2i+2=(1+1) 2, +2 (1 +1)=(1 +1) (zu+2).
Ainsi : Uy = (1 +1)U, donc la suite (U, ) est une suite géométrique de raison (1 +1) .Il en
résulte que : U, = (1 +1) (Up)" =1 +i)(zo+2)" =1 +i)(i+2)"=@+i)(2+H)".

b) Onen déduitque:z, =U,—2=(1+i)(2+i)"—2
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Ona. g Tl C(tizgri DY ) o i _ =D 1 1.
na:”Z= +l+l-_ +l+l-_ +l+l- O, 1757 > =5T51.
272t ATl nTyTol
s . ) _|Zar — 1AMy .
D’ou:Z=1+1 .Parconséquent:|Z|= 1 1. BM, —|1+1|—\/5,
| Zn + 2 2 1]

1
etarg Z = arg (Znr) — 1) — arg (z, + 5> 1) (BMn , AMHH Y=arg (1 +i)= 4 2mn).

EXERCICE 3
Soit P I’événement : « I’individu choisi est atteint de paludisme » ;
H I’événement : « I’individu choisi est un homme »
F I’événement : « I’individu choisi est une femme » .
Les hypothéses de I’énoncé se traduisent par : p (H) = 0.48 = p(F)=0.52 ; p(P | H) = 0,04 ;
p(P| F)=0,07;
a)p(PNH)=pP|H)*xp(H)=0,04 x 0,48 =0,0192 .
b)p(FNP)=pP| F)p (F)=0,07 x 0,52 =0,0364 .
¢) p(P)=p(F N P)+pHNP)=0,0192 + 0,0364 = 0,0556

d)p(HN P )=p(P |H)xpMH).Or,p(P [H)=1—p®|H)=1—0,04=0,96.
Donc p(HN P )=0,96 x 0,48 = 0,4608 .

HNP 0,0192
¢) p(H | P) = L (P)) 00556 = 0345

p(FNP) 0,0364
Dp(EIP) =" 5y~ = 70,0556

= 0,655 .

EXERCICE 4

1) L’équation caractéristique est : r* + 25 =0, d’ou les racines : r = 5i etr=— 5i .
La forme générale des solutions est donc : y = A cos 5x + B sin 5x .
f(0O)=1=A=1¢et y'=—5Asin5x+5Bcos5x donc:

f'(0)= —5=5B= —5=B=—1.

La fonction cherchée est donc celle vérifiant : f (x) = cos 5x — sin 5x .

2) Les abscisses x de ces points vérifient g (x) =0, soit :

) T
oS 5x =sin 5x < cos 5X = cos (E_SX)(:) 5x = g —5x+2kn ou S5x=— g +5x+2k'n

La seconde alternative est manifestement impossible. La premiére équivaut a :

X = 2—% + 215(—n (k €Z).Dans [0 ;2 = [, on trouve 5 solutions (pour les valeurs de k € {0,
1,2,3,4,} d’01‘15 points d’intersection :
17 Smn 33
AZE0) Ar(50 100 As(5a.0) AvEE :0) At )

Commentaire : : 1l y avait beaucoup de calculs dans ce sujet, et il était difficile, a notre avis,
pour un éleve de tout trouver en 2 heures ! d’autre part, il fallait bien interpréter les
probabilités conditionnelles !
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BAC S2 2005 1 groupe SOLUTION

EXERCICE 1
1°) Les solutions sont les racines cubiques de ’unité :

Z0=1; Zl=ei23ﬂ=—%+i% ) 7y = eiﬁZ:—%—i%.S:{Zo,Z],Zz}.
29)a) (2 —iV2)yY=2V2 —6\2i —6\V2+2\2i=—4\2—4\2i .

Finalement : (V2 —iV2 )Y =42 (—1—1).

b) L’équation E équivaut a : u’ =1, d’ou d’aprés 1°, u=zyou u =z, ou u =z, .on en déduit
que:z=zo(\/§—i\/§) 0uz=z1(\/§—i\/§) 0uz=zz(\/§—i\/§).

Les solutions de ( E ) sont, sous forme exponentielle :

_i" .4 2 S T Ax i13JK

—i— = _ i— —i— i— —
Z0'=2e *; Zl'=2e4xe3—2€12; Z2'=264xe3—2612.

Sous forme trigonométrique, les solutions de ( E ) s’expriment ainsi :

T\ .. T . Sg\ .. (5w
zo'= 2| cos| —— |+isin| —— ; Z1'= 2|cos| — |+isin| — ;
4 4 12 12
. 137\ .. (137
zy'= 2| cos| — |+isin| —
12 12
Sous forme algébrique, on obtient :

z0'=(2 —iV2) 'Z1'=(—l+i£)(\/§—i\/§)= \/g—\/z+i(\/g+\/§).
’ 2 2 2 ;

2
2 (_%_ig)(\/i—i\/ik _\/62_\5“'(*/5"/6) .

2

3°) En comparant les écritures trigonométrique et algébrique de z; ', il vient :
( 5w ) V6 -2 ( s ) V6 -2
2cos| — | = —— = cos =

12 2 12 4

et
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2sin(%) Vo2 sin(s”) o2

2 12 4

EXERCICE 2

1°) Pour avoir les paramétres de la série statistique (x; , yi ) , nous présentons les calculs dans
un tableau :

Xi 60 80 100 120 140 160 180 200

Vi 952 805 630 522 510 324 205 84

Xiyi | 57120 | 64400 | 63000 | 62640 | 71400 | 51840 |36900 | 16800
X | 3600 64000 | 10000 | 14400 | 19600 | 25600 | 32400 | 40000

yio 1906304 | 648025 | 396900 | 272484 | 260100 | 104976 | 42025 | 7056

Y x;=1040; Zy;=4032; 2 x; yi= 424100 ; = x> = 152000 ; T y;* =2637870 .

x =% x ¥ x;=130 ; ?=% XL yi=504 ; Oy = % IXiyi— x Xy =—12507,5.
V(x) =% Tx?— x 2=2100 = Oy =~ 45.825 .

V(y) =% Syl— y 2=75717,75 = o, = 275,17 .

Le coefficient de corrélation linéaire vaut alors : r = t‘);%y ~— 0,99 .

Cette valeur de r justifie bel et bien la recherche d’un ajustement linéaire, car la corrélation est
treés forte (r trés proche de — 1) .

\ : — — Oy — 12507,5
2°) Dy/x apour équation:y — y =a(x— X )aveca= Gyz = 75100 ~—3595.

X

Apreés calculs, on trouve qu’une équation de Dy, esty =— 5,95 x + 1277,5 .

3°) a) Le prix de vente est : yx (nombre d’exemplaires x prix de vente d’un exemplaire) .
Le prix de revient est : 25 y + 28000 (nombre d’exemplaires x prix de fabrication d’un
exemplaire + frais de conception) . Le bénéfice z est donc :

z = Prix de vente — Prix de revient = yx — (25 y + 28000) .
Soit:z=(—5,95x+1277,5) x — 25 (— 5,95 x + 1277,5) — 28000 .

Apres réduction, on trouve : z = — 5,95 x? +1426,25 x — 59937,5 .

b) Le bénéfice z (x) est maximalsiz' (x)=0 < — 11,9x +142625=0 < x=119,85 .
En reportant cette valeur de x dans z (x) , on trouve que le bénéfice maximal est :

Zmax = 25532,65 .

PROBLEME

Partie A
1°) a) f est définie et dérivable sur R comme somme de deux fonctions définies et dérivables

X

sur R : ) : x % (quotient de fonctions dérivables sur R)

T 1+e

f£,:x — In (1 + &) ( composée de fonctions dérivables sur R) .
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X X 2x

(S (S €
VXGDf,f (X)=(6X+1)2 _ex+1= _(eX+1)2

X et on obtient le tableau de variation suivant :

. ' (x) est donc négative pour tout réel

X — 00 + o0
' (x) _
f 0

X

_1x+X—ln(1+ex)

b)f(x) —1+x= 1+ o

€ X\
o —ltx—In(l+e)=

_1 X —X _
—1+ex+x—ln[e (1+e7)]=

S —In(l+e ) carln(e’) =x.

sy s _ —1 Xy =
D’ou : X_h)rrleoo[f(x)—ler]—X_h)rrleoo[Hex —In(l+e )] =0.

La courbe C de f admet donc la droite d’équation y = — x + 1 pour asymptote au

voisinage de + o .

¢) f est continue et strictement décroissante, donc bijective de R vers ] — 0 ; 0 [ .

2°) a) g est dérivable sur R comme produit de deux fonctions dérivables :
gi:Xx — ¢ dérivable comme composée des fonctions dérivables x — — x et x — ¢*.
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2 : X — In(1 + €%) dérivable comme composée des fonctions dérivables x — 1 +¢* et

x—lnx.

—X X —X ex —X ex X
b)VxeDsr,g'(x)=—e¢ In(l+e)+ e o+ ¢ (l+ex—ln(1+e))
Dou: g'(x)= ¢ f(x).

, In(1 +¢%) . .
] hm - x)= lim = X < et en faisant le changement de variable v=¢" :
X — + X — + o0 c

+ + +
lim g(x)=_ lim ) _ gy, A IEV oy,

X — + o vV — + o v v—o+owo 1+v A

. (1 +v)

lim g(x)= lim | (quand x - — oo, v=¢"— 0).
X — — 0 vV — \%

d) g' (x) est du méme signe que f (x) , d’apres 2°. b) et f (x) est négative pour tout x réel
d’aprés 1°) , par suite, g ' (x) est négatif V x € R..
Le tableau de variations de g en découle .

X — © + o
g'(x) —
g 1
\ 0
3° ¢ S VxeR
)a) =y SH e ) Ite VXER.
b) SiA> 0, g étant continue sur R, I’est a fortiori sur [ ] ,donc f glx )dx existe .

SiA <0, gétant continue sur R, ’est a fortiori sur [ L ;0] ,donc L g x)dx existe, or

fg x——fg x)dx doncfg X )dx existe .

Enfin, siA =0, ﬁ) g x)dx =0 .On integre I(A) par parties en posant :

X

ux)=In(1+¢e); v'x)=e¢ ™ etdonc: u'(x)= —exe+1 ;v(xX)=—e ™ .D’ou:

1 A
I}\, — _ —-X X + — _ -X X +ﬁ tl t o]
() [ e ln(1+e )] de [ e ln(1+e )]0 e dx(enullsan 3%a.).

— A - \1*
Ontrouve donc: I[(A)=—e¢ " In(1+e”)+In2+ [—ln(1+e x)]
0

Soit: I)=—e *In(1+e)+In2—In1+e H+In2.

+e” +
¢), lim e_kln(l+ex)=xlim nd%eD _ im lﬂlv—vz=0(v=e").

— + o0 — + oo (& vV—+t
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— + o0 — + oo

xll)n}_oo I(A)=2In2.

lim 1n(1+e—”)=1n1=0carx1im e =0.

Il en résulte que :

Partie B

1°) g est continue et strictement décroissante, donc bijective de R vers =10 ; 1 [ (cf.

tableau de variation de g) .
2°)a)g(0)=In2.

1
b)g'(0)=f(0)=§ —In2 #0 = g_l est dérivable en xo=1In2 et :

1, I 1 B 2
g” '(In2)="0) =7 “1—2m2-
§—1n2
Cette équationest: Y=g ' '(In2) (X —In2)+g '(In2).0r,g ~'(In2)=0.

s v 2
L’équation est donc : Y = 1—21n2(X_ln 2).

BACS2 2004 Remplacement SOLUTION

1oy a (212 S 143430 2420 1+i
NA 212 n2 2

b) Les solutions sont les racines cubiques de 1’unité, c’est-a-dire les nombres

2= 1 N3 2 L. 2
z0=1; zl=e3=—§+1\/_7=cosTn +1san;
4
Zr = 7=—1—i£=cos—+1sm—
e 2 2 3 3

¢) En utilisant la remarque de 1’énoncé, on voit que pour toute solution Zde (E ),

Z — 1 +i —1+i

=73 ,80lt Zog="FT" ou 7Z;= z=1_\/§ —1
T N o T NP2

1+ 1+\3  \3—1
Z,= Z= +1
SN /I N D) N2

z - | est une racine cubique de I'unité , donc que : L =7 ou z -
-1+ -1+ -1+
2 2 2

A3 +1

=7Z1 ou

ou enfin
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S— —1+i.1—\/§ ,\/§+1_1+\/§ .\/3_1}
"1V a2 T a2 T a2

—1+i
2°) a) \/— . = CoS 341: + i sin 341: .

b) Les arguments des solutions de ( E ) sont, d’apres les calculs précédents :

2 17 3 4
argzo=347t [2n]; argZi= ?Z[ + 37[ ; 2n] ; argZy= 47[ +?n =1 [27].
3°) | Z,| 1+1Z = X|zy|=1etarg Z, = donc Z, = +isin=.
? 2 7 21 2 12’ 27 12 12
2 \2

En comparant avec I’écriture algébrique de Z, obtenue au 1) ¢, on en déduit que :
n 1+\V3 \2+4V6 . x B—1 Ve—1\12
- 1 )

COSE_ 2\/5 = 4 etsmlz— 2\/5

4°) a) S est une similitude directe de rapport | \2 (—1+1)|=2,d’angle arg (\/E (—1+1))
\2 A2 +\2+42 )
1—\2(=1+i) (a+\2)y+2

b

= % et de centre le point Q d’affixe o =

soit ® = 3+ \/E +i 2
5+2\2 5+2\2
EXERCICE 2

1°) Le centre de I’intervalle [5 ; 7] est 6 ; celui de I’intervalle [8 ; 10] est 9 ; celui de
I’intervalle [11 ; 13] est 12 ; celui de I’intervalle [14 ; 18] est 16 .

D’autre part, il y a 6 individus dans la classe [5 ; 7], ¢’est-a-dire 6 familles dont I’effectif est
compris entre 5 et 7 personnes ; 19 individus dans la classe [8 ; 10] ; 13 individus dans la
classe [11 ; 13]; 12 individus dans la classe [14 ; 18] (au total 50 individus) .

— + + +
On obtient donc : X _(©x0)+OxDB)rU2x13)+(16x12) 11,1.

50
— + +
o v _(12.5x4) (205325) (30X21)=23,6.
2 + 2 + 2 + 2
V(X)=(6 X 6) + (92 x 19) + (122 x 13) + (16> x 12) AL1y=1077.

50
Par conséquent, I’écart-type de X est : ox =V10,77 =3,28 .

2 x 4) + (202 x 25) + (30 x 21
v(y) =224 (2053 DFECEE2D _ 536p2=33,54

Par conséquent, I’écart-type de Y est : oy =\33,54 =5,79 .

(1 x12,5) + (5 x 20) + (0 x 30)
2°) 7, = g

(3 x12,5) + (9 x 20) + (7 x 30)
2= 19

(0 x12,5) + (3 x 20) + (9 x 30)
= 13

= 18,75

=225

=23,846 =23,85 .
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(0 x12,5)+ (3 x20) + (9 x 30)
a 12
(on calcule les effectifs en faisant la somme de chaque colonne du tableau ) .
On obtient donc la série :

=275.

Xi| 6 9 12 16
z | 18,751 22,5 | 23,85 27,5

3°)a) x =% xTx=10,75; z =% x$z=23,15; Txiz = 1041,2
Cus = i Sxizi — x X z =11,4375.

V(x) =i Tx?— x 2=13,682 = Gy ~3,7.

V(z) =i >z2— z 2=9,796= ©,~3,13.

Le coefficient de corrélation linéaire vaut alors : r = G(:XXZ o, ~ — (0,987 .

Cette valeur de r justifie bel et bien la recherche d’un ajustement affine, car la corrélation est
treés forte (r trés proche de — 1) .

- - Oxz
b) D, apour équation:z— z =a(x— X )aveca= ? =~ (,8356.

X

Apres calculs, on trouve qu'une équation de Dy/X esty = 0,8356 x +14,167.

¢) Si x = 20, alors en remplagant dans I’équation de D, , on trouve z = 30,87 .
On peut estimer qu’une famille de 20 personnes consommera 30,87 kg de sucre .

PROBLEME
Partie A
. . 1 3 .
1°) L’équation caractéristique est : — 5 r’+ ST— 1 =0. Elle a pour solutionsr; =2 etr; =1

La forme générale des solutions de I’équation différentielle est donc : y = A ™ + Be*.
Les conditions imposées a la solution g se traduisent par: g (0)=— letg'(0)=0.
En posant g (x) = A e** + B e*, on obtient : g ' (x) =2A ¢* + Be* ,d’ou :
A+B=—1¢et2A+B=0.Enrésolvant cesysteme, on voitque : A=1etB=—2.
Ainsi, g (x) = ¥ — 2¢* .

Partie B

19 f'(x)=2("™—¢e").f' x)>0 & 2x>x & x>0.
On obtient le tableau de variation suivant :

X — 0 + o0
f'(x) — +

0 + o0
¢ \1/
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29 a)f(In2)=e""2—2e"?=4—4=0; f'(In2)=2(" —e"™)=4.
Une équation de la tangente a (I") au point d’abscisse In 2 estdonc : y=4 (x —In 2) .

. f(x . et —2
b) lim 1o _ lim " x =+
X — + o X X — + oo X
X X
. ) e —2 . e 2
(car: lim e*=+ow et lim = lim — —% =+).
X — + o X — + o0 X X — 4+ oo X X

On en déduit que (I') admet une branche parabolique de direction ( O, T ).

3°) a) Voir figure ci-dessous .
In2

b) /4 (@) = —4 [ f(x)dx = —4 Beb‘ - 2exl —=8+2 e’ —8e" .(ne pas oublier
a

de multiplier par I’aire du rectangle unité) .
¢) lim A (@)= lim 8+2¢*—8¢*=8car lim 2¢™®= Ilim "=

o — — o — — o— — o0 o— — o

Cela signifie que I’aire de la partie du plan limitée par (I') , I’axe ( O, T )et I'axe (O, J_) )
vaut 8 cm?.

Partie C
1°) h est continue et, d’aprées le tableau de variation du B 1°, strictement croissante sur
[0 ; + oo .Elle réalise donc une bijectionde [0 ; + oo vers [ — 1 ;+ o0 .
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2°) h(x)=3 & ™ —2e*—3=0 < ¢*=— 1 oue* =3 (faire le changement de variable X
= ¢" pour se ramener a un trindme) .La premiére égalité étant manifestement impossible, il en
résulte qu’on a nécessairement ¢* =3, d’ou : x =1In 3 .on en déduit que : h™' (3)=1In 3.

. o ) _ 1
or, d’aprés le théoréme sur la dérivée d’une bijection réciproque, h™'' (3) = m ,
1 1 1

)= 3~ 2 @™ —™) T 12
39 Soitx €E[— 1;+o[.h ' (x)=y & x=h(y) (avecy € [0 ; + oo])

< e —2¢—x=0.0npose Y =¢" .L’équation précédente devient : Y2—2Y —x=0.

soit h™!

le discriminant de ce trindme en Y est A=1+ x>0 . d’ou les solutions :
Yi=1—\1+x etY,=1+V1+x .Commey>0,onae’>1,donY>1.
Donc nécessairement Y =Y, =1 +V1+x < ¢’ =1+V1 +x

oy=h"'"®=In(+VI+x).
4°) Voir figure ci-dessus .
Commentaire : Bon sujet donnant un bon apercu de presque tout le programme . C’est le seul

sujet portant sur ce type de série statistique (distribution en classes) . Le probléme est trés
classique.
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BAC S2 2004 2°"groupe.SOLUTION

EXERCICE 1

_5
3

N | —

19U =eVUy=eVe=e*Ve. Vi=In(U) —2=In(Ve)=2+
29) Va1 =In Uy ) — 2=In (e VUp) — 2= 143 In (Uy) — 2=3 In(Up) —1

1
=2 0In(U)—2]=3 V..

Par conséquent, (V,) est une suite géométrique de raison 5 , de premier terme

Vo=In(Up)—2=3—-2=1.

n n

3°) V,=1x (%) _ (%) etV +2=In(Uy) d'oi: Uy= o' "2 = l2) 7.

4°9) lim V,=0et lim U,=e’.

n— +oo n— +oo

EXERCICE 2

X X 2x X 2x
. . e e te —e S
o 4 % 4 __ = =
1°) a) Par réduction au méme dénominateur, e [+ 1o 1o

1 x 1 1

vo)lzfo1 e dx— [ 1e+—e dx = [e"]o _ [ln(1+€x)]0 —e—1—(In(l+e) —In2)

1+e
2

=e—1—1In
X

29 a)f '(x)= li—e" pour tout x réel .

X

b) On pose: u(x) =In (1 +e )etv' () =¢*, doiu’ () =Tre etv(x)=c" .

1 1 2x

Par conséquent : J = [eqn(l_l_eX)] _ﬂ) leTe" dx soit:J=eln(l1+e)—In2—1.

0
Finalement, on trouve : J=eln(1 +e) —In2—e+1+In (1 +e) —In2 ou encore :

J=(e+1)In(1+e)+1—e—2In2.

EXERCICE 3

1°) La somme des probabilités p; est égale a 1, donc en les exprimant toutes en fonction de p;,

onobtient:p1+ p1+3pi+2p1+2p1+6pi=1= 15p; =1 :pF% :

72



. 1 1 2 2 2
Parsulte:pg=E;p3=§;p4=E;p5=E;p6=g .

3
2°) C’est: p2+ pat ps =3 -
3°) On a affaire a un schéma de Bernoulli de paramétres 5 et% .La probabilité d’avoir k
k n-k

k . ) . .
succes est : C 5 (%) (%) . La probabilité d’avoir au moins 4 succes (c’est-a-dire 4 ou 5)

4 (3\tr2\ 53V /2) 810 243 1053
est done : C (g) (g) +Cy (g) (5) = 2135 Ta5s =305 = 03369

EXERCICE 4

1°) a) Le discriminant réduitest A'=1—2=—1=1i?. les solutions sont donc :

z1=1—ietz;=1+i.

Sous forme trigonométrique z; = \2 (cos % — isin %) et z, = \2 (cos % + i sin %) .
b) Posons Z = — iz + 31+ 3 . Alors la seconde équation équivauta: Z> —27Z+3 =0 .Ellea

donc les mémes racines que 1’équation dua).D’ou:Z=1—iouZ=1+1. Soit:
—iz+3i+3=1—1 ou —iz+3i+3=1+1.Donc iz=2+4i ouiz=2+2i.
On obtient les solutions z; =4 —2i et z4=2 —2i.
—iT
2°) Onazg— o = e 2 (za— 0 ) en désignant par o I’affixe du centre. D’ou :
T T

-5 N B LS GRS
o(l— e 2)=z5— ¢ 22z,,s0itw = llwi(i D _

0.

Le centre de la rotation est donc le point O.

Commentaire : Sujet tres facile que méme ’¢leve le plus moyen devrait pouvoir rédiger sans

probléme .
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BAC S2 2004 1 groupe.SOLUTION

EXERCICE 1
1Y 1\ T W nm
lo)a)Uanox(E)=4X(E) . Vn=Vo+nx§=Z+7.
b) z,=U,e"" =4 x 1 exp |i nrLr
2 2 4
Zn+1 Un+1 . 1 T 1 ) ) ) .
2% 2 U exp[i(Vni1 — Va)] =5 expli5 ] =7 i.Done (z,) est une suite géométrique

.1 :
complexe de raison 5 i .Son premier terme est

zo—eriV°=4exp[i(f)l (I */—) 2\2+i2v2.

4

1 . o 1.
3°)a)Ona: zZy, = 5 i Z, donc la transformation complexe associée a F est : z — 5iz.

Comme cette écriture est de la forme : z —az + b, F est une similitude directe .

o 1 1.
b) Le centre de cette similitude est O, son rapport |5 =7 etson angle arg ( 5 1) = g [2n].

5 i

4°) a) arg(Z,) =argzo +argz; +argz; +....... +arg z, = ; arg(z,)= ; (f + k—”)

_(@+tDm . - ki(n-i-l)n LI nn+1) @+1)’n
4 2 ;: B 4 2 2 B 4 ’

b) Si n est impair, posons n =2p — 1 (avec p € N*) . Alors, (n+ 1)* = 4 p* et par suite :

gn-i—l)zn
4

argument est un multiple de m , est un réel (et méme un réel positif !)

=p’ 7, est un multiple de 7 . Il en résulte que : Z, , nombre complexe dont un

EXERCICE 2
3
1° A) = C_4 _ L
) p( ) - C3 30
10
2°) a) L’ensemble des valeurs de X est: X(Q)={0,1,2,3}.
12 2 1
¥ Ce C4*C 1 4*C 3
PX=0)=—F7—"=7. PX=)=——F—"-=5. PX=2)=—F7—" =7, .
C3 6 C3 2 C3 10
10 10 10
et
PX=3)= — 3 =30 On peut présenter les résultats sous la forme d’un tableau :
C
10
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X; 012 [3
PX=Xi)|1 |1 |3 |1
6210 |30
b) E(X) = Ox L)t (1xt Vo[22 =)o (3x L) = é=1,z.
6 2 10 30) 3

V(X) = E(X2) — E(X)*= [(02x%)+(12x%)+(22xi)+(32xi)l _§ =;—;‘

10
o(x)= V() = @ ~ 0,748 .

: . 1 o :
3°) On a affaire a un schéma de Bernoulli de parameétres 5 et 30 .La probabilité d’avoir 3

3 2
succes est : Cg L @ ~ 3,46 x 107,
30 30

PROBLEME

1°) f (x) existe si et seulement sie* — 1#0 < x#0.Df=R \ {0} =] —o0;0[U]0;+o].

, . . , ) ax +b)e*—ax—b+c
Par réduction au méme dénominateur,ona: V x € D¢, f(x)= ( ) c—1 ,

d’ou par identification: a=2;b=—135¢=1.

1
Ainsi, V x € Dy, f(x)=2x—1+ex_l (*)

2)X_11200f(x)=—oo car:X_1>1200(2x—1)=—oo et X_l)lgooex_l =—1.

. — . . _ . 1 G 1 9 __
xgnﬁ_ f(x)=—o car.xl_1>18_(2x—1)——letxl_1>18_ex_l - = — oo (en effet,
e"<1six<0).

. j— . b — b 1 _66i’7_
Xan}r f(x) =+ car.X1i>116+(2x—l)——letX£ F—_1 "0 =+ oo (en effet,
e*>1six>0).

1

lim f(x)=+o0 car: lim (2x—1)=+w et Ilim —x =0.

X—>+ 0 X—>+ o0 x—+we —1

3°) a) fest dérivable sur Df comme quotient de functions dérivables et :
ex 2 2x X4 2
VxeD, f'(x)=2— _e —Se

@E—1F = @—1

. : |
b) En posant e* = X, I’équation équivaut a : 2X*> — 5X +2=0,d’ou X =2 ou X =75, soit

1
ex=20uex=§ ©x=In2oux=Iny=—In2.S={In2;—In2}.

¢) f' (x) est du signe de son numérateur 2 e** — 5¢*+2. Résolvons : 2™ —5¢*+2>0.
En posant ¢* = X, cette inéquation équivaut & : 2X> — 5X +2>0, d’ou :

1 1
Xe]—mo;5 [U]2;+00[©ex<§ oue*>2 < x€]—w;—In2[U]ln2;+o].

(on a dérivé a partir de I’écriture (*) ).
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On en déduit le tableau de variation suivant :

X — ® —1In2 0 In2 + oo
f'(x) + | — — | +

f \ +oo\A /v+oo

M=f(—1In2)= —2ln2—l+e_ln+_

1 =—2mh2—1+

1 =—3—2In2.
2
M=f(In2)=2In2—1 +W%l =2In2.

Pour ces calculs, nous avons utilis¢ 1’expression (*) de f(x) .

1
° — = 1 = b4 A * b b4 :
4°) x hm [f x)— (2x—1)] X hnjg S — 0 (d’apres (*) ) donc la droite d’équation

y = 2x — 1 est asymptote a C au voisinage de + oo .

1
— — = 1 — b bt * .
lim - [f(x) — (2x — 2)] N lim s + 1 =0 (d’aprés (*) ) donc la droite

1
d’équation y = 2x — 2 est asymptote a C au voisinage de — o .

Une autre asymptote est la droite d’équation x =0, car :

Xl_l)IB_ f(x)=—o0 etxli>na+ f(x)=+o.

5°) Q a pour coordonnées :

- () +£(—x) 1 1

XQ=X2X:O et yQ=fX+£ 2 :%(2X—l+ex_l—2x—l+e_x_l)
1 1 e 1 1 —¢* 1 3
(=2t Ty T =) Ty (=2 m Ty )= (=2 = D=—3.

o : : 3
Ainsi les points M et M ' sont symétriques par rapport a Q . Il en résulte que : Q (0 ; 3 ) est un

centre de symétrie pour la courbe C .

6°) Voir la courbe ci-dessous .
7°)a) Par réduction au méme dénominateur, on a :
2x + — 1+ 2x + o + p—
UxeD; foBFOE=1rpe _ @xratpe
e —1 e —1
at+tPf=—let —a=2,soita=—2etfp=1.

X

Ainsi, Vx € Dy, f(x)=2x — 2+ x (**)

o Sy .
d’ou par identification :

76



In

b)/4 (k)= l:zk[f(x)—(2x—1)]dx=fnk—1+ -

1dx (d’apres (**) ) ,d’ou :

A (x)- [—x+ln(ex—1)]:j=—lnk+ln(k—1)+ln2—ln1=lngkk;12 u.a.

En cm’, on obtient : /4 (k)=41In %kk;l) cm’ .

2k — 1 —
J—2=4ln2car: M=ln2

c)kllm A (k)=k_l>1njgoo4ln K k—1>m13 In K

o0

— + 0

6°)

Commentaires : Pour I’exercice 1, il fallait se souvenir de :
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a) un nombre complexe est réel si et seulement si son argument est un multiple de = .

b) L’argument du produit d’un nombre fini de nombres complexes est égal a la somme de
leurs arguments .

Pour le probléme, on peut remarquer que le sens de variation de f se déduit de la résolution de
’inéquation 2 €™ — 5 *+ 2> 0 et non de celle de I’équation 2 e — 5 ¢* +2 =0, comme
semble le suggérer I’énoncé .

C’est un sujet tres classique, exigeant d’avoir de bonnes connaissances sur tout le programme

BAC S2 2003 1 groupe.SOLUTION

EXERCICE 1
Les données de 1’énoncé se traduisent par :
p (M) = 0,005 ; p(TIM)=08; p(T | M)=0,9.

1°) a) En substituant T et M, puis T et M dans la relation (%), on obtient :

T=(TNM)U(TNM). M =(MNT)U(M NT)car T =T.

b) De la deuxieme égalité, on déduit que : p (M ) =p (M NT )+p (M NT),car
‘M NT et M N T constituent une partition de M .

Parsuite:p(ﬁ ﬂT)=p(M )—p(ﬁ nNT )=p(ﬁ )—p(? | M )p(ﬁ) , par
définition de la probabilité conditionnelle p(T | M ).

Henrésulteque :p(M NT)=p(M )(1—p(T | M )).

29p(M)y=p(TNM)+p (T nNM ) d’apres la premiere des égalités du 1° a .
Dot :p(M)=p(T|M)x pM)+ p(M )(1—p(T | M ))dapres 1°b.

207

p(T) = 0,8 % 0,005 + (1 — 0,005) (1 —0.9) = 0,004 + 0,995 x 0,1 =0,1035 =500

M
3%y a)p(T|M)=0,8 z% = 0,8 = p(T N M) =0,8 x 0,005 = 0,004 .
p(uM|T)<PMOT) _ 0004 _ 8

p(T) ~ 0.1035 207 °
1

b)p(T|M)=1—p(T|M)=1—0,8=0,2=§ .

EXERCICE 2
1°) a) Soit ib (b € R ) une solution imaginaire pure de ( E ) . On a nécessairement :
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(ib)® + (1 — 8i) (ib)> — (23 + 4i) (ib) — 3+ 24 i=0, soit :

—b*+4b—3+i(—b’+8b>—23b+24)=0, ce qui équivaut au systéme:
—b*+4b—3=0 (1)
—b’+8*—23b+24=0 (2) .

(1) a pour solutions 1 et 3 . Seul 3 est solution de (2) . Ainsi, on a nécessairement : b =3, d’ou
I’on déduit que ( E ) admet la solution imaginaire pure 3i .
b) On utilise la méthode de Horner :

1|1 —8i|—23+4i)| —3+24i
1+2i 1+2i |14 —2i 3 — 24i Donc 1 + 2i est solutionde (E) .
112—61|—9—61 |0
1|1—8i —(23+4i) | —3+24i
—2+3i _2+31. 17+7} 3 —24 Donc — 2 + 3i est solutionde (E) .
1| —1—51|—6+3i 0

¢) Il résulte de a) et b) que I’ensemble des solutionsde (E )est: S={3i;1+2i;—2+3i}.

2°)a)Ona?2 GA—2GB +GC =0 . Désignons par z4 , zs , Zc , Zg les affixes respectives
de A, B, C et G .En termes d’affixes, la relation précédente se traduit par :

2za —26)—2(zp — 26 )+ (zc —26)=0 © — zg + 225 — 275 + z¢ =0 soit :

7= 2za— 2z tz¢ = 2(1+21))—23i) —2+3i =1i.

. — . ) i
Ainsi, le vecteur GA a pour affixe za —zg=1+2i—i=1+1= ﬁe 4,

G_})3apourafﬁxe Zg —zg=31—1i= 2i.
-, o . . i
Et GC apouraffixezc —zg=—2+31—1=—2+21 =2(—1+1)= 2W2e + .
On constate facilement que les affixes de GA , GB et GC forment dans cet ordre les termes

JT
. . J4 R . 1—
consécutifs d’une suite géométrique de raison /2e * .
b) D’apres la question précédente,

(ZB — ZG ) = \/EeiZ (ZA — ZG ) et (ZC — ZG ) = \/EeiZ (ZB — ZG ) , donc on a aussi :

(zg —zB) = \/Ee’? (zg —za ) et(zg —zc) = \/Ee’? (z¢ — zB ) , en multipliant par — 1 les
deux membres de chaque égalité . On en déduit que :

La similitude directe de centre G, de rapport 2 et d’angle % transforme A en B et B en
C.

PROBLEME

Partie A
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1°) u (x) est défini si et seulement si : x > 0 (en effet, x doit étre dans I’ensemble de départ de
u), x # 1 (Pexpression a I’intérieur de la valeur absolue doit étre définie) et enfin

doit étre définie) . Il en résulte que Du=[0;1[U ]1;+ |

x> — 1 # 0 (I’expression Z j 1

On trouve facilement : u (0)=0 .

+1 +1
e [|im x =] donc: lim In x =0
X — +oo|x—1 X — + o0 x—1

= lim u®Xx)=0.
X — + oo

2 2
e lim ———= lm = lm ==0
X— +ooXx —1 X — +oo X X —> + X

. x+1
2°) La fonction x — In .

1| est dérivable sur Du comme composée de trois fonctions

—2  x—1 =2
x—1Y “x+1 x—=Dx+1)"

dérivables .Sa fonction dérivée est : x —

. 2x . ) . .
La fonction x — — Z_1 est dérivable sur Du comme fonction rationnelle . Sa fonction

—2x*—=D+4x° 2x°+2
dérivée est : x — (x ) - a4x ==

x — 1) x*— 1)
Par conséquent, u est dérivable sur Du comme somme de deux fonctions dérivables et
—2 2x+2  —2x—DE+D)+2x*+2

VXEDu,u'(x)=(X_1)(X+1)+(X2_1)2= & —1)

4
Soit:u'(x)=m .Doncu'(x)>0 V x € Du.

X 0 1 + oo
u'(x) + +

0

3°) Il résulte immédiatement du tableau précédent que :
a) u est croissante sur [0 ;1 [ et sa valeur minimale est 0, donc u est positive sur [0 ;1 [.
b) u est croissante sur | 1 ; + oo [ et tend vers 0 en + o , donc u est négative sur | 1;+ oo [ .

Partie B

. . X+ . e s * .
1°) g (x) existe si et seulement si existe et est différent de 0 c’est-a-dire x # 1 et x # —

x—1
I .Commexestdans [0;+oo[,ilenrésulteque Dg =[0;1[U J1;+].
2

=«x»=twet lim, x=1donc: lim, xIn
0 x—1 x—1

x+1
x—1

x+1
x—1

i
XEll

‘ =+ d’oul’on

déduit que: lim_ g (x)=+ 0.
x—1
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2°) a) On vérifie trivialement en réduisant au méme dénominateur le second membre que :

x+1 2
1 =1+X_1 (k).

2
Posons X = —1- Quand x tend vers + o, X tend vers 0 .

x—1) In(1 + X)
lim = In 1+ = lim — - 1.
X — + oo 2 x—1 X -0 X

9 \ . . 1 (X_l) X+1 =
b) D apres(>l<),onpeutdoncdlreque.X_h)rrjlLoo 5> In (x—l) =1.

1
R )

x+1 o . x+1
Or, quand x tend vers + oo, ~_ 1 °st positif et par conséquent g (x)=x In ( - ) —1.

Donc la limite précédente s’écrit:  lim
X — + o0

2 x—1

1 +1 1 +1
Or, lim Eln(X 1)=§ln1=0.Donc: lim gﬁzL=1d’oul’ontireC1ue:
X — t+ o X— X — t+ o
lim gx)+1 =2 etparsuite, lim gx)=1.
X —> t o X — + o

Interprétation géométrique : la courbe C ¢ admet une asymptote horizontale
d’équation
y=1.

¢) g est dérivable sur Dg comme composée de fonctions dérivables et :

—2
x—1)(x+1) (d’apres les calculs du 2° partie A ).

+ XX

+1
VxeDg,g'(x)=In ;_1

Apres réduction, on obtient : g' (x) =u (x) .
Le signe de la dérivée de g est donc déterming par les conclusions du 3° partie A .

X 0 1 + oo
g' (%) + —
+ oo + oo

A

d) g est continue et strictement croissante, donc bijective de ] 0 ;1 [vers ] — 1 ;+ o [.Or, 0
estun élémentde ] — 1 ; + oo [ . Donc 0 a un antécédent unique par g :en d’autres termes,
I’équation g (x) = 0 admet une solution unique oo dans ] 0 ;1 [ .

Ona:g(0,6)~—0,168 ; g(0,7) =~ 0,214 .Donc:0,6<a<0,7.

3°) Voir ci-dessous .

1



Partie C

1°) f est dérivable sur [0 ;1] comme produit de deux fonctions :
e u:x+— x"— 1 dérivable sur [0 ;1[ comme fonction polynéme .

X+ 1 ) . . -
T dérivable sur [0 ;1[ comme composée de fonctions dérivables .

ev:X+—In 1 —x

x+1 2 1 1 —x 1] —x
Vxel0;l] ,f'(x)=2x1n l_)(vt()cz—l)Xm XE\/erl X\/XJrl
Explication de ce calcul : ona f=uv, donc f'=u'v+uv';etv=ln\/;v (w étant la
. x+ 1 aw) w |
fonctionx — 7——_)doncv'= = X .
1=’ Vw2l

1 2
1_X+(x —1)

]
"0 —=x1+x)

)—1=g(x) V x € [0;1] .(1n\/1xilx =% 1n(X+1 )).

En calculant, on trouve ' (x) = 2x In

P x+1
Soit f (X)_Xln(l—x

-
-
-
-
-

R2



30)Ceneaﬁevaut—ﬁfg(xyh:=——[j(xXE==f(0)——f(a)=——f(a)
=@ —1)In

2 . 2 oatl
1 —a u.a. Encm”, cette aire vaut 4 o — 1) In 1 —

BAC S2 2002 2°™groupe . SOLUTION
EXERCICE 1

Il faut faire une double intégration par parties :

1 " 4 4
D’ou: 1= |=(2x*-1)sin3x| — [ ,—xsin3xdx = — [, —xsin3xdx .
[ 3 ( ) l—” j: 3 f:
3
Intégrons une deuxiéme fois par parties en posant :

On pose d’abord : u (x) =2x" — l et v' (x) =cos 3x d’ou:u'(x)=4x et V(X)=§ sin 3x .

3

4 1
u(x)=§x et v'(x)=sin 3x d’oﬁ:u'(x)=§ etv(x)=—3 cos 3x .

! 4

jﬂﬂﬂxsin3xdx = —ﬂxcos3x +35 [, cos3xdx =3 n+4—n i

53 9 - 9JZ 9 727

3 -z 3
__ 4 4n
Donc finalement : I = — 0T — 37
EXERCICE 2
2¢'

19 2= —

SN AN
N

J .. T
COS| — |+1SIn| — .
(5 (5)]
Z=(1+i\/§)(1—i)

_ V3 i3 —1)
2 B 2 ’
En comparant les deux écritures, on obtient :

\/Ecosn 1+\/§ T 1+\/§

E= 2 =>COSE= =>COS£=M.
22

12 4
\/E.L_\E—l .Li\/g—l 1_\/8—\/5
sinq5 =75 = siny5 = N = sin 15 p

f3



2°) Posons Z=(iz—2)(z — 1)=i(z+2i) (z— 1) .
Soit A le point d’affixe — 2i et B le point d’affixe 1 .
T . T A T > —
Alors, argZ=§ + arg(z + 21) — arg(z — 1)=§ + (BM,AM)=§ +(MB ,MA )
Le complexe Z est réel si et seulement si : arg Z est un multiple de = , ¢’est-a-dire si et
T

T — — — —
seulementsui +(MB ,MA )=k < (MB ,MA )=—2 + k = <M appartient au

cercle E; de diamétre [AB] (privé des points A et B) . (cf. figure 1) .
3°) Avec les mémes notations qu’au 2° , Z est imaginaire pur si et seulement si : arg Z est un

. T N . . .
multiple de 5 , c’est-a-dire si et seulement si :

§+(MB , MA )=k§ < (MB ,MA )=£—2E .

Si k est pair, cela signifie que ( MB , MA ) est un multiple impair de z , donc que M est sur
le cercle de diametre [AB] (privé des points A et B) .
Si k est impair, cela signifie que ( MB , MA ) est un multiple pair de z , ¢’est-a-dire un

multiple de n , donc que M est sur la droite (AB) privée des points A et B .
L’ensemble E; est donc la réunion du demi-cercle de diamétre [AB] et de la droite [AB]
privée des points A et B . (cf. figure 2) .

44
24 21
0 r 0 m( .
2 0 2 a 2 0 2
d d
) -z
Figure 1 Figure 2
EXERCICE 3
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1°) a) C’est la probabilité d’obtenir trois S (parmi 3), deux E (parmi3) un A (parmi 2) et un G
(parmi 1) lors d’un tirage simultané de 7 lettres d’un sac en contenant 12 (3 S,3 E, I N, 1 G,
2A, 1L, 11).

Le nombre de cas favorables est : Cg X Cg X C; X C} =6.

. 7 : .
Le nombre de cas possibles est : C12 =792 (chaque tirage est une combinaison a 7 éléments

dans un ensemble a 12 éléments) .

1
la probabilité cherchée est donc : p1 = % =132 = 0,007 .

b) C’est la probabilité d’obtenir le mot « SAGESSE » ou I’'un des anagrammes de ce mot lors
de 7 tirages successifs avec remise d’une lettre dans une urne ayant la composition
précédemment décrite .

La probabilité d’obtenir le mot « SAGESSE » lui-méme est (tirages indépendants) :
3 02 1 .3 3 3 3 2x3 1

72712712 °12 °12 °12 “12 7 127 T73728

7! o .
Ce mot ayant Ix21 " 420 anagrammes, la probabilité d’obtenir les lettres du mot

420 35
73728 ~ 6144

« SAGESSE » est : py = ~57x1077,

2°) Nombre de cas favorables : 3 x 2 x 1 x 3 x 2 x 1 x 2 =72 : (en effet, au premier tirage,
on a 3 possibilités d’obtenir un S, puisqu’on n’a encore rien tiré ; au deuxiéme tirage, on a 2
possibilités d’obtenir un A puisqu’on n’a pas encore tiré de A, au troisiéme tirage, on a 1
possibilité d’obtenir la seule lettre G, au quatriéme tirage, on a 3 possibilités d’obtenir la lettre
E, au cinquieme tirage, on a 2 possibilités d’obtenir un S, car on en a déja tiré un ; au sixieéme
tirage, on a 1 possibilité d’obtenir le dernier S, et enfin au septiéme et dernier tirage, on a 2
possibilités d’obtenir un E, puisqu’on a déja tiré un E sur les 3 .)

: 7 :
Nombre de cas possibles : A12 =3 991 680 car chaque tirage est un arrangement a 7

¢léments de I’ensemble des douze jetons .

- 72 1
La probabilité cherchée est donc : p3 = 3991 680 _ 55440 = 1,8 x 105,

EXERCICE 4

1°0 lim €e*=0,donc lim (1+e")=1,dou: Ilim —In(1+e")=0(1).
X — — 0 X—>— 0 X—>—©
lim x=—w(2).(l)et(2)entrainentque: lim f(x)=—©

X — — © X — — ®

2°) La vérification est immédiate puisque e* x e =1 .

lim x—In(l+e)= 1lm x—In[e"(l1+e™)]= lim —In(l+e™),
X — + o0 X — + o0 X — + o0
d’oul’on déduitque: lim x—In(1+e)=0car: lim In(l+e™)=0.
X — + X — + o0
3) lim [f(x)—x]= 1lm —In(l+e)=—Inl1=0.
X — — 00 X—> — 00

donc la droite D d’équation y = x est asymptote a la courbe de f au voisinage de — oo .
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4°) f est continue et dérivable sur R comme somme et composée de fonctions continues et
et 1
Tl+et 14"

dérivablessur R. Vx e R, f'(x) =1 . ' (x) étant strictement positive,

on peut dire que f est continue et strictement monotone (croissante) , donc bijective sur R .
f(0)=—In2=f"'(—In2)=0.
1

D’aprés le théoréme de la dérivation d’une fonction réciproque, (f ~') ' (— In 2) = f'—(O) =2.

5°) Voir ci-dessous.

Commentaire : Sujet assez complexe et comportant parfois des calculs assez longs. Il est
quasiment impossible, a notre avis , qu’un éléve moyen le rédige entiérement en 2 heures !

25t ¥

151

05T
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BAC S2 2002 1° groupe.SOLUTION

EXERCICE 1

2km
. 1e o« \ !
1°) Les racines n“"** de ’unité sont, d’aprés le cours, les nombres de la forme e ”
2w A 2k 2(n-)7x
I— I— 1 I—
(0<k<n—1).Leursommel+e” +e7 +..... te " +...... + e 7 estlasomme
2w

. . , , . . = r
de n termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e ” . Cette somme est donc égale

a:
27"
1 — (e 4 )
1_ ei2;t '
1 x PP - =0car ¢”" =1.
l—er l—er
N
2°) Prenonsn=5.D’aprés 1),onadonc: 1+ ¢ ° + e +e 35 + e3> =0.Lapartie réelle
2n 4n 6n 8n ,

de cette somme ( 1 + cos 5 + cos 5 + cos 5 + cos 5 ) est, par conséquent nulle .

8n 107 27w 2 2 2
Or,cos—7—=cos | ——-—|=cos | 2r—— |=cos| —— | =cos| —
5 5 5 5 5 5

6m 107 47 4 4 471
et cos—7Z=cosS| —-—-—1|=cos 2.71'—— =COS|———| =cCOoS| —|.
5 5 5 5 5 5

2 R¥ 4 N4 87

. , — — — — , . N
La partie réelle de lasomme 1 + ¢ 5 + ¢ 5 + e > + ¢ 3 seréduitdonca:

21 4
1+2cos 5 +2 cos 3 -
Mais : cos ?n =2 cos’ % — 1 (en vertu de la formule cos 2a =2 cos’a — 1 (%))
4 4 .
et cos ?n =— cos% (car?7t =1 — %) Al vient donc :

1+2(2cos2§—1 )—2005% =O©4coszg —20052 —1=0.

. T .
Ainsi, en posant X = cos z , on voit que :

R7



cos = est solution de I’équation 4X2 — 2X — 1=0.

5
1—\s  1+45
4 T

3°) L’équation 4X* — 2X — 1 = 0 a pour solutions . Comme = est

5
. .. . 1+\5
compris entre 0 etE , COS % est positif, donc nécessairement cosg = 4\/_ .
2
. 2 —4+4N5
On en déduit que : cos?7t =2 (1+\/§] — 1= 2(6+2\/§) —1 =1—\/_ )
4 16 6
o 2m_ —1+45
soit : : cos 5 = 4
2 — 1+
T 1+cos?n 1+T\/§
et cos * 10~ > = > (d’apres la formule (k) ) .

, . 3+\5 Es w3+
Donc cos 10~ g  ctcomme cos, > 0, on en déduit que : cos 0= g -

EXERCICE 2

1°) z; est la moyenne des notes de Mathématiques de ceux qui ont obtenu x; = 6 en Sciences
4x2)+ (2 + (1 x10) + 14) + 1
Physiques . Ainsi z; = @x2)+2x6)+ (1 x 70) (0 x 14) + (0 x 18) =z, = % )

.\ . 286 162 74
De maniére analogue, on obtient : z = 6 ; z3 = 9 sZ4= 3 3875 -

2°) On obtient d’apres les valeurs de z; trouvées au 1) le tableau de la série statistique (x; , zi )

xi|] 6 [8] 10 | 12 | 14
z |30 | 6286 | 162 | 74

7 29 | 13 | 5
a) Voir ci-dessous .
5x @+6+& +@ +7—4
— E P 6+8+10+12+14 — 7 29 13 5
b) x = &=L = =10, =z = =9,51
5 S 5
5
<
V=T — 3 =8 = 0 =22;
5
ZZ

V(z) = i=15 —z =153 = o0, =V153=391;

N\

o_=cov(x,z) = = — X X z
30 286 162 74
(6x=)+(8x6)+(10x557)+(12x73) +(14x3)
= 5 — (10x9,51) = 11,02

|K]



D’apres ces calculs, le coefficient de corrélation linéaire est égal a :
O. 11,02
o, % 0, 72\/5 x 3,91

soit r =~ 0,99 .

X
Apres remplacement des expressions par leurs valeurs numériques, on obtient :
D,x:2=1,25x—4,29 .

d) Voir ci-dessous .

16 18

PROBLEME
Partie A

. . 1 . 1 s
IO)Xlir)n0+lnx=—oodoncxlir)n0+m =0 et Xlir)n+ I x =0"=0.

Il en résulte que : lim0 . 8(x)= 0. Donc g est continue a droite en 0 .
X —

2°) D’apres ’énoncé méme : Dg=[0;1[U]1;+oo].
— +

R0



Signe de In x autour de 1 :

. 1 1 ) 1 — 1
lim 772-= «7F»=+0w; lim — - =« » =1+
x— ]~ In"x 0 Xx— 1

Ilenrésulteque: lim g(x)= +o.
x— 1"

, _ g (L SN SR S
X1_1)m1+g(x)—xl_1)m1+ nx (lnx_l)' lim < “O° » = + o0,

Ilenrésulteque: lim g(x)= +o.
x—1"

. . 1 .
lim 1—=0 et lim 2 =0’=0 = lim g(x)=0.
X — +oo X X — +oo X X —+ow
g est dérivable sur Dg comme somme de deux fonctions qui sont des inverses de fonctions
1
X —2+Inx

o - 1
dérivables . V x € Dg, g' (x)=— 2 (Inx) x T nx? " x(nx)

—2+1 . . .
g'(x)est dusignede Q= Tnx . Faisons un tableau de signe de cette expression :
X 0 1|1 ele e | e + o0
—2+Inx — — — +
In x — + + +
Q - — — +
Tableau de variation de g :
X 0 1 e e + 00
g (%) + — | +
+ o0 + o0 - 0
0 4
On vérifie que g (x) =0 < x =e . Ainsi, d’apres le tableau ci-dessus :
e g (x) est positivesixe [0;1[U |15e].
e g (x) est négativesix € [e;+ o .
Partie B
1
1°) lim Inx=—owdonc Iim 77— =0 et lim  (—x)=0.Donc:
)X—>O+ : x — 0" Inx X — +( )
1 . )
lim f(x)= lim _  (—x)X nx 0 : f est donc continue a droite en O.
x—0 x—0 nx
— f 1
lim =10 = lim fo9_ lim ——— =0
x—>0" x—0 x—>0 X x>0 Inx

f est dérivable a droiteen O et f'4 (0)=0.




Il en résulte que C, courbe représentative de f, admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente
horizontale (de coefficient directeur 0) .

2°) On vient de voir que  lim  f(x)=0.
x—0

—1 —
lim fX)=«FH= » =tx. lim f(X)=«—F7 » = +o©.
X — 1~ ( ) 0 - X — 1+ ( ) 0+ T
) In x In x .. .. . X
lim —— =0 et —_— estpositifau voisinagede + oo = lim 1 - =+w.
X —+o X X X — + oo IN X
Par conséquent, lim — IL = lim f(x)=—o.
Xx—+oo MX x._ 5+
3°) f est dérivable sur Df comme quotient de fonctions dérivables .
—Inx+xx< | —Inx
Vxe&D, f'(x)= (In x)’ (dérivation d’un quotient) , soit f' (x) = W .
. 1
Onaau551:f'(x)=m — Inx =g(x).

Ainsi f' (x) est du signe de g (x) . Le signe de f' (x) découle donc des conclusions du 2° de
la partie A .

X 0 1 e + o0
f (x) + + | _
+ o0 — ¢
f / / \A — o
0 — o
— 1 . .
4°) f(¢*) = Te frEet)=— i L’équation de la tangente au point d’abscisse e’ est:
: 1 ’ 1 5
y=f'(e2)(x—ez)+f(ez)501t:y=—Z(x—ez)—% Siy=—g x—% .
5°) Le point M de C d’abscisse x a pour ordonnée f (x) . Le point N de D d’abscisse x a pour
2
ordonnée y = — 7 X— % , d’apres la question précédente . NM est la distance (verticale)

entre ces deux points.

e2 Xt+e

x—z) =f(x)+ 4

¢ est dérivable sur Df comme somme de f et d’une fonction affine .

2

B

Par conséquent, ¢ (x)= NM =f(x) — (—

1 1 1
Vx€EDr, 0'(x)= f'(x)+Z =g (x) - ¢0'(x)>0 < g((x) >—7 -
1
Or, d’apres le tableau de variation de g , — 4 ost la valeur minimale de gsur ] 1 ;+ o[, en

1
d’autres termes V x € ] 1 ;+OO[,g(x)2—Z 1 ' (x)estpositifsur | 1;+o].

Tableau de variation de @

‘X ‘1 e + 00 ‘
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Conclusion : @ (x) est négatifsur]1; e’ [ et positif sur ] e* ; + oo [ . Par suite :
C est en-dessous de D sur ] 1 ; ¢ [ et au-dessus de D sur | e’ ;+oo].

?'(x)

+ o0
_w/'

6°) Voir ci-dessous .

Partie C

La fonction g est négative entre e et e* (on vérifie d’ailleurs que g (¢)=0) .

Donc ’aire demandée est : /4 =— f ‘ g(x)dx x 4 cm® . Or f est une primitive de g, d’ou :

A

-X

nx

62

l ><4=(2ez+4e)cm2.

10
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Commentaires : C’est ’un des sujets de bac les plus mal libellés. Il était quasiment impossible
pour un ¢éleve de TS2 (et méme de TS1 !) de traiter I’exercice 1, car le lien entre la premiere
question et la seconde n’est pas immédiat .

C’¢était la premiere fois qu’on proposait ce genre de série statistique (exercice 2) . Beaucoup
de candidats ont été déroutés, car la plupart des collégues, cette année-la, n’ont traité que les
séries doubles injectives (a chaque valeur de x, correspond une seule valeur de y) .

Enfin, pour le probléme, 1’énoncé aurait dii indiquer aux éléves que la fonction g s’annule
pour x = e, ce qui aurait simplifié la détermination du signe de g (x) .
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BAC S2 2001 2°™ groupe . SOLUTION

EXERCICE 1
1°) L équation caractéristique est : 1 + 1 =0 < r=iour=—i.

Les solutions sont donc les fonctions de la forme : y = A cos x + B sin x .

2°) f(0)=1= A=1.f' (x)=—Asinx+Bcosx.f' (0)=V3 = B=1/3.
La solution particuliére est donc : y = f(x) =cos x + V3 sinx.

. 1 3 . 2
3°)a)f(x)=—\/§ < cosx +3 sinx =—1\2 ©§cosx+—\/2_ sinXx = ——\/2_
T rain® iy = n n g T
€ 083 COsX Fsinz sinx=—cosy ®cos(3—x)—cos 4
3 3 5 13
g X_Zn +2kn 0u§—x=—j7t +2k'n & x= 1—§+2knoux 12n+2k’n
13n
_{_ +2k1t,13_2+2k n,kEZ}

b) La resolutlon est la méme qu’au a) . Seul ’ensemble de solutions change . On retient,
parmi les solutions précédentes, celles qui appartiennenta [0 ;2 [.D’ou:

197 13n
$'={12 12
EXERCICE 2

19 —2ia—1=(a—i) —i"—1=(a—i).

Le discriminant de I’équation proposée est:

A=[—a(a+D)]?—4 ()= o (a+i) —4ia)=0’ (a’—2ia— 1)=a’(a — i)* d’apres
le calcul précédent . Une racine carrée de A est donc: o (o — 1)

D’ou les solutions de I’équation (E):

+1) — —i +1) + —
Zl:a(a 1)2(1((1 1)=a1 et z, = a (o 1)2a(a 1) ey

i0 . o .
2°) Posons a.=r €'~ .Alors les solutions précédentes s’écrivent :

i 49+72r)

zl=rei9i=re = |z1|=retarg(zl)=9+g[2n];et

rre? = |zy]=r’etarg (z)=20[2n].

V)
o . s St . . . Sn. ., . )
3°) S, est une rotation d’angle e Siet seulementsi|ia|=1etarg(ia)=", ,d ou, puisque

{3)
:5_71 soit:r=let9=§.Donca= e 3 .

. T
zl—la,r—let9+2 6

EXERCICE 3
1°) Voir figure ci-dessous.
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=20 4

8
S x;
2°) ~ = i=l l _9,6+128+184+31,2+36,8 +47,2+49,6+56,8 _ 2624 _
8 8 8
8
> i
— =1’ _70+86+90+104+120+128+144+154 896 _
y = = = =112
8 8 8
8
S 37
= o .
V(x) =1L g — X . Numériquement, on obtient :
9,6+ 12,8° + 18,4> + 31,2> + 36,8° + 47,2° + 49,6" + 56,8’
V(X) _ 2 > > > > _ (32,8)2
. 1 4
Soit : V(x) =% — 1075,84 = 278,72 .
§ o
2 yl' )
V(y) = =l _ y . Numériquement, on obtient :

8

70% + 867 4+ 907 + 104% + 120 + 128% + 144° + 1542
V(y) = g SLan 12544 =762 .

32,8
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cov(X,y)

apour équation:y— y =a(x— X )aveca=

39D
) Dl ix V(x)

8

25
Or, cov(x,y) = % — Xy . Numériquement, on trouve : cov(x ,y) =454 .
Finalement, on obtient :

454
Dy/x y—112= 278.72 (x—328) < y=1,63x+58,5.
Pour le tracé de D, , voir figure ci-dessus .
vix

EXERCICE 4

1°) La fonction @ : x — " est dérivable sur R, donc en particulier en 0. Sa fonction dérivée

est ¢ ':x — ¢* et par conséquent, @ ' (0)=¢"=1
X 0 X
—€ e —1

~—0 lim . =

D’ou: lim

x —0 x —0

2°)a) lim —x+7=7
x —0~
lim —4ex=—4} = lim f(x)=3(1)
x —0~ x —0~

lim —x+3=?>

x —0"

lim —xIlnx=0 = lim f(x)=3 (2)

x —0" x —0"

f(O)=—0+7—4¢"=3 (3).
(1), (2) et (3) entrainent que : f est continue au point 0 .

f(x)—f ) —x+4—4¢" ) *—1
b) lim fe0—1O) _ lim = S = jim —1—4° =—5,d’apres
x—0~ Xx—0 x —0~ X x —0~ X
la limite obtenue au 1° . f est donc dérivable a gaucheenOetf 'c (0)=—S5.
lim ﬁiuggl: im —2=XX L ix =+, car lim Inx=—oo.
x—0" X x —0" X x —0" x —0

Par suite, f n’est pas dérivable a droite en 0 .

Interprétation géométrique : Au point d’abscisse 0, la courbe C de f admet deux demi-

tangentes : une demi-tangente de coefficient directeur — 5 et une demi-tangente verticale .

¢) fest dérivable sur | — o ; 0 [ comme somme de deux fonctions dérivables :
Vxe]—w;0f'x)=—1—4¢e"<0.

f est aussi dérivable sur ]0 ; + oo [ comme somme de deux fonctions dérivables .
Vxel]0;+wo[ ,f'xX)=1 —Inx—1=—1Inx.

f'(x)estdonc>0six € ]0; 1] (signe contrairede Inx) et f'(x)est<0six&€]1;+o].
Le tableau de variation de f en résulte.
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lim f(x)=

lim

x(1+Z —Inx) =—
X — + 00 X — + 00 X
X — 0 0 1 + o
f'(x) — | + | —
+ 00 4
f \ / \ —
3
3°)a)f(e)=3;f'(e)=— 1 .L’¢quation de la tangente au point d’abscisse e est donc
y—e=—(X—e) ouy=—x-+2e.
20t Y
161
121
8.-
RN
il_1l2lil ::=E‘===0||[=:=i'r\=lélil1=2==
4+ |‘||
II
Il
II
SR
|
I|
|
A2 |
|I
|
A6 ||
|

imparti.

| \
20T [-

Commentaire : 11 était difficile de rédiger ce sujet, en effectuant tous les calculs, dans le temps
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BAC S2 2001 1% groupe.SOLUTION

EXERCICE 1
19a)f(z2) =z 2z2—i=72—2iz & 27— Qi+2)z+i=0.
Pour résoudre cette équation, on calcule son discriminant A'= (i+1)> —i=1.
PO;J,I‘ détzern})iner les racines carrées de A , on pose le systéme classique :
X —y =

1 1 1
2xy=1 = 2x=1=x=-=x=—"7= oux=——.
Y 2= 1

X2+ y2 =1
o NSRS SR O
Si on choisit x = \/— , on obtient a partir de la deuxiéme équation y = x 2

Une racine carrée de A est donc 6 = \/— (1 +1) . Les solutions sont donc, sous forme

algébrique :

1y V2—1 2—1,
zl_l+1—\/- (1+1)= (1+1)(1_T)— N + N
zz=1+l+\/— (1+i)=@{+1) (1+%)_\/—f/§1 +\/_f/§li

Et sous forme trigonométrique :

le% (1 +i)=% [\/E(Cos%ﬂsmét)} =(\2—1) (COSZ'”SH]%)'

z=%(l +1)= \/_f/— [ﬁ(cos%ﬂ'sin%)]=(\/E+1)(COS%+iSin%)'

b) Z14 + 224 = (Z12 + 222)2 —2 Z12 Z22 . Et Z12 + 222 = (21 + Zz)2 —2712,.

Or, z; +z;=2i+2et z; z2=1 d’aprés I’équation du second degré obtenue au 1° .
Dot : z)® + 2" = (2i + 2)* — 21 = 6i et par suite : (z)° + z,°)’ — 2 2> 2" = (61 — 2 i°
Finalement, on trouve : wt+nt=—734.

2°) Soit A le point d’affixe =

5 et B le point d’affixe 2i .

i

Z_

2 o . T o
Ona:f(z)=2 PR TEE f (z) est imaginaire pur si et seulement si S _ o; °stimaginaire pur,

DN =

ce qui équivaut a :

arg(z—%) —arg(z—2i)=5 [n] < (1 ,AM)— (1 ,BM) =3 [x]

= (BT/[ , AM ) =3 [ ] < M appartient au cercle de diamétre [AB] privé des points A et B
(T ) est donc le cercle de diamétre [AB] privé des points A ( % ) et B (2i).

Dans le plan complexe, A a pour coordonnées ( 0 ; % )etB(0;2).

Soit M de coordonnées (x ,y) . M € T si et seulement si MA . MB =0 , ce qui équivaut a :

9]



I
0—0x0—x+(3 -y (2—N=0=x+y—3 y+1=0 .

254

-0.54

2z —i y
z—21 Ty +2i

2)|f@2)|=1<f@)x fz2) =1 <

e 477 +2iz —2iz +1l=z2z +2iz —2i z + 4@32; =3

ez7 =le|z|=1.

EXERCICE 2

1°) Au premier triage, on a 4 possibilités d’obtenir un jeton de numéro strictement inférieur a
5, et au deuxiéme triage, on en a 3 (une de moins) . Le nombre de cas favorables a la
réalisation de A est donc : card A=4 x 3.

Chaque tirage étant un arrangement a 2 ¢léments de I’ensemble des 10 jetons, le nombre de

. 2
cas possibles est : AIO =10x9.
4x3 2

10x9 15
Les couples satisfaisant a la condition de I’énoncé sont :

La probabilité de 1’événement A est donc : p(A) =
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G, D@, DG, DEG,2)(6,1)(6,2)(7,1H)(7,2)(7,3)8,1)(8,2)@,3)(9,1)(9,2)
9,3)9,4)(10,1)(10,2)(10,3)(10,4) . Ilyena20.
(Nous avons procédé a un décompte systématique en donnant au numéro du premier jeton
toutes les valeurs possibles) .

20
10 x9
2°) On a affaire maintenant a un schéma de Bernoulli de paramétres 7 (nombre d’épreuves) et

2
La probabilité de I’événement B est donc : p(B) = =9

P=9 (probabilité d’obtention d’un succes) . Soit X la loi binomiale associée (égale au

nombre de succes au bout des 7 épreuves) .

La probabilité que B soit réalisé¢ exactement 2 fois au bout des 7 épreuves est :
2 5

2 (2\ (7
p(X=2)=C, (—) (5) ==~10,295.

9
La probabilité que B n’ait pas été réalisé au bout des 7 épreuves est :
0 (2\ (7Y 3
X=0)=C, |=]| |=]|==2,126x10"".
-G 5) 5

La probabilité que B soit réalis¢ au moins une fois est donc :
l—pX=0)==0,997.

PROBLEME
1°) a) g (x) existe si et seulementsix>0 = Dg=]0;+ o] .

lim gx)= lim_ x(l—2Inx+(nx)’)= lim  [x—2xInx+x(Inx)].
Xx—0" -0 0

X X —

Or lim x= lim xIhx=0et lim x(nx?= lim  [(Vxlnx)]=0=0.
x— 0" x— 0" x—0 x—0

Il résulte de cela que : lim0 . &(x)=0: g est continue a droite en 0 .
X —

im =20 20 i e

X—>0+ x—0 X — X X—)0+

(car lim  Inx=-—oo,donc lim A6 —Inx=+0w= = lim+(1—lnx)2=+oo).
x—0 x—0 x—0

Il en résulte que g n’est pas dérivable a droite en 0 .
D’autre part, g est continue et dérivable sur ]0 ; + co [ comme produit de deux fonctions :

e x — X (continue et dérivable sur ]0 ; + oo [ comme fonction affine)
e x — (1 — In x)* (continue et dérivable sur ]0 ; + oo [ comme composée de trois fonctions, a

. 2
savoirx — Inx,x = 1 —x,x — Xx").

b) V x>0,g"'(x)=(1 —Inx)*+ 2x (I —In x) x (—l) (formule de dérivation d’un produit)
X

Dou:g'(x)=(1 —Inx)>’—2(1 —Inx)=(1 —lnx) (1 —Inx — 2)
=(1—=Inx)(—1—Inx)=In*x—1.
Cette dernicre expression est positive si et seulement si (In x <— 1 ouln x> 1) soit :

1 -y
(0O<x< o ) ou (x >e) .Le tableau de variation de g en résulte .
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g'(x) + — +

. . . —g(
¢) La courbe ( C ) admet une demi-tangente verticale en O car :  lim XX —0 =+
X —
0.
lim g0 _ lim (1 —Inx)*=+ o, donc la courbe ( C ) admet une branche
X—>+oo X X — + o0

parabolique de direction ( O, T ).

N

12

2°) a) La fonction g est positive sur I’intervalle Ja; e [ , donc a (o) = f ’ g(x)dx .

Intégrons une premiere fois par parties en posant :

—2(1 —Inx x?

u(x)=(1—Inx)* et v'(x)=x dou:u'(x)= " et v(x)=7 .

e

x? (1 —In x)2

5 + f ’ x(1-Inx)dx . Pour x = e, la partie entre crochets vaut 0, d’ou :

a(00)_[
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o’ (1 —lnoz)2

a(o)=— 5 + f gx(l—ln x)dx . Soit ] cette derniere intégrale.
Intégrons a nouveau par parties en posant :
1 ’ :
ux)=1—Inx etv'(x)=x d’oﬁ:u'(x)=—; etv(x)=% . On en déduit que :
2 e 2 e 2 2
7= |* (l—lnx) g = -a (l—lna) N x_2 -« (l—lna) Le&—=0
2 @2 2 4| 2 4
Finalement, on obtient:
B ozz(l—lna)2 N ~a’(1-Ina) +e2—a2 d—=50 . 30°lno o’ln’a
a@=——— 5 i - 4 2 T 2 -
. e —5d’+6d’Ina—2d’In’a
Soit: A (a) = 4
2
b) lim . a(a)=e— car lim , o = lim o’ lna = lim o’ In*a=0.
a—0 4 a—0 a—0 a—0

3°) a) Résolvons I’équation g (x) =x < x (1 —Inx)* =x @ x[1 — (1 —lnx)*]=0

< x(Inx) 2—Inx)=0 < x=00ux=1oux=e”. Les points d’intersection de la courbe

(CC  )etdeladroite (A)sontdonc: O, 0) A1, 1) et B(e?, ¢?) .

b) Résolvons I’équation g (x) =mx < x (I —Inx)* = mx © x[m— (1 —Inx)*]=0.
Cette dernicre équation admet des solutions autres que 0 si et seulement si I’équation
(1 —In x)*=m a des solutions ¢’est-a-dire si et seulement sim >0 . On a alors :

l—lnx=\/gl 0u1—1nx=—\/;1© x=el_\F1 ou x=el+\/a.

¢) P a pour coordonnées (e ; me) . M; et M, ont pour coordonnées respectivement :

(e' —fm ;me' _\Fl) et (¢' Fyfm ;me' +\/E) . D’apres la formule donnant la distance entre
deux points en repere orthonormé :

OP? = & + (mey’= ¢ ( 1 +m2);OMI=\/(el_\/ﬁ)2+(mel_\/r_n)2=el_\/a T+
OMg=\/(el+\/a)2+(mel+\/a)2=el+\/a\/lez;parsuite:

OM,; x OMy =¢' =\ x ' "\[™ (1 +m?)=¢*(1+m’)=O0P.

4°) a) D’apres le tableau de variation du 1° b) , h est continue et strictement croissante sur

[e;+ oo [, donc réalise une bijection de [e ; + oo [ vers [0 ; + oo [ . Sa bijection réciproque h™

est donc définie sur [0 ;+ o [ .

b) h ' ne s’annule pas sur | e ; + oo [, donc h~" est dérivable sur 103+ [.

h(e®) = ¢ (déja vu au 3° a) .d’aprés le théoréme de dérivation d’une fonction réciproque,
11

nfet—1 3°

1
=1, 2 = =
h™ ' (e") h @) 1
¢) cf figure.
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BACS2 2000 Remplacement SOLUTION

EXERCICE 1

WJT WJT
&) &)

1917 =|1—x]||e dou:|Z =|1—x]| car |e ?|=1.

arg (Z) = arg(l — x) + arg( cos % +1sin g ) [2 x]

4
arg(Z)=§ 2 7] six<1;arg(Z)=?n [2a]six>1;

car:arg(l —x)=0[2x]si(l1 —x)>0 et arg(l—x)=n[2x]si(l—x)<O0.
WJT
li
Six<1,z=(1—x)(cos§+isin§)=(1—x)e3
4 4 ;4
Six>l,Z=(x—1)(cos?n +isin?n)=(1—x)e 3
Six =1, Z =0 donc arg(Z) est non défini .

29) Six <1, arg (2% =2O3ﬂ =6681=0 [2n].
Six> 1, arg (Z2% =20043—X4“ =26727 =0 [2x].

Six=1,2"" =0,
Ainsi , dans tous les cas, soit Z*?** =0, soit arg (Z****) =0 [2x]. Donc :

77" est un réel positif .
3a)|Z| =2 |l—x|=2<=1—x=20u]l—x=—2x=—1loux= 3.
Il y a donc deux valeurs possibles pour Z :
T .. X T .. T
Z1=2(cos§ +1s1n§) et Z2=—2(c0s§ +1sm§).

\3

1 1
D)Zi=2(5 +i5)=1+iV3. Z=—2(3 +i%)=—l—i\/§ .
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L
-
N
)

-2 -

¢) Il est clair que A, et A, sont symétriques par rapport a O, car leurs coordonnées sont
oppose€es.

EXERCICE 2
1°) a) L’univers Q est I’ensembles des combinaisons a 4 éléments de I’ensemble des 8
animaux . L’ensemble des valeurs de X est X(Q)=1{0,1,2,3 }.

2 2
C4 C1><C3 C, xC
5 1 375 3 375 3
pPX=0)="" =14 - PX=D)=""7— =5 . pX=2)=—"7— =5 .
Cs Cs Cs
C3><C1
375 1
PX=2)=""7 =14 -
Cs
Les résultats peuvent étre résumés dans le tableau suivant :
X; 0 |12 3
PX=Xi)| 1 |3 3| L
14 |7 |7 | 14
Soit F la fonction de répartition de X .
—Six€]—ow;0[:Fx)=PX<x)=0
1
—Sixe[0;1]: Fx)=P(X<x ~1a
: 1 3 7 1
—Slx€[1;2[:F(X)=P(XSX)=Q+? =11 =3
: 1 3 3 13
—Six€[2;3[: Fx)=PX=x)=1, t2 4+t =1,
: 1 3 3 1
—Slx€[3;+oo[:F(x)=P(XSx)=ﬁ+?+§+ﬁ=l.

Pour la représentation graphique, cf- page suivante .
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1 1
2°)a)P(A)=P(X=2)+P(X=3)=% t14 =73
Si X =0, on disposera de 4 x 15 =60 kg de viande , si X =1 de (20 + 3 x 15) = 65 kg de
viande, si X = 2 de ((40 + 30) = 70 kg de viande , si X =3 de (60 + 15) =75 kg de viande .
3 3 1 13
Donc P(B)=P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=3 +5 +7; =14 -
b) On constate, d’apres la question précédente, que A C B car, si on a tué au moins 2
moutons, cela entraine qu’il y aura assez da viande (au moins 65 kg ) .
PBNA) _P(A)
P(A) PA)

P (B| A) #P(B), donc A et B ne sont pas indépendants .

D’ou: P (B| A)= 1.

20
12
16 |
1a K o L
| J
*—x
12 d
10
G H
X—x
6 | c
4—4
2
2]y
I =

-h—x
olB

a 0

T 1] ] . ] T ] x T T T T ] ] ]
19 12 10 8 & q 2 0 2 g & 8 10 12 14 16

Représentation graphique de la fonction de répartition F .

PROBLEME

1.1°) g est définie et dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables .
VxeR,g'x)=—e *+xe ¥ =(x— 1) e *(formule de dérivation d’un produit) .
g ' (x) est donc du signe du (x — 1) . Le tableau de variation de g en découle .

X — 1 + o

g'x) — +
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l1—e
lim g(x)= lim 1—>x=1car lim = =0.
X — + X — + ¢ x —+of
lim gx)= lim 1—xe *=lcar lim —xe "=+w.
X —> — 0 X — — 0 X—>— 0
I.2°)Onendéduitque‘v’x€R,g(x)>0.
II 1. a f est continue et dérivables sur | — o ; — 1 [ comme composée de de deux fonctions :

continues et dérivables: x — —x etx — Inx.
f est continue sur | — 1 ; + oo [ comme produit de deux fonctions continues et dérivables

— X

x—x+letx—1+e

Etudions la continuité et la dérivabilité en — 1.
lim f(x)= liml_ln(—x)=ln1=0

x——1 X— —

lim fXx)= 1lm (x+1)(1+e =0 / = festcontinueen0.
Xx——1" x——1"
f(—1)=0

lim f—f(=1) _ lim In(—=x) . Faisons le changement de variable
X — — 1~ x+1 X — — 1~ x+ 1
um—x. lim X g, o, I

X — — 1~ x+1 u_)1+—u+1 u— 1" u—1
Ainsi f est dérivable a gaucheen — letf',(—1)=—1.
—f(— + +e "

fim  S@=LCED o GEDEe ) ey,

Xx——1" x+1 Xx——1" x+1 Xx——1"

Ainsi f est dérivable a droiteen — letf's(—1)=1+e.

Conclusion générale : fest continue sur R et fest dérivable sur R\ { — 1 } . Au point
d’abscisse — 1, la courbe de f présente deux demi-tangentes de coefficients directeurs — 1 et
l+e.

—1 1
I.llb) Vxe]—w;— 1], f'(x)=_—X =3 <0.
Vxe]l—1;+0o[,f'x) =1+e "+(x+1)(—e ) =1—xe "=g((x)>0d’aprés 1.
f est donc décroissante sur | — oo ; — 1 [ et croissante sur | — 1 ;+ oo .
Tableau de variation de f':

X — — 1 + o0
f'(x) — +
f | +oo \ /v + o
0
lim f(x)= Ilim In( — Xx)=+ o comme on le voit en appliquant le théoréme sur la
X — — ®© X — — ®©
limite d’une fonction composée, ou alors en faisant le changement le variable u = — x .
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. . + 1
lim f&x)= lim x+145 x =+
X — + oo X — + oo ¢
. . x+1 . x 1
(car lim (x+1)=+owet lim ~ = Ilm —<+=x=0.
X — + oo x—+owo € x—>+w® €
. ) +1
IL2.2) lim f)—(x+D)= lim > =0:ladroite /) d’équationy=x+
X — + oo x—+owo €

1 est asymptote oblique a la courbe C def en+ 0.

+1
2 <0Vx€]—1;+oo[,doncC est au-dessus de

D’autre part, f (x) — (x + 1) = o

o,

sur] —1;+o].

II. 3 Six est1’abscisse d’un point ou la tangente (T) a la courbe C est parallele a la

. . : 1
droite D ,on doit avoir f' (x) =1 < . =letx<—1 (1)

ou
l—xe *=letx>—1(2)

La condition (1) étant manifestement impossible et la condition (2) entrainant que x e~ * =0,

soit x = 0, on en déduit que le point cherché est le point d’abscisse 0 de C : il est unique .

I1. 4
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¥

I1. 5. a) D’aprés le tableau de variation du Il . 1 . b) f est continue et strictement croissante de
[—1;+o0[vers[0;+oo[,donc réalise une bijectionde [ — 1;+o[vers]J= [0;+ .

I1. 5. b) Voir figure ci-dessus .

ILa) A(L) = f} [£ () (x+DJx = f, (c+1)(1+ e —T)dx = ﬁ (x+1edx .

Intégrons par parties en posant :u (x) =x+letv'(x)=e  *,douu'X)=letv(x)=—e"~

A(L)= [—(x+1)€_x]:+ ﬁle"‘dx =—(A+D)e "+ [—e"“]i. Apres calculs :
ALM)=(—Ar—2)e *+e .

X

MI.b) lim A(A)=¢ 'car lim (—A—2)e *=0.

X — + o0 X — + o0

Cette limite représente I’aire de la partie du plan limitée par la courbe C et la droite

d’équation y = x + 1 (ensemble infini de points, mais dont 1’aire est finie !) .

BAC S2 2000 1° groupe.SOLUTION

EXERCICE 1

V2 A2

1902) 2o — Z1 =\2 +i\2 =2 (5 +i 5 ) d'oi: Zy — Zi =2 (cos § +ising).

S+iN3 _1+i3 1 n
-

- . 1 .. T
7s—7,= 4 2(§+17)d0uzl3—Z1=§(c053 +1s1n§).
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Lol o3 11 A3 A a2
by L= 2 Q) Gy ) =)
Z—7Zi A2 A2 V2 o2
253+ ) S i
2 . \2 z—7 1 N2+J6 N6 —12 .
et, pu1sque|—+17|=1, ona:m=z( 4 +1 4 ), soit :
1;— 7, _\/E +\/8+.\/8—\/§ 1
Z,—7z,- 16 1 16 O
TT
1 3
=3 (T _TT .
On a aussi : L3 — 2, =2 ’ _1 631[3’_4]=l el% soit :
1y — 7,4 ZE 4 4 ? )
2¢4
Z3—Z1 _l T . o
7, — 7, 4 (cos(lz) +1s1n(12))(2)

En comparant les écritures (1) et (2), on en déduit que :

w() -5 @ ()

2°) a) A, est le centre de la similitude directe Setona: Z; — 7, =

JU

l‘i
L2 2,2y

1€
75— 7,

d’apres la question précédente . On en déduit que : Zo— 7,

L (L= _
‘4earg(zz—zl)‘12’

AA;3
AjA;

, et d’autre part :

Bl

1 o
d’ou: AjA; = 2 A1 A,, donc le rapport de la similitude S est
ULLLLT  ULLLAT
(AIAZ’A1A3) 12 donc I’angle de la similitude S est 75 1 5
Comme de plus, S(A;) = A ,on peut conclure que :
1
S est la similitude directe de centre A; , de rapport et d’ angle 1 -
1 i .
b)Ona:Z'—7,= 7€ 12( Z — 7,) soit , d’apres les calculs précédents,

g (Bl By, e 6

16 16 16 16
g (V2tVe e —N2 ) 16—\2 —6
- 16 ' 16 16
_,'JF _,l
SiZ=b=1—4\2 ¢ 3 ,alorsZ— zl——4\/§
1 L iz
dou:Z'—7,=7 e12 (—a 2 ¢ 3 ,
1t . - v - 4=__ l — l:— l
soit:: Z 71 \/5 e 2+2 2+2 2+2
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EXERCICE 2

1°) a) Comme les (pi) forment une suite arithmétique de raison % ,ona:
pi=p1+i3_—01 (pour 1 £1<6). (k).
D’autre part, igl p; =1 donc,
1 . 2 3 4 5 .
pl+(P1+%)+(P1+%)+(p1+%)+(p1+%)+(p1+5)= 1, soit :

15 1
6p1+%=1 = pi1=1;-

1 1 1 7
b) Il en résulte, d’apres (%) que : p2 = pi t30 "2 T30 = P27 de méme :
3 11 13 1

P3=ﬁ; P4=@; Ps=@; Pe=4 -

2°) a) L’ensemble des valeurs possibles de X est: X(Q)={0,1,2,3}.

- . . , 33 11
La probabilité d’obtenir un numéro pair avec ce dé est : py + ps + ps = 60 20
L’expérience aléatoire qui consiste a tirer trois fois avec remise un jeton correspond a un

11 o
schéma de Bernoulli de paramétres n = 3 (nombre d’épreuves) et p = 50 (probabilité du

succes) .

0 /11\' /9 111\ /9
X=0)=C, [—]| =] =0,091125; p(X=1)=C, |—| [=] =0,334125.
p(X = 0) 3(20)(20) : p(X = 1) 3(20)(20) ,

2 (11 /9 3 /11y /9
X=2)=C; [—] [=] =0,408375 : p(X=3)=C, [—| [=] =0,166375
( )=C3 (20) (20) ( )= G (20) (20)
Les résultats peuvent étre résumés dans le tableau suivant :

X; 0 1 2 3

PX=Xj) | 0,091125 | 0,334125 | 0,408375 | 0,166375

S . 3
b) E(X) = np pour une loi binomiale, d’ou : E(X) = ;—0
o . . 33 9 .
o(X) =\npq pour une loi binomiale, d’ou : 6(X) = 50 X270 Soit 6(X) = 3,85.

3°) a) L’univers Q est I’ensemble des combinaisons a 2 éléments (paires) de I’ensemble des 6
jetons .

Donc card Q = Cé =15.

Les valeurs possibles de S sont les valeurs de | i — j | pour i et j éléments de {1, 2, 3,4, 5, 6} .
Donc la plus petite valeur de S est 1 et sa plus grande valeur est 5 .
(S =1) est constitué des paires suivantes : {1 ,2} , {2,3},{3,4},{4,5},{5,6}.
S N B |
Dou.P(S—l)—15 =3
(S =2) est constitu¢ des paires suivantes : {1 ,3},{2,4}, {3,5},{4,6}.



4

D’oﬁ:P(S=2)=E.

(S = 3) est constitu¢ des paires suivantes : {1 , 4}, {2,5}, {3,6}.
I W A |

Dou.P(S—4)—15 =3

(S = 4) est constitu¢ des paires suivantes : {1 , 5} , {2, 6} .
sl P (R 5y = 2

Dou.P(S—S)—15 .

1
Enfin, ( S = 5) est constitué de la paire : {1 ,6}. D’ou: P (S=5)= 15

On obtient donc pour S la loi de probabilité suivante :

Si 112 |24 |5
PS=S)[1 |4 [1[2 1
3|15 (3 |15 |15
e 5 1
b) Cette probabilité est : P (S=4)+P (S=5)= 15 °3 -
PROBLEME
Partie A
1
1°9)a) lim f(x)= Ilim x e .Effectuons le changement de variable : u=_ . Quand x
x— 0" x— 0" X
1
tend vers 0, u tend vers — o et x = e
u 1 .
Dou: lm_ f(x)= Ilim — =0 (car Ilim = =0 et lim e'=0).
x— 0" u——oou u——ool u— —

lim f(x)= lim xIn(1+x) =0 (car Ilim x=0 et lim_,k In(l1+x)=Inl=0).
Xx—0" x—0 x—0 x—0

Enfin f(0)=0xIn(1+0)=0.
Ainsi: lim_ f(x)= lim  f(x)=1(0)=0:fest continue enxo=0.
0~ x—0

X —
1 1
_ X = 1
b) lim f—10) _ lim —>—= lim e¥=0 (car: lim - =—o0).
x—>0~ x—0 x—>0" X x>0 x— 0" X
— +
lim Q=0 -, xn(+x) lim , In(1+x)=0.
x—0" Xx—0 x— 0" X x—0
f(x)—f f(x)—f
Ainsi:  lim 2 O _ lim +M =0 : festdérivableenOetf' (0)=0 .
x>0~ x—0 x — 0 x—0

2°) a) f est dérivable sur | — oo ; 0 [ comme produit et composée de fonctions dérivables .

1 1 L 1 1 1,
Vx<0,f'x)=eX +x (——ex] = ex(l——) = ex(—).
2 x x



1

. C(x-1 -
or,six<0,ona:x—1<0etx<0,dou (—) >0 et comme eX >0, on peut conclure

x
que:V x<0,f'(x)>0.

b) f est dérivable sur ]0 ; + oo [ comme produit et composée de fonctions dérivables .

Vx>0,f'"x)=In(1+x)+ lfL—x . ' est elle-méme dérivable sur ]0 ; + co [ comme somme

de deux fonctions dérivablesetona: V x>0 ,f" (x)= 1 2 >0.

+x T (1+x)

f' est donc strictement croissante sur |0 ; + oo [ , et comme f' (0) =0 , on en déduit que :

V x>0,f' (x)>0.

¢) Le tableau de variation de f découle de 1’étude de signe ci-dessus .

X — 0 + o0
f'(x) — +
f / + o0
—
lim  fx)= lim x im S =« »=—w.(onaposéu="1)
X) = X er = T =K »=—0. u=7).
X — — © X — — © u—0— U 0 P X
lim fx)= Ilm xIn(l+x)=+o.

X — t o0 X —> t o

3°) En faisant le changement de variable suggéré par I’énoncé, on a :

X — — u— 0~

X — — 0 — — 0

1
b) lim [fx)—(x +D]= lim x[ex—1]—1—1—1—0,d’aprés3°a).
X

Donc la droite (D) : y = x + 1 est asymptote a ( C ) au voisinage de — o .

4°) a) L abscisse x du point d’intersection I de ( C )et(A)(x>0)est telle que :

xIn(l+x)=x < x(In(l+x)—1)=0<In(l1+x)=1(carx#0) <1 +x=¢

1 u__
lim x[ex—lJ— lim eu =1, car quand x tend vers — o, u tend vers 0 .

< x=e — | et puisque I appartient a la droite d’équation y = x , les coordonnées de I sont :

I(e—1,e—1).



L

b) lim fog _ lim ln(l+x)=+oo:(C)admeten+oounebranche

X—>+ow X X —> t o

parabolique de direction (O, T ).

Partie B
2
. R ) C ax"+t(a+tb)x+b+c .
1°) Par réduction au méme dénominateur, ax + b + = ( ) ,d’ouen
x+1 x+1
identifiant les numérateurs : a = 1 ;a+b=0;b+c—0 soit:a=1;b=—1;c=1.
2

) X

Autrement dit, V x eR*, il —1 +— (k) .

2°) La fonction F telle que : x — F (x) = jg f(t)dtest une primitive de fsur R *
1 2
Posonsu (t)=In(1+t) etv'(t)=t dou:u'(t)=7"— etv(t)=5

1+t
X

P In(1+1¢ 1 X’ In (1 +x) 1+x ,
F(x)= [%] — 5 01+td — 3 f‘(t 1——)dtdapresla
question précédente . D’ou :

x*In (1 +x 1 [7 T xX%In(1+x XX X 1
Foo=r [g-t—ln(ﬂl)] S S S IR

0

2
—1 1
Finalement, on obtient bien : F (x) = 2 5 In(x+1)— 2 (x> — 2x) .




2 e-1 2
e —1
3°)En unités d’aires:/4 - | [x— f(x)dx] = [%—F(x)] =£e—2l —Fle—1)
0

+ F(0)

e—17% (e—1"—1 1 11
- > L« 2) — g le—1)"=2@C—1]=5 —; (" —4e+3).

e 1

Finalement, on trouve : A —e—74 —z =0,62lua
Soit en cm’ :/4 =4e —e’ — 1 ~2,484 cm’ .
Partie C

1°) a) D’apres le tableau de variation ci-dessus, f est continue et strictement croissante, doc

bijective de R vers R . f admet par conséquent une fonction réciproque ' .

b) f(0)=0 = ' (0)=0.f"'(0)=0donc f~' n’est pas dérivable en 0 (carf' (f ' (0)) =0)
La tangente en 0 a la courbe de f étant horizontale (car ayant pour coefficient directeur f' (0)
=0), la tangente en 0 a la la courbe de f~' , qui est sa symétrique par rapport a la premiére
bissectrice, est verticale .

2°) Voir figure .

39)( D ) est constituée de deux domaines symétriques par rapport a ( A ), donc de méme

aire . L’un de ces domaines a pour aire le réel A calculé au B. 3° . L’aire de ( D )

est donc : 2 A =8¢ —2¢" — 2 ~ 4,968 cm” .

Commentaire : Sujet relativement difficile et exigeant pour le réussir une maitrise parfaite de
(presque) tout le programme !




BACS2 1999 Remplacement SOLUTION

EXERCICE 1

1°) Posons a = ia. . a est solution de ( E ) si et seulement si — (ia)*+ 6(ia) — 20i =0, ce qui
équivaut a i(o’ + 60 — 20) =0 < o + 60 — 20 . On remarque que 2 est solution évidente .
En utilisant par exemple la méthode de Horner , o’ + 6a. — 20 se factorise en :

o + 60— 20 =(a — 2) (o’ + 20+ 10) . Le trindme o + 2a + 10 n’ayant pas de racines (son
discriminant A est négatif) , il en résulte que nécessairement o =2, d’ou: a=2i.

Par suite, (E ) < (z — 2i) (pz>+ qz+1)=0, p, q, r étant des nombres complexes .

En développant et en identifiant avec le premier membre de ( E ), on obtient :

p=—1Lr=10,q=—2i.D’ou:

(E) © (z—2i)(— 2" —2iz+10) © z=2iou: — z" — 2iz+ 10 = 0 .Le discriminant de

cette derniére équation est: A =(—1i)>+ 10 =9 . On obtient les solutions :

z; =3 —ietz;=— 3 —i. Finalement, ’ensemble des solutions de I’équation ( E ) est :
S={3—i;—3—i;2i}.

oy bma _ 3—i—2i 33 (l—i)(=1+)
) e a3 _i—2 —3_3i 2

b—a b—a
=1etarg( )=
c—a c—a

= 1. Il en résulte que:

ISTE]

Ces relations se traduisent géométriquement par : AB = AC et (A_é , AB )= g .

donc le triangle ABC est rectangle et isocéle .

i iz
32. r (A) apour affixea'= e 3

a'=—\3 +i.

A3

(1
X21—(2+1 >

(O8]

3)a)r:z—z'=e )X2i,soit:

b)z' <0 & —2 =2 <0 o arg (222 [27] < (MA ,MA")=n[ 2x]
V4 — = — = | =n[2=n , =x[2n].
z+\3 —i g(z+\/§—i)

L’ensemble E est donc le segment [AA '] privé des points A et A'.



c) M "appartient au cercle de centre O et de rayon 1 si et seulementsi|z'|=1, ce qui
z—2i

———— | =le|z—2i|=|z+\3 —i|© MA=MA".
z+\N3 —1

équivaut a :

L’ensemble F est donc la médiatrice du segment [AA '] .

EXERCICE 2
6
— ,-Elxi 09+12+40,6+05+14+1 56 14
o o _ 1= _ 2 > > > > _ — = o
1°)a)°) x . 6 6 5 = 0,933
6
— AT 37+440+33+33+41+35 219
y = = 6 =" = 365.
6
& 2
'_lxi =2 . :
V(x)= = — X . Numériquement, on obtient :

0,9+ 1,22 40,6+ 0,5° + 1,4° + 17
6

V(x) = —(0,93)°=0,1051 = o, ~ 0,314

S 2
Ly ] )
V(y) = % — ¥ . Numériquement, on obtient :

®+40° + 337 + 337 + 41 + 35
Vi) =2 633 2 (36,57 =9.92 = o, = 3,149.

6
2%
covx,y)= =L~

6
(0,9 x37)+ (1,2 x40) + (

= |

7 -
6% 33) + (0,5 x 33)+ (1,4 x 41) + (1 x 35)
6

(=}

— (0,933 x 36,5)

cov(X,y) 0,933
o, %0, ~ 0,314 x 3,149

soit : cov(x ,y) = 0,933 . on en déduit que r; = ~ 0,942 .
Ainsi le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y est : r; =~ 0,942 .

6
Z.

_ =1t _39+37+32+33+3,6+3,7
6 6

~ 3,56

— z . Numériquement, on obtient :

2 +3,774322+3,3°+3,6°+3.7°
V(AT C T S 00 L g = 0326

(09x3.9)+(1,2x3,7) + (0,6 x3,2) + (0,5 x 3,3)+ (1.4 x3,6) + (1 X 3,7)
6

— (0,933 x 3,56)



. _ s _cov(x,z) 0,0552 ~
soit : cov(x , z) = 0,0552. on en déduit que r; = o %0 = 0324 <0326 = 0,522 .

Ainsi le coefficient de corrélation linéaire entre X et Z est : r; =~ 0,522 .

b) L’ajustement est d’autant plus justifié que r est proche del .
r; étant plus proche de 1 que 1>, on en déduit que c’est I’ajustement entre X et Y qui donne
une meilleure estimation de X .

3°) Dy/x apouréquation:y— y =a(x— x )aveca=%)((x’)XZ .
it: D : 365—w 0,933) & y=9,43 x +27,69
SO1t : y/x~y_ > _0’1051 (X_ ) ) yY=>25 X sV 7.
—2
SiY =39, on obtient en remplagant dans 1’équation précédente : x = % ~1,2.

On aura donc besoin de 1,2 tonnes de matiéres premiéres pour espérer avoir un chiffre
d’affaires de 39000 Francs .

PROBLEME
Partie A
_1 . .
) ) 2 ) —
1°) lim f(x)= lim e X =0 car lim — 3 =« »=—00
)x—>0_ ®) x— 0" ( x— 0" x° 0 )
x—1

D’autre part, lim f(x)= lim  In =lnl1=0.

arep x— 0" ) x— 0" x+1

Comme f (0) =0, il en résulte que : f est continue en 0 .

—1| 1= ..
= ‘ = 2 et (1 —x) et (1 +x) sont tous deux positifs sor

) a)Vxe]0; 1,57 =T

I’intevalle ] 0; 1 [ . Donc :

In X_l‘ 1 —x
In
£ x+1 (1+ ) m(l—x)—In(d+
Vxe]o;1[ X - X/ _ md—x—Ilnd+x)
X X X X
1
f ** . —2 1
b) lim 1) _ lim &= lim ue™ (on a posé u=7 ; quand x tend vers 0,
x— 0" X x—07 x u—>—ow X
2
utend vers —0)= lim — v ¢~V (en faisant le changement de variable v=— u) .
V— + 0

Or, In (V e_VZ) =Inv—v?. Donc :

. 2 . . Inv

lim 1n(vev)= lim Inv—v’= lim v(——vV)=—o,
vV —+o0 vV —+o0 vV —+o0 v

. . Inv . Inv

(car lim v=+w et lim — =0donc Ilm (— —vVv)=—»).

vV —+o0 v—+oo V v—+oo Vv
. . . —2 . .
Finalement, on obtient:  lim In (V eV ) = — o0, ce qui entraine que :

vV— t o



. —2 , . e
lim v e V=0 etparconséquent: lim =0.
V—+t oo x—0 x

On en conclut que f est dérivable a gauche en 0 et f'; (0)=0.

fx) _ lim In (1 —x) _ln(l+x)

D’autre part, lim (d’aprés a) ) .
X —

0" x—>0 X X
f In(1 — +
D’ou: lim f&) _ lim _nd x)_ln(l X)=—2.
x—0" X x-0 —X X
: . In(1+ :
En effet, on sait d’apres le cours que : hmO . ﬂx—xz = 1, et en faisant le changement de
X —
. . In (1 — . In(1+
variable v=—x, 11m+—u= lim _ﬂ_sz_l'
X — —X v—0~ v
On en conclut que f est dérivable a droiteen 0 et f'q (0)=— 2.

Les dérivées a droite et a gauche de f en 0 étant distinctes, f n’est pas dérivable en 0 .

¢) D’aprés les calculs précédents, ( C ) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente a

) ) . - .
gauche de coefficient directeur f'y (0) = 0, donc de vecteur directeur i , et une demi-

. . . . -
tangente a droite de coefficient directeur f'q (0) = — 2 , donc de vecteur directeur i +2 j
La demi-tangente a gauche a pour équation : y =0 .

La demi-tangente a droite a pour équation : y = — 2x.

3°) fest dérivable sur R\ { 0, 1 } comme composée de fonctions dérivables .

, —
Vxe]—o;0[,f'x)=7e x2 , par application de la formule : ("™ )'=u" (x) x ¢"® .

V x € R+\{1}, f' (x)=(X+ l)%x— D) par application de la formule :
0 (x)
[Infux)|] Tux)

f' (x) est donc négative sur | —oo; 0 [etsur ] 0; 1 [ etpositivesur | 1 ;+oo].
Le tableau de variation de f en découle .

X — 0 1 + oo

f'(x) — — +

f+oo\ /0

4°)



v

Partie B

1°) D’apres le tableau de variation de A. 3°, g est continue et strictement croissante, donc
bijective sur ] 1 ; + oo [ .L’intervalle Jest ] — o0 ;0.

2°) —e € ]—o0;0][,donc — e aun antécédent (unique !) par g puisque g est bijective .

3°) Soitx €] —o0; 0]

1N _ y—1_ y—1_ _1+€
g x)=y<e g(y) x(:}lnerl X®y+1 CESYIT &
1+¢*
Donc:VxE]—OO;O[,g_l(x)=l_zx.
2¢e" 1+¢" 2e"
Or,onvériﬁeaisémen‘[que:l—exj1 =1_Zx .D’01‘11’égalité:g_1 (X)=1—exi1.

4°)



|
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C g admet une asymptote verticale d’équation x = 1 et une asymptote horizontale

d’équationy =0. C h admet une asymptote horizontale d’équation y = 1 et une asymptote

verticale d’équation x =0 .

-1

2e”

5°)/4 =4Xf__1:7g_1(X)dx=4>< f117 (1_ - l)dx=4>< [x-zln\ex-l\]

e — -In7

a7

=4[—1—2In(1l—e H+m7+2In(l —e~")]=4(In7—1+21In 1—2—1 )
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BACS2 1999  2°™ groupe SOLUTION

EXERCICE 1

| 1 1
(o) J— 1 = 2 = =
1°)| —1+itana|=V1+tan"a cosza cos a

T

(car cos a est positif, puisquea € | — 5 ; 2 [).Ainsi| —1+itana|=

Cos a

Onadonc: —1+itana= (—cosa+isina)=

cos a
D’ou’on déduitque : arg (— 1 +itana)=n—a.

2°) f, est une similitude directe de rapport c , d’argument # — a , de centre le point Q

os a
—itana+2 _—itana+2
l—(—1+itana) 2—itana

d’affixe o = =1. (Rappelons que le centre d’une

similitude directe d’écriture complexe z — az + b a toujours pours pour affixe —a ) .2

. 1 .y
3°) r, est la rotation de centre Q et d’angle cosa - Son écriture complexe est donc :

I I I
— =084 (z—p) aveco =1,s0it:z"'= 0S¢ z+1 — £€OSA

A\l

4

EXERCICE 2
1°)P(SNN)=P(N | S) x P(S) P(N | S) est la probabilité de tirer une boule noire de

I’urne U, , donc P(N | S) = P(S) .Dou:P(SNN)=

Deméme:P( S NN)= P(N 'S ) x P( S).P(N|S ) estla probabilité de tirer une

boule noire de I’urne U; , donc P(N | S) 3 P(S) .D’ou: P(S NN)=
1 5 49

2°) PN)=P(SNAN)+P(S NN)=7g +3 = P(N)=

_ P(SﬂN) _
3°9)P(S| N )=—— .Or,P(SNN )+P(SNN)=P(S), donc :
P(N )

P(Smﬁ)=P(S)—P(SmN)=——1—18—é ;etP(W)=1—P(N)=1—‘7‘—g =§—§

8

Finalement, on obtient : P(S | N )— A

EXERCICE 3

+1 1 — 1 1
1°)a)Un+1=exp(l—n2 )=exp( 2n)=exp(§—%)=exp(—§ +1—%)
1 _1
=e 2Xexp(l—%)=e 2 xU,.

1
(Uy ) est donc une suite géométrique de raison e 2 de premier terme U; =exp (1) =e .
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1 1
Y 1 1
b)Vn+1=ann+1=ln(e 2 XUn)=ln(e 2)Jrln(Un)=—§ +In(Un)= —5 +Vi.

. o . 1
Donc (V, ) est une suite arithmétique de raison — 5

_1
2°) a) S, est la somme des termes d’une suite géométrique de raison e 2 de premier terme
_n+l

l—e 2 -1 1

e,donc S, =e x — 1 senremarquantque: e 2 =— et en réduisant au méme
- e
1—e 2
_n+l
. . . NRT . 1—e 2
dénominateur, on obtient apres simplification : S, =e e ﬁ
e —

i=n
InPy= % V), (carle logarithme d’un produit de réels positifs est égale a la somme des leurs
1=

logarithmes ) . Cette derniére somme est la somme des termes d’une suite arithmétique de
raison — 5 de premier terme Vo=InUp=Ine=1.D’ou:

i=n + Vi 5
i= =

4—n

2 4

, 4—n
Par conséquent : P, = exp ((n +1) 1 ) .

_n+l ee

b) lim e 2 =0 donc lim Sn=\/— 1
e_

n— +oo n— +oo

. 4—n .

lim (n+1)T=—oo,d0nc lim P,=0.
n— +o n— +o
EXERCICE 4

1°) f est dérivable sur [ 0 ; + oo [ comme somme de fonctions dérivables et :
Vx€E[0;+wo[,f' (x)=2¢"+4 >0.fest donc strictement croissante sur [ 0 ; + oo [ .

lim +f(X)=1—2= —1. lim f(X)= +oo(car; lim 62x= im 4x=+oo)_
X —0 X —+oo X — + X — + o

f étant continue et strictement monotone (croissante) réalise une bijectionde [ =[ 0 ; + oo [
versJ =] —1;+wo].

2°) 0 étant un élément de J, 0 a un antécédent unique par la bijection f, en d’autres termes,
I’équation f (x) = 0 admet une solution unique o dans I .

£(0,1) ~—0,378 . £(0,2) =0,29.1(0,1)x £(0,2) <0 . D’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires f prend au moins une fois la valeur 0 sur 'intervalle [ 0,1 ;0,2 ] .
Douaec[0,1;0,2].
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BACS2 1999 1" groupe SOLUTION

EXERCICE 1

1°) a) On trouve, en calculant les valeurs de In P :
y2=1In 13 =~ 2,56494 ;
ys =1n 88 =~ 4,47733 .

yi=1n7 ~ 1,94591 ;
ys=1n47 ~ 3,85014 ;

y3=1n 25 ~ 3,21887 ;

b)

2°) Pour avoir les parametres de la série statistique (X, Y ) , nous présentons les calculs dans
un tableau :

Xi 1 2 3 4 5 z Xi= 15

Vi 1,94591 |2,56494 |3,21887 |3,85014 |4,47733 |Zy;=16,05719
Xiyi | 1,94591 [5,1388 |9,65661 |15,40056 |22,38665 |3 x;yi=>54,52853
xi |1 4 9 16 25 T X =55

vy [3,7865 16,5789 |10,3611 | 14,8235 |20,0464 | Xy =55,5964

— 1 — 1 1 - —
X =3 xTxi=3; vy =3 xXyi=3,21; ny=§inyi— x Xy =127

1 ) . )
V(x) = 3 Y xi"— x °=2. L’équation de la droite de régression de Y en X est :

— — o
- = Oxy >
y—y =a(Xx— X )aveca V(x) 0,635, d’ou:
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Dyy:y=0,635x+13.

3°) Le poids P au bout de six mois est, en utilisant la droite d’ajustement précédente, P tel
quelnP=0,635x6+13soitlnP ~511,dou:P=¢""" ~165,7 mg.

EXERCICE 2

1°) a) Soit a une solution réelle éventuelle de ( E ) . On doit avoir :

a’+(3—2i)a’+ (1 —4i)a— 1 — 2i =0, soit en séparant partie réelle et partie imaginaire,
a?+3a’ta—1—i(2a%+4a+2) =0 a+3a’+ta—1=0

22’ +4a+2=0
En résolvant la seconde équation, on trouve que a=— 1, et la premiére équation est
¢galement satisfaite pour a = — 1. Ainsi la solution réelle est — 1 .

b) Utilisons la méthode de Horner pour factoriser le premier membre de (E ) .

113—2i|1— 4i —1—2i
—1 —1 —2+2i | 1+2i
112—21|—1—2i 0

(E) e (z+1)[ 22+ (2 —2i) z— (1 +20)] = 0. Le trindme entre crochets a pour
discriminant : A'=(1 —i)*+1+2i=1;doulesracines:z =—2+i et z =i.Par
conséquent, ’ensemble des solutions de 1’équation (E)est:S={—1;—2+isi}.

i ; . 2 .
o zg—zp _—2+itl 1—1  (i—1) =2 .
2°) a) Zc — Za i+1 i1 (+Di—=1  —2 i. Donc:
ZB — ZA —1 et Zs—7zp\ _ @
7Zc — ZA ¢t arg Zc — Za 2

b) Les deux relations précédentes se traduisent géométriquement par : AB = AC et

(A_é , AB )= g .Le triangle ABC est donc rectangle et isocele en A .

5 —7 i i
c)D’aprésa),ﬁ= i=>zp—za=e 2 (zc—2za) = 2c—2Za)= e 2 (z5 — Za)
On déduit de cette écriture que la similitude de centre A, de rapport 1, d’angle — g ,
transforme B en C .

N.B. Cette similitude n’est autre que la rotation de centre A et d’angle — g :

PROBLEME Partie A

1°) Pourx € | —oo; —1[U]—1;0[, f(x)existe si et seulement si x # 1 (or, 1 n’est pas
¢lément de cet ensemble) et pour x € [0; + oo [, f(X) est toujours définie. on en conclut que :
Di=]—oo; —1[U]—1;0[U[0;+oo].

—2—1
—2+1
9

A2 —3_
f(3)=3%¢ =

f(—2)=2+In

‘ =2+In3.
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X_
x+1

2°) ¢ lim f(x)= lim x+In
x— 0" x— 0"

‘=O(car: lim x=0et lim In
x— 0" x— 0"

x—1
x+1

~In1=0.)

e lim  f(x)= lim+xze_x=0(car: lim+x2=Oet lim e *=1).

e f(0)=02¢""=0.
Ces trois calculs entrainent que f est continue en 0 .

N 2 ><x—l
x+1)y° " x+1

39)a) Sixe€]—ow;—1[U]—1;0[,f'(x)=1

2 x2+1

ST D=1 e—1"

Sixe[0;+ow[,f'(X) 2xe  *—x%e "=xe "(2—X).

x—1 1 —x
f(x) —1£(0) Xl x+1 In 1 +x
b) e Ilim = lim = lim 1+
x—>0~ x—0 Xx— 07 X x— 0" X
— +
- lim 1 =0 W0r0 oy
x— 07 —X X
+
(Rappelons que : lim lnl¥2 =1).

u—20
f est donc dérivable a gauchedeOet: f'; (0)=—1.

_ 2 o= X
f (x) f(O}z lim x2e _

e lim = lim e =0
x—0" x—0 x—0" X X—>0+X
(car lim x=0et lim_ e "=1).

x—0 x—0

f est donc dérivable a droitede Oet:f' 43 (0)=0.
On en conclut que f n’est pas dérivable en 0 . Au point d’abscisse 0, la courbe présente un
point anguleux (deux demi-tangentes de directions différentes) .

3°) Le signe de f' (x) découle des expressions de f' (x) trouvées en A. 3° a) . On obtient :

X — © 0

x*+1 + +

X2—1 + J—

x2+1 + —

x2—1
X 0 2 + oo
f'(x) + —

d’ou le tableau de variation de f':
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X — ®© —1 0 2 + o
f'(x) + — B | _
+ + ' "4 =2
0 0
— 00

lim f(x)= lim x+In|=/—|=—oo
X — — ®© &) X — — 0 X"'"l‘
(car  lim o et lim In X_l‘ In1=0.)

X=— = =0.

X — — ®© X — — ®© x+1

lim fx)= lim x+In|7—| =+
X——1" ) X——1" X"’l‘
(car  lim et lim In X_l‘ + 0)

X=— = .

X—— 17 X—— 17 x+1

De manicre analogue, on montre que :  lim  f(x)=+o0.
X — —
Enfin lim f(&x)= 1lim x%e~ =0 (en appliquant le théoréme de croissance
X — + o X — t+ o
. . e
comparée quiditque: Ilim 5 =+o.)
X —+oo X

4°) D’apres le tableau de variation précédent, f est continue et strictement monotone, donc
bijective sur ] — o0 ; — 1[ et I'image de ] — o0 ; — 1[ par fest R.Comme 0 € R, 0aun
antécédent unique par f, en d’autres termes, 1’équation f (x) = 0 admet une solution unique
dans | — o0 ; — 1[ . Nommons a cette solution . f(— 1,6 ) ~ — 0,13 ; f(— 1,5) = 0,109 .
Comme f(— 1,6 ) x f(— 1,5) <0, s’annule au moins une fois sur ’intervalle

]— 1,6 ;— 1,5[ ; il en résulte doncquea € | — 1,6 ;— 1,5 [ .

—1
5a) Im [f(x)—x]= 1lm In = ‘ =In 1 = 0 (théoréme sur la limite
X ©

- — X — — ®© x+1
d’ une fonction composée : on en conclut que la droite d’équation y = x est asymptote a ( C

) au voisinage de — o .

x+1

— 1 . :
b)Pourx€]—ow; —1[U]—1;0[,f(X)—x =In = ‘ . Le signe de cette derniere

<1.cela

—1 _
= ‘ par rapport a 1 . Résolvons donc : =

quantit¢ dépend de la place de |~ —— <+ 1
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o X — x—1 X —
reV1nta.—1<X+1<1<:>—1—X+1<Oet1—X+1>0(:>—X+1<0et
XJr1>0<:>x€]—1;0[.

Conclusion : si 1:0 P <1, douln || <0

onclusion:six&€]—1;0[,ona —— ,douln|=—— ,

c’est-a-dire f (x) — x <0 : dans ce cas ( C ) est en-dessous de (D) .

sixE]—owo;—1] ,onaf(x)—x>0,d’01‘1:(C)estau-dessusde(D).

6°)

¥

Partie B
1°) D’apres le tableau de variation de la partie A 3), f est continue et strictement croissante,
donc bijective de [0 ;2] vers T=[0;4 ¢~ *] .

2)a) g ') =1leox=g(l)ex=c'=

1 1
I AN VI
g'lg™ ()] et e

d’une réciproque) .

0 |-
.

1 1 .. .
b)g (E )= —T =c¢. (Application du théoréme de la dérivée

3°) On utilise la symétrie d’axe (D) (cf. schéma ci-dessus) .
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Partie C

1°) a) I( L) est I’aire, en unités d’aires, de la partie du plan limitée par la courbe ( C ), axe
des abscisses et les droites d’équationx =0 et x =A .

b) I(A) = jj x’e *dx . Intégrons une premiére fois par parties en posant :
ux)=x’etv'(x)=e *.Dou:u'(x)=2x etv(x)=—e "

A
Ona:I(A)= [—xze"‘]o +2 jjx edx =—Ne T+ 2 jjx e "dx .
Posons J (A) = jj x e “dx et intégrons une deuxieme fois par parties en posant :
ux)=xetv'x)=e “.Dou:u'x)=1 etv(x)=—e™ *

. — 1t -x - —A -x /1=_ —A A
Ona:l(0)=[-xe] + [fedv=—de ™+ [-e7]=—heT —c +1.
En reportant , on obtient finalement :

I(M)=—2Me*—2he ™ —2e+2.

2°) N lim T (L) =2 (car, dans I’expression de I(X) , tous les termes en ¢~ * ont pour limite
— + ©

0 quand A tend vers + oo .
3°)a) I (2)=— 10 ¢~ * + 2 (en remplagant par 2 dans I’expression de I(A) ) .
b) Par symétrie orthogonale d’axe (D), I’aire étant invariante par symétrie, cette aire est la

méme que celle limitée par la courbe ( C ), I’axe des abscisses , I’axe des ordonnées et la

droite d’équation x = 2, soit [ (2) . Elle vaut donc : 4 (— 10 e~ 2+2)cem?, soita peu pres
2,586 cm? .
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BACS2 1998 Remplacement SOLUTION

EXERCICE 1
a) Posons z =z, avec z; € R . L’équation devient : i z> + (1 — 5i) z; + 6i —2=0. En

séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient : z; —2 +1i(z>— 52z, +6)=0d’ou
nécessairement z; =2 . Soit z, ’autre solution . Onaz;z,=61— 2 ,d’ouz;=3i— 1.

b)C € (0, e ) = zc € R . C est équidistant de M, et My < | zc — 71 | = | zc — 71 |
©|Zc—2|=|Zc+l+3i|@(ZC—2)2=(2C+1)2+9 S—4zc+4=22c+10
< zc=—1.Donc C est le point de coordonnées (— 1;0).
) — 3i .
¢) a) L angle de cette rotation est : (Cﬁl ,Cﬁ2)=arg (ZZZI—_ZZCC) =arg (—31)=arg (1)=§ .

B) R, estI’application qui, au point M d’affixe z , associe le point M ' d’affixe z ' telle
que:z'+1=i(z+1).Siz=0,onobtient:z'=— 1+ i.
Donc O ' est le point de coordonnées (— 1;1).

d) @) R, o R, est une rotation, car composée de deux rotations de méme centre , d’angle

T T R
5ty =m, donc une symétrie centrale de centre O..

B) Poury voir clair, faisons un schéma :
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Le triangle BOC est rectangle en C. Le centre du cercle circonscrit C a ce triangle est donc

Zg + ZC 3i—1
> =7 et son rayon est :

le milieu de [BC], soit le point I d’affixe z; =

3i—1‘=\/1_0

10 = . L’image de C par R, o R, est donc le cercle C " de centre

2 2
. 0 1—3i

['=So (I) et de méme rayonT.I'apour affixe > -
EXERCICE 2
199a) D =R . VxeD, f(—x)=—xIn|—x|=—xIn|x|=—f(x): fest impaire .
lim f(x)= lim  f(x)=1{(0)=0:festcontinueenO.
x— 0" x—0
lim & _ lim ) = — oo : fn’est pas dérivable en 0 .
x—0" X x—0" X

b) Vxe[0;+w[,f'(x)=Inx+ 1. Voici le tableau de variation de f':

X 0 l + oo
€
g'(x) — +
0 + o0
1
e

2°a) I(o)= f ' xInxdx . On intégre par parties en posant :
1 2
u(x)=Inxetv'(x)=x .D'ou:u'(x)=1 etV(X)ZXE .

2 1 1

X X o’ x’ o’ 1
[(a)= |—Inx —f—dx=——lna— —|=—7Fmha —7 +

(8

b) lim  I(o)= lcar' lim glna= lim iz=O
o—0" 4 a—>0" 2 a—0 4 .

b) — limo . I(a) est I’aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses
o —

et I’axe des ordonnées .
3°)
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— limo . I(a) est I"aire de la partie du plan limitée par la courbe de f, I’axe des abscisses et
o —

la droite d’équation x = 1.

. 1
L’aire demandée vaut: — 2 lim , 1 (o) = 3 U.A.
a—0
EXERCICE 3
1°) a) (U, est une suite arithmétique de raison 2 car: U, — U, =2.

b) Le centiéme terme est ugg =up+99 x2 =1+ 198 =199 .

100(1 + 1
¢)S= 00 5 99=10000.

2°9Ya) Voy 1 = Up 1 +1=3U,+3=3V,: (V) estune suite géométrique de raison 3 , de
premier terme Vo =2 .
b))V, =2x3". Uy,=2x3"—1. lim Uy=+w(car3>1,donc lim 3"= +o0) :

n— +o n— +o
la suite (U,) diverge.
2 2 2a 2
3°)a)mn+1=Un+1—:=aUn+2—:=aUn—1_a=a(Un—1_a)=aa)n
S . ) 2 2
(my ) est une suite géométrique de raison a , de premier terme 0)0=U0—: =1— [ —a-
. _a+l1
SOit o =7""7 -
. . 2
b) (o, ) convergesi|a|<1.Danscecas, lim ®,=0,dou: Ilim Un:l—a'

n— +oo n— +o

132



N.B. Dans le 2°, on a étudi¢ le cas particulier ou a = 3, ce qui confirme bien la non-
convergence de (U,) dans ce cas.

EXERCICE 4
1°) Tableau des valeurs de la série statistique (Z, X) :

Z|0 8 14 |21 [28 36
X | 3984 | 3011 | 2460 | 1652 | 1448 | 982
— 1 — 1
29) z =¢ xTz=17833; y =¢ xTyi=2256,1667
1 —_
V(2)=¢ 72— z 2eto,=\V(z).Ontrouve : 6, = 12,06 .
1 P
V) =¢ Sy — y 2eto,=\V(y).On trouve : 6, = 1019,67 .
1 — — 169116
Gy =% Zziyi— z Xy =— ¢ — (17,833 ¥ 2256,1667) = — 12 048, 96 .
o,
Le coefficient de corrélation linéaire est : r 2(5_% ~—0,9797 .
z y

r est trés proche de — 1 : il y a une forte corrélation linéaire entre Z et Y .

. - - Oyz
3°) Dy, apour équation:y — y =a(z— z )avec a=—6y—2 ~ —8282.

z

Apreés calculs, on trouve qu’une équation de Dy, est : y = — 82,82x +3733,24 .
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BACS2 1998 1 groupe SOLUTION

EXERCICE 1
19)a)A'=1—5=4.2/=1+2i; z2=1—2i.S={1+2i;1—2i}.

b)A' =(1+\3)2—(5+2\3)=i.2/=1+\3 +i ;' =1+\3 —i .
St={1+V3 +i;1+\3 —i}

2°) a)

k4

b) La vérification est immédiate et laissée au lecteur.
ZA— 7B

Le triangle ADB est rectangle en B car : (B_A) , BD ) =arg (u ) =arg (i \3 ) =§ .

¢) D’apres ce qui précéde, B appartient au cercle de diametre [AD] . Montrons qu’il en est de
méme de C.

—  —
(CA,CD)=arg(

zD—zc)zar 1—21_(1+\/§_i))=ar (—\/S—i)
Sl +e3 —1)) “Bl_\3 +3i

Sl B ]

= arg = ar

ZAN — Zc
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3 ) . :
Donc ( CA , CD )= 7“ : Les droites (CA) et (CD) sont orthogonales, donc C appartient bien

au cercle de diameétre [AD] . Les points A, C, D, B sont cocycliques (c’est-a-dire situés sur
un méme cercle) .Le centre de ce cercle est le milieu de [AD], c’est-a-dire le point Q d’affixe

+
o= % =1.Q a donc pour coordonnées (1 ; 0) .
Lerayondececercleest | @ —za| =|1 —(1+2i)|=2.

3)a)A'=(1+2cos0)*—(5+4cos0)=—4+4cos?0=—4sin?0=41*sin’0 .
Les racines sontdonc: Z;=1+2cos0+2isin® etZ,=1+2cos6—2isin6.
ei@

b)|Z;,—1|=|2cos0+2isinh|=2 =2.

Donc le point-image de Z,; appartient au cercle de centre Q (1 ; 0) et de rayon 2 . la
vérification est analogue pour Z; .

EXERCICE 2
2 2
. © 1 R N
19 a)p(E)=—"75" =7 pE)=">5" =79 75"
Cs Cs
2 11
S 3 % 6 3 1
D)pX=0)="75 =193 PX=D="5"=75 =5 ; pX=2)=pE) =7, -
Cs Cs

La loi de probabilité de X est résumée dans le tableau suivant :

X; |0
pi |3
10

DN W [ =
—_

10

2°) a) Sachant que N, est réalis¢, la composition de la boite devient : 3jetons noirs, 3 jetons

blancs. La probabilité d’avoir un jeton noir dans ces conditions est : 7 , soit

[SALN

p(N2|Np=
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Sachant que B, est réalis¢é, la composition de la boite devient : 2 jetons noirs, 4 jetons blancs.

La probabilité d’avoir un jeton noir dans ces conditions est : 7 , soit :

[

p(N2|By) = 3 -

2°) b) p (N2) =p (N2 N Nj) + p (N2 N By) car N; et B, constituent une partition de I’univers

. N 2 1 3 1
des possibles . D’ou : p(N2) =p(N1) p (N2 | Ny) + p(B)) p (N2 | By) = 5 %5 ts X3 .
2
En fin de compte : p (N2) = 5
PROBLEME
1
- 1
1°9a) ¢ lim f(x)= lim 77 e¥ .posons X=7 .Quandx -0~ ,X —> —o0.
Xx— 0" x— 0% X
Ainsi lim f(x)=_ lim X?e¢*= lim —Y’e Y= 0(poserY=— X et utiliser
x— 0" X —>—00 Y >+

les croissances comparées) .

e lim f(x)= Ilim x*Inx= lim  x (xInx)= 0 (produit de deux quantités qui tendent
x—0 x—0 x—0

vers 0) .
e f(0)=02c""=0.
Il résulte de ces trois calculs que f est continue en 0 .

1
fx)—f . | ) 1
b) e lim =10 _ lim 5 eX=_lim X ¢&* (poserX=7)
x—>0~ Xx—0 x— 0" X X——o0 X
= lim —Y’ e " =0 (poser Y =— X et utiliser les croissances comparées) . Par
Y >+
consequent, f est dérivable a gauchede Oet: f's (0)=0.
fx)—f .
e lim G —100) _ lim  xInx = 0. Par conséquent, f est dérivable a droite de 0
x— 0 x—0 x— 0
et:f'q (0)=0.

L’ égalité de ces deux limites entraine que f est dérivvable en 0 et que ' (0) =0.
Interprétation géométrique : Au point d’abscisse 0, la courbe a une tangente horizontale.

1
| . 1
29)a) lim f(x)= Ilim 7 eX¥= lim u?e"= 0(poseru=7).
X — — 0 X — — 0 u—0— X
lim f(x)= Ilim x*Inx=+ oo (produit de deux quantités qui tendent vers + o) .

X — + o0 X — + o0
b) f est dérivable sur | — o0 ; O [ et sur ] 0 ; + oo [ comme produit de fonctions dérivables. on a

vu a la question précédente que f est dérivable en 0 . Finalement, f est dérivable sur R .

Pour x <0, on utilise la formule de dérivation d’un produit pour obtenir :

1 1 1
—2 ~ 1 < (2x+1) )
f'(x)= O eX — Fex=— X4 e’ . f'(x) est donc du signe de — (2x + 1) .

X
X 1
— ® —5 + oo
2x+1 — +
f'(x) + —
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Pour x > 0, la méme formule donne :
2

f'(x)=2x1nx+x;=x(21nx+1)..f'(x)estdoncdusignedeZlnx+1‘

X 1

0 e 2 + oo
2Inx + 1 — +
f'(x) — +

¢) On obtient donc le tableau de variation suivant :

X 1 1
— —3 0 e 2 + o0
f'(x) + — — +
4e" + o0
f /
1
0 —Ee_l

X — — ®©
f
lim 1o _ lim xInx=+o:lacourbe de f admet une branche parabolique de
X —>+oo X X — + o0

L - .
direction (O, j )au voisinage de + .

4°) Voir figure ci-dessous .

°)q()=—16 f f(x)dx=—16 f x* In xdx . Intégrons par parties en posant :
1 3
u(x)=Inxetv'(x)=x*.Dou:u'(x)=_ etV(X)ZX?

1
o Ino

*Inx 1 Jx? 1 [x*
na: [ x In xdx [ | 3 fa 3a’x 3 3 [9 L
. 16’ Ina 16 160’
soit q(o) = T—i_?_ 9

. 16 . ) .
6°) hmo q(a)= 9 - C’est la valeur en cm?, de I’aire du domaine compris entre la courbe
oa—

de f, I’axe (O, T ), l'axe (O, T ) (domaine hachur¢ ci-dessous) .
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J’ai achevé de rédiger ces annales, par la grace de DIEU, ce 15 Janvier 2007
AL HAMDOU LILLAH !

Bonne chance a tous les candidats qui travailleront avec ce manuel !
Soyez indulgents pour les erreurs que j’ai commises. Aucune ceuvre humaine n’est parfaite !

Qouhamadou 'Gy
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BACS2 1997 1°" GROUPE ENONCE

EXERCICE 1

1°) a) Calculer le module et I’ argument du nombre complexe :

2 +2i3
W=

b) En déduire ses racines carrées

2°) Résoudre dans C I’équation suivante
22+ (N3 —7)z— 43 +iV3)
3°) Soit Z, la solution imaginaire pur et Z, I’ autre solution , montrer que

Z,—2i
z,—2i @

— —
4°) Dans le plan complexe, rapporté a un repére orthonormal ( O, e; , e, ), soit, A, B,
C les points d’affixes respectives (2i), Z; , Z, ; préciser la nature du triangle (ABC) en
utilisant 1° a.

EXERCICE 2

Dans un jeu de 32 cartes on a quatre « couleur » : pique, tréfle, carreau et ceeur ;
Chaque « couleur »comprend huit cartes dont une carte as.

1) — On tire simultanément 3 cartes d’un jeu de 32 cartes bien battu. Calculer la
probabilité de chacun des événements suivants:

A : « Les trois cartes sont des as »
B : « Il y a au moins 2 couleurs » parmi ces 3 cartes.
C: «Ily apas das parmi les 3 cartes.
2) — On tire successivement avec remise 3cartes du jeu de 32 cartes .Le nombre de

ceeurs tiré définit une variable aléatoire X. Déterminer I’ensemble des valeurs prises par
X ; la loi de probabilité de X et son espérance mathématique.
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PROBLEME

I/
1°) a) Résoudre I’ équation différentielle :
y"—3y'+2y=0.
b) Donner la solution satisfaisant aux conditions suivantes :
f(0O)=0etf' (0)=—1
2°) On considére la fonction g(x) = eX — e*

a) Etudier les variations de g et construire sa courbe représentative Cg dans un repére

— — ,
orthonormal (O, i , j ) (unité 1 cm).

b) A tout réel B ; on associe (P 3 ) I’ ensemble des points M du plan dont les
coordonnées vérifient:

B=x=0
0=sy=g(x)
Hachurer ce domaine ; calculer en cm?2, l’aire /4 (B ) de ce domaine et la limite
de cette aire lorsque B tend vers — o0 . — o0

II / On considére la fonction h : x — | e — e>* | de Rdans R..

1) déterminer lim

.\ , en justifiant .
X —0

2) Etudier la dérivabilité de h a droite ; puis a gauche en 0.

3) Faire I’étude compléte de h puis construire Ch dans un second repére orthonormal
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— —
(O, u, v ) onreprésentera les demi tangentes en 0 a Ch .

Ll / On considére la fonction n(x) = In | e — e*

1) a/ Préciser le domaine de n.

b/ Démontrer que n(x) - 2x =In (1 — e~ *), Vv xe R* .,

c/ Déterminer  lim In(1—e %
X — 4+ 0

d/ En déduire I’existence d’une asymptote oblique A1 a Cn

On étudiera éventuellement la position de Cn et Aq .

2) a/ Démontrerque Vxe R¥_ nx) -x=In(1— e

b/ Déterminer lim In(1 — e *) en déduire I’existence d’une deuxiéme
X —> — ©0

asymptote As a la courbe Cn , €étudier leur position.

3) Faire I’étude compléte de n et construire Cn dans un troisiéme repére

— —
orthonormal (O, e; , e ).
. . N .. . ;. -1
4) Montrer que la restriction (p de n a R+ , admet une bijection réciproque (P et

- C oo e (0,50, &
construire la courbe ( ) de P danslerepere (O, e;, e ).
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BACS2 1997 1" groupe SOLUTION

EXERCICE 1

10)a))a)|—\/(%) +(§] =1.0naoa=% +i%‘Doncargw=§ 2mn).

b) Lesracines carrées de o sont les nombres complexes de module 1 de la forme :

i Z+km
wk=e(6 J(k=00uk=1).0n obtient les nombres
o= ¢ 6=\/_7+% et ;= e 6 = _ e 6 =—\/_T—%

29 A= (V3 —7iP+16(3+iV3)=— 46— 1431 +48 +16iV3 =2+2i\3 =4 0.

iz i
une racine carrée de A est donc, d’aprés 1°b, 2 e 6 , soit 2 (@ + %) =3 +i.
D’ou les solutions de 1I’équation :
—\3 +7i+\3 +i —\N3 +7i—\3 —i
7= 5 By etz = 'g 3 L= \3 +3i.
Vo —2i~ 2 2t Te
— i
4°) Zzzl——211 =|ow|=1donc|z,—2i|=|z —2i|,dou: AB=AC: le triangle ABC est
) . — 2i
isocele . par ailleurs, arg (Z;l — 21i ) = (A_é , AB ) =§ =arg .

Il en résulte que le triangle ABC est équilatéral .

EXERCICE 2
3
SR SR
)P (A)="37 “1a0
32
B est I’événement :« il n ya qu’une seule couleur parmi ces trois cartes »
3
C
— 8 7 , 7 148
p(B )=4x 3 155 .dou:p(B)=l—E =155 -
C32
3
C28 819
PO="5" 1249 -
C32

2°) On a affaire a un schéma de Bernoulli de paramétresn=3 etp = 3% =

des valeurs de X est {0,1,2,3}.

0 3 1 2

0 2 1 2
oo (] 3 e (43 -

. I’ensembles

PNy
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2 1

2 9 3 1
a8 (1 o8 3]

L (0x2D (X2 T2 X9 +Bx1) 48 3
EX)= 64 “64 4
PROBLEME
Partie 1

1°) a) L’équation caractéristique est: 1> — 3r+2 =0 . Elle a pour solutions :rj =l etr, =2
les solutions de I’équation différentielle sont donc les fonctions :

y=Ae*+Be®™ (A,B€R).
1°9b)y'=Ac*+2Be™.y(0)=0=A+B =0.y'(0)=—1=A+2B=—1.
D’oulesysttme: JA+B =0 :{A=l etB=—1.
A+2B=—1

La fonction cherchée est donc : f (x) = e* — e**.

2°) a)g' (x) =" —2e™=¢"(1—2¢").

1 1
g'(x)20®1—2e"20©2ex51©eX§§ ©x51n§.
x Iny +
— OO n2 o0
g'(x) + —
1
¢ /4 \
0 — 0
lim gx)= lim €& (1—2¢)= —w
X — + o0 X — + o0
(car: lim e'=+wet lim (1—2¢" )=—o0.
X — + o0 X — + o0
1 1 2
1 In~ 2ln= 1 o
g(ln§)=e 2_¢ 2=§—(%) =2 - g(O)=O:Cg passe par 1’origine .
Xl_X
im & g, d=e)__
X—>+oo X X — + o0 S
(car lim — =+wet lim (1—e)=—w).
X — +o X X — + ©

Donc C g admet une branche parabolique de direction (Oy) .

Pour la figure, cf, ci-dessous .
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0 e 1 e
b)/4 (B)=fﬂg(x)dx= [e - ]ﬁ—z —el+ 5 -

im A -

B——oo

057

25 -2 15 -1 05 0 05 1 15 2

-051

=257

Partie 11

25

1°) La fonction exponentielle x — € est dérivable en 0 et (¢*) ' = " . Donc sa dérivée au point

xo = 0 vaut ¢’ = 1. D’ou par définition de la dérivée :
u 0 u
. e —¢ ) e — 1
lim = lim =1
u—0U—0 3o

2°) Pourx >0, , ona: x < 2x donc e* < ¢™ d’aprés la croissance de la fonction exponentielle,

d’oth (x) =™ —¢*.

h —h 2x_ X x_l
lim MR =hO) e =e o 8 =1
x— 0" x—0 x— 0" X x— 0" X

(car lim £ —= - d’apres I1.1° et lim +eX=e0= ).
x—0 X —

Pour x <0, , on a : x > 2x donc e* > ¢™* d’aprés la croissance de la fonction exponentielle,
X 2
d’ouh (x)=¢" —e™.

X 2xX X
fim W =hO o e=ec . oal=e_
x—0~- Xx—0 x—0 X x— 0" X

h n’est donc pas dérivable en 0. Cepandant, au point d’abscisse 0, C h admet 2 demi-

tangentes de coefficients directeurs respectifs 1 et — 1.
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3% epourx>0,h'(x)=2e—e*=e"Q2e" —1).
1 . . . .

h'x)>0 = x>ln§ , Ce qui est ce qui st toujours vrai si x >0 .

epourx>0h'(x)= e*—2e™=¢"(1—2¢") .

h'x)>0 = x<ln2 .
Le tableau de variation de h est donc:

x — lnz 0 + o0
g'x) + — +

1 +

g /4 \ /V o0
0 0
2X X X
— —1
im Ao =€ o8 —t o,
X —>+ow X X — + 0 X — + o0 X

C h admet une branche parabolique de direction (Oy) .

Partie 111
— ™ #0 . Résolvons e* — ™ =0 < ¢* (1 —¢")

1°) a) n est définie si et seulement si €*

= x=0.DoncDn=R*=]—0;0[U]0;+o].

0
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b)Vx>0,n(x)—2x=In(™—e)—2x=In[e™ (1 —e %] —2x
=In@E™)+n(1—e )—2x=In(1—e %).

¢) lim (1—e ®=1ldonc lim In(l—e %=0.

X — t oo X —> t o

d) Ainsi, lim n(x) —2x=0etd’autre part, 1 —e~ *<1ldoncln(l —e™ %) <0
X — + o0

pour x>0 . C n admet donc pour asymptote oblique la droite A; d’équaion y = 2x et C n

est en-dessous A; au voisinage de + o .

29 a) Vx<0,n(x)—2x=In(e"—e™)—x=In[e" (1 —e¥] —x
=x+In(l—e")—x=In(l —¢€).

b) lim In(1—¢€")=In1=0.Ladroite A; d’équation y = x est donc asymptote a C n

X—> —

au voisinage de — o .Pourx <0,onal —e*<1doncIn (1 —e*)<0.

C n est en-dessous de son asymptote oblique A; au voisinage de — o .

X_2 2X 1_2 X
P)VxeR . @=-"5"3 -7 5

1
esix<0,onal —e*>0etl 2ex>0©x<ln§ .

051x>0,0na1—ex<0et1—2ex>0©x<ln§ , ce qui n’est jamais vérifi¢ avec
x>0.Ilenrésulteque V x>0, n'(x)>0.

n(l)=In(e*—e)=lne(e—1)=1+In(e—1)>0.

Donc C n coupe 1’axe des abscisses entre 1’origine et le point d’abscisse 1 .

X — ln% 0 + o0
g' (%) t — +
1l +
g /V n4\ / 0
0 — —
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V!
e R
7
~ - 4

4°) D’apres le tableau de variation de C n, @ est continue et strictement croissante sur

10 ;+ o[ . C’est donc une bijection de ] 0 ; + oo [ vers R et admet une bijection récproque

() I R —10;+ o[ .Pour la construction de ( C "), cf courbe de la question précédente.

BACD 1996 1° groupe

EXERCICE 1

Une urne contient dix boules : une boule porte le chiffre 0 ; trois boules portent le chiffre
1 ;et six boules portent le chiffre 2. On extrait simultanément trois boules ; on suppose
que toutes les boules ont la méme chance d’étre prélévées.

1°) a) Quelle est la probabilité d’ obtenir au moins une boule portant le chiffre 2 ?
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b) Quelle est la probabilité d’ obtenir trois boules portant le méme chiffre ?
2°) On désigne par X la somme des chiffres portés par les trois boules.
a) Déterminer la loi de probabilité de X ; calculer son espérance mathématique.

b) Définir et représenter la fonction de répartition de X.

EXERCICE 2

1°) Résoudre dans C I'équation : (sin2 o) z2 + (sin 200)z+ 1+ cos2a=0.

On désignera par z ' et z " les solutions obtenues avecIm (z') > 0.

2°) Vérifier que z '2 + z ''2 est un réel indépendant de o .

— —
3°) Le plan étant rapporté a un repére orthonormal direct (O, u , v ), on désigne par
M'et M " les points d'affixes respectives z 'et z " .

T
a) Déterminer o tel que 5 <a<m
M'M" =212

b) o étant le réel trouvé au 3° a), montrer que M ' et M "' appartiennent & un méme
cercle de centre O dont on précisera le rayon.

PROBLEME

On considére les fonctions numériques de la variable réelle x définies par :

X—1 2X
f(x) = eth (x) =1In
X2 —2x + 5 x+1

I - Etudier les variations de f et construire sa courbe représentative ( C ) dans un

— —
repére orthonormé ( O, i , j ) du plan. En particulier, placer les points d’abscisses 0

et 2 de cette courbe ( C ) ; montrer que le point I(1, 0) est centre de symétrie de

((j)
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II - On désigne par g la fonction définie par :
gx)=f(x) six<1
g(1)=0
g(xX)=h(x) six>1

1°) Etudier la continuité degenxy = 1.

2°) Etudier la dérivabilité degen xo = 1.

3°) Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative ( I' ) dans un second
repeére orthonormé (unité 2cm) ; on tracera la (ou les) tangente(s) a (I )au point 1(1,0).

4°) Montrer que g est une bijection de R sur une partie ] de R gue l'on précisera.

Déterminer g~ * ( — %) etg t(x) six>1.

I1I - Soit G la fonction définie par G (x) = fg(t)dt ., xeR.

1°) Préciser pourquoi G est dérivable sur R et déterminer G ' (x) .

2°) Déterminer I'expression de G (x) pour x < 1 . en déduire I'aire en cm? de la partie
du plan I'axe x 'O x (axe des abscisses) , la courbe ( I' ) et les droites d’équations x = 0
etx=1.
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