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Académie d’enseignement BKO /RG Un Peuple — Un But — Une Foi

Module 2 : Fonctions numériques d’une variable réelle (TSexp)

(Compléments de cours)

I) Extension de la notion de limites

1)

2)

Limites par comparaison
V xeR, si u(x) < f(x) et si lir+n u(x) = +o alors “T f(x) =+
X—+00 X—+00
V xeR, si f(x) < v(x) et si lier v(x) = — alors ]irIl f(x) = -
X—+00 X—+00
V xeR,siu(x) < f(x) < v(x)
etsi lim u(x) = lim v(x) =lalors lim f(x) =1
X—+00 X—+00 X—+00

u(x); v(x); f(x) sont des fonctions numériques et [ un nombre réel

Exemplel:

Soit la fonction f définie sur ]1; +oo[ par f(x) =

a) Etudier le signe de x? — 1 sur ]1; +oo]

b) Comparer sur |1; +oo[, x? — 1 et x?

¢) Endéduire que V xe |1; 40| x < f(x)

d) Calculer liT x et lirp f(x) et comparer les résultats
X—+00 X—+00

Exemple 2 5
Soit f(x) = ==

X
a) Sachant que —1 < sinx < 1. donner un encadrement de f(x) pout tout
x#+0
b) On note u(x) et v(x) les fonctions encadrent f(x) : calculer

lim u(x)et lim v(x)
xX—+00 X—+00

¢) Endéduire lim f(x)

X—+00

Limite d’une fonction composée
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle /, g une fonction
définie sur f (/). a un élément de / ou une borne de /. [ et I' deux nombres
réels ou 400 ou — o
silim f(x) = let limg(x) = l'alors limgo f(x) =1

x—a x—l x-a
Exemple 3 :
Soit f(x) =Vx?+x+1
a) Ecrire f(x) comme composée de deux fonctions u(x)et v(x)

(f(x) =veou(x))

b) Calculer limu(x); limv(x); puis lim f(x)
x—1 x—3 x-1

x3
x2-1

Utiliser les limites pour la recherche de I’asymptote oblique

La droite d’équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe d¢ fau

voisinage de +oo (respectivement —oo) lorsque “T [f(x)—y]l=0
xX—+00

(respectivement lim [f(x) —y] = 0]
X——00
D’une manicre générale :
Si lirp f(x) = too il ya possibilité d’asymptote oblique
x—too
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On calcule lim )

X—'iOO X
ye . X
4 Si lim £% = 0 alors la courbe de f admet une branche
X—-»ioo X

parabolique de direction I'axe (0x)

#* Si lirr % = ~oo alors la courbe de f admet une branche
X—+o

parabolique de direction I’axe (0y)
+ Si lim 2% = g alors on calcule lim [f(x) — ax]
x—-too X xX—too

v Si lirIl [f(x) — ax] = b alors la droite d’équation y =

X—1T00
ax + b est asymptote oblique a la courbe de f

v Si lirp [f(x) — ax] = too alors la courbe de / admet

x—to

une branche parabolique de direction asymptotique y =

ax
Exemple 4:
L . . i ; 2x%+bx+8
Soit la fonction f définie par f(x) = i

Determiner les réels b et d sachant que la courbe représentative de f admet les droites x =
3 ety = 2x comme asymptotes
1) Etude de la continuité sur un intervalle
1) Théoréme de la bijection

Soit f une fonction continue et strictement monotonc sur un intervalle /. donc
elle réalise une bijection de / sur f (/). par suite elle admet une fonction
réciproque notée £~ qui est aussi une bijection de f(I)sur I

Exemple S :

Soit la fonction g(x) =

2x%-6x+8
a) Etudier les variations de la fonction g
b) Calculer g(7) et monurer que le point /(3; 6) est un centre de symétrie a la courbe de
g
¢) Montrer que la restriction h de g a 'intervalle [5; +oo[ réalise une bijection de
[5; +oo[ sur un intervalle J a préciser
2) Théoréme des valeurs intermédiaires
+ Soit / une fonction continue sur un intervalle [a; b], si ¢ est un nombre
réel compris entre f(a)et f(b) alors il existe au moins un reel x
élément de [a; b]. tel que f(x) = ¢
4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. si f(a) x f(b)
sont de signes contraires ( c'est-a-dire f(a) X f(b) < 0) alors
I"équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans [a; b|.

Exemple 6 :
Soit la fonction t(x) = x3 — 3x — 4
a) Etudier les variations de t et dresser son tableau de variation
b) Montrer que I’équation t(x) = 0 admet une solution unique a dans [2; 3]
¢) Donner un encadrement de a d’amplitude 1072 en utilisant la méthode par dichotomie
d) En déduire le signe d¢ t(x) sur son domaine de définition
3) Continuité d’une fonction composée
Soit I et I' deux intervalles de R
Soit fune fonction continue sur /. telle que f (/) < /" et g une fonction
continue sur /", la fonction g o f est continue sur /
1) Etude de la dérivabilité de fonctions
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1) Dérivabilité d’une fonction composée
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / et v une fonction dérivable sur
un intervalle contenant u(/), la fonction v o u est dérivable sur / et on a :
(vouw) =u' x (v ou)

Exemple 7 :
Soit f(x) =vVx+1
a) Ecrire f comme composée de deux fonctions u et v avec f(x) = vou
b) Déterminer f'(x)
2) Dérivabilité de la réciproque d’une bijection
Soit fune fonction dérivable. strictement monotone sur un intervalle /. telle
que Vxel, f'(x)#0
e Lafonction f réalise une bijection de I vers f (/)
e Labijection réciproque f ! est dérivable sur f(/) etona :

(D' (x0) =

1
f'If"1(x0)]
Exemple 8 :
it 2x+3
Soit f(x) = .
a) Calculer £(0)
b) En déduire (f71)'(3)
3) Dérivabilité et points particuliers
4+ Points Anguleux
Sifg(x0) # f'a(xp) alors f n’est pas dérivable en x,. la courbe de f admet au point
M (xg; f(xy)) deux demi tangzentes
Une demi-tangente a gauche d’équation y = f’q (x0)(x — x0) + f(x0)
Une demi-tangente a droite d"équation y = f' (o) (x = xo) + f(x0)
Le point M (xg; f(xg)) est un point Anguleux
4+ Point de rebroussement
Siolim 222 = o5 0y lim [5x) 1)
X-xo~  X—Xg x-xgt  X—Xo
M (xg; f(x0)) est un point de rebroussement. La courbe de f admet en ce point une demi
tangente verticale

= oo alors f n’est pas dérivable, le point

#+ Point d’inflexion
La courbe de f admet un point d’inflexion si la dérivée seconde de f s annule en un point x,
cn changeant de signe. Le point M (xq; f(x)) est un point d’inflexion
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