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Nombres Complexe
Classe : TSE

Domaine : SMT Discipline : Mathématiques
Théme : Nombres Complexes

Ressources Educatives

Ressources humaines : Professeurs ; éleves

Ressources Matérielles : tableau, livres, regle, équerre,
Stratégies d’animation : Travaux en groupes

Pré évaluation : Compléter le tableau des angles remarquables
Situation Probléme :

Y a-t-il un nombre dont son carré est égala —17?
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Déroulement des activités

Pré évaluation
Compleéte le tableau des angles remarquables
Résous les équations suivantes dans I’ensemble donné :

x—1=0dans N; f) x? -3 =0dans Q;
x+1=0dans N; g) x?—3=0dansR;
x+1=0dans Z; h) x? +1 = 0dans R;
2x —1=0dans Z; i) x?+x+1=0dansR;
2x —1 = 0dans Q; j) z2—2z+5=0dansR.

Situation Probléme :

L’équation x + 1 = 0 n’admet de solution dans N mais dans un ensemble plus grand Z ;
L’équation 2x — 1 = 0 n’admet de solution dans Z mais dans un ensemble plus grand Q ;
L’équation x? — 3 = 0 n’admet de solution dans Q mais dans un ensemble plus grand R ;
L’équation x? + 1 = 0 n’admet de solution dans R : Crise dans R @!!!

{* Existe-t-il un ensemble plus grand que R ? existe-t-il un nombre dont le carré est égal a -1 ?
Séquence 1 : Etude des nombres complexes

1.1. Notion de nombres complexes
Activité 1 : on considere les équations suivantes d’inconnues z :
z2+1=0; b)z’4+z+1=0; ¢) z°—-2z+5=0.
Consignes
Suppose qu'il existe un nombre i tel que i> = —1 et résous les équations a) ; b) et ¢).
1.2. Définition
On appelle nombre complexe tout nombre pouvant s’écrire sous la forme a + ib, tel que a et b
sont des nombres réels et i? = —1.
L’ensemble des nombres complexes est noté C. C Contient R.
Exemples:3+2i;—2—\/§i;3i;\/§;0.
1.3. Vocabulaires
Soit z un nombre complexe tel que z = a + ib.
L’écriture a + ib est appelée forme algébrique de z. Elle est unique
Le réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(z).
Le réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z).
NB:
Sib = 0, alors z = a; z est un nombre réel.
Sia=0eth # 0,alors z = ib ; le nombre z est dit imaginaire pur.

Exemples :
z =—2+ 3i,alors Re(z) = —2 etIm(z) = 3.
zZ= —%i, alors Re(z) = 0etIm(z) = —% ; z est imaginaire pur.

z =5,alors Re(z) = 5etIm(z) = 0; z est réel.
1.4. Propriété

Soit z et z' deux nombres complexes. On a :
-]

M. ADD  vous propose cours de Nombres Complexes TSE 2023/2024 3



%eé Donblic doe Niamatkoro Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76 34 32 34 / 66 34 32 34
& z=172 & Re(z) = Re(z') etIm(z) =Im(z').
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs
parties imaginaires aussi sont égales.
& z=0 Re(z)=0etIm(z) =0
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont
nulles.
& 0 est appelé nombre complexe nul.

Activité 2 :

ondonne z = 3x + (y — 2)i et z’ =y + (5x — y)i ol x et y sont des réels.

Détermine x et y pour que z et z’ soient égaux.

1.5. Représentation géométrique d'un nombre complexe

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O; e;; e;) et z = a + ib un nombre complexe

ou a et b sont des réels.

Axe imaginaire L’application qui a tout nombre complexe

VI z associe le point M(g) est une bijection
de C vers le plan.
L’application qui a tout nombre complexe
Z associe le vecteur ﬂ(‘;) est une bijection

i de C vers 'ensemble des vecteurs du
: plan.

Axe réel

Retenons :
@ L’image du nombre complexe z = a + ib estle point M(a; b). On note M(z) ou M(a + ib)
& z = a + ib est appelé affixe du point M(‘;). On note zy,.
“ Le vecteur-image du nombre complexe z est le vecteur (7).

& a + ib est appelé affixe du vecteur u(7).

Activité 3 :
a. Place dans le plan complexe les images respectives A, B et C des nombres complexes :
Zy = -1+ Zi,ZB = -3 etZC = 2I.
. ' : 3 0 1
b. Ecris les affixes des points D(1)' E (ﬁ) et F(O).

c. Ecris les affixes des vecteurs 17(_31), U =—e, + 2e, etw = 3e;.
Dessiner un représentant du vecteur-image de chacun des nombres complexes suivants :
Z? = 2+3i;Z7 =—-2-3i etZW = 3i.
1.6. Opérations dans C
1.6.1 Aspects algébriques
Soient Z=a + ibetZ = a + ib’;
& Addition: Z +7" = (a +a’) + i(b + b") .
& Multiplication:Z x Z’ = (a + ib)(a’ +ib") = (aa’ - bb’) + i(ab’ + ba’).

|
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a+ib _ (a+ib)(a’'-ib")

a'+ibr (a")?+(p")?

1 a—ib _a-ib _  a .

a+ib  (a+ib)(a—ib)  a2+b2  a2+b2 a la2+b2

L’opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe —a — ib.

Synthese :

La somme de deux nombres complexes, le produit de deux nombres complexes et la division de

deux nombres complexes (sile dénominateur n’est pas nul) sont des nombres complexes.

On dit que 'addition, la multiplication et la division sont des lois de composition interne de C.

(C; +) estun groupe commutatif

(C*;x) est un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a I'addition. On dit que (C; +; X) est un corps

avec z' # 0.

s s s zZ
Division : - =
Z

avecz # 0

1
Inverse : o=

commutatif.
Méthode : Effectue des calculs sur les nombres complexes
Calculer et exprimer le résultat sous la forme algébrique.

2, =3-5i—(3i-4) z,=(3-2i)(-1+5i) z,=(2-3i)°
i3 B 1 —ii
7 =(2) 5= 2 %720
. _ N
2, =3-5i—(3i-4) z,=(3-2i)(-1+5i) z,=(2-3i)
_3_5{_3i+4 =—3+15i + 2i —10i* — 4-12i+0i2
—7_8j =-3+15i+2i+10 =4-12i-9
=7+17i —_5-12j
1 7, =1l
; Y Co2-i
2, =(2i) _ 442 _(1+i)(2+i)
~ 2% (4-20)(4+20) (2-1)(2+1)
:8192X<i2)6)(i _ 4+2.i2 :(1+|)(2+|)
. 16 —4i 4+1
:8192)((—1) X1 :4+2| :1(2+|+2|_1)
—8192i 16+4 5
1 1. 1 3.
==+—i ==+
5 10 5 5

Activité 4 : Ecris sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

(1+ 3i) — (2 —5i) 6) ——
(1-20Q2+1) o
i(2 — 3i)? N = _ _
31—+2il 9 3+ i?(il+ )

|
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Activité 5 : Ecris sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
PHit+E+if+i+1 c) Xy ik
i199 + iZOO + i201 + i202 d) 2%&%4 _l)k

Interprétations géométriques
Soit k un nombre réel ; i et v deux vecteurs d’affixes respectives z; et z; ; A, B et C trois points
d’affixes respectives z4, zp et z.

o L’affixe du vecteur somme de deux vecteurs est la somme des affixes de ces deux
vecteurs :

Zg+p = Zy t+ Z3.

o L’affixe du vecteur AB estla différence zp — z,. 2z =2 — 2,

o L’affixe du vecteur ki est le nombre complexe kzy. z,; = kzy

. L’affixe du milieu M du segment [AB] est: z), = ZA:ZB.

o L’affixe du centre de gravité G du triangle ABC est: z; = Z“Jrzﬂ.

° Soit A4, Ay, ..., Ay, n points et a4, @5, ..., @, n nombres réels dont la somme est non nulle

(a;+ay,+-+a, #0).

aIZA]+azZA2+...+(2’HZA”

L’affixe du barycentre G de (4;, a;), (4,,a3), ..., (4, a,) est: z;= v
11zt tay

Activité 6 :

Dans le plan complexe on donne les points 4, B et C d’affixes respectives 3 + i, —2 —iet -1+
4i.

a) Place dans le plan complexe les points 4, B et C.

b) Détermine les affixes des vecteursfé, E, AB + AC et 2AB — 3AC.

) Calcule I'affixe du milieu M du segment [AB].

d) Calcule I'affixe du centre de gravité G du triangle ABC.

e) Calcule I'affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

1.7. Conjugué d’'un nombre complexe :
Activité 7 :
Soitz = 1 + i un nombre complexe et M son point image dans un repere orthonormé (O ;I ;J).
Soit M’ le symétrique du point M par rapport a I'axe (0; I) et z I'affixe du point M.
Détermine z .
Synthese :
Le complexe z = 1 — i est le conjugué du nombre complexe z = 1 + i.

Définition
Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
On appelle conjugué de z le nombre complexe, notéz, tel que : Z = a — ib.

Exemples :

a) 3-2i=3+2i d) —i=1i
b) A+i=-1-i e) —5=-5
9) 3i—v3=-3i—3
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Les points M et M’ d’affixes respectives z et Z sont symétriques par rapport a 'axe réel.

| Axe imaginaire

(o] €] P a  Axeréel

e Propriétés1:
Soit z un nombre complexe tel que
z=a+ib.Ona:

P1) zZ=12z
EneffetZ=a+ib=a—-ib=a+ib=z
P2) zZ = a’® + b?
Ona:zz = (a+ib)(a—ib)
= a? — (ib)?
= a? — i%h?
zZ = a® + b?
P3) z+ Z = 2Re(z)
Eneffetz+Z=a+ib+a—ib
= 2a = 2Re(z)
P4) z—z = 2ilm(z)

Ona:z—zZ=a+ib—-(a—ib)
=a+ib—a+ib

= 2ib
= 2ilm(z)
P5) z est réel si et seulement si 7 = z.
zestréel @ z=adouz=a=a =z
P6) z est imaginaire pur si et seulement
Siz= -z

z est imaginaire pur & z = ibetb # 0 d’ou
Z=ib=—ib=—z

e Propriétés 2:
Pour tous nombres complexes z et z', pour
tout entier relatifn,on a:

P1) IT7 =i+ 7

P2) —Z=-Z

P3) zz' =7z’
71\ 1

P4) (E) = E (Z == O)

P5) (Zi) =2 (z%0)

P6) zZ"=(2)" (z#0)
Démonstrations :
Posons:z=a+ibetz' =a +ib'.

P1) z+z' =a+ib+a +ib

=(a+a)+i(b+b")
=a+a —-i(b+b")
=a—ib+a —ib

z+72Z =7+4+7

P2) —Z=—a—ib=—-a+ib
= —(a—ib)=-z
P3) Ona: zz' = (a+ib)(a’ +ib")

=aa' —bb' +i(ab’ + a’b)
=aa' — bb' —i(ab’' + a'b)
=aa' —iab' —bb' —ia'b
=aa' —iab' + i’bb’ —ia'b
=a(a' —ib") —ib(—ib' +a’)
= (a —ib)(a' —ib")
7z = 7z’

P4) Siz#0,0na:zx-=1
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On a: VneNzMl=2"Xxz=2"x27=

" x z= ()"

Elle est vraie a I'ordre n + 1, alors Vn € N,

zZm = ()™

 Pourn<O0,ona:

zZ\ _ T (1) _ -_1_
; —ZX;—Z; —in—

Démontrons par récurrence que: Vn € N,
z" = (Z)"avecz # 0.0naz # 0,
doncz® =1et(2)° =1;2° = (2)°

Aoalité a1 n YLt _nn
L’égalité est vraie a |'ordre O. (Z—n) — 7 (@ @™
Supposons 1’égalité vraie a l'ordre n et
montrons qu’elle I'est a 'ordre n + 1.

Nl

N
Il

Méthode : Déterminer un conjugué
Détermine le conjugué des nombres suivants et exprime le résultat sous la forme algébrique.
—(2-i\(i— 3+ 2i
z,=(2-i)(i-5) ,

2 -
|

=(2+i)(-i-5) 3+2i
— _2i-10+1-5i T
—_9-7i _3-2
—I
~ (3-2i)xi
Cixi
=2+3i
Activité 7 :

Ecris sous forme algébrique le conjugué des nombres complexes suivants.

(4-iV3)@+0)
(2-30)(1+1)
(2-D)?

Soitz; = =" ‘et z, =-—. (CIAM TSE)

Démontre, sans calcul, que z; — z, est un nombre réel et z; + z, un nombre imaginaire pur.

Les points A, B, M et M’ du plan complexe ont pour affixes respectives:2 — 4i, - i,
—iz—2+41
zZ+i )

zetz avecz' =

Exprimez les coordonnées (x'; y') de M’ en fonction de celles (x; y) de M.
Déterminez et représentez I'’ensemble des points M tels que :

z' soit réel.

z' soit imaginaire pur.

1.8. Module d'un nombre complexe
Activité 8
On considere le plan complexe suivant et M le point image de z dans ce plan.

|
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Exprime la distance d(0, M) en fonction de a et b. (Indication : on pourra utiliser le théoréeme
de Pythagore)

Axe imaginaire Synthése :

Y La distance d(0; M) =+a?+ b? est appelée
module du nombre complexe z et noté |z|.

Définition :
|2 = oM Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
e - On appelle module de z le nombre réel positif, noté
| : Aered |z|, tel que : |z| = Vzz = Va? + b2.

Exemples :

a. |3+4i|=vV32+42=+25=5

2

b. [1-iV3| = /12+(—\/§) =V4=2
c. |=2i]l=(-2)2=V4=2

d. |-3] =(-3)2=v9=3
e Interprétation géométrique :
(1)Siz = a + ib est I'affixe d'un point M, ona: |z| = OM.
(2)Si z est I'affixe d’'un vecteur %, on a: |z| = ||u]|.
(3)Si z4 et zg sont les affixes respectives de deux points A et B,on a: AB = |zg — z4|.
e Propriétés:

Pour tous nombres complexes z et z’, pour tout entier relatif n, on a:

Dzl = |-z| = |z| = |-Z| (Nz +72'| < |z| + |2/]
(2)|z| = 0 sietseulementsiz = 0. (Inégalité triangulaire).
) lzz'| = |z||2']. Remarque :
(4) U —21 vecz =0 Pour tout nombre complexe z,
zl  |z| ' S 1
(5)|z"™| = |z|™ avec z # 0. = Silzl =1, alors > =7
z| - 12l
(6) 27| = zjavecz #* 0.
Activité 9 :

Calcule le module des nombres complexes suivants :
a) (V2 —iv2)(-3+ 4i)
b) 3(2+i)

(—1+0)?

Séquence 2 : Etude trigonométrique

Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (0, e;, e;).
2.1  Arguments d’'un nombre complexe non nul

Activité 10
Soitz = 1 + i et A le point image de z dans un repére orthonormé (0, e;, ;).
a) Place le point A dans le repere.

M. ADD  vous propose cours de Nombres Complexes TSE 2023/2024 9
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b) Détermine le cosinus et sinus de I’angle orienté (e_{, oM )

¢) Déduis en une mesure de I'angle orienté (e_l’, oM )

{ Axe imaginaire Synthése

M Définition :

B gremeeeeesees sy ; SOlt Z un nombre Complexe non nul et M
: son image dans le plan complexe.

On appelle argument de z toute mesure de

JE——

I'angle orienté (e_l’, W)

° arg(Z)
ol == : - - - Notation :
“ @ Axeréel  Arguments de z est noté : arg(z)
Remarque :

- Un nombre complexe non nul posséde une infinité d'arguments de la forme.
Si a estun argumentde z,ona:arg(z) = a + 2kr k €Z.
On notera souvent arg(z) = a[2n] (lire @ modulo 27 )

- 0 n'a pas d'argument car dans ce cas l'angle (E{’, O—M) n'est pas défini.
e Recherche de arg(z) :

Soit z = a + ib, a et b des réels, un nombre complexe.
- On calcule le module de z.
- Soit @ un argument de z.

cosa = |Czl_|
a est tel que : , utilisez le cercle trigonométrique.
sina = —
|z|
Exemple : A
Soit z=3+3i. |
\ M(3 + 3i)
Alors ‘z‘ = ‘3+ 3I‘ =¥ 43 = \/E = 3x/§ 3
V2 2 |
Et arg(z)=—| 27 |. 13 + 34
9(2)= 7 [27]
1]
v
0 aig(3+3i) :
o w1l 2 3 4

|
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Propriétés : Soit zet z’deux nombres complexe non nul et n et k entiers relatifs.

1-1) zest un nombre réel & arg(z) = kn

1-2) zest un nombre réel positif & arg(z) = 0 + 2kn
1-3) zest un nombre réel négatif & arg(z) = mw + 2km
2-1) zest un imaginaire pur & arg(z) = g + km

=l

2-2) zest un imaginaire pur positif & arg(z) = g + 2km

2-3) zestun imaginaire pur négatif & arg(z) = —g + 2km a2 | A arals)
3-1) arg(zz') = arg(z) + arg(z') + 2kn \ :
3-2) arg(—z) = m + arg(z) + 2kn arg(z) &

4-1) arg (5) =arg(z) —arg(z') + 2kn
4-2) arg G) = —arg(z) + 2kn

5) arg(2) = —arg(z) + 2km = arg G) M-y M(z)
6) arg(z") =nxarg(z) + 2kn

Application a la géométrique
Soit A, B et C trois points deux a deux distincts, d’affixes respectives z,, z; et z.. On a :

o arg(zg — z,) = Mes (e_l/),X—B)) + 2km
° arg (ﬁ) = Mes (ﬁ?) + 2km

Cercle trigonométrique et le Tableau des angles remarquables trigonométriques

| Sina Degrés | Radians | Sinus | Cosinus
0° 0 0 1
. /_\ " 300 E 1 \/§
6 2 7
450 T V2 V2
R 4 2 2
0 Cosa 600 E \/§ 1
3 7 2
- 900 . 1 0
—a 2
180° T 0 -1
Evaluation
A. Détermine 'angle a en radians, dans les cas suivants :
1 1
1 2 2) 2 3) 2
.3 .3 1
ksma— 5 sina = 5 k sma:—2
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( V3 ( V2
cosa = ——— cosa = — =
4) | 2 7) 4 f/_ 10) {Z?S;Z:é
. _ 2
. 1 > 2 {cosa——
cosa = —— V2 sina =0
5) 2 cosa = ——-
V3 8) +
sina = —— _ V2 12) {cosa—O
1 {sma=—7 sina =1
cosa = — (
6) < 2 cosa:—ﬁ {cosa—O
sincx——ﬁ 9) | 2 Sl =
) 2 sinoc—E
\ 2

B. Détermine le module et un argument des nombres complexes suivants.
Q) V3+3i;b)1—i;¢)2V3—2i;d) —2—2i;e) —3i;f)2i;9)2;h) —5

C. Détermine le module et un argument des nombres complexes suivants :
. . . Z1 _
z1=1-— iV3; Z, =2 + 2i; z3=—-3— iV3; Zy = —; Zs = Z, X Z1; 2 = (2,)% 2z, = Zy;
z

2
7 3
- \6 1 (Zl) XZ3 (—5Z3) 5
zo = —7(Z X —3 Zg = P Zig = 21.
8 ( 2) 231 9 3z, ) 10 7y

2.2  Forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

Activité 11 : Soit z = a + ib un nombre Axe imaginaire

complexe non nul et M son image. Vi
Désignons par r le module de z et @ un argument L
de z. (Voir figure)

Consigne :

1. Exprime les réels a et b en fonction cos a,
sina etr. 5 1
2.Déduis en la nouvelle écriture de z sans a et b.

(0] €] Axe réel

Synthese :
. 0 .
1. Dans le triangle OMN,ona:cosaz—Netsmazw.
oM oM
OrOM = |z| =71;0N =aetMN = b.
a . b .
Donccosa =-ea =rcosaetsing =-ob =rsina.
2. Onendéduitquez =a+ib
z=rcosa+irsina & z=r(cosa+isina)

& L’écriture z = r(cos @ + i sin &) est appelée forme trigonométrique de z.
& L’écriture z = [r; a]est appelée forme polaire de z.

Méthode
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) T T 1\/§__ 2 2m
1+l—\/§(COSZ+lSlle), —§+7L—COS?+lSln?

Remarque
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls.
Ona:z = z'si et seulement si |z| = |Z'| et arg(z) = arg(z")[27]

2.3 Forme exponentielle d'un nombre complexe
Définition
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument a.
On appelle forme exponentielle de z I'écriture z = re'®.

Méthode :
.TT .TT i
a)1+iV3 =2e'3 ; b)1—i=+2e'%; ¢) 3 =3e%;

.TT

. .TT
d) —1=e'" e) 2i =2e'z; f) —i=e "2

Propriétés
. i i ! - .
Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls tels que z = re'* etz = r'e'®, n un entier relatif.

Ona:

(1) zz' = rr'eila+a’) (3)z™ = rten@
11 Z_ " i(a—a')
(2); = ;8 @ (4)21 w e
Remarque :
Siz = re'® alors Z = re”@,
Activité 12 :
Ecris sous formes exponentielle et trigonométrique les nombres complexes suivants.
1 —1+ /3
a) (-1+iV3)1+i); b) ——; o)1+ 0)3; d) ——
) ( JA+D; b) ———— )1+ &) —
2 4
—1+ V3 V2. N2\ (1 3 g (1+iV3)
—— | D |5ti= ) |5+i5); -1+ iV3) ;h) ——5—
e)< T+ ) f)(zJ”z 2+‘2> 9) (~1+i3) k) (1+10)3

a)
b)

iy
2)
3)

Activité 13 :
Soitz; =1+ ietz, =1+ iV3.
Détermine le module et un argument de z; et z,.
Ecris sous forme algébrique et sous forme trigonométrique le produit z, z,.

, . 71T . I
Déduis en les valeurs de cos 'y et sin S

V6 —iv2 Z,

Soient les nombres complexes : Z1 = — s La=1—1; 73= 7.
2

Ecrire Z1,Z2 etZs3 sous forme trigonométrique.
Ecrire Z3 sous forme algébrique.

s « VA . T
Déduire les valeurs exactes de cos Eet sin —.

Activité 14 :
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Détermine le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
a) cosf +isinf; b)2(cosf —isinf);c)—cosf +isinf;d) —cosf —isinf
cos@ +isinf

e)—sinf +icosf; f)1l+itanb ; g) cosO —isind

Activité 15 : Complete le tableau ci-dessous

Formes Formes trigonométriques de Z | Formes
algébriques de Z Exponentielles de Z
-3(1 + iV3)
(2
431(%)
3 P [
2 [cos (— Z) + i sin (— Z)]

2.4 Formule de Moivre
Pour tout nombre réel a et pour tout entier relatifn,ona: (cosa + i sina)™ = cosna + i sinna
Démonstration
Soitz = cosa + isina.
Ona;|z| =1etarg(z) = a.
Donc |z"| = 1 etarg(z™) = n X arg(z) = na.
D’ou z™ = cosna + i sinna.
Conclusion: (cos a + isina)™ = cosna + i sin na.

Calcul de cos(nx) et sin(nx) en fonction decos x et sinx :

Pour n = 2 d’aprés la formule de Moivre (cosx +i sinx)? = cos 2x + i sin 2x

D’aprés la formule du bindme de Newton (cos x + isin x)? = (cos® x - sin? x) + i(sin x cos x)
Par identification on a : cos( 2x) =cos® x — sin”x et sin 2x =2sin x cos x

Rappels : triangle de Pascal et Bindme de Newton
Binéme de Newton

n
Pour tout réels a et b et pour tout entier naturel n: (a + b)" = Z Ck a™k pk
i=0

triangle de Pascal : Le triangle de Pascal est une méthode trés pratique utilisée pour le
développement des identités (a + b )™ et (a— b)".Ellese présente comme suit :

10 |10 |5 1
15 |20 |15 |6 1

|
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Méthode

(a + b)* = a* + 4a3®b + 6a®’b? + 4ab?® + b*
(a — b)® = a® — 5a*b + 10a3b? — 10a®b3 + 5ab* — b°®

2.5 Formules d’Euler
Soit & un nombre réel. On a:
{cos a+isina =e'® (1)
cosa—isina =e @ (2)

. . eia+e—ia
MD+@)e=2cosa=e*+e ™ ocosa = 5
(D) - 2)e2isina=e*—e " S sina = :_
Méthode : soit a € [0; m].
. . . .a . .a .a .a .a
1—ei®=1—ee7=e2 (e_lE — el;) R (el; _ e‘lE)
2 i% . (X 26 a i“;"
= —2ie 2 X sin (—) = 2sin (—) e
2 2
: ig ig ig —ig ig ig a a ig
1+e*=1+4+e2ez2=¢ Z(e 2+e2)=2e 2 xcos(i)=2cos(i)e2
Formules de Linéarisation
Soit un nombre complexe tel que Z = cosx + sinx
Z = cosx + sinx Z = cosx + sinx
Z = cosx — sinx Z = cosx — sinx
Z 4+ 7Z = 2cosx Z— 7 = 2isinx
cosx =%(Z+ Z) = %(ei“ +e7i) ; sinx = %(Z - Z) = %(ei“ — e @)

De Z™ = cos(nx) + isin(nx)etZ™ = cos(nx) — isin(nx)

On déduit que :
I" + 7" = e™ 4 e"™ = 2cos(nx) ; Z" — Z" = e™ — e ™™ = 2isin(nx)
Remarque :
77 =1; Z™Z™ = 1 pour tout entier naturel n
Activité 16

20
Détermine la forme algébrique de: A = (1-1i)2°%;B=(1+ L'\/§)2024 . C = (‘/f:) :

Exprime cos 5x, sin 5x, cos 5x, sin 5x en fonction de cos x et de sin x.
5

L . e2 . . a2
Linéarise :cos? 2x; sin $X; cos3 x X sin® x ;32 cos3 2x X sin? 5x ; cos? 3x sin3 X

Démontre que x> —2cosa + 1 = (x — '®)(x — e™@)

2.6 Complément a la trigonométrie
Réduction de acosx + bsinx aveca, b, x réels
Posons z = a + ib, donc |z| = v/ a?* + b?
Soit @ un argument de z.
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a
cosa = —
|| {a = |z| cos a
. b b =|z|sina
sina = —
|z
Alors : acosx + bsinx = |z| cos a cosx + |z| sin a sinx = |z|(cos a cosx + sin a sinx)
D’ou: acosx + bsinx = |z| cos(a — x) = |z| cos(x — a)
Activité 17 :
V6-iv2

Soient les complexesz; =1 —iet z, = 5

. s . VA
1) Mettre sous forme trigonométrique z;; z,; Z—Z ;71 X Zy
1

V6+V2 .o \6—2
etque sin—=-——
4 12 4

3) On considere I’équation d’'inconnue réelle x
(\/€+\/§) cosx + (\/g—\/f)sinx =2
Résolvez cette équation dans R; puis placez les points images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
2.6.2 Formules trigonométriques
Activité 17 : soit z = cos x + i sin x avec x et y réels.
a) Calcule de deux maniéres différentes z>.
b) Déduis en cos 2x et sin 2x.
Synthese :
a) z* = cos 2x + i sin 2x = cos*x — sin®x + i(2cosx sinx)
b) {co.? 2x = cos’*x — s_inzx
sin 2x = 2cosx sinx
& oS 2x = cos’x — sin*x;ona:cos*x + sin>x =1 =1 + cos 2x = 2cos?x.

2) En déduire que cos % =

Pour 2x = X = x =§ ; ona:1l+ cosX = 2cos> ()2—() et 1 —cosX = 2sin? (g) et
, , . X\ . (X
& sin2x = 2cosx sinx;pour 2x =X = x = % ;ona:sinX = 2cos (E) sin (E)
e Formules d’additions : pour touta et b réelsona:

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (1) | sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) (3)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) (2) | sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b) (4)

¢ Formules de transformations : Produit en somme : pour tout a et b réelson a:

ia —ia ia —ia
cos(a)cos(b)=<e -Ze )(e +26 )

1
== i(a+b) —i(a+b) i(a—b) —i(a-b)
1 [(e +e ) + (e +e )]
1
= Z[Z cos (a + b) + 2cos(a — b)]
1
cos(a) cos(b) = 3 [ cos (a + b) + cos(a — b)]

sin(a) cos(b) = = [sin(a + b) + sin(a — b)]

N =

|
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E[COS(a——b)-—COS(aa-b)]

e Formules de transformations : Somme en Produit (factorisation) : pour tout p et q réelsona:

sin(a) sin(b) =

e + e' = (cosp + isinp) + (cos q + i sin q)
= (cosp + cosq) +i(sinp +sinqg) (1)
p+tq pP—q p+tq p—q

> +T=p et ————=¢q

Ona:

:[cos<p+q + isin (p+q>]2cos(p_q)
2 2 2
= 2cos(p;q cos( )+1251n (p q) cos(p;q) (2)

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p ; q) cos (p — q)

=@ = 2
. . . (PTq P—q
| | sin(p) + sin(q) = 2 sm( 5 )cos( 5 )
En utilisant e’? — "7 = (cosp — cos q) + i(sinp — sing) ona:
B . (p+q\ . p—4q
cos(p) —cos(q) = —2 sin (T) sin ( 5 )
. . B P+q\ . p—q
sin(p) —sin(q) = 2 cos( 5 )sm( 5 )
2.7  Racines niémes d’'un nombre complexe :
Activité 18
Soit les nombres complexes: z, = \/2—5 + %i Sz = —\/2—5 + %i et z,=—i
Consigne

1. Compare z,3; z;3 et z,5.
2. Calcule la somme z; + z; + 2.
Synthese :
Ona: z)>=2z3=23=i etzy+z, +2z,=0
Les nombres complexes z,, z; et z, sontles racines cubiques du nombre complexes i.

e Définition :
Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n = 2).
On appelle racine nieme de Z tout nombre complexe z tel que z" = Z.
e Propriétés
Soit Z = re'* un nombre complexe non nul et n un entier naturel(n > 2).

(a 2km
(1) Z admet n racines niémes telles que : z;, = 4 re’(EJ’T) aveck € {0;1; ... ... ;n— 13}
En effet, soit z = peie une racine nieme de Z.
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oM — n,ind _ .., ia pt =7 'DZW
Ona:z"=7Z o p"e'™ =re @{n6=a+2kn®9:%+2kT"'

(2) Les images de ces racines sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans le

cercle de centre O et de rayonV/r.

(3) La somme des n racines niemes d’'un nombre complexe non nul est nulle.

b)

Remarque : Racines niémes e I'unité
.(2km
Soit Z = 1. Z admet n racines nieémes telles que : z;, = eL(T) aveck € {0;1; ... ... ;n—1}

Méthode

Déterminons les racines cubiques de : 4v/3 — 4i

443 — 4i=[8,—%

Ainsi les racines cubiques de 4v/3 — 4i sont données par :

(—% + 2k71'> i
| (- T+12kT
7= VBe 3 — 2018 )aveckE{O;l;Z}
_i B
Pour k = 0, zg = 2e ‘18
117w
Pourk = 1, z; = 2e" 18
.23
Pour k = 2, Zy = 2e' 18
Activité 17

Détermine les racines cubiques de z = 4 + 4iv/3 puis place les points images des solutions dans
le plan complexe.

Résoudre dans CI'équation : z* = 8(—1 + iV/3).

Ecrire chacune des solutions sous forme algébrique et vérifier que leur somme est nulle.
Théoréme :

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n = 2). Si z, est une racine niéme
de Z alors on obtient toutes les autres racines nieme de Z en multipliant successivement z, par
les racines niéme de de I'unité.

Activité 19
Calcule (2 + )3
Déduis en les racines cubique de Z = 2 + 11i

Séquence 3 : Equations dans C
3.1 Equation du premier degré dans C

|
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e Définition
On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ + b = 0.
Avec(a # Oeta€C)

e Résolution

L'ensemble solution de I'équationaZ + b = OestS; = {_—b}
a
Méthode
1. Résolvons dans Cl'équation: (1 + 2i)Z- (i-1) = iZ- 3.

(1+2)2-(i-1) =iZ-3 0 +20)Z —iZ= (i-1)-3

Z(1 + i) 4 + i i —3 2
(=4 = — L1 = s = —_— J—
' terET T T T gt

se = {5+ 21
c T2 T2t

2. RésousdansC; 5z—z =4 = 3i

3.2 Equations du second degré dans C:

Définition : Soit g, b et cdes nombres complexes avec a # 0.

On appelle équation du second dégré toute équation de la forme ou pouvant se ramené a la forme az* +
bz+c=0.

A= b? — 4ac est le discriminant du trindme az* + bz + c.

3.2.1 Racines carrées d'un nombre complexe

On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe Z tel que Z =7 2.

Méthode

Soitz = a + ib une racine carrée de Z = x + iy.
Doncz?=7Z=|z?|=|Z|®@a?>+b?=1Z] (%)

etz2=Zo (@+ib)’=x+iyeoa®>—b?>+2iab=x+iy o a’?—b? =Re(Z) (*x)
et 2ab = Im(Z) (xx*x)

a’+ b? = |Z|
(*); (xx) et (x*x) © < a? — b? = Re(2)
2ab = Im(Z)

Pratique :

Activité 18 : A vous de jouer !
Calculer les racines carrées de 3 — 4i ; —15 + 8i; —4i; i.

3.2.2 Résolution d’équation du second degré dans C

|
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Activité :
Dans chacun des cas suivants mettre sous la forme canonique puis résoudre dans C les équations :
Z2+4z+5=0 ; z?—6z+13=0
Syntheése :
Toute équation du second degré admet une solution dans C.

Propriété 1: cas ou A est un réel
-Si A>0:L'équation az” +bz+c =0 a deux solutions réelles distinctes :
—b+A —b-+/A
Z,=——— etz,=————.
2a 2a
-SiA=0:L'équation az’+bz+c=0 aune unique solution réelle : Z,= —21 .
a

-Si A< 0:L'équation az’ +bz +c =0 a deux solutions complexes conjuguées :

—b+iv-A —b—iv-A
=————— etz =——.

2a

! 2 2a

Démonstration :

On met le trindme sous sa forme canonique :

) ( bjz b® —4ac
az“+bz+c=a|z+— | —
2a 4a

(Voir cours de la classe de 11éme S)

En posant A =b? —4ac :

az’+bz+c=0
A

2
<:>a(z+£j =— (a=#0)
2a 4a

bY A
Sli+— | =—
2a 4a?

SiASO0: g4 A uge oA
2a \4a’ 2a 43>
. Ja b Ja b
soit : I=———-—— ou Z=————
2a  2a 2a 2a
L'équation a deux solutions réelles : z, = m +\/Z et z, = _bz_\/g
a a
b 2
-Si A =0:L'équation peut s'écrire :(z +2—j =0
a
L'équation n'a qu'une seule solution réelle : z, = ~oa
a

-Si A < 0:L'équation peut s'écrire :
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2
2 :Iz_—A2 car i’ =-1
2a 4a
b . [-A b . [=A A
donc: Z+—=1I/— ou z+—=—1,|— car — >0
2a  \4a’ 2a 43? 4a?
iv-A b iV-A b
et donc: 7= —— ou zZ=- -
2a 2a 2a 2a
L'équation a deux solutions complexes : z, = —hrivA et z, = _b% "_A_
a a

Propriété 2: cas ou A est un nombre complexe non nul et non réel

Soient §; et §, les deux racines carrés de A. Alors I'’équation admet deux solutions complexes tels que :

—-b+6 —-b+68
Z1 = —2 et Zy = —2
2a 2a

Méthode : Résoudre une équation dans C
Résolvons dans les équations suivantes :

a) 2°+5=0 b) 22 +32+4=0 ) 22-2Z+2=0; d)-222+Z+1=0;
e)72—4Z+4=0; f)472-4(1 + i) Z- (45 +26i) =0 g) (20)Z> — 3z-(1 +3i) =0
a) 22+5=0

17°=-5

< 77 =5i°

& z7=iv5 ou Z:—i\/g

Les solutions sont donc —iv5 et i\/g.

b) 2 +32+4=0

On calcule de discriminant A du trinéme: A=3* —4x1x4=—-7

A <0 doncl'équation admet deux solutions complexes conjugués :

3+iW7 3 7. 3-i7T 3 7.

Z=———=-——+—let z,=—r—=————I
2 2 2 2 2 2

0)Z22—-27Z+2=0

A=(—2)2—4(1)(2)=—4=4i*?=(20)*

Sc={1-2i; 1+2i}

d)—-2Z22+Z+1=0
A=(1)*-4(-2)(1)=9=(3)
Sc={-2; 1}
e)Z2—-472+4=0
A=(—4)2-4(1)(4)=0
Sc={2}
|
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f) 472 -4(1 + i)Z— (45 +26i) =0
A= [—4(1+D)]%— 4(4)[- (45+26i)]=16(1+2i—1) — 16(— 45— 26i)
=720 + 448i
61=—-28—-8i §2=28+ 8i

Sc={-3-3i; 4+ i

g9 @DZ*-3z-(1+30) =0
A = —15+ 8i. Cherchons les racines carrées de A.
Soitd =x + iytelque 52 =Aet|5|*=|A|.OnalA| =17
x> +y*= 17 (1)
x*—y?= —-15 (2)
2xy =8 (3)
M+2)=>x*=1;x = 1oux = —1
Dans (3) :
Six = lalorsy=4;doncd;, =1+ 4i
Six= —1lalorsy = —4;doncé, = -1 —4i
C3+14+40 4+40 1+ -1+

Z1 ¥ ¥ ; 1 =1-i; z;=1-1
_3-1-4_2-4 1. 1
2= T Ta T P 2= 2"

L’ensemble solutions de I'équationest S; = {1 —i; —1- % i}

Activité 19 : A vous de jouer
a)z?+z+1=0; b)iz>—iz—3—-i=0; ¢) 2+1)z*—(9+2i)z+5B—-i)=0

3.3 Equations se ramenant au second degré

Exemple 1

Résous dans Cl'équation Z3- 4i Z2-(6 + i)Z+ 3i - 1=0,sachant qu’elle admet une racine imaginaire
pure.

Exemple 2

Résoudre dans C I'équation Z3 - (3 + 5i)Z2 + (=4 + 9i) Z + 6- 4i = 0, sachant qu'elle admet une
solution réelle.

Exemple 3

Soit I'équation (E): z3 + (4 — 5i)z* + (8 — 20i)z — 40i = 0

a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure

b) Résoudre (E) dans C

Exemple 4

Soit I'équation (E): z* — 523 4+ 622 —5z+1 =0

u=z+§

Démontre que (E) est équivalente au systeme {
u*—5u+4=0

|
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b) Résous (E) dans C, I'équation u®> — 5u + 4 = 0.
c) Déduis-en les solutions dans C de (E).

Exemple 5
Résoudre dans C les équations suivantes :
z — 3i\? z—3i 2z—1 ) ) )
1) _<z+2) +6(Z+2)—3=0; 2) P Y =2z;3)(z*+32)*+(Bz+5)* =0

4) z°—1+Dz3—i=0 5)iz+22+1-i=0;
Séquence 4 : Applications a la géométriques
4,1 Configurations du plan et nombres complexes
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal (o ; % ; v) on considére les points A,B,C,D
d’affixes respectives: Z, ; Zg; Z¢; Zp.

e Vecteurs orthogonaux- vecteurs colinéaires
J— — — = Zr—7Z
— Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux < Mes (AB ;AC) = g [27] ou —g [2r] & ﬁ est
BT4A
imaginaire pur.

————

— Les vecteurs AB et AC sont colinéaire < Mes (E ; A_C)) = ¢

0[27] ou m[2r] & ZeZA estun réel.
ZB—Zy

¢ Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a I'aide des
complexes

Configurations géométriques Caractérisations Caractérisations
géométriques complexes
Triangle ABC isocéle en A AB =AC ZemZa _ pia oy
A et 2B~ 2a
/A\n Mes(4) = a Ze= 24 _ ia
(e € ]0; =)D
Triangle ABC équilatéral AB = AC Zo— Zy R
= 3
A Et Zy— 7y
ou
Mes(4) = = Zc— Za ;
c . es(d) =2 _
Zp — Zy
Triangle ABC rectangle en A
I
i) = = Ze— Z
B Mes(A) > c A _ +ib
Zp— Zy
l_\ avecb € R*
A C
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Triangle ABC rectangle et isocele en b AB = AC Zo— 7,
—_—
B A Et - Zp— Zy
Mes(/i) =3 ou
Ze=Za_ _,
A Zp— Zy
Points A, B, C alignés Mes (ﬁ ’ﬁ) = 0[] Zo— Z, -
2 Zs — Zs

T g

Mes(ﬁ);C_B)) @+zﬂeR*
Points A, B, C, D cocycliques i 3¢ Zzp
A = Mes (DA; D) [r] ‘o
Zc— Zp
— = ZC - ZA

: —F—€ER"
) (Mes (C4;CE) 2 o[x]) =
Zp — Zx

NB : Siles points A, B, C, D cocycliques et si trois de ces quatre points forment un triangle rectangle alors
I’hypoténuse de ce triangle est un diametre du cercle.

Evaluation
Exemple 1
Soit les complexes-1-i;1+1i; -1+ id'images respectives les points A ; B ; C. Détermine la nature du
triangle ABC.
Exemple 2
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i. Démontrer que
ces trois points sont alignés.

Exemple 3
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i; 2i; 2 - 2i.

1) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocele en A. (on fera une figure).
2) Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

Exemple 4
Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs: =1 + i; —=1-1i; 2i; 2 - 2i.

1) Etudier la nature des triangles ACD, BCD et ABC.
2) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle (C) dont on déterminera le
centre et le rayon. Donne une équation de (C).

|
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Exercice : (composition TSE 2014-2015 R.G.)

On considére le polyndme f défini par: f(z) = z* — 623 + 242> — 18z + 63.

Déterminer les nombres complexes a, b et c tels que: f(z) = (z2 +3 )(az2 + bz + c) (0,75 pt)

Résoudre dans C I'équation f(z) = 0. (1 pt)

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal (o; 4 ; ¥) on considére les points A, B,C,D
d’affixes respectives : z, = iV3; zg = —iV3; zc=3-2iV3; zp =12,

Placer les points 4, B, C,D. |[la figure complete (1,5 pts) ]

Quelle est la nature du triangle ACD ? (0,5 pt)

Montrer que les points 4, B, C, D appartiennent a un méme cercle (C) dont on précisera le centre et le
rayon. Donner une équation de (C). (1,5 pts)

On note E le symétrique de C par rapporta 0.

Préciser 'affixe de E et déterminer la nature du triangle BED. (0,75 pt)

4.2 Lieux géométriques et nombres complexes
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0; e;; e,).
Soit les complexes Z, ; Zp ; z d’'images respectives A ; B; M.
L’ensemble des points M tels que |z — Z,| = r (r > 0) & AM = r est le cercle de centre le point A et
de rayon r.
L’ensemble des points M tels que |z — Z4| < r (r > 0) & AM < r est le disque de centre le point A et
de rayon r.
L’ensemble des points M tels que |z — Z,| = |z — Zg| & AM = BM est la médiatrice du segment [AB].
Si a est un nombre réel, I'ensemble des points M tels que arg(z — z,) = a[n] est la droite de repere

(A, 1), privée de A, avec Mes (e, i) = aln].

L’ensemble des points M tels que arg C_EB ) = g [r] estle cercle de diameétre [AB] privé de A et B.
—ZA

L’ensemble des points M tels que arg C_EB ) = 0[m] est la droite (AB) privée de A et B.
TZA

Soit z' = ——2,

Z—Zp
v’ z'unestréel & arg(z’) =0[n]ou z' =0 & arg (z_jB) =0[r]ouz—2z53=0
—ZA

< M parcourt la droite (AB) privée de A.

Z—Zp

v z'estun réel positif non nul & arg(z') = 0[2n] & arg( ) = 0[27] & M parcourt la droite

Z—ZAp
(AB) privée du segment [AB].

Z—Zp

v' Zz'est un réel négatif non nul & arg(z') = n[2n] & arg( ) = n[2n] & M parcourt le

Z—Zp

segment [AB] privé de A et B.

v z'un est imaginaire pur & arg(z') = g[n] ou z' =0 arg (Z_ZB) =-[nmlouz—2z5=0

Z—ZAp

e

& M parcourt le cercle de diamétre [AB] privé de A.

Remarque

L’ensemble des points M tels que arg(z — z,) = a[2m] est la demi droite de repére (4,u), privée de A,

avec Mes(ey, i) = a[2n].

Méthode : Déterminer un ensemble de points

|
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Le plan est muni du repére orthonormé direct (0; e;; e;).
Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter :

=3.

1) L’ensemble des points M tels que |Z -2

2) L’ensemble des points M tels que |iZ —3| =1.

2") L’ensemble des points M tels que |(1 + i)z — 2i| = 2
3) L'ensemble des points M tels que ‘E -3+ i‘ =|z-5|.

4) L’ensemble des points M tels que arg(z) = %(n)

Solution 4
1) Soit A le point d’affixe 2i alors |Z - 2i| =3 est équivalent

aAM = 3.
L’ensemble des points M est le cercle de centre A(2i) et 0

de rayon 3. 3 \z\lfy 3

2) liz—3=|i(z+3i)|=|i||z+3i| =|z +3i| 19

Soit A le point d’affixe -3i alors |Z + 3i| =1 est équivalenta AM = 1.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(-3i) et de rayon 1.

3) [2-3+i=[z-3+=[z-3-1 =Jz-3-

Soit A le point d’affixe 3+i et B le point d’affixe 5 alors |Z —3—i| = |Z —5|

est équivalent a AM = BM. =
L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [AB].

o 1 2 3 /4 5

4) L’ensemble des points M est la bissectrice de I'axe des

abscisses et de I'axe des ordonnées privée de I'origine.

Evaluation

Exercice 1

Le plan est muni du repére orthonormé direct (0; e;; e;).

Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, détermine et représente :

L’ensemble des points M tels que arg(z — 1 — i) = —%[271]

|
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L’ensemble des points M tels que arg(z - 2 + 3i) ) = g + km, k est un entier relatif

L’ensemble des points M telsque arg(2Z - 2+ i) = —% + km, k est un entier relatif
L’ensemble des points M tels que arg ( fl_im) = - g []
L’ensemble des points M tels que arg ( +_1 +le) = g [27]
L’ensemble des points M tels que arg ( )
L’ensemble des points M tels que arg ( ) = (27|
Exercice 2
Les considére les points A(2 — 4i); B(—i); M(z) et M'(Z) avec
, —lz—2+4i p
' = z# =i

z+1i
Exprime les coordonnées (x'; y") de M’ en fonction de celles (x; y) de M.

Détermine et représente I'ensemble des points M tels que:

Z' soitun réel.

Z' soit un imaginaire pur.

Détermine géométriquement 'ensemble des points M tels que :
Z' soitun réel.

z' soit un réel non nul.

z' est un réel strictement positif.

z' estun réel strictement négatif.

Z' soit un imaginaire pur.

M’ parcours le cercle de centre 0 et de rayon 1

Onpose Z=z+1i et Z' =z +1i.

Vérifie que ZZ' = —3 + 4i.

Détermine l’ensemble des points M’ lorsque M décrit un cercle de centre B et de rayon r > 0.
Détermine r pour que M et M’ soient sur le méme cercle.

4.3 Nombres complexes et transformations
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0; e;; e,).
Soient M et M’ deux points d’affixes respectifs Z et 7.

4.3.1 Translation

La transformation: f(Z) =Z’ = Z + b, avecb € C, définie M’ comme I'image de M par la translation
de vecteur U d’affixe b.

En effet,

- tzM)=M & MM =1l & 7' -7 =173
/ o7 =l+7Z; ©7Z =7 + bavecZy=b
X

Exemple : Soit t la translation de vecteur u d’affixe Zz = 2 + i.
Soit M’ le point d’affixe Z’, image de M d’affixe Z par la translation t.
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L’écriture complexe de la transformation test: Z' =7+ Z3
-71=2+4i Z=7 + (2 +1).

4.3.2 Homothétie
La traduction complexe d'une homothétie

de rapport k (k € R\{0; 1}) et de centre Q
est: /
aM’ =kOM = 7' -Z, = k(Z - Z,) /

M "8
Remarque :
Si k = —1 alors 'homothétie de rapport —1 et de centre ) est une symétrie centrale de
centre ().

4.3.3 Rotation
La traduction complexe d'une rotation d'angle O et de centre () est:

aM’' = e®OM, 7'- Z, = e°(Z-Z,) °*

4.3.4 Similitude directe du plan
Expression complexe
Toute similitude directe S du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe Z' peut s’écrire
sous la forme Z' = aZ + b (ol aetb sont des complexes).
Eléments caractéristiques
Le rapportk = |a|
L’angle 6 = arg(a)
le centre Q) d'affixe w = % aveca # 1.Le centre Q2 correspond al'ensemble des points invariants
par S.
S est alors dite similitude directe de centre €2, d’angle 6 et de rapport k.
4.3.5.Similitude indirecte du plan
Toute similitude indirecte S du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe Z' peut
s’écrire sous la forme Z' = aZ + b (ou a et b sont des complexes).
lercas:|al =1
Si |a| = 1 alors S est une symétrie orthogonale d’axe (D) (ou la réflexion d’axe (D)) ou (D) correspond
a l'ensemble des points invariants par S.
2¢mecas: |al # 1
Si |a| # 1 alors S est une similitude indirecte caractérisée par :

le rapportk = \a\

|
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b+ab
1-aa

le centre Q d'affixe w =

Im(a)
Re(a)+]|a| et Q€ (A)

S est alors dite similitude indirecte de centre €2, de rapport k et d’axe (A).

I'axe (A) : y = mx +p telsquem =

Evaluation
Exercice 1
Pour chacune des transformations S suivantes, donne la nature et les éléments caractéristiques.

1-+3
2
_ir _iZ
6) z =—iz+1; 7))z =(1+)z+5; 8)zZ =e'32,9)z =e '37—6i.

1)z =z—-1+4+3i; 2)z'=22z+3i;3)z' = z;4)z' =-2iz+3i; 5)z'=—z—-6i;

Exercice 2
Soit la similitude directe plane S de centre A (1; 1) ; de rapport /2 etd'angle % par la similitude S ; le

point M d'affixe Z a pour transformé le point M' d’affixe Z'.

Exprime Z' en fonction de Z.

Soit M(x,y) et M'(x',y"). Donne I'expression analytique de S.
Exercice 3

Soient A, B, C et D les points d’affixes:

Ian=—1-1i;Zs=1i;Zc=1 + 3i;Zp =5 + i.Soit S la similitude directe transformant A en C et B en
D.

Détermine I’écriture complexe associée a S.

Caractérise S.

Soit M(x,y) et M'(x',y"). Donne I'expression analytique de S.
Détermine I'image par S:

de la droite (AB).

de ladroite (D):x —2y+3 =0

du cercle de centre A et de rayon AB.

du cercle (€):2x? +2y?> =8x + 6y +4 = 0.

Exercice 4

Le plan complexe est muni du repére orthonormal direct (0; u; v).
On consideére la transformation T qui a tout point M de cordonnées (x ; y) associe le point M’ de
xX'=y—2

y =x4+2

Trouve I'écriture complexe de T.

T est-elle une similitude directe ou indirecte ? Caractérise donc T.

cordonnées (x';y') vérifiant : {

|
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Evaluation Générale
Exercices d’entrainement
Exercice 1
. Mets sous algébrique chacun des nombres complexes suivants

3
Zo= QR+ D1+ D+ A +20);2,=1+iV3) ; 2, =(1-20)%; z3=(1 - )
2000 2002

241 3-—4i 1-0D2+1
z, =1+ zg = 'ZZ—( ) ); Z7=Zik; 2822(—1')"
k=5

T34+4i 2—i’7%" 2i(=-3+1)

k=7
. Ondonnez =2+iv2 et z' =—2+i.Ecrire sous forme algébrique les complexes :
— — z z
— 7. — o5 — 2. — I3, — 5. 1 — 5 — 13
Zo—Z_Z, Zl—ZZ, Zz—Z, Z3—Z ,Z4_—Z ,Zs—Z ,Z6—;,Z7—_3Z X:,
V3+i | V3-i
. Montrer que +—=—=
e 7T T B
. 3+2i 3-2i
. Soitz; = - et z, =—.
—-5+7i 5+7i

Démontre, sans calcul, que z; — z, est un nombre réel et z; + z, un nombre imaginaire pur

2n+1 2n+1
. Démontre queVn € Z, (V3 +1) —(i—+3) est réel.
Exercice 2
Détermine les entiers naturels n tels que (1 + i)™ soit un réel négatif

. Soit a eta’ deux nombres complexes de module 1. Démontre que :
1

a=-
a
2
= L ot réel. (0,75 pt)
a+a , '
v=_—:-est réelpouraa’ # —1. (0,75 pt)

. Soient z; et z, deux nombres complexes, on pose z;z, = u?.
T

On suppose que Arg(z,) — Arg(z;) = >

1. Enposant Arg(z;) = 0, exprime Arg(u) en fonction de 6.

Zl+22+i(21—22)

. Montre que le nombre t = est un réel.

Exercice 3
Ecris sous forme trigonométrique le nombre complexes z dans les cas suivant :

V6 V2 Z:<1 @)(ﬁ N2

AT i 2t 7*‘7>; = (14 03)
1+ iv3\’ (1-iv3)" V3+i) -0
Z4=<i—1>; ST CI-D T T 8@+
Exercice 4
. Détermine le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
z1 = cos 360 +isin 360 Zg = sinf +icos O
Z, = 2cos6 — 2isin6 Z7=1+itan9avec9¢§+kn;kez
z3 = —cost +isinf z; =1 —icotanf avec 6 # km; k € Z
Zy = —cos @ —isinf cos@ +isinf
Zs = —sin @ +i cos 6 27 = 0sO —ising

B. Détermine le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :
|
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i , . 1—cosa+isina 1-e3
z1==5e5;z,=1—¢e'*; zz3=1+¢e'*; 2z ; Zg =

= P ) T "
1+ cosa—isina 1463

C. Détermine le module et un argument de chacun des nombres complexes suivants :

|Z|=5 |Z|X|2i|=6
){arg((—1+i)z)=%; b) arg(@):%.

D. Détermine le module et un argument de
P (—1 + l\/§) (cosB + isinB)

= ; R.
cos @ + sin@ + i(cos 6 — sin ) Oe

Exercice 5
V6—iV2
2

Soient les complexesz; =1 —iet z, =

. 7 . VA
1. Met sous forme trigonométrique z;; z,; Z—Z ;71 X Zy
1

V6+v2 .o V62
etque sin—=-——
4 12 4

On considére I'équation d’inconnue réelle x
(\/€+\/§) cosx + (\/g—\/f)sinx =2
Résolvez cette équation dans R; puis placez les points images des solutions sur le cercle
trigonométrique.
Exercice 6
A. Soient z et u deux nombres complexes tels que :
z=V3+i et u=v2(1+i
Onpose: X = u x z2
Détermine le module et 'argument principal de z et u.
Déduis en le module et 'argument principal de X.
Ecris X sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

s . T
Déduis en que cos— =

o » o

p . Vi3 . I
Déduis en les valeurs exactes de cos e et sin 'L

c. Calcule X2

Exercice 7

\/§+i)20
1+i )
Exprime cos 5x, sin 5x, cos 5x, sin 5x en fonction de cos x et de sin x.

E. Détermine la forme algébriquede: A= (1+1i)?°11; B= (

. 2 . . 22 2. 2
G. Linéarise :cos? 2x; sin® X cos3 x X sin® x; cos® 2x X sin? 5x; cos? 3x sin SX; cos3 X sin? X

Exercice 8
Soit f l'application du plan P dans P qui a tout point M(z) associe le point M'(z") telle que :
, z—2+1i
r@ ===

1) Détermine les nombres complexes pour les quels f est définie.
2) Onpose z = x + iy avec x et y réels.

Ecris z'sous forme algébrique
3) Détermine et construis 'ensemble des points M (z) tels que :
a) (E;): z' soitun réel.

|
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b) (E,): z' soit un nombre imaginaire pur.
¢) (E3): M’ parcours le cercle de centre 0 et de rayon 1.

Exercice 9

. . z+i
Pour tout nombre complexe zZ=x4+1y #1;0nposezy =—

z-1

Détermine et représente les ensembles de points M du plan dont l'affixe z vérifie condition
indiquée.

Z, est un réel strictement positif.

Z, est un réel strictement négatif.

Zy est un nombre imaginaire pur.

|zo| = 1

|zo| = 3
Exercice 10
Détermine les nombres complexes z dans les cas suivants :

2l = | =1z — 11

|z| = |z — 2| et arg(z) = arg(z + 3 +i).

z+|z| = 1+ 2i.

Détermine et construire I'’ensemble (E ) des points M du plan dont I'affixe z vérifie la condition

SR S A o

=

Mo oTo

proposée
a)l|z +1 + 2i| = |z — 4|; b) |z — 3i| = 2; Alz-2+1i|l=1;
d)|z+z—1| = 4 e)lz—z=1+i|l=2;, fz2—(1-2i)?=7z?— (1 + 2i)?

3. Détermine et construire 'ensemble (E ) des points M du plan dont I'affixe z vérifie la condition
proposée

T T s
a) arg(z) = " [7]; b)arg(z) = — A [2r]; ¢)arg(z—1-1i) = 3 [27];

d)yarg(z—1—-i) = —% []; e) arg(3i—2z) =0[2n]; farg(z—3+1i) = %[n]

Exercice 11
On considére le polynéme f défini par: f(z) = iz3 + (4 — 3i)z> — (8 + 3i)z + 5i; ze€eC
1) Montre que f admet une racine imaginaire pure z, a déterminer.
2) Détermine les nombres complexes a, b et c tels que :
f(z)=(z-1i)(az*+bz+c)
3) Résous I'équation f(z) = 0. On notera z4 la racine non imaginaire pur ayant la plus grande partie
réelle et z, la troisiéme.
4) Dans le plan rapporté au repére (o; u; v) orthonormé (unité graphique : 3cm), on consideére les
points M, A et L d’affixes respectives z,; zq; z,.
a) Placeles points M, A4, L. (1 pt)
b) Calcule MA, ML, AL et MES (W’,\m) Déduis en la nature du triangle MAL.

¢) Détermine z I'affixe du point I tel que le quadrilatére MALI soit un parallélogramme. Place le point I.
Exercice 12
On consideére le polyndme P (z ) suivant: P (z) = z3 +9iz? + 2 (6i —11)z — 3(4i + 12)
1) Démontrer que I’équation P (z) = 0 admet une solution réelle z;
2) Déterminer un polynéme Q( z) tel que P(z) = (z — z; ) Q(2).
3) Démontrer que I'équation Q (z) = 0 admet une solution imaginaire pure z,
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4) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0
5) On note zz la 3ieme solution de 1'équation P(z) = 0. Démontrer que les points du plan
complexe A, B et C d’affixes respectives z; , z, et z3 sont alignés.
Exercice 13 : (composition TSE 2014-2015 R.G.)
On considére le polynéme f défini par: f(z) = z* — 623 + 242> — 18z + 63.
5. Déterminer les nombres complexes a, b et c tels que : f(z) = (z2 +3 )(az2 +bz+c) (0,75pt)
6. Résoudre dans C'équation f(z) = 0. (1 pt)
7. Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal (o0; u; ¥) on considére les points
A, B, C, D d’affixes respectives : z, = iv3; zgp = —ivV3; z,=3-2iV3; zp=1Z.
d) Placerles points 4,B,C,D. [la figure complete (1,5 pts) ]
e) Quelle estla nature du triangle ACD ? (0,5 pt)
f) Montrer que les points A, B, C, D appartiennent a un méme cercle (C) dont on précisera le
centre et le rayon. Donner une équation de (C). (1,5 pts)
8. On note E le symétrique de C par rapporta O.
Préciser l'affixe de E et déterminer la nature du triangle BED. (0,75 pt)
Exercice 14 : Extrait du Bac 2013 T. S.Exp (Mali)
1. Résoudre dans C les équations suivantes :

1 1
22— (1+V2)z+V2=0; z+_=1; z+;=x/§
2. Soit le polyndme de la variable complexe z telque :

P(z2)=z*-(1+v2)22+ (2+V2)z* - (1 +V2)z + 1.
a) Vérifier que pour tout z nonnulona:
2
P(z 1 1
(2) = (z+—) —(1+x/§)<z+—)+\/§
z z z
b) En utilisant ce qui précede, résoudre I'équation P(z) = 0

Exercice 15

On considére le polyndme suivant: P(z) = z* — 323 + gzz -3z+1

Ecrire 1 + i sous forme trigonométrique.

Calculer p(1 + i).

Comparer P(Z) et P(z)

Montrer que si z, est une solution de I'’équation P(z) = 0 alors Z, est aussi une solution de cette
équation.

a0 op

e. Montrer que si z, estune solution de I'équation P(z) = 0O alors z, # 0 et—estaussiune solution
0

de cette équation.
f. Déterminer toutes les solutions de I'équation P(z) = 0.
Exercice 16
A. Soit a € ]0; 2m [. On consideére I'équation d’inconnue complexe z.
(E): z2—(2%'cosa)z+2%¢=0
Résous dans C I'équation (E). Donne la forme trigonométrique de chaque solution.

B. Soitﬁe]

Y[ B )z . )
—35 [ on considere I'’équation d’'inconnue complexe z.

(F): (cos?B)z?— (4cosB)z+5—cos?p =0
|
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Résous dans C 1’équation (F).Précise pour quelle valeur de pS1'équation (F)admet une
solution double. Donne la valeur de cette racine double.
Exercice 17
Soit I’équation (E): z* + 223 + 222 —2z+ 1= 0.
1. Montre que si z, est une solution de (E) alors Z; est aussi une solution de (E).
2. a. détermine les nombres réels a et b tels que :
1
+a<z——) +bl = 0.
z

(E) & z? l(z — 2)2

b. Résous dans C I'équation d’inconnue Z, Z* + aZ + b = 0 puis I'équation (E).
c. Démontre que les points images des quatre solutions de (E) appartiennent a un méme
cercle (I')dont on déterminera le centre et le rayon.

Exercice 18 : (composition TSE 2014-2015 R.D.)
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (0; % ; v) (unité graphique 2cm).
E]
+ l7

N | W

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a = : b=a etc=3.
Partie A :

1. Placeles points 4, B et C.

2. Démontre que le triangle ABC est équilatéral.

3. Ecris les nombres complexes a, b et ¢ sous forme exponentielle.
Partie B :

Soit f I'application qui, a tout point M de P d’affixe z associe le point M' d’affixe z' :
! 1 -2

z'=f(z)= 32
On note A’, B' et C'les points respectivement associes par f aux points 4, B et C.
a. Détermine la forme exponentielle des affixes des points A', B’ et C'.
Démontre 'alignement des points 0, A et B" ainsi que celui des points O, B et A'.
Place les points A', B’ et C'.
Détermine les points invariants par f, c’est-a-dire les points d’affixe z tels que z' = z. On

donnera leurs affixes sous forme algébrique.
3. Démontre que si M appartient a la droite (AB) alors M’ appartient a la parabole d’équation

Mo TR

y=- %xz + Z.
Exercice 19 : Extrait du Bac Asie 2001

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (0; u; ¥). On appelle f
'application qui, a tout point M d’affixe z (z # — 1) associe le point M’ d’affixe z’ telle que :

@ . —lz—2
f@)=2= z+1
Soient 4, B et C les points d’affixe respectives a = —1, b = 2i et ¢ = —i.

1. Soit C’ 'image du point C par f. Donne l'affixe ¢’ du point C’ sous forme algébrique, puis sous
forme trigonométrique.

2. Calcule I'affixe d du point D ayant pour image par f le point D’ d’affixe d’' = ; .
3. Pour tout nombre complexe z different de —1, on note p le module de z + 1 ( c’est-a-dire

|z + 1| =p)etp’lemodule de z’ + i (c’est-a-dire |z’ + i| =p’).
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a. Démontre que pour tout nombre complexe z différent de —1, ona: pp’ = /5.

b. Sile point M appartient au cercle (r) de centre A et de rayon 2, montre qu’alors M’ = f(M)
appartient a un cercle (r’) , dont on précisera le centre et le rayon.

4. Pour tout nombre complexe z different de —1, on considere le nombre complexe w = szll

a. Interprete géométriquement le module et 'argument du nombre complexe w.

b. Montre que z' = —iw.

c¢. Détermine géométriquement I'ensemble (F) des point M d’affixe z telle que z’ soit un réel non
nul. Donne une équation de (F).

d. Vérifie que le point D appartient aux ensembles (r) et (F).

e. Représente les ensembles (1) et (F) et (r') en prenant 4 cm pour unité graphique.
Exercice 20
Dans le plan P rapporté a un repére orthonormé on considere les points A et B d’affixe
respectives 1 et —2. On appelle (7) le cercle de diameétre [AB] et I le milieu [AB].

1. Soit C le point d’affixe ¢ = % Détermine la forme algébrique de c et prouve que le point
C appartient a (7).

2. Soit D le point de (7) tel que (ﬁ) = g [27]. On désigne par d I'affixe de D.

a. Détermine le module et un argument de d + %

Déduis-en d.

, : . 14+2xi 1, .3V3
c. Détermine le réel x telque AP li.
1-xi 4 4
. : - 1+2yi . -1
3. Soit E un point d’affixe e = ;r_—yyll ou y est un réel non nul. On pose Z = :: Calcule Z et

déduis en la nature du triangle ABE.
4. Soit F un point de (t) autre que B et f son affixe. Démontre qu'’il existe un réel t tel que
1+ 2ti

TR

Exercice 21
A. Résous dans C les équations suivantes :
a)z3=8i b)z3 = —V2+iV6; ) 26 = 4V2(-1+1i); d)z* =2(-1+iV3)
B. Résousdans C: z° + (1 — 2iv/2)z% — 2iv2 = 0.
Placer les points images de ses solutions dans le plan complexe P muni d'un repere orthonormé
(0;eq;€7).
Onpose:Z =+v2 -3+ ivV2++3
Calculer Z2 puis déterminer son module et son argument
En déduire de ce qui précede le module et un argument Z.
Résoudre dans C I'équation: (z+ 1) - (z—1)%>=0.
Exercice 22

oOE 0

2T

Soit le nombre complexe z, = €5 . On pose a = zy + zy* et B = zy? + z,5.

1. Démontre que 1+ zy + z¢% + 2o + z* = 0.

2. Calcule les réels a+ f et a x B. Déduis en que a et B sont solutions de l'équation
(E): z°+z—1=0.
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. . . 2n 4m . ;. .
3. Exprime a et B en fonction respectivement de cos— et cos—. Puis précise le signe de
a etceluide B.
) , . 2n 4
4, Résous (E) et déduis en les valeurs exactes de cos < et cos—.

Exercice 23

Soit @ un nombre réel.

1) Montre que I'équation (E;): z* — (2cosa)z + 1 = 0 d’inconnue z admet dans C, deux
solutions complexes conjuguées, z; et Z;. Donner leur expression en fonction de «. Quel estle
module de z;? (1 pt)

2) Soit B € R. On note de méme z, et Z, les solutions de I'équation
(E,): z2 = (2cosB)z + 1 = 0. Calculer en fonction de cos a et cos f les coefficients a, b, ¢ et d
du polyndéme P(z) = z* + az® + bz* + cz + d soit identique au polynéme

Q@2) =(z-2z)z - 2))(z—2,)(z— 23) (1pt)

3) On considére I'équation (E3): X%+ %X + % = 0 ou a et b sont les coefficients réels de la

question 2).

a) Montrer que cos a et cos § sont solutions de (E3). (0,5 pt)

b) Ecrire les inégalités que doivent vérifier a et b pour qu'il existe deux réels a et § répondant a
la question. (0,5 pt)

4) Application : Soit (E,) : z* — 323 + 422 — 3z + 1 = 0. Déterminer a et 8 et résoudre dans C
I'équation (E,). (2 pts)
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Bac complexe TSE et STI de 2023 a 1999
Bac SE 2023 (Mali)
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (0; u; v). On donne les points A et B

d'affixes respectives: Z, = 2+ 2i etZz = (1 +V3) +i(3 +V3)
1) Ecris le nombre complexe ;—: sous sa forme algébrique.
2) a) Calcule les distances OA et AB.
b) Compare 4 + 2v3 et (1 + \/§)2 puis calcule la distance OB.
c) Détermine en radian, la mesure principale de 'angle (i; 0A) puis celle de (i; OB ). Déduis-
en une mesure en radians de I'angle (ﬁ, @)
3) En utilisant les questions précédentes, donne les valeurs exactes de cos 1n_z et de sin 1”—2
4) a) Détermine l'affixe du point D image de A par la rotation de centre O et d'angle
a= Z(ﬁ; FE)
b) Quelle est la nature du quadrilatere OABD ? Justifie ta réponse.
Pour la construction de la figure, prends V3=17.

Bac SE 2022 (Mali)
Le plan complexe est rapporté au repéere orthonormé (0; u; v). On appelle A, B et C les points

d’affixes respectives: zy = =1+ 3i,zp = —2etz; = — 3_231-
Soit f I'application du plan privé de A dans le plan qui, a tout point M d’affixe z distinct de z, ,
associe le point M’ d’affixe z" définie par: z' = z:r—23i'

1. Résous, dans C, I'équation z? — 3iz — 2 = 0.

2. Détermine les affixes des points invariants par f.

3. Détermine I'ensemble des points M tels que M’ appartienne au cercle de centre O et de rayon
1.

4. En posant z = x + iy, détermine Im(z') en fonction de x et y. Déduis-en I'ensemble des points
M tels que M’ appartienne a I'axe des abscisses.

5. a. Montre que pour tout z # —1 + 3i, on ait 'équivalence :

zZ+ 2 Z+ 2 ( ) ) 5
= —— o (z— 7—7-) = —
Z+1-3i  Z4143i G T EITS

b. Déduis-en I'ensemble des points M tels que M'ait une affixe imaginaire pure.

Bac SE 2021 (Mali)

Soit la fonction polyndme p de 'ensemble C, des nombres complexes, dans C définie pour tout
nombre complexe z par: p(z) = z3 — (7 + 9i)z? + (—14 + 39i)z + 50.

1. Démontre que la fonction polyndme p admet une racine imaginaire pure notée z .

2. Résous, dans C, I'équation p(z) = 0. On note z; et z, les solutions non imaginaires pures avec
Re(z;) < Re(z,).

3. Dans le plan complexe muni du repére orthonormé direct (0; u; ), on désigne par A4, B et C les
points d’affixes respectives z,, z; et z, .

a. Détermine l'affixe z; du point G barycentre du systéeme {(4, 1); (B,—1); (C,1)} puis écris z;

sous la forme exponentielle.
-
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b. Détermine puis construis I'ensemble (E) des points M du plan tels que :
MA? — MB? + MC? = 4.
c. Quelle estla nature du quadrilatere ABCG ?

Bac SE 2020 (Mali)
On désigne par A et B les points d’affixes respectives z, = 2 —i et zz = —2i, et pour tout
nombre complexe plan complexe z différent de zz, on pose Z = j_iA.
—4B

Détermine, dans chaque cas, I'ensemble des points M (z) tel que :

Z soit un réel ;

Z soit un imaginaire pur (éventuellement nul) ;

Z soit de module 1.

Calcule |Z — 1| X |z — zg| et en déduis que, lorsque M(z) parcourt le cercle de centre B et de
rayon R, les points d’affixes Z sont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre

L S

et le rayon.
Bac SE 2019 (Mali)
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (0; @; ¥) (unité graphique 5 cm),

. . . : . 1.1,
on considere les points A et B d’affixes respectives:zy = 1 +ietzg = — S+t

On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1.

1) Donne la forme trigonométrique de z, et celle de zg.

2) Dans la suite de I'exercice, M désigne un point de (C) d’affixe e'*, a € [0; 27[. On considére
I'application f qui a tout point M de (C), associe f(M) = MA X MB.

2a

a) Montre, pour tout @ € R, I'égalité suivante : e'** — 1 = 2ie'® sin a.

el2a _ 1 — (l+§i)ei“|.

b. Montre I'égalité suivante : f (M) = >+

2
c. En déduis I'égalité suivante : f(M) = \/% + (—% + 2 sin a)
3) a) En utilisant 2)c), montre qu'il existe deux points M de (C), dont on donnera les coordonnées,
pour lesquels f (M) est minimal. Donne cette valeur minimale.
b) En utilisant 2)c), montre qu'il existe un seul point M de (C), dont on donnera les coordonnées,

pour lequel f (M) est maximal. Donne cette valeur maximale.

Bac SE 2018 (Mali)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; ¥) (unité graphique 1 cm).
On considére dans I'ensemble des nombres complexes, I'équation (E) d’'inconnue z suivante :
z3+ (—8+1i)z2+ (17 — 8i)z + 17i = 0.
Partie A
1) Montre que —i est solution de (E).

2) Détermine les nombres réels a, b, c tels que :
23+ (-8+i)z2+ (17 -8i)z+17i = (z+ i)(az? + bz + ¢)

3) Résous I’équation (E) dans I'ensemble des nombres complexes.
Partie B
On appelle 4, B et C les points d’affixes respectives 4 +i; 4 —i; —i.

1. Place les points sur une figure que I'on complétera dans la suite de I'exercice.
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2. Soit r I'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’
d’affixe z' telle que z' = iz — 2i + 2.
Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I'image de A par r.
Calcule 'affixe 8 de S.

3. Démontre que les points B, 4, S, C appartiennent a un méme cercle C dont on déterminera le

centre et le rayon. Trace C.
iz+10-2i
z—2
a. Détermine les affixes des points A’, B’, C' associés respectivement aux points 4, B et C.
b. Vérifie que A, B', C' appartiennent a un cercle C’ de centre P, d’affixe i. Détermine son rayon et

4. A tout point M d’affixe z # 2, on associe le point M’ d’affixe : z' =

trace C'.
c. Pour tout nombre complexe z # 2, exprime |z’ — i| en fonction de z.

Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle C. Démontre que |z’ — i| = 2+/5.
e. En déduis a quel ensemble appartiennent les points M’ associés aux points du cercle C.

Bac SE 2017 (Mali)
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (O;u; V) , on considére les

n
points M,, d’affixes : Z,, = G i) (1 + iv3) oun est un entier naturel.
1) Exprime Z,,,4 en fonction de Z,, , puis Z,, en fonction de Z, et n.
2) Donne Z,,Z,,Z,,Z; et Z, sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.
3) Place les points M, , My , M, , M5 et M, (unité : 4cm).
4) Détermine la distance OM,, en fonction de n.

5) a) Montre que M,,M,, ., = g pour toutn € N.
b) On pose L, = Y}y MM, (Cest-a-dire L, = MoM; + M M, + - + M, M, 1).
Détermine L, en fonction de n, puis la limite de L,, quand n tend vers +oo.

6) Détermine une mesure de I'angle (OM,; OM,,) en fonction de n.

7) Pour quelles valeurs de n les points 0, M, et M,, sont-ils alignés ?

Bac SE 2016 (Mali)
Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct (4;%; ¥), unité graphique 1cm. On

considere les points B, D et C définis par: AB = 21U, AD = 2# tel que ABCD soit un rectangle.
1°) Faire une figure qui sera complétée au fur et a mesure de l'exercice.

2°) Soit E I'image de B par la translation de vecteur DE. Détermine l'affixe Zg de E. Construis E.

3°) Détermine les nombres réels a et b tels que le point F d’affixe Zr = 6-4i soit le barycentre des
points A, B et C affectés respectivement des coefficients a, b et 1.

4°) On considere la similitude directe S qui transforme Aen E et Ben F.

a) Exprime Z’ en fonction de Z ou Z’ est I'affixe du point M’ image de M par S.

b) Détermine le centre (), I'angle 6 et le rapport k de la similitude S.

c) Détermine les images de C et D par S.

d) Calcule I'aire de I'image par S du rectangle ABCD.
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Bac SE 2015 (Mali)

Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O ; i ; V) et C désigne 'ensemble des nombres
complexes. Soient 4, B et C trois points d’affixes respectives
a=-1+3i, b=—4+2ietc =1 + 4i.
Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z’ définiepar:z’ = (2- 2i)z + 1.

1. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de f.

2. Déterminez I'affixe du point B’ image de B par la transformation f. Vérifiez que les vecteurs CA

et CB' sont orthogonausx.
3. Soit M(x;y) ou x etysont des entiers relatifs et M’ son image par f. Montrez que les

vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulementsix + 3y = 2.
4. Résoudre dans Z X Z I'équation x + 3y = 2 et en déduire I'’ensemble des points M dont les
coordonnées sont des entiers appartenanta [-5; 5].

Bac STI 2015 (Mali)

On considére le nombre complexez = \/2 -2 - i\/Z ++/2.
1) Calcule z? et z*.
2) Calcule le module et un argument de z*. En déduis le module et un argument dez.
3) Le plan est muni d’'un repére orthonormé (O ; u ; ¥). Soit M (x; y) un point du plan d’affixe le
complexe a = x + iy. Détermine 'ensemble des points M du plan tels que le module de
az soit égal a 8 ou z zest le complexe défini précédemment.

Bac SE 2014 (Mali/Bamako)

Les points A, B, M et M’ du plan complexe ont pour affixes respectives:2 — 4i,-i,zetz' avec
) —iz—2+41

z+i
1. Exprimez les coordonnées (x’; y") de M’ en fonction de celles (x; y) de M.

2. Déterminez et représentez I'ensemble des points M tels que :

a) z' soitréel.

b) z' soitimaginaire pur.

3. OnposeZ =z+ietZ' =z + i Vérifiezque ZZ' = —3 + 4i puis calculez |ZZ'|.

4. a) Détermine I'ensemble des ponts M’ lorsque M décrit un cercle de centre B et de rayon
r > 0.
b) Déterminez r pour que M et M’ soient sur le méme cercle.

Bac SE 2014 (Mali/Région)
On se place dans le corps € des nombres complexes, pour n € N, on pose
vzeC h,(z) =z"(1—-2).
1) Pour n € N résous I'équation fn(2) = ho(2).
hn(2) = ho(2)
|z| = |1 —z]
a) Montre que I'équation |z| = |1 — z| a une infinité de solutions.

2) On se propose de résoudre le systéme suivant: (1): {

|
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b) Soit z, I'une de ces solutions, calcule, en fonction du module 2 et 'argument 6 de z,
I'argument de 1 — z; ; le module et 'argument de z§ (1 — z,).
c) En déduis que le systeme (1) n"admet de solution que si n = 1[6]. Quel est 'ensemble

des solutions du systeme ?
Bac STI 2014 (Mali)
1) SoitI’équation (E):z2 — 6z + 12 = 0 ou z est I'inconnue complexe.
a) Montre que (E) admet deux solutions complexes conjuguées u et &, u étant celle dont la partie
imaginaire est positive.
b) Calcule le module et un argument de u. En déduis le module et un argument de u.
c) Ecris u — 4 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

d) Calcule le module et un argument de ﬁ.

En déduis le module et un argument de %

2) Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0, I,]). On considére les points A, B
et C d’affixes respectives: z4 = —3;z5 =2+ 2i etzg =7i
a) Construis le triangle ABC.
b) Calcule les distances AB et BC.

Zp—ZB
Zc—ZB

d) Déduis des questions a) et b) la nature du triangle ABC.

c) Ecris le nombre complexe sous forme trigonométrique.

Bac SE 2013 (Mali) (pas de nombres complexes)

Bac SE 2012 (Mali)

2
On considere le complexeZ défini par Z = ZZ—H ouz =x + iy avec (x;y) € R?

1) Onnote Z = X +iY, (X;Y) € R2. Ecris X et ¥ en fonction de x et y.

2) Au complexe z on associe le plan M (x; y) d’'un plan rapporté a un repére
orthonormé (0 ; u ; 7). Détermine 'ensemble (') des points M du plan tels
que Z soit imaginaire pur non nul.

3) Résous dans I'équation z? + 2iz — 2 = 0. Montre que les images des solutions
de cette équation appartiennent a I'ensemble (T).

BAC SE 2011 (Mali) (pas de nombres complexes)

Bac SE 2010 (Mali)
On considere I’équation d’inconnue complexe z,
(E): z* + 5z% + (11- 3i)z%? + (10- 10i)z- 8i = 0.
1°/ Montrer que l’équation (E) admet une solution imaginaire pure z; que l'on
déterminera. (1pt)
2°/ Montrer que I’équation (E) admet une solution réelle que 'on déterminera. (1pt)
3°/Achever la résolution dans I’ensemble des nombres complexes de I'équation (E). (1pt)
4°/ En désignant par z; la solution non imaginaire pure qui a une partie imaginaire positive,
par z, la solution réelle et par z; la 4éme solution de (E), montrer que z,, z;, z, et z3 sont
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dans cet ordre les termes consécutifs d’'une suite géométrique dont on précisera la raison.
(1pt)
5°/ Donner le module et un argument de chacune des solutions de (E) (1pt)

BAC SE 2009 (Mali)
z étant un nombre complexe, on considére 'équation (E) : z* = -7 + 4iv/2.
a.) Vérifier que u = V2 + i est une solution de (E).
b.) Déterminer sous forme algébrique les racines quatriemes de l'unité. En déduire dans
I'ensemble C des nombres complexes toutes les solutions de (E) sous forme algébrique.

BAC SE 2008 (Mali)

On considére le nombre complexe u définis par u = \/2 -2 - i\/Z +/2 (i2 =-—1).
1. a) Calcule u? et u*.
b) Calcule le module et un argument de u*, déduis-en le module et un argument w.
2. Le plan complexe est muni d’'un repéere orthonormé. A tout point M de coordonnées (x; y)du
plan, on associe son affixe z =x +iy; (x,y) € R? :
Détermine I'ensemble des points M du plan pour lesquels le module du produit u X Z égal a 8.
BAC SE 2007 (Mali) (pas de nombres complexes)

BAC SE 2006 (Mali)

Dans I'ensemble C des nombres complexes on considere 1’équation
(F):z* = 273(1++3) + 22%(3 + 2v3) — 4z(2 + V3) + 8 = 0.

g Démontrer que si le complexe z, est une solution de (F) alors il en est de méme pour son
conjugué z, (c’est-a-dire que z, est aussi solution de (F)).

h. Vérifier que le complexe z, = 1 + i est une solution de I'équation (F). En déduire une seconde
solution z; de I’équation.

i. Déterminer les deux autres solutions z, et z; de l’équation (F).

j- Représenter dans le plan complexe les points images des quatre solutions de I'équation (F). (Le
plan est rapporté a un repere orthonormé d'unité graphique 1cm).

k. Déterminer la nature du quadrilatére ainsi obtenu puis calculer en cm? Iaire de sa surface.

BAC SE 2005 (Mali)
1. Déterminer sous forme algébrique les racines sixieme de l'unité, c'est-a-dire trouver les
nombres complexes u tels que u® = 1.
2. Calculer (1 —i)°.
En utilisant les questions a) et b) donner la forme algébrique des solutions de I’équation
d’inconnue z: 8z°% + i = 0.

BAC SE 2004 (Mali)
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Le plan est muni d'un repére orthonormal (o, %, ¥) direct. On désigne par f1’application du

plan qui a tout point M distinct de O et d’affixe z associe le point M” d’affixe z’ définie par z’ =

NI | ¢

ou Z est le conjugué de z.
1. Détermine I'affixe du point A’ image par f du point A d’affixe 1 + i. Vérifie que les points O, A et
A’ sont alignés.
2. Montre que pour tout point M distinct de O, les points O, M et M’ sont alignés.
3. Trouve I'ensemble (T') des points invariants par f.

4. a) Soitz # 0, montre que si |z — (1 +i)| = V2 alors |% —; =
b) Déduis en que si M est un autre point autre que O du cercle (C) de centre A passant par O,
alors son image M’ par f appartient a une autre droite (D) que 'on déterminera.

c) Montre que tout points de (D) estl'image par f d’'un point de (C) - {O} par f.
d) Tracer (I'), (D) et (C) dans le méme repere.
e) Déduis en I'image (C) - {O} par f.

BAC SE 2003 (Mali) (pas de nombres complexes)

BAC SE 2002 (Mali)
Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes ci-dessous ; puis les

écrire sous la forme trigonométrique p(cos 8 + isinf) avecp € R, 6 € R.

{21 —cos 2x + isin2x

zy = —2(cosx +isinx); z, =—3e 3 ; z3=

2cos 3x — 2isin 3x

BAC SE 2001 (Mali) (pas de nombres complexes)

BAC SE 2000 (Mali)
1. a. Soit (1) ,en la suite géométrique réelle de premier terme r, strictement positif et de

: 2 . L .
raison . Exprimer le terme général r;, en fonction de n et de 7y,

b. Soit (8,,) la suite arithmétique réelle de premier terme 6, ; 6, € [0; 2 ]et de raison 2?” .

Exprimer le terme général en fonction de n et 6.

c. Vn € N, on pose : z, = r,,e!%n, Sachant que z, X z; X z, = 8, déterminer le module et un
argument de chacun des nombres complexes z,, z;, z.

2. Dans le plan complexe (P) rapporté a un repére orthonormal direct d'unité graphique 3 cm,
on appelle M,, le point d’affixe z, = r,e'% .

a) Placer dans (P) les points My ; M; ; M, et M.

b) Vn € N, calculer ||M Mn+1|| en fonction de n.

¢) On pose I, = z ||MkMk+1|| Calculer In en fonction de n, puis déterminer lim I,,.

n-+oo

3. a) Ecrire sous la forme trigonométrique ou exponentielle le nombre complexe
(1 + itan8)?

T
;0 eRetl #—
1+ tan?8 € iz[”]
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b) Déterminer le module et un argument du Soit la suite de points M,, du plan complexe,

. . L 1+iV3
d’affixes respectives définies par: zy = 8 et pour toutn € N, z,, ., = +T“/—zn.

a) Calculer le module et un argument de z = 1+j/§.

b) Calculer z;, z,, z; et vérifier que z; est un réel. Placer dans le plan muni d’un repére
orthonormal (0; é;; €,) les points My ; M, ; M, et M.

c) Calculer le rapport Z”Z“—_Z" En déduire que le triangle OM,,M,, ., est rectangle et que :
n+1

|Zn+1 - an = ‘/§ |Zn+1|-
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Sujets de mes devoirs

Yoo Lo DPruyére (LBRUY)

Devoir n’1 de Mathématiques
Classe : TSE | 05 novembre 2022 | Durée : 3 heures | Coef: 05

Devoir N°1

Lis attentivement
Le sujet est composé de deux exercices et d’un probléme tous obligatoires. ILcomprend deux pages.
La qualité de la védaction, la clarté et a précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
Cappréciation des copies.
L'usage de la calculatrice non programmable est autorisé.

(5 o (o e [5,5 points]
Détermine le module et un argument de: (1,5 pts)

Z; =2 cosz—”(cosE + isin3—”); Z, = COS= + cOS— + i (sinz + sinz)
3 4 4 4 6 4 6
Détermine les entiers naturels n tels que (1 + i)™ soit un réel positif.(0, 75 pt)
Linéarise: cos3(2x) sin? (g x) (1pt)
Résous dans C 1’équation z2 + 2Z+ 1 —2i =0 (1pt)
Soit a € ]0;2m [. On considére 'équation d’inconnue complexe z.
(E): z2— (2% 'cosa)z+2%¢ =0
Résous dans C I'équation (E). (0,75 pt)
Donne la forme trigonométrique de chaque solution. (0, 5 pt)

EXercice 2 femmsamcemnmeme e e e e e e [5,5 points]

A. Soit u et v les nombres complexes définis par: u = VvV2 + 1+ ivVV2 — 1 etv = u*.
a. Ecris v sous forme algébrique. (0, 5 pt)

Détermine les racines quatriemes de v sous forme trigonométrique. (1 pt)

En utilisant les racines quatriemes de 'unité détermine les racines quatriemes de v sous
forme algébrique. (1,5 pts)

5. Déduis en les valeurs exactes de cosg et sin g. (0,5 pt)

Dans le plan complexe on considere le point M d’affixe Z = x + iy; x,y € R:

Détermine I'ensemble des points (E) du plan tel que |u X Z| = 8. (0, 5 pt)

Résous dans C: z°® + (1 — 2iv2)z® — 2ivV2 = 0.

Place les points images de ses solutions dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé
(0;e55€3). (1,5 pts)

Probléme : --========mmmmm e e e e [9 points]

- >
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O;u;V), on considere le polynome

M. ADD  vous propose cours de Nombres Complexes TSE 2022/2023 45



%ﬁé Donblic doe Niamatkoro Abdoulaye Drissa DEMBELE

(L. Niama) abdouldem25@gmail.com
76343234 /6634323
f(z) =z*—82z3 +41z%2 — 74z + 100

1-Soit z,un nombre complexe . Montre que f (Z_O) = TZO) (0,75 pt)

2-En déduis que f(z,)=0 alors f(z,)=0 (0,5 pt)

3- Calcule f(3+4i).Queconclure? (0,5 pt)

4-En déduire la résolution de I'équation f(z)=0 (1 pt)

4-Soit A,B,Cet D les points images respectives des solutions z,;z;;z. et z, de I'équation

f(z) =0tel que Re(z,) ~2 etIm(z,) =2 ; Re(z;)>~2 etlm(z;) <0 ; Re(z.)<2 et Im(z.) >0 et
Z, la quatrieme solution.

a)Place ces points dans le plan complexe. (1 pt)
. z,-12
b)Soit I le point d’affixe z, =3+ iv/3. Calcule “2—"" . En déduis la nature du triangle ACI.
Lc =1,
(1 pt)
c)Détermine la nature, le périmétre et I'aire du quadrilatere ACDB. (1 pt)
d)Montre que les points A,B,C et D sont sur le méme cercle dont on précisera les coordonnées

de son centre et son rayon. (1 pt)
z+2-31

6-On pose Z =

Z—ZA

Détermine et construis les ensembles (E) des points M (z) vérifiant :
a) |Z|=1, (0,75 pt)

b)arg(Z) = -~ +km,k €Z  (0,75pt)

carg(Z)=n+km,k€eZ (0,75 pt)

A AU AU AU AU AU AU AU U N N N N N N N N N N N N I I I I I ) D N I ) D I I I I I ) I I I D I I I ) I N N N N N

Devoir N°2

Yoo Disblio do Niamakors (NIAMA)

Devoir n’1 de Mathématiques
Classe : TSE | 05 novembre 2022 | Durée : 3 heures | Coef:05

Lis attentivement
Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme tous obligatoirves. Il comprend deux pages.
La qualité de [a rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part importante dans
Cappréciation des copies.
@ L'usage de la calculatrice non programmable est autorise.

9

9

EXercice 1 :----m-mmmmmm oo oo oo e e e [5,5 points]

—1+i)3 1+i

%) =% (0,25 pt)
b) Résous dans C I'équation Z3 = 1. On donnera les solutions sous forme trigonométrique et
sous forme algébrique. (0,75 pt)

1°) a) Montre que (

|
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c¢) Déduis des questions précédentes les solutions dans C de I’équation :

3
(E): z3 = % On remarquera que ( E) est équivalente a (%) =1. (0,75 pt)
7z

2°) a) Ecris % sous forme trigonométrique. (0,25 pt)

b) Déduis-en les arguments des solutionsde (E). (0,25 pt)

3°) Déduis des questions 1)c et 2)b les valeurs exactes de cos 111—2 et sin 111—2 . (0,25 pt)
II/Détermine et construis I'ensemble (E)des points M (z) vérifiant : (2 pts)
1)\2—2+i\=1 2)|(L+i)z-2i[=2

3)|z-2+i|<2 4) |z2-3+i|=2|z+1+5il

III/ Résous dans C I'équation : (z* +3z)2+(3z+5)2=0. (1 pt)

EXErcice 2 :--===m=smmmmmeme e e e e e e e e [4,5 points]
6 est un réel quelconque, on considere dans C, 'équation :
E(6):Z>°—2(1+2cos0)Z+5+4cosh =0.

1-Résous dans C, les équations E( g) et E( % ) en donnant a 6 respectivement les valeurs g et

¢ apy
2-Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct (O, U , % ), on donne les points
A, B, C, D d’affixes respectives : Za= 1 + Zeig, =1+ Zeig, Zc=Zg, In=1,,.
a) Détermine les formes algébriques des affixes des points puis placer les points dans le
repere. (1 pt)
b) Détermine la nature du quadrilatéere ABCD et celle du triangle ABD. (1 pt)
c)En déduis que ces points appartiennent a un cercle 7 dont on donnera une équation.
(0,5 pt)

3-Résous dans C, I'équation E( 6 ). (0,75 pt)
a)Démontre que les points qui ont pour affixes les solutions de E( 8 ) sont les points de 7.

(0,25 pt)
Probléme : ----=-==-=mm e [10 points]

On considére le polyndéme ¢ = Z3 — 3v2 (14 i)Z% + 4(1+ 3i)Z — 8iV2
1-a) Calcule P(\/E + l\/i) (0,75 pt)

b)Détermine les complexes a et b tels que P(Z) = (Z — V2 —ivV2)(Z* + aZ + b) (1 pt)
2-Résous dans C I'équation P(Z) =0 (1 pt)
3-Soit A, B et C les points d’affixes respectives :
Zo=V2 +i(N2-2), Z,=V2+iV2 et  Z,=2 +i(vV2+2),
a)Détermine le module et un argument de Z,, Z; et Z, . (1,5 pts)
b)Montre que les points A,B et C sont alignés et que B est le milieu du segment [AC].

(0,75 pt)

3-a)Détermine I'équation de la droite (D) médiatrice du segment [AC]. (0, 5 pt)
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b)Soit M I'’ensemble des point de la droite (D) d’affixe Z. Trouve |'expression de Z.
(0,5 pt)

Zo—Z

c)Calcule le rapport . Déduis-en la nature du triangle MAC. (0, 75 pt)

2-Z
d)Détermine 'expression de Z pour laquelle MAC est un triangle équilatéral. (0, 5 pt)

B/ Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, u,v).
1-Trouve I'ensemble de points M d’affixe z tel que les points images des nombres complexes :
1; z ; 1+2%, soitalignés. (0,5 pt)

, z+1
2-On désigne par le point M d’affixe zZ et M d’affixe Z te que Z :ﬂ

a-Trouve I'ensemble (D) des points M d’affixe z pour que Z soitréel. (0,75 pt)
b- Trouve '’ensemble (H ) des points M d’affixe z pour que Z soit imaginaire pur.(0, 75 pt)

c- Trouve I'’ensemble (F) des points M d’affixe z tel que O; M ; M soient alignés. (0,75 pt)
Devoir N°3

%ceé gmgfyw de OBomaks (LSBA)

Devoir n’1 de Mathématiques
Classe : TSE | 23 novembre 2021 | Durée : 3 heures | Coef:05

Lis attentivement :
Le sujet est composé de deux exercices et d'un probleme tous obligatoires. I comprend deux pages.
La qualité de la védaction, la clarté et [a précision des raisonnements entveront pour une part importante dans
Cappréciation des copies.
@ L'usage de la calculatrice non programmable est autorise.
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9

EXEICICE 1 Tmmmmmmmm oo oo oo oo oo [5 points]

F. Soit a et a’ deux nombres complexes de module 1. Démontre que :
2
d u= 1+0;+“ est réel. (0,75 pt)
a+a , ,
e v=_——-est réel poura a’ = —1. (0,75 pt)
G. Détermine le module et un argumentde z =1 — e's (0,75 pt)
H. Détermine les entiers naturels n tels que (1 + i)™ soit un réel négatif.(0, 75 pt)
I. Détermine et représente I’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que :
z2 -9
arg( T ) = arg(z + 3)[r] (1 pt)

J. Soit z' = 2_2:31_; z # 2 — 3i. Détermine et représente 1’ensemble des points M du plan

d’affixe z tel que z'décrit le cercle de centre 1’origine O du repére et de rayon 1. (1 pt)

EXEICICE 2 f-mmmmmmmmmmm e s oo e e e e [6 points]

|
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C.  Soit u et v les nombres complexes définis par : u = \/2 —V2 - i\/2 +2
etv = u*
7. En utilisant les racines quatriémes de 1’unité détermine les racines quatriemes de v sous
forme algébrique. (2 pts)
8. a. Ecris v sous forme algébrique. (0,25 pt)
b. Détermine les racines quatriemes de v sous forme trigonométrique. (1 pt)
9. Dans le plan complexe on considere le point M d’affixe Z = x +iy; x,y € R:
Détermine I’ensemble des points (E) du plan tel que |u X Z| = 8. (0,75 pt)
D. Résous dans C: z° + (1 — 2iv2)z% — 2iv2 = 0.
Place les points images de ses solutions dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé
(0;e5;e7). (2 pts)

Probléme : ----=-=-mmmmmme e e e ----[9 points]

A. On consideére le plan complexe rapporté au repére orthonormal (o0 ; @ ; v).
SoitP(z) = z3 4+ 2(1 —2cos2a)z? + 4(1 — 2cos 2a)z + 8Baveca € |-m; o[
Calculer P(—2)

Déterminer lesréelsa, b etctelsque: P(z) =(z+ 2)(az2 + bz + C)

Poura =1; b = —4cos2aet ¢ =4, résoudre P(z) = 0.

Calcule le module et un argument des solutions de P(z) = 0.

Soient 4, B et C les points images dans le plan complexe des solutions de
P(z) = 0. Pour quelle valeur de « le triangle ABC est-il équilatéral ?

A w N

B. Dans le plan P rapporté a un repere orthonormé on considere les points A et B d’affixe
respectives 1 et —2. On appelle (7) le cercle de diametre [AB] et I le milieu [AB].

5. Soit C le point d’affixe ¢ = i—‘; Détermine la forme algébrique de c et prouve que le point

C appartient a (7).

6. Soit D le point de (7) tel que (ﬁ) = g [27]. On désigne par d I'affixe de D.
d. Détermine le module et un argument de d + %

e. Déduis-end.

f. Détermine le réel x telque 11+_—2xxll = % + i%g.

1+2yi
—yl

7. Soit E un point d’affixe e = ou y est un réel non nul. On pose Z = 5 Calcule Z et

déduis en la nature du triangle ABE.

8. Soit F un point de (t) autre que B et f son affixe. Démontre qu’il existe un réel t tel que
1+ 2ti

1 _a

|
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Lycée les CASTOR DEVOIR N° 1 Année :2022-2023
Epreuve de Mathématiques : Série : TSE Durée : 3 heures

Auteur : M. Tangara
Exercice :1 (5 pts)
Résous dans C, les équations suivantes :

1- [E] = —%+ i % avec n un entier naturel non nul  (1pt)
Z+i

2-(z2-1) =(z+1) (1pt)

3-(4-3i)z—2iz =11+ 23i (1pt)
4-5|7|+13z = -28+104i (1pt)
5- 722—(8c0s0)z+16—-7sin20=0 ; O [0;2z]  (1pt)

Exercice 2 : (3 pts)

Soit @ un nombre réel appartenant a }O; E{ .0On considere I'équation d’inconnue z complexe

(E):z® —(1+2cosa)z2+(1+2cosa)z=1=0
1-Résous dans C I'équation (E) sachant 1 est une solution évidente. (1 pt)
2-On désigne par z, et z, les autres solutions de I'équation (E) telles que Im(z,){0 et

1
sina
puis sous forme algébrique et représente leur pointimage sur le cercle trigonométrique
(1,5 pts)
3-Précise le module et 'argumentde z et z, (0,5 pt)

1 .
Z= 3 (z,—12,)x( ) .Détermine les racines quatriéme de Z sous forme trigonométrique

Probleme : (12 pts) les parties A et B sont indépendantes

Partie A

Les points A, B, M et M’ du plan complexe ont pour affixes respectives: -2+i, i,
iz

zetz avec Z = .
72+2—1

1-Exprime les coordonnées (x’, ') de M’ en fonction de celles (x;y) de M. (1,5 pts)
2- Détermine et représente I'’ensemble des points M tels que :
a) z' soitréel. (0,5 pt) b) z’ soit imaginaire pur. (0,5 pt)

: : 1 5
c) arg(z ) = 7 +kr avec k un entier relatif (0,5pt) d) ‘Z ‘:1 (0,5pt) e) ‘Z ‘ =3 (0,5 pt)

N3

3- Montre que ‘Z' - i‘ = m

(1,5 pts)

4-Détermine I'ensemble des points M’ lorsque M décrit un cercle de centre A et de rayon 2.

(1pt)
Partie B :
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1-Ecris sous forme algébrique z=11+1 —L (0,5 pt)
B6-1)(2i-3)
2-Ecris sous forme trigonométrique le nombre complexe t dans chacun des cas suivants :
(1+i)8 . i x 1+e'”
a) S= ;b)) T =-3i(1+e* ;XxelR L= — ;XelR 1,5 pts)
R E RN I et e (

3-a) Détermine les racines sixiémes de I'unité sous forme trigonométrique puis sous forme
algébrique (1pt)

b) calcule (1+i)° (0,5 pt)

) En déduis les racines sixiemes du complexe t = —8i sous forme trigonométrique puis sous
forme algébrique (1pt)

4-Soit u et v deux nombres complexes. Montre que |u +V| 2 +|u —V|2 = 2(|u|2 + |V| 2 (1pt)

|
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