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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases % M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (écoles d’ingénieurs,

médecine, classes préparatoires).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1a30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Léquation y’ = ay + b,
Equations avec second membre, Equations du second ordre, Oscillations (A < 0), Modélisa-
tion (physique, chimie), Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie
D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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La carte du chapitre

Ampli-
Période tude,

2n
o phase

Circuits
RC,
Demi-vie RL, LC
Oscillations

Loi de

Newton
Applications

Chute,
ressort

Equations
differentielles

Equation
Premier caracte-

ordre ristique
Second
membre
Super-

’\ \ position
Solution f-h

parti- solution
culiére h de (E,)

A la fin du chapitre, je sais...

0O verifier qu'une fonction est solution ; O trouver C, et C, avec f(x,) et f'(x,);
O résoudrey’ =ayety =ay+b; O utiliser la forme R cos(wx + ) ;
O trouver la solution telle que y(x;) = y, ; O donner l'amplitude et la période d’une oscil-

. S . lation ;
lire 'équilibre —% et lallure des solutions ; ation

. . O modéliser un circuit RC, RL ou LC;
chercher une solution particuliere ;

- . O calculer une demi-vie ou un temps caractéris-
utiliser « f - h solution de (E,) » ; . .

0 tique;
seiie Heg uaition eaaeerisiie O retrouver l'équation dont on connait les solu-

résoudre y” + ay’ + by = 0 dans les trois cas; tions.

O 00 o0oo
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

@ Notion d'éguation différentielle

11 Vocabulaire

B Deéfinition : équation différentielle
Une eéquation différentielle est une équation dont l'inconnue est une fonction y de la vari-
able réelle x, et qui relie y, ses dérivées y’, y”, ... et éventuellement x.
« Son ordre est celui de la dérivée la plus élevée quiy figure : y’ = 2y est d’'ordre 1 ;
y" +y=0estdordre 2.

+ Une solution sur un intervalle I est une fonction f, dérivable sur I (deux fois pour 'ordre
2), qui vérifie 'équation pour tout x € I.

+ Résoudre ['équation, c’est déterminer toutes ses solutions. Dans ce chapitre, | = R sauf
mention contraire.

A

Ecrire « y' = 2y » est un raccourci : une fonction f est solution lorsque f’(x) = 2f(x) pour tout réel
X. La courbe représentative d’une solution s'appelle une courbe solution.

1.2 Verifier qu’une fonction est solution

Méthode : vérifier que f est solution de (E)

1. Calculer f'(x) (et f"(x) si 'équation est d’ordre 2).

2. Remplacery, y', y” par f(x), f'(x), f”(x) dans le membre de gauche, puis simplifier.

3. Conclure si U'on obtient le membre de droite pour tout x de Uintervalle.

« () 1y =2y et f(x)=3e*: f(x)=6e* = 2x3e’ = 2f(x) pour tout réel x : f est

solution. De méme, x ~ Ce?* est solution pour tout réel C : 'équation a une infinité de
solutions.

s (B):y +y=xet f(x)=x-1: f'(x)+f(x)=1+(x-1)=x: f estsolution. En revanche,
g(x)=xnelestpas: g'(x)+g(x)=1+x#x.

* (E;):y"+y=0 et f(x)=sinx-2cosx: f'(x)=cosx+2sinx et f”(x)=-sinx+2cosx =
-f(x), donc f"(x) + f(x) = 0 : f est solution.
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« (E,) 1 y"-3y'+2y =0 et f(x)=e*: f'(x)=2e*, f"(x) = 4e**, donc f"(x)-3f"(x)+2f(x) =
(4-6+2)e* =0: f est solution.

Attention, piege!

7

L'égalité doit étre vraie pour tout x, pas pour quelques valeurs. Pour f(x) = x? et (E;) : y' =
2y,0na f'(x) = 2x et 2f(x) = 2x? : ces nombres sont égaux en x = 0 et en x = 1, mais pas en
x =2 (4 # 8). Donc f n'est pas solution de (E,).

1.3 Des équations qui modélisent le réel

Une loi de la physique, de la chimie ou de la biologie donne souvent la vitesse de variation d'une
grandeur en fonction de sa valeur: c’est une équation différentielle. Connaissant 'état de départ
(la condition initiale), on peut alors prévoir toute l'évolution (section 9).

Phénomeéne Fonction inconnue Equation différentielle
Désintégration radioactive nombre de noyaux N(t) N =-AN (A >0)

Croissance d'une population effectif P(t) P’ =kP (kR >0)
Refroidissement (loi de Newton) | température 6(t) 6'=-k(6-6,) (kR>0)
Charge d’un condensateur (RC) | tension u(t) RCug+u.=E

Chute verticale avec frottement | vitesse v(t) mv’' =mg - Rv

Ressort ; circuit LC position x(t) ; tension u(t) | x” + %x =0; LCu/+u.=0
Remarque. En physique, la variable est le temps t et l'on note aussi ?j—l:l pour N'(t) et %

pour x"(t). Tout le cours s'applique en remplacant la variable x par t.

© L'éguation y = ay

Soit a un réel. Les solutions sur R de 'équation différentielle y’ = ay sont les fonctions

X — Ce%, ou C est une constante réelle quelconque.

Démonstration.

« Pour tout réel C, la fonction f(x) = Ce® est dérivable sur R et f'(x) = aCe®™ = af(x) : c'est une
solution.

+ Réciproquement, soit f une solution. On pose g(x) = f(x) e ?*. La fonction g est dérivable sur
R et

g'(x) = /(X)€% - a f(x) e = (£(x) - af(x)) e = 0.
Donc g est constante sur l'intervalle R : il existe un réel C tel que f(x)e™® = C, soit f(x) = Ce.
L]
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Solution veérifiant une condition initiale

Soient x, et y, deuxréels. L'équationy’ = ay admet une unique solution f telle que f(x,) = y,
£x) = v €2%),

Démonstration. f(x) = Ce™ et f(x,) =y, & Ce® =y, < C=y,e % :uneseulevaleurdeC
convient, et alors f(x) = y, e ™0 e =y e, O

« y' =3y : les solutions sont les fonctions x — Ce3*, C € R.

c2+y=0 & y' = —%y: les solutions sont les fonctions x — Ce‘g, C eR.

’

ey = 2yavecy(l) = e: f(x) = Ce* et f(1) = Ce?2 = e < C = e Donc
f(X) = e3e—2x = e3—2x I

-y -2y =0avecy(0)=-5: y' =2y, donc f(x)=—5e‘/5".

Remarque. Pour C # 0, la solution x — Ce? ne s'annule jamais et garde le signe de C. Si
a < 0, elle tend vers 0 en +o ; si a > 0, elle tend vers +o ou -o0. Pour a = 0, on retrouve
y' = 0: les solutions sont les constantes. Enfin, f(x + 1) = e? f(x) : les valeurs f(0), f(1), f(2),
... forment une suite geométrique de raison e°.

) e . U
© Lléquationy =ay+b
Dans toute cette section, a et b sont deux réels, avec a # 0.

3.1 Lasolution constante

Une fonction constante x — k a une dérivée nulle : elle est solution si et seulementsi 0 = ak + b,
c'est-a-dire k = —g.

La fonction constante x -g est 'unique solution constante de y’' = ay + b : c’est |'état
d’équilibre.

3.2 Toutes les solutions
|
Les solutions sur R de l'équation différentielle y’' = ay +b (a # 0) sont les fonctions

9, CeR.
a

X — Ce% -

Pour tous réels x, et y,, il existe une unique solution f telle que f(x,) = y,.
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Démonstration. Soit f une fonction dérivable sur R ; posons z = f + g Alors z' = f" etaz = af + b,

donc
f=af+b & 7z =az < z(x)=Ce™ (CeR) f(x):Ce"X—g.

Condition initiale : f(x) =y, <= Ce™ =y +2 < C= (y0 + g)e'“"o : une seule valeur de C.O

A retenir: solutionsdey’ =ay+b = solutionsde y’ = ay + la solution constante —g.

Méthode : résoudre y’ = ay + b avec une condition initiale

1. Mettre 'équation sous la forme y’ = ay + b et lire a et b (attention aux signes et au
coefficient devant y’).

2. Ecrire la solution générale : y = Ce% - g.

3. Traduire la condition initiale y(x,) = y, pour trouver C, puis controler le résultat.

Exemple: 2y’ +y =2 avec y(0)=0

Ondivise par2: y'=-2y+1, donca=-3, b=1 et —g=—l1=2.

Solutions: y = Ce? + 2, C e R. Condition initiale: y(0)=C+2=0 < C=-2.
La solution cherchée est |f(x) =2 ~2e’z| Contrdle : f(0)=2-2=0 et 2f'(x) + f(x) =

2e2+2-207=2. v

Exemple:y' =3y -6 avec y(1)=1

> C=-e3, donc

|
—_

Icia=3b=-6et-2=2: y=Ce™+2. Puisy(l)=Ce+2=
f(x)=2-e33|

3.3 Allure des solutions

<
<

e

équilibrey =2

PR LR R TP ) EEEEEemmmcemmmmmmmmmm o,
1 f(x)=2-2¢e2 1
2 4 6 X 2 ™ 6 X
y' = —%y +1 (a<0) : toutes les y' = %y -1 (a>0) : les solutions
solutions se rapprochent de —g =2 s'éloignent de 'éguilibr —g =2

+Sia<0:e¥™ — 0en +oo, donc toutes les solutions tendent vers —g : l'équilibre est stable
(charge d’un condensateur, refroidissement, vitesse limite...).

« Sia>0: seule lasolution constante reste bornée en +oo ; les autres tendent vers zco.

+ Deux courbes solutions distinctes ne se coupent jamais (sinon, deux solutions différentes véri-
fieraient la méme condition initiale) : par chaque point du plan passe une et une seule courbe

solution.
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@ Eguations avec second membre

Soient a un réel et g une fonction définie sur R (polyndme, exponentielle, cos, sin...). On étudie

(E): y' =ay+g(x) et 'équation homogéne associée (Ep) - v =ay.

Le principe fondamental

Soit h une solution particuliére de (E). Pour toute fonction f dérivable sur R :
f estsolution de (E) <= f - h est solution de (E,).

Les solutions de (E) sont donc les fonctions xX+— Ce™+h(x), CeR.

Démonstration. On sait que h'(x) = ah(x) + g(x). En soustrayant: f'(x) = af(x) + g(x) <
f'(x)- h'(x) = a(f(x) - h(x)), c'est-a-dire (f - h)’ = a(f - h). Les solutions de (E,) sont les Ce®®, donc
f-h=Ce%. g

A retenir: solution générale de (E) = solution générale de (E,) + une solution particuliére de

(E).

B Méthode : résoudre une équation avec second membre

1. Résoudre 'équation homogéne (E,): y = Ce®™.

2. Trouver une solution particuliére h : soit elle est donnée (on vérifie qu’elle convient), soit
on la cherche sous la forme indiquée par 'énoncé : on remplace dans (E) et on identifie
les coefficients.

3. Conclure : y = Ce®™ + h(x). La condition initiale éventuelle s'applique a la fin, a cette
solution compléte.

Second membre g(x) Forme habituelle de h (pour a # 0)

polynome de degré n polynome de degré n (exemple : h(x) = ax + B)

ke™ avecm #a h(x) = ae™

k cos(wx) ou Rsin(wx) | h(x) = acos(wx) + B sin(wx)

Pour identifier : deux polynomes égaux pour tout x ont les mémes coefficients ; et si A cos(wx) +
Bsin(wx) = 0 pour tout x, alors A= B = 0 (prendre x = 0, puis x = %).

Exemple : second membre polynome: y’' +2y = x

Solution particuliére de la forme h(x) = ax + B : h'(x) + 2h(x) = a + 2ax + 2B = 2a x + (a + 2p).
Cette expression vaut x pour tout x si et seulementsi 2a = 1eta+2B =0, soita = % etp = —%

D h(x) = 2x - 7.

Homogéne: y’ = -2y donne Ce 2. Conclusion: |y = Ce X

71
1x-1 cer|
X
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Exemple : second membre exponentiel: y' - y = e?X, avec y(0) = 0

1. h(x) = e** est une solution particuliére: h'(x) - h(x) = 2e?* - e** = e?X, v
2. (Ey) : y' =y a pour solutions Ce*, donc les solutions de (E) sont y = Ce* + e?’X, CeR.

3.y(0)=C+1=0 < C=-1: lasolution cherchée est | f(x) = e?X - X = e*(eX-1)|

Exemple : second membre trigonométrique: y’ +y = cos x

On cherche h(x) = acosx + Bsinx. Alors h'(x) =
-asinx +pcosx et

h'(x) + h(x) = (a + B)cos x + (B - a)sin x. yi

Onveuta+B=1etB-a=0: a=pB=2, h(x)=
2(cos x +sin x).

Solutions: |y =Ce™ + %(cosx +sinx), CeR| N\ m X

Comme Ce™ — 0 en +oo, toutes les solutions « ou-
blient » leur valeur de départ et finissent par os-
ciller comme h : en physique, Ce™ est le réegime
transitoire et h le régime permanent.

Attention, piege!

Si l'exposant m est égal a a, la forme ae™ ne marche pas : pour y’' -y = e*, on trouve
h' - h = ae* - ae* =0 # e*. 'énoncé indique alors une autre forme, par exemple h(x) = ax e*
: h'(x) - h(x) = ae*, donc a = 1 et h(x) = x e* (voir aussi les astuces, section 11).

Remarque. L'équation y’ = ay + b est le cas g(x) = b constant, avec la solution particuliére
constante h = —%. Le principe fondamental reste vrai pour les équations du second ordre
y" +ay' + by = g(x) (section 7).

© L'éguation y +ay +by =0

51 L'équation caractéristique

B Deéfinition : équation caractéristique

Soient a et b deux réels et (E) : y” +ay’ + by = 0. L'équation caractéristique de (E) est
'équation du second degré

r’+ar+b=0, de discriminant A = a? - 4b.

On l'obtient en remplacant y” par r?, y’ parr ety par 1.

A

D’oul vient-elle ? Pour f(x) = e™: f'(x) = re™ et f"(x) = r’e', donc f" + af" + bf = (r* + ar + b)e"™.
Comme e™ >0:
x - e est solution de (E) < r’+ar+b=0.
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Linéarite

Si f et g sont deux solutions de (E), alors C, f + C,g est solution de (E) pour tous réels C, et
C,.
En effet: (C1f+ zg)” v G(C1f+ ng)l W b(C1f+ zg) = C1 (f"+af" +bf)+ Cz (9" +ag’ + bg) = 0.

5.2 Lethéoreme des trois cas

B Théoréme (admis)

Les solutions sur R de (E) : y” +ay’ + by = 0 dépendent du signe de A = a? - 4b; C,etC,
désignent deux constantes réelles quelconques.
ign . .
Sig Ae de Racinesder?+ar+b=0 Solutions de (E)
deux racines réelles distinctes . .
A>0 -a-/ -a+v/A y=CyettsCy et
U N
A=0 une racine double r=—g y=(C,x+C,)e™
deux racines complexes
conjuguées
A<O p+igetp-iqg, avec p = —g, y = eP*(C, cos(gx) + C, sin(gx))
yan
9=

Pourquoi x e™ quand A = 0 ? Pour f(x) = xe™: f'(x) = (1+rx)e™ et f"(x) = (2r+r’x)e™, donc

f'()+af (x)+bf(x)=[(2r+a)+x(r* +ar+b)]e” =0, carr=-%etr’+ar+b=0.

Remarque. Les racines quand A < 0. Les racines de r?> + ar + b = 0 sont alors les nombres
a+iJ-A  -a-iJ-A
et

2 2 , ,
soit 2> -2pz+p?+q’=0;0r-2p=aetp’+q° = "T+"b+" = b, donc z2 + az + b = 0. L'étude
compléte des équations du second degré dans C sera faite au chapitre « Nombres complexes
(2) ». Pour A < 0, seuls p et g servent : p (partie réelle) va dans 'exponentielle, g (partie
imaginaire positive) dans cos et sin.

B Cas particuliers a connaitre

. On le vérifie : pour z = p £ig, on a (z - p)* = (¢iq)* = -q°,

complexes

Equation Racines Solutions (C,,C, € R)
y'=0 0 (double) y=Cx+C,
y"+ay' =0 (a#0) |Oet-a y=C+C e

y'-R’y =0 (R>0) | ket-R y=C,e™+C, e
y'+w?y=0 (w>0) | iwet-iw (p=0,g=w) | y-=C, cos(wx) +C, sin(wx)

Maths Olympiad @



Chapitre 4+ Eguations différentielles 2° Bac Sciences Physiques - SVT

Remarque. On peut garder les coefficients : pour ay” + By’ +yy = 0 (avec a # 0), 'équation
caractéristique est ar? + Br+y = 0 ; elle a les mémes racines que l'équation obtenue aprés
division par a.

© Les trois cas en pratigue

=

Maths Olympiad

Méthode : résoudre y” +ay’ + by = 0
1. Ecrire 'équation caractéristique r> +ar +b = 0.
2. Calculer A = a? - 4b, puis les racines.

3. Ecrire la solution générale correspondant au signe de A (tableau de la section 5).

Exemple:casA>0: y"-y' -2y =0

Equation caractéristique: r’-r-2=0; A=1+8=9>0; r, = %=—1 etr,= 129 g
Les solutions sont les fonctions |y = C, e™ +C,e*| C,,C, € R.
Controle pour e : (4-2-2)e?* =0 v De méme: y”" -9y = 0 (r = +3) donne
y=Ce*+Ce3 ;y"+3y =0 (r=00ur=-3) donne y=C, +C,e.

Exemple:casA=0: y" -4y'+4y =0

Equation caractéristique: r> -4r+4=(r-2)>=0; A=16-16 =0: racine double r = 2.
Les solutions sont les fonctions |y = (C,x + C,)e**| C,,C, € R.

Avec les coefficients d’origine : 4y” +4y' +y =0 donne 4r>+4r+1=(2r+1)?>=0, r = —% et

y=(Cx+ Cz)e'g.

Exemple:casA<0: y" +2y' +5y =0

LI TE

Equation caractéristique: r2+2r+5=0; A=4-20=-16 < 0; racines
p=-letqg=2.
Les solutions sont les fonctions |y = e (C, cos 2x + C, sin2x)}, C;,C, € R.

Vérification pour f(x) = e*cos2x: f'(x) = -e*(cos2x + 2sin2x) et f"(x) = e*(-3cos2x +
4sin 2x), donc

f"+2f +5f= e‘X[(—3 -2 +5)coszx+(4—4)sin2x] =0. v

Deméme: y" -2y +2y =0 (r=1%i) donne y = e*(C, cosx +C,sinx); y"+9y =0 (r=3i)
donne y = C, cos3x + C, sin 3x.
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6.1 Allure des solutions : les trois régimes

Onrésouty” +cy’ +y =0, de
discriminant A = ¢? - 4, avec y(0) = 1 et
y'(0) = 0, pour trois valeurs du
coefficient d'amortissement ¢ >0 :

« ¢c=4(A>0): retour lent vers 0,
sans oscillation (régime
apériodique) ;

«c=2(A=0):y=(1+x)e*, retour
le plus rapide sans oscillation
(régime critique) ;

» c=0,4 (A < 0): oscillations
amorties (régime
pseudo-périodique).

Q Conditions initiales

71 Deux conditions pour deux constantes

Théoréme (admis)

Soient q, b, x,, y, et y, des réels. L'équation y” + ay’ + by = 0 admet une unique solution f
telle que
f(xo)=y0 et fl(xo)=y1-

La solution générale contient deux constantes C, et C, : il faut donc deux conditions, la valeur de
f et celle de f" au méme point x,. Geométriquement, la courbe solution passe par M(x,, y,) avec
une tangente de coefficient directeur y, imposé ; en physique, on donne la position initiale et la
vitesse initiale.

Méthode : trouver la solution telle que f(x,) = y, et f'(x,) = y,

1. Ecrire la solution générale f(x) (avec C, et C,), puis calculer f(x).

2. Traduire les deux conditions : on obtient un systeme de deux équations d’inconnues C,
etC..
2

3. Résoudre le systéme, écrire f, puis contrdler f(x,) = y, et f'(x,) = y,.

L'énonceé dit... On écrit...
C; passe par le point A(0, 2) f(0)=2
C; admet au point A(0, 2) une tangente horizontale f(0)=2 et f'(0)=0

la tangente a C; au point d’abscisse 0 a pour équation y = 3x - 1 f(0)=-1 et f'(0)=3

la tangente en A(1,0) est paralléle a la droite d’équationy =2x+5 | f(1)=0 et f'(1)=2
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Exemple:casA>0: y" -y -2y =0, f(0)=3, f'(0)=0

D’aprés la section 6: f(x) = C,e™ + C,e?*, donc f'(x) = -C,e™ + 2C,e**.

f0)=C,+C, =3 C,=2

= (en additionnant : 3C, = 3).
f(0)=-C,+2C,=0 C,=1

Donc | f(x) = 2e™ +e?*|. Contrdle: f(0)=2+1=3 et f(0)=-2+2=0. v

Exemple:casA=0: y" -4y’ +4y =0, f(0)=1, f/(0)=0

f(x) = (C,x+C,)e** et f'(x) = C,e* +2(C,x +C,)e** = (2C,x + C, +2C,) e* .
f0)=C,=1 et f'(0)=C, +2C,=0, doncC, =-2: f(x)=(1-2x)e*|

Exemple:casA<0: y"+2y +5y =0, f(0)=0, f'(0)=2

f(x) = e*(C, cos 2x + C, sin 2x), donc

f'(x) = e[ (2C, - ¢;) cos 2x - (C, + 2C, ) sin 2x]. y
f(0)=C, =0 et f(0)=2C,-C, =2, doncC, =1: N, e
f(x)=e*sin2x| . \"‘5 ----- P
1 T 3 4 X
Comme-1<sin2x<1: -e* < f(x)<e™ La
courbe oscille entre les courbes de x — e™* et o
x » -e”* (les enveloppes), qu’elle touche lorsque -1 ¢

sin2x = £1: ce sont des oscillations amorties, et
f(x) = 0 en +co (gendarmes).

Remarque. La condition peut étre donnée en x, # 0. Pour y” +y = 0 avec f(g) = 2 et

f(%) =1: f(x) = C,cosx+C,sinx et f'(x) = -C,;sinx +C,cosx, doncC, =2et-C, =1:
f(x) = 2sin x - cos x.

B Attention, piege!

Le théoréme demande f(x,) et f'(x,) au méme point. Avec des conditions en deux points
différents, tout peut arriver. Pour y” +y =0, f(x) =C,cosx+C,sinx:

. f(0)=0etf(g)=3: C, =0etC, =3: une unique solution, x = 3sinx;

* f(0)=0etf(m)=0: C, =0,et f(m) = -C, = 0 est alors automatique : une infinité de
solutions x = C,sinx;

* f(0)=0etf(m)=1: C, =0et-C, =1sontincompatibles : aucune solution.
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7.2 Avec un second membre

B Principe fondamental (second ordre)

Soient (E) : y” +ay’ + by = g(x) et 'équation homogéne (E;) : y” +ay’ + by = 0. Si h est une
solution particuliére de (E), alors pour toute fonction f deux fois dérivable sur R :

f estsolution de (E) <= f - h est solution de (E,).

Solution générale de (E) = solution générale de (E,) + h. (Méme preuve qu’en section 4 :
on soustrait h” + ah’ + bh = g.)

Exemple: (E) : y" -3y" +2y =2x-3, avec f(0)=0et f'(0)=0

1. Solution particuliére de laforme h(x) = ax+B: h"-3h’+2h = 0-3a+2(ax+B) = 2ax+(2B-3a).
Onidentifie: 2a=2et2B-3a=-3, doua=1,B=0 et h(x) = x.

2. Homogeéne: r2-3r+2 = (r-1)(r-2) = 0, donc (E,) a pour solutions les fonctions C, eX+C2e2X.
3. Solutions de (E): f(x) = C,e* +C,e*™ +x, et f'(x)=C,e*+2C,e* +1.

4. Conditions initiales (a lafin!): C,+C,=0 et C,+2C,+1=0, douC,=-1etC, =1.

La solution cherchée est | f(x) = e - X + x|. Contrdle: f(0) = 1-1+0=0 et f'(0) = 1-2+1 = 0.
v

Remarque. Si le second membre est une constante c et si b # 0, la fonction constante h =
est une solution particuliére : par exemple, y” + 4y = 8 a pour solutions les fonctions x
C,cos2x +C,sin2x +2.

<
b
H

© L'oscillateur harmonigue

Soit w > 0. L'équation y” + w?y = 0, c'est-a-dire y” = -w?y, régit tout ce qui oscille sans amor-
tissement : ressort, petites oscillations d’'un pendule, circuit LC... Son équation caractéristique
r’ + w? = 0 a pour racines *iw (p=0, g = w).

9 Théoréeme

Les solutions de y” + w?y =0 (w > 0) sont les fonctions

X +—> Acos(wx) + Bsin(wx), A, B € R.
Chacune s’écrit aussi \x — Rcos(wx + (p)\ avec R = VA2 + B2 et ¢ réel.

Elle est périodique de période T = %T et oscille entre -R et R : R est 'amplitude.

A

Démonstration de la forme R cos(wx + ). SiA =B =0, on prend R = 0. Sinon R = VA2 + B2 > 0 et
2 2
(%) + (—%) = 1: le point de coordonnées (%,—%) est sur le cercle trigonométrique, donc il existe
P A : B
un reel @ tel que cosp = = etsingp = = Alors

R cos(wx + ) = Rcos i cos(wx) - Rsin @ sin(wx) = Acos(wx) + Bsin(wx).

Enfin, cos (w(x + T) + ¢) = cos(wx + @ + 2m) = cos(wX + ). O
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amplitude pulsation période frequence phase a Uorigine
R=vA2+B2 | w (enrad-s") | T = %T (ens) | N = % = % (en Hz) @ (en rad)

Méthode : écrire A cos(wx) + B sin(wx) sous la forme R cos(wx + ()

1. Calculer R = A2 + B2,

2. Chercher ¢ tel que cosp = % et sing = —% (attention au signe -), a 'aide du cercle
trigonometrique.

3. Controler en développant R cos(wx + ).

Exemple: y” + 4y =0, f(0)=1, f'(0) =2 (le post-it de la couverture)

Iciw=2: f(x)=Acos2x +Bsin2x et
f'(x) = -2Asin 2x + 2B cos 2x.
(0)=A=1 et f'(0)=2B=2, donc
f(x) = cos2x +sin2x |

R=y1+1=42; coscp=% et sing = -,
donc g =-7:

f(x) = ﬁcos(Zx - %)

Amplitude 2, période T = Z-m Le

maximum +/2 est atteint lorsque 2x - % = 2km,
soit x = §+kn (k € 2).

Py

De méme, y” + 9y = 0 avec f(0) = /3 et f(0) = 3 donne f(x) = /3 cos3x+sin3x; R=2, cosy = 5
etsing = -2, donc f(x) = 2 cos (3x = %), de période .
Remarque. La période %" ne dépend pas des conditions initiales : un ressort oscille avec la
méme période, qu’on l'écarte peu ou beaucoup (isochronisme). En physique, on écrit x(t) =

X _cos(w,t + (), ol w, est la pulsation propre. Attention au signe : y” - w?y = 0 ne donne
m o . 0
pas d’oscillations, mais C,e** + C,e™”*,

Applications en physigue et chimie
pp pnysig

Méthode : résoudre un probléme de modélisation

1. Identifier la fonction inconnue (tension, vitesse, nombre de noyaux...), sa variable (le
temps t) et leurs unités.

2. Ecrire l'équation sous une forme du cours (y' = ay + b, y” + w?y = 0..) et repérer les
constantes.

3. Résoudre, puis utiliser la condition initiale ('état a t = 0).
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4, Interpréter: limite en +oo (régime permanent), temps caractéristique, valeurs numériques
avec unites.

91 Circuits RC et RL

Exemple : charge d’un condensateur: R = 10 kQ, C =100 yF, E=6V, u.(0)=0

Loi des mailles: E = Ri +u. aveci = Cug, donc
RCu +u. = E, soit

, 1 E
Ur=-—U.+ = T =RC.
c= Tl
1 b e v
Cesty' =ay+baveca=-let-2=E: Y S asymptote u = £

u (t)=E+Ke'r. Commeu (0)=E+K=0:
. 3,79 | - -
u(t) = E(1 —e’?).

T=RC=10“Qx10"“F=1s (carQ-F=s), dol
ut)=6(1-et)(enVv,tens).
u(t)=E(1-e")=0,63E=~3,79V et ’
u(51) = 0,993 E : le condensateur est
pratiquement chargé au bout de 57. La tangente a

E

Uorigine (u = = t) coupe l'asymptoteu=Eent=T:

c’est ainsi qu’on lit T sur un graphique.

1T 2 3 4 5 t(s)

Décharge. Si u.(0) = E et si l'on court-circuite le générateur: RCu, +u, =0, doncu.(t)=Eer.

Circuit RL. Une bob’i:_ne d’inc!uctance L En série avec une résistance totale R: Li'+Ri = E et
i(0)=0, d’oui(t) = —(1 —e‘?)avecr= E(en s). PourL=05H,R=50Q,E=5V: T=10ms et

R
ity > £=0,TA.

9.2 Deécroissance radioactive et demi-vie

Le nombre N(t) de noyaux radioactifs d’'un échantillon veéri-
fie N' = -AN, ol A > 0 est la constante radioactive (en s™
ou enan'). Avec N(0) = N, :

N(t) = Ny e™.

La demi-vie t, , est la durée au bout de laquelle la moitié
des noyaux s'est désintégrée :

ln

2
i

= t1/2=

N|[—=

t1/2 2t1/2 3t1/2 t
Plus généralement, N(t + t”z) = %N(t) : aprés n demi-vies,
il reste % noyaux.

n
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Exemple : datation au carbone 14 (t, , = 5730 ans)

Un os fossile ne contient plus que 30 % de son carbone 14 initial. La constante radioactive

— n2 ; 4 -1
estA = 5750 Soit environ 1,21 x10™ an™ ', et

1

ln =
10 _ 3
3 ~0730x 13

o

~ 9950 ans.

eM=03 e t==1In

> =

Remarque. Population. Une population qui croit proportionnellement a son effectif vérifie
P' = kP (kR >0): P(t) = P, e, et elle double tous les “‘Tz Des bactéries qui doublent toutes

les 20 min sont 28 = 64 fois plus nombreuses au bout de 2 h.

9.3 Refroidissement: la loi de Newton

Un corps de température 6(t), placé dans une piéce de température constante 6, vérifie la loi de
Newton 6’ =-k(6-6,) (k>0). Cesty =ay+baveca=-ket —% =0 :

a*

o(t) = 8

Exemple : un café qui refroidit

Un café a 80 °C est posé dans une piéce a 20°C; dix minutes plus tard, il est a 50°C. Quand
sera-t-ila30°C?

+(6,-6,)e — 0,

a t—+c0 a

6(t) =20+ 60e™ (ten min). 6(10)=50 < %=1 « k=12=0,069 min™".
B(t) =30 < e = % & t= lnTG =10 x ::g ~ 25,8 min, soit environ 26 minutes apres le
service.

9.4 Chute verticale avec frottement

Un corps de masse m tombe verticalement ; l'air exerce une force de frottement opposée a la
vitesse, d'intensité kv. La deuxiéme loi de Newton donne mv’ = mg - kv, soit v’ = -% v +g. Avec

v(0)=0:
N m . .
v(t) = Ve(1 - e'é), ou v,= Tg est la vitesse limiteet T =

=~|3

Exemple : parachutiste avant louverture: m = 80 kg, k=16 kg-s™', g=10 m-s™

v, = 801"610 =50 m-s~ (soit 180 km/h) et T = % =551 v(t)=50(1-e7). Aubout de 10
s: v(10)=50(1-e2)=432m-s™.

Unités: kv est une force (en N = kg- m-s2), donc kR s’exprimeenkg-s'ett = & en secondes.
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9.5 Oscillations libres : ressort et circuit LC

2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

Ressort (raideur k, masse m)

Circuit LC

Equation

mx"+RkRx=0

LCug+uC=0

Pulsation propre

Période propre

T, = 2rr\/ﬁ

Exemple : deux oscillateurs

. . = = = o -1. = E = .¢1 = 2_T|' ~
I?essort.m-ZOOg-O,Zkg, R=20N-m™": wo-,lo’z-‘IOrad s et T0-10~0,63$.
Ecarté de 5 cm et laché sans vitesse (x(0) = 0,05 m, x'(0) = 0) : x(t) = 0,05 cos(10t) (en m).

« Circuit LC: L = 0,1 H, C = 10 pF: LC = 10°s? w, = 10°rad-s™ et T, = 2mx 1073
s = 6,28 ms. Condensateur chargé sous 5 V, courant initial nul (donc u(0) = % =0):
uc(t) = 5cos(1000t) (en V) et i(t) = Cuc(t) = -0,05sin(1000t) (en A).

Remarque. Avec une résistance R en plus (circuit RLC série), LC u+RCu;+u,=0:selon le
signe de A, on retrouve les régimes apériodique, critique et pseudo-périodique de la section

6.

@ Les piéges classigues

X Faux

v Vrai

y'=2y+6: y=Ce** ou y=Ce*+3

il faut ajouter la solution constante —g =-3:
y=Ce’*-3

y' +3y=0: y=Ce>*

onisoley’ : y' = -3y, doncy = Ce™>*

2y =y+4: a=1etb=4

ondivise par2: y'=Jy+2, a=1,b=2 et
y=Ce2-4

y'=3:y=Ce™-3

icia=0: laformule ne s'applique pas;
y = 3x + C (primitives)

y'=2yety(1)=3: y=3e*

Ce? =3: y=3e?*"1 (3e?* vaut 3 en 0, pas en

1)

y'=2y+2ety(0)=1: Ce® =1, donc
y=e*-1

la condition porte sur la solution compléte
y=Ce*-1: C-1=1, doncy =2e* -1

les solutions de y' +2y = x: y = 2x-;

ce n'est qu'une solution: y = Ce™>* + %x =

4!
CeR

y' -4y +4y=0: y=Ce*+Ce*

racine double : y = (C,x +C,)e**
(C,e** + C,e* = (C, + C,)e** n"a qu'une
constante)
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racines -1#2j: y = e*X (C1 cosx +C,sin x) p = -1 dans 'exponentielle, g = 2 dans cos et
sin: y = e™(C, cos 2x + C, sin 2x)

y'+hy=0: r=#2, y=Ce”*+C,e r’=-4: r=4#2i, y=C,cos2x+C,sin2x
y'-9y=0: y=C, cos3x+C,sin3x r’=9: r=4#3, y=Ce*+C,e*

y” +3y’ =0: équation caractéristique r’+3r=0(icib=0): re{0;-3} et
r’+3=0 y=C1+C2e—3x

y=C,cos2x+C,sin2x et y'(0)=2: y'=-2C,sin2x +2C, cos2x: y'(0) = 2C, = 2,
C,=2 C,=1

cos2x +sin2x =2cos(2x+@) (R=A+B) | R=yA2+B2 =2
COS2X +Sin 2x =\/§cos(2x— %)

la période de x — cos(wx + ) est 2 elle vaut 2;" ; pour cos2x:m
deux courbes solutions de y” +y = 0 ne cos et sin se coupent en % ; Uunicité exige la
se coupent jamais méme valeur et la méme dérivée
Aovfim e _ At 1. _In2
demi-vie : t1/2-Aln2 ez = o t”z_T
R=10kQ et C =100 pF: unités Sl: T=10*x10"=1s

T=10%x100=1000s

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours ! lire la solution sans calcul
Premier ordre. Pour y’ = ay + b (a # 0), d’équilibre ¢ = —g, la solution telle que y(x,) = y, est
f(x) =8+ (y, - £)e?™ %) (&quilibre + écart initial x exponentielle).

Exemple: y' = -3y +6, y(0) = 5: ? =2, donc f(x) = 2 + 3e3%. En physique, 6(t) = 0, +
(6, - 6,) e s'écrit directement.
Oscillateur. Pour y” + w?y = 0, la solution telle que y(0) = Y, et y'(0) = v, est

Vo .
f(x) = y, cos(wx) + ” sin(wx).

Exemple: y" +4y=0,y(0)=1,y'(0)=2: f(x)=cos2x+ %sin 2X = COS2X +Sin 2x.

¥ Astuce de concours : superposition des seconds membres

Si h, estsolution de y’ = ay +g,(x) et h, solution de y’ = ay +g,(x), alors h, + h, est solution
de y’ = ay + g,(x) + g,(x) (on additionne les deux égalités). On découpe le second membre !
Exemple: y' +y = x+e*. h,(x)=x-1vérifieh) +h, =x et h,(x)= %e" vérifie h, + h, = e,
donc

y=Ce*+x-1+2e, CeR
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¥ Astuce de concours : le changement de fonction z = y e™™
Pour (E) : y' = ay + g(x), on pose z(x) = y(x)e . Alors z' = (y' - ay) e™®*, donc
y solution de () & Zz'(x)=g(x)e™®*:

il suffit de trouver une primitive. C'est la démonstration de la section 2 ; elle marche méme
quand la forme ae™* échoue (section &) :

ey -y=eX: z=ye*vérifiez =1, doncz=x+C et y=(x+C)e*;

« Yy +2y=eXcosx: z=ye* vérifiez =cosx, doncz=sinx+C et y=(sinx+C)e? .

¥ Astuce de concours : une équation non linéaire : poser z = ;—/

'équation logistique y’ = y(1 - y) (croissance d’une population limitée) n’est pas linéaire.
Pour une solution y qui ne s'annule pas, on pose z = % :

! 1_
-—y—2=—y( zy)=—1+1=—z+1, donc z=1+Ce™ et y-= ! .
y y y 1+ CeX
—l- _ _ _ 1 _ eX q g
Avec y(0) = R z(0)=2,doncC=1ety= el (la courbe en S du chapitre 8, qui

tend vers 1).

¥ Astuce de concours : f'(x)=f(-x) donne f"=-f

Cherchons les fonctions f dérivables sur R telles que f'(x) = f(-x) pour tout réel x.
Analyse. f' est dérivable (composée), et en dérivant : f"(x) = -f'(-x) = -f( - (-x)) = -f(x).
Donc f"+f=0et f(x)=Acosx +Bsinx.

Syntheése. f'(x) = -Asinx + Bcosx et f(-x)=Acosx-Bsinx: ilssont égaux pour tout x si
et seulement si B = A.

Les solutions sont les fonctions x — A(cosx + sinx), A € R. La condition f” = -f était
nécessaire, pas suffisante : la synthése est indispensable !

Y Astuce de concours : retrouver l'éguation a partir des solutions

Si r, et r, sont les racines, l'équation caractéristique est r> -Sr+ P = 0avecS = r, +r, et
P =r,r,;l'équation est donc y” - Sy’ + Py = 0.
. y=C1eX+Cze3X: FE{1;3}, S=4,P=3: y"—4y'+3y=0;

- y=(C,x+C,)e™: racine double -1: y” +2y'+y =0 ; de méme, xe** est solution de
y' -6y +9y=0;

- y=e*(C,cos3x+C,sin3x): r=2%3i, S=4,P=22+32=13: y" -4y +13y=0;

- premierordre: y=Ce?*+3: a=—2et—§=3, doncb=6: y =-2y+6.
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Y Astuce de concours : I'amplitude par «|'énergie >

Siy”+w?y = 0,alors (y? + w?y?) = 2y'y" +2w?yy’ =2y’ (y" + w?y) = 0: la quantité y' + w?y?
est constante (conservation de l'énergie %mv2 + %kxz). Pour y = R cos(wx + ), elle vaut w?R?,
d’ou, sans résoudre :
2 Vg
R=qVo+—3 (avec y(0) = y,, ¥'(0) = v).

Exemples: y” +4y =0, y(0) =1,y (0)=2: R=y/1+1=y2 ; y"+9y =0, y(0) = /3, y'(0) =3 :

R=y3+1=2.

Y Astuce de concours : abaisser l'ordre : poser z =y’

Dans y” +ay’ = g(x), la fonction y elle-méme n’apparait pas: z = y’ vérifie z' = -az + g(x), du
premier ordre.

Exemple: y” +2y' =4: z' =-2z+4, doncz=2+Ce™?*, puis (primitives) y = 2x + K,e™?* +K,
avec K, = -£.

En physique : la position x(t) d’'un corps en chute avec frottement vérifie x” = g - %x’ ;on
travaille avec la vitesse v = x'.

¥ Astuce de concours : lire a et b sur un graphique

Si f est solution de y’ = ay + b (a # 0) et si l'on connait f(0) = y,, la pente s = f'(0) de la
tangente en 0 et 'asymptote horizontale y = # (cas a < 0), alors

S

P et b=-al.
0"

{’:-E et 5:ay0+b=a(yo—l’), d’ou a-=

Exemple : la courbe de charge de la section 91 donney, =0,s=6etf=6: a= L - et

0-6
b=6, soitu.=-u.+6(1r=1s).
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Chapitre 4+ Eguations différentielles

2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

© L'essentiel du chapitre en une page

p
Vocabulaire

f estsolution sur | : f est dérivable et I'égalité est
vraie pour tout x € I.

Vérifier : calculer f’ (et f”), remplacer, simplifier.

Lequation y’ = ay
y=Ce™ (CeR) V(X)) =V, V=Y, £a(x-x;)
Preuve: (ye ™) =(y' -ay)e ™ = 0.

Léquationy’ =ay +b (a #0)

— ax_g A HH . __Q
y = Ce . equilibre: £ = p

Y(xg)=Yy,: y=20+ (y0 - l’) e?*=%) (unique)

a < 0: toutes les solutions tendent vers £.
D'abord isoler y": 2y"+y =2 < y' =-ly+1.
Second membre (E) : y’ =ay +g(x)

h solution particuliére : f solution de (E) <
f - h solution de (E,) : y' = ay.

y = Ce™ + h(x); condition initiale a la fin.
Formes de h : polyndme — polynome ; ke™
(m#a) > ae™; Rcoswx — acoswx + B sinwx.
Superposition: g, +g, — h, +h,.

z=ye % 7' = g(x)e ™ (une primitive suffit).

Applications (variable t)

RC:u, = E(1 - e‘f), T=RC;décharge: Ee
RL:i=%(1 —e'i), T==¢
Radioactivité : N = Nje™, t, , = “‘Tz
Newton: 6 =6, +(6,-6,)e™

. r_ _ mg _m
Chute: mv’ = mg - Ry, Vp= =5 T=5

. _ [k . = -
Ressort.wo-\/;, LC.wO-\E, TO—ZIT\/E

y"+ay +by=0:r’+ar+b=0, A=a’-4b
A>0 y=Ce"+ (e

A=0 y=(Cx+C))e™, r=-2

A<0 y=eP*(C, cosgx +C,singx)

. -atiy-A
avec p tiq = T"/_ (p dans ePX, g dans cos,
sin).
y"=0:Cx+C, y"+ay' =0:C, +C,e™

" _ B2y -0 ok -k
y'-Ry=0:Ce*+Ce™

Conditions initiales
f(x,) = y, et f'(x,) = y, : une unique solution.
Ecrire f et f’ avec C,, C,, puis résoudre le systéme.

y” +ay’ +by = g : solutions de (E,) + h, conditions
alafin.

Oscillateur y” + w?y =0 (w > 0)
y =Acoswx +Bsinwx = R cos(wx + )
R=1A2+B2, cosp=2 B

=, sing =-

fréquence N = 1 = 2

P _ 2_TT - W
période T = " -

¥(0) =Yg, ¥'(0) = Vg : ¥ = ¥, COS WX + =L sinwx

2
y'? + w?y? est constant: R=,ly; + &

y"+4y=0,y(0)=1,y'(0)=2: y=\/§cos(2x— %)

Astuces
Racinesr,, r, = y" -(r,+r,)y +rr,y=0
f'(x)=f(-x) = f"=-f (puis synthése)

y' =y(1-y): poserz= %, Z=-z+1

y"+ay’ =g(x): poserz=y’

Deux courbes solutions distinctes de y’ = ay +b
ne se coupent jamais.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Sauf mention contraire, les fonctions sont définies sur R et les lettres C, C,, C,, A, B désignent des con-
stantes réelles.

Exercice 1 Vérifier une solution * corrigé p. 44
1. Verifier que chaque fonction est solution sur R de I'équation différentielle indiquée.
a) f(x)=3e, y'+2y=0 b)g(x)=2-e, y'=-3y+6
c) h(x) =2cos3x-sin3x, y" +9y =0 d) R(x) = xe*, y"-2y'+y=0
2. Les fonctions u(x) = e* + 1 et v(x) = e* - 1 sont-elles solutions de l'équationy’ =y +17?
3. Déterminer les réels m tels que la fonction x ~ e™* soit solution de y” -y’ - 6y = 0.
Exercice 2 Léquationy =ay corrigé p. 44

1. Résoudre les équations différentielles: a)y’ =5y b)2y'+y=0 c¢)3y -2y=0.
2. Déterminer la solution f de y’ = 3y telle que f(In2) = 16.
3. Déterminer la solution g de 2y’ +y = 0 dont la courbe passe par le point A(2, e).

Exercice 3 Léquationy =ay+b * corrigé p. 44

1. Résoudre: a)y' =2y-6 b)y +3y=12 c)2y'-y=4 d)4y +y+2=0.
2. Donner la solution constante de chacune de ces quatre équations.

3. Montrer que toutes les solutions de I'équation b) ont la méme limite en +oo. Est-ce vrai pour
'équation a) ?

Exercice 4 Conditions initiales * corrigé p.4S

Dans chaque cas, déterminer l'unique solution f de 'équation qui vérifie la condition donnée.

a)y'=-2y+4, f(0)=5 b)y'-3y=6, f(1)=0 <c)y'+y=3, f(In2)=1 d)y =y+2, f(0)=3
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Exercice 5 Avec un second membre * corrigé p.4S

1. On considére (E,) : y' +3y = 6x + 5. a) Déterminer les réels a et b tels que p(x) = ax + b soit
solution de (E,). b) Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si g - p est solution de
(Ey) 1y’ +3y =0. c)En déduire les solutions de (E,), puis celle qui prend la valeur 3 en 0.

2. On considére (E,) : y' -y = 3e 2%, Déterminer le réel a tel que x — ae?* soit solution de (E,),
puis résoudre (E,).

Exercice 6 Le second ordre: les trois cas * corrigé p.4S
Résoudre les équations différentielles: a)y”" -3y’ +2y=0; b)y"+3y' =0 ; c)y" -6y +9y =0 ;
d)ay” +4y' +y=0; e)y"+2y'+5y=0; f)y" +16y = 0.

Exercice 7 Second ordre et conditions initiales * corrigé p. 46
Déterminer la solution f de chaque équation qui vérifie les conditions indiquées.
a)y"-y'-2y=0, f(0)=0, f(0)=3; b)y" +4y’ +4y=0, f(0)=1, f'(0)=0 ;
c)y"-2y'+2y=0, f(0)=1, f(0)=3.

Exercice 8 Loscillateur harmonique corrigé p. 46

On considére l'équation différentielle (E) : 4y” + my = 0.

1. Résoudre (E), puis déterminer la solution f de (E) telle que f(0) =1 et f'(0) = g

2. Montrer que f(x) = \/Ecos(gx - %) En déduire 'amplitude et la période de f.

3. Résoudre l'équation f(x) = 0 dans l'intervalle [0, 4], puis déterminer les réels en lesquels f
atteint son maximum.

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Datation au carbone 14 * % corrigé p. 46

Dans un organisme mort, le nombre N(t) de noyaux de carbone 14 (t en années) vérifie N'(t) =
-AN(t), ou A > 0 est la constante radioactive, et N(0) = N,.

1. Exprimer N(t) en fonction de N, A et t.

2. La demi-vie T veérifie N(T) = % Montrer que T = ”‘TZ, puis que N(t +T) = %N(t) pour toutt 2 0.

3. Pour le carbone 14, T = 5730 ans : donner une valeur approchée de A. Un os ne contient plus
que 30 % de son carbone 14 initial : estimer son age.

4. Au bout de combien de demi-vies reste-t-il moins de 1% des noyaux initiaux ?

Exercice 10 Charge d’un condensateur * corrigé p. 47

Un condensateur de capacité C = 100 pF, initialement décharge, est chargé a travers un conduc-
teur ohmique de résistance R = 10 kQ par un générateur de tension constante E = 6 V. La tension
u(t) aux bornes du condensateur (t en secondes) vérifie RCu'(t) + u(t) = E et u(0) = 0.

1. Calculer la constante de temps T = RC, puis écrire 'équation sous la forme u’ = au + b.
2. Déterminer u(t), puis tlim u(t). Interpréter.

3. Montrer que la tangente en 0 a la courbe de u coupe la droite u = E au point d’abscisse T.
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4. Au bout de combien de temps la tension atteint-elle 99 % de E ?
5. Lintensité du courant est i(t) = Cu’(t). Calculer i(t) et i(0) ; comparer i(0) a %.

Exercice 11 Un probléme complet (examen) * % corrigé p. 47
Partie I. On considére ['équation différentielle (E) : y’' +y = 2e7™.
1. Verifier que la fonction u(x) = 2xe™ est solution de (E).

2. Montrer que g est solution de (E) si et seulement si g - u est solution de (Ey) : y' +y = 0.
3. Résoudre (E,), puis (E). Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 1.

Partie Il. Soit f(x) = (2x + 1)e™™ et C; sa courbe dans un repére orthonormé.

1. Calculer les limites de f en +co et en -0 ; étudier les branches infinies de Cs.

2. Montrer, en utilisant (E), que f'(x) = (1 - 2x)e™, puis dresser le tableau de variations de f.
3. Déterminer une équation de la tangente T a C; au point d’abscisse 0.

4. Montrer que f”(x) = (2x - 3)e™ ; en déduire un point d'inflexion I de C;. Tracer T et C;.

Exercice 12 Second ordre et étude de fonction (examen) * corrigé p.43

Partie I. On considére l'équation différentielle (E) : y” - 4y’ + 4y = 4,

1. Déterminer une solution constante de (E) ; en déduire que g est solution de (E) si et seulement
sig -1 estsolutionde (E)) : y" -4y +4y =0.

2. Resoudre (E,), puis (E), et determiner la solution f de (E) telle que f(0) = 2 et f'(0) = 0.

Partie II. Soit f(x) = 1+ (1 - 2x)e** et C; sa courbe dans un repére orthonorme.

1. Calculer les limites de f en -oo et en +oo ; étudier les branches infinies de Cs.

2. Calculer f'(x), dresser le tableau de variations de f et en déduire que e?* < 117 pour x < %

3. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans R, et que % <a<1.
4. Montrer que C; admet un point d'inflexion I a préciser, puis tracer C;.

Exercice 13 Second membre trigonométrique * * corrigé p. 43
On consideére 'équation difféerentielle (E) : y' -y = -2sin x.

1. Déterminer les réels a et b tels que p(x) = acos x + b sin x soit solution de (E).

2. Résoudre (E).

3. Montrer que (E) a une unique solution bornée sur R ; I'écrire sous la forme R cos(x - @), R > 0.
4. Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0, puis calculer Xl_i)r_rlo (f(x) - p(x)).

Exercice 14 Refroidissement d’'un café * x corrigé p. 49

Unetasse de café a 90 ‘C est posée dans une piéce a 20 'C. D’aprés la loi de Newton, sa température
6(t) (t en minutes) vérifie 6(t) = -k(6(t) - 20), avec k > 0.

1. Montrer que 6(t) = 20 + 70e™* pour tout t 2 0.

2. Auboutde 10 minutes, le café esta 55 °C. Calculer R, puis latempérature au bout de 20 minutes.
3. Au bout de combien de temps le café sera-t-il a 30 'C ? Peut-il atteindre 20°C ?
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Exercice 15 Oscillations amorties (examen) * % corrigé p. 49

Partie I. Résoudre (E) : y” + 2y’ + 2y = 0, puis déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 1 et
£(0)=-1.

Partie Il. Soit f(x) = e cos x pour x = 0, et ' la courbe de la fonction g : x ~ e™.
1. Montrer que -e™* < f(x) < e™* pour tout x > 0, et en déduire Xlim f(x).

2. Montrer que f'(x) = -2 e cos (x - %), puis dresser le tableau de variations de f sur [0, T].

3. Montrer que C; et T ont la méme tangente en chacun de leurs points communs, a préciser.

Exercice 16 Remonter a léquation * x corrigé p. 49

1. Déterminer les réels a et b pour que 'équation y” + ay’ + by = 0 admette pour solution(s) : a)
X eXetx e ; b)x - xe®* ; c) x - e*Xsin3x.

2. Déterminer l'équation y’ = ay + b dont les solutions sont les fonctions x — Ce™* +5 (C € R).

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Superposition et résonance * * x corrigé p. S0

1. Déterminer une solution p, de y’ -2y = 4x de la forme ax +b, et une solution p, de y’ -2y = 3e*
de la forme ce”.

2. En déduire les solutions de (E) : y' - 2y = 4x + 3e*, puis la solution de (E) qui s'annule en 0.

3. On considére (F) : y' - 2y = e?*. Montrer que (F) n’a aucune solution de la forme ce?*, mais
qu’elle en a une de la forme axe?*. Résoudre (F).

Exercice 18 Chute avec frottement * % x corrigé p. S0

Un parachutiste de masse m = 80 kg saute sans vitesse initiale. Avant 'ouverture du parachute,
l'air exerce une force de frottement -kv avec k = 16 kg-s™'; on prend g = 10 m-s™. Sa vitesse
v(t) (t en s) vérifie mv'(t) = mg - Rv(t) et v(0) = 0.

1. Montrer que v’ = -0,2v + 10, puis que v(t) = 50 (1 - e™*/5).
2. Quelle est la vitesse limite v, ? A quel instant le parachutiste atteint-il 95 % de vy ?
3. La distance parcourue d(t) vérifie d’ = v et d(0) = 0 : déterminer d(t), puis d(20).

Exercice 19 Amortissement : selon un paramétre * x corrigé p. 50
Pour un réel m 2 0, on considére l'équation (E, ) : y" +2my’ +y = 0.
1. Donner, selon la valeur de m, la forme générale des solutions de (E, ).

2. Pourm = %, déterminer la solution f telle que f(0) = 0 et f'(0) = 3.
3. Sim >0, montrer que toutes les solutions de (E, ) tendent vers 0 en +oo. Etsim =07

Exercice 20 Croissance logistique * * * corrigé p. S|

Une population (en milliers d’individus, en fonction du temps x) est modélisée par une fonction
f dérivable et strictement positive sur R telle que (E): f' = 2f - f? et f(0) = %

1. On pose g = % Montrer que f vérifie (E) si et seulement si g est solutionde (F) : y’' = -2y + 1.
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2. Résoudre (F), puis déterminer f. Calculer les limites de f en - et en +co.

3. Montrer que f’ = 1-(f-1)%. En déduire que la vitesse de croissance f’ est maximale a l'instant
X, tel que f(x,) = 1, et calculer x,.

Exercice 21 Un coefficient variable * * x corrigé p. S|
On consideére 'équation (E) : y’ + 2xy = 2x ; son coefficient 2x n’est pas constant.

1. Soit f dérivable sur R et g(x) = f(x)exz. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si
g'(x) = 2xe* pour tout x € R.

2. En déduire les solutions de (E).

3. Déterminer lasolution f de (E) telle que f(0) = 3; étudier sa parité, ses variations et ses limites.

Exercice 22 Le changement de fonction z = ye™ * % x corrigé p. Sl
On considére 'équation (E) : y”" -2y’ +y = eX.

1. Expliquer pourquoi (E) n'a aucune solution de la forme ae*, ni de la forme axe*.

2. Soit f deux fois dérivable sur R et z(x) = f(x)e™. Montrer que f” - 2f" + f = z"e*.

3. En déduire que f est solution de (E) si et seulement si z” = 1, puis résoudre (E).

4. Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 1 et f'(0) =

Exercice 23 Oscillations électriques (circuit LC) * % » corrigé p. $2

Un condensateur de capacité C = 10 pF, portant la charge Q, = 6 x 107 C, est relié a l'instant t = 0
a une bobine d'inductance L = 0,1 H (résistance négligeable). La charge g(t) du condensateur (t
en s) vérifie Lq" +— =0, q(0)=Q, et g'(0)=0; lintensité esti=q'".

1. Montrer que q” + w q =0 avec w, calculer w, et la période propre T,,.

\/_ l
2. Déterminer q(t) et i(t), puis la valeur maximale de lintensité |i(t)]|.

3. Sans utiliser la question 2, montrer que 'énergie E(t) = (t) + = Ll(t)2 est constante, et calculer
sa valeur.

@ Niveau 9 « Concours

Exercice 24 Quand f'(x) = f(-x) * %k % corrigé p. S2

1. Soit f dérivable sur R telle que f'(x) = f(-x) pour tout x. Montrer que f” existe etque f"+f = 0.
2. En déduire toutes les fonctions f dérivables sur R telles que f'(x) = f(-x) pour tout x € R.

3. Déterminer de méme les f dérivables sur R telles que f'(x)+f(-x) = e* pour tout x (on cherchera
une solution particuliére de 'équation du second ordre obtenue sous la forme ae* + be™).

Exercice 25 Lexponentielle caractérisée * x % * corrigé p.S3

Soit f une fonction dérivable sur R, non identiquement nulle, telle que f(x +y) = f(x)f(y) pour
tous réels x et y.

1. Montrer que f(0) =
2. En dérivant par rapport a y (avec x fixé), montrer que f’ = af, ol a = f'(0). En déduire f.
3. Déterminer de méme les g dérivables sur R telles que g(x +y) = g(x)+g(y) + 2xy pour tous x, y.
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Exercice 26 Démontrer le théoréme pour y” +y =0 *xkx % corrigé p.S3

1. Soit g deux fois dérivable sur R telle que g”+g = 0, g(0) = 0 et g’(0) = 0. En étudiant ¢ = g2>+g'?,
montrer que g est la fonction nulle.

2. Soit f une solution de y” +y = 0. Montrer que f(x) = f(0)cos x + f'(0)sin x pour tout x € R.
3. Application : avec x - sin(x + a) (a fixé), retrouver sin(x + a) = sin x cosa + cos x sina.

Exercice 27 Conditions aux deux bords * * % corrigé p.S3

1. Résoudre y" +y = 0 avec: a)¥(0)=0,y(%)=1; b)y(0) =0, y(m) = 0 ; c) y(0) = 0, y(m) = 1.

2. Soit w > 0. Montrer que 'équation y” + w?y = 0 admet une solution non nulle vérifiant y(0) =
y(1) = 0 si et seulement si w = kr avec k € N*.

Exercice 28 Le phénoméne de résonance * % x % corrigé p. 54

1. Trouver une solution de y” + 4y = 3 cos x de la forme a cos x ; montrer que toutes les solutions
sont bornées.

2. On considere (E) : y” +4y = 4 cos 2x. Montrer que (E) n’a aucune solution de la forme acos 2x +
bsin 2x, puis déterminer une solution de la forme x (acos 2x + bsin 2x). Résoudre (E).

3. Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = f'(0) = 0, et montrer qu’elle n'est pas bornée
sur [0, +oo[. Interpréter.

Exercice 29 Un systéme différentiel * % x % corrigé p. 54

On cherche les fonctions x et y, dérivables sur R (de la variable t), telles que x’' = x+2y, vy’ = 2x+y,
x(0) =1 et y(0)=0.

1. Onposeu =x+yetv=x-y. Déterminer u etv, puis x et y.

2. Autre méthode. Montrer que x” - 2x’ - 3x = 0 ; retrouver X, puis y.

- y()
3. Calculer x(t)? - y(t)? et lim =—=.
(02 -yte) et lim X

Exercice 30 Une équation d’Euler * * %% corrigé p. 5S4

On considére, sur ]0, +oo[, l'équation (E) : x?y” -3xy’ +4y = 0. A une fonction f deux fois dérivable
sur ]0, +eo[, on associe la fonction g définie sur R par g(t) = f (e').

1. Calculer g'(t) et g”(t) en fonction de f' (e') et f* (e').

2. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g est solutionde (F) : z" -4z +4z=0.

3. Résoudre (F) et en déduire les solutions de (E) (on pourra remarquer que f(x) = g(ln x)).

4. Déterminer la solution f de (E) telle que f(1)=1et f'(1) = 0.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

© L'éguation y =ay+b

b

Pour a # 0, les solutions de y’ = ay + b sont les fonctions x — Ce? - P (C € R); pourb=0,o0n

retrouve y’ = ay, de solutions x ~ Ce®. Avant de lire a et b, on isole y’ : par exemple, 2y’ +3y = 1
s'écrity’ = —%y + % Une condition y(x,) = y, fixe la constante C (et la solution est alors unique).

Exercice 31 Résolutions directes * corrigé p.SS
1. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.

a) y' =3y c)2y'-y=0 e) 3y +y==4
b) y +5y=0 d) y'=-2y+6 f) 5y-y =10

2. Déterminer la solution f de chacune des équations suivantes qui vérifie la condition indiquée.

a) y' =3y et f(0)=-2; c) 3y'+y==4 et f(3)=3;
b) y'=-2y+6 et f(0)=1; d) 5y-y' =10 et f'(0)=5.

3. Verifier, sans résoudre I'équation, que la fonctiong : x —» 3 - 4e3 est une solution sur R de
l'équation 3y’ -y = -3.
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Exercice 32 De la solution a 'équation * corrigé p.SS
Dans cet exercice, a et b désignent des réels, avec a # 0.

1. Toutes les solutions d’'une équation (E) : y’ = ay + b ont pour limite 2 en +oo, et la solution f
de (E) telle que f(0) = 0 vérifie f'(0) = 8. Déterminer (E).

2. La fonction f : x - 5e** - 3 est solution d'une équation y’ = ay + b. Déterminer a et b.
3. Une solution f d’'une équation y’ = ay + b vérifie f(0) =1, f'(0) = 2 et f”(0) = 6.
a) Montrer que f” = af’, puis en déduire a et b. b) Déterminer f.

4. La courbe C ci-contre est celle d’une solution f d’'une
équation (E) : y' = ay +b. On sait que : ¢y
+ C passe par le point A(0, 3) ;
« latangente T a C en A passe par le point B(1,-1);
+ ladroite A : y =1 estasymptote a C en +oo.
Déterminer a, b puis l'expression de f(x).

Exercice 33 Une étude compléte ** corrigé p. Sé
On considere 'équation différentielle (E) : 2y’ +y = 3.

1. Résoudre (E) dans R.

2. Déterminer la solution f de (E) dont la courbe C; passe par le point A(2, 1).

3. Calculer f'(x), puis les limites de f en - et en +o. Dresser le tableau de variations de f et
interpréter graphiquement la limite en +oo.

4. Déterminer l'abscisse du point d’intersection de C; avec 'axe des abscisses.

5. Donner 'équation de la tangente T a C; en A. Montrer que f" = —%f’, en déduire la concavité
de C;, puis la position de C; par rapport arT.

Exercice 34 Des conditions de toutes sortes * corrigé p. 56

1. Déterminer la fonction f dérivable sur R telle que f' = -2f et f(In3)=2.

2. Déterminerlasolutiongdey’ = -y+2 dont la courbe admet, au point d'abscisse 0, une tangente
paralléle a la droite d’équation y = 3x.

3. Déterminer la solution k de I'équation 2y’ = y - 4 qui est bornée sur [0, +ool.

4. Déterminer toutes les fonctions f dérivables sur R telles que, pour tout réel x : f'(x) - f(x) =

£(0).

5. Montrer que les tangentes, au point d'abscisse 0, aux courbes de toutes les solutions de
l'équation y’ = 2y - 2 passent par un méme point, que l'on précisera.
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Exercice 35 Discussion selon un paramétre * x * corrigé p. 57

Pour tout réel m, on note f, la solution de l'équation (E, ) : y' = my +1telle que f,_(0)=0,etC,
sa courbe.

1. Montrer, sans résoudre (E, ), que toutes les courbes C, ont la méme tangente T a l'origine,
dont on donnera l'équation.

2. Exprimer f_(x) en fonction de x et de m : d’abord pour m # 0, puis pour m = 0.

3. Déterminer, selon les valeurs de m, la limite de f, en +co. Pour quelles valeurs de m cette
limite est-elle finie ?

4. Montrer que, pour tout réel x fixé : lim0 fin(X) = fo(X).
m—

5. En utilisant l'inégalité e" > 1+ u (vraie pour tout réel u), étudier la position de C,, par rapport
a T selon le signe de m.

Exercice 36 Changements de fonction * x * corrigé p. 57

Les deux équations de cet exercice ne sont pas de la forme y’ = ay + b, mais un changement de
fonction les y rameéne.

1. On cherche la fonction f, dérivable et strictement positive sur R, solutionde (F) : y =y - 1

y
et telle que £(0) = /2.

a) Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur R. Montrer que f est solution de
(F) si et seulement si la fonction z = f? est solution de (G) : z’' =2z-2.

b) Résoudre (G), puis en déduire que f(x) = V1 + e2x,

c) Etudier les variations de f et ses limites en +co. Montrer que Xlim (f(x) - e") = 0 et que

f(x) > e* pour tout réel x : que peut-on en déduire pour la courbe de f et celle de la
fonction exponentielle ?

2. On cherche la fonction g, dérivable et strictement positive sur R, solution de (H) : y' =y(1 -
Iny) et telle que g(0) = 1. En posant z = Ln g, déterminer g(x), puis les limites de g en -co et en

+00,

© Eguations avec second membre

Pour (E) : y' = ay+g(x), on cherche une solution particuliére h (donnée, ou sous la forme indiquée)
; alors f est solution de (E) <= f - h estsolution de (E;) : y’ = ay. Les solutions de (E) sont les
x > Ce™ + h(x) (C € R); une condition initiale s'applique a la fin.

Exercice 37 Solution particuliére fournie * corrigé p. 58
Pour chacune des équations suivantes : a) vérifier que la fonction h indiquée est solution de (E)
; b) résoudre (E); c) déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0.

1. (E): y +4y=4x+5 h(x)=x+1; 3. (E): y'+2y =5cosx, h(x)=2cosx+sinx;
2. (E): y'-2y=-3e%, h(x)=e™*; 4 (E): 2y' +y=x>+4x, h(x)=x2
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Exercice 38 Chercher sous la forme indiquée * corrigé p. 59

Dans chaque cas, déterminer une solution particuliére h de l'équation sous la forme indiquée,
puis résoudre 'équation.

1.y +y=x% avech(x)=ax?+bx+c.

2. y' +3y =5e*, avec h(x) = ae?*. Déterminer ensuite la solution dont la courbe passe par le
point A(0, 3).

3. y'-2y=5sinx, avech(x)=acosx+bsinx.

4, y'+y=(2x+3)e*, avech(x)=(ax+b)e*.

Exercice 39 Un probléme complet *x corrigé p. 59
On consideére 'équation différentielle (E) : y’' +y = xe™.
1. Déterminer les réels a et b tels que la fonction h : x — (ax2 + bx) e * soit solution de (E).

2. Montrer qu’une fonction g dérivable sur R est solution de (E) si et seulement si g-h est solution
de(E)): y'+y=0.

3. Résoudre (E), puis déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 1.

2
4. Dans la suite, f(x) = (X? + 1)e"‘ et C; estsa courbe dans un repére orthonormé.

f(x)

a) Calculer les limites de f en +oo et en -oo, puis lim ~ Interpréter graphiquement.
X—>-00

b) En utilisant (E), montrer que f'(x) = —% [(x -1) + 1]e'x, puis dresser le tableau de variations
de f.

c) Montrer que f"(x) = %(x -2)%e7™*. La courbe C; admet-elle un point d’inflexion ?

5. Montrer que l'équation f(x) = 2 admet une unique solution a dans R, et que -1 < a < —%.

Exercice 40 Remonter au second membre * % corrigé p. 60

1. Les fonctions f : x » e+ x et g : x — 3e** + x sont deux solutions d’'une méme équation
(E) : y' =ay+(x),ou aestun réel et ¢ une fonction définie sur R.
a) Montrer que g - f est solution de I'équation y’ = ay, et en déduire a.
b) Déterminer @(x), puis résoudre (E).

2. Déterminer lesréelsa, b, c tels que les solutions de I'équation y’+ay = bx+c soient exactement
les fonctions x » Ce™?* +3x-1 (C € R).

3. Soientaetbdeuxréelset(F): y'+y=ax+b.
a) Montrer que la fonction affinep : x » ax+b-a

est solution de (F), puis résoudre (F).

b) La courbe C ci-contre est celle d’une solution f
de (F) : elle passe par le point A(0, 1) et admet
la droite D : y = 2x - 1 pour asymptote en +co.
Déterminer a, b et f(x).

c) Justifier que la tangente a C en A est horizontale.
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Exercice 41 La méthode du facteur e™®* % x corrigé p.60
Soient a un réel, I un intervalle et ¢ une fonction définie sur I.
1. Soit f une fonction dérivable sur I et z la fonction définie sur I par z(x) = f(x) e ®*. Montrer que
z'(x) = (f'(x) - af(x)) e, puis que :
f est solutionde y’ -ay = @(x) surl < Zz'(x) = @p(x)e™** pour tout x € I.

2. Résoudre dans R l'équation y’ + 2y = (2x + 1) ™%, puis donner sa solution nulle en 0.

-X

3. Résoudre sur [ = ]-1, +oo[ 'équation y’ +y = xe . Déterminer sa solution f telle que f(0) =1,

+1
puis les limites de f en -1 a droite et en +oo.

4. Résoudre dans R l'équation y’ - y = e* cos x. Quelles sont ses solutions positives sur R ?

Exercice 42 Superposition et régime permanent * * % corrigé p. 6l
On considére 'équation différentielle (E) : y’ + 2y = 4sin’ x.
1. Montrer que 4sin® x = 2 - 2 cos 2x pour tout réel x.

2. a) Déterminer une solution constante h, de l'équation (E;) : y' +2y =2.

b) Déterminer une solution h, de 'équation (E,) : y' +2y = -2cos2x de la forme h,(x) =
acos2x + bsin2x.

3. Montrer que h = h, + h, est solution de (E), puis résoudre (E).

4. a) Montrer que h(x) = 1 - g cos (2x - %) En déduire que h est périodique de période m, et
déterminer les valeurs minimale et maximale de h.

b) Montrer que h est la seule solution de (E) qui soit bornée sur R.

5. Déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0. Calculer Xl_i)moo (f(x) - h(x)) et interpréter.

@ Eguations du second ordre

Pour (E) : y” +ay’ + by = 0, on résout l'équation caractéristique r?> + ar + b = 0, de discriminant
A=a’-4b: siA>0, y=Ce"+C,e?*; sih=0, y=(C;x+C,)e™; siA<0(racines p £ iq),
y = eP* (C1 cosgx +C, sin qx). Les conditions y(x,) = ¥,, ¥'(X,) = ¥, fixent une unique solution.

Exercice 43 Reconnaitre le cas * corrigé p. 62

1. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.

a) y'-5y'+6y=0 d) y'-2y'=0 g) y"+10y’ +25y =0
b) y"+y -2y=0 e) 4y" -y=0 h) y" -2y +5y =0
c)2y"-3y'+y=0 f)y' =2y -y i)y +6y +13y=0

2. Parmi ces neuf équations, lesquelles ont toutes leurs solutions de limite nulle en +oo0 ?
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Exercice 44 Conditions initiales * corrigé p. 62

Déterminer la solution f de chaque équation qui vérifie les conditions indiquées.

a) y"+2y'-3y=0, f(0)=0, f(0)=4; e) y"+y =0, f(1)=1, f'(1)=-1;

b) y"+6y’+9y=01 f(0)= 1, fl(0)=_1 )
f) y" -5y’ + 4y = 0, la courbe de f passant par

c) y' -4y’ +8y=0, f(0)=1, f'(0)=0; A(0,2) avec une tangente en A paralléle a la
d) y"-y=0, f(0)=1, f(ln2)=2; droite y = 5x.
Exercice 45 Une étude compléte % corrigé p.63

On consideére 'équation différentielle (E) : y” -4y’ +3y = 0.

1. Résoudre (E), puis montrer que la solution f de (E) telle que f(0) = -2 et f'(0) = 0 est f(x) =
e3> - 3eX; on note Cf sa courbe.

2. Calculer les limites de f en - et en +oo, puis lim @ Interpréter graphiquement.

X—+00

3. Montrer que f'(x) = 3e* (ez" - 1), dresser le tableau de variations de f et en déduire que f(x) 2
-2 pour tout réel x.

4. Résoudre l'équation f(x) = 0, puis étudier le signe de f(x).
5. Montrer que C; admet un point d’inflexion I, dont on donnera les coordonnées exactes.

6. Tracer Cy, puis discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = m.

Exercice 46 Raisonner sur les solutions * x corrigé p. 64

"

On consideére 'équation différentielle (E) : y" +y’ -6y = 0.
1. Résoudre (E).

2. Soit f une solution de (E). Montrer, sans utiliser la question 1, que f” et la fonction x — f(x+1)
sont aussi des solutions de (E).

3. Déterminer les solutions f de (E) telles que :
a) f est bornée sur [0, +oo[ ; d) f'=2f;

b) f aune limite finie en -0 ; e) f(0)=0 et lim f(x)e? =1.
X—+00
c) f estbornéesurR;

4. Soit f une solution de (E). Montrer que g : x ~ f(-x) est solution de (E’) : y" -y’ -6y =0,
puis en déduire, sans calcul, que la seule solution paire de (E) est la fonction nulle.

Exercice 47 Second ordre avec second membre * % corrigé p.64

Comme au premier ordre, si h est solution de (E) : y” +ay’' + by = g(x): f solution de () <
f - hsolutionde (E;) : y” +ay' +by =0.

1. On considére (E;) : y"+y' -2y =-2x+3.

a) Déterminer une solution h de (E,) de la forme h(x) = ax + b.

b) Démontrer 'équivalence rappelée ci-dessus pour (E,), puis résoudre (E,).
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c) Déterminer la solution f de (E,) telle que f(0) = 0 et f(0) = 0.

2. On consideére (E,) : y” + 4y’ + 3y = 8e*. Déterminer une solution de (E,) de la forme x - ae*,
puis résoudre (E,). Quelle est la solution f de (E,) telle que f(0) =1 et f/(0)=17

3. On considére (E5) : y" +2y’ +y =2cOSX.
a) Déterminer une solution de (E,) de la forme x ~ acos x + bsin x, puis résoudre (E,).

b) Montrer que, pour toute solution f de (E;): Xlim (f(x) -sin x) = 0. Interpréter.

Exercice 48 Démontrer le théoréme quand A >0 * x % corrigé p.6S

Soient a, b deux réels tels que A = a® - 4b > 0, r, et r, les racines (éventuellement égales) de
rP+ar+b=0(doncr, +r,=-aetr,r,=b),et(E): y"+ay +by=0.0nn'utilise que les résultats
du premier ordre.

1. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R, et g = f'-r, f. Montrer que g’ -r,g = f" +af" +bf.

2. En déduire que f est solution de (E) si et seulement s'il existe un réel K tel que, pour tout réel
x: f'(x)-r f(x) = Ke™*,

3. Casr, #r,. Verifier que x - e'2* est une solution de l'équation y’ - r,y = Ke™2*, puis en

déduire que les solutions de (E) sont les fonctions x - C,e"* + C,e"2* (C,,C, € R).

4. Casry, =r, = r. Avec z(x) = f(x)e™™, montrer que f' - rf = Ke™ <= Zz' =K, puis que les
solutions de (E) sont les fonctions x + (C,x + C,)e™ (C,,C, € R).

5. Application. Par la méme démarche, trouver f, g dérivables sur R telles que f'=f+g, g’ =g,
f(0)=1, g(0)=2.

@ Oscillations (A < 0)

Quand l'équation caractéristique r? +ar +b = 0 a deux racines complexes conjuguées p +iq (g > 0),
les solutions de y” + ay’ + by = 0 sont les fonctions x +— eP* (C1 cosgx +C, sin qx) : elles oscillent.
Oscillations libres (p = 0), amorties (p < 0), ou forcées par un second membre.

Exercice 49 Racines complexes conjuguées * corrigé p.6S
1. Résoudre dans R les équations différentielles suivantes.
a)9y” +y=0 b)2y” +3y =0 cy' -6y +10y=0
dy”+y +y=0 e) 4y" + 4y’ +5y =0 fy” =4y -13y
2. Déterminer la solution f de l'équation c) telle que f(0) = 1 et f'(0) = 0, puis la solution g de

l'équation d) telle que g(0) = 0 et g’(0) = /3.

Exercice 50 Laforme Rcos(wx + @) * corrigé p. 66
On considéere 'équation différentielle (E) : y” + 16y = 0.

1. Résoudre (E), puis déterminer la solution f de (E) telle que £(0) = /3 et f'(0) = 4.

2. Ecrire f(x) sous la forme R cos(4x + ¢), avec R > 0 et ¢ € ]-m,m]. En déduire 'amplitude et la
période de f, ainsi que les réels de [0, g] en lesquels f atteint son maximum.
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3. Résoudre dans [0, g] léquation f(x) = /2.

4. Inversement, soit g(x) = 3 cos(4x + 23—") Vérifier que g est solution de (E), écrire g(x) sous la
forme A cos 4x + Bsin 4x, puis calculer g(0) et g'(0).

Exercice 51 Une oscillation amortie * % corrigé p. 66
On considére l'équation (E) : y” +2y’+10y = 0, et les courbes T, : y=e™etl,: y=-e™.

1. Résoudre (E), puis déterminer la solution f de (E) telle que f(0) = 0 et f'(0) = 3. Donner une
équation de la tangente a sa courbe ¢ a l'origine.

2. Montrer que -e™* < f(x) < e pour tout réel x, puis calculer lim f(x).
X—+00
3. Résoudre dans [0, +oo[ les équations f(x) = 0, f(x)=e™ et f(x)=-e™ . Interpréter graphique-
ment.
2n . . o o _2n
4. Montrer que f(x + 2?") = e 3 f(x) pour tout réel x, et interpréter ce résultat (e"3 = 0,12).
5. Représenter I, T, et C; sur [0, m].

Exercice 52 Lire une solution sur un graphique * corrigé p.67
La courbe C; ci-contre est celle d'une solution f ¥ C
d’une équation (E) : y” + w?y = 0, oi w > 0. Elle ; /\ /
passe par le point A(0,1) ; f admet un maximum / A

égal a 2 en x = 1, puis un minimum égal a -2 en /_1 T2\ 4 5 6 X
X =4,

1. Lire la période T de f ; en déduire w, puis 'équation (E).

2. On écrit f(x) = Rcos(wx + ), avec R > 0 et ¢ € ]-m, m]. Déterminer R et (, puis écrire f(x) sous
la forme Acos wx + Bsin wx.

Calculer f'(0) et donner une équation de la tangente a CrenA

Résoudre dans [0, 6] 'équation f(x) = 1, et vérifier sur la figure.

Montrer que la droite d’équation x = 1 est un axe de symétrie de C;.

o (i g (T

Déterminer la solution h de (E) telle que h(0) = 0 et h(1) = /3. Montrer que f(x) = h (x + %) pour
tout réel x et interpréter graphiquement.

Exercice 53 Le changement de fonction z = y e™P* »** corrigé p.68

Partie A : d’oli vient la forme eP*(...) ? Soient a et b deux réels tels que A = a®> - 4b < 0, et p +iq
(g > 0) les racines de r? + ar + b = 0. A toute fonction f deux fois dérivable sur R, on associe la
fonction z définie par z(x) = f(x) e™P*.

1. Montrer que a = -2p et b = p? + g%. Exprimer f' et f” & laide de z, z' et z”, puis montrer que
f"+af +bf = (z" + qzz) e,

2. En déduire, a l'aide du cours sur l'équation y” + w?y = 0, les solutions de y” + ay’ + by = 0.
3. On suppose maintenant A = 0 et on pose p = —%. Que devient l'égalité de la question 1?
Retrouver les solutions de y” + ay’ + by = 0 dans ce cas.

-2X

Partie B : un second membre « résonant ». On considére (E) : y” + 4y’ + 5y = e™** cos x.

4. Soit f deux fois dérivable sur R et z(x) = f(x)e?*. Montrer que f est solution de (E) si et
seulement si z” + z = cos x.
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5. Vérifier que u : x gsinx vérifie u” + u = cosx. Résoudre 'équation z” + z = cos x, puis
'équation (E).

6. Determiner la solution f de (E) telle que f(0) = f'(0) = 0. Montrer que |f(x)| < 4ie pour tout
x 20, puis calculer Xlim f(x).
Exercice 54 Courbe de résonance * x corrigé p.68

Un oscillateur amorti est excité par un signal de pulsation w > 0. On considére 'équation
(E,) : y” + 4y’ + 20y = 16 cos(wx).

1. Résoudre 'équation (H) : y” + 4y’ + 20y = 0 et montrer que toutes ses solutions tendent vers
0 en +co.

2. Soient a, B réels et p(x) = a cos wx+P sin wx. Montrer que p est solution de (E,)) si et seulement
si

(20-w?)a+4wp =16 et - 4wa + (20 - w?)B = 0.
L 16(20 - w? .
En déduire que a = (DT)w) etp = %, ol D(w) = (20 - w?)? + 16w?.
3. Montrer que toute solution f de (E ) verifie Xlim (f(x) - p(x)) = 0: C'est le regime permanent.

16

v D(w)
est 'amplitude du régime permanent.

5. Vérifier que D(w) = (w? - 12)? + 256. Etudier les variations de A sur ]0, +oo[ et ses limites en 0
et en +co. Pour quelle pulsation w, 'amplitude est-elle maximale (résonance) ? Comparer w,

a la pulsation propre w, = V20 de Uoscillateur sans frottement y” + 20y = 0.
6. Pour w = w,, écrire p(x) sous la forme A cos(w x - @).

4. Calculer a®+B?. En déduire qu'il existe un réel @ tel que p(x) = A(w) cos(wx-¢), ot A(w) =

@ Modélisation (physique, chimie)

Une loi de la physique, de la chimie ou de la biologie se traduit par une équation différentielle :
on la résout, puis on interpréte les résultats, avec leurs uniteés.

Exercice 55 Le courant dans une bobine * corrigé p. 69

Un circuit comporte, en série, un générateur de tension constante E = 12 V, une bobine (de résis-
tance négligeable) d'inductance L = 0,2 H et un conducteur ohmique de résistance R = 40 Q. On
ferme le circuit a l'instant t = 0 (t en s). Lintensité i(t) (en A) vérifie Li'(t)+Ri(t)=E et i(0)=0.

1. Calculer la constante de temps 7 = %, puis écrire 'équation sous la forme i’ = ai + b.

2. Déterminer i(t) pourt 20, puis|_ = tlim i(t). Comparer [ a %.

3. Au bout de combien de temps l'intensité atteint-elle 95 % de I ? Exprimer cette durée a 'aide
derT.

4. Latension aux bornes de la bobine est u,(t) = Li’(t). Calculer u (t), puis u,(0), u,(7) et la limite
de u, en +oo,
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Exercice 56 Une réaction d'ordre 1 * corrigé p.70

On étudie la décomposition de l'eau oxygénée : 2H,0, — 2H,0 + 0,. La concentration c(t) de
H,0, (en mol- L™, t en min) vérifie c'(t) = -k c(t), oli k > 0 est la constante de vitesse. Au départ,
c(0) = ¢, = 0,060 mol - L™ ; une mesure donne ¢(10) = 0,045 mol - L™".
1. Exprimer c(t) en fonction de c,, k et t. Déterminer la valeur exacte de R, puis une valeur ap-
prochée (avec son unité).
¢ ln

2. Le temps de demi-réaction t, , est la durée au bout de laquelle ¢ = 2}. Montrer que t, , = 72
et le calculer.

3. Au bout de combien de temps 90 % de l'eau oxygénée initiale a-t-elle été décomposée ?

4. La vitesse de disparition est v(t) = -c'(t). Calculer v(0), et montrer que v(t + t”z) = % v(t) pour
toutt = 0.

5. La concentration du dioxygéne formeé est % (co - c(t)). Vers quelle valeur tend-elle ?

Exercice 57 Perfusion d’'un médicament * % corrigé p.70

Un patient recoit un médicament par perfusion intraveineuse, au débit constant de 4 mg-h™.

L'organisme 'élimine a une vitesse proportionnelle a la quantité présente : la quantité Q(t) (en

mg) de médicament dans le sang a l'instant t (en h) vérifie Q'(t) = 4 - 0,2 Q(t).

1. Au début de la perfusion (t = 0), le sang ne contient pas de médicament. Déterminer Q(t) et sa
limite Q_, (le « plateau »). Au bout de combien de temps Q(t) dépasse-t-elle 90 % de Q_, ?

2. Le médicament est efficace lorsque Q(t) > 12 mg et toxique au-dela de 25 mg. Au bout de
combien de temps devient-il efficace ?

3. Pour agir plus vite, le médecin injecte at = 0 une dose Q, (en mg), puis lance la méme perfusion.
Exprimer Q(t) en fonction de Q,. Montrer que si 12 < Q, < 25, le médicament est efficace dés
t = 0 et n'est jamais toxique. Que se passe-t-il si Q, =20 ?

4. Avec Q, = 20, on arréte la perfusion a l'instant t = 24 : alors Q' = -0,2 Q. Pendant combien de
temps le médicament reste-t-il efficace apres l'arrét ?

Exercice 58 Un ressort amorti * x corrigé p. 70

Un solide de masse m = 0,5 kg, accroché a un ressort horizontal de raideur k = 25 N-m™, subit
une force de frottement -h x’(t), avec h > 0 (en kg-s™) ; x(t) (en m) est sa position par rapport a
'équilibre a linstant t (en s). La deuxiéme loi de Newton donne mx” +hx’ + kRx = 0.

1. Sans frottement (h = 0) : montrer que x” +50x = 0; donner la pulsation propre w, et la période
propre T,.

2. Montrer que le mouvement est oscillant (cas A < 0) si et seulement si h < 5\/5 kg-s™.

3. Dans la suite, h = 1 kg-s™". At = 0, on lance le solide depuis sa position d’équilibre avec la
vitesse x'(0) = 0,35 m - s™'. Déterminer x(t).

4. Soit T = 27" (la pseudo-période). Montrer que x(t + T) = ™" x(t) et interpréter.

5. Montrer que |x(t)| < 0,05e™. A partir de quel instant est-on sir que |x(t)] <1 mm ?

Exercice 59 Filiation radioactive * * * corrigé p. 7!

Un noyau radioactif X se désintégre en un noyau Y, lui-méme radioactif, qui donne un noyau stable.
On note N, (t) et N, (t) les nombres de noyaux X et Y a l'instant t (en jours), et A, = 0,1 i, A, =03 it
leurs constantes radioactives :

Ny =-AN,, N, =AN -AN,,  N,(0)=N,>0,  N,0)=0.
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1. Déterminer N, (t) et la demi-vie de X.
2. Veérifier que N, est solution de (E) : y" +0,3y = 0,1N, e %1t Déterminer le réel c tel que
t ~ ce %' soit solution de (E), puis résoudre (E) et montrer que N, (t) = % (e701t - 7031,
3. Etudier les variations de N, sur [0, +oo[. Montrer que N, est maximal a l'instantt_=5In3 et
= No
que N (t,) = N
Nyt )
4. Calculer lim —— et interpreter.
t—+0c0 NX(t)
5. On suppose ici que X et Y ont la méme constante A > 0: N, = AN, - AN,.. Montrer qu'aucune
fonction t — ce™ ne convient, chercher une solution de la forme t = ate™, puis déterminer
N, (t) et son maximum.

Exercice 60 Une maison au rythme du jour * x % corrigé p. 7!

En hiver, la température extérieure (en 'C) a linstant t (en h) est T (t) = 10 + 5cos(wt), avec
w = % rad - h™'. Le chauffage d’'une maison tombe en panne at = 0, alors qu'il y fait 20 °C. D’aprés
la loi de Newton, la température intérieure 6(t) vérifie (E) : 6'(t) = —k(e(t) - Te(t)), avec ici
k= % h™.

1. Donner la période et les valeurs extrémes de T,.

2. Déterminer les réels a et B tels que Gp(t) =10 + a cos wt + B sin wt soit solution de (E).

3. Montrer que 6 est solution de (E) si et seulement si 6 - Gp est solution de y’ = -Ry. En déduire
o(t).

4. Montrer que tl_i,T;o (e(t) - Op(t)) = 0, et déterminer l'instant a partir duquel |6(t) - Gp(t)| <0,5°C.
Ecrire Gp(t) = 10 + Rcos(wt - ) : entre quelles températures la maison oscille-t-elle, et avec
quel retard sur l'extérieur ?

5. Isolation. Pour k > 0 quelconque, la solution de la forme 10 + a cos wt + Bsin wt a pour am-
plitude A(R) = /a2 + B2. Montrer que A(R) = %

-
interpréter (une maison mieux isolée a un kR ri)?lus Lr;)etit).

@ Défis de cowncours

Six défis : équations fonctionnelles, changements de fonction, systémes, inégalités. Ils deman-
dent de linitiative et une rédaction rigoureuse.

, etudier les variations de A sur ]0, +oo[ et

Exercice 61 Léquation fonctionnelle de d’Alembert * x *x % corrigé p.72

Soit f une fonction deux fois dérivable sur R, non identiquement nulle, telle que

(D) : f(x+y)+ f(x-y)=2f(x)f(y) pour tous réels x et y.

Montrer que f(0) = 1, que f est paire, puis que f'(0) = 0.

En fixant x et en dérivant deux fois par rapport a y, montrer que f” = Rf, ot k = f"(0).

En déduire f, en distinguant les cas k < 0 (poser k = -w?, w > 0), k= 0 et k > 0 (poser k = w?).
Vérifier que les fonctions obtenues sont solutions de (D). Lesquelles sont bornées ? Lesquelles
sannulenten1?

> 2 =

5. Déterminer de méme les fonctions g deux fois dérivables sur R telles que g(x+y)+g(x-y) = 2g(x)
pour tous réels x, y.
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Exercice 62 Stabilité d'un oscillateur * % x % corrigé p.73

Soient a, b réels et (E) : y” +ay’ +by = 0. On dit que (E) est stable si toutes ses solutions tendent
vers 0 en +oco,

1. On suppose A = a? - 4b > 0, et on note r, <r, lesracines de r’ +ar + b = 0. Montrer que (E) est
stable si et seulement sir, < 0, puis si et seulementsia>0etb > 0.

2. Montrer que, si A = 0 ou si A < 0, (E) est stable si et seulement si a > 0 (si A < 0, de racines

p tig, etsia<0,on pourra utiliser les réels Zg")

3. Conclure : (E) est stable si et seulement sia > 0 et b > 0. Pour quels réels m l'équation
y"+(m=-1)y" +(4-m?)y =0 est-elle stable ?
4. Montrer que toutes les solutions de (E) sont bornées sur R si et seulementsia=0etb > 0.

Exercice 63 Trouver le bon changement de fonction * % x % corrigé p. 74

On considére sur [ =]0, +oo[ 'équation (E) : xy” + 2y’ + xy = 0. Pour un réel a et une fonction f

deux fois dérivable sur I, on pose g(x) = x*f(x).

1. On cherche a tel que g” +g = x% 1 (xf” + 2f" + xf) pour toute fonction f. En testant f(x) =
puis f(x) = x, montrer que nécessairement a = 1 ; vérifier ensuite que a = 1 convient.

2. Résoudre (E) sur I, puis déterminer les solutions de (E) qui ont une limite finie en 0, et cette
limite.

3. Résoudre de méme (F) : xy” +2y’ - xy = 0 sur I. Quelles sont les solutions de (F) qui ont une
limite finie en 0 ? Quelles sont celles qui sont bornées sur | ?

Exercice 64 Deux oscillateurs couplés * * x % corrigé p. 74
Deux solides reliés par des ressorts ont pour positions x(t) et y(t), avec
X"=_2X+yl y"=x_2y1 X(0)=11 y(0)=01 XI(0)=y,(O)=O'
1. Onposeu=x+yetv=x-y. Montrer que u” +u =0etv”+3v=0. En déduire u etv, puis x et
y.
2. Montrer que x(t) = cos(‘/_+1 )cos (‘/_' ) et interpréter (phénomeéne de battements).

3. Montrer, par l'absurde, que x n’est pas périodique (on utilisera x(T) = x(0) et Uirrationalité de
V3, que l'on démontrera).

4, Déterminer la solution du systéme lorsque x(0) = y(0) = 1, puis lorsque x(0) = 1 et y(0) = -

(toujours avec x'(0) = y’(0) = 0). Montrer qu’elles sont périodiques : ce sont les modes propres.
Exercice 65 Inégalités différentielles * x xx corrigé p. 7§
Partie A. Soit f une fonction dérivable sur [0, +oo].

1. On suppose que f'(x) + f(x) < 0 pour tout x = 0. En étudiant x ~ e*f(x), montrer que f(x) <
f(0)e™ pour tout x > 0.

2. On suppose que f(0) = 1 et |f'(x) + 2f(x)| < e pour tout x 2 0. En étudiant x ~ e?*f(x)-e* et
X = e?Xf(x) + e, montrer que 2e2¥ - e < f(x) < e pour x 2 0. Limite de f en +oo ?

Partie B. On suppose seulement que Xlim (f’(x)+f(x)) = 0, ce qui se traduit ainsi : pourtout € > 0,

il existe A > 0 tel que |f'(x) + f(x)| < € pour tout x = A.

3. Soient € > 0 et A associé. En étudiant x — e*(f(x) - €) et x — e*(f(x) + €), montrer que
[F(X)| < |f(A)] €% + € pour tout x > A. En déduire que Xlim f(x)=0.
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4. Montrer par des contre-exemples que : a) le résultat devient faux si 'on remplace f' + f par

- L sin (x?)
f' - f;b)laréciproque est fausse (étudier f(x) = T ).
Exercice 66 Une équation du troisiéme ordre * % x % corrigé p.7S

On cherche les fonctions f trois fois dérivables sur R telles que (E) : f” = f.

1. Onposeg = f" + f' + f. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g’ = g. En déduire
que f est solution de (E) si et seulement s'il existe un réel C tel que f” + f' + f = Ce*.

2. Verifier que x —» %e" est solution de y” +y’ +y = Ce*, puis résoudre (E).
3. Déterminer les solutions de (E) bornées sur [0, +oo[, puis la solution ¢ telle que ©(0) = 1 et
®'(0) = "(0) = 0.
4. Soient u, v, w dérivables sur R telles que u’ = v, v’ =w, w’ = u, u(0) = 1 et v(0) = w(0) = 0.
a) Montrer que u =, etque u +Vv +w = e*.
b) SoitS = u? +v2+w? - uv -vw - wu. Montrer que S’ = -S, puis que u®+v3 +w3 - 3uvw = 1 pour
tout réel x (développer (a+b +c)(a? + b? + ¢? - ab - bc - ca)).
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

© Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1. a) f'(x) =-6e72%,donc f'(x) + 2f(x) = -6e™2X + 6e>* = 0 : f est solution.
b) g'(x) =3e3*¥ et -3g(x) + 6 = -6 + 3e>* + 6 = 3e73X = g’(x) : g est solution.
c) h'(x) = -6sin3x -3 cos3x et h"(x) = -18 cos 3x + 9sin3x = -9h(x), donc h” +9h = 0: h est
solution.
d) R'(x) = (x + 1)e* et k"(x) = (x + 2)e¥, donc k" - 2k" + kR = [(x +2) - 2(x + 1) + x]e* = 0 : k est
solution.
2. u'(x)=e*alorsque u(x)+1=e*+2#e*:un'est pas solution. v'(x)=e*=(e*-1)+1=v(x)+1
: v est solution.
3. Avecy = e™ : y' = me™, y" = m?e™, doncy” -y’ -6y = (m2 -m- 6)emx. Comme e™ > 0, la
fonction est solution si et seulement sim?-m-6 = (m-3)(m +2) = 0, soit ] m=3oum=-2 \

® Corrigé de l'exercice 2

On utilise le théoréme : les solutions de y’ = ay sont les fonctions x ~ Ce?, C € R.

5x -x/2

1. a)|y=Ce
y=Ce¥3| (CeR).

b)2y'+y = 0 < y’=-%y: y =Ce A3y’ -2y=0 < y’:%y;

2. f(x)=Ce* et f(In2)=Ce3'"2=8C=16,donc C=2: |f(x)=2e3|

X
=2

3. g(x)=Ce*?etg(2)=Ce' =e,doncC=e?: |g(x)=e

® Corrigé de l'exercice 3

On écrit chaque équation sous la forme y’ = ay + b ; les solutions sont x — Ce% - g (C eR).

1 a)a=2,b=-6:|y=Ce™+3| b)y =-3y+12:|y=Ce™ +4|

Ay =3y+2:-2=-4, |y=Ce’?-4| d)y'=-1y-1:-2=22 |y=ce¥*-2|

a

2. La solution constante est —g (cas€C=0): a)3 b)s o) -4 d)-2.
Vérification pourb): y =4 donney +3y=0+12=12 v.
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3. b) lim e3*¥=0,donc lim (Ce‘3" + 4) = 4 pour tout C : toutes les solutions tendent vers 4.
X—>+00

X—+00

a) lim e* = +o0 : la solution tend vers +oo si C > 0, vers -oo si C < 0, et vaut 3 si C = 0. Ce n'est

X—+00

pas vrai pour a).

Remarque. Si a < 0, toutes les solutions de y’ = ay + b tendent vers la solution constante —g
en +oo : c'est un état d'équilibre « stable ».

® Corrigé de U'exercice 4

On écrit d'abord la solution générale, puis on utilise la condition.

a) y=Ce®+2; f(0)=C+2=5doncC=3: |f(x)=3e2*+2|

b) y'=3y+6:y=Ce>*-2; f(1)=Ce®-2=0,doncC=2e3: |f(x)=2e3*3-2|

)y =-y+3:y=Ce™+3; f(ln2)=5$+3=1,doncC=-4: |f(x)=3-4e™]

d) y = Ce* -2, donc f'(x) = Ce*et f'(0) =C =3: [f(x)=3e¥-2]| (ou: f'(0) = f(0) + 2 donne
f(0) =1).

® Corrigé de l'exercice 5

1. a) p'(x) +3p(x) = a+3ax +3b = 3ax + (a+3b). Par identification avec 6x+5:3a=6eta+3b =5,
donca=2,b=1:|p(x)=2x+1|
b)(g-p) +3(g-p) = (9'+39)-(p’+3p) = g'+3g-(6x+5). Donc g'+3g = 6x+5 <= (g-p)'+3(g-p) = 0.
c) Les solutions de (E,) : y' = -3y sont x — Ce™*. D'aprés b), g est solution de (E,) si et
seulement si g(x) - p(x) = Ce™>* :

g(x)=Ce>*+2x+1, CeR et g(0)=C+1=3 & C=2:|g(x)=2e3+2x+1|

2. Avec h(x) = ae?*: h'(x)-h(x) = -2ae > -ae™?* = -3ae™?*, égal & 3e™>* si et seulement si{a = -1|
Comme au 1., g est solution de (E,) si et seulement si g - h est solution de y’ = y, d’ou
y =Ce*-e?¥| (C eR).

® Corrigé de l'exercice 6

On écrit 'équation caractéristique et on applique le théoréme des trois cas.

a) r’-3r+2=0:A=1r,=1r,=2: |y=Ce*+Ce’|

b) r?+3r=r(r+3)=0:r,=0,r,=-3: |y=C, +C,e>*| (care®™=1).

c) r2-6r+9=(r-3)%:racine double 3: |y = (C,x + C,)e** |

d) 4r?+4r+1=(2r+1): racine double -3 : |y = (C;x+C,)e™/?|

e) r2+2r+5=0:A=—16<0,r=%ﬂ’"=—1tZi(p=—1,q=2): y = e (C, cos 2x + C, sin 2x) |

f) r’+16=0:r=24i(p=0,q=4): |y=C,coskx+C,sin4x|
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® Corrigé de l'exercice 7

a) r’-r-2=(r-2)(r+1): f(x) = C,e** + C,e™ et f'(x) = 2C,e** - C,e™.

f(0)=C,+C,=0etf(0)=2C,-C,=3,doncC,=1,C,=-1: |f(x)=e*-e*|

b) r?+4r+4=(r+2)%: f(x)=(C,x+C,)e* et f'(x) = (C, - 2C, - 2C,x)e™*".

f(0)=C,=1etf'(0)=C,-2C,=0,doncC, =2: |f(x)=(2x+1)e>*|

€) r?-2r+2=0:A=-4,r="1%i: f(x) = e (C, cosx + C, sinx), f'(x) = e*[(C,+C,) cos x+(C,-C,) sin x].

f(0)=C,=1etf'(0)=C,+C,=3,doncC,=2: ‘f(x)= e"(cosx+2$inx)‘.

® Corrigé de U'exercice 8
1. () & y"+ "sz =0:cesty” +w’y=0avecw = g Les solutions sont y = Acos % + Bsin %

“A=1: f(x)=T(-Asin ™ X "(0)= TR =" -1
f(O)-A-1,f(x)-2(Asm2+Bcos2),doncf(0)-zB-2etB-’I.

mx . TX
= €0S — +sin — |.
f(x) > *sing

2. ﬁcos(ﬂx—%):ﬁ(cos%-§+sin%-§):cos%+sin%:f(x).

Amplitude : V2| ; période : T=%T=4.
3. f(x)=0 gx—%=§+kn = x=%+2k(keZ). Dans [0, 4] : x=%oux=%.

Le maximum de f est /2, atteint lorsque cos(gx - %) =1, soit %x—% =2Rm: |x = % +4Rk, R e Z|

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. N' = -AN: N(t) = Ce™, et N(0) = C = Ny : | N(t) = Nje™ |,

A

Puis N(t +T) = Noe"‘te‘” = N(t) = % : toutes les T années, le nombre de noyaux est divisé par 2.

2. N(T) = % = M=) & AT=-2 = |T (indépendante de N,).

lIn 2 In 2
A= 02 L [121x10% an"T|. Puis N(t) = 0,3N, <= e™=03 ¢ t=—2 =5730x —2 =
o 5730 1] P ! 0 ! /\ l.n2
9950 ans|.
N
4. D'aprés 2., N(nT) = 2—,?(récurrence). Or;—n < 11% & 2">100 <> n27 (2°=64,2" =128)

: il reste moins de 1% des noyaux au bout de , soit environ 40 000 ans.
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® Corrigé de l'exercice 10

1. T=RC=10x10" =|15s]| Endivisantpart:u’ =—%u+§, soit|u' =-u+6] (a=-1,b=6).

2. u(t)=Ke'+6(KeR)etu(0)=K+6=0: |u(t)=6(1-e"), c'est-a-dire u(t) = E(1-e"/").

tlim u(t) = 6 = E : le condensateur finit par étre chargé sous la tension E du générateur (régime

permanent).
3. u'(t) = 6e™, u’(0) = 6 et u(0) = 0 : la tangente a l'origine a pour équation u = 6t. Elle coupe la
droiteu=6ent=1=T.

4, u(t) =0,99F < e'=0,01 < t=1In100= (environ 5T : c’est la régle utilisée en
physique).

5.0(t) = Cu'(t) = 10 x6et = |[6x10*et A, donci(0) =6x10"* A= 0,6 mA. Comme g = % 0

B Corrigé de l'exercice 11
Partie I.
1. u’(x) = 2e™ - 2xe™, donc u’(x) + u(x) = 2e™* : u est solution de (E).

2.(g-u) +(g-u)=(g +g)-(u" +u) =g +g-2e*: cette quantité est nulle si et seulement si
g +g=2e".

3. (Ey) : ¥y’ = -y apoursolutions x = Ce™. Donc les solutions de (E) sont‘x — (2x+C)e™™ |, C e R.
f0)=C=1: |f(x) = (2x+ 1)e™ .

Partie II.

1. En +oo: f(x) = 2xe™ + e — 0 (car xe™® — 0): l'axe des abscisses est asymptote horizontale
en +oo,

£
— =243

En -c0: 2x+1 > -0 et e* - +o0, donc f(x) » -oo; + ;)e"‘ — +00 : branche

parabolique de direction (Oy).
2. f est solution de (E), donc f'(x) = 2e™ - f(x), soit

f/(x) = (2-2x-1)e™ =[ (1 - 2x)e™™], f'(x) +
du signe de 1 - 2x. Le maximum de f est f(%) = f(x) / \

2712 = % ~1,21.

e

3. f(0)=1etf(0)=1:[T:y=x+1]

4, f"(x)=-2e*-(1-2x)e* =|(2x - 3)e™™ |

+00

sivo b

y T
f s'annule en changeant de signe en 2, d'ou le 1 ! .

f
point d’inflexion I(%, 4e'3/2) (4e73/%2 = 0,89). ; X

C; coupe (Ox) en x = -2
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B Corrigé de l'exercice 12
Partie I.

1. Une constante k est solution si et seulement si 4k = 4 : la solution constante est[1]. Puis

(g-1)"-4(g-1) +4(g-1)=9g"-4g" +4g -4, nulsietseulementsig”-4g +4g = 4.

2. r’-4r+4 =(r-2)*: les solutions de (E,) sont (C,x + C,)e?*, celles de (E) sont | 1+ (C,x + C,)e** |

f(0)=1+C,=2donneC, =1; f'(x)=(Q2Cx+C, + 2C2)e2", donc f'(0)=C,+2=0etC, =-2:
f(x)=1+(1-2x)e**|

Partie Il.

1. En -oo: (1 -2x)e?* = e?* - 2xe?* — 0 (car xe?* — 0), donc f(x) = 1: la droite y = 1 est

asymptote horizontale en -co.

o 2x 0 f(X) 1 1 2x 5
En +c0: 1-2x —» -0 et e* —» +o0, donc f(x) — =SB ;—2 e’* - -oo: branche
parabolique de direction (Oy).

2. f'(x) = -2e?* + 2(1 - 2x)e?* = : f est crois- X | o0 0 +00
sante sur ]-oo, 0], décroissante sur [0, +oo[, de max- f'(x) + 0 -
imum f(0) = 2. 2

. 2 ) 1
Donc f(x) < 2, soit (1 -2x)e* < 1; pour x < 2, 0n a f(x) / \
1 -0

2X < 1 |
T 1-2x

3. Sur ]-o0, 0], f est strictement croissante de limite 1 en -0, donc f(x) > 1 > 0: pas de solution.

1-2x>0,doule

Sur [0, +oo[, f est continue, strictement décroissante, f(0)=2>0et lim f = -o0: l'équation a
X—+00

une unique solution a. Comme f(%) =1>0etf(1)=1-e2<0: (a = 0,64).

4, f"(x) = -4e® - 8xe* = -4(1 + 2x)e* s'annule en
changeant de signe en —% (Cf est convexe avant,
concave apres) :

(3e3)] (2o

La courbe reste au-dessus de son asymptote y = 1
sur ]-oo, %[ et coupe l'axe des abscisses en a.

® Corrigé de l'exercice 13

1. p'(x) = -asin x+b cos x, donc p'(x)-p(x) = (b-a) cos x-(a+b) sin x. Pour que ce soit -2 sin x pour
tout x, il faut (x =0 et x = g)b—a=0eta+b=2,etcelasufﬁt: a=b=1, ‘p(x)=cosx+sinx‘.

2. g est solution de (E) si et seulement si g - p est solutionde y’ = y: ‘y =Ce*+cosx+ sinx‘
(C e R).

3. |cosx+sinx| <2.SiC=#0,|Ce*| - +o0 en +oo, donc la solution n'est pas bornée; si C = 0, elle
est bornée. L'unique solution bornée est p, et

\/Ecos(x— %) =\/§(ﬁ COS X + ‘/Esinx) = COSX+SinX : p(x)=\/§cos(x—%).

2 2
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4. f(0)=C+1=0,doncC=-1: ‘f(x) = COSX +sinx - e ‘ Alors f(x) - p(x) = -e* » @en -o0: Cp
se rapproche de la sinusoide de p.

® Corrigé de l'exercice 14

1. 6’ = -kRO + 20k est de la forme y’ = ay + b avec —% =20: 6(t) = Ce™® + 20, et 6(0) = C + 20 = 90
donne C=70: |6(t) = 20 + 70e7*t |,

— |r=N2 0,069 min™" |,

2. 6(10) =55 < 70e %% =35 « 10k =% i

6(20) = 20 + 70 (e"%%)* = 20 + 22 = [37,5°C]|

3.6(t)=30 & ef=1 < t=mT7=1(l)nlr217z.

0(t) - 20 = 70e™*' > 0 pour tout t : le café n’atteint jamais 20 'C (mais 6(t) — 20 en +o).

® Corrigé de l'exercice 15

Partiel. r?+2r+2=0:A=-4,r=-1%i: y=e*(C,cosx+C,sinx), y' =e*[(C,-C,)cosx - (C, +
C,)sin x].

f(0)=C,=1etf'(0)=C,-C, =-1,doncC, =0: ‘f(x) =e* cosx‘.

Partie Il.

1. -1 <cosx <1ete™>0donnent-e* < f(x) < e Commee™ — 0, les gendarmes donnent
lim f(x)=01/
X—+00

2. f'(x) =-e™*cosx-e*sinx = -e*(cos x +sin x), soit

’ -X m H X 0 37” m
f'(x) = ~/2e* cos (x - Z) (exercice 13). 700 0 =
surfo,m]: x-T e [—%,37"], et cos (x - %) >0 < . 1 . P e
x < 3L Donc f’ <Osur[0,37"[etf’ >Osur]37",n]. g

3. f(xX)=e™* < cosx=1 < x=2Rm ke N (car y
X 2 0) : points communs A, (2km, e”2k™).
f'(2Rm) = -e7f™ = g’(2km) : méme point, méme
pente, donc méme tangente.
Arr
Y

® Corrigé de U'exercice 16

1. On rappelle que x ~ e est solution si et seulementsir? +ar+b = 0.
a) -1 et 3 doivent &tre racines de r> +ar + b, donc r> +ar+b = (r+1)(r-3) = r> -2r-3:
la=-2, b=-3|
b)y = xe> : y' = (1+5x)e>, y" = (10 + 25x)e>*, donc y” + ay’ + by = [(25 + 5a + b)x + (10 + a)]e>*.

C'est nul pour tout x si et seulementsi10+a=0et25+5a+b=0: ’a =-10, b = 25\ (racine
double 5).
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c)y =e?*sin3x:y’ =e**(2sin3x +3cos3x), y" = e2X(-5sin 3x + 12 cos 3x), donc

y" +ay' +by = e®*[(-5 +2a + b)sin 3x + (12 + 3a) cos 3x|.

Enx=0:12+3a=0;enx = %: -5+2a+b =0. Dol \a=—4,b=‘|3\ (racines 2 + 3i de

r? - 4r + 13), qui conviennent.

2. Les solutions de y’ = ay + b sont Ce™ - 2. Il fauta=-2 et -2 =5, s0itb=10: |y’ = -2y + 10|
Vérification : y = Ce™?* + 5 donne y’ = -2Ce™?¥ = -2(y - 5) = -2y + 10 /.

€© Corrigés du niveau 3

® Corrigé de U'exercice 17

1. p,-2p, =a-2ax-2b=-2ax+(a-2b)=4x:-2a="4eta-2b=0,dou|p,(x)=-2x-1|

p, - 2p, = ce* - 2ce* = -ce* = 3e* : | p,(x) = -3e*|

2. Superposition: p = p, +p, vérifie p' - 2p = (p - 2p,) + (p, - 2p,) = 4x + 3e* : C'est une solution
particuliére de (E). Les solutions de y’ = 2y étant Ce?* :

y=Ce¥-3e¥-2x-1/(CER) et y(0)=C-4=0: |f(x)=4e®*-3e*-2x-1|

3. Avec h = ce®*: h'-2h = 2ce®* -2ce* = 0 # e** (e** est solution de 'équation homogéne y’ = 2y)
: aucune solution de cette forme.
Avec h = axe®* : h' = a(1 + 2x)e?*, donc h’ - 2h = ae® : a = 1 et h(x) = xe**. Solutions de (F):
y =(x+C)e*, CeR|

® Corrigé de l'exercice 18

1. Endivisantparm: v’ = g-£v = 10-18v = -0,2v+10. Les solutions sont Ce™*+50 (-2 = 12 = 50),

etv(0)=C+50=0donne C=-50: |v(t) =50 (1 _ e—t/5) I

2. e/ > 0, donc|v, =50 m-s7" (180 km/h). v(t)=0,95v, <> e'/>=0,05 < t=5[n20=

155}

3. d est la primitive de v nulle en 0: d(t) = 50t + 250e7t/> + K (on vérifie d’ = 50 - 50e7/° = v), et
d(0)=250+K=0:

d(t)=50t-250(1-et°)| et  d(20)=750+250e™ ~[755 m|

® Corrigé de U'exercice 19
1. r2+2mr+1=0, A=4m? -4 =4(m-1)(m+1),avecm 2 0.

*m>1:0>0,r,,=-m+ym2-1: y=C,e""+C,e?* (régime apériodique).

- m=1:racine double -1: y = (C,x + C,)e™ (régime critique).
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c0sm<1:r=-mtiwavecw=y1-m2: y=e™(C, coswx +C,sinwx) (régime pseudo-
périodique).

2. r2+§r+1 =0 < 2r2+5r+2=2r+1)(r+2)=0: f = C,e™*/2+C,e">, avec f(0) = C, +C, = 0 et
C'I

f(0)=-3-2C,=3.DoncC, =2,C, =-2: | f(x)=2e*/?-2e|

3.Sim>1:nry=1>0etr, +r,=-2m<0,doncr,,r,<0ete"” e?* - 0.Sim=1: xe™ > 0et

e* 5 0.Si0<m<1:|y|s (|C1| + |C2|)e‘mx — 0. Dans tous les cas, .

Sim =0:y = cosx est solution et n'a pas de limite en +oo : c’est faux (sans frottement,
l'oscillation ne s'amortit pas).

® Corrigé de U'exercice 20

1. f>0,doncg = % est dérivableetg’ = —%. Sif'=2f-f2:q' = —%+‘I = -2g+1. Réciproquement,

’

g 2g-1_2 1

P -1 r__2 BN _ f2
sig' =-2g+1,alors f getf e 5 T 2f - f-.
Cro2x 1 _1 _3. _ 143e7 2 _ 2
2. g(x) =Ce X+2etg(O)-—f(O)-Z,doncC-z.g(x)- — et f(x)-1+3e_2x.

En -0 : e2X > +00, donc ; en +o0: e2X - 0, donc (la population se stabilise

a 2000 individus).
3.1-(f-1)2=1-f2+2f-1=2f-f2=f". Donc f'(x) < 1, avec égalité si et seulement si f(x) = 1.

CommeO<f<2, f =f(2-f)>0: f est continue, strictement croissante de 0 a 2, et prend la

valeur 1 en un seul point x,: 14320 =2 <= X, = ln73 = 0,55 | (vitesse maximale f(x,) = 1).

® Corrigé de l'exercice 21
1. g'(x) = f'(x)e" +2xf(x)e*" = (f’(x)+2xf(x))ex2. CommeeX >0: f'+2xf =2x <> g'(x) = 2xe*.

2. 2xeX est la dérivée de e : g = 2xeX = (g—exz)’ =0 < g(x) = e + C (R est un

intervalle). Donc | f(x)=1+Ce™, CeR|.

3. f(0)=1+C=3: [f(x)=1+ 20|, f(-x) = f(x): f est paire. f'(x) = ~4xe™ f croit sur ]-oo, 0],
décroit sur [0, +oo[, maximum f(0) = 3. Xlirp f(x) =1 (car e’ - 0): asymptote y = 1.

® Corrigé de U'exercice 22

1. r’-2r+1=(r-1)?: 1estracine double, donc e* et xe* sont solutions de y” -2y’ +y = 0. Pour
h = ae* ou h = axe*,onadonch” -2h" +h =0 # e*.

2. f=ze: f'=(2+2)e, f" =(2"+22 +z)e¥, donc f"-2f +f = (z'+22' +2-22 -2z+z)e* = 2" €.

. ” ” I I I 2
3. fsolution & z"e=¢e" <= 7'=1 < (Z-X)=0 & 2 =x+(, & Z=X7+C1X+C2.

Donc | f(x) = (% +C X+ Cz)eX !
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4 F0) = C, = 1; f(x) = (§+(c1+1)x+c1+c2)eX, donc f'(0) = C, +C, = 0 etC, = -1:
f(x):(é—xvl)ex.

® Corrigé de U'exercice 23

1. En divisant par L: q” + £:q = 0, d'oll wd = 7. Ici LC = 0,1x107° = 10 |w, = 10° rad -5 et

T0=2—n:6,3ms.

Wy

2. q(t) = Acos(1000t)+ Bsin(1000t); g(0) = A = Q, et q'(0) = 10008 = 0: |q(t) = 6 x 10> cos(10001) |
(en Q).

i(t)=q'(t) = -6 x 1072 sin(1000t) | (en A) : ]i(t)| est maximale pour sin(1000t) = 1, et vaut

QuW, =|0,06 A= 60 mA|,
2qq’ c. . .
3. E'(t) = g(? +%Lx2II' =i(%+Lq”)=0 (cari=q' eti’=q"). Donc E est constante :
Qg 36x 10710
E(t)=E(0)= =—+0=""—"—"—=[1,8x107") |
() =E0)=5¢+0= 0% )

2
Remarque. L'énergie passe sans cesse du condensateur (;’—C) a la bobine (%Liz) : on retrouve
JLi% . =0,05x0,0036 = 1,8 x 107 ).

max

€& Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1. x = f(-x) est dérivable (composée), donc f’ l'est aussi et f"(x) = -f'(-x). Or la relation ap-

pliquée en -x donne f’(-x) = f(x). Donc f"(x) = -f(x) : .

2. Nécessairement f(x) = Acos x + Bsin x. Alors f'(x) = -Asin x + Bcos x et f(-x) = Acos x - Bsin x.
L'égalité en x = 0 impose B = A, et réciproquement, si B = A, les deux expressions sont égales
pour tout x :

’f(x) = A(cosx +sinx), Ae R‘.

3. f'(x) = e* - f(-x) est dérivable et f"(x) = e* + f'(-x) = e* + e* - f(x) (relation en -x). Donc
f"+f=e+e*

Avec h = ae* +be™ : h” + h =2ae* + 2be™, donca=>b = % D'oll f(x) =Acosx +Bsinx+ %

Réciproque (indispensable : on a seulement trouvé des conditions nécessaires) :

f'(x)+ f(-x) = (—Asinx+ Bcosx + ex'z—e_x)+(Acosx— Bsinx + #) = (A + B)(cos x - sin x) + e,

eX+eX

C'est e* pour tout x si et seulement si B=-A: |f(x)=A(cos x -sinx) + ,AeR|
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® Corrigé de l'exercice 25

1. Avec x = y = 0: f(0) = f(0)?, donc f(0) = 0 ou 1. Si f(0) = 0, alors f(x) = f(x +0) = f(x)f(0) =0
pour tout x : exclu. Donc .

2. A x fixé, on dérive les deux membres par rapport a y : f'(x +y) = f(x)f'(y). Avecy = 0:
f(x) = af(x)|

Donc f(x) = Ce®, et f(0) = C = 1: | f(x) = e™ | Réciproquement, e?**¥) = ¢™eW : ce sont les
solutions (a € R).

3. x =y =0:g(0) = 2g(0), donc g(0) = 0. En dérivant par rapporta y: g’'(x+y) = g'(y) + 2x ; avec
y=0:g'(x)=2x+b,oub=g'(0).

Alors (g(x) - x* - bx)" = 0, donc g(x) = x? + bx + ¢, et g(0) = 0 donne ¢ = 0. Réciproquement,

(x+y)? +b(x +y) = (x* + bx) + (y? + by) + 2xy : |g(x) = x* + bx, b € R|

B Corrigé de l'exercice 26
1. @ =299 +29'g" =2g'(g+g"”) = 0: @ est constante, égale a ¢(0) = 0. Ainsi g> +g'2 = 0: une
somme de deux carrés nulle impose g2 = 0, donc .

2. Soit g(x) = f(x) - f(0)cosx - f(0)sinx. Comme cos, sin et f sont solutions, g“ +g = 0
(linéarité). De plus g(0) = f(0) - f(0) = 0 et g'(0) = f'(0) - f'(0) = 0. D'aprés1,g = 0:
[f(x) = f(0)cos x + f(0) sinx |

3. f(x) = sin(x + a) vérifie f* = -f, f(0) = sina et f'(0) = cosa. D'aprés 2. :

’sin(x +0) =sinacosx +cosasin x‘ pour tous réels x et a.

Remarque. Avec ¢ = w?g? + g'?, la méme méthode démontre le théoréme pour y” + w?y = 0:
les conditions y(0) et y’(0) déterminent une unique solution.

® Corrigé de l'exercice 27

1. Les solutions sont y = Acos x + Bsin x, et y(0) = A.

a) A=0et y(g) = B = 1: une unique solution, .

b) A =0 et y(mr) = -A = 0 (toujours vrai) : une infinité de solutions,

y=Bsinx, BeR|

c) A=0 et y(m) = -A = 1: contradiction, aucune solution.

2. y=Acoswx+Bsinwx;y(0)=A=0, puis y(1) = Bsinw = 0. Une solution non nulle exige B # 0,
donc sinw = 0, soit w = km; comme w > 0, kR € N*. Réciproquement, si w = km, la fonction
x + sin(kmx) est non nulle et s'annule en 0 et 1.

Remarque. Avec y(0) et y’(0), il y a toujours une unique solution ; avec des conditions « aux
deux bords », il peuty en avoir 0, 1 ou une infinité. Les valeurs w = R sont les modes propres
d’une corde vibrante fixée en ses deux extrémités.
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® Corrigé de l'exercice 28

1. h = acosx: h” + 4h = -acosx + 4acosx = 3acosx, donc a = 1. Les solutions sont y =
cosx +Acos2x + Bsin2x et |y| <1+ |A| +|B| : elles sont bornées.

2. U =acos2x +bsin2x veérifie u” = -4u, donc u” + 4u = 0 # 4cos2x : aucune solution de cette
forme.

Avec h = xu: h" =u+xu’,h” =2u’" +xu”,donc h” + 4h = 2u’ + x (U” + 4u) = 2u’ = -4asin2x +
4b cos 2x.

C'est 4cos2x si et seulementsia=0,b=1: h(x) = xsin2x.

Solutions de (E): ‘y:xsin 2x +Acos2x + Bsin ZX‘ (A, B € R).

3. f(0) =A=0; f'(x)=sin2x +2xcos2x - 2Asin 2x + y

2B cos2x, donc f'(0)=2B=0: ‘f(x) = X sin 2x ‘
Pour x, = %+krr (R € N): f(x,) = x, > +o0: f n'est
pas bornée sur [0, +ool.
C'est la résonance : l'excitation 4cos2x a la pulsa-
tion propre w = 2 du systéme, et 'amplitude grandit
sans limite entre les droitesy = x ety = -x (au 1, la
pulsation 1 # 2 donne des solutions bornées).

B Corrigé de l'exercice 29

TLu=x+y =3x+3y=3uetu(0)=1:u=e3 v =x'

2. x' = x+2y estdérivable et x” = x"+2y’ = x"+2(2x+y) = X' +4x+(x'-x) = 2x"+3x: X" -2x"-3x = 0.
r’-2r-3 = (r-3)(r+1): x = C,e*+C,e™, avec x(0) = C, +C, = 1 et x'(0) = x(0)+2y(0) = 1 = 3C, -,

. _r _1 s, o x-x _etet | 4 Z
:C =G, = > Puisy = =~ == —:meme resultat.

3. X2—y2=(X+y)(X—y)=uv=_ M_e3t—e_t=1‘e_l’t _)‘

X(t) edt+et T14eht

® Corrigé de l'exercice 30
1. g'(t) = e'f'(e') et g"(t) = e'f’(e') + e2'f"(e").
2. Avec x = et : xf'(x) = g'(t) et x2f"(x) = g"(t) - g'(t), donc
X2f7(x) = 3xf'(x) + 4f(x) = g"(t) - 4g'(t) + 4g(1).

Commet — e est une bijection de R sur ]0, +oo[, (E) est vraie pour tout x > 0 si et seulement
si (F) est vraie pour tout t € R.

3. r%-h4r+4=(r-2)2: g(t) = (C,t+ C,)e*, donc f(x) = g(lnx) = | x*(C, Inx + C,) |, C,,C, € R.

4. f(1)=C,=1; f'(x) =2x(C, Inx+C,) + C,x,donc f'(1)=2C,+C, =0 et C, =-2:

f(x) = x?(1-21Inx)| (vérification: f'(x) = -4xlnx, f"(x) = -4 lnx-4, et X>f" -3xf' +4f =0 /).

Maths Olympiad @



Chapitre ¢- fquations différentielles 2°® Bac Sciences Physiques - SVT

© Corrigés : l'éguation y = ay +b

® Corrigé de l'exercice 31

1.

Onisole y’, puis on applique: y'=ay+b (a#20) < y=Ce™- g, CeR.
a)a=3:|y=Ce| b)y' =-5y: |y = Ce™X| c)y’=%y: y = Ce2
d)a=—2,b=6et—g=3:.

;1 4 1 b 4/3 X

= —-— - = —-— ——=—=l|.: =] 4
ey =-3y+3ia=-get-p=om y=tes+

f) y' =5y-10: a=5,b=—10et—§=2: y=Ce>+2|

On écrit la solution générale, puis on applique la condition pour trouver C.

a) f(x)=Ce3* et f(0)=C=-2: |f(x)=-2&3*|

b) f(x)=Ce?*+3etf(0)=C+3=1,doncC=-2: [f(x)=3-2e2X|

wlx

) f(x)=Ce3 +het f(3)=Ce ' +4=3,doncC=-e: |f(x)=b-e"

d) f(x)=Ce®* +2,donc f'(x)=5Ce>* et f'(0)=5C=5: C=1et |f(x)=e*+2]|
(Autre méthode : 'équation donne f'(0) = 5f(0) - 10, donc f(0) = 3, puis C +2 = 3.)

g'(x)=-4x %e = —%eg, donc 3g’(x) - g(x) = _he3 -3+ ke = -3 pour tout réel x : g est bien

solution. v

® Corrigé de U'exercice 32

1.

Léquation en 0 donne f'(0) = a f(0) + b = b, donc b = 8. Les solutions sont x — Ce® - % ; elles

ont toutes une limite finie en +o0, donc a < 0 (pour a > 0 et C # 0, Ce? tend vers +), et cette

limite est —g = —% =2. Ainsia=-4: ’(E) Dy =-by+ 8‘,

f'(x) = 10e** et af(x) + b = 5ae®* - 3a + b. 'égalité f'(x) = af(x) + b pour tout x s'écrit
(10-5a)e** =b-3a  pour tout réel x.

Le membre de droite est constant ; celui de gauche ne l'est que si 10 - 5a = 0. Donc a = 2, puis

a) f' = af + b est dérivable (car f lest), et en dérivant: f” = af’. En0: 6 = 2aq, donc;
puis f'(0) = af(0)+bdonne2=3+b: .

b)f(x)=Ce3"+%etf(0)=C+%=1,doncc=§: £(x)

_ 2341
T

On a f(x) = Ce? - g, avec C # 0 (sinon f serait constante et T serait horizontale).

. . . . b
+ f a une limite finie en +oo, donc e® aussi : c’est le cas pour a < 0, et alors lim f(x) = o
X—+00

Ainsi b =1.
a
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« f(0)=C+1=3,doncC=2.

+ La pente de T est f'(0) = Slod -4 ; or f'(0) = aC = 2a, donc a = -2 (bien négatif) et

1-0
b=-a=2.

Conclusion : ‘(E) Dy =2y + 2‘ et |f(x)=2e2+1|

® Corrigé de l'exercice 33

% T a-= —% et —% = 3. Les solutions sont les fonctions |x ~ Ce™? +3 )

, 1
1.(E) & vy = =7
CeR.

X

2. f(2)=Ce'+3=1,doncC=-2e: |f(x)=3-2e"2|

3. f'(x)=-2x (_%)91% =|e'"2|>0: f est strictement croissante sur R.

_X _X
2 2

En-co:1-% > +o0,donce’™ — +coet| lim f(x)=-co| En+co: e’
X—-00

- 0et Xlim f(x)=3|

X -00 +00
£ :

3
fo | —

La droite d’équation est asymptote horizontale a C;en+oo; comme f(x)-3=-2e""2 <0,
la courbe est en dessous.

x 3 X 3 3
=2 1-Z2=|n= =12-2ln=|=1,19.
2 2<=> > n2<=>x n2 ,19

5 f(2)=1etf(2)=e’=1: T: y=1x(x—2)+1,soit.

En dérivant l'égalité 2f" + f =3: 2f" + f' = 0, soit | f" = —%f’ . Comme f" >0,0naf"<0:C

4 f(x)=0 < e’

est concave sur R, donc située en dessous de ses tangentes. Ainsi C; esten dessous de T :
f(x) < x -1 pour tout réel x, avec égalité seulement en x = 2.

® Corrigé de l'exercice 34

1. f(x) = Ce® et f(In3) = Ce™2!"3 = g =2,doncC=18: |f(x)=18e2*|

2. g(x) = Ce* +2etg'(x) = -Ce™. Latangente en 0 est paralléle a y = 3x si et seulement si
g'(0)=3,s0it-C=3: ‘g(x) =2-3e* ‘

3.2 =y-4 &= y = %y— 2, de solutions R(x) = Ce? + 4. Si C # 0, |R(x)] = +o0 en +oo (car
e? — +): k nest pas bornée. Seule la solution constante convient: |[R(x) = 4|

4. Posons ¢ = f(0). La condition s'écrit f' = f +c: f est solution de y’ =y + ¢, donc f(x) = Ke* - ¢
avecK e R.Enx=0: K -c =c,soit K =2c. Réciproquement, si f(x) = c(2e* - 1), alors f(0) =c
et f'(x) - f(x) = 2ce* - 2ce* + ¢ = f(0). Les solutions sont

f(x)=c(2¢*-1), ceR/|
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5. Les solutions sont f(x) = Ce’*+1;0na fc(0) = C+ 1 et f(0) = 2C. La tangente en 0 a pour
équation
y=2Cx+C+1, soit y=C(2x+1)+1.

Pour x = —%, on obtient y = 1 quel que soit C : toutes ces tangentes passent par le point

0(-1,1)!

® Corrigé de l'exercice 35

1. L'équation donne directement f; (0) = mf,_(0) +1 = 1. La tangente a C,, en O a donc pour

équation y =1 x x + 0, soit , pour tout m.

=0, d'odl | f, (x)

e™ -1

2. Pourm#0: f, (x)=Ce™ - Letf (0)=C- -

a
m

Pourm =0: (E,) s'écrity’ = 1, donc f(x) = x + K, et f(0) = 0 donne | f(x) = x |

3. +Sim>0:e™ - +o0en +oo, donc lim f, (x) = (on divise par m > 0). De méme
X— +00

Jm 1400 =[5}

. Gi . pMX . _0-1 (1
Sim<0:e —>0en+oo,doncxl_|>rp°°fm(x)-—m = > 0.

La limite est finie si et seulement si[m < 0]; C,_ admet alors l'asymptote horizontale y = —%.

4. Pour x=0: f (0)=0 = f,(0). Pour x # 0, posons u = mx, qui tend vers 0 quand m — 0:

em -1 e’ -1
fm(0) = xx mx X u E’X””:fo(x)'
em™ -1-mx . " u
5 f(x)-x = — et le numérateur est positif ou nul (e¥ > 1+ u avec u = mx), nul

seulement pour x = 0.

+Sim>0:f (x)2x:C, estau-dessus de T (et ne la touche qu’en 0).
+Sim<0:f (x)sx:C, estendessousdeT. (Pourm=0,C,=T.)

® Corrigé de U'exercice 36
1. a) z = f2 est dérivable et z' = 2ff".
« Sif’ =f—%,alorsz' =2f(f—%)=2f2—2=22—2.

A : © o 2f2-2
« Réciproquement, si z' = 2z - 2, alors (comme f #0) f' = 2z—f = f2f =

b) (G) est de laforme z' =az+baveca=2,b=-2:z(x) = Ce? + 1.
f0)=+/2 < 2(0)=2 < C=1.Doncz(x)=1+e* >0 et, puisque f >0:

F(X) = J20x) = /1 + e2¢],

qui est bien dérivable, strictement positive, et solution de (F) d’apreés a).

1
f-f-
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2 e2x e2x

2J1+e2x  \1+eX
limf=1]; en+oco:|limf =+oo|

c) f'(x)=

> 0: f est strictement croissante sur R. En -oco: ¥ - 0, donc

Avec la quantité conjuguée (et e* = e2x):
(1 o e2x) _ e2x 1

= = >
V1+e2xeex f1+e2x+ex

et le dénominateur tend vers +oo en +oo : | lim (f(x) - ex) = 0| La courbe de f est toujours
X—+00

f(x)-e*

0,

au-dessus de celle de exp, et les deux courbes se rapprochent indéfiniment en +oo (courbes
asymptotes) ; en -oo, la droite y = 1 est asymptote a la courbe de f.

7 7

2. g>0,doncz:lngestdérivableetz’:%. Ainsi: g'=g(1-lng) < g’5:1—lng = 7=
-z+1.

D'oli z(x) = Ce™+1; g(0)=1 <> 2(0)=0 <> C=-1. Doncz(x)=1-e*et [g(x)=e'c"

En+o0:1-e* - 1,donc|limg=e|; en-c0:1-e* - -o0, donc l_img=0.

(g est un modéle classique de croissance freinée : le modéle de Gompertz.)

€@ Corrigés : éguations avec second membre

® Corrigé de l'exercice 37

Dans chaque cas : si h est solution de (E), alors f est solution de (E) < f - h est solution de
l'équation homogeéne (E,) ; les solutions de (E) sont donc les fonctions « solution de (Ey) + h ».

1. a)h'(x)+&4h(x)=1+4x+4=4x+5 v b)(E,): y =-4y, doi |y=Ce™ +x+1,CeR.

c)f(0)=C+1=0,doncC=-1:|f(x)=x+1-e"|

2. ) h'(x)-2h(x) = -e™*-2e*=-3e* v b)(E,): y' =2y, dol |y=Ce*+e™|

c)f(0)=C+1=0:|f(x)=eX-e>*|

3. a) h'(x) =-2sinx + cos x, donc h’(x) +2h(x) = -2sin X + COSX + 4COSX +2SinX = 5C0SX v

b) (E,) : y' =-2y, d’oli |y =Ce® +2cosx +sinx|

c)f(0)=C+2=0:|f(x)=2cosx+sinx-2e2|

4. a)2h' (x)+h(x)=4x+x*> v b)(E): 2y +y=0 < y'= —%y, d'od |y =Ce2 + x|

c) f(0)=C=0: | f(x)=x?| (ici, la solution particuliére fournie vérifie déja la condition).
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® Corrigé de l'exercice 38

On remplace h dans 'équation et on identifie les coefficients (deux polyndmes égaux pour tout
x ont les mémes coefficients ; si Acos x + Bsin x = 0 pour tout x, alors A= B = 0, en prenant x = 0
puis x = 7).

1. h'(x)+h(x)=2ax+b+ax?*+bx+c=ax?+(a+b)x+(b+c). Onveuta=1,2a+b=0etb+c=0
:a=1,b=-2,c=2.
h(x)=x?-2x+2 et (E)): y' =-y: |y=Ce™+x*-2x+2}, CER.

2. h'(x) + 3h(x) = 2ae®* + 3ae** =5ae®*: a=1, h(x)=e?*, et |y =Ce3 +e?|

La courbe passe par A(0,3) si et seulement si C+1=3,s0it C=2: |f(x)=2e3*+e*

3. h'(x) = -asinx + bcosx, donc h’(x)-2h(x) = (b-2a)cosx +(-a-2b)sin x.
Onveutb-2a=0et-a-2b=5: b=2aet-5a=5,s0ita=-1,b=-2. h(x) =-cosx-2sinx
et |y =Ce?* -cosx-2sinx|

4. h'(x) = ae* + (ax + b)e* = (ax + a + b)e*, donc h’(x) + h(x) = (2ax + a + 2b)e*. On veut 2a = 2 et
a+2b=3: a=1,b=1.

h(x)=(x+1)e* et ’y=Ce'X+(x+1)e"‘.

® Corrigé de l'exercice 39

1. h'(x) = (2ax + b)e™ - (ax? + bx) e™, donc h'(x) + h(x) = (2ax + b)e™™.

Commee™* z#0: h'+h =xe* < 2ax+b = x pourtout x < a=%etb=0. Ainsi

2
h(x) = % e |

2. Puisque h"+h=xe™: g +g=xe* < g '+g=h"+h < (g-h) +(g-h)=0.

3. (Ey) : ¥’ =-yapoursolutions Ce™; donc g-h = Ce™ et les solutions de (E) sont les fonctions

)
XI—>(3+C)E_X, C eR.
)
f(0)=C=1: f(x)=(7+1)e‘x.
2
4. a) En +o0: f(x) = %X— +e* et % — 0 (croissances compareées) : l|m f(x)=0/: la droite

y = 0 est asymptote a Cf en +oo,

En-co: £+1 - +coete™ — +oo: | lim f(x) = +co | Deplus o) = (5 + l) e — (-00)x(+00),
2 X—-0c0 X 2 X
donc Xlirp %X) = -0 |: C; admet en -co une branche parabolique de direction l'axe des
ordonnées.
2
b) f est solution de (E), donc f'(x) = xe™ - f(x) = (x -5 - 1) —% (x*-2x+2)e™, soit
f'(x) = —% [(x-1)?+1]e*<0: f est strictement décroissante sur R.
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X -0 +00

f(x) -
foo | T
0

c) En dérivant l'égalité f'+ f=xe™: f"+f =(1-x)e™*, donc

(x*-4x+4)e™ = l(x -2)2e%|

Fr(x)=(1-x)e” ;

(x*-2x+2)e™ =

N|—=
N|—=

f" s'annule en 2 mais ne change pas de signe (f" 2 0): C; est convexe sur R et n'admet pas
de point d’inflexion.

5. f estcontinue etstrictement décroissante sur R, et f(R) =]0, +co[ contient 2 : 'équation f(x) = 2

admet une unique solution a. De plus f(-1) = 2e ~ 4,08 > 2 et f(—%) = 2\/e~1,85<2; comme

f est décroissante: [-1<a< —% (o = -0,55).

® Corrigé de l'exercice 40

1.a)Onaf =af +petg =ag+;ensoustrayant: (g - f) =a(g-f). Or(g-f)x) = 2e** et
(g - f)(x) = 4e™ = 2x 2¢?*: [a=2]
b) @(x) = f'(x) - 2f(x) = 2e** + 1 - 2e?* - 2x, soit |p(x)=1-2x| Lafonctionp : x - x est
solutionde (E) : y' =2y +1-2x (p'(x) =1 =2x+1-2x), donc les solutions de (E) sont les
fonctions , CeR (f et g correspondenta C =1 et C = 3).

2. PourC=0etC=1:xm 3x-1etx — e?+3x-1sontsolutions; leur différence x » e est

solutionde y'+ay = 0,donc-2+a = 0eta = 2. Ensuite, h(x) =3x-1donne h'(x)+2h(x) = 6x+1
:b=6,c=1.

Réciproquement, y’ + 2y = 6x + 1 a pour solutions Ce>* + 3x - 1. Donc \a =2,b=6,c=1 ‘

3.a)p'(x)+p(x)=a+ax+b-a=ax+b v Lessolutions de (F) sont \x - Ce*+ax+b-a,CeR.

b) f(x)-(ax +b-a) = Ce* - 0en +oo: la droite y = ax + (b - a) est asymptote a C en +co.
Une courbe a au plus une asymptote oblique en +oo (siy = mx +q ety =m’x +q’ le sont, alors
(m-mx+(g-q') > 0,doum=m’'etqg=q’). Donca=2etb-a=-1: .

Enfin f(0)=C-1=1,doncC=2: ’f(x):Ze‘X+2x—1‘.

c) f'(x) = -2e”* + 2, donc f'(0) = 0 : la tangente en A est horizontale (directement avec (F):
f'(0)=2x0+1-£(0)=0).

® Corrigé de l'exercice 41
1. Z'(x) = f'(x)e™™ - af(x)e™® = (f'(x) - af(x))e™®*. Comme e ™ z0:
F()-af(x) = o(x) = (f'(x)-af(x))e™ = p(x)e™ = 2'(x) = p(x) e

2. lcia=-2etz(x)=f(x)e*: z(x)=(2x+1)e e =2x+1 < z(x) = x?+x+C (primitives sur
R). Les solutions sont

X (x2+x+C)e?| CeR, et celle qui s'annule en 0 est | x = (x? + x)e™2* |
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3. lcia=-1, z(x) = f(x)e* et z'(x) = Xe"‘

Les solutions sur | sont

e = ! surl. Comme x+1>0: z(x)=In(x+1)+C.
+1 X+ 1

xe (In(x+1)+C)e*, CeR;  f(0)=C=1: |f(x)=(1+In(x+1))e™|

En-1*:In(x+1) > -0 et e™* — e, donc | lim f(x)=-oco|.

X—-1*

In(x +1)

x(x+1)e™™ avec (2 -0 et (x+1)e'X:L+e‘X — 0; donc
+1 X ex

En +oo: In(x +1)e™ =

xl—i>rpoo fix) =0,

4o lcia = 1, z(x) = f(x)eX et zZ'(x) = cosx < z(x) = sinx + C. Les solutions sont
’x > (sinx+C)e"‘,Ce R.

Comme e* > 0, une solution est positive sur R si et seulement si sinx + C =2 0 pour tout réel x.
Le minimum de sinx + C est C - 1 (atteint en -7): la condition équivauta C 2 1. Les solutions

positives sont les ’x — (sinx+C)e*avecC 21 ‘

® Corrigé de l'exercice 42

1. c052x=1—25in2x, donc 2sin®x =1-cos2x et 4sin’x =2 -2cos2x.

2. a) Une constante k est solution de (E,) si et seulementsi0+2k=2: |h, =1\

b) h,(x) = -2asin 2x + 2b cos 2x, donc h(x) +2h,(x) = (2a+2b) cos 2x +(2b - 2a) sin 2x. On veut

2a+2b=-2et2b-2a=0: a=b=-3, hz(x)=—%(c052x+sin2x).

3. Superposition: h' +2h = (h} +2h,) +(h} + 2h,) = 2 - 2cos 2x = 4sin’ x : h est solution de (E).

(Ep) = y' = -2y ayant pour solutions Ce 2%, les solutions de (E) sont les fonctions

X|—>Ce‘2"+1—%(c052x+sin2x), CeR.

4. a) cos(2x - %) = cos2xcos% +sin2xsin % = g (cos2x +sin2x), donc

V2 n

> cos (2x - Z) = %(cos 2X +sin2x) = % (cos2x +sin2x), d’ou l'écriture de h.

h(x+m)=1- g cos (2x - % + 2rr) = h(x) : h est m-périodique. Comme le cosinus prend toutes
les valeurs de [-1,1]:

V2 V2

i —1-Y< . - - y< o - o
minh =1 > = 0,29 (enx-8+kn) maxh =1+ > = 1,71 (enx- 5 +kn)

(k € 2).
b) h est bornée (question a). Soit f = Ce™>* + h une solution avec C # 0 : en -oo, |[Ce™?X| - +o0
et |[f(x)| 2 |Cle®* - (1 + g) — +o0 : f n'est pas bornée. Seule h (C = 0) est bornée sur R.
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5. f(0)=C+1-2=0, doncC=-3: |f(x)=1- (c052x+sin2x)-%e‘2".

N|—=

Alors f(x)- h(x) = —%e'zx —— [0}

X—>+00

Interprétation : le terme —%e'zx (régime transitoire) s'efface rapidement ; ensuite f oscille
comme h (régime permanent), quelle que soit la condition initiale.

€ Corrigés : équations du second ordre

® Corrigé de l'exercice 43

1. Dans chaque cas : équation caractéristique, discriminant, racines, puis solutions (C,, C, € R).

a) r’-5r+6=0,A=1,re{2,3}: |y=Ce*+Ce*|

b) rP+r-2=0,A=9,re{1,-2}: |y=C,e*+C,e?|

A

) 2r2-3r+1=0,a=1,r=21ef1,1}: ly=Ce¥+Cyer |

d) r’-2r=r(r-2)=0,r€{0,2}: |y =C, +C,e**|

e) 4r’-1=0,r :%: y=C1e§+C2e'§.

f) y"-2y'+y=0:(r-1)?=0,racine double 1: |y = (C,x +C,)e*|

) r2+10r+25=(r+5)? =0, racine double -5: |y = (C,x+ C,)e™x|
g 1 2

h) rP-2r+5=0,A=-16,r=1%2i: |y=e*(C, cos2x+C,sin2x)|

i) r?+6r+13=0,A=-16,r=-3+2i: |y=e3*(C, cos2x +C,sin2x)|

2. 8): (C,x+C,) e = C, xe™>*+C, e - 0. i): [e3*(C, cos2x + C, sin2x)| < (IC,| + |C,|)e™* - 0.

Pour les autres, une solution ne tend pas vers 0 : e3* (a), e (b, ¢, f), la constante 1 (d), e2
(e), et e cos2x (h), qui vaut ef™ en x = km. Réponse: |g)eti)| (les racines de I'équation
caractéristique ont toutes une partie réelle strictement négative).

® Corrigé de U'exercice 44

On écrit la solution générale, puis on traduit les deux conditions par un systéme en C,, C,.

a) r’+2r-3=(r-1)(r+3): f=Ce*+Ce™. C,+C,=0etC,-3C,=4, douC,=1,C, =-1:
f(x)=e*-e3|

1
I
—_

b) (r+3)%: f =(C;x+C,)e et f'(x)=(C, -3C,x-3C,)e"*. f(0)=C, =1, f(0)=C,-3
f(x)=(2x+1)e3|

c) rP-4r+8=0,A=-16,r=21+2i: f(x)=e>(C, cos2x +C,sin2x), d’ol
f'(x) = e [(2C, + 2C,) cos 2x + (2C, - 2C,)sin 2x]; f(0)=C, =1 et f'(0) = 2C, + 2C, = 0, donc
C,=-1: |f(x) = e (cos2x - sin2x)|
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d) r=21:f=Ce*+Ce™* C +C, =1 et f(In2)=2C, +3C, = 2. Enremplagant C, = 1-C, :
3 3 e 1 eX+e
5C1=Z,d0UC1=C2=E: f(X)= 5

e) r(r+1)=0:f=C, +Ce™ f(x)=-Ce™ f(1)=-2=-1donneC, =e, puis f(1)=C,+1=1

donne C, =0: |f(x)=e"*|

f) r?-5r+4=(r-1)r-4): f = C,e¥+C,e*. Latangente en A est paralléle a y = 5x: f'(0) = 5
C,+C,=2etC,+4C,=5:C,=1,C,=1: |f(x)= e +e™

® Corrigé de l'exercice 45

1 r-4r+3=(r-1)r-3): |y=C,e*+C,e’*| C,,C, € R. Les conditions donnent C, + C, = -2 et
C,+3C,=0,douC,=1,C, =-3 et f(x)=e*-3e~

2. En-c0: e > 0eteX - 0: Xlir_n f(x)=0/|: la droite y = 0 est asymptote a C; en -co.

3X
En +o0: f(x) = € (1-3e) - [+oo] et M 3§—X(1 -3e7%) > (% — +00) : branche

parabolique de direction 'axe des ordonnees

3. f'(x) = 3e**-3e* =|3e*(e?* - 1) |, du signe de e?* - 1 : négatif si x < 0, positif si x > 0; f(0) = -2.

X -0 0 +00
f'(x) 3 0 o
0 +00
o | T —

Le minimum de f sur R est f(0) =-2: f(x) 2 -2 pour tout réel x.

2

n3

4 f(x)=e*(e*-3)=0 < e¥ =3 < |x . f(x)alesigne de e?*-3: f(x)<05|x<l

f(x)>0six> 103,

5. f"(x) = 9% - 3e* = 3¢*(3e** - 1) s'annule en changeant de signe pour e** = %, soit x, = —“‘73.

X = L. S (1_3)- 3 83| s,
Avec e’ = = : f(x;) = ﬁ(3 3)_ 5 dou I( 52, -5 || (-0,55;-1,54).
6. Nombre de solutions de f(x) = m (lecture du
tableau: sur]-o, 0], f décroit de 0 (non atteint) y
a -2 ;sur[0,+oo[, elle croit de -2 a +) : 2 c;
« m<-2: aucune solution; .
« m=-2: unesolution (x = 0);
X
« -2<m<0: deuxsolutions;
« m=0: une solution.

(Avec X = e¥ > 0,0n a f(x) = X>-3X : l'étude rappelle
celle d'un polynéme de degré 3.)
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® Corrigé de U'exercice 46

Lr2er-6=(r-2)(+3): |y=Ce¥+ e €, G eR.

2. f" = -f" + 6f est dérivable (car f et f' le sont) : f est trois fois dérivable, et en dérivant (E) :
(f)Y +(f)-6f =(f"+f -6f) =0: f' estsolution.
Pour R(x) = f(x +1): R'(x) = f'(x +1) et R"(x) = f"(x + 1), donc

R"(x) + R'(x) - 6R(x) = f"(x + 1)+ f'(x + 1) - 6f(x + 1) = 0 ((E) appliquée au point x + 1) : R est
solution.

3. On écrit f(x) = C,e** + C,e™*.

a) Sur [0, +oo[, |C,e3*| < |C,|. Si €, # 0, f(x) = e2*(C, + C,e™>) tend vers oo en +co. Donc :
f(x)=Ce™, C,eR ‘

b) Si C, # 0, f(x) = e=*(C, +C,e>) tend vers oo en -0 ; si C, = 0, f(x) — 0. Donc :
f(x)=C,e*, C, eR|

c) D’aprés a) et b), il faut C, = 0 et C, = 0 : seule la fonction nulle est bornée sur R.
d) f'(x) - 2f(x) = -3C,e™* - 2C,e™>* = -5C,e™** est nulle pour tout x si et seulementsi C, = 0:
f(x) = C,e**|.

e) f(x)e?*=C, +C,e™ - C, en+eo,donc C, =1; puis f(0)=1+C, =0: |f(x)= e -e3*|

4. g'(x) = -f'(-x) et g"(x) = f"(-x), donc g"(x) - g'(x) - 6g(x) = f"(-x) + f'(-x) - 6f(-x) = 0.
Si f est une solution paire, alors g = f : f est solution de (E) et de (E'). En soustrayant :
(f"+f -6f)-(f"-f -6f)=2f =0. Donc f' =0, puis f* =0, et (E) donne -6f =0: f =0.
Réciproquement, la fonction nulle est une solution paire.

B Corrigé de U'exercice 47
1. a) h"(x)+ h'(x)-2h(x) =0+a-2ax-2b=-2ax+(a-2b). Onveut-2a=-2eta-2b=3: a=1,
b=-1, [h(x)=x-1|

b) Comme h” +h' -2h = -2x+3: f"+f -2f=-2x+3 & f"+f -2f=h"+h'-2h
(f-h)"+(f-h) -2(f-h)=0.

(Ey): r*+r-2=(r-1)r+2), solutions C,e* + C,e®*. Les solutions de (E,) sont donc

y=Ce*+C,e**+x-1} C,,C, eR.

C)f(0)=C1+C2—’I =0 et f'(0)=C1—2C2+1 =0: C,+C,=1,(C,-2C, =1, d'Ol]C2=§,C1 =%:
X -2x
f(x)=%+x—1.

2. (aeX)” + 4(aeX)' + 3ae* = 8ae* = 8eX: a =1. r>+4r+3 = (r+1)r+3), dol les solutions
y=Ce*+Ce*+e¥|

f(0)=C,+C,+1=1 et f/(0)=-C,-3C,+1=1: C,+C,=0etC, +3C,=0,doncC, =C,=0:
f(x) = e*| (la solution particuliére elle-méme : elle vérifie les deux conditions, et la solution
est unique).
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3. a) Pour h(x) = acosx + bsinx, ona h” = -h, donc h” + 2h’ + h = 2h’ = -2asinx + 2bcos x. On
veut-2a=0et2b=2: h(x)=sinx.

r’+2r+1=(r+1)%: lessolutions de (E5)sont |y =(C,x+C,)e™ +sinx|

b) f(x)-sinx = C, xe™+C,e™ — 0 en +oo(car xe™ = i 0). Quelles que soient les conditions

initiales, le terme (C,x + C,) e™* (régime transitoire) s'éteint, et toute solution finit par osciller
comme sin x (régime permanent).

® Corrigé de l'exercice 48

1. g estderivableetg’ = f"-r,f'. Donc g'-r,g=f"-r,f' -r,f +rr,f =f"-(r,+r,)f +r;r,f =
f” +af’ +bf.

2. f est solution de (E) < g' =r,9 < ilexiste K € R tel que g(x) = Ke™* (solutions de
y' = ay, valable aussisir, = 0) & f'- r,f = Ke™*.

3. Soit u(x) = e u'(x)-ru(x) =

(ry-ry)e?* =Ke?* v
7%= 0 ry-r,

Alors f' -r f =Ke?* < (f-u) =r(f-u) & f(x)=Ce""+

r, X
2%, C, eR.

2 1

Quand K décrit R, C, = décrit aussi R : les solutions de (E) sont les | x = C,e"* + C,e2* |

r=n

4. Z(X)=(f'(X)-rf(x))e™ ;commee™ 20: f' -rf =Ke™* < 2z =Ke*e™ =K.

Orz =K < z(x)=Kx+D,D € R, dou f(x) = z(x)e™ = (Kx + D)e"™ : les solutions de (E) sont
les | x = (C;x+C,)e™ |

5.9 =getg(0)=2: [g(x)=2e*| Puis f' - f =2e*:avec z(x) = f(x)e™, z' =(f' - f)e* =2, donc
2(x)=2x+D, et f(0) =D =1: [f(x) = (2x + 1)e*|

(g=f-fvérifieg’ =g: f estlasolutiondey” -2y’ +y =0, cas A =0avecr =1, telle que f(0) = 1 et
f'(0)=3)

@ Corrigés : oscillations (A < 0)

® Corrigé de l'exercice 49

1. Pour une équation caractéristique ar? + Br + y = 0 de discriminant A < 0, les racines sont

L _—Biiﬁ
PHIq= =

; X X
a) 9r?+1=0 < r’=-1 & r=+L (p=0,g=1): y=CcosZ+Csin 2
b)2r2+3=0<=>r=ti§=ti@: y = Ccos\/_ +C, st.

2 2 2 2

c) rP-6r+10=0:A=36- 40-—4,r-6 203401 [y=e¥(C, cosx+C,sinx)]
d) r2+r+1=0:A=—3,r=—%1i§: §( \/_— CSI \/ix
e) 4r’+4r+5=0:A=16-80=-64, r= 88 =-lsi:|y=e3(C, cosx+C,sinx)l
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e?*(C, cos3x + C, sin3x)|.

f) y' -4y +13y=0:A=16-52=-36, r=22%3i:

y
2. Poury = eP*(C, cosgx + C,singx): y(0)=C, et y'(0) = pC, +qC,.
) f(0)=C, =1etf'(0)=3C,+C,=0,doncC, =-3: | f(x) = e*(cosx - 3sinx)|

d) g(O) = C‘I =0et g'(O) = gcz = \/§, donc C2 =2 g(x) - ze—g s \/§X -

® Corrigé de U'exercice 50

1.r7+16 =0 <= r = 4i: les solutions sont x - C,cos4x + C,ysinkx. f(0) = C; = V3 et
f'(0)=4C, =4: |f(x)= V3 cos bx + sin4x |,

2. R=y3+1=2etf(x)= 2(@ Cos 4X + 2 sin 4x) = 2(cos4xcos% +sin4xsin %), d’ou

f(x):2cos(4x—%) ((p:—% .

Amplitude , période ZT" = g . Le maximum 2 est atteint quand 4X—% = 2km, soit x = i +kg
) o], [, =T
,dans[o,z]. x-24.
_ ) 2 V2 _ o5 M _ 4T = 5T, pI
3.f(x)-\/§ = cos(l+)<-6)-2-cos4 = 4x 6-14+2krr = x-l}8+k2 ou

T m
= —— + R—.
X 48 kZ

Dans [O,g]: S={i—g, 22—8"}

4. g"(x)=-16x3 cos(4x + 23—") = -16g(x) : g est solution. En développant :

3 3/3

g(x)=3 (cos 4x cos 2?" -sin4xsin 23—”) ="3 COS 4x - — sin4x|,

puis g(0) =|-=| et g'(0) = 4 x (—%) =|-63|.

B Corrigé de l'exercice 51

1. r*+2r+10=0:A=-36,r=-123i. Solutions : x » e™*(C, cos3x +C,sin3x). f(0)=C, =0 et
f'(0)=-C, +3C, = 3, donc

‘f(X) = e*sin 3x‘ et la tangente en O est |y = 3x]|

2. -1<sin3x<1ete™>0,donc-e* < f(x) <e™ Commee™ — 0en+co, les gendarmes donnent
lim f(x)=0/
X—>+00

3. Pourx>0etkeN:

* f(x)=0 < sin3x=0 < |x= kg : Gy coupe 'axe des abscisses tous les %

s f(xX)=e™* < sin3x=1 < x=%+k23—".
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m 21
=T Rl
2 "%3

Csreste entre I, et T, et les touche en ces points. Comme f'(x) = e*(3cos3x - sin3x), en un
point ol sin3x = 1 (donc cos 3x = 0) on a f'(x) = -e™ : méme pente que ', les courbes y sont
tangentes (de méme pour ).

f(x + 2?") - "5 sin(3x + 21)

c f(xX)=-e* < sin3x=-1 &

o _on

=e 3e ¥ sin3x=e"3 f(x).
Tous les (la pseudo-période), la courbe
reprend la méme forme, mais avec des ordon-

2n

) N _on —_
nées multipliées par e"3 = 0,12 : l'oscillation
s'amortit trés vite.

-1Fr
Voir la figure ci-dessus (points de contact avec I, et I, marqués).

® Corrigé de l'exercice 52

1.

Entre le maximum (en 1) et le minimum suivant (en 4), il s’écoule une demi-période : .

2 . m .o
Doncw-T-get (E): y"+ 9y-O.
R est le maximum def:. f(1)=2 < cos(§+(p)=1 = (p:—g+2kn, et dans

]-m,ml: = —g . Controle: f(0) = 2cos(—§) =1 /. Puis

mX 1 X m . X . T X X
2cos(———):2(cos—cos— sn—sn—): Cos — ++v/3sin — |
fi) = 33 3 (>3 TeingTeing A
f’(x):-%sin% ‘/_ cos— donc f'(0) = \/irr et la tangente en A est y=@x+’l.
f(x)=1 cos(%—%):% = ?—%:1§+2kn & x=2+6R ou x=6k (ke 2Z).
Dans[0,6]: |S ={0, 2, 6}| Sur la figure, la droite y = 1 coupe bienC enA,enx=2etenx=6.
Pour tout réel x : f(2 - x)—2cos(2 —%—5) 2cos( - ) 2cos("? —) f(x) (le cosinus

est pair). Les points d’abscisses x et 2 - x (symétriques par rapport a 1) ont méme ordonnée :
la droite x = 1 est un axe de symétrie de G

h(x) = C, cos =X +C sin ZX; h(0) = C, :Oeth(1):C2§:\/§, donc|h(x) = 25|n% Alors

h(x+%)=25in(%+%)=2cos(£—M—E)=2cos(ﬂ-ﬂ)=f(x).

Cs est Uimage de la courbe de h par la translation de vecteur —%T: un « déphasage » est un

décalage horizontal.
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® Corrigé de l'exercice 53

1.

La somme des racines vaut 2p = -a et leur produit (p + iq)(p - iq) = p> + g*> = b. Comme
f(x) = z(x)eP*:
fr=(z+pz)e?,  f'=(z"+2pz +pPz)e™,
f"+af +bf = (z” +(2p+a)z' +(p?+ap +b) z)epx = (" + q°z) e,
car2p+a=0etp?+ap+b=p?-2p?+p?+q%=q°
eP* z 0, donc f est solution <= z"+@¢’z2=0 < 2z(x) = C,cosqx + C,singx (cours,

avec w = q > 0). Les solutions sont donc les fonctions |x - eP* (C1 cosqgx +C,sin qx) :ona

démontré le théoréme du cas A < 0.
SiA=0:b = % = p’eta=-2p,donc2p+a=0etp?+ap+b = 0: légalité devient
f"+af"+bf = 2" ePX. Ainsi f est solution < z" =0 <= Zz estconstante < z(x)=C,x+C,,

soit | f(x) = (C1x + Cz)ep" , avec p la racine double : c’est le cas A = 0 du cours.

rP+4r+5=0:A=-4,r=-2+i,doncp=-2,q=1etz=fe?*=fePX Daprés lapartieA:
freaf +5f=(2"+2)e?
Donc f est solution de (E) < (2" +2)e? = e cosx < [z +z=cosx|

u’(x)=%sinx+§cosx, u"(x)=%cosx+%cosx—§sinx=cosx—u(x): u” +U=Ccosx v.
Alors 2" +z=cosx < (z-u)"+(z-u)=0 < z-u=C,cosx+C,sinx. Solutions de (E):

f(x)= ‘ZX(C cosx +C smx+§smx) C,,C, eR.

Une solution de la forme e 2*(a cos x+ B sin x) est impossible : elle est solution de 'équation homogéne,
comme dans la résonance.

z(0) = f(0) = 0 et z' = (f" + 2f) e**, donc z'(0) = 0. Or z(0) = C, et z'(0) = C, (car u(0) = u’(0) = 0) :
C,=C,=0et

f(x) = % e 2Xsinx|.

Pour x 2 0: [f(x)| < @(x) = £e, avec @'(x) = (1 - 2x)e™* : ¢ croit sur [0, %], décroit ensuite,

et son maximum vaut ‘P(E) = %e*. Donc | |f(x)] < . Enfin xe™®* — 0 en +oo (croissances

Sl
Le
comparées), et les gendarmes donnent| lim f(x)=0

X—>+00

® Corrigé de l'exercice 54

1.

r’+4r+20=0:A=-64 r=-24+4i. Lessolutions de (H) sonty = e2*(C, cos 4x + C, sin 4x), et
ly(x)| < (|C1| + |C2|)€_2X — 0 en +co.

2. p” = -w?p et p'(x) = -aw sin wx + Bw cos wx, donc

Maths Olympiad

p” +4p’ +20p = ((20 - w?)a + lwuB) COS WX + ((20 - w?)B - 4wa)sin wX.

Si p est solution, x = 0 puis x = % donnent les deux égalités (notées L, et L,); réciproquement,
elles suffisent. On résout : (20 - w?)L, - 4wL, donne D(w) a = 16(20 - w?), et 4wL, + (20 - w?)L,
donne D(w) B = 64w. Comme D(w) 2 16w? >0 :

64w

_16(20 - w?) 64w
- D(w) |

bw P°
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3. Si f est solution de (E,), alors (f - p)” + 4(f - p)’ +20(f - p) = 16 coswx - 16 coswx =0: f-p
est solution de (H), donc tend vers 0 d’apres 1. Quelles que soient les conditions initiales, f

« oublie » son départ et se rapproche de p.
256(20 - w?)* + 4096 w? 256 D(w) [ 256
D(w)? ~ D(wy | D(w)|

4, a®+ B2 =

2 2
Posons A = /a2 + B2 = i Comme (A) + (%) = 1, il existe un reel ¢ tel que cosp = % et
VD(w)

smtp—— alors p(x) = A(cos g cos wx + sin @ sin wx) = Acos(wx - @).
5. D(w) = w* - 40w? + 400 + 16W? = wW* - 24w? + 400 = (w? - 12)? + 256.

-+ sur |0,2v3], w? - 12 croft de -12 2 0: D décroit, A
donc A croit. 0; | o
« Sur [2\/5, +oo[, D croit : A décroit. 1
16 [4 |
limA(w)=——-=|=| et lim A(w 1
w—0 ( ) m W — +00 ) @ :
Résonance pour|w, = 2\/3 = 3,46, avec Alw,) = % = 2wt ° ¢ .
(1] Onaw, < w, = 2/5 = 4,47 : avec frottement, la
résonance a lieu avant la pulsation propre (A(w,) =
< %0,89).
=
16x8 _ 1 64x2/3 _ V3 4 -
6. Pourw=2y3:D=256, a= 28 -1 ¢t p= A2 B dop

p(x) = 1 cos(2\/§x) + ?sin(zﬁx) =|cos (2\/§x— g) 5

2

© Corrigés : modélisation

u Corrigé de l'exercice 55

1. 71= 40 ’5x10 S= 5ms‘ EndivisantparlL: i’ = i'=—200i+60\(§=2005-1),
2. Les solutions sont i(t) = Ce™% - 2% = Ce™°% + 0,3, et i(0) = C+ 0,3 = 0 donne C = -0,3:
o200t 12 _E
A Al= =
i(t)=0,3(1- ) et I,=[03A]= ;5=

En regime permanent, i est constante, donc u; = Li’ = 0: la bobine se comporte comme un
simple fil.

. - ln 20 -
- 200t _ - ~ - ~
3.i(t)=0951_ < e =0,05 < t= 200 " 0,015s), soitt=T7(n20 =37}

4. i'(t) = 0,3 x 200e20% = 60720 donc |u (t) =122 V|: u (0) =12V =E, u(r)=12e" »

, etu,(t) - [0]

Controle u +RI—12e‘2°°t+12(1 e =12=F v,
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® Corrigé de l'exercice 56

. okt ) S0k _ 0,045 _ 3 S nkl .
1. ¢ = -Rc, donc|c(t)=cye™ | ¢(10) = 0,045 <« e ko Tl k= 10ln3 =
0,0288 min™" |
_ ¢ -kt _ 1 B _ 2 102 _ :
2.c(t1/2)-3° = ez = —kt1/2-—ln2 = t”Z_T_ In% ~

3
(indépendant de c).

. okt _ln10 _10ln10 _ .
3. Ilreste 10% dec,: e =0,1 < t= P ~.

4
ln3

4. v(t) = -C'(t) = Rc(t) = kcye™, donc v(0) = ke, = 0,0288 x 0,060 ~| 1,73 x 10~ mol - L™ - min™" |

v(t + t”z) = kcoe‘kt e 2 = y(t) x % : la vitesse est divisée par 2 a chaque demi-réaction.

5. ¢(t) = 0, donc la concentration en dioxygéne tend vers %0 =10,030 mol-L™|: la réaction est
totale.

B Corrigé de l'exercice 57

1. Q' =-02Q+4: Q(t)=Ce %2t + o= Ce %2t +20, et Q(0) = 0 donne C =-20:

Qt)=20(1-¢°)| et Q,=|20mg]
Qt)218 < e%%<0,1 > t25In10=|11,5h]

2. Q(t? > ‘I? = e%<04 = t=5 ln% ~ 4,58 h|, soit environ 4 h 35 min (et Q < 20 : jamais
toxique).

3. Q(t) = Ce™®?' +20 avec Q(0) = C+20 = Q, : |Q(t) = 20 +(Q, - 20) e™02" |

Comme 0< e %<1, leterme (Q0 - 20) e %2t est compris entre 0 et Q, - 20: Q(t) reste entre Q,
et 20. Si 12 < Q, < 25, ces deux nombres sont dans [12,25], donc 12 < Q(t) < 25 pour tout t 2 0
: efficace dés le début, jamais toxique.
Si Q, = 20 : Q(t) = 20 pour tout t. On atteint le plateau immédiatement (c’est la « dose de
charge »).

4. Pourt 2 24: Q est solution de Q' = -0,2 Q avec Q(24) = 20, donc Q(t) = 20 e %2(t-24) et

Qt) 212 = e%%24) 506 < t-24<5In g = 2,55.
Le médicament reste efficace environ |2 h 33 min |aprés l'arrét.

® Corrigé de U'exercice 58

2
1.05x" +25x =0 <= |x"+50x=0]: w, =50 =5/2=|7,07rad-s"| et T0=(2U—"=%:
0
0595]

2. Endivisant par m: x"+2h x'+50x = 0, d’équation caractéristique r>+2hr+50 = 0, de discriminant
A=4h2-200. A<0 < h?<50 < |h<5/2~7,07kg-s"|(carh 2 0).

3. X" +2x +50x = 0: A =-196 = =142, r = =12 7i, donc x(t) = e (C, cos 7t + C, sin 7t). x(0)=C, =0
et x'(0) = -C, +7C, = 0,35,donc C, = 0,05:

x(t) = 0,05etsin7t (en m)|.

Maths Olympiad @




Chapitre ¢- fquations différentielles 2°® Bac Sciences Physiques - SVT

4. x(t+T) =0,05e T sin(7t + 2m) = e "x(t). A chaque pseudo-période (T = 0,90 s), 'élongation

5.

) _on S . P
est multipliee pare 7 = : les oscillations s'amortissent geométriquement.
| sin7t] < 1, donc |x(t)] < 0,05e. Or0,05et<0,001 < e'<0,02 < t2In50.A partir
det=1[n50=|3,91s| on estsir que |x(t)| < 1 mm.

® Corrigé de l'exercice 59

1.

Ny(t) = Noe®™|; demi-vie: e®'" =2 < T=10In2~|6,93 jours|

2. Ny+0,3N, =AN, =0,1Nye®": N, estsolution de (E). Avech(t)=ce™®':h'+0,3h=0,2ce®™",

N
donc h est solution si et seulementsi|c = 70 L
y est solution de (F) < (y-h)' =-0,3(y-h) < y(t) = Ce 3+ %e'o'". N,(0) = 0 donne
__No .
C= >
N
_ _0/(,-01t _ ,-0,3t
NY(t)-7(e - e03) |
NO 0,1 0,3 NO 0,3 0,2 Bnpra 0 £ 00,2 ;
N (t) = 7(—0,1 e 01+ 0,3e70%) = 55" t(3-e%%), positif si et seulement si e®?* < 3, soit
t<5ln3.
N, croit sur [0,5 [n 3], décroit ensuite, et tend vers 0 : maximum en |t _=5In3 =55 jours|
01t _ -2 N3 _ 1 ot 03t _ 1 .
Commee e ‘Eete ik

N N N
of 1 1 0 2 0
NY(tm)=?(___)=7x —30,19N0

B 33 33 |33

NY(t) 1 -0,2t 1 . . .

N.© = 5(1 -e™ ) — |5} Au bout de quelques semaines, il y a environ un noyau Y pour
X

deux noyaux X : Y disparait au rythme ou X le produit (« équilibre de régime »), et les deux

décroissent ensemble a la vitesse de X.

L'équation devient N}, + AN, = AN,e™. Pour ce™ : -Ace™ + Ace™ = 0 # AN,e™ : impossible
(e est solution de I'équation sans second membre). Pour g(t) = ate™! :

g'(t)+Ag(t)=ae™ -Aate™ +Aate™ =ae™,  donca=AN,.

Puis N, (t) = Ce™ + AN, te™ et N,(0) = 0 donne C = 0: | N,(t) = AN, te™|

N
N, () = AN,(1 - At)e™™ : maximument = %, égal a ?0 = 0,37 N, |

® Corrigé de l'exercice 60

1.

Période 2 =[24 h|; T, varie entre (3t=12h)et (3t=0,24h,..).

2. (E) & 0 +Rk6 =10k + 5k cos wt. Pourep:

6;) + kep = 10k + (Ra + wP) cos wt + (RB - wa) sin wt.

Gp est solution si et seulement si ka + wB = 5k et RB - wa = 0 (prendre t = 0, puist = 6 ol

n

wt="7). Aveck=w:a+B=5etp=a,donc a=[3=%.
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3. 0"+ k6 - (9’ + kO ) = kT,-RT, =0 < (6-6,) =-k(O-6,). Donc 6(t) = 6,(t) + Ce®, et

6(0)=10+2+C=20donneC=2:

B(t) =10+ g(coswhsin wt) + %e‘u i

15 -o 1 12
4 O(t)-6,(1) = Dez > 0, et e12<05 = en<15 = t22In152]103 h]|
cos wt + sin wt = /2 cos (wt - —) donc 6 (t) =10+ i cos(wt - Z)’ avec 52£ = 3,54.
Aprés une journée, la maison oscille entre C

et|13,5°C| environ. Son maximum est
atteint quand out—E = 2nm, soitt = 3+24n : trois

heures aprés le maximum extérieur (”O/J4 = 3).
Les murs « amortissent » et « retardent » les
variations extérieures.

12 24 36 48
5. Le calcul de la question 2 avec k quelconque donne 8 = —a puis a(k “’72) =5k:
_ 5k [3=5k_w 02+32=M A(f?)=i
R2 + w2’ R2 + w2’ (k2 + w2)? JRZ+w? |
A(R) = S R est strictement croissante sur ]0, +oo[ (quand k croit, < o decr0|t) de limite
V1 +w?2/R2

0en0eth5en +oo; pour R = w, on retrouve % Mieux isolée (k petit), la maison subit des
variations de température plus faibles ; sans isolation (k trés grand), elle suit I'extérieur.

© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de U'exercice 61

1. Avecy = 0: 2f(x) = 2f(x)f(0) pour tout x. En choisissant x, tel que f(x,) # 0, on obtient

£0)-1]
Avec x = 0: f(y) + f(-y) = 2f(0)f(y) = 2f(y), donc f(-y) = f(y) : f est paire. En dérivant
f(-y) = f(¥): -f'(-y) = f'(y), et pour y = 0 : -f(0) = f*(0), soit

2. A x fixé, on dérive deux fois par rapport a y les deux membres de (D) :
frix+y)-f(x-y)=2f)f' (), f'(x+y)+f'(x-y)=2f()f"(y).

Poury = 0: 2f"(x) = 2f(x)f"(0), soit avec k = f"(0).
3. f estsolution de y” - Ry = 0, avec f(0) =1 et f'(0) = 0.
*kh=-w?<0:y" +w?y=0, f(xX) = Acoswx +Bsinwx; f(0)=A=1, f(0)=Bw-=0:
f(x) = coswx |

*kR=0:f"=0,f(x)=Ax+BavecB=1etA=f(0)=0: | f(x)=

Maths Olympiad e
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4,

ch=w?>0:r’-w?=0,r=z:w f(x) = Ae“* + Be“ avec A+B = 1 et w(A-B) = 0:
eUJX+e—wX
X)= ————|
f0) = =
cos(a + b) + cos(a-b) =2cosacosbaveca=wx,b=wy: . Laconstante 1: 1+1=2x1x1
/. Enfin,aveca = wx etb = wy:

b, e—b ea+b o e—(a+b) ea—b o e—(a—b)
2 . . =] + /,
2 2 2 2

Les solutions bornées sont x — coswx et x — 1 (la troisiéme vérifie f(x) > %e‘“x — +00). Les

deux derniéres sont strictement positives ; cosw = 0 < w = g + nm : les solutions qui
2n+ N
2

s'annulent en 1 sont les fonctions | x — cos( x), neN|

5. En dérivant deux fois par rapporta y: g”(x +y) +g”(x-y) = 0, et pour y = 0: g”(x) = 0. Donc
+b

g(x) = ax + b. Réciproquement, a(x +y) + b + a(x - y) = 2(ax + b) v. Les solutions sont

] les fonctions affines |

® Corrigé de l'exercice 62

1.

Maths Olympiad

Les solutions sont C,e"* + C,e*. Sir, < 0,alors r, <r, <0 et les deux exponentielles tendent
vers 0 : (E) est stable. Réciproquement, si (E) est stable, la solution e"2* tend vers 0, ce qui
impose r, < 0 (sinon e2* 2 1).

Enfinr, <r,<0 < r;r,>0etr, +r, <0 (deux réels de produit positif ont le méme signe)

= , carr,+r,=-aetr;r,=b.

CasA=0:r= —%, solutions (C1x + Cz)e”‘. Sia>0,r<0etxe™ — 0(croissances comparées) :
stable. Sia<0,r >0 et lasolution e* > 1 ne tend pas vers 0.

CasA<0:p = —% ; les solutions eP* (C1 cosgx +C,sin qx) sont majorées en valeur absolue
par (IC,| +1C,|)eP*. Sia >0, p < 0: stable. Sia <0, p 0 et la solution y = eP* cos gx vérifie

2nmp
y(z"T") =e 9 21 pourtoutn e N, avec z”T" — +00 : elle ne tend pas vers 0.
SiA >0, c'est la question 1. SiA <0, alors b 2 % donc«a>0»équivauta«a>0etb>0»

Dans tous les cas : ’(E) stable &< a>0etb>0 ‘

Application: m-1>0et4-m? >0, soit [1<m<2]
Sia=0etb>0: lessolutions C, cos (\/Bx) +C, sin (\/Bx) sont bornées par |C,| + |C,].
Réciproquement, supposons toutes les solutions bornées sur R.

« SiA >0, il existe une racine réelle r et e* est solution ; elle est non bornée en +co sir > 0,
en - sir<0.Doncr=0,doub=0;lesracines sont alors 0 et -a. Sia # 0, e n'est pas

bornée;sia =0, x = x est solution (y” = 0) et n’est pas bornée. Contradiction: donc A< 0.
2nmp
*SiA<0:y=ePcosgxvaute ¢ en 22—" (n € Z), quantité non bornéesip #0(n - +oo si

p>0,n—- -c0sip<0).Doncp=0,soita=0,etA=-4b<0donneb>0.

Conclusion : toutes les solutions sont bornées sur R ] < a=0etb> 0\ (oscillateur sans
frottement).
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B Corrigé de l'exercice 63

1. Avec f(x)=1:g=x% g"+g=a(a-1)x*2+x% etx¥1(0+0+x)=x%:ilfaut a(a - 1) = 0, soit
a €{0,1}.
Avec f(x) = x: g =x%", g"+g = (a+ Nax®"+x*, et x4 (0+2+x?) =2x%"+x%7: il faut
a(a +1) =2, soit a € {1,-2}. Donc nécessairement .
Réciproquement,sig=xf:g =f+xf',g" =2f +xf",etg”" +g=xf"+2f" +xf /.

2. f estsolutionde (E)surl < g"+g=0 < g(x)=Acosx+Bsinx:

f(x) = Acosx; Bsin x' ABeR.
s% — 1en0, maissiA=z0, ‘% — +oo0 en 0* (car cos x — 1). Les solutions ayant une limite
finie en 0 sont donc |x » B % de limite B.
3. Le méme calcul donne g” -g = xf" +2f' - xf,donc(F) < g"-g=0 < g(x) = Ae* + Be™®
-X
f(x) = Seailbon . On écrit
X
X _ -X _ X _ -X _
f(x)=A+B+Ae 1+Be 1, ou & 1—>‘Iete 1—>—‘I en 0.
X X X
X _ o X

Limite finie en 0 si et seulement si A+ B = 0 : ce sont les fonctions |x > A £ , de limite

2A.
Une solution bornée sur | est bornée prés de 0, donc (méme calcul) A + B = 0 ; mais alors
f(x)=AS=— et = — +o0 en +oo imposent A = 0. Seule la fonction nulle est bornée sur 1.

® Corrigé de l'exercice 64

T u =x"+y"=-x-y=-u et v'=x"-y"=-3x+3y=-3v. u(0)=1,u’'(0) =0, donc u(t) = cost;
v(0) = 1, v'(0) = 0, donc v(t) = cos (\/Et) Puis x = S ety = ©-

cost +cosy/3t

cost - cos\/3t
2 ' I

x(t) = >

y(t) =

-cost-3cos \/§t

> = -2x + Y, et de méme poury.

Réciproquement, ces fonctions vérifient le systeme : x” =

2. Avec cosp +cosq = 2cos =4 cos 21 (p = J3t,g=1): ()-cos(‘/_1 )cos(‘/_1 ), et de méme
y(t) = sm(‘/_+1 )sm(‘/_1 )

x oscille rapidement (pulsation ‘/_ 341

~ 1,37) avec une amplitude |cos(‘/_ L )| qui varie lente-
ment : elle s'annule, puis renait. Quand 'amplitude de x est nulle, celle de y est maximale :
l'énergie passe d'un solide a l'autre.

3. Supposons x périodique de période T > 0. Alors x(T) = x(0) = 1, soit cos T+cos /3T = 2 ; comme
chaque cosinus est< 1,cosT =1 et cos\/§T =1:T=2Rmet \/§T = 2mm avec R,m € N*. Donc
V3= % serait rationnel.
orsiy3 = % (fraction irréductible), alors m? = 3k?: 3 divise m?, donc m (sim = 3j 1

2 = 9j2 + 6j + 1 n'est pas multiple de 3) ; avec m = 3m’ : k?> = 3m'?, donc 3 divise aussi k :
contradiction. /3 est irrationnel et ’x n'est pas périodique ‘

Maths Olympiad 0
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4. x(0) = y(0)=1:u(0)=2,v(0)=0,doliu=2cost,v=0 et: période 2 (les solides

bougent ensemble).

x(0)=1,y(0)=-1:u=0,v = 2cos\/§t, d'ol | x = cos\/gt, y = - cos+/3t|: période 2 7

ments opposés). Toute autre solution (avec vitesses nulles) est une combinaison de ces deux
modes.

T (mouve-

® Corrigé de l'exercice 65

1. (€°f) = € (f' + f) < 0: e*f décroit sur [0, +eo[, donc e*f(x) < £(0), soit | f(x) < f(0)e™ |

2. h, =e*f-e*:h;=e¥(f +2f)-e* <e”™e™-e*=0,donch,(x) < h,(0)=0et f(x) s e™
h, = e f +e*: hy = e*(f +2f)+e* 2 -e* + e = 0, donc h,(x) 2 h,(0) = 2 et f(x) 2 2e™2* - e™.
Les deux bornes tendentvers0: | lim f(x)=0|

X—+00

3. Sur[A, +oo : (e¥(f - €))' = *(f' + f - €) < 0, donc e*(f(x) - €) < e*(f(A) - €), soit
f(x) < €+ (f(A) - €)e*™* s €+ f(A) e ™.

De méme ( X(f+€)) = e*(f +f+¢) 2 0 donne f(x) 2 - + (f(A) + €)e*™ 2 -¢ + f(A) &A™, Ainsi

|f(x) - F(A)A | <&, d'ot | |f(x)] < |f(A) &A™ +e|
Comme e — 0, il existe B > A tel que |f(A)|e*™ < € pour x > B; alors |f(x)| < 2¢ pour tout
X 2 B. € étant arbitraire, Xlim f(x) =

4. a) f(x)=e*: f' - f =0tend vers 0, mais f — +oo.
2xcos(x?) sin(x?) L
e T2 Pour x, =v2nm: f'(x,) + f(x,) =

12”? - 2;poury, =/@n+N)m: f'(y,)+ - +"n — -2. Donc f' + f n’a pas de limite en +co.

b) |f(x)| < —=, donc f — 0. Mais f'(x) =

® Corrigé de l'exercice 66

1.9 -g=(f"+f"+f)-(f"+f +f)=f"-f.Donc f" =f & g'=g < g(x)=Ce*(C€R)
= ’f”+f’+f:CeX‘.
2. h=%e*:h"+h'+h =3x%e* = Ce* v. Alorsf”+f’+f-Ce" < f-hestsolutiondey”+y'+y =0,

d’équation caractéristique r? +r+1 = 0, de racines - ‘/_ . Avec K = £ (quelconque comme C) :
f(x) = KeX+e2 Acos@ +Bsin @ . K,ABeR.

3. Pour x > 0, le second terme est borné par |A| + |B]. Si K # 0, [f(x)] = |K|e* - (|A] + |B]) = +co.
Les solutions bornées sur [0, +co[ sont celles pour lesquelles [K = 0]
Pour ePX cos gx et ePXsin gx, les dérivées en 0 valent p et g, les dérivées secondes p? - g2 et

2pq; ICIP--z.q-{,donsz—q2=—%et2pq=-§;
) A 3, A V3
K+A=1, K 2+zB-0, K > 25—0.

. X
D'oiB=0,K=2A=2 K=1(solution unique): |¢(x) = —(e +2e72 cos \/——) i
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4. a) u' = v est dérivable, u” = v’ = w aussi, et u” = w’ = u : u est solution de (E) avec u(0) = 1,
u’'(0) = v(0) = 0, u”(0) = w(0) = 0. D'apres 2, u est de la forme trouvée, et le systéme de 3
l'oblige a valoir .

(u+v+w) =v+w+u,doncu+v+w=Ce*avec C =u(0)+v(0)+w(0)=1 :.
b) S"=2uv +2vw + 2wu - (v2 + uw) - (W? + vu) - (u® + wv) = uv + vw + wu - u? - v? - w? = -S.
Donc S = S(0)e™ = e™*. En développant, (a+b+c)(a® +b? +c? -ab-bc - ca) = a + b3 + 3 -
3abc, d’ou
weviewd -3uvw = (u+v+w)S=eXxe*=[1]

Maths Olympiad @
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Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Léquationy’ =ay +b 31a36 /6
Théme B - Equations avec second membre 37 3 42 /6
Théme C - Equations du second ordre 43 a 48 /6
Théme D - Oscillations (A < 0) 49 3 54 /6
Théme E - Modélisation (physique, chimie) 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 614 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Nombres complexes (partie 2)
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