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1 Généralités sur les suites numériques (Rappels)

Soit np un entier naturel. On pose I = {n € N/n = ng} et on considere la suite numérique (uy)

n=ngy

1.1 Suite majorée - Suite minorée - Suite bornée

DEFINITION 1: Suite majorée - Suite minorée - Suite bornée .
A 11 ne faut pas confondre la suite (1)
« On dit que la suite (un)n>n est majorée s'il existe unréel M tel que: (Vne I) u, < M. et son terme général u,.
. . o . L , A les réels M et m sont des constantes
¢ On dit que la suite (un) est minorée s’il existe unréel mtelque: (Vnel) u, = m. .
nzn et ne dépendent pas de n.

¢ Ondit que la suite (un)n . estbornée si elle est a la fois majorée et minorée.
=ng

Remarque :
S’il existe un réel S e R* tel que pour tout n €N, on a: |u,| < S, alors la suite (u,) est bornée.

Remarque : Suite périodique

Soit (u,) une suite numérique et p de N*.

(uy) est périodique de période p si et seulementsi: (VReEN), upp = Uy

Si (uy) est une suite périodique de période p, alors: (Ve N)(VmeN), upimp = Un

1.2 Monotonie d’'une suite numérique

DEFINITION 2: Monotonie d’une suite numérique . . L
Q Toute suite croissante est minorée par

» Ondit que la suite (u,) _ estcroissantesi: (V(n,m) € ) nsm= up<uy son premier terme.
- Q Toute suite décroissante est majorée

e Ondit quelasuite (,) _ estdécroissantesi: (V(n,m)€?) ; n=2m = up=uy par son premier terme.
0

nzn,

PROPOSITION 1: Monotonie d’une suite numérique

Remarques :
* Ondit que (”n)nzno estcroissantesi: (Vn€ 1) up+1 —un 20. Soit (u,,) une suite numérique telle que : (V7 € I) u, > 0.
e Ondit que (un)”>n0 estdécroissante si: (Vn € I) ty41— Uy < 0. (1) est croissante <> (VneI); Zntl g
> .
e Ondit que (u estconstantesi: (Vnel) uyy1 = uy. u
que (), ( ) Un+1 = Un (1) est décroissante < (VneI); - <1
Un
1.3 Suite Arithmétique

DEFINITION 3 Q Monotonie d’une suite arithmétique :
On dit que la suite (un)nzno est arithmétique s'il existe un réel r tel que : o P = () e SR

(Vnel e r<0 = (up) est décroissante
n Up+l1 —Un =T

Le nombre r (indépendant de n) est appelé la raison de la suite (u,).

Remarque :
Pour prouver qu'une suite n’est pas arithmétique, il suffit de prouver que la différence entre deux termes consécutifs n'est pas

constante. (On montre par exemple que u; — ugy # Up — U)
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PROPOSITION 2: Propriété caractéristique d’une suite arithmétique .
Q Trois réels x, y et z, dans cet ordre, sont des termes

(uy) est arithmétique <— (Vn € N) 5 2Up+l = Up + Upt2 consécutifs d'une suite arithmétique, si et seulement si :
2y=x+z

PROPOSITION 3: Terme général

Q Si (up) est arithmétique de raison r, alors :
Si (u”)nzm) est une suite arithmétique de raison r, alors pour tout (1, p) € I : o (YneN); up=ug+nr

o (YneN*); up=u;+(n-Dr
Up=uUp+n-pr

PROPOSITION 4: Somme des termes consécutifs
QOn pose S, = Up+Ups1+-+ U

Si (u,) _ estune suite arithmétique de raison r, alors pour tout (, p) € ?: (n+1)(uo + tn)
nzng e Sip=0,Alors Sy = ———

2
(n—p+1)(up+uy) (Nombre de termes) x (1" terme + Dernier terme) ) n(uy + up)
UptUpii+--+Up = = e Sip=1Alors S = ——
2 2 2
1.4 Suite Géométrique

DEFINITION 4 9 Monotonie d’une suite géométrique :
On dit que la suite (u,,)n>n est géométrique s’il existe un réel g tel que : U0

=" . { o . = (uy) est croissante

q>
(Vnel) up+1=quy
. . . . o o Bl = (uy,) est décroissante

Le nombre r (indépendant de n) est appelé la raison de la suite (u,,). 0<g<1 Z

Remarque :

Pour prouver qu’une suite n’est pas géométrique, il suffit de prouver que le rapport entre deux termes consécutifs n'est pas constant.
Uy u

(On montre par exemple que = # —2).
7]

u
Cas Particulier : Une autre facon rapide de le prouver est de trouver un terme nul.

PROPOSITION 5: Propriété caractéristique d’une suite géométrique )
Q Trois réels x, y et z, dans cet ordre, sont des termes

(uy) est géométrique < (Vn € I\I) ; ufl +1= Un X Upi2 consécutifs d'une suite géométrique, si et seulement si :
2
Yy =xz

PROPOSITION 6: Terme général

@ Si (uy) est géométrique de raison g, alors :
Si (un)nzno est une suite géométrique de raison g, alors pour tout (1, p) € I : o (VReN); up=ugxq"

-1
B nep o (YneN*); up=u; xq"
Up=1Upx(q

PROPOSITION 7: Somme des termes consécutifs
QOnpose Sy = up + Ups1 +-+++ Un

Si (un)n>n est une suite géométrique de raison r, alors pour tout (n, p) € I 2, 1— g+l
= e Sip=0,Alors Sy, = ygy x lq
Nombre de termes -4

1-qg" Pl 1 —raison 1

_ter
-4 =1 terme x 1 —raison e Sip=1,Alors Sy = u; x

Up+ Upp1 +o+ Uy = Up X
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2 Limite d’'une suite numérique

2.1 Limites des suites de référence

PROPOSITION 8: Limite nulle d’une suite de référence

k k 1 1
Soient ke RetpeN*. Ona: lim — =0 et lim —=0. Enparticulier: im —=0 et lim —=0
n—-+oo pP n—+oo \/p n—+oo 1 n—+oo /1

PROPOSITION 9: Limite infinie d’une suite de référence

Soit peN*. Ona: lim n”=+co et lim {/n=+oo. Enparticulier: lim n=+oco et im 7n=+co
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

2.2 Convergence d’'une suite numérique

DEFINITION 5: Convergence d’une suite réelle
Q Formellement, (uy) converge

¢ On dit qu'une suite réelle (un)n>n est convergente si (1) admet une limite finie [/ (I € R); vers [, si tout intervalle ouvert
On écrit alors : lim  u. = I - centré en [ contient tous les
" n—too T termes de la suite (1) a partir

 Si (u,) n'est pas convergente, on dit que (u,) est divergente. d'un certain rang.

Remarques : elim up=+oo < lim (-uy)=-o0
n—+oo n—+oo

La suite (u,,) est divergente signifie que : Eg+m U, = oo ou bien (u,) n’a pas de limite. « Si ke R® Alors:

La limite d’'une suite numérique, lorsqu’elle existe, est unique. lim  up=+o0 = lim  kuy = +oo
n—+oo n—+oo

PROPOSITION 10

Etant donné une suite numérique (u,) _ etl/eR,Ona:
0

nzn

e lim u,=0<1lim |u, =0 e lim u,=l<lim (u,-0)=0
n—+00 11— +00 n—+00 n—+00

e lim u,=1= lim |uyl=1 (laréciproque est fausse) e lim u,=1<lim |u,-1=0
n=—+00 = +00 n—+00 n=—+00

2.3 Opérations sur les limites finies

PROPOSITION 11: Opérations sur les limites finies

Soit (un)nzno et (vn)m0 deux suites convergentes. Alors :
¢ Lasuite (uy, + vy) n=n, st convergente et de plus : lim(u, + vy,) =lim(u,) +1lim(v,).
 Pour tout A € R, la suite (Auy) = p, est convergente et de plus : lim(Au,) = Alim(u,,).
¢ Lasuite (u, V) n=n, est convergente et de plus : lim(u, v,) =lim(u,) x lim(vy,).

Un lim(u,)

) est convergente et de plus : lim (—) = — .
n=ny U lim(v;)

Un

Un

e Silim(v,) #0, alors la suite (

2.4 Extension des opérations sur la limite des suites

On admet que les résultats sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des suites.

2.5 Limite et ordre
PROPOSITION 12

A Le passage 2 la limite "transforme" une inégalité stricte (>)
Soit (un) _ et(vn) _  deuxsuites convergentes. Alors :
n=ng nzngy

en une inégalité large (=)
e Si(Vn=ng) u, =0,alors: limu, =0. C-a-d:si (Yn=ng) up < vy, alors: limuy, <limvy,

o Si(Vn=ng) u, <vy, alors: limu, <limv,.

f © A4 marocmaths  © 06 74 81 83 38 3 @ www.marocmaths.com
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Remarque : Prouver qu’une limite est strictement positive

Soit (1) nen Une suite qui converge vers /.
Pour prouver que ! > 0, il suffit de chercher un réel m > 0 tel que u,, = m a partir d'un certain rang N.

= lim up,=2m =1I=2m = 1[>0
n—+oo

Vn=N, unzm}

lim wu,=1
n—+oo

2.6 Monotonie et convergence

THEOREME 1: Théoréme de la convergence monotone o
A Le théoréme ci-contre assure la convergence
« Toute suite croissante majorée est convergente. de la suite mais ne détermine pas sa limite.

+ Toute suite décroissante minorée est convergente.

3 Criteres de convergences

PROPOSITION 13: Critere 1
Soit (4y) n=n, €t (Vn) n=n, deux suites numériques telles que pour tout n = ng : Uy, < vy,
e Silim u, =+occalorslim v, =+oo.
n—+oo n—+oo

e Silim v, =-occalorslim u;=-oo.
n—+oo n—+oo

THEOREME 2: Critére 2 : Théoréme des limites comparées

Si:(Vnzmny); wp<up<vyet lim v,= lim w,=/¢, alorslasuite (u,),cs est convergente et lim u, =~¢.
n—+ n—+oo n—+o0o

COROLLAIRE 1: Critere 3

Si:(Vnzny);lu,—¥¢l<v,et lim v,=0,alorslasuite (u#,) s est convergenteet lim u, =/¢.
n—+oo n—+oo

4 Limite d’'une suite géométrique

PROPOSITION 14: Limite d’une suite géométrique (g") PROPOSITION 14: Limite de la suite (n") ot r e Q*
Soit g un réel non nul. Soit 7 un nombre rationnel non nul.
e Sig>1,alors:lim g" =+oo. e Sir>0,alors:lim n" =+oo.
n—+oo n—+oo
e Sig=1lalorslim ¢"=lim 1=1. e Sir<o,alors:lim n' =0.
n—-+oo n—-+oo n—+o0o
e Si— i n_
Si—-1<g<1alors lnlg1+ooq 0.
¢ Sig < -1 alorsla suite (¢") n’admet pas de limite.

5 Suitesdelaforme U, = f(Un) et V,,= f(U,)

PROPOSITION 15: Limite d’une suite de la forme V,, = f(U,,)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (1) ,=5, une suite numérique tel que : u,, € I pour tout n = ny. Ona:

f estcontinue en ¢

lim u,=¢€R
n—+oo

PROPOSITION 16: Suite récurrente de la forme U, = f(Un)

} = (f(un)) estconvergente et lrli_r{1+oof(un) =f(0)

Soit f une fonction continue sur un intervalle I telle que f(I) c I.
Soit (un) . une suite réelle définie par uy, € I et u,+1 = f(u,) pour tout entier n = ng.
0

n=

Si (un) est convergente de limite ¢ et £ € I, alors ¢ est solution dans I de I'équation f(x) = x.
nzngy
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