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Maiths Continuité BAC

Ha fi o/ d’une fonction numeérique Sciences Expérimentales

€ continuité d’une fonction :

a) Continuité d’une fonction en un point :

Définition: Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert Iet xg € I
On dit que la fonction f est continueenxg si limf(x) = f (xg)
X

7} 3
-y ) e o f(x):m;x:;hz
Exemple : Soit f une fonction définie surR par

x—2
f(2)=7
Etudier la continuité de fen 2.

. . XZ4+3x-10 . (x=2) (x+5) . M‘?.:hs,
limf(x) =lim——— =lim———= =lim(x+5)=7 = f(2) |Hajiou/
x—2 =2  x=2 x—2 x-2 =2 .

Donc lizm f(x)=7r(2) d’ou f est continueen 2
Exercice d*application 1
1) Soit f une fonction définie 2) Soit g une fonction définie ! 3) Soit h une fonction définie
sur R par : sur [0, +oo[ par: sur[-2,2] par:
7x2—5x—2 : _VT—E Vi—-xiI-Ja—x
f(l')=—x'TI-'#1 H(x)—zf_s x#4 h(x) = T x+0
f()=3 : g[4)=§ h([}):i
Montrer que : [ est continue en 1 4

/ La fonction g est—elle continue en 4 / Etudier la continuité de h en 0 /

Remarque : Si f n’est pas continue en xy on dit que f est discontinue en xg
b) Continuité a droite - continuité a gauche :
Définition :
e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [xg; xo+%| avec o> 0
On dit que la fonction f est continue & droite de xg si Eig_n fx) = f(xg)
1]

e Soit f une fonction définie sur un intervalle de type |x;—x; xq] avec o«>0
On dit que la fonction f est continue & gauchede xg si. lim f(x) = f (x,)
xg

Exercice d’application 2 :

1) Soit f une fonction définie sur R par: 2) Soit g une fonction définie sur R par:
ﬁx)=-;;:_;—1-z- x>1 g(x)=1+cos (-;Ex) x>2
ry=1 g(2)=0
f(x)=@ x<1 g(x)=+22+5 -2 x<2
Etudier la continuité de la fonction f @ droite et Etudler la continuité de la fonction g a droite et
a gauche du point 1 / a gauche du paint 2 /

Propriété :
f est continueen x, < f est continue a droite et a gauche de x,

m f(x) = f (x0) & ( Hmf) = f (xo) = lim f(x) )
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c¢) Continuite d’une fonction sur un intervaille :

@ Det{nman :

Définition :
e Ondit que f estune fonction continue sur I'intervalle de type la , b [ si la fonction
f est continue en tout point de cette intervalle .
® Onditque f estune fonction continue sur l'intervalle fermé [a,b ] si la fonction
f estcontinuesur]a,b | etf continue a droite de a et a gauche de .
e De méme on définie une fonction continue sur les intervalles [a ,b[
[ﬂ,‘+00[, ]—_aj;b] !]h_001_+00[

, la,b],

e Exemples de fonctions usuelles continue sur un intervalle :

Propriété :
e Les fonctions polyndmes sont continues sur R ( et sur tout intervalles inclus dans R )
e Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalles inclus dans leurs
domaines de définitions
e La fonction x — x est continue sur [0, +oo[
e Lafonction x — |x| est continue sur R
e Les fonctions x — cos(x) et x — sin(x) sont continues sur R

Exemples :

» Lafonction f: x — x® + 5x% — x + 1 est continue sur R ( car f est une fonction polynéme )
z

Zx-6
(car: g est une fonction rationnelle , donc continue sur tout intervalles inclus dans son

Domaine de définition D, =R\ {3} )

> Lafonctiong : x — est continue sur les intervalles |-, 3| et]3,+oo]

Remargue : Exercice d'application 3 :
Soit f une fonction définie sur I'intervalle ]a , b[ Soit f une fonction définie sur R par:
etcela,bl | f(x)=5x—3x—2 x>2
Si ( f est continue sur |a , c | et continue sur |c,b |
et f continue au point ¢ ) i3 ) x<?
alors _ [ est continue sur la,b | i
s g Etudler la continuité de la fonction f sur R

_ 4

d) Opérations sur les fonctions continues :

Propriété: soit n€N
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un nombre réel
e Les fonctions f+g ; f—g; kf; fxg; |fl; f* sontaussi continues sur I

o Si ( g(x)+0;Vxel) alors Les fonctions é ; i

sont aussi continues sur I

Exemples:
> Soit f une fonction définie sur R par: f(x) = x% 4+ 5x + 1 + sin(x)
Montrons que f est continue sur R
Lafonctionf : x — x* + 5x% — x + 1 est continue sur R (car f est une fonction polynéme )
et La fonction f : x — sin(x) estcontinue sur R
Alors La fonction f est continue sur R ((comme somme de deux fonctions continues )

» Soit g une fonction définie sur [0;+co| par:g: x— (x%2 —x)\x

Montrons que g est continue sur [0; oo

Maihs

Les fonctions x — (x* — x)

Eb e e e ek e bk ks b o g e R e e b ks e b kb s e S g b e e e R o

# Alors La fonction g est continue sur[0; +o| (comme produit de deux fonctions continues )
#*
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et x—x sontcontinues sur|0; 4|
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L'image d’un intervalle par une tonction continue et strictement monotone:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
f(I) limage de lintervalle I par la fonction f

Lintervalle I si f croissante si f décraissante
[a,b) f) = (@, Fb)] ) = [f(B), f (@)
la,b] £ = Jtim £GO, £ b)) £ = [£ o), lim f )|
[a, b £ = | F(@).lim £ ()| £ = |im £, f(a)]
Ja; bf £ = Jtim £, lim £ )| FU) = Jtim £Q), tim £ o)

[a, +eo] £ = [f@)lim £oo)| @) = lim £x), f(@)]
-0, b] £ = [lim £GoO, £() (D) = [£ ), 1im £x)|
J—c0; +eo] £ = Jtim £ o), tim £ o) F) = Jtim £, im £ ()

Soit f est une fonction définie et
continue sur lintervalle]—1; +oo|
et avec son tableau de variation suivant :
Déterminer f(]—1;3]) ; f([3;6]) ;
f([6;+eD)

f(x)

o 8

Exercices d’approfondissement

_Exercicel :
Soit f une fonction définie sur R par:

x*—3x+2
0= mmmm *>2

f2)==
Flx) = —=2

——— <2

Zx°+x-10

1) Etudier la continuité de la fonction f
a droite et agauche du point 2

2) En déduire que f est continue sur R
Exercice2 :
Soient a: b et ¢ des nombres réels
1) f une fonction définie sur R par:

[f()_;:lz x>1 | Maths
fx)= 6x2—a x<1 |[Hajiow
Déterminer la valeur de a sachant que f
est continue au point 1

2) g une fonction définie sur R par :

EEEAEF AR R A AR R A e e R e R R e R R e R A R A RN R R AR R AR R AR R A R R R AR R R R ek kR ek Rk

+rx+c
: [g(x)— ~x—2 x>2
wsl gx)= 2x+b X2

Déterminer les valeurs de b et ¢ sachant
que g est continue au point 2

Exercice3 .
Déterminer le domaine de définition de la
fonction f dans les cas suivant puis étudier la

continuité de sur Dy : Maihs

1) f(x) =+ x%2-2x Hajiowu/
Z i

2) f) =222 L J6—2x

Exerciced :
Soit h une fonction définie sur IR par :
vxt+5 -3

h(x) = B x#2et x+ -2
x:—4
1

h(2) = e h(-2)

Montrer que h est continue sur R
[Exercice5 :!
Soit f une fonction définie sur R par:
f)=2x*-3x*+1
1) calculer : figl f(x) et lim f(x)

2) Déterminer les variations de la fonction f

3) Déterminer I'image des intervalles
]—o;0]; [0;1] ; [1; +oo[ par
la fonction f
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3 |
3@ Théoréme des valeurs intermédiaires :

A) Théoreme1:
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) ;

il existe au moins un réel c € [a; b] telque: f(c) = k
( ca.d:l'équation f(x)= k admet au moins une
solution dans l'intervalle [a; b] )

« Si f eststrictement monotone Alors ¢ est unique

................

Conséquence : ( T.V.1)
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b]
Si f(a) X f(b) <0 alorsil existe au moinsunréel | |  Torereeseeneeeees
c€la;b| telque: f(c) =10
{ c.a.d:l’équation f(x) =0 admetau moinsune
solution dans Vintervalle |a; b[ )
« Si f est strictement monotone Alors ¢ est unique

R
& .
3¢ 1

Exercices d’applications

Exercicel ©
Soit f une fonction définie sur R par:
234+ 5x—1
i
1) Calculer f(1) et f(2)
2) En déduire que I'équation f(x) = 4 admet
au moins une solution dans Pintervalle [1; 2]

Exercice3 :
Montrer que I'équation
(E) V=14 4x— x?
admet au moins une solution dans 10; 4|
Exercice4 :
Soit f une fonction définie sur R par :

Exercice2 !
Soit g une fonction définie sur R par:
gx)=3x-x-1
Montrer que : I'équation g(x) = 0 admet
au moins une solution dans Vintervalle 10; 1|

f)=x5+x3+x—-9
1) Montrer que la fonction f est strictement
croissante sur R
2) Déduire que I'équation f(x) = 0 admet une
unique solution dans Fintervalle |1 ; 2

B) Méthode de dichotomie { calcul g

e Activitél:

o_Méthode de dichotomi.

3) calculer f @-) et en déduire un autre encadrement de a

4) Donner une approximation de @ sur un intervalle d’amplitude 0,25

roché des solutions d’une équation ) :

Soit f une fonction définie surR par: f(xX)=x3+x—4
1) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique « solution dans Vintervalle 11 ;3[
2) Veérifier que 2 est le milieu de I'intervaile [1; 3] ; calculer f(2) et en déduireque 1< a < 2

Maths
Hajioui

Considérons une fonction continue et strictement monotone sur [a; b] et I'équation (E): f(x) =0
L’objectif de cette méthode et de trouver une approximation de la solution a de (E) dans [a; b]

e Si f(a) =0 alors a estlasolution de I'équation

® 5/ f(b) = 0 alors b est lasolution de I'équation

e Si f(x) x f(b) <0 alors lasolution de 'équation « € |a; b|

1°" étope :
On divise Vintervalle [a; b] en deux intervailes
[a;m] et [m; b] de méme amplitude

Avec m = "TH' milieu de Vintervalle [a; b]

27 étape :

On caleule f(m)

o5i f(m)=0 alors m estlasolution de I'équation

o5 f(a)x f(m) <0 alors lasolution «a € Ja;m|
eSi f(m)x f(b) <0 oalors lasolution a € Jm;b|

e L T st r T e T E  E E  E Er s T e & s sl
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o 9 Le composé de deux fonctions continues :

@ Propriété 1:
_® Soit f estune fonction définie sur un intervalle I et g est une fonction définie
surun intervalle | telque f(I)cJ; xqg €1 et y5 = f(x,)
e Si f estune fonction continue en X, et g estune fonction continue en x

.alors la fonction gof est une fonction continue en xg Mai
e Si f est une fonction continue sur I et g est une fonction continue sur ] q_"hs.
glors la fonction gof estune fonction continue sur l'intervalle I HG_HUUJ

e Conséguences :
e Sila fonction u: x — u(x) est continue sur un intervalle I alors les fonctions
x — cos(u(x)) et x— sin(u(x)) sontaussicontinues surl
e Sila fonction w:x — u(x) estcontinue surunintervalle I et(u(x) >0 ; ¥xel)
alors le fonction x — m est aussi continue sur I

Exemples:

» Lafonction:x — x3 4+ 7x% est continue sur R (car f est une fonction polynéme )

Alors les fonctions x — cos(x® + 7x*) et x — sin(x® +7x%) sont continues sur R

» Montrons que la fonction g: x — VaZ — 2x est continue sur ]—co: 0] et sur [2; +oo[

La fonction : x — x* — 2x est continue sur R donc en particulier sur ]—co: 0] et [2; 4oo]
et (x2—2x > 0; Vx €]-—o:0]u2;+x])
alors g est continue sur ]|—co: 0] etsur [2;+oo[ Mq_i‘hs

® Propriété 2 : Haﬂ’:’ou-"
Soit f et g deux fonctions numériques; aet b deux nombres réels
Si li;n f(x) =b et g estcontinueen b alors lién(gof)(x) = g(b)

La propriété reste vraie si on remplace les limites le nombre a par (+c ou — o)

Exemples :

I
» Calculons: limsin (M)
1 2
. mxt4x-1 _w . - . o™
Ona: lim=—7—=3 et la fonction x — sin(x) est continueen 3 Ma r'-hs
Donc Hm sin (“ L= 1) = sin (g) =1 iy >
s 22 Hajiou)
» Calculons: lim cus( - )
+7x
Ona: .lim w= lim 3“’: =3m et lafonction x — cos(x) est continue en 37
+m =+7x ;m X
Donc AT _ pos(3m) = -1

e N

9 L’image d’un intervalle par une fonction continue :

® Propriété 1:

e !'image d'unintervalle par une fonction continue Nl
est un intervalle '

e l'image d’un ségment a ; b] par une fonction continue f
est un ségment |m; M| avec NS
m= min f(x) la valeur minimal de la fonction f sur([a;b]

mlg.f; f(x) la valeur maximal de la fonction [ sur[a;b]
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Remarque :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :

Pourtout k €] = f(I) ilexiste ununigue a €1 telque: f(a) =k

c.a.d: ( Pourtoutk € f(I) Véquation f(a) = k admet une unique solution dans I )

En particulier : (si 0 € f(I) I'équation f(a) = 0 admet une unique solution dans I )

Conclusion :
Pour montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule racine < dans un intervalle I
de type [a,+x| ou |—o0,a] ou ]a,+o|ou]—w,alou]—co,+co|
il suffit de montrer que f est continue et strictement monotone sur I et que 0 € f(I)

Exercices d'applications

Exerciced ! Exerciceb :
Soit f une fonction définie sur R par : Soit f une fonction numérique définie sur R par:
fx)=x*+x*+x-9 F) =22 —4x%+ 6x -3
1) Montrer que [ est strictement croissantesur R | 3) perorminer le tableau des variations de la
2) Montrer que ['égquation f(x) = 0 admet une fonction f
unique solution X dans R etquel <a < 2 2) Déterminer I'image des intervalles
3) En déduire le signe la fonction f sur R J—0;1);11;31;[3; +oo| parlafonction f
T s 3) Montrer que : Véquation f(x) = 0 admet
Ha JF>rer exactement trois solutions dans R

FEHwdE kit e e R R RN R AR RN S E SRS R kRS

£9 Fonctions réciproques :

¥  Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors :

¥Pour touty € J = f(I) il existe un unique x €1 telque: f(x) =y

ila fonction définie sur | = f(I) qui fait correspondre a tout élément y de | le seul point x € I
#tel que : f(x) = y; est appelée fonction réciproque de f et on la note f~!

f:l —— f(l)=1 flil—— |

x —— f{x)=y x— fl(x)=y

Propriété :

La fonction réciproque f~! est définiede ] = f(I) vers I
Pour tout élément x € ] et pour tout élément y € I

I =y & f)=x |

Exercices d’applications

[Exercicel @ Exercice2 =
Soit f une fonction définie sur[1;+co[ par: Soit f une fonction définie par :
x)=4x2 -1 g L
f( ) f&x) 3x—6

l) Montrer que la fonction f est strictement
croissante sur [1 ;4o
2) Déduire que la fonction f admet une
fonction réciproque f~1 définie sur un
intervalle | a déterminer

1) Déterminer les variations de la fonction f

2)soit h la restrictionde fsurl =]2; 4+oo[
a) Montrer que: h admet une fonction
réciproque h™! définie sur un intervalle | &

ST déterminer
3) Montrerque: Yx €] : fl(x) = al b) Calculer h(4) et h(3) et endéduire
: (L ) er i (2
Noi s 6 3

MHajfoerr c) Déterminer h™'(x) pourtout x€J .
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Propriété :

Si f est une fonction continue ef strictement monotone sur un intervalle I alors :
e La fonction f admet une fonction réciprogque f='définie J = f(I) vers I
e Pour tout élément x € | et pour tout élément y € 1:

L=y & f(N=x | Gt

o La fonction = est continue sur Uintervalle | = f(I). I J =
e La monotonie de la fonction f=1 sur Uintervalle | = f(I) ,:'

est la méme que celle de la fonction f sur Uintervalle 1 J [ o
e Dans un repére orthonormé la courbe de la fonction f ‘ f

sur et celle de la fonction réciprogue [~ sur f(I) 4
sont symétrique par rapport @ la droite d’équation (y = x) &

M(a;b)e (C;) @ M'(b;a) € (Cf—n ) ot
e (Vxel: (flof)(x)=x ) Lot
e (Vye€]: (fof M=y )

© Fonction racine n*" ; (Vi) avecneN' :
@ Définition :
Soit n € N”
e (Va € [0; +[) ; 'équation x™ = a admet une unique solution dans [0;+oo[ ; cette
solution est noté a est appelée racine n*™*de a (ou laracine derangn de a .
(Va € [0;+[]) et (Vx € [0;+o0[) : x" =a o x=Ya
e La fonction x — x définie sur [0; +o[ noté :Vi: est appelée Jonction racine n

iémes

Exemples: o 2}=8 © 38 =2 ; 53 =125 o V125 = Me h
24 16 316 =2 ; 3*=81 = {81 = [ns

s 7?=49 & ijﬁ_ ; 102 =100 & JW: 10 Hajiouj
Remarques: o (Va €[0;4+x]) : Va =a ; Ya =Va

e ¥a estappelée racine cubique de a
Exercice d’application1: Soit f une fonction définie par: f(x) =1+3Y3x—6

Déterminer le domaine de définitionde [ puis calculer f(2) ;f (1—;-) ; f(11)

® Propriété 1:
_ Soient x et y deuxréels x>0 ety>0 ;n€EN' et meN"

o VRE="F ; VEm=YE ; (YA =Va"
o Vxxify=1i/x.y \E %
. <x=y=.%7=w) o (x<yo VE<YF)

Exercice d’application2 :
4 & " i|B B 6
1) Simplifier les nombres suivants :a = |— ; b=3V16 ; c =125 y
Iz Maths

2) Comparer les nombres V7 et V9 puis les nombres 5 et V11 Ha jiOU i
3) Classer dans Pordre croissant les nombres: 3 ; 3\}5 ¥ ?u‘ 10 ; Y15 -

FedddderehkRam bRkt h i bkt R bR AR A AR A E R kR ehEh ke n R bR AN AR SR E AR EA R AR u kAt a kb kit ik h kAt bbbk bkl kn ik
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Résolution dans de 'équation x™ = a avecaER etn € N*:

Si n estpair Si n est impair
Sia=0 x=0 x=0
Sia>0 x=%a ou x=-Va x=%a
Sia<0 Pas de solution dans R x=="lal

Exemples: x*=0 ; x*=81 ; x’=8 ;. x3=-125 ;o oxt=-1

® Propriété 2 :
_e Soit f estune fonction définie surunintervalle 1; ac€l et f(x) >0 ; Vx€eI
® Si f est une fonction continue sur I

aglors Yn € N* la fonction x — W est aussi continue sur 1
e Si lirllnf(x) =[>0 alors lign M) =V
e Si limf(x) =400 alors lim7y/ f(x) =
La p;apﬁéré reste vraie sion :'emp!ace dans les limites a par (+coou — )
Exemples :

; s .
> Montrons que la fonction f: x — Vx* + 7x% est continue surR :
La fonction : x — x* + 7x% est continue sur R (car f est une fonction polynéme )

et (x*+7x*> 0 ; VX ER) alors les fonctions f:x — S\Ix“ + 7x% est continue sur R

> Montrons que la fonction g: x — VI =% est continue sur [—1;1]
La fonction:x — 1 — x* est continue sur R et en particulier sur [—1; 1]
et (1—=x%=0; Vxe[-1;1] ) alors g: x — VY1 —x? est continue sur [—1;1]
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Exercices d’approfondissement
cercicel : Exercice? :
Calculer les limites suivantes Calculer les limites suivantes :
J_q- Y3132
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2) llm N ‘?_ihsj 2)lim ¥V x3+3x2 +2 — 3x
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3) lim 3x¥5+Vx -3 3) Iim V Bx3+3x—2x
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4)lim Vx — 2x 4 imV 1—x% +5x
—c0
Remarque :

Soient a et b deux réels positifs avec a> b

3 3,1—‘
e Wl s o3 L Ry . = (a—b)* = a=b)*
> a-b=Y(@-b)=Va-bxy(a-b)* donc Ya=b ~ Ya-bx3f(a-b)? a-b

y a®—b3=(a-b)(a®+ab+ b?)

b= (3 YR\(YT R 13 3~ 3 a-b
» a—b=(Ya-Vb)(VaZ+Vab+Vb?) donc (Va \/E) (W-i-?{/ﬁﬂbz
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@ Puissance rationnelle :

® Définition ¢
Soient x un nombre réel positif ; n€N' et meEN' et r =§-

m
On définie: x" =xn =X et x—fz_:—,. si x>0

2 5 ) 1
Exemples: 53=V52 ;32=%35 =35 ; 73=3/7
En général : (Yn e N*) (Va € [0;+o]) : a% =Va
® Propriété 1 :

_ Soient x et y deuxréels x>0 ety>0 ; TeQ" et reqQ
T ol — T+ . TAT! — 1.1 ’ x — 41’ .
o XX =x i SR Maihs

Exemples : Soient x un nombre réel positif

Simplifier les expressions suivantes :
1

(x§)2 L x% = A_“\lazx‘%/'zvx"’ 108
L . ! ﬁ r o %

« Tout le monde est un génie.

Mais si vous jugez un poisson

_ A _
e

sur sa capacité a grimper g

dans un arbre, il passera
sa vie entiére a croire

qu'il est stupide.

- Albert Einstein
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