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Chapitre

Continuité d'une fonction numeérique

INiveau : 2BAC : PC & SVT I

|Volume horaire : 15 heures I

|Degré d'importance : SO%I

- : x - 3
Les orientations pédagogiques | 3
« On adoptera la définition suivante : une fonction f est continue au point x, si
lim f(x) = f(xo).
X=Xg

« On admettra les résultats concernant la continuité des fonctions polynémes, des fonc-
tions rationnelles, des fonctions trigonométriques et de la fonction x — v/x, et on
mettra l'accent sur les applications de ces résultats.

« On admettra que l'image d'un segment par une fonction continue est un segment,
ainsi que l'image d'un intervalle est un intervalle. On en déduira le théoréme des
valeurs intermédiaires.

« On admettra que si f et g sont des fonctions continues sur un intervalle I, alors f +g,
fxg, et Af (ou A est une constante) sont des fonctions continues sur 1.

« On admettra que si f est continue sur un intervalle I et g est continue sur f(I), alors
la fonction composée go f est continue sur I.

A _4
— [L pré is : | 3
— - es pré-requis :
Les capacités attendus D — J — , )
- . - ; + Limites et dérivation d’une fonction

. Detefmu}er limage d'un segment numérique.
ou d'un intervalle par une fonction .
continue ou strictement monotone. « Equations et inéquations, et leur en-

) . cadrement.

« Appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires pour les équations, + Polynémes, fonctions usuelles, fonc-
inéquations, et le signe des expres- tions trigonométriques, etc.
sions. N A

5e L PR

« Utiliser la dichotomie pour appro- [ es extensions : J b
cher les solutions de f(x) =/ ou pour » Dérivation et étude d’une fonction.
les encadrer.

: + Fonctions logarithmiques et expo-

* Appliquer les théorémes des valeurs nentielles. - 9 P
intermédiaires et de la fonction réci-
proque pour une fonction continue « Calcul intégral et primitives.
et strictement monotone. b 4
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1_CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE |_Cantinuhd d'une fonction numsrique :

o[Eunﬁnuiié d'une fonction numérique D

el
T
o
3 | Activité 1
¥l | Calculer les limites suivantes :
&
E
2l
o 4 2
2x"4x43 1im xfx|-4x+3 lim X +5046
et x-1 w0 x3-7x42 =2 x+2
o 2x%43x-9 V2x+7-3 V2xi+1-3vx+3
lim ———— Hm——— lim ———
-1 x24x-6 =1 x-1 Fros ) x+2
Y 502 _a
"mx +5x+6 lim 2x"+x-2 “msln(nx)
31 -y 1-a3t =xT X +6 -l x—
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE | Continuité d'une fonction numérique :

. Continuité d'une fonction en un point

Activité 2
On donne ci-dessous la courbe représentative | [lll €) Déterminer graphiquement f(-1) et
d'une fonction f. lim f(x).

® Que peut-on en déduire?
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¢ Déterminer graphiquement f(1),
“"ﬂ.ﬂx) et xllns_f(x).

@ Que peut-on dire sur (C;) au point
=17
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| Continuité d'une fonction numérique : 1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

~* Définition : @)

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un point de I.
On dit que f est continue en 4 si et seulement si

lim f(x) = f(a)

Premiére Semestre
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f est contmue ena f est discontinue en a

§ ¥ Exemple

5 Bl La fonction définie flx)=Fix =3 .

= paxr f3) oy, est continue en 3 .
=

S En effet :

o

i li = lin X' -9

- im f(x) = m —

; (x=3)(x+3)

= lim
x—3 _\'—3

=lln;x+3 =6 = f(3)

4 sin(3x) . .
BA La fonction définie par { f(x)==5x 20 ot discontinue en 0 .

fl0)=1
En effet :
3 sin(3x)
==
o Flaia sin(3x)
1—3 3x
. =32 f(0)
7
M, Exercice d'application
(3} Etudier la continuité des fonctions suivantes au point a.
<
o0
o flx)=% 2ulxz] g =1
5 [ { fiy)=1
>
% { g(x)= —:‘Kg“‘; x €[-2;2[U]2;+00[ o
8(2)=3
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1 CONTINUITE B'UNE FORCTION NUMERMUE }  Cominuité o 'une fonction numérigus :

Solution e i
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I Continuntd d'une fonction numérique :

1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIOUE

- ledvtetny - g
n { Jix)= LTI I x=z-l

_ sinlc-2) -
_—,—-—-.I_h. X>d eta=2.

Etudier la continuité des fonctions suivantes au point a.

cta=-|o
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE | Continuité d'une fonction numerigque :

. Continuité a droite - continuité a gauche :

—G Définition : .}—

e Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja-r;a] avec r > 0.
On dit que [ est continue a droite de a si seulement si lim f(x) = f(a).
x—a*

Premiére Semestre

e Soit f une fonction définie sur un intervalle [a;a +r[ avec r > 0.
On dit que f est continue a gauche de a si seulement si lim f(x) = fla).

\‘l

—Y Exemple

= x-1,
La fonction définie par { ;::; - izﬁ'x * 1 est continue a droite en 1 est non continue en
1 a gauche.

En effet :

2
x -1

li =l

.t—-[?'f(x) x——or?' |X— ”

T

]

(Du fait que |[x-1|=x-1six>1)

lim
x—l* X-

llnl1x+l=2=f(l)
x—1*

Ainsi f est continue a droite en 1.
Etona:

% -1

L DA vy

2
x°-1
=i
t-nl1’ —-(x-1)

= lln?’—(x+l):-2xﬂl).

Whatsapp : 0709415471

( Du fait que |[x-1]=—(x-1)six<1)

Ainsi f est discontinue a gaucheen | .

Propriété

f est continue en a si seulement si f est continue a gauche et a droite de a.
Autrement :

f estcontinue en a < lim f(x) =xlim_f(x) = f(a)

Exercice d'application

f(‘c) = ﬁ}.—— x>0
On considére f la fonction définie par fl(x)= Sinize) ix <0 -

floy=2"

Niveau : 2BAC PC et SVT

Ell Etudier la continuité de f a droite et 2 gauche en 0 .

f est-elle continue en 0 .
v
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIGUE

| Continuité d'une fonction numéeigue :

e

Il Soit f la fonction définie par :

BEd Soit ¢ la fonction définie par {

Etudier la continuité de [ & droite et 4 gauche en 2.

f -3
\l‘v-z‘ 2:x> )
L -
. xi;‘,;-\' <2

{fo

glv)=x+ax ; x>-1
gx)==-x+1 x<-I

Déterminer la valeur de ¢« pour que g soit continue en -1 .
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I Continuité d'une fanction numérique : 1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE
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@ Continuité d'une fonction sur un intervalle :

~* Définition : @}

* On dit que f est continue sur l'intervalle ouvert ]a;b| si f est continue en tout point
de ]a; b[.

I~
<t
e
o
=t
(o} ]
(=]
~
(=]
=5
o
m
0
ot
1
=

« On dit que f est continue sur l'intervalle [a,b] si f est continue en tout point de ]a; b
et continue a droite de a et & gauche de b.

Remarque :
n définit de méme maniére la continuité sur les intervalles [a, b[]a,b],, [a,+oo[ et ]-o0,b].

@ Fonction partie entiére

~* Définition : @)
- La fonction partie entiére est la fonction qui, a tout réel x, associe l'unique entier relatif
n tel que n < x < n+1.0n note la partie entiére de x par E(x) ou [x).

2BAC PC et SVIT

\‘t
— ¥ Exemple
e E(3,2)=3 parce que 3<3,2<4 et E(-1,2)=-2 parce que -2<-1,2<-1.

Niveau

e La courbe de la fonction x — E(x) sur l'intervalle [-1;3] est :
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE | Continuité d'une fonction numérique :

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Q : :
% : 3 4 Sp)
g ...... 24 i ‘_c ...... .
& e 1
g ......................... l_K ._( _
E [} I | 7 : l : S
[+}) — \ | T ‘_. *f I % —
& 4 -3 2 1 P 2 3 4
.——hE ..........................
,,,,,,,,,,,,, —C 2t ,

....................................................

o La fonction x — E(x) est continue sur l'intervalle [-1;0[ du fait qu'elle est continue en tout
point de |- 1;0[ et a droite en -1 car lim E(x)=-1=E(-1).

Xx—e=]*

e La fonction x — E(x) n'est pas continue sur l'intervalle |1;3[ du fait qu'elle n'est pas conti-
nue en 1 car hnla‘E(x) =1=E(l) et Jixrlx_E(x) =0= E(1).

Propriete

o Toute fonction polynomiale est continue sur R.

¢ Toute fonction rationnelle est continue sur un intervalle inclus dans son domaine de
définition.

-
3
-
Q
(=2
(=]
~
(=]
Q.
Q.
()
(7]
-~
[y}
£
=

e Les fonctions x — sin(x) et x — cos(x) sont continues sur R.
¢ La fonction x — tan(x) est continue sur ER\[% +km|ke Z}

e La fonction x — /X est continue sur R*.

e La fonction x — |x| est continue sur R.

Exemple
e La fonction f:x— x’+2x*-x+1 est continue sur R parce qu'elle est une fonction
polynomiale.
; e Soit g la fonction numérique définie sur R\ |1} par : g(x) = ;é;
2 La fonction g : x — 2 est continue sur R\ {1}, car c’est une fonction rationnelle dont
g le dénominateur n'est jamais nul sur cet ensemble.
o
2 e Soit /1 la fonction numérique définie sur R\ (-1,1) par : h(x) = “1‘;%
m
o

La fonction I :x — %‘,‘%““—‘ est continue sur ]1;+oco[ parce qu'elle est une fonction
rationnelle et |1;+oo[C R\{-1,1).

Niveau
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Il ¥mage d'un intervaile par une fonction cantinue : 1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

Exercice d'application
On considére f la fonction définie par :

-x+4 ;six<3
f(x)-{,__,. six>3

Montrer que la fonction f est continue sur R.

Premiére Semestre

R 4
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0 Image d'un intervalle par une fonction continue )

. Image d'un segment-Image d'un intervalle

2BAC PC et SVT

.
.

* Limage d'un segment par une fonction continue est un segment.

Niveau

* Limage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE Il Image d'un intervalle par une fonction continue :

Remarque : ‘
i f est continue sur un segment [a,] et M et m sont respectivement le maximum et le minimum

e f sur [a,b), alors £([a,b]) = [m,M]. |
Exercice d'application

On donne ci-dessous la courbe d'une fonction f définie sur [-2;4).

Premiere Semestre

~
<t
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Il Image d'un intervalle par une fonction continue : 1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

-
17
Q
=
1)
(7]
Q
5
=
o
3~ Résultats :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I.
On a alors les résultats suivants :
(| L'intervalle I || f est strictement croissante sur I || f est strictement décroissante sur [ ||
[a;b] [f(a); f(b)] [f(b); f(a)]
: Ja;b] ] lim f(x); f(b)] [ £(b); lim f(x)[
~ X = X=a
@
<
S
= fasb] [ty i 0] Jim £ @]
T
o
&
o la; b[ ]lim f(x); lim [(x)[ ]lim f(x); lim ](x)[
g x—at x—b" x—b~ x—a*
Ja; +oo] [y tim s | tim £ (@)
Ja;+o0| ]lim‘f(x);‘l_i.rjl f(x)[ ]tl__ixp f(x);lim‘f(x)[
|- oosa] Jdim £ @] (@ im0
=
7
o | ECCH ] lim f(x); lim_f(x)[ ]lim.f(x); lim f(x)[
S X——00 x—a x—a X—+—co
o
<
Sl A Exemple
§ El On considére f la fonction définie par f(x) = x* - 4x-1.
% La fonction f est strictement décroissante sur ] —oo;2 ] et strictement croissante sur
[2;+00[.
Ona:
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1 CONTINUITE D' UNE FORCTION NUMERICQUE

N bmage 0 un interysdia par UAe ONCDon oantinue

fU2:4)) = [f(20 f141)
=|-5:-1]
fUu-uiph=[fayft-n)
=|-4:4]

Premiéere Semestre

découle donc les résultats suivants ;

S0y = |f1onf(1)]

-1
= I-3.-2—].

fil=2,-10) = [(=2), lim_f(x)]
= [7.4(\)[

Exercice d'application
Soit f une fonction définie par f(x) = 2222

-4

El Déterminer D,.

Whatsapp : 0709415471

Bl Etudier la monotone de f.

|Solution : I

L R A N Y LR O I I R e I
L N R N Y LR I O I R I B B I
LR

L L L I L O B R B B I N IR B B N I )

AL L I B O O I B R R R B I I R R Y

LR I I RN B A Y L I R B B R R R N A N .
ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
.........................................
ooooooooo LR I I A R O A A A A ) . s e a0
R L L I I B B B R B I I N O A Y

LN I R B R I I I I I I I I O R U Y

LR I I R I R N B BN N

:2BAC PC et SVT

ERC RN R BN R R N I B B R R Y LRI Ss s s s s
----------------------------------------
g .........................................
g LR R I R LI I A I I I B I A I
—
z ‘.. . L L L B B L A I B R B I I I I N Y

LA R I A R B R I B I S Y

R A I LR R B R I )

Bl On considére la fonction numérique f définie par : f(x) = &2
2 -3
Ona:Ds =]-m.-llu|-—l.¢m| ctl Lol

Déterminer f([0,1]);  f(}4. +c0]) €t f()-c0,4]).

fU2i+e0l) =1£12), Um fix)|
=|-5;+00|.
fll-e:2)) = |ﬂ2).l|l__.mm/(x)|

= |-5;0s\*[.

11

l =2+3 =35> 0. La fonction f est donc conti-
nue et strictement croissante sur chacun des intervalles |- oo, <1 et |=1,4|. Il en

F- LAD=)W (). /()

=g

fif2,+000) = [f12), lim_f]

. ’1,:[
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Il_Image d'un intervalle par une fonction continue : 1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE
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Exercice 3

On considére f une fonction définie par f(x) = 2x* - 3x’.
Ell Dresser le tableau de variation de la fonction

Déterminer les images des intervalles suivants |-1;0]; [1;2); [-1;2[; [l;+o9]
par f.

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle / et A€ R.On a:

Bl Les fonctions f+g; fxg; Afet |f|sont continues sur I.
Pour tout n € N* la fonction f" est continue sur I.

Si (Vxel): g(x) =0, alors ;? et g sont continues sur /.

Si(Yxel): f(x) >0, alors \/f est continue sur [.

()
-
[-})
Q
Q.
O
<
o
o
=
Q
Q
=
=
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i tmage d'un Intarvalle par uno fonction continum -

1 CONTINUITE O'UNE FONCTION NUMERIQUE

Exercice d'application

n f(.\')::x’+l+sin(x) etl=R
ﬂ f{x) = cos(x) x Vix’45etl =R
flx) = o9 et 1 =]2;400].

XTex=-

|Solution : I
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Montrer que f est continue sur I dans les cas suivants :
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IV Fonction Réclproque d'une fonction continue et strictoment monotone :

1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f admet une fonction

c}{f(y)ﬂ'

o

5 réciproque, notée ™', définie de J = f(I) vers I telle que :
0=

E xej

&

o

yel

— Conséquence .

o(VxEI):(f"ﬂf)(x):x

. (Vxe]):(fof”)(x):x.

— 7 Exemple

Donc f™'(x) =y & y = (x-2)% 1l en résulte :

Exercice d'application
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(Vx €[2,+0]);

La fonction f:x— /x+2 est continue et strictement croissante sur [0,+co[, donc f admet
une fonction réciproque f~' continue et strictement croissante sur f([0,+o0[) = [2,+c0].
Déterminons l'expression de f~' : Soient y € [0,+c0[ et x € [2,+c0[, On a:

[lix)=ye= fly)=x

y+2=x

S \y=x-2
op=(x-2)°

S x) = (x-2).

On considére la fonction f définie sur [1,+oco[ par f(x) = V2x-4.

El Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur un intervalle J i déter-

Déterminer l'expression de f~'(x) pour tout x de J.
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE IV Fonction Réciproque d'une fonction continue et strictement monotone :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors :

« La fonction réciproque f~' est continue sur f(I) et a méme sens de variations que
la fonction f.

» Les courbes représentatives de f et de f~' dans un repére orthonormé, sont symé-
triques par rapport a la premier bissectrice du repere :
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§ Exercice d'application

On donne ci-contre la courbe représentative d'une fonction f définie sur [-1;+co].
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%) El Montrer que f admet une fonction réciproque f~* définie sur un intervalle J a déter-
= miner.
™N
5 Dresser le tableau de variations de f™'.
()]
Q 5 » .
:_:. Construire la courbe représentative de f™'.
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1 CONTINUITE D'UNE FONCTION NUME RIQUE V_Fonction Racine 2™ :

*e s r s eI esIIErETT ISR ERIRETIEESTORROIEOROEIEITEERIRSTEOERETOTS PP e e e e e e s s s e trT T IRe eSO IEIETIIERIESTOEEORRT TSR
—
0 S PP I I eI EIPPIE IS EIEEIIESEEEEESIITISEERETERRTES D R R I I R I A I I N A
W D R R I I R R R A ) LR I R I I N A A B R R I A B
B G 3 0 R R R R R A RS AR | E RS AR RSB RO R b R R P
E e 0P T e e LI IPIEIIIELEIEOIEITIOIEOEOSTRIIOSTEROESTOESTOETS L R I I I I I I R A I A A R R I
Q e s rs e ss s et s e NEEN I BECEORNSIERIEOSEREESEOROETDLTS P eeeses e eeet e s 0es st es s R s EEeE RGeS
e
u I R R I R R R R R I N I R N R A N ) L I I A A R RN NN N BN A R Y
D I I R I I I I I R I RN SRR IR A B PP e s e e e s s s s e e R IE RS TRETRTERETEREOROE TS
D I I I A N I I R $ I P PP LI IL IR LLIPIINIELIEBELIBIITERELEEEININTOS
L L N N RN 5 0. 8.5 8858 0085008088800 8030888800800030888800000
D R I I I I A N I A I N N I R R R I I NI RN N R R N Y
D R I T R I I I I N R R R R R R R R R R I R B A A R N A R N A
e eI P eI e eI IEIPEEIIIEPNIIEOEOEOIEORNITERIRRESESLEETTETS LI R I N I A I I AR I R I
s e s s s esssesssEssesEsEs TR EsNEsETTESEs RSN PseessssssssessscssscssessEsRssRsEETEReTEOS
I R I R I I I R A R R A N R S s essssessssss st s sssEsessssEsEBassS
D I R I I T I I I T I S AT L R T I R R A I I A I A I I I I I I NP A Y A
PR PP IPEPIII I PP IIELIEIIIEIIEPTEIEPIPIITI eI e PP IR L eI rrT I LRI IINSIIEIEIRIPITIRSIEOELIEPITPETPTITTRES
$ 66 05 4088 EEEEIEE LI LELIENELIIEEEETESETLSE L R L R R R A Y
™
™~ R R R I RTINS R R I R A Y S s essss s ssesssssssecsssssEERssssEREEEEEsS
Wy Aansasesssenascssssssssasaassisacnssnnia teesacsaasecassrsssasssanessaadabaaanasbe
-
< R I R I I I I R R R R R I R BN I
' ettt ecrsese et st et sasescssrsecanssenane teessesscrcrtsessttaatsnestseatssenasaanse
e D I R I I I I A L I I R I I R R R A A A
e
O R R R R R AL R R R R trsserssreratasrerr T e ey
3 D I R I I I A I I I I S L R I I R I I I R I I I I I I I I
-—
[ L R R I I R R I A I I I I R B I I A ) D R R I I N I N N B R A A N R I B

Propriété

Soit f une fonction positive sur l'intervalle I et x, € /.

* Si f est continue sur | alors x — {/f(x) est continue sur 1.

* Si lim f(x) =120 alors lim {f(v) = 4.

3y

+ Si lim f(x) = +o0 alors lim \/" [(x) = +oo,
3 Vel

—aty

( Les deux propriétés précédentes restent vraies au voisinage de +oo et ~w )

Exercice d'application

El On considére f la fonction définie sur o
R par f(x)= V3x? +4.

€ Etudier la continuité de f sur R. O im F71-2
(O Calculer lim_f(x) et lim f(x). i

Viel-1
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Calculer les limites suivantes : © lim Vilex+l-x
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