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Chapitre 3
Etude de fonctions
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1 Plan d’étude d’une fonction

Pour étudier une fonction f, on suit souvent les étapes suivantes :

1. Déterminer I’ensemble de définition de f

Expression Condition de
définition
% u##0

Vu u>0

ﬁ u>0

2. Etudier la parité et les élément de symétrie de (Cy), puis en déduire le domaine d’étude Dp; :
Rappel

e f est paire <= {

(Ve € Dy): —x € Dy

(Vz € Dy) : f(—z) = f(z)
(Vxe Dy): —x € Dy

(Vo € Dy) - f(—2) = —f(2)

e f est impaire <= {

\

e La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de (Cf) si et seulement si :
{(vxepf);za—xepf
(va € Dy); f(2a—2) = f()
e Le point [I(a;b) est centre de symétrie de (Cy) si et seulement si
(VGDf);Qa—$€Df
{(vwf);f@a—x):zb—f(x)

.

# Exemples

> La droite d’équation x = % est un axe de symétrie de la
fonction f définie par :
flx)=2>—2+1.
En effet :
e On a pour tout = de R : 2x%—x:1—x€R
e On a pour tout x de R :

f@x g —x)=f(1-a)
—(1-z)?-(1-2)+1
=1-2z4+22—14z+1

=22 —z+1

= f(z)




> Le point 1(0,2) est un centre de symétrie de la fonction g
définie par : g(v) = —23 + 3z +2.
En effet :

eOnapourtout zde R:2x0—zx=—-2€R

e On a pour tout = de R :

1(0:2)

92x0—2)=g(-2)
= —(=2)" +3(-2) +2

— 23— 3242
—4—(—2®+32+2) < ;
=4—yg(z)

3. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D; ou Dp

4. Etudier les variations de f : calculer f'(x) et étudier son signe, puis en déduire le tableau de
variations de f

5. Etudier les branches infinies de (C E

e Si %11}1(11 f(x) = o0, alors la droite d’équation & = a est une asymptote verticale de (C).

e Si Jim f (x) = b, alors la droite d’équation y = a est une asymptote horizontale de
(Cf) au voisinage de oo.
- _ . f(z) _ :
e Si lim f (x) = o0 et Jim —= = oo, alors (Cf) admet une branche parabolique de
direction ’axe des ordonnées au voisinage de oo
. B - fl@) _ :
e Si lim f (x) =00 et Jim == =0, alors (Cf¢) admet une branche parabolique de
direction 'axe des abscisses au voisinage de oo
e Si lim f(z)=o00et mh_)rgo@ =a; on calcule lim (f(z)—ax) :
e Si lim (f(x) —ax) = b, alors (Cy) admet asymptote oblique d’équation
y=axr+b.
o Si lim (f(x) —ax) = oo, alors (Cy) admet une branche parabolique de direction
la droite d’équation y = ax.
° Si lim (f(z) — (ax —0b)) =0, alors la droite d’équation y = ax + b est une asymptote
oblique de (Cf).

Les branches infinies

b

BP de direction (Ox)
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6. Etudier la position relative de (C'y) par rapport a ses asymptotes horizontale ou oblique :
e Etudier le signe de f(z)— (az+Db).

7. Déterminer I'intersection de (C) avec les axes du repere :
e Avec 'axe des abscisse ; on résout f(x)=0.

e Avec I'axe des ordonnées; on calcule f(0).

8. Etudier la convexité de (C )
e Calculer f”(z), puis étudier son signe et déterminer les points d’inflexions de (Cf) :

e Si f’(x) >0 sur I, alors la courbe (C) est convexe sur I.
e Si f"(x) <0 sur I, alors la courbe (C'y) est concave sur I.
e Si f(z) =0 et f” change de signe en a, alors I(a; f(a)) est un point d’inflexion de

(Cf).

9. Déterminer les tangentes ou les demi-tangentes dans des points particuliers.

10. Tracer (C'y) dans un repere orthonormé (0:7:7)

& Illustration : Lecture graphique d’une courbe.

Le tracé ci-dessous est la courbe représentative d’une fonction sur l'intervalle [—7;10].

— ‘
x=-2 s | |

\ _;7/_ _/'

[ =e=
[ E— 2 l (=)=
E =S
-3 7 2 :
| P = ==
GF—=—1
|
| \
| \
Cette courbe admet :
— Deux asymptotes verticales d’équations respectives : © = —2 et x = 3.
— Une asymptote horizontale d’équation : y = —1, au voisinage de —oo.

— Une asymptote oblique d’équation : y = x — 5, au voisinage de +oc.
— Un point d’inflexion I.
— Trois tangentes horizontales.

2 Exemples d’études de fonctions

2.1 Partie 1 : Etude d’un polynéme

g est la fonction définie sur R par : g(z) = 2% — 37 — 3.
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1. Etudier les variations de g
On a: (Vz €R); ¢/(z) = 32? —3 = 3(2% — 1), donc le signe de ¢'(z) est celui de 2 —1, et on
a:

J(x)=03=*-1)=0

sSr=-1 ou z=1

D’ou le tableau de variations de g est le suivant :

T —00 —1 1 +00
J(x) + 0 - 0 +
-1 +00
—00 -5

2. (a) Montrons que g(z) =0 admet une unique solution « dans [1;+00[; et que 2 < o < 3.
g est continue et strictement croissante sur [1;+o0o[ et g ([1;+00[) = [—5;400]
Comme 0 € [—5;+o0], alors selon T.V.I I'équation g(x) =0 admet une solution unique «
dans [1;400]. Et g(2) x g(3) <0 car g(1) = —1 et ¢g(3) =15, donc 2 < o < 3.

(b) En déduire le signe de g(x) sur R.
e -1 est une valeur maximale de g sur | —oo;1] donc : g(x) < 0 sur | —oo; 1].
g est strictement croissante sur [1;+o0[ et o € [1;+00]; donc :
el<z<a= g(r)<gla) = () 0. (9(@) =0)
er>a=g(r)=gla) = g(r) =

3. Etudier les branches infinies de (Cy

g( )

Ona: lim g(z)=+ocoet lim L= =400, donc (Cy) admet une branche parabolique de
T—+00 r—+00

direction ’axe des ordonnées au voisinage de +o00; de méme au voisinage de —oo.
4. (a) Montrer que I(0;—3) est un point d’inflexion de (Cy).
Ona: (Vx€R); ¢’ (x) =6x et ¢” s’annule en 0 en changeant de signe.
Et puisque ¢(0) = —3, alors /(0; —3) est un point d’inflexion de (Cy).
(b) Déterminer la tangente de (Cy) en I. L’équation de la tangente de (Cy) en I est : y =
g (0)(z—0)+g(0) =—3x—3.
5. Représentation graphique de (Cy).
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2.2 Partie 2 : Etude d’une rationnelle
f est la fonction définie sur R* par : f(x) =2+ % + %
1. Calculer les limites de f aux bornes de Dy et lim f (x)—x
y xll)I_noof(l') T * xli%l_ f<$) -
y xgrfoof(x) = +o0; ¢ xhﬁrgof(x)_xleglgo%+% =0.

3
2z°+6x+3 _ +00;

e lim f(z)= lim =73

z—0t x—0*t
2. Déterminer les branches infinies de (Cy).

e Puisque lim f(x)= lim f(x)= +o0, alors la droite d’équation z = 0 est une asymptote
z—0t xz—0~

verticale de (Cf).

eOna: xlgrolo f(x)=o00et mlggo f(z) —x =0, donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote

oblique de (C) au voisinage de 400 et au voisinage de —oo.

3. (a) Montrer : (Vz € R*); f/(x) = %
Ona: (VzeR*):

(b) Etudier le signe de f'(z) et en déduire la tableau de variations de f.

Le signe de f'(x) est celui de % et d’apres la question 2)b de la partie 1 on a :

eSiz<Oouz>a: f(r)>0.
e Si0<xz<a: f/(x)<0. Ainsi le tableau de variations de f est comme suit :
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x —00 0 o —+00
f(x) + — 0 +
400 | +00 1
—00 Q

4. Etudier la position relative de (C ) avec la droite (A) d’équation y = .
Ona: f(z)—z= 3(222,—;1) donc :
o A (—%; —%) est le point d’intersection de (C) et (A).
e 2 €]0;—3[ = f(z)—x <0 donc (Cy) est au-dessous de (A).
o E}—%;O[U]O;—l—oo[ = f(z) —2 >0 donc (Cf) est au-dessus de (A).
5. BEtudier la convexité de (C £)-
Ona: (VzeR¥):

Le signe de f”(x) est celui de 22+ 3; donc :

o K (—%;—%) est le point d’inflexion de (C'y).

ez €]—00;——3[ = f(z)—x <0, donc (Cy) est concave.

e x €]—3;-0[U]0;+o0[ = f(z)—x >0 donc (Cy) est convexe.

-,

6. Tracer (Cy) dans un repére orthonormé (0:7:7). (On donne v~ 2.1 et f(a) ~ 3.8).
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2.3 Etude d’une fonction trigonométrique

Soit f la fonction numérique définie par :

()

sinxcosx
1 —cosdx

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

Dy ={reR/1—cosdx #0}
={x € R/cosdz # 1}
={r e R/4x #2km;k € Z}

k
:{xeR/x#;;keZ}
:R—{k;r;keZ}

2. (a) Montrer que pour tout  de Dy : f(z) = 4Sin1(2x)

Soit x un réel de Dy. On a:

sinx cosx
f(@)= 1 —cosdzx
B % X 2s8inxcosx
1—cos(2 x (2x))
%sinQa:
- 2sin?(2)
1

a 4sin(2z)

Car : sin(2z) = 2sinzcosz et 1 —cos(2z) = 2sin’z.
(b) Montrer que 'on peut choisir 'intervalle I = }O; %[ pour étudier la fonction f.
e Montrons que la fonction f est périodique.
On sait que la fonction z +— sin(ax) est une fonction périodique de période 27” ou a # 0.
Donc la fonction x — sin(2x) est une fonction périodique de période .

k
xgépf@(akez)/ng

k+2
& @her)orn FEDT
/ K'm /
< (Jk GZ)/SL’—FTF:?; (k'=k+2)

& (x+m) ¢ Dy
Donc : z € Dy & (x+7) € Dy. Clest-a-dire : (Ve €R); x € Dy & (z+7) € Dy.
Et on a: (Vo € Dy) :
1
4sin(2(x+m))

flatm) =

1
 4sin(2x +27)
B 1
 4sin(2z)

= f(z)
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Par conséquent f est une fonction périodique de période 7.
e Etudions la parité de f.
Montrons que si x € Dy alors —x € Dy.

x%Dfﬁ(erZ)/x:]{;
<:>(3k;eZ)/—:c:_2]C
@(EIk;'GZ)/—x:l;/; (K = —k)
< (=) & Dy
Donc (Vo € Dy) on a (—x) € Dy.
Et ona: (Vx € Dy):
1
f(=x) = Tsin(—22)
B 1
~ 4sin(22)
——f(x)

Par conséquent f est une fonction impaire, il suffit donc de I’étudier sur [0;4-o00[ND;.

Or, f est une fonction périodique de période 7, donc il suffit de I’étudier sur un intervalle
d’amplitude 7, par exemple [—5; 5] N Dy.

11 suffit alors d’étudier f sur : [0;+o00[N {—%,%} Dy :}O %[
D’ou ’ensemble d’étude de la fonction f est : [ = }0 %[
3. Etudier des variations de fsur 1.
Les limites de f aux bornes de [
— 0t E S
eOna: xgrg+ sin(2z) =07 = 155& bm(%) = +o00, Donc 11%1 f(z) = ~+o0.
eOna: lim sin(2z)=0" = lim W = +00, Donc lim f(z) = +oc.
l‘—>2 LL’—>2 I—>2
La fonction dérivée.
(Vxel)Ona:
1 /
M) —
Sl) = (Sin(Qx))
(1)) x (4sin(2x)) — (1) x (4sin(2z))’
B (4sin(2z))?
_ —8cos(27)
~ 16(sin(27))?2
~ —cos(2z)
2(sin(2z))?
On a
f'(x)=0<cos(2z) =0 et 0<2z<m
T
suw="
T3
=T = T
4
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Etona:

f'(x) >0 cos(22) <0 et 0<2z<Tm

T
<:)§<2x<7r

<:>7T< <7T
f— J;‘ p—
4 2

Donc le tableau de variations de la fonction f est :

x 0 1 2
f'(x) - 0 +
+00 +00
1
1
4. La courbe de la fonction f.
| (cp)
7 &
—T —fr ey T s
z
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