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CH 1 (P1): Limites et continuité 4 Tech
- Rappels »
(\ b, . . » ~N\
g-Activité
W Dans chacun des cas suivants , déterminer la limite de la fonction f en zg.
3 —3z3 222 —x 44
flz)=—-3234222 —x 44, 29=0 Flz) = 5 , o =1
5 - 2:c —x+4
T°—x r°—ox—+
fl@)=———  20=1 f($)=T,IU=2
w Calculer les limites suivantes : 4 "
-3 2z —x+14
lim —z3+8z2—11z+13 lim x2—|— L g
T—5—00 z+oo g —3r+24
Réponse
\ ................................................................................................. J
Y ’ s ™~
‘g*Théoremes
- La limite d’une fonction polynome , quand la variable tend vers +oco ou vers —oo , est la méme
que celle de son monéme de plus haut degré :
P(z) = apz™ +ap_12" ' +...+az+agoua, #0,onay lim P(:L') = lim a,z"
|z|—=+o0 |z| =400
w La limite d’une fonction rationnelle , quand la variable tend vers +oco ou vers —oo , est la méme
que celle du quotient des monomes de plus haut degré :
o on n—1 ‘ 4 o
R(z)= i~ i 7 o TGO anbp#0,ona:| lim R(z)= lim e
w Soit f une fonction et ! un réel z tend vers zg , ou vers m0+ , ou vers ry , ou vers +0o , ou vers
—o0 , on a les résultats suivants :
* Silimf=1et f est positive alors lim \/} =1 (1=0)
* Silim f = +oo et f est positive alors lim \/} =400
. /
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(\ ) o rd L3 . L \
‘¢p"Opération sur les limites
+

Les opération sur les limites qui vont suivre sont valables quand x tend vers zg , ou vers zy , ou vers
Zp , Ou vers +0oc , ou vers —oo

Limite de la somme

lim f lelR |leR|IleR | +oc | —¢ +oc
limg 'elR| 400 | —o0 | o0 | —o0 —00
lim(f(z)+g(z)) | 1+ | +oo | —o0 | 400 | +0o | forme indéterminée (f.i)

Limite du produit

lim f leR le R* le R* +o0 +oo 0
lim g 'eR +o00 +o0 +o0 +00 +o0

lim(f(x).g(x)) LI" | +oosif.g>0| —ocsi f.g<0 | +oosi f.g>0]| —ocosi f.g<0 ]| f.i

Limite du quotient

lim f leR le RY 0 |leR +oo +o0 +o0

limg 'eR* 0 0 +o0 'eR 'eR +o0

lim I(z) L, 400 sii >0 fz 0 +o00 sii >0] —oc sii <0 fz
9(z) ! g g g

g

A 2
-@-Exercme nl

Calculer les limites suivantes :
im /22 im_ /22— i YETE

:L'-lylloo r“+z+l+z+1 :L‘—lg}-loo zé—2r+4+x+1 }:13%1 -
vV 7—3 1 1 1

g Yo lim z(y/4+=~2) A

t-2\/r+2-2 T—0+ & o0+ \T T

Réponse
R R R R R R R R R R R R R R R LR R R R s )
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~ Limites des fonctions trigonométriques
L » “ ~
‘¢*Théoréme
. Sinlz . 1—-cos(x . 1—cos(x 1
e |[lim (z) =1 o hm—():O o |lim 2) =—
z—0 z—0 T z—0 172 2
. sin(ax) . 1—cos(az) ad? . tan(ax)
o |m—*—=a o |lim— == o [lm—~=a
=0 z—0 x2 2 =0 x
\| aveca€e R y
! Cd \
‘¢gPreuve
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- )
o : \
‘¢-Exercice n 2
Calculer les limites suivantes :
lim sin(2z) — 4sin(7x) lim sin(2x) lim cos(z) — 00.82(1-) lim 1—cos(z)
z—0 T 0422 — 9z z—0 i+ a2 -0 tan.2(3a:)
Réponse

.
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. Continuité

(\', . . ’ .
¢*Continuité en un point

On suppose que f est une fonction définie sur un intervalle ouvert I .

On dit que la fonction f est continue en zp de I si et seulement si mlil}.ITlo 7 (:17) = f(:m)

1)
2)

On dit que la fonction f est continue & droite en zg si et seulement si| lim (:C) = i (:v())

:L'—).‘l‘g_
_?F On dit que la fonction f est continue a gauche en x si et seulement si| lim f (:L‘) = A (:130)
— T—Ty
4—) On dit que la fonction f est continue en zp si et seulement si elle est continue & gauche et a
~ droite en zg
. /
Graphiquement
Dir que f est continue en zg signifie que sa courbe repr sentative (%”f) ne pr sente aucun saut au
point A(zo; f(zo0)) Si f n’est pas continue en zo , on dit que f est discontinue en xg
Y y
M M
F) F=4--\" f@) p=f---
fo) p=f==-N\’ .
11 | A
i o) b
arg w arg T
(6} (6’f
ILa fonction f est continue en zg l [La fonction f est discontinue en zg I
Pour tout r el 29 de I, on peut rendre f(z) aussi proche  La courbe ¢y pr sente un saut au point d’abscisse zq.
que l'on veut de f(xg) pourvu que x soit sufisamment Le point A n’est pas proche du point A quand x est
proche de . proche de zg.
(\ Ly b4 N\
‘¢"Exercice n3
fl@)=z—1+Vz?2+x+1 si <0
2 :
Soit f la fonction définie sur IR par : fl@)=2"—x ) si O<z<1
x j—
flz) = — st z>1
@) Vri+3-2
Etudier la continuité de f en 0 .
Etudier la continuité de fen1 .
Réponse
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------ )
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[\', [ [ Pl .
-@-Contlnulte sur un intervalle

On suppose que f est une fonction définie sur un intervalle ouvert 1 .

=]

On dit que la fonction f est continue sur un intervalle ouvert I si elle est continue en tous ses
points .

2—) On dit que la fonction f est continue sur l'intervalle fermé [a,b] si elle est continue sur 1'ouvert
~ ]a,b[, continue & droite en a et & gauche en b .

)| Si f et g sont continues sur le méme intervalle I alors les fonctions f+¢g , f—g et f.g sont
~ continues sur I .

4)| Si f et g sont continues sur le méme intervalle I et si en plus g ne s’annule pas sur I , alors les

1
fonctions : — et I sont continues sur /

Si f est continue et positive sur un intervalle I alors /f est continue sur I

N J
, ¢ Prolongement par continuité

(\ ', » ° e A
‘g*Définition

Soit f une fonction continue en tout point d’un intervalle ouvert I , sauf en un réel g de I .Si f

admet une limite finie [ en zp alors la fonction g définie sur I par : g(z) = f(z) si 2 # zo et

g(zo) =l est continue en zp.

On dit que | f est prolongeable par continuité en zg|et que g est son prolongement par continuité
(| en o J
(\ L b N\
‘¢"Exercice n 4

3 ]
T’ —64

Soit f la fonction définie par : f(x) =

Déterminer le prolongement par continuité de f en 4 .

R P OIS ...
\ ................................................................................................. )
r\ ', - \
‘¢"Exercice n 5

Vvr+3-2

Soit f la fonction définie sur [—3,+oc[\{1} par : f(z) = I;— 1

Montrer que f est prolongeable par continuité en 1 .

RGP OIS .o
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- j
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———— Limites et continuité d’une fonction composée

(-\ !, 4 L] . N\
‘¢-Définition
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur I et J telles que pour tout z €I on a f(z) € J
. La fonction qui & tout réel = de I associe le réel | g(f(x)) est appelée la composée de f par g|. On
la note , onlit : g rond f
Exemple
flx)=42—5 et g(z)=22+1 ,ona go f(z) =g(f(z)) =g(dx —5) = (4 — 5)%2+1 = 1622 — 40z + 26
fog(z)=f(g9(x)) = f(2®+1) =4(2* +1) -5 =42~ 1
9(f()) = 1622 - 400+ 26 # f(g(x)) = 4o — 1
L done go f # fog La composition n’est pas commutative. )
(\ V., » . <
‘o Théoreme
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur I et J telles que pour tout x €I on a f(z) € J
. Soit zp un élément de I . |Si f est continue en zg et si g est continue en f(zg)|alors
L lgof est continue en a:ol )
(\ ', * b <\
‘g Théoréeme
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur I et J telles que pour tout z € I on a f(z) € J
. X z / . /
Si Il_l;g()f(a:) =1 et ng%g(m) =[" alors m]ggo(gof)(x) =
L (z0,1,l') pourront étre finis ou infinis )
(\ ', . ~
‘g"Exercice n 6
1
On considere les fonctions f et g définies par : f(z) = 1 T2 o g(z) =z
—z
Donner l'expression de (go f)(z)
Calculer lim (go f)(z)
, T—1—
REPONSE ...
\ ............................................................................................ j
r‘\ ‘s s N\
‘g-Exercice n 7
La fonction f a pour tableau de variation :
r oo -1 1 3 +oq
fl@)l + || + $ - 4) +
iy 4 grey]
O P
0 =00 0
Donner en utilisant ce tableaugles limites suivantes : . "
. 1 . —z*+zx+1 . r“+x+1 . zé+x+1
A0 e () e (O e SO
2
r“+z—1 3 -2 2
li _— i T — li —_— li —
i) e e LB
REPONSE ...
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- j
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’ 4 . ) \“.
¢_ Limites et ordre
(\ ', 4 s N\
‘¢g"Théoréme
Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert I , sauf peut-étre en un réel zg et / un

réel

On suppose que Ilil)li'lo flx)=1

Si f(x) > 0 pour tout z de I , distinct de zg , alors Il >0
Si f(z) <0 pour tout z de I , distinct de zg , alors I <0
Théoréme de comparaison

SiVz e I'\{z¢},ona f(z)>g(z) et zlggog(a:) =00 alors lim f(z) =+o0
SiVz € I'\{zo},ona f(z) <g(z) et xlil)l}ﬂg(.‘l:) = —o0 alors mh})l}gf(:c) =—00

Théoréme des Gendarmes Si Vze I\ {zp} ,ona:
g9(z) < f(z) < h(z) et si xli_l)gog(m) = mli_}na;oh(a:) =1 alors mli_)rgof(:r:) =1

SiVz e I'\{zo},ona:|f(z)—1| <|g(z)| et xli)ngog(a:) =0 alors xli)na}of(a:) =0

X ( Le résultat du théoréme reste vrai lorsque x tend vers zj , xy ou oo )

bY

. o A
-@’-Exermce n8

Corriger les réponses fausses. [ T
Les fonctions g et i sont données par leurs courbes respectives
(Cq) et (Cpn) .On donne des informations sur la fonction f . S 7—

3 Si f(z) = h(z) sur )0,+oc], alors .’rll)-li-loof(x) =400 /
((

b)| Si f(z) < h(z) sur |0,+oc[, alors lim f(z)= —oco ) A/

=0t

IE Si f(z) > g(x) sur | — o0, 0], alors wll;r_noof(x) =+o0

d)| Sig(z) < f(z) < h(zx) sur | —o0,0], alors Ili)llloof(x) =0 W/\

I(Z) Si f(z) < g(z) sur ]0,+o0], alors zii)r_’l_loof(:v) =—00 /

....................................................................................
-------------------------------------------------------------------------------------------------
.................................................................................................
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Ly . ~
‘¢-Exercice n 9
a_) Déterminer la limite de f(z) = M en +oo
(=] T
b) | Déterminer la limite de f(z) = coz(z)+x en +oo
RGP OMSE ...
\ ................................................................................................. J
(1 - . ™\
‘¢"Exercice n 10
1
Soit la fonction f définie swr IR* par f(z) = z%cos(~)
z
a) | Montrer que pour z# 0 on a : —2% < f(z) < 22
b) | Que peut-on conjecturer sur lil’% flx)?
z—
RO ONSE ...
\ ................................................................................................. )
(\ L 4 N\
‘g-Exercice n 11
1
Soit la fonction f définie sur IR* par f(x) zxsin(2—) +3
x
:)- Montrer que pour z#0 on a : |f(z) —3| < |z|
b) | Déterminer alors 21:15}) f(z)
Réponse
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- )
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—— Continuité sur un intervalle - Image d’un intervalle

LS

(\ ', Id \ ° . L] [ N\
‘¢ Théoréme des valeurs intermédiaires
)
Soit f une fonction définie et sur un intervalle I .Soit a — '
et b deux réels de I telsque a <b . f\(b) _________ ‘
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b)|, I'équation | f(z) =k ’ﬂ\ ’A\ Nv=*k
posséde au moins une solution dans I'intervalle [a,b] \ [|\ [\
L’ quation f(x) =k a au moins une solution dans [a ; b] et, sur [a; b], "} b \’ %
la courbe repr sentative de f coupe la droite d’ quation y =% \j \ / ‘ \ / \ / 2 i
en un point au moins. vV V v VT VILF)
| F (V)| ‘T )

N\ (7

) \
Un corollaire est une conséquence directe et immédiate du théoréme précédent . En général , c’est
\ | une version du théoreme dans un cas particulier .

J
L L] ™\
‘¢*Corollaire
y
Soit f une fonction définie et | continue et strictement monotone | T
( strictement croissante ou bien strictement décroissante
)sur un intervalle [a,b] alors : —1 70 ]
VE € f([a,b]), il existe un unique réel ¢ € [a,b] tel que f(c) =k ph //‘N/
: F : : n ~ c b
Si f(a).f(b) <0 , il existe un unique réel c €|a,b[| tel que
7(©)=0 REAL
N\ J
(L2 . ~
‘¢"Exercice n12
Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = —z+1
Montrer que I’équation f(z) =0 admet au moins une solution « dans | —2,—1].
Donner une valeur approchée de a & 1072 pres .
ROD OIS o
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- j
r\ L s ™\
‘¢-Exercice n13
Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = 3+ z — 1 Montrer que 1'équation f(z) =0 admet une
unique solution a dans ]0,1[. Donner une valeur approchée de a 4 10~2 preés .
RPOMNSE ...
\ ................................................................................................. /
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(-‘@’-Exercice nl4

On donne ci-contre le tableau de variation d’une fonction T | —00 2 +o0

f- +o0 1

Quel est le nombre de solutions de I' quation f(z)=2. f(x) \‘ /‘

(on justifiera le r sultat). -5

RGP ONSE ...
\ ................................................................. ® % e s e s e s e s e s e e e e s e e s e e e oo /

Ggfp’-Images d’intervalles par une fonction strictement monotone )

Dans ce qui suit , a et b sont deux réels et f une fonction définie sur I'intervalle I
f( f est strictement croissante sur / | f est strictement décroissante sur 7
f([a, b)) f([a,0) = [f(a), ()] f([a,b]) =[f(b), f(a)]
7((a,%D 74D = (@), Jim F(a)] 70a,8) =) T 1(z), /(@)
70atD | Je) =] m, f(a), T J@ 7000 =] T f(z), m, 7 ()]
700 7t = 1), /) 708 = /6), Fm, /(@]
faTooh | 7a ool = (@), Im_F@I 7, +ooD) =]_Tm_f (@), /(@)
F0—co.t) | 70—o0.6) =] _Tim_J(z),JG) T0—o0.8) = 7 (®),_Tm_J(2)]
7a+ooD) | 7@, +ooD = Fm_f(@), T 7@ | F(a,+oo) =] _lm_f(z), lim 7(@)]
F0—o0 0D | J0—o0,t0 =] lim_7@), Tom @I | 700000 =) m f(z),_ I _J(o)]
F(R) TR) =]_Tmn_7(2),_Tm_f(2)] FOR) =]_Tim_f(2)),_lim_f(2)]

\§ J
(&Remarque A
| L’image d’un intervalle par une fonction strictement monotone est un intervalle de méme
\ ! nature . )
(1 F N

‘¢-Exercice nl5

Déterminer I'image par f de 'intervalle I dans chacun des cas suivants :

f@)=22-2%, I=]~00,0] f@)=—"r, =1, +o0].

R OIS oo
b L o v 5 i o ¢ ¢ 5 0 1 R 3 0 1§ S 0 M O 0 P 0§ S 3 5 y

Limites et comportement asymptotique

‘pRemarque
Soit M(z,f(z)) un point de la courbe (Cy) d’une fonction f .Si z et f(z) tend vers co , alors on dit
que (C;) admet une branche infinie .
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~ Exercice n 16

Le graphique ci-contre représente la courbe (%) d'une fonction
f définie sur IR .Ayant au voisinage de —oc une banche infinie
parabolique de direction (O,_}") et au voisinage de +oc une banche
infinie parabolique de direction (O,f) . Déterminer :

lim

f(z)

Jm f(z) o lm f(z)

I—— I

et

Réponse

...............................................................
---------------------------------------------------------------

...............................................................

Branche infinie de direction (xx’)
lim f(x lim f(=) =

Si )= foo et
r—+00 Tz—toc g

alors la courbe (%f) admet en oo une
branche parabolique de direction celle

0

de P’axe des abscisses. (O, i)

Branche infinie de direction (yy’)
lim

Sif lim f(z) = tooet /() =zbos
x—o0 r—too g

alors la courbe (%) admet en +oo une
branche parabolique de direction celle
de P’axe des ordonnées. (O, )

Asymptote horizontale

asymptote horizontale| a la

Si Ill)lﬂl:loo f(z) =a|: On dit que la droite d’équation est une
courbe repr sentative Cy.

y y

: a
T I_)_ooﬁ\
° k!
O xr

a \

&0 Prof :Maatallah
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asymptote verticale

Définition
Dans le cas ou la limite en b vaut oo, on dit que :

La droite d’équation est une |asymptote verticale|a la courbe représentative €.
y U}

y ]
. bm b/——_——m

O O

B o e b "
Jim f(z) =+oo Jim f(z) = +oo lim f(z) =—o0 Jim f(z) =—o0

- e ———— ii— == e ——— — —————

C‘@’-Exércice nl7

1
Le graphique représente la courbe (C¢) d'une fonction f . i
La droite (A): y = —2x+4 est une asymptote a (C{) au voisinage de ‘ ’
+00 . les droites d’équations £ =1 et y = —3 sont des asymptotes a _ |
(Cp) '

l

Déterminer I'ensemble de définition de f

Déterminer les limites suivantes :

dim f(z) , lim f(z) , lm f(z) lm f(z),  lim [f(z)+

&
|
2

1
2r—4 li —_
HERRS L ) HERE \\1
RPDONSE ...
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- )
(\ ! s . . ™\
‘g"Asymptote oblique a la courbe
Soit f une fonction définie sw un intervalle I et (%) sa
- =
courbe selon un repére (O i, g ) Si lim f(a:) = o0 /
T—+00 }
T
et llm L):(J,E]R,*et : ; I : ‘ ;
Totoo . -5 -4 -3 — 1 1
mll&loo[f(a:) —az]=beR” . Alors la droite A:y=az+b Cf
est une asymptote oblique & la courbe (C{) au voisinage de oo =21
| L3t
On dit que la droitd A:y =azxr+b| est une asymptote /’« s
oblique a la courbe (C{) de f au voisinage de +00 ssi T 7 | |
Lim [f(z) = (az+b)] =0
| J
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f\l' -
‘¢"Exercice n18

203 +22+1
Soit la foncti définie par =
oit la fonction f définie par f(z) p

- =
orthonormé (O i, g )

et (C{) sa courbe représentative dans un repere

o - f(z) .
Calculer :vgg—loof(x) ’mll)g-loo p :rll}g-loo[f(x) 27]

En déduire une équation de I’asymptote oblique a (C{) au voisinage de +oc

RGP OMSE ... o
\ ------------------------------------------------------------------------------------------------- /
'(\'/ ° . . . N\
‘¢"Branches paraboliques de direction oblique
7 4 } }
Cy
La courbe (C;) admet une branche infinie parabolique de ° | R '
direction celle de la droite d’équation :y = az si et seulement 5T
si: 41
. - fz) ]
lim f(z)=200 , lim =~ =a€lR et 31
r—+00 r—too
: 21 y=ar
lim [f(z)—az]=+o0
T—E00 1
3 4 5 6 7
N _/
~

(\'/ -

‘g-Exercice n19

Soit la fonction f définie par f(r) = /r—2+ 3z et (C{) sa courbe représentative dans un repere
- =

orthonormé (O i, g )

Calculer mll}gloo f(z) , lim M , lim [f(z)—3z]

r—=+oc I T—+0oc

Interpréter graphiquement les résultats obtenus

.................................................................................................
.................................................................................................
.................................................................................................
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. Branches infinies

La droite d’équa-
tion y = a est une
asymptote hori-
zontale & €y au
voisinage de oo .

)

N\

\

[ lim /(x) = o0 }

[ rgrﬂlzloef(x) = ] ( = ' wgrﬂlzlocf(x) =Rt
Y .
s o I [ I e
2 : 1 . J
Y [ lim _f(z)—(az) = b] [ lim_f(z)—(az) = ioo} Y

<l J

[ lim
r—+toc T

La droite d’équation )
y=axr+best
une asymptote

oblique a € au
voisinage de o0 .

%r admet une
branche infinie para-
bolique de direction

la droite d’équa-
tion : y = azx au
voisinage de o0 .

¢ admet une
branche infinie
parabolique de
direction I'axe
des ordonnés au
voisinage de 400 .

%'f admet une

[ La droite d’équation )

branche infinie x =b est une asymp-
parabolique de tote verticale a € .
direction 'axe 1
des abscisses au
voisinage de +oo .

/
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