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CALCUL INTEGRAL

CALCUL INTEGRAL

Le génie est fait de 1 % d’inspiration et de 99 % de transpiration. Il faut encore travailler.

EXERCICE 1
Calculer les intégrales suivantes :
1 17)
1) | = j (—2x2+5x+3)dx
0
1 3 2
2) I:j(x —3x“ +5x — 4)dx 18)
0
2 2
3) |:J‘ Ux —x—2‘+|x|+2)dx 19)
-3
2 ,.3 2
2) | = 4x —3;_( +1dx
J1 5x
1 20)
" 1
5) | = Ox+13 - ———— |
J0 Qx+17%
o1 21)
6) | = de
Jo g-2x*
02
22
7) | = 23')(—+6dx )
J X“ +4x+3
.4 3 2
XY —4xX" +x+2
8) | = dx 23)
J2 x 2
02
1 1
9) I = = - — +Jxdx 24
4 (xz 27% ] )
T
10) 1= |4 (sin 3x +,€0s2x ) dx 25)
J0
o2
11) I = |(|sint|+|cost)dt 26)
J0
&
12) I = |2 cos® sifi®x dx 27)
J0
3 28)
13) | =2 0052 xsin4xdx
J0
T 29)
1= |4 — ax 5
L = cos” x tan“x
3 30)
T
15) 1= I3 S'“ZX dx
0 cos™x 31)
T
16) | = I(ZSin 2X — cosx) dx
0 32)
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T

= ‘[4 tan2x dx
T

4
T
I4 (tant + tan 3t ) dt
0

T
"1 tan x
4 dx

| T cosx
4

€osxsin 3x dx

4 2

(cos'x + 2sin“ x) dx

coszx sin 2x dx

a © nla @ ata o s

2 cos7x dx
J0
T

6 (cos6

x+sin6x)dx

3 2

€0Ss~X sin“x dx

o pla ©

0
NV x +1 dx
<1

0
X+ X +1dx
o1

<0
v 1-2xdx

A

~0 5

(x° - 6x) € — 3 2 dx

J1

1 2x +1

0vx?4x+1

o

dx

|2x—4|(x2 — 4x + 3)dx

3 5

‘—x +x+2‘(—2x+1)dx

-2
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2
€
33) = dx
Je XInx
o€
3y 1= | X g
Jg X
e 2
35 1= | X
Jgq X
o€
%) 1= X 4x
J1 X
o€
In x
37 1= | = dx
b Vx
38) - T sint
- Jo ecost
o2
39) 1= | 2%dx
J1
(Lot tel 2
40) | = 2" X3 Tx4 T “dt
J0
eln 3 5
41) I = (-6e X _e X)dx
JIn 2
1
2 ox
42) 1= J. 7 ax
1 x2
-1 2
43) | = ieX dx
Jo3
-1 3
48) 1= | x2e X dx
J0
n
45) 1= |25sintet®tat
J0
ol 2% X
46) Lo | eseT -5
J0 eX
ol X
a7y 1= A
Jo x +eX
el -X -X
48) 1= |
JO|e " +1 (1+e x)
ol
49) 1= e X —1‘dx
o1
eln 2 er
50) I = 2— dX
Jo eX43
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51)

52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)

64)

65)

66)

67)

CALCUL INTEGRAL

1

_ J'3 sin X dx
o 1-3cosx

T
2 1

= j3 (tant + ——)dt
T tan t

6
1

= 21(2—x)ex dx
2

t ox+3 o
Jo V22X +1

e
= |xInhxdx
J1

e
= -[ x2 Inx dx

o
= In x dx
J1
oe—1

= In (1+ x)dx
J0

e
_ 1+Intdt

- |3 x2 cos3xdx
J0
el

= (x

2 by 4 5)e X dx

0

T

= .E(XZ
J0
ol

= x23x dx
J0

— X +1) cosxdx

T
= eX sinx dx

7T
| = I x eX cosxdx
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EXERCICE 2
1) Démontrer que quel que soit x réel :
2 4 _ 1-cos4x

sin® X —sin~ X
8

T
2) Calculer E (sin2x - sin4x)dx

EXERCICE 3
On donne f (X) = sinx sin2x sin3x.
a)  Linéariser f (x).

(L
b)  Calculer I’intégrale J = J.S f (x) dx
12
EXERCICE 4
On pose :
(L T
| = IZ x2 coszxdx etJ = JZ x2 sinzxdx
0 0
1) Calculer I + J.
2) Calculer I — J. (On utilisera une méthode
d’intégration par parties).
3) En déduire 1 et J.
EXERCICE 5
On considere les intégrales :
T T
| = IZ er coszxdx et J = JZ e2x sinzxdx
0 0
1) Calculer I +J.
2) Soit f la fonction numérique de la variable

réelle x définie par: f (x) = %ezx (cos2x +sin2x) .

a) Calculer f’ (x)
b)  Endéduire | -J.
c)  CalculerletJ.

EXERCICE 6
On considere les intégrales :

T n

I:'[4 d); etI:J‘4 d);
0. cos"x 0 cos'x

1) Calculer 1.

2) Soit la fonction f : [0;%] =1

sin x

cos® x
a)  Démontrer que f est dérivable sur [0; %] et

que pour tout x appartenant a cet

3 2
intervalle : f' (x) = - 5

cos X  €0s” X
b)  Endéduire une relation entre I et J puis
calculer I et J.
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EXERCICE 7
On considere les intégrales :

T
| = js e_2t cosztdt et
0

T
J = j8 e_2t sinztdt
0

1) En intégrant par parties calculer :
T

K = IS e 2t cosotdt puis en déduire 1 - J.
0

2) Calculer | - J. En déduire l'et.J.
EXERCICE 8
Ll &
Soit | = J‘z cosx?x b ;- J‘z sin 2ijx
o A+ 2sinx o 1+ 2sinx
Calculer 1 + J; I puis J.
EXERCICE 9
Soit :
K T
| = J‘Z cos4xdx )= J.Zsind'xdx
0 0
T
et K = _[2 Zsinzxcoszxdx
0
1) Calculer I -Jet 1 +J+ K.
2) Exprimer cos 4x en fonction de cos X et sin X.
En déduire 1 + J -3 Kpuis I, Jet K.
EXERCICE 10
1) On considere les Intégrales :
T 7T
A = [ cos2xcosdxdx et B = [ sin 2x sin 4x dx
T T
Calculer A+ B, A—B puis en déduire A et B.
2) On considere maintenant :
T T
C-= [ cospxcosgx dx etD = [ sin px sin gx dx
T T

ou p et g sont des entiers naturels non nuls. Calculer C
et D.

EXERCICE 11
1) a) Montrer que
sin4 X = § - lcost + 1cos4x
8 2 8

t 4 3
b) Calculer f (t) = I (4sin "x — E)dx
0

¢) Résoudre dans IR* 1’équation f(t)=10

2) Soit les intégrales :
n n

| = j4 sin4x coszxdx J = I4 cos4x sinzxdx
0 0

a) Calculerl+Jetl-J.
b)  Endéduire | et J.
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EXERCICE 12
On considere la fonction f définie par :
f(x) = COoS X —s!n X cur [O;E]
COS X + Sin X 4
1) Soit g I’application de IR dans IR définie par :

g(x) = sin X + cos x

a) Calculer g’ (x)
b)  Montrer que pour tout x réel g (x) peut s’écrire

sous la forme : g (x) = «/—Zcos(x - %)

€)  En déduire les solutions dans IR de I’équation
g(x)=0.

2) Justifier que f est définie sur [0; %] puis

T
calculer la valeur moyenne de fsur [0; Z]

EXERCICE 13
Soit f la fonction définie par : f (x) = 1 + sin 2x
1) Montre que f est périodique de période =.

Etudier f sur I’intervalle [ 0 ; 7 ]. Construire sa courbe
C dans un repére orthonormé (unité 3 cm).
2) Calculer la valeur moyenne de fsur [0 ; = ].
3) Calculer la valeur efficace de fsur[0; n ],
c’est a dire le réel a > 0 tel défini par :

a? =1_[n F (x) 3 dx
T Jo

EXERCICE 14

~ n
sin” X
6 dx n

Soit (I,) lasuite définie par : 1, = J‘
0 cos™x

entier naturel

1) Calculer Iy et I;.

2) a) Montrer que, pour tout entier naturel n et

pour tout réel x de ’intervalle [O; %] ona:

4 1
[ Q—

3 on
b) En déduire que la suite ( I, ) est convergente

et donner sa limite.

EXERCICE 15
On considere la fonction f définie par :
F0) = ——
X~ +5x+6
1) Déterminer le domaine de définition D; de f.
2) Déterminer les nombre réel a et b tels que
a b
Vx e Dg, f(X x+2+x+3
3) En déduire la valeur de ’intégrale :
3
I = I f (X) dx
2
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EXERCICE 16
2
Soit la fonction h définie par : h (x) = X;—X_z
X° + X
1) Déterminer le domaine de définition D, de h.
2) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels que
vV x e Dy, h(x) =a+2+
X X+1
2
3) Calculer | = J-h(x) dx
1
EXERCICE 17
Soit f la fonction définie parf (x) = !
x* — x
1) Déterminer I”ensemble de définition Dy def.
2) Déterminer les nombres réels a, b, c et d tels
que: f(x) = 3+ b =+ Zcx+d
XTox=1 w4 i x+1

3
3) En déduire I’intégrale | = jf (x) dx

2

EXERCICE 18
Soit f la fonction définie par : f (x) = ;2
(X +1)
1) Déterminer les nombres réels a, b et ¢ tels
beX ce®

que: f(X) =a+
eX +1 (ex +l)2

2) Calculer :
1 dx 1 x e%dx
| = —2 et J = —3
0 (X +1) 0 (e +1)
EXERCICE 19
3 2
Soit f la fonction définie par : f (x) = X_13$
- X
1) Déterminer les nombres réels a, b, c et d tels
que: f (x) :alx2 +bx +c+
x -1
1
2) Calculer: | = IZ f(x)dx et
0
1
- .[2 (3x% — 6x +1)In (1 — x) dx
0
EXERCICE 20
Déterminer a et b tels que : S + b
t(t+1) t+1 t+1
. 2t
puis calculer: | = _
1 t(t +1)
2iIn(1+t 2
] = j LG P K=j Intzdt
1 2 1 (1+1)
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EXERCICE 21
1) Déterminer les réels a, b et c tels que :
1 a b c
o Tt
x(x5-1) X x-1 x-1
4
2) Calculer | = I dz—x
2X(x°-1)
4
3) Calculer : J‘%
2(x°-1)
EXERCICE 22

Soit f la fonction numérique définie sur IR par :
f(x)=¢e *In(1+e*). Pourtout nombre réel

ol
strictement positif a, on pose | (o) = I f (x)dx
0

1) Montrer que f est une fonction a valeurs
positives. Quel est le signede I (a ) ?
2) a) Déterminer les nombres a et b tels que pour
X b
tout nombre réel x : =a-+ .En
eX 1 X +1
104
déduire le calcul de j dx
0 1+¢eX
b) Calculer f(x) + f’ (x) puis I (a).
EXERCICE 23
Soit f la fonction définie par : f (x) = In (8" - 1)
1) Calculer f’ (x). En déduire la valeur de

In3 X
I:I € dx
n2 X -1

In3
2) SoitK = I
n2 e¥-1

puis en déduire la valeur de K.
EXERCICE 24
e
Soit nun entier naturel et 1, = j X(In x)n dx.
1

dx. Calculer I = K

1) Calculer Iy et |,.
2) En intégrant par parties, trouver une relation
entre.l, 41 et . puis calculer |5 et 1.
EXERCICE 25
Soit n un entier naturel. On considere la suite ( I,,)

1 X
définiepar: 1, = I dx

01+eX
1) Calculer Io + 15 et 1;. En déduire la valeur de I,
2) Calculer I, et I, en fonction de n. En déduire
les valeurs de I, et Is.
3) Comparer e™ et e"*Y*Jorsque x e [0; 1].
En déduire le sens de variation de ( I, ).
4) Montrer que pour toutx [0 ; 1],

1 1
- <

4 X
Quelle est la limite de la suite (1) ?

1 -
< =; en déduire un encadrement de ( I, )
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EXERCICE 26

n --x

Soit (U ) la suite définie par: U, = J- e 2 dx,
n-1

n étant un entier naturel non nul.

1) Exprimer U, en fonction de n.

2) Montrer que la suite ( U, ) est suite

géométrique dont on précisera la raison et le premier

terme U;.

3) Soit S, la somme des n premiers termes de la
1
n —-=x
suite (U, ). Montrer que S, = I e 2 dx.
0
4) Déterminer la limite de S,
EXERCICE 27

X

l. Soit f la fonction définie par: f (x) = x e* *.
On note ( C ) la.courbe représentative de f
dans un repére orthonormé (unité'4 cm).

1) Etudier les variations de f.
2) Tracer la courbe (C).
3) Soit.a un nombre réel strictement positif,

exprimer en cm? I’aire A (a ) du domaine plan limité
par ( C ), I’axe des abscisses et les droites d’équation
X =0etx=a. Calculer lim A (a)

a—>+ow
1 1
1. Soit n>0,o0npose: I, = I x" et X dx .
0
1) A I’aide d’une intégration par parties, montrer
que: b+ =(n+1)I,—1. Endéduire Iz et I,.
1
2) Onpose: J, = I x" dx
0

a)  Calculer J, en fonction de n.

b)  Montrer que pourtoutx € [0;1]ona:
x"<x"e! *<x"e

¢)  Encadrer I, puis calculer lim I,

N—+0o0
EXERCICE 28
. . e 2 + e
Soit g la fonction définie par : g (X) = .(C)
1-¢*
- >
la courbe de g dans un repére orthonormé (O, i, j).
1) Déterminer le domaine de définition Dg de g
puis calculer les limites de g aux bornes de Dg.
2) Etudier les variations de g puis dresser le
tableau de variation de g. Tracer la courbe (C)
3) Soit a un réel supérieur a In 2. On note par E,

la portion du plan comprise entre la courbe (C) et les
droites d’équations x =In 2, x=oaety=—1.

; 3e7 %
a) Démontrerque g(x) = -1 - —
1+e %
b)  Représenter E,.
¢) Calculer A(a) ’airede E,et  lim A (o).
o—>+©
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EXERCICE 29
2
dx
On pose K = J‘ —_
‘\/_2 ‘\’ X2 _l
1) Soit f la fonction de ] 1 ; + oo[ dans IR définie

par: f (X) = In[x+\/ x2 —1J
Calculer la dérivée de f. En déduire la valeur de K.

2
2) On pose J = I VXZ—ldX
J2

2 2
X< dx
Démontrer que : J = J. —— — K.
Calculer J a I’aide d’une intégration par parties.

EXERCICE 30 (BAC S1 2005 2° GROUPE )

1 dx 1 x2 dx
Onpose: I = —_—, ) = —_
0 v x2 + 2 0y x2 + 2
1
K = J‘ v x‘2 + 2dx
0
1) Soit f la fonction numérique définie par :

f(x) = In( x+Vx2 42 j.Calculerf’(x)

2) En déduire 1.
3) Vérifier que J + 21 = K.

et

4) A I’aide d’une intégration par parties sur

I’intégrale K, montrer que K = J3-1J.

5) En déduire les valeurs de J et K.
EXERCICE 31

Soit n un entier naturel. On considere Pintégrale
. J'l x" dx
N = s
0 Vi x2
1) Soit f et F les fonctions définies par :
;et F(X) = In(x+\/1+x2J
vV1+ x2
a)” Démontrer que Fest une primitive de fsur IR

puis en déduire la valeur de Iy
b)  Calculer ;.

f(x) =

1
2) Onpose J,, = I X
0
a) MontrerqueJ,=1,+1,_,.
b) A ’aide d’une intégration par parties, montrer

que pourtoutn=>2, nl, = J2 - (n=1)1,_».
c) Calculer I et 5.
3) Démontrer que pour toutx € [0; 1Jona:

Xn

0 < ——— < x"". En déduire que la suite ( I,) est
vi1+ x2

une suite convergente, de limite 0.

n-2 1+X2dX n>1
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EXERCICE 32 (BAC S11990)
On considere les intégrales :

L4 n 0
g = fe»d_xet.n: js [CLESL
o COsx 0 COS X
T
1) Calculer ’intégrale J.?’ (sin x )n cos x dx .
0
En déduire I+ »— I, en fonction de n.
2) Calculer 1,. En déduire I3 et Is.
3) Soit f1’application qui X € |:O; g} associe

f(xX)=1In [tan(nggH

a)  Montrer quef est une primitive de la fonction

g definie sur [0; %} par g(x) =

b)  En déduire lp puis I, et 1.
EXERCICE 33
3

e
Calculer | = j L
2 tintIn (Int)

EXERCICE 34 (BAC S1 2002 2° GROUPE )
T

COSX

Soit (1, ) la suite définie par : 1, = IOZ sin"x dx
1) Calculer Iy et I;.
2) Montrer que la suite ( I, ) est décroissante. En
déduire qu’elle converge.
3) Etablir une relation de récurrence liant I, et
I, _, par une intégration par parties pour n > 2. ( On
pourra écrire sin"x = sin x sin” ' x.

4) Montrer que le produit n I, I, _; est constant et
déterminer cette constante.
EXERCICE 35

Ondonnesur[0;+oo[: f(X)=x2(1—e*)
1) Ondonnesur[0;+oo[ : h(x)=x*—f(X).
a)  Calculer h (0) et déterminer lim h (x)
X—>+©
b)  Etudier les variations de h.
c)  Dresser le tableau de variation de h.
2) On désigne par P la courbe de la fonction qui &
x associe x” et par C celle de f dans un repére
> >
orthogonal (O, i, j).Unités: 4 cmsur(x’X),1cm
sur (y’y ). Soit o un nombre réel strictement positif.
a)  Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour
que la fonction H définie sur [ 0 ; + oo[ par:
H (X) = (ax® + b x + ¢ ) e *soit une primitive de h.
(03
b)  Calculer jh (x)dx .
0
c)  Calculer en cm? aire S (o) du domaine limité
par C, P et les droites d’équations x =0 et x = .
d) Déterminer lim S(a)
o—>+
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