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Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases % M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau des devoirs et de 'examen. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,

écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 6 parties : la partie 1 (tronc commun), la partie 2 (1™ Bac) et la partie 3 (2°
Bac PC) donnent chacune un cours complet, des exercices sur 4 niveaux et leurs corrigés; la
partie 4 rassemble les méthodes et astuces de concours ; la partie 5 propose 60 questions
de concours a choix multiples; la partie 6 réunit de grands problémes de synthése. Parcours
conseillé : en tronc commun, partie 1 puis les astuces marquées TC de la partie 4 ; en 1™
Bac, parties 1 et 2 ; en 2¢ Bac PC, tout le livret.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énonce.
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Etude de fonctions

Q Par ot comwmencer ?

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

Ce livret couvre trois années de programme. Pour savoir par ou commencer, passe le ou les
tests de niveau de ta classe : 12 questions courtes sur tout le programme de l'année, a traiter
en 20 minutes sans calculatrice ni cours.

¢

) < Choisis tes tests
Tronc commun : test 1
1" Bac: tests 1 et 2

2 Bac PC: les trois tests

2 - Réponds sur ta feuille
Pour un
Vrai ou faux ? réponds, puis jus-
tifie en une ligne.

Réponses courtes.

Q Test | « Tronc commun

3 . Corrige-toi

Corrigés page 8 : chaque er-
reur te renvoie a une section
du cours.

LGP 20 minutes - sans calculatrice ni cours - 1 point par question - réponses sur ta feuille

o Domaine

Déterminer 'ensemble de
définition de f(x) = "ngz

9 Parité
2

La fonction f(x) = x3 - =

est-elle paire, impaire ou ni
Uune ni lautre ?

e Parité

Vrai ou faux ?

« Il existe une fonction
impaire f, définie sur R, telle
que f(0)=2.»

o Variations

f est strictement
décroissante sur [0, +oo[.

Comparer f(y/5) et f(2)-

e Variations
Vrai ou faux ?

« Si u est croissante sur R,
alors v = 5 - 2u est croissante
sur R. »

o Trindme
Ecrire 2x2 + 8x + 5 sous forme

canonique, puis donner le
minimum de ce trindme.

0 TrinOme

Pour quels réels m 'équation
x2+mx+9=0 na-telle
aucune solution réelle ?

e Homographique

P 3x+1
Ecrire = sous la
ire f(x) 23 Sou

b
. X+2
symétrie de f

formea +

; centre de
?

e Homographique

Vrai ou faux ?

«g(x) = X+3 est croissante
X+2

sur ]-2, +oo[. »

y

Lecture graphique - questions 10 a 12

Ci-contre, la courbe C; d'une fonction f définie sur
[-1,3]. Réponds par simple lecture graphique.

@ Donner le maximum et le minimum de f sur [-1, 3],
et les réels ot ils sont atteints.

X dans[-1,3]?

@ Pour quelles valeurs du réel m 'équation f(x) = m
a-t-elle exactement deux solutions ?

@ Combien de solutions 'équation f(x) = 1 a-t-elle

{ Temps écoulé ? Pose le crayon et corrige-toi page 8.

/12

[MOI’I score:
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Etude de fonctions

e Test 2 « I'° Bac

20 minutes - sans calculatrice ni cours - 1 point par question - réponses sur ta feuille

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

© Limite

. BX2-x+1
Calculer lim ———
X—>-0 1 -2x2

© Limite

Calculer lim X232
x-1+ x2 -1

e Forme indéterminée

2
Calculer Llim X +hx+3
x—-1 x3+1

° Forme indéterminée

e Limite trigonométrique

G Dérivée

courbe de f(x) = l—g’ au point

d’abscisse 2.

Lovx-1-2 Calculer lim XSINX_ Calculer f"(x) pour
Calculer lim X-5 x=0 1 - oS X f(x)=(x*-1){x, x>0,et
l'écrire sous forme d'un seul
quotient.
0 Tangente e Branche infinie 9 Concavité
Equation de la tangente a la Déterminer l'asymptote Vrai ou faux ?

oblique en +o de la courbe

2x* -3
de f(X)=%

« La courbe de f(x) = x* + 6x?
admet au moins un point
d’inflexion. »

Lecture graphique - questions 10 a 12

Y |
8 I
6 ! . . PP
! Ci-contre, la courbe Cf d'une fonction f définie sur
4 E R\ {2}, ses deux asymptotes (en pointillés) et ses deux
: tangentes horizontales (en vert). Quadrillage : une
2 A unité en abscisse, deux unités en ordonnée.
0 e i @ Lire les équations des deux asymptotes de C;.
-’ I X .
o | 0 Lire f(4) et f'(4).
-2 /’ :
. : @ sur quelintervalle la courbe C; est-elle convexe ?
A !
P ;
2 0 2 4 6
g
Brouillon

Temps écoulé ? Pose le crayon et corrige-toi page 8.

/12

[ Mon score :
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Etude de fonctions

° Test 3 - 2° Bac PC

pAN:ETd8) 20 minutes - sans calculatrice ni cours - 1 point par question - réponses sur ta feuille

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

o Continuité - TVI
Montrer que x°+2x-1=0 a

une unique solution a dans R.

A-t-on a < % ?

e Continuité - TVI
Vrai ou faux ?

« Si f est continue sur [0, 2],
avec f(0) =1 et f(2) = 3, alors
f ne s'annule pas sur [0,2]. »

e Réciproque

f(x) = 2x + ln x réalise une
bijection de ]0, +oo[ sur R.
Caleuler (f77) (2).

o Logarithme

Résoudre dans R l'inéquation
In(5 - 2x) < 0.

e Logarithme

Calculer f'(x) pour

f(x) = xInx - 2x, puis donner
le minimum de f sur ]0, +oo.

G Exponentielle

Résoudre dans R l'équation
e - 4e* -5=0.

o Exponentielle
f(x)=e*? -3 est une
bijection de R sur ]-3, +ool.
Exprimer f71(x).

e Croissances comparées
Calculer lim (x-3Inx).
X

—>+00

0 Croissances comparées

3
Calculer lim X :1.

X—>+00 e

Suite récurrente - questions 10 a 12

~

On pose u, = 1et, pourtoutn € N,u, , =2,/u . Lafigure
4 montre la courbe de x = 2,/x, la droite d’équation y = x
y=2/x et la construction des premiers termes.
3
5 @ Calculer u, et u, (valeurs exactes).
2 : @) Quel est le sens de variation de (u,) ? Justifier par
: le signe de 2\/x - x sur [1, 4[.
1 @ vraioufaux? « Comme u, < 4 pour tout n, la limite
de (u,) est strictement inférieure a 4. »
0 Up “=1 :2 ”'3 X
Brouillon

Temps écoulé ? Pose le crayon et corrige-toi page 9.

/12

[MOI’I score:

Maths Olympiad



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

© Corrigés des tests

Test 1- Tronc commun

0 Df=[—2,3[u]3,+oo[:x+220etx2 £9;-3 o -6 <m < 6: aucune solution

est déja exclu. < A=m?-36<0.
© impaire : D, = R* et f(-x) = -7 + 2 = -f(x). ©Orx=3- = ; centre O(-2,3)
e Faux: f(0) = f(-0) = -f(0), donc f(0) = 0. 0 Faux: g(x)=1+ X1—2 est décroissante sur
]_21+°°['
O 7(/5)> f(2): (%)2 = % > 5, donc /5 < 3, @ max.3(en0et3); min. -1 (en -1 et 2)
6 Faux : multiplier par -2 renverse l'ordre : v 0 3 solutions : la droite y = 1 coupe Cs trois
est décroissante. fois.
© 2(x +2)* - 3; minimum -3 en x = -2 @ m=-10um=3:pour-1<m<3,ilyatrois
solutions.

Baréme : 1 point par question, total sur 12 ; % point si une seule des deux valeurs demandées est

juste ; un « Vrai ou faux ? » non justifié vaut 0. 10a12: acquis |62 9: fragile | 03 5: a reprendre

Si tu as raté la question k — relis la partie ), section :

Q1 - « Notion de fonction » Q6,07 -» « Letrindme ax® + bx + ¢ »
Q2,03 - « Parité et symétries » 08,09 - « Fonctions homographiques »
Q4, Q5,010 —» « Variations et extremums » Q11,Q12 —» « Résolutions graphiques »

Test 2 - 1" Bac

o -3: quotient des termes de plus haut degré. 0 y=-bx+12: f(2) = 4, f'(x) = -2, f'(2) = -4.

x3!

© -« : numérateur - -2, dénominateur - 0*. @ y=2x-5: f(x)=2x-5+ 2= et = - 0.

(3] % : on simplifie par x + 1 : XZX_*SH - % © Faux: f(x) = 12x2 + 12 > 0 : courbe convexe
sur R.
1. s 1 1 ) B
(4]  + avec le conjugué, =— - . @ x=2ety-=x
e F: % x 1_::SX - 1x2, @ f(4)=6et f'(4) = 0: latangente en (4,6) est
horizontale.
, 258 2_ ~ o« . 173
Orw- % D 2xyX + % au méme @ 12, +o0[ s ici f(x) = x+ ﬁ et f"(x) = (X_82)3.

dénominateur.

Baréme : 1 point par question, total sur 12 ; % point si une seule des deux valeurs demandées est

juste ; un « Vrai ou faux ? » non justifié vaut 0. 10a12: acquis [ 6a9: fragile | 03 5: a reprendre

Si tu as raté la question k — relis la partie 2, section :

01,02 » « Limites: définitions, opérations» Q7,Q11 - « Nombre dérivé et tangente »
Q3,04 —» « Les formes indéterminées » 08, Q10 —» « Branches infinies »

Q5 » « Limites : trigo, comparaison » Q9, Q12 » « Concavité et points d’inflexion »
Q6 — « Fonction dérivée et opérations »

Maths Olympiad o



Etude de fonctions

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

@oui:0<a<l:f(x)=5x"+250,f(0)=-1,
f(3) = %-

© Faux: f(x) = (2x - 1)(x-1); f(0) = 1, f(2) = 3
maisf(%)=0.

O l:f)=2et(f") (2= ﬁ =1

°5=[2,§[: In(5-2x)<0 < 0<5-2x<1.

e f'(x)=Inx-1; minimum f(e) = -e

O s-{n5}:(e*-5)(e*+1)=0ete+1>0.

@ r'(x)=2In(x+3), x>-3
© oo x(1-3X) et X 5 0,

QO:X—3—>Oetl—>O.
ex ex
@u1 =2etu2=2\/§
@ croissante: 2\/x - x = /x(2 - /x) > 0 sur [1, 4[.

@ Faux: £=2/tet?>1donnent?=4:3ala

limite, « < » devient « < ».

Baréme : 1 point par question, total sur 12 ; % point si une seule des deux valeurs demandées est

juste ; un « Vrai ou faux ? » non justifié vaut 0. 639: fragile | 03 5: i reprendre

Si tu as raté la question k — relis la partie 3, section :

01,02 » « Continuité et TVI » 06 — « L'exponentielle »

03, 07 » « Réciproque et racine n-ieme» 08,09 —» « Croissances comparées »
04,05 - « Le logarithme népérien » 0103012 - «Suitesu,, = f(u,)»

Ton point de départ

( )

Test 1: moins de 6/12 ?

\ J

Commence par la partie 1: tout le cours, puis les
exercices de niveau 1 et 2. Refais le test 1 une se-
maine plus tard.

non

e N

Test 2: moins de 6/12 ?

\. J

Commence par la partie 2, aprés avoir relu les sec-
tions signalées par le test 1.

non
( )
. Commence par la partie 3, aprés avoir relu les sec-
Test 3: moins de 6/12 ? . . p p P
tions signalées par les tests 1 et 2.
|\ J
non Les bases sont solides : relis les sections signalées,
puis attaque les exercices de niveau 3 et 4 et les

parties 4,5 et 6. 10/12 ou plus aux trois tests :
niveau concours !

Selon ta classe : en tronc commun, arréte-toi au test 1: moins de 6/12, partie 1 depuis le début;
sinon, exercices de la partie 1 et fiches de la partie 4 marquées « TC ». En 1" Bac, passe les tests 1 et
2 et suis les deux premiéres fleches. En 2° Bac PC, passe les trois tests.

Pour t'entrainer ensuite : les fiches de la partie 4 prolongent les tests (« Domaine de définition
express », « Formes indéterminées : réflexes », « Asymptote oblique express », « Réciproque sans
calcul », « Croissances comparées en pratique », « Suites u, , = f(u,) »).

Maths Olympiad



Partie | - Les bases

Tronc commun : généralités, fonctions de référence et lectures graphiques

€ Notion de fonction

B Deéfinition : fonction, image, antécédent, courbe

Soit D une partie de R. Une fonction f définie sur
D associe a chaque réel x de D un unique réel f(x);
onnote f : D - R, x » f(x).

* D = D, est l'ensemble de définition de f;

* f(x) est l'image de x ; si f(a) = b, le réel a est un
antécédent de b ;

- la courbe Cf est l'ensemble des points f(x) = % : limage de 2 est 1;
M(X}{())()), = Df : M(x,y) € cf — xe Df et le réel 2 a deux antécédents, -1 et 1
y = f(x).

A

Retenir. Un réel a au plus une image, mais il peut avoir zéro, un ou plusieurs antécédents. Lecture
graphique : U'image de a est l'ordonnée du point de Cs d’abscisse a ; les antécédents de b sont
les abscisses des points communs a C;et a la droite horizontale y = b.

Exemple : lire, puis calculer : f(x) = -2 sur R

Images: f(0) =3, f(+1) =2, f(¥2) =1, f(4) = 1. Antécédentsdeb: si b < 0, aucun

(f(x)>0);sib>0, = =b < x*=2-2. Sib>3:aucunantécédent (2-2<0); sib=3:

unseul, 0; si0< b < 3: deux, :1/% -2 (pour b = 1: £2). Bilan: f prend toutes les valeurs
de ]0, 3] et seulement elles ; la courbe reste dans la bande 0 <y < 3.

d Méthode : trouver lensemble de définition

On exclut les réels qui annulent un dénominateur ou rendent strictement négatif un nombre

sous un radical : %existe & B#0; JAexiste & A>0; \;‘;Eexiste > B>0.

C i) = 2L X2+ 2x-15 = (x+5)(x - 3): Dy =R\{-53}] f,(x) = 4b-x+1:

X

4L-x20etx=z0: sz = ]-00,0[U]0, 4] |

* f3(x) = Xz":):” : le discriminant de x? + x + 1 vaut -3 < 0 (section 5), il ne s'annule jamais :
DJr =R\
3

Maths Olympiad @



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

Egalité de deux fonctions

f=9g = D;=D, et f(x) = g(x) pour tout x de ce domaine commun.
Le domaine fait partie de la fonction !

3, _ x(x+1)
X241~ X241

= x pour tout réel x (x? + 1 > 0) : cette fonction est la fonction x ~ x.

« u(x) = % et v(x) = x +3: égales pour x # 3, mais D, =R\ {3}# R=D,: u#v;lacourbedeu
est la droite y = x + 3 privée du point (3, 6).

) , 2
- x = \/x2 et x = |x| sont égales ; mais (yx)" = x seulement pour x 2 0.

© Parité et symétries

B Définition : fonction paire, impaire, et ce que 'on voit (repére orthogonal)

On suppose D, symétrique par rapport a 0 (si x € Dy, alors -x € D).
« f est paire si f(-x) = f(x) pour tout x € D; < (jest symeétrique par rapport a 'axe
(Oy).
« f est impaire si f(-x) = -f(x) pour tout x € D, & C(sest symeétrique par rapport a
lorigine O.

A

Démonstration. Le symétrique de M(x,y) par rapport a (Oy) est M’'(-x, y), par rapport a O c'est
M"(-x,-y). Si f est paire, pour M(x, f(x)) € C;, le point M'( - x, f(x)) = ( - x, f(-x)) est encore sur
C; ; si f estimpaire, M"( - x,-f(x)) = ( - x, f(-x)) aussi. Conséquence: si f est impaire et 0 € D,

alors f(0) = -f(0), donc .
B Méthode : étudier la parité

1. D, est-il symétrique ? (sinon: ni paire ni impaire, c’est fini). 2. Calculer f(-x), le comparer
a f(x) eta -f(x). 3. Pour prouver que f n’est pas paire, un seul contre-exemple suffit.

» f(x) = =% (section 1) : f(-x) = f(x), paire. ~ g(x) = 2% : g(-x) = 5%

(figure de droite).
« R(x) = 2x3+1: R(1) = 3, R(-1) = =1 : ni R(-1) = R(1), ni R(-1) = -k(1) : ni paire ni impaire.

#(x) = 5 : -2 € D, mais 2 ¢ D, : ni l'un ni l'autre, sans calcul.

= -g(x), impaire

Axe et centre de symétrie (Df symétrique par rapport a a)

+ La droite x = a est un axe de symétrie de ¢ = f(a+h) = f(a- h) pour tout h tel que

a+heDf.

+ Le point Q(a, b) est un centre de symétrie de C; < f(a+h)+f(a-h)=2bpourtouth
telquea+h e Dy.

Avecx =a+h: f(2a-x) = f(x) (axe) et f(2a- x)+ f(x) = 2b (centre).

A

Démonstration. M(a + h, f(a + h)) et N(a - h, f(a - h)) ont pour milieu I(a, w) Si f(a+h) =
f(a- h), [MN] est horizontal, de milieu sur la droite x = a: N est le symétrique de M par rapport a
cette droite. Si f(a+ h)+ f(a-h) =2b, alors | = Q.

Maths Olympiad a



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

ch(x) = 52— : x> -4x+6=(x-2%+250,

X2-4x+6
donc D, = R et h(2+t) = 5> = h(2-1t): axe
x = 2 (figure de gauche). Cest la courbe de la
section 1 déplacée de deux unités vers la droite

(section 7).

s(x) = [x+2| +|x-4]: s(2-x) = |&4-x]|+
[-2-x| =s(x):axex =1. d(x) = [x+2|-|x-4]|:
d(2 - x) = -d(x) : centre (1,0) (figure en section !
4).

- _Ax . . 2 : 2

. g(x)’- gk centreO; M(%, 5) etM (—3,-5) sont

symetriques par rapport a O.

agauche: axe x=2; adroite: y = X‘z*—fg, centre O

Q Variations et extremums

Définition : sens de variation sur un intervalle | c D]c

f est strictement croissante sur I si, pour tous a, bde I : a < b = f(a) < f(b) (elle conserve
l'ordre) ; strictement décroissante si a < b = f(a) > f(b) (elle renverse l'ordre). Avec des
inégalités larges : croissante, décroissante. Monotone : I'un ou l'autre.

A

9 Le taux de variation

Pouraz#bdans!: |T(a,b)=

f(b) - f(a)
b-a

f est strictement croissante sur | <= T(a,b) > 0 pour tous a # b de | ; strictement

décroissante < T(a,b) < 0.

, pente de la corde joignant A(a, f(a)) et B(b, f(b)).

Démonstration. T(a,b) > 0 signifie que f(b) - f(a) et b - a ont le méme signe : si a < b, alors
f(a) < f(b). Méthode: on calcule f(b) - f(a), on met (b - a) en facteur, puis on cherche le signe
de T(a,b) quand a et b sont tous deux dans l'intervalle étudié (encadrements), et 'on résume
dans un tableau de variations.

Exemple: g(x) = X‘Z'—fg sur R (la fonction impaire de la section 2)

Le taux. Comme 4b (a2 +9) - 4a(b? + 9) = 4ab(a - b) + 36(b - a) = 4(b - a)(9 - ab) :

4b 4ta _ 4(b-a)9-ab) -

d’ou T(a,b) = 40 - ab)

(a2 +9)(b2 +9)’

9b)-9(@) = 552, 9 " (a2 +9) (b2 +9)’

du signe de 9 - ab.
Sur [0,3]: si a # b sont dans [0, 3], U'un est < 3,

donc 0O < ab <9etT > 0: g est strictement
croissante. Sur [3,+co[: a # b sont 2 3, donc 0

ab > 9 et T < 0: strictement décroissante. l

Par symétrie : g est impaire, elle a les mémes g(x) \ /0/ \
variations sur deux intervalles symétriques : si -2

-3 <a<bz<0,alors0 < -b < -a < 3, donc
g(-b) < g(-a), soit g(a) < g(b).
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Définition : maximum, minimum

M est le maximum de f sur I s'il est atteint (M = f(a), a € I) et si f(x) < M pour tout x € I.
Minimum : de méme avec f(x) 2 m. Extremum : maximum ou minimum.

Prouver un extremum sans tableau : on étudie le signe de M - f(x), en faisant apparaitre un carré.

Pour g :

2(x2+9)-12x  2(x - 3)2
3(x2+9) 3(x2+9)

2
g-g(X)=

2
2 2(x+3) N

et g(X)+3—m_ °

Donc —% <g(x) < % pour tout réel x : le maximum de g sur R est g(3) = % (seul cas d’égalité), le

minimum est g(-3) = -2.

Remarque. Si f et g sont croissantes sur I, f + g l'est aussi; f +c a les variations de f; Rf
a les variations de f si k > 0, les variations contraires si k < 0. Rien de tel, en général, pour

fxgouf-g.

° Affines et valeur absolue

B Fonctions affines f(x) = ax +b

T(u,v) = M = a: la courbe est la droite de co-
efficient directeur a, d’'ordonnée a l'origine b. a>0: X |- -% +00
strictement croissante ; a < 0 : strictement décrois- ax+b | signede-a Q signedea
sante; a=0: constante. Sia#0, ax+b s’annule en
-2 et a le signe de a & droite de -2.

 étnicon: alewr abolue disance
IX| = xsix20, x| =-xsix<0; Ix| 20, [-x|=Ixl, Vx2 = |xI, Ixyl = Ix|lyl,
|x+yl < |x|+]yl
Sur une droite graduée, est la distance entre les points d’abscisses x et a. Pour
rz20: |x-a|l=r & x=aztr; |x-a|sr & a-r<xs<sa+r; |x-a|>r & x<a-r
oux>a-+tr.

Exemple : raisonner avec des distances

« |x-3]<2:ladistancede xa3estauplus2: |xe[1,5].

c |2x+1] >3 <= 2|x—(—%)|>3 < ladistance de x a -1 dépasse 2: [x<-20ux>1]

« |x-1] =|x+3]|: x est a égale distance de 1 et de -3, c'est le milieu: |x =-1|

Méthode : fonctions affines par morceaux

X - |x - a| vaut -x + a sur ]-oo,a] et x - a sur [a,+oo[ : un « V » de sommet (a,0). Avec
plusieurs valeurs absolues, on fait un tableau : on repére ou chacune change d’expression,
puis on écrit la fonction sans valeur absolue sur chaque intervalle.
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Exemple: s(x) = |[x+2| + |x-4| etd(x) = |x+2| - |x-4]|.

X X<s-2 |-2<x<s4| x24
y 1x=1 s
[ x+2] | -x-2 X+2 X+2 \ . /
Ix-4| | -x+4 | -x+4 | x-4 — ’
s(x) | -2x+2 6 2x -2 '
dix) | -6 2X -2 6 |
Lecture « distances » : avec A(-2), B(4), M(x) sur la droite =2 / A x
graduée, s(x) = MA + MB > AB = 6, avec égalité si et
seulement si M € [AB] : le minimum de s est 6, atteint !
en tout point de [-2,4]. Et |d(x)| = |[MA - MB| < AB : 61

-6 <d(x)<6. s:axe x =1, paliery =6;

Résoudre: s(x) = 10 < -2x+2 = 10 (x < -2) ou d : centre (1,0), paliers y = +6
_ . . _ _5.
2x-2=10(x24): |xe{-4,6}|; dx)=3 <= X=3;
dix)20 < x=1.
. A 2
© Le trinome ax +bx +c
B La fonction x ~ ax? (a # 0)
Elle est définie sur R, paire, et T(u, V) = % =a(u +v),

dusignedeasiu,v>0. a>0: strictement décroissante y 22y 3%
sur ]-oo, 0], strictement croissante sur [0, +co[, minimum
0; a<0: lecontraire, maximum 0. Courbe : parabole
de sommet O, d’axe (Oy), tournée vers le hautsia>0;
d’'autant plus « fermée » que |a| est grand.

A

B Forme canonique (a # 0, A = b? - 4ac)

ax’+bx+c=a(x-a)*+pB e

_.b - fla)= - A
avec a = a et B=f(a)= o

A

2 2 2 2
5 g 2 _ 2. b _ b\ _ b° _ b \* _ b°-4ac
Demonstration. ax +bx+c-a(x + ax)+c-a[(x+ 20) 22 +c-a(x+ 20) -
Conséquences. La courbe de f(x) = ax? + bx + ¢ est la parabole y = ax? translatée du vecteur
i(a, B) (section 7) : sommet S(a, B), axe x = a. Si a > 0, f décroit sur ]-oo, a], croit sur [a, +oo[ et B

est son minimum ; si a < 0, c’est le contraire et B est son maximum,

B Racines, factorisation, signe

—b—\/z
2

. raci - _ b/, 2 _ : N
* A>0:racines x; = == et x, = —>=; ax +bx +c =a(x - x;)(x - x,), du signede a a

U'extérieur des racines, du signe contraire entre elles.

« A=0:racine double a; ax?+bx+c = a(x - a)’. A< 0: aucune racine ; le trinome a
toujours le signe de a.
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Démonstration. ax’>+bx+c = a [(x -a) - %] SiA<0,lecrochetest>0;siA=0,cest(x-a);si

VA

2[al’
Enfin x, + X, =2a et x,x, = a® - 6% = .
a

A>0,avecd =

Exemple: f(x) = 2x? + 4x -6

Forme canonique : f(x) = 2(x? +2x)-6 = 2[(x + 1) - 1] -
6=[2(x+1)>-8|: sommetS(-1,-8),axex =-1;a=2>0:
f decroit sur J-o0, -1], croit sur [-1, +oo[, minimum -8.
Racines: A = 16 + 48 = 64, x = =2 : 3 et 1; f(x) =
2(x+3)(x-1) (contrdle : somme -2 = -2, produit -3 = 2).
Signe: f(x) <0 < xe€]-3,1[; f(x)>0 < x<-3
ou x > 1. Et f(0) = f(-2) = -6 : points symétriques par
rapport a l'axe.

Exemple : trois réflexes

c'est (x-a-98)(x-a+8), positif a U'extérieur de [a -6, a + 6], négatif a 'intérieur.

x=-1
y

\

-6

S

rouge: f<O0;vert: f>0

«3x2-5x-2<0: A = 49, racines 2, soit 2 et —% :a > 0: négatif entre les racines :

6

s=[-3.2|}

« -x>+3x-4:A=-7<0eta < 0: strictement négatif pour tout x ; forme canonique

2
3 7. : 7
(x 2) 4 - maximum -2

- Bicarrée x*-5x?-36=0:avecX = x220,X?-5X-36=(X-9)(X+4)=0; X = -4 est exclu,

doncx?=9: .

@ Fonctions homographigues

La fonction x — % (a #0)

ﬂ

Définie sur R* = ]-o0,0[U]0, +oo[, impaire ; T(u,v) =

a_a

ﬁ = —ﬁ, et uv > 0 si u, v sont dans le méme inter-
valle. a > 0: strictement décroissante sur J-oo,0[ et
sur J0, +oo[ ; a < 0 : strictement croissante sur chacun
d’eux. Courbe : hyperbole de centre O, qui s'approche
des axes sans les toucher : graphiquement, (Ox) et (Oy)
sont ses asymptotes.

Piége: % n’est pas décroissante sur R*: -1 < 1 et _1—1 < }
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"’“b ,avecc #0etad - bc#0

Fonction homographique f(x) =

=R\ {-—} et il existe des réels a, B, k # 0 tels que, pour tout x € D,

avec B=--, a=-, k=bc_ad.
c c c2

f(x) =

X_

La courbe est I'hyperbole y = % translatée du vecteur i(B, a) : centre de symétrie Q(f, a),
asymptotes (graphiques) x = B et y = a. Sur ]-oo, B[ et sur ]B, +oo[, f est strictement décrois-
sante si kR > 0, strictement croissante si k < 0.

A

(bc ad)/c bc ad

Démonstration. ax+b = —(cx+d) b—— d’'ol f(x) =4 , avec k = # 0. La translation

et les variations viennent des sections 7 et 3 (aJouter une constante ne change pas les variations).

Siad-bc =0, f est constante : g 32‘ = 3((;(_'22)) = —% pour x # 2 (une droite privée d'un point, pas une

hyperbole).

3x-1
X+1

Exemple: f(x) =

D, = R\ {-1}et3x-1 = 3(x +1) - 4, donc

f
4
f)=3- =1 Ly
+ Centre Q(-1, 3), asymptotes x = -1 et y = 3. Con-
trole: f(-2-x)+f(x) =3- 2= +3- - =6=2x3. |
- kR = -4 < 0: f est strictement croissante sur - -_______ PO R Sl
Q,
]-o0, -1[ et sur ]-1, +oo[. ! //"—
- 3 n'a aucun antécédent (ﬁ # 0): la courbe ne (1 3 X
coupe jamais la droite y = 3. X=-11 /
- Points : (-5,4), (-3,5), (-2,7), (0,-1), (3,0), (1,1),
(Bh2):

Q Translater une courbe

B Translations, symétries, valeurs absolues

« Sig(x) = f(x-a)+b, la courbe C, est limage de C; par la translation de vecteur i(a, b) ;
on obtient D, en ajoutant a aux éléements de Dy.

« y = -f(x) : symétrique de C; par rapport a(0x); vy = f(-x): symétrique par rapport a
(Oy).

= |f(x)| : on garde ce qui est au-dessus de (Ox) et 'on retourne (symétrie d’axe (Ox))
ce qui est au-dessous. y = f(|x]) (Djr symétrique) : fonction paire ; on garde la partie
ol x 2 0 et on la compléte par symétrie d’axe (Oy).

Démonstration. M(x,y) € G = y= f(x) & y+b= f((x +0)- a) +b &< M'(x+a,y+b)e Cyr
et M’ est 'image de M par la translation de vecteur ii(a,b). De méme, M(x,y) = M'(x,-y) et
M(x,y) » M’'(-x,y) pour les deux symétries.
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Piege : f(x - 3) décale la courbe de 3 unités vers la droite, f(x + 3) vers la gauche, et f(x) + 3 la
monte de 3.

Exemple : reconnaitre une translation, lire un nombre de solutions

2
cy=x2-5x+4= (x - %) - 2: la parabole y = x translatée du vecteur U(%,—%) ; sommet
(g, —%) (figure de gauche).
e y==%X=-1-2 (car-x=-(x-2)-2): lhyperbole y = -2 translatée du vecteur ii(2,-1);
X-2 X-2 X

« y=x2-5|x| +4est f(|x]) pour f(x) = x? -5x+4 = (x - 1)(x - &) : racines £1, +4, minimums
—% en i%, et f(0) = 4 (figure de droite). En faisant glisser la droite y = m, on lit le nombre
de solutions de x? - 5|x| +4=m: Osim<—%; 25im=—%; 4si—%<m<4; 3sim=4;
2sim> 4,

s y = |x*-5x+4] y=x*-5|x| +4

© Résolutions graphigues

B Lire des equations et des inéquations

+ Les solutions de f(x) = g(x) sont les abscisses des points communs a CretCy; celles de
f(x) < g(x), les abscisses des points de Cs strictement au-dessous de C g

« Pour f(x) = kR ou f(x) < kR, on compare C; a la droite y = k ; le nombre de solutions
de f(x) = m est le nombre de points communs a C; et a la droite y = m, que l'on fait
« glisser ».

- Position relative : C; est au-dessus de C, la ou f(x) - g(x) > 0: on étudie le signe de la
différence.

A

Exemple : nombre de solutions de = m (sections 2 et 3)

X
X2+9

La courbe et le tableau de variations de g donnent : aucune solution si [m]| > % ; une si
m = :% (en £3) ; deux si 0 < |m| < % ;une sim = 0. Controle par le calcul : pour m = 0,
'équation s’écrit mx? - 4x + 9m = 0, de discriminant 16 - 36m?, positif si et seulement si
Im| < % ; le produit des racines vaut 9 > 0 et leur somme % : elles ont le signe de m, comme
sur la courbe.
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Exemple : f(x) = 2 et g(x) = x +2

Lecture : deux points communs, A(-3,-1) et B(1, 3).
Calcul: pour x # 0, % =x+2 & x2+2x-3:=0 <
x € {-3, 1} (racine évidente 1, produit -3) .

Position: f(x)-g(x) = 3-x-2x = “Ox- 1)+ 3).

X X
X -0 -3 0 1 +00
-(x-1)(x+3) - 0 + | + 0 -
X - | -0+ | +
f(x) - g(x) + 0 -] +0 -

Donc % < X+2 &= ’x € [—3,0[u[1,+oo[‘ (en vert sur
la figure) ; c’est la que 'hyperbole est sous la droite.

Avec ladroitey =1: 2<1 < x<0oux23.

© Lles piéges classigues

Faux Vrai
X2 =X x2 = |x]| : (-5)2 =5, et non -5.

X229 < x323

x>29 & |x|23 & xs-3oux23.

< - &= x>2

X |=

1
2

on ne multiplie pas par x de signe inconnu :

%<% < x<0oux->2.

a<b = a?<b?

vrai seulementsiO<a<b: -4 <1 mais (-4)* > 1%

-2X<b & x<-3

diviser par -2 renverse l'inégalité : x > -3.

x2=5x < x=5

on ne divise pas par x (peut-étre nul) :
x(x-5)=0 < xe€{0,5}.

la+b| =|al +|b]

la+b|<al+|b| : |3+(-5)|=2<8.

« f(-2) = f(2), donc f est paire »

il faut f(-x) = f(x) pour tout x : x> + x? - 4x vaut 4 en
+2, mais-2en1et4en-1.

« f(x) < 1 pour tout x, donc 1 est
le maximum »

X2

un maximum est atteint : ——

pas de maximum.

< 1 pour tout x, et n'a

«A<0: letrinome est négatif »

ilalesignedea: x?>+x+1>0 pour tout x.

b

« le sommet est en x = = »

b

enx=-o-: x2 - 4x +7 asonsommet en x = 2.

«y = f(x+3): décalage de 3 vers
la droite »

vers la gauche : translation de vecteur (-3, 0).
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@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : limage d'un
trindme

Regarder si le sommet est dans
Uintervalle !
f(x)=2x>-4x+5=2(x-1)?+3sur[0,3]:
le sommet 1 est dedans, le minimum est
f(1) = 3 ; le maximum est la plus grande
des valeurs aux bornes, f(0) =5 et
f(3)=11: | f(10,3])) = [3,11]} et non
[5,11].

¥ Astuce de concours : l'image d'une
homographie

On encadre pas a pas avec la forme
réduite. f(x)= 22 =3+ Z sur[1,+oo[ :
X+ 1 22,donc0<%s1.et 3<f(x)<s4l;
la valeur 4 = f(1) est atteinte, la valeur 3
jamais.

Y Astuce de concours : l'image par le discriminant

y est une valeur prise par f < l'équation f(x) = y, d'inconnue x, a une solution. Pour
f(x)=XL: f(x)=y < yx?-x+8y+1=0.Siy=0,x=1convient;siy # 0, il faut

Xx2+8

A=1-4y(8y+1)20,so0it 32y + 4y - 1< 0, de racines § et -1 : |- < f(x) s

et f(-2) = - (racine double x = ;—y).

¥ Astuce de concours : encadrer par
la forme canonigue

Somme fixée, produit maximal quand les
facteurs sont égaux :

2
X(10-x) = 25 - (x - 5)% < 25 ; et xy < (%)

2
car la différence vaut (%) >0.Un
rectangle de périmeétre 40 a une aire au
plus 100 (le carré).

Yr Astuce de concours : signe d'un quo-
tient, racines évidentes

g)’(‘—:s a le signe de (ax + b)(cx +d):

%20 = %sx<3. Sia+b+c=0,
les racines de ax? + bx + ¢ sont 1 et 5 (si
a-b+c=0:-1et-£):7x*-3x-4apour

racines 1 et —;.

Maths Olympiad

, avec f(4) = 3

¥ Astuce de concours : symétries : la
moitié du travail

Paire : étude sur [0, +oo[, variations
contraires a gauche. Impaire : mémes
variations a gauche. Axe x = a, centre
Q(a, b) : étude sur [a, +oo[, puis symétrie.
Un trindOme a toujours un axe, une
homographie un centre.

% Astuce de concours : le sens d'une
homographie

Pour %, le signe de ad - bc suffit: >0:

croissante sur chaque intervalle ;< 0:

décroissante ; = 0 : constante (car

R=bead) 31341 -(-1)x1=4>0:
G x+1

croissante .
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@ Exercices de la partie |

Le plan est muni d'un repére orthonormé. Programme du tronc commun : ni limites, ni dérivées. Les figures
se lisent sur le quadrillage (unité : un carreau).

Niveau 1- Bases *

Exercice 1 Domaines, images, antécédents * corrigé p. 24

1. Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions :

+ 2
f1(x) x> . fz(X)=\/9-3X-X1T1; f3(x) = X" +2

~X2-3x-10" " Ix[-3

.

¥ = g

2. Soit p(x) = x? + 4x - 3. Calculer p(-2) et p(\/f - 2), puis les antécédents par p de 2, de -7 et de
-8.

2 2 _
3. Les fonctions u(x) = 2wlidl bl

" et v(x) = 2 sont-elles eégales ? Et w(x) =
+

ett(x)=x-27?

Exercice 2 Lire une courbe * corrigé p.24

Ci-contre, la courbe ¢ d’une fonction f :

les points marqués ont des coordonnées y
entiéres, sauf deux points de l'axe (Ox),
situés au milieu de deux graduations. 1

1. Donner D¢, puis f(-2), f(0), f(3), f(5). -

0 1
2. Donner les antécédents de 1, de -2 et \ )
de 3.

3. Résoudre graphiquement: f(x) = 0;
f(x)z1; f(x)<o.

4. Dresser le tableau de variations de f. Donner le maximum et le minimum de f sur Dy, puis sur
[_470]°

5. Selon les valeurs du réel m, donner le nombre de solutions de l'équation f(x) = m.

Exercice 3 Paire, impaire ou ni lune ni lautre * corrigé p.24

1. Etudier la parité des fonctions définies par:

x4+ 1 X3 - 4x >
a)x2—9 )x2+1 o) |x-1]-|x+1| d) x* - 3x
e)\/‘I6—x2 ) 1 .\ 1 Q) X
X X+3 x-3 Xx-1
_ 2

2. Une fonction impaire f, définie sur R, vérifie f(x) = x= - 3x pour tout x > 0. Calculer f(0) et
f(-1), puis exprimer f(x) pour x < 0.

Exercice &4 Trindmes en série * corrigé p.2S

1. Forme canonique, sommet, axe et tableau de variations de f(x)=3x2-12x+7 et de
g(x) = -2x> -6x + 1.

2. Etudier le signe de f(x). RésoudredansR: 2x>-x-6>0 et -x>+6x-9 20.

3. Vérifier que 1 est racine de x? - (1 +\/§)x + \/§, puis trouver l'autre racine sans calculer de
discriminant.
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Exercice 5 Une fonction homographique * corrigé p.2S
. 2X-5
Soit f(x) = .
f(x) <3

1. Donner D, et verifier que f(x) =2 + L o Calculer f(6 - x) + f(x) et interpréter.

X —

2. Etudier, avec le taux de variation, le sens de variation de f sur ]-oo, 3[ et sur ]3, +oo[ ; dresser
le tableau de variations.

3. Calculer £(0), (1), f(2), f(%), f(4), f(5); tracer C; et ses asymptotes.

4. Résoudre f(x) = 1 par le calcul, puis controler sur la figure.

Niveau 2 - Bac x %

Exercice 6 Valeurs absolues par morceaux * x corrigé p. 26

Soit h(x) = 2|x -1 - |x + 3].

1. Ecrire h(x) sans valeur absolue sur ]-o, -3], sur [-3, 1] et sur [1, +oo[. Tracer C, ; variations et
minimum de h.

2. Résoudre h(x) = 0 et h(x) < 0. Selon m, combien l'équation h(x) = m a-t-elle de solutions ?
3. Envoyant |x - 1| + |x + 3] comme une somme de deux distances, résoudre les équations

|x-1] +|x+3|=6; X -1] +|x+3|=4; [x-1]+|x+3]=3.
Exercice 7 Variations par le taux * corrigé p. 26
2
. X-+9
Soit f(x) = sur R*.
f(x) Ix

f(b)-f(a) ab-9
b-a  3ab’

2. En déduire les variations de f sur 10, 3] et sur [3, +oo[, puis sur ]-co, 0[ ; dresser le tableau de
variations.

3. Montrer que f(x) =2 2 pour tout x > 0; quel est le minimum de f sur ]0, +oo[ ? son maximum sur
]-o0,0[ ?

4. Selon m, nombre de solutions de f(x) = m ? Contréler avec le discriminant de x? - 3mx + 9.

1. Etudier la parité de f. Montrer que, pour a # b dans R*: T(a,b) =

Exercice 8 Parabole et hyperbole * % corrigé p. 27
On note P la courbe de f(x) = x? - 2x - 1 et H celle de
2

g(x) = = (figure). p

1. Lire les coordonnées des points communs a P et H.

2. Montrer que, pour x # 0: f(x) = g(x) & x>-2x°- H
x +2 = 0. Factoriser (regrouper les termes deux a 1
deux) et retrouver les résultats de 1. A

3. Etudier le signe de f(x)-g(x) et résoudre f(x) < g(x).
Interpréter sur la figure.

4. Sommet de P et minimum de f : que remarque-t-
on?

—_
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Exercice 9 Une courbe, des transformations * % corrigé p.27

La fonction f, définie sur [-3,3], a pour courbe la ligne
brisée ABCD ci-contre, avec A(-3,0), B(-1,2), C(2,-1) et B Y
D(3,1).
1. Lire f(-1), f(0), f(2), les extremums et les solutions de
f(x) = 0. Ecrire f(x) sur [-3,-1], sur [-1,2] et sur [2, 3]. A 0 X
2. Soit g(x) = f(x - 2) + 1. Donner Dy les sommets de Cy
le maximum et le minimum de g ; tracer Cy

3. Mémes questions pour h(x) = -f(x) et pour R(x) = f(-x).
4. Tracer les courbes de u(x) = |f(x)| et de v(x) = f(|x|), puis résoudre v(x) = 0 et u(x) = 1.

Exercice 10 Trois points, une parabole * x corrigé p.27

1. Déterminer les réels a, b, c tels que la parabole P : y = ax? + bx + ¢ passe par A(-1, 4), B(1,-4)
et C(4,-1).

2. Forme canonique, sommet S, axe et racines du trinome obtenu. Vérifier que le symétrique B’
de B par rapport a l'axe est sur P.

3. Pour k réel, D, est la droite y = 2x + k. Discuter selon k le nombre de points communs a P et
D,. Pour quelle valeur de k n'y en a-t-il qu'un seul ? Lequel ?

Niveau 3 - Approfondissement * % %

Exercice 11 Ensembles images * * corrigé p.28

1. f(x) = -x? + 4x + 1 : déterminer f([-1, 3]) et f([3, 5]).

2. g(x) = % : déterminer g([0, 3]) et g(]-1, 0]) en encadrant pas a pas.
3. R(x) = ) S : justifier que D, = R, puis déterminer, avec un discriminant, 'ensemble des
X2 +2Xx+2

valeurs prises par k. Ol sont atteints son maximum et son minimum ?

Exercice 12 Optimiser sans dériver * x * corrigé p.238

1. D est la droite d’équation 2x +y = 5 et M(x,y) un point de D. Exprimer OM? en fonction de
X, puis trouver la distance minimale de O a un point de D et le point H ol elle est atteinte.
Vérifier que (OH) L D.

2. 0(0,0), A(6,0), B(0, 4) ; M est un point de [AB] d’abscisse x € [0, 6], P et Q ses projetés sur (Ox)
et (Oy). Montrer que l'aire du rectangle OPMQ est S(x) = x(4 - 23—") Ou placer M pour que cette
aire soit maximale ? Comparer a l'aire du triangle OAB.

3. x et y sont deux réels strictement positifs tels que x + 2y = 12. Quelle est la plus grande valeur
possible de xy ?

Exercice 13 Une équation a paramétre * * corrigé p.28
Pour m € R, on considére l'équation (E,) : (m-1)x*-2mx+m+3 = 0.

1. Résoudre (E;). Pour m # 1, montrer que le discriminant vaut 4(3 - 2m), puis discuter selon m
le nombre de solutions de (E,).

2. Montrer que 1 n’est solution de (E, ) pour aucune valeur de m. Pour quelle valeur de m le réel
-1 est-il solution ? Donner alors l'autre solution.
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3. Pour quelles valeurs de m l'équation (E, ) a-t-elle deux solutions de signes contraires ? deux
solutions distinctes strictement positives ?

Niveau 4 - Concours * % % %

Exercice 14 Courbes de |f(x)| etde f(|x]|) **** corrigé p. 29

Soit f(x) = %, de courbe C; ci-contre.

1. Montrer que f(x) =1+ % ; centre de symétrie et
variations de f ? Verifier les points marqués.
2. Soit u(x) = f(|x]). Donner D, et la parité de u, con- —

o 1
struire C, a partir de Cfr puis donner, selon m, le \
nombre de solutions de u(x) = m.

3. Mémes questions pour v(x) = | f(x)].

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
—_
T
1
1
1
—thocoocc—o——dormoocc oo s oo

Exercice 15 Une équation fonctionnelle * % x % corrigé p. 29

On cherche toutes les fonctions f définies sur R telles que, pour tout réel x :
2f(x)+ f(1 - x) = 3x? - 21.

1. Analyse. Soit f une telle fonction. En remplacant x par 1 - x, obtenir une seconde relation,
puis montrer que f(x) = x? + 2x - 8 pour tout x.

2. Synthese. Vérifier que cette fonction convient. Conclure.

3. Forme canonique, sommet, axe et racines de f. Déterminer f([-3, 2]) et, selon m, le nombre de
solutions de f(x) = m dans [-3, 2].

4, Résoudre l'inéquation f(x) < f(1 - x).

Exercice 16 Changer de variable * * %% corrigé p. 29

Soit f(x) = (x* - 2x)2 - 2(x? - 2x) pour x € R, et t = x* - 2x.

1. Montrer que t > -1. Pour un réel t donné, combien y a-t-il de réels x tels que x> -2x =t ?

2. On pose @(t) = t* - 2t. Etudier les variations de ¢ sur [-1, +oo].

3. Montrer que la droite x = 1 est un axe de symétrie de C;. Déterminer le minimum de f, les
réels ou il est atteint, puis f(1). Dresser le tableau de variations de f.

4. Selon m, donner le nombre de solutions de f(x) = m. Résoudre f(x) = 0 et f(x) = 3.
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Q@ Corrigés de la partie |

® Corrigé de l'exercice 1

1. x> -3x-10 = (x - 5)(x + 2) : Df1=[R\{-2,5}. Pour f,: 9-3x20 < x<3,etxz-1:

Dy =1-00,-1[U]-1,3]| Pourfy: x| #3 & x#:3: D =R\{-3,3}, Pour f,: x*-x+1a

pour discriminant-3<0eta=1>0,il esttoujours>0: |D; =R|

fu
2. p(x) = (x +2)* - 7. p(—2)=etp(\/5—2)=(\/§)2—7 =[-5| p(x)=2 &= (x+20=9 =
X +2 = +3: antécédents[1et -5| p(x) = -7 < (x+2)? = 0: un seul antécédent, [-2]

p(x) = -8 < (x+2)?=-1: aucun antécédent (-7 est le minimum de p).
3.2x*+2 = 2(x*+1)etx?+1>0: D, =R =D, etu(x) =2 =v(x): [u=v] En revanche
D, =R*#R=D, (méme siw(x)=x-2pourx#0): [w#t|

® Corrigé de l'exercice 2

1. Df=[_415] i f(_2)=21f(0)=_11f(3)=11f(5)=1- X -4 -2 1 4 5
2 2
2. Antécédents de 1:[-3, -1, 3, 5|; de-2:[1]; de fl 0 . 1
3 : aucun.
-2

3. f(x) =0 & x¢€ {—4,—%,%}; f(x)21 < xe€
[-3,-1]U[3,5]; f(x)<0 < xe|-14.

4. Tableau ci-contre. Sur Df: maximum (atteint en
-2 et en 4), minimum (en 1). Sur [-4,0]: f croit
de 0 a 2 puis décroit jusqu’a f(0) = -1: maximum 2,
minimum -1.

5. On fait glisser la droitey =m: m<-2:0solution; m=-2:1; -2<m<0:2; 0sm<1:3;
1<sm<2:4; m=2:2; m>2:0.

® Corrigé de l'exercice 3

1. a) D = R\ {-3, 3}, symétrique, et 'expression ne contient que des puissances paires : paire. b)
D=R; ('sz':('x) = —ij‘ﬁx :impaire. ¢)D = R; |-x-1]-|-x+1| = |[x+1|-]|x-1], lopposé : impaire.
d)1-3=-2en1,1+3=4en-1:nipaire niimpaire. e) 16-x>>0etx #0: D =[-4,0[U]0,4],

@ est l'opposé : impaire. f)D = R\ {-3,3}; = + —= = - - - : impaire

(c'est 2%). ) -1 € D mais 1 ¢ D : ni lune ni lautre.

2. fimpaireet0 eR: (cohérent avec 02 -3x 0 =0). f(-1)=-f(1)=-(1-3)=[2] Pour

X<0,-x>0: f(x)=-f(-x) = - (x*+3x) = | -x* - 3x|.

symeétrique ;
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® Corrigé de U'exercice 4

o

f00) = 3(x? - 4x) + 7 = 3[(x-2)? - 4]+ 7 = |3(x - 2)’ - 5

décroit sur ]-oo, 2], croit sur [2, +oo[, minimum -5.

g(X)=—2(x2+3X)+1=—2[(x+% __]+1 —2(X+%

o
2

a<0: g croitsur ]—oo,—%] décroit sur [—— +co|, maximum %

Iﬁ

f)=0 & (x-27=2 e x=2% 3

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

2x2-x-6: A= 49, racines £

, soit 2 et —§ S= ]—oo,—%[u]z, +oo |.

0 & x=3: .

1 —(1 + \/_) +/3=0. Le produit des racines vaut% = \/§, donc l'autre racine est

somme 1 +\/—— -2)

® Corrigé de U'exercice 5

Df=IR\{3} et2x-5=2(x-3)+1,dol f(x) =2+

f(6-x)=2+5-=2- - donc f(6-x)+f(x)=4=2

Q(3, 2) est centre de symétrie de Cs.

Si azb sont dans le méme intervalle : f(b) - f(a) =

1 _ -1 _

73 il 3)(b ot donc T(a, b) = 03 < 0 car (a
3)(b-3)>0: f est strictement décroissante sur ]-o, 3[

et sur 13, +oo[ (tableau ci-contre).

f(0)=2, (1) =2, F2) =1, f(2) = 0, f(4) = 3, f(5) = 2;

asymptotes x = 3 et y = 2 (figure).

f)21 &= 1+L 20 < 20 &

|x<2oux>3]|: la courbe est au-dessus de la droite

y =1 a gauche de 2 et a droite de 3.

g
x-3"
x2:

w

Maths Olympiad
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’
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® Corrigé de U'exercice 6

.Six<-3:h(x)=2(1-x)+(x+3)=|-x+5]; si-3<sxs<1: y
h(x) = 2(1 - x) - (x+3) = |-3x-1|; six 21: h(x) = (-3,8)

2(x-1)-(x+3)=|x-5| Pentes-1,-3,1: h décroit sur

]-e0, 1], croit sur [1, +co[ ; h(-3) = 8 ; minimum h(1) = -4. o
-x+5=0donne5>—3:rejeté;—3x-1=Odonne-%e /

;
[-3,1];x-5=0donne521. h(x)=0 <> xe{—%,S} et F— o
h(x)<0 < xe [-%,5] . Sur ]-c0, 1], h prend une fois 7 )

chaque valeur 2 -4 (la solution est 5 - m sim 2 8, -1 si

-4 <m < 8);sur[1,+oo[ aussi (x = m +5). Donc: m < -4 :
Osolution;m=-4:1;m>-4: 2,

Avec A(1), B(-3) et M(x): |[x-1|+|x+3| = MA+MB > AB = 4,
avec égalité si et seulementsiM € [AB]. = 4: ;
= 3: aucune solution; = 6: M est hors de [AB], a distance

&4 = 1 de Uextrémité la plus proche : [x = -4 ou x = 2|

® Corrigé de l'exercice 7

1.

D = R* est symétrique et f(-x) = % = -f(x): f estimpaire. Avec f(x)=%+2: f(b)- f(a) =
b-a . 3(a-b) _ 1 3\ _ (b-a)ab-9) s~ _ab-9

o '(b'a)(E'J)'—wb , d'od | T(a,b) = == |
Sia# bsontdans]0,3]: 0<ab<9,T <0: f décroit sur ]0,3]. Dans [3,+[:ab>9,T>0: f
croit. f étant impaire : elle croit sur ]-oo, -3] et décroit sur [-3, 0[.

X |- -3 0

£(x) /_2\ \2/+

Pour x >0: f(x)-2 = % = % > 0, nul seulement en 3 : minimum sur 10, +ool.
Pour x < 0: f(x) = -f(-x) £ -2 : maximum MSur ]-c0, O[. Aucune valeur de ]-2,2[ n'est
prise.

Pourxz0: f(x)=m < x*>-3mx+9 =0(0n’estjamais racine). A = 9m?-36 = 9(m-2)(m+2).
Im| > 2 : deux solutions (produit 9 > 0, somme 3m : du signe de m); m = +2: une (£3);
[m| < 2 : aucune. C'est bien ce que montre le tableau.
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® Corrigé de U'exercice 8

1. On lit trois points communs : (-1, 2), (1,-2) et (2,-1).
2. Pourx¢0:x2—2x—1=—§ = xX3-2x°-x=-2 &= x3-2x>-x+2=0.0rx>-2x>-x+2=
X3(x-2)-(x-2) = (x-2)(x>-1) = (x - 2)(x - 1)(x + 1) : solutions (non nulles), et

f(-1)=2,f(1)=-2,f(2)=-1 .
(x + 1)(x - 1)(x - 2)

3. f(x)-g(x) = " . Tableau de signes:
X -0 -1 0 1 2 +00
(x+1)(x-1)(x-2) - 0 + | +0 -0 +
X -] -0 + | + | +
f(x)-g(x) + 0 - |] + 0 - 0 +

Donc ‘ f(x)<g(x) & xe[-1,0[uV[1,2] ‘: sur ces intervalles, P est au-dessous de H.

4. f(x) = (x-1)>-2: sommet 5(1,-2), minimum -2 atteint en 1. Le sommet de P est l'un des trois
points communs : H passe par le sommet de P.

® Corrigé de l'exercice 9

1. f(-1)=2,f(0) = 1, f(2) = -1; maximum 2 (en -1), minimum -1 (en 2). Pentes: £2 =1, =22 = -1,
E1 =20 f(x) = x+3sur[-3,-1], f(x) = -x+1sur[-1,2], f(x)=2x-5sur[2,3]. Zéros:
5
-3, 1, = |
? ? 2

2. C, est la translatée de C; de vecteur d(2,1): D, = [-1,5], sommets A’(-1,1), B'(1,3), C'(4,0),
D’(5,2) ; maximum |3 |en 1, minimum @ en 4.

3. h = -f (symétrie d’axe (Ox)) : sommets (-3, 0), (-1,-2), (2, 1), (3,-1) ; maximum 1 en 2, minimum
-2 en -1. R(x) = f(-x) (symétrie d’axe (Oy)), D, = [-3,3]: sommets (3,0), (1,2), (-2,-1), (-3,1) ;
maximum 2 en 1, minimum -1 en -2.

4. C,: on retourne la partie située entre 1 et % C, : on garde la partie x 2 0, de sommets (0, 1),

(2,-1), (3,1), et on la symétrise par rapporta (Oy). v(x)=0 < f(|x])=0 < |x| € {1, g}

(-3 n'est pas une valeur de |x]): [x € {—%,—1,1,%}. ux) =1 < f(x)=1ou f(x)=-1:

f(x) =1 pour x=-2,0,3; f(x) = -1 pour x=2: |x €{-2,0,2,3}}.

y
Cu
‘ X
® Corrigé de l'exercice 10
a-b+c=4
1.4 a+b+c=-4 La différence des deux premiéres donne 2b =-8,b =-4,puisa+c=0;la

16a +4b +c = -1

troisiéme devient 16a+c=15,d'oi 15a=15: a=1,c=-1: |P :y=x%>-4x-1|

2. x2-4x-1=|(x - 2)2-5|: sommet S(2,-5), axe x = 2, racines 2+\/5. B'(3,-4)et32-4x3-1=-4:
B 'epv.
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3. X2 -4x-1=2x+R & x%*-6x-(1+Rk)=0,de discriminant 36 + 4(1 + k) = 4(R + 10). k>-10:
deux points communs ; k< -10: aucun; |k = -10]: un seul, d’abscisse x = 3 (racine double)
et d'ordonnée 2 x3-10 = -4 : c'est le point B'(3, -4).

M Corrigeé de l'exercice 1

1. f(x) = -(x - 2)? + 5. Sur [-1, 3], le sommet 2 est dans lintervalle : maximum f(2) =5; f(-1) = -
et f(3) = 4, le minimum est -4. Toute valeur y € [-4,5] est atteinte: x =2 -,/5-y € [-1,2].
| f([-1,3]) = [-4,5]|. Sur[3,5], f décroit de f(3) = 4 a f(5) = -4 : | f([3,5]) = [-4,4]|

2. ()-1—— Si0sxs<3:1s<x+1 54,%5)(17151,1sﬁs4,d’oﬂ—3sg(x)so;

réciproquement, g(x) =y < x

1<

1i—‘l qui est dans [0,3]si-3<y<0: ‘g([0,3])=[—3,0] ‘
Si-1<x<0:0<x+ 1,224 g(x) < -3; ettout y < -3 est atteint : ‘g(]—1,0])=]—oo,—3]‘.
3. X2 +2x+2 = (x+1)%+1 >0:Dk- R. R(X)=y < yx?>+(2y-2)x+2y =0.Siy=0: x = 0 convient.
Siy #0:solution & A=(2y-2)02-8y?=-4(y>+2y-1)20 < y*+2y-1<0
“1-V2 <y <-1+2. |R(R)= [—1 —\/2, \/5—1]. La racine double x = 1Ty donne : maximum

\/5—1enx:j%—f:ﬁ,minimum—1—ﬁenx:—ﬁ.

B Corrigé de l'exercice 12

1.y = 5-2x,donc OM? = x? + (5 - 2x)? = 5x%> - 20x + 25 = |5(x - 2)?> + 5| 2 5, avec égalité pour

x =2 : la distance minimale est|\/5 | atteinte en H(2, 1). Un vecteur directeur de D est ¥(1,-2)
etOH-V=2-2=0:(0OH)LD .

2. (AB) : % + % =1,soity = 4- 23X ; (x 4 - ) et le rectangle OPMQ a pour coOtés x et 4 - 3
S(x) = -2x*+4x = -2[(x-3)?-9] = —%(x -3)%2 + 6| Maximum 6 pour x = 3: M(3,2) est le milieu

de [AB]. Laire de OAB vaut 62—" =12 : le rectangle maximal en occupe la moitié.
3.x=12-2yavec0<y<6:xy=12y-2y?=-2(y-3)?+18 < 18, avec égalité poury =3,x=6:

maximum | 18]

® Corrigé de l'exercice 13

1. (E): -2x+4 =0, [x=2] Pourm #1:A =4m?-4(m-1)(m+3) = 4[m? - (m?+2m - 3)] =
4(3-2m). m < 2, m # 1: deux solutions; m = 2 : une (racine double - = 3); m > 2.
aucune. Avec m = 1 : une solution.

2.Enx=1:(Mm-1)-2m+m+3 =2z 0pourtoutm. Enx=-1:(m-1)+2m+m+3 =4m+2 =

1

0 & m-= 5| 'équation devient —%xz +x+% = 0, s0it 3x*-2x-5 = (x+1)(3x-5) = 0: lautre

0 5 m+3 5/2 _ 5
solutlonest(controle prodmt - —5).

3. Ilfaut m # 1. Signes contraires < P =12 <0 — (alors A > 0 automatique-
ment, car ac < 0). Deux solutions strlctement positives: A> 0 (m < ) P>0(m<-3oum>1)

et5=%>0(m<00um>1): m<—3ou’|<m<%.
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® Corrigé de l'exercice 14

1. Xx+4=(x-2)+6,donc f(x) =1 +— : centre Q(2,1), asymptotes x =2ety=1;R=6>0: f
est strictement décroissante sur ]—oo 2[ et sur ]2, +oo[. Points: f(-4) =0, f(-1) = —1 f(0) = -2,
f(1)=-5,f(3)=7, f(4) =4, f(5)=3,f(8)=2v. Poury 1, f(x) =y < x=2+—=:chaque
réel y # 1 a un unique antécédent, et 1 n’en a aucun.

2. u(x) existe < x| #2: D, = R\ {-2,2}, symétrique, et u(-x) = u(x) : paire. Pour x 2 0,
u(x) = f(x): ongarde la partie de ¢ ol x 2 0 et on la symétrise par rapport a (Oy). Lantécédent
t:2+%demestdans[0,2[ = —25%<0 < m<-2,etdans ]2,+o][ < m>1. Les
solutions de u(x) = msont t: m<-2:[2]; m=-2:[1](x=0); 2<m<1:[0]; m>1:[2]

3.D,=R\{2}; f(x) <0 < -4 < x<2:onretourne cette partie de G v(x) = m: aucune
solutionsim < 0;sim =0, f(x) =0: x = -4 seulement. Sim >0: f(x) = mou f(x) = -m;
comme -m # 1, f(x) = -m a une solution, et f(x) menaunesimz# 1 aucune sim = 1. Bilan:

m<0:@;m:0: :0<m<1: . .(X——1) m>1:

® Corrigé de l'exercice 15

1. En remplacant x par 1-x (et 1-(1-x)=x): 2f(1-x)+ f(x) = 3(1 - x)? - 21. Avec A = f(x) et
B=f(1-x): 2A+B =3x>-21etA+2B =3(1-x)?-21. En retranchant la seconde du double
de la premiére : 3A = 6x% - 42 - 3(1 - x)? + 21 = 3x? + 6x - 24, donc | f(x) = x> + 2x - 8.

2. f(1-x)=(1-x)2+2(1-x)-8 = X2 -4x -5, et 2f(x)+ f(1-x) = 2x> +bx - 16 + x> - 4x -5 = 3x> - 21
/. Il'y a donc une seule fonction solution.

3. f(x) =|(x+1)?>-9|: sommet(-1,-9),axe x = -1, racines -4 et 2 ((x+1)? = 9). Sur[-3, 2], f décroit
de f(-3)=-5a -9, puiscroitde -9a f(2)=0: ‘f([—3, 2]) =[-9,0] ‘ Nombre de solutions dans
[-3,2]:m<-90um>0:0; m=-9:1; -9<m<-5:2; -5<m<0:1.

4 f(x)- f(1-x)=(x*+2x-8)- (x> -4x-5)=6x-3: f(x)<f(1-X) & |x

IN

N|=

® Corrigé de l'exercice 16

Lt=(x-12-12-1. x?-2x=t & (x-1)2=t+1:aucunxsit<-1;unseul(x=1)sit=-1;
deux (1£/t+1)sit>-1.

2. @(t) = (t-1)*>-1: @ décroit sur [-1,1] (de (-1) = 3 a (1) = -1), croit sur [1, +oo].

3. (2-x)?-2(2-x)=x?-2x:t prend la méme valeur en x et en 2 - x, donc f(2 - x) = f(x) : axe
x=1. f(x) = @) 2 -1, avec égalité < t=1 < (x-1)?=2: minimum|-1], atteint en

124215 f(1) = @(-1) = [3].
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Variations. Sur [1,+oo[, X — t est strictement
croissante. Si1<a<b <1+ ﬁ, alors -1 <
t(a) < t(b) < 1 et @ décroit: f(a) > f(b). Si
1+v2<a<b:1<t(a)<tb)et f(a) < f(b). On
compléte par symeétrie d'axe x = 1:

X _[-® 1-42 ; 1442 *®
f(x) \1/ \1/

4. f(x)=m < (t-1)> =m+1, puis on compte les x gracea 1. m < -1 @ m=—1:t=‘|,
solutions. m>-1:t=1+ym+1;lavaleur1+ym+1>-1donne deux x; lavaleur 1-vm + 1
est > -1 si m < 3 (deux x de plus), égale a -1 si m = 3 (un x), < -1 si m > 3 (aucun). Bilan :

—‘I<m<3:; m=3:; m>3:.

fx)=0 < t{t-2)=0:t=0(x=0o0u2)out=2(x

1+,/3): {1-J§,o,2,1+ﬁ}.
10:[-1,1,3}

f(x)=3 < (t-3)(t+1)=0:t=3(x=-1Tou3)out=-1(x
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Partie 2 - Limites et dérivées

1" Bac : limites, dérivation, branches infinies et premiéres études

Objectif : étudier complétement une fonction polyndme, rationnelle, irrationnelle ou
trigonométrique simple (limites, dérivée, variations, branches infinies, concavité) et tracer sa
courbe. Prérequis: la partie 1.

€ Fonctions bornées et composées

B Définition : fonction majorée, minorée, bornée

Soit f définie sur un ensemble I (en général un intervalle). f est majorée sur [ s'il existe un
réel M tel que f(x) < M pour tout x € I (M est un majorant) ; minorée s'il existe un réel m tel
que f(x) = m pour tout x € I ; bornée si elle est majorée et minorée. Graphiquement, ¢
reste dans la bande comprise entre les droitesy = m ety = M.

Propriété : f est bornée sur | < il existe un réel A > 0 tel que |f(x)| < A pour tout x € |
(sim < f <M, prendre A = max(|m|, |[M[)).

§

Exemple 1: un minimum atteint, un majorant qui ne l'est y .
5 -
pas. f(x)= & =2-—-surR Commex”+121:  =ssccc------p--------ooc
0 < o= < 1,donc|1<f(x)<2 f(0) = 1: 1estle 'r
minimum de f. Mais 2 n’est jamais atteint, et aucun réel SRSAE LR
M < 2 n’est un majorant: si1sM<2, f(x)>M i
x? +1 > 51, ce qui est vrai pour |x| assez grand. f est | | | |
bornée sans avoir de maximum. -4 -2 2 4 X
Exemple 2 : borner sans étudier. g(x) = % : f(x) = 21+ la courbe reste dans la
[3sinx - 2| < 3|sinx| +2 < 5etcos’x+1 21, donc bande 1<y <2;ladroitey = 2 n'est
|g(x)| < 5 pour tout réel x : g est bornée. jamais atteinte
Définition : comparer deux fonctions
Soit f et g définies sur I. On écrit f < g sur I si f(x) < y -
g(x) pour tout x € I : sur I, C; est au-dessous de C,. (2:2) s
Méthode : étudier le signe de g(x) - f(x). /
Exemple : comparer \/x +2 et x sur[-2,+o0[. Si-2<x<0 -2 X
: X <0<+yx+2. Six 20, les deux membres sont posi-
tifs, on peut élever au carré: Yx+2 2 x & x+2 2

2

X ~ (X = 2)(X T 1) <0 < x < 2. Bilan: zone verte: Vx+2 > x

VX+22x & xe[-2,2], avec égalité seulement en 2.
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Définition : composée de deux fonctions

Soit f définie sur Detg définie sur D,. La composée g - f (« g rond f ») est définie par

(g - F)x) = g(f(x))| sur D, ={xeD; : f(x)€D,}: onapplique d’abord f, puis g.

L'ordre compte, le domaine aussi. u(x) = x>-9 et v(x) = /x: (v-u)(x) =v/x2 -9 existe < x?29,
2 q

donc D, =]-00,-3] U [3,+o[. (u-V)(x) = (Vx) -9 = x - 9, mais seulement pour x 2 0: u - v n'est

pas la fonction affine x » x-9 de R. Engénéral,v-u=u-v.

B Monotonie d’'une composée

Si f est monotone sur I, avec f(x) € J pour tout x € I, et si flg9|g-f
g est monotone surJ: f et g de méme sens de variation = Al Al oA
g-f croissante sur | ; de sens contraires = g- f décroissante NN
sur |. 20 N W
Démonstration (f croissante, g décroissante). Sia < b dans I, alors bl B

f(a) < f(b) dans J, donc g(f(a)) = g(f(b)) : g - f décroit. Les autres la « regle des signes »

cas sont identiques.

2

Exemple : h(x) = sans dériver

X2 +4x+8

h=g-favec f(x) = x> +4x+8 = (x +2)?> +4 2 4 et g(t) = %, décroissante sur ]0, +oo[. f
décroit sur ]-oo,-2]: hy est croissante ; f croit sur [-2, +oo[ : h 'y est décroissante. Maximum

th(-2)=2=1, et |0<h(x)s % : h est bornée.

@ Périodicité et symétries

B Définition : fonction périodique

Soit T > 0. f est périodique de période T si, pour tout x € Di: x+T €D; x-TeD; et

f(x+T)=f(x)| Alors f(x+RT) = f(x) pourtoutk € Z: Cs est invariante par la translation de
vecteur T7, il suffit de la tracer sur un intervalle de longueur T (un motif) puis de translater.

Périodes usuelles (a # 0) : sin et cos sont 2m-périodiques, tan est m-périodique ; x -
cos(ax + b) et x ~ sin(ax + b) sont %-périodiques, X + tan(ax + b) est %-périodique.

A

Démonstration. cos (a (x + %) + b) = cos(ax + b £ 2m) = cos(ax + b). Exemple: f(x) = sin % +COS

: les deux termes ont pour périodes 4m et 6m ; un multiple commun est 12 :  f(x + 12m)
sin (% + 611) + cos(§ + lm) = f(x): f est 12m-périodique.

&
3

Méthode : réduire le domaine d’étude

Si f est T-périodique, on 'étudie sur un intervalle de longueur T. Si de plus elle est paire
(ou impaire), on l'étudie sur [O, %], puis on compléte par la symétrie d’axe (Oy) (ou de centre
0) et par les translations de vecteurs RT 7.
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Exemple : f(x) = cos2x - 2 cos x est
définie sur R, paire (f(-x) = f(x)) et
2m-périodique : on l'étudie sur [0, ]
(tableau a la section 8), on symétrise

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

¥

A}
symeétrie

~

étude

m
3

par rapport a (Oy), puis on translate.

Minimum —% en +Z, maximum 3 en
+1T.

B Axe et centre de symétrie

+ La droite x = a est un axe de symétrie de
|f2a-x) = f(x)].

« Le point Q(a, b) est un centre de symétrie
[f(2a-x)+f(x) = 2b]

Pour a = 0 (et b = 0), on retrouve les fonct

N

-2m

2m

J m

Cjr = pourtoutxeDf: Za—xeD]c et

translation translation

deCf < pourtoutx € D,: 2a-x €D, et

ions paires (axe (Oy)) et impaires (centre O).

Formes équivalentes: f(a-h) = f(a+h) et f(a-h)+ f(a+h)=2b.

Démonstration. Le symétrique de M(x, f(x)) par rapport a la droite x = a est M'(2a - x, f(x)) ; par

rapport a Q(a, b), c’est M’(Za -Xx, 2b- f(x)) (Q est
et seulementsiM’ e C; pour tout point M de C;.

2
X“-4x+1

Axe: f(x) = —————,
F) X2 -4x+5

(X—2)2+1 > 0).
(4 - x)? - 4(4 - x) = x* - 4x, donc f(4 - x) = f(x)
la droite x = 2 est unaxe.  De plus f(x)

D, =R (x?-4x+5 =

f

1- B >-3: minimum -3 en 2.
(x-2)2+1
X=2
b L y=1
e ORI g
; X
(2,-3)
Ici aussi 0 < f(x) <4, car 4- f(x) = A5 2y >
- - T Xx2-2x+2

sont symétriques par rapport a Q.

Maths Olympiad

le milieu de [MM’]). La courbe est symétrique si

2x2
Centre: f(x) = %12

2X+2
(x-1)?%+1>0).

(2-x)?-2(-x)+2 = x?>-2x+2,donc f(2 -
2[2-x72+x?]  2(2x° -4x+4)

, Dy =R (x2-2x+2=

X X) = =]
)+ (0 X2 -2X+2 X2 -2X+2
Q(1,2) est un centre.
y 4
7777777777 o y=2
X

0: le minimum 0 (en 0) et le maximum 4 (en 2)
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21 Deux nouvelles fonctions de référence

* X b /x+a est définie sur [-a,+oo[ et
strictement croissante. Sa courbe est
l'image de celle de x ~ /x par la trans-
lation de vecteur -a7: elle part du point
(-a, 0), avec une demi-tangente verticale

(section 6).

-37

=L

X

]

N

x = ax> (a # 0) est impaire : sa courbe
admet O pour centre de symétrie. Stricte-
ment croissante sur R si a > 0, décrois-
sante si a < 0; plus |a] est grand, plus la
courbe est « raide ». En O, la tangente est
l'axe (Ox), et la courbe la traverse (section
10).

3

=3 2 X -X

translatées de/x ; courbesde x ~ ax®

© Limites : définitions, opérations

B Définition : les limites, en langage courant

. Xlim f(x) = +o0 : f(x) devient aussi grand que U'on veut (dépasse tout réel A donné) des
que x est assez grand ; Xlim f(x)=2(? € R): f(x) est aussi proche de ? que l'on veut dés
que x est assez grand. Mémes idées en -oo et quand x se rapproche d'un réel a.

+ Limite a droiteena: x —» a* avec x >a; agauche: x - a avec x < a. f a pour limite ?
ena < ses limites a droite et a gauche en a valent toutes deux ?.

lim f(x) =

X—a

« Si f est un polyndme, une fraction rationnelle, N sin, cos ou tan, etsia e Df :

f(a) (« on remplace »).

A

B Limites de référence (n € N*)

en +oo en -oo en 0* en0”
i +00 | +oo (n pair); -oo (n impair) 0 0
x1—n 0 0 +00 | +oo (n pair); -oo (n impair)
\/} g ﬁ +co ; 0 - 0 ; +o0 =

lim f ? P | ¢ |+00|-00|+00 limf | £ |2>0|2<0| 0 | O
limg ¢ | +00 | -00| +00 | -00| -0 limg | £ | too | 2co | 00 |00
lim(f+g) |2+ | +c0 | -00 | +00 | -00 | F.I. lim(fg) | ' | o | Foo |20 * | Fl.
limf| ¢ ? 220 t0 | 0 | o0
limg | #0|+0 0" 0u0 | 20| 0 |20
imZ| L | 0| #eo* |2oo* |FL|FlL
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* signe don né par la régle des signes. Les quatre formes indéterminées: « +oo- o0 », « 0x 00 », «
2y, « 6 » : il faut transformer l'écriture (section 4).

X+4
x2-2x-3
x2-2x-3=(x+1)(x-3): D¢ =R\{-1,3}. Le numérateur
tend vers 7 en 3 et vers 3 en -1 : la limite est infinie, son
signe se lit dans le tableau de signes du dénominateur.
En3: lim f(x)- 1 - +00, lim () = 01 = oo, X |- -1 3 oo
x?-2x-3 + 0 -0+

Exemple : limites en un point « interdit » : f(x) =

En-1: lim f(x) = 0— = +oo, lim f(x) = % .

En +co: 0 (sectlon 4). Pas de limite en 3 ni en -1 (limites
a droite et a gauche différentes).

Q Les formes indéterminées

Polynomes et fractions rationnelles en +c

En +oo et en -oo, un polynome a la méme limite que son terme de plus haut degre, et une
fraction rationnelle a la méme limite que le quotient des termes de plus haut degre.

a, a .
Démonstration. a,x" +-+a,x+a, = a, X" (1 = On), et la parenthése tend vers 1; pour

a,x a,x

un quotient, on factorise en haut et en bas. Attention : c’est faux en un réel a.

% Méthode : lever une forme indéterminée

Polynome, fraction en tco  termes de plus haut degré (propriété ci-dessus) ;

« % » en a (fraction) a est racine du numérateur et du dénominateur : factoriser
par x - a, simplifier ;

Radicaux multiplier par la quantité conjugueée :
(VA-5) (/8] = A- 57

J ente factoriser par x2 sous la racine : {/x2(...) = |x],/~ avec

|x] = -x en -oo.

Exemple : formes indéterminées levées

. 3x3-5x+2 . 3x3 X ] o bx2ex L Lx?
1. lim =———= = |im = lim (-=] = +o0 ; lim = lim =— =2.
x—>-c0 1 -6x2 T xo-o —6)(2 X—>-00 X>+00 QX2 =7  xo+00 QX2
x3-27

2. Factoriser: )l(l_r)n = o3 oSt¢ g »; x3-27 = (x-3)(x? + 3x +9) et x?-2x-3 = (x-3)(x+1),

donc la limite vaut lim ﬂ e |
x-»3  Xx+1 4
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VX+5-3 (x+5)-9 _ 1 1

3. Conjugué en un point:

2k _(x—4)(\/x+5+3) Jx+54+3 x4 [6]

4. Conjugué en +oo (« +0o - 0o » ; pour x > 0, on divise en haut et en bas par x) :

X |=

3+
Jax?+3x+ 1 -2x = ——X* ] , , 3 _|3]
,4X2+3X+1+2X 4+§+i2+2 X—+00 2+2 ll-

X

X

3

-3X _ -3X _ 3
2 _ _ - 3 - 3 X—>-00 2 i
VX2=3x-x x1-2-x ([1-241

Jox2 |X1,/9 + 5
6. Deux limites différentes: ?::;1 = ( 2’)(2 tend vers|3|en +oo (|| = x) etvers|-3]
x{1+=
X

5. En-oo, |X| = -X: VX2-3Xx+Xx =

en -oo (|x| = -x).

© Limites : trigo, comparaison

B Trois limites trigonométriques usuelles

. sinx . tanx . 1-cosx 1 T
lim —= =1 lim =1 lim ———=—
x>0 X x>0 X x-0 X2 2 -
. sinax . sinax : tan x
Poura#0: lim =1, donc lim = Q. 5
x—0 x—0 X
Démonstration. Pour 0 < X < g, on compare les aires du trian- : sin
o 1 X
gle OIM, du secteur OIM et du triangle OIT : % < § < t""%, :
.- : . 2 0 I
d’ou cosx < % < 1, encore vrai pour —g < x < 0 (parité).
Comme cosx — 1, les gendarmes (ci-dessous) donnent la pre- ~ 2aire de OIM < aire du secteur <
miére limite. Puis tanx _ sinx . _1 -1 et 1-cosx _ 1-cos? x - aire de OIT
: X X cos X x2 x2(1+cos x)

c 2
(w) 1,1
X 1+cos x 2

Méthode : limites trigonométriques en 0

sinX tanX 1-cosX
. X' X X2
réela # 0, poser h = x-a (ou h = a - x) pour se ramener en 0.

Faire apparaitre avec le méme X en haut et en bas, X - 0. En un
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Exemple : quatre limites

sin5x _sin5x ~2x 5 5 1-cos3x _ g, 1-cos3x 9
sin 2x 5x  sin2x 2 x-0 |2 x2 (3x)2  x-0 |2
tan2x _tan2x 2 2 sinx _ sin(m - h)
=] —_ h = - . =] 1
x2 +3x 2x  x+3 x0 |3 I X m-X h h—>0

Si f(x) = g(x) pour x assez grand et Xlim g(x) = +o0, alors Xlim f(x) = +o0 (deméme: f<g
et g —» -oo donnent f — -o0).

Gendarmes : si g(x) < f(x) < h(x) pour x assez grand et si g et h ont la méme limite ¢,
alors Xlim f(x) =2

—+00

Si | f(x) - £| < g(x) pour x assez grand et Xl_i)moo g(x) =0, alors Xl_i)moo f(x) = 2.

En0: |xsin%| < |x| (car|sin] < 1), et|x] » 0:

lim xsin = = 0, bien que sin 2 n’ait pas de limite en 0.
x—0 X X
. =3 *. xsin 3 = 3 sint
En+oco:avect==> - 0": xsin>=3= —>.
Deux autres exemples : pour x > 0, |5X')f$ - 5| =
. 5x-2cosx

[s:2cosx] ¢ 17 gone  lim 225X - 5 et {

x+3 x+3 X—>+00 X+3 . S -1x]
x? - 4sinx 2 x> - 4 donne lim (x* - 4sinx) = +oo. L

H=D0ER xsin = coincee entre -| x| et | x|

@ Nombre dérivé et tangente

& Définition : nombre dérivé

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant a. On dit que f est déerivable en a si le

f(a+h) - f(a)
h

dérivé de f en q, noté f'(a):

taux d’accroissement a une limite finie £ quand h — 0. Ce réel est le nombre

Maths Olympiad
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Interprétation. Le taux d’accroissement est le 1
coefficient directeur de la sécante (AM), avec
A(a, f(a)) et M(a + h, f(a + h)). Quand h — 0, M
glisse vers A et les sécantes « tournent » vers la
tangente en A, de coefficient directeur f'(a). Sur
la figure, f(x) = "2—2 eta=1:letauxvaut1+2;
pourh=2;1,2;0,5on trouve les pentes 2;1,6;
1,25, qui tendent vers f'(1) = 1.

B Tangente et approximation affine

Si f est dérivable en a, la courbe ¢ admet au point A(a,f(a)) la tangente
T:y=f'(a)x-a)+f(a)l
Pour h prochede 0: |f(a+ h) = f(a) + f'(a) h | (approximation affine : on remplace la courbe

par sa tangente). Usuelles: V1+h =1+ g, # =1-h, (1+h)"=1+nh, sinh = h.

les secantes (AM,), (AM,), (AM,)
se rapprochent de la tangente T

A

Exemple : par la définition : f(x) = ena=1
X+3
4
_ fO+h)-f() zr-1 _4-(4+h) 1 gy 1
f(1) =1 et P = Th T Thtash) "4k oo & Donc f'(1) = -7 et

Tiy=-2(x-1)+1=|-

Approximation : avec f(x) = /x, f'(25) = ;ﬁ = == (section7): /253 = 5+ % = 5,03

(valeur exacte : 5,0299...).

B Définition : dérivée a droite, a gauche ; demi-tangentes

si lim £9h)-f(a)
h—-0* h

demi-tangente y = £,(x - a) + f(a), x 2 a. De méme a gauche (h - 07, x < a).

f est dérivable en a < f est dérivable a droite et a gauche en a avec f/(a) = fé(a).

Si le taux tend vers +oo (a droite ou a gauche), f n'est pas dérivable de ce coté, et CfaenA

une demi-tangente verticale.

= ¥, € R, f est dérivable a droite en a et f (a) = ¢, : C; aenAune

A

Point anguleux : f(x) = x|x-2| ena=2(f(2) = 0).

Pour h > 0: f(2+hh)'f(2) = (2+:)h =2+h > 2; pourh<0: y Cy
@hCEh _ 54+ h) - -2

- .
fy2)=2# fé(z) = -2: f n'est pas dérivable en 2 ; deux demi- pente -2
tangentes y = 2(x - 2) (x 2 2) ety = -2(x - 2) (x < 2) forment pente 2
un « coin ».
Demi-tangente verticale: f(x) = /xen 0: @ = ﬁ - +00 2 X
quand h - 0*. De méme x ~ /x +a au point (-a, 0) (figure

de la section 2).
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€ Fonction dérivée et opérations

9 Définition : fonction dérivée

f est dérivable sur un intervalle ouvert | si elle est dérivable en tout point de I ; la fonction
f' : x » f'(x) est la fonction dérivée de f. Si f' est elle-méme dérivable, sa dérivée f” = (f')’
est la dérivée seconde.

4 Dérivées usuelles

Opérations (u, v dérivables, k € R)

fonction | dérivée || fonction deérivée
f) £ sur T T o
k (constante) 0 R oy ot o n e nr)| qor o
Xn (n S N*) nX'H IR l V_' u u'v-uv’
R R 1 n . v "2 v v
-, =heN o= 5 = R :
w TEN)| 5 i o Ji (u>0) flax+b) |af'(ax+b)
1 2\/_
\/; m ]01 +°°[ .
. . (sin(ax + b)) = acos(ax + b);
sinx ; COSX COSX ; -sSInx R (cos(ax+b)) = -asin(ax + b);
tan x T+tan’x= —t—|x# J+km (tan(ax + b)) = a(1 + tan?(ax + b)).

§

Démonstration du produit. ”(“+h)v(°+:)'”(“)v(a) = ”(‘“hg'”(a) v(a + h) + u(a) M — u'(a)v(a) +

u(a)v’(a), carv(a+h) — v(a) (v est dérivable en a). Conséquence: les polynomes sont dérivables
sur R, les fractions rationnelles sur chaque intervalle de leur domaine.

Exemple : six dérivées

fi(x)=(Bx-1)*: fy(x)=v2x2 +1:
fi(x)=4x3(3x-1)°=12(3x-1) F5(x) = bx  _ _ 2X

2/2x2+1  2x2 +1

fyx) =sin(2x+8): fix)=2cos(2x+2)  £(0=V7-3x (x<1): fi(x)= ﬁ
-3x

X+l ., 2x(2x-1)-2(x*+1)  2(x*-x-1)
fs) = o5+ Ts) = (2x-1)2 T (x-1)p (2 3)

_ cosX -sinx (2 -sinx)-cosx x (- cosx) 1-2sinx
fe() = 2-sinx " P felx) = (2 - sin x)2 " (2 - sin x)2

e Dérivée et variations

B Théoréme (admis) — sur un intervalle |

Soit f dérivable sur un intervalle I.
« si f'20surl, f est croissante surl; si f' <0surl, f est décroissante sur/; si f' =0 sur
I, f est constante sur [;

* si f' > 0 sur [, sauf en un nombre fini de points ou elle s'annule, f est strictement crois-
sante sur I (de méme pour < 0).
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% Extremums et dérivee

f(a) est un maximum local (resp. minimum local) s'il existe un intervalle ouvert J contenant
a tel que f(x) < f(a) (resp. f(x) = f(a)) pour tout x € J n Dy

+ Si f est dérivable en a (intérieur a Df) et admet un extremum local en q, alors | f'(a) = 0

: la tangente est horizontale.

- Réciproque fausse (x> en 0). Si f’ s'annule en a en changeant de signe, alors f(a) est un
extremum local.

Exemple : f(x) = 3x* - 8x3 + 6x2 : une tangente horizontale sans extremum

f/(x) = 12x3 - 24x% + 12x = 12x (x? - 2x + 1) =| 12x(x - 1)? | : du signe de x, nulle en 0 et en 1.
En +oo, f a la limite de 3x* : +oo.

X -00 0 1 +00
f'(x) -0 + 0 + y
+00 1 +00
1/ C
£(x) \ 1 ;
/
0 A(1,1)

En0: f' change de signe : minimum f(0) = 0
(global, car f(x) = x*(3x? - 8x + 6) et
3x>-8x+6>0,A<0). , ;
En 1: f'(1) = 0 mais f' ne change pas de signe : min 1 X
pas d’extremum. La tangente y = 1 est horizontale

et la courbe la traverse.

Exemple : f(x) = cos2x - 2 cos x sur [0, ir] (suite de la section 2)

f'(x)=-2sin2x+2sinx = -4sin xcosx+2sinx =

‘25inx(1—2cosx)‘. Sur]o,m[,sinx>0: f'(x)a X 0 g

le signe de 1 - 2 cos x, négatif sur ]O, g[, positif fx))o - 0 + 0

sur ]g, n[ (cos décroit sur [0, ] et cosg = %). 1 3
- _ ] __3 _ _ X

fO) =1, f(Z)=-1-1=-3 fm=1+2=3. 224 3/

Par parité, f(0) = -1 est un maximum local (mais =3

pas le maximum de f).

0 Branches infinies

On dit que C; a une branche infinie quand x ou f(x) tend vers linfini. Etudier la branche, c'est
décrire l'allure de la courbe « trés loin ».

9 Méthode : étudier une branche infinie en

1. lim f(x); 2. si elle est infinie, lim @ ; 3. Si @ - az0,lim (f(x) - ax) : chaque résultat
renvoie a une ligne du tableau ci-dessous.

Raccourci : si l'on écrit f(x) = ax + b + @(x) avec @(x) — 0, la droite y = ax + b est asymptote,
et la position de C; par rapport a elle est donnée par le signe de ¢(x) = f(x) - (ax + b).
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X—>too

im 1)

— = *00

parabolique de
direction (Oy)

Limite(s) obtenue(s) Conclusion Allure Exemple

i ) = e e asymptott_a verticale _JIL 1 .
X—at X=a S — (X - 5)2

. B asymptote 32
A=t horizontale y = b 2+2° 77 3

. asymptote oblique
Xl_l)rinw[f(x)—(ax+b)]=0(a¢0) y=ax+b X+3-— 1 y=x+3
lim f(x) = tc0 et branche

lim f(x) =t et lim f)

X—+00 X—>t0 X

A Y

branche
parabolique de
direction (Ox)

2\/x-1en+

f(x)

T—)G#O et
f(x)-ax - o0

branche
parabolique de
direction y = ax

X -y/x en +co (rare en
1" Bac)

-»0: Ajiy=x+1

(le dénominateur tend vers +) :

est asymptote en -oo.

est asymptote en +oo.

En-co: f(x)-(3x+1) == (x+/x2+3) = =

Vx243-x =
A, ty=3x+1

Positions : Vx2+3 > |x|, donc x +Yx2+3 > 0 et
VX2 +3-x> 0 pourtout x : les deux différences sont
négatives, C; est au-dessous de A, et de A, sur R.

/ _ __X
Enfin f'(x) = 2 —

croissante.

> 1> 0: f eststrictement

@ Concavité et points d'inflexion

Définition : convexe, concave, point d’inflexion

Soit f dérivable sur un intervalle I. C; est convexe sur | si elle est au-dessus de chacune de
ses tangentes sur I ; elle est concave si elle est au-dessous. Un point A ou la courbe traverse
sa tangente (en passant de concave a convexe ou l'inverse) est un point d’inflexion.

N

convexe : " 20
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Théoréme (admis)

Soit f deux fois dérivable sur un intervalle I.

« si f” 20surl (f' croissante), C; est convexe sur I ; si f” <0surl(f décroissante), C; est
concave sur | ;

« si f” s'annule en a en changeant de signe, le point A(a,f(a)) est un point d’inflexion.
Exemple : le point A(1,1) de la section 8, ol f”(x) = 36x? - 48x + 12 = 12(3x - 1)(x - 1)
change de signe en 1 (et en %) : tangente horizontale et inflexion.

2 _
§2 ; : les points d’inflexion sont sur l'axe des abscisses
+

Exemple: f(x) =

F) = 1-—, F(x) = (X28+X3)2, puis (on simplifie

par x2 +3)

8(x?+3)-32x% | 24(1-x?) y y=1

I PO \ /
f* > 0sur]-1,1[ : convexe ; f” < O si

x| > 1: concave. Les points d'inflexion A\/B X

A(-1,0) et B(1,0) sont exactement les points 3
d’intersection avec (Ox) ! Tangente en B :
"M=2-1 v=1x-1)-: sy =221
f(1)_16_21 y_z(X 1)1enA‘y_ 2(X+1)‘
Minimum -1 en 0, asymptote y = 1.

©® Plan d 'étude : trois modéles

B Méthode: le plan d’étude d'une fonction

1. Domaine D, (réduction : parité, périodicité). 2. Limites aux bornes. 3. Dérivabilité
aux bornes fermées (demi-tangentes). 4. f', son signe (factoriser !), tableau de variations.
5. Branches infinies, positions. 6. f” : concavité, inflexions. 7. Points particuliers (axes,
tangentes, symétries). 8. Tracé : asymptotes et tangentes d’abord, puis la courbe.

111 Un polynome de degré 3

Exemple : f(x) = — (x* - 3x% - 9x + 27) = —(x + 3)(x - 3)? surR

4
1. Limites et branches. f a la limite de %x3 : Xl_i)moo f(x) = -o0, Xl_i)rno f(x) = +o0 ; @ — +00
(comme %) : branches paraboliques de direction (Oy) en tco.

2. Variations. f'(x) = %(3x2 - 6x - 9) = %(x +1)(x - 3)|: positive a l'extérieur des racines.

f(-1) = 22221 - 8 (maximum local), f(3)=0 (minimum local).
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3. Inflexion et symétrie. f"(x) = %(x - 1) : concave sur J-o, 1], convexe sur [1, +oo[, point

3
d’inflexion I(1,4). En développant, | f(1+h)=4-3h+ hf , donc f(1-h)+f(1+h)=8: lest

centre de symétrie de C;.

4. Tangente en | et points d’intersection. f'(1)=-3: T :y=-3(x-1)+4 =-3x+7, et

f(x)-(-3x+7)= @ : la courbe traverse Tenl. f(x)=0 < x=-30ux=3;enB(30),
_27
= 2L,

racine double, la courbe est tangente a (Ox). f(0)

X -00 -1 3 +00

f'(x) *+ 0 -0 +

8 +00
w|

max local 8 en -1 ; min local 0 en 3 ;
I(1,4) : inflexion et centre

11.2 Une fonction rationnelle a asymptote oblique

2 _
Exemple: f(x) = % surD = R\ {1}
1. Forme utile. Division euclidienne: x?2-3x+6 = (x-1)(x-2)+4, donc | f(x)=x-2+ x4’l .
2. Limites et asymptotes. En :oo : f(x) — o0 et f(x) - (x -2) = - - 0:

A : y = x-2 asymptote oblique . En 1: numérateur - 4 > 0, lin11 f(X) = +oo, lin11 f(x) =
X—>1* X—1"

-o0: ~x=1asymptote verticale . Position: Xi alesignedex-1: Cs est au-dessus de A

-1
sur ]1, +oo[, au-dessous sur J-oo, 1].

. -1)% -4 1)(x-3 :
3. Variations. f'(x)=1- x _41 B ~ (X(X _)1)2 = (x (+x Z(T)z ) . f(-1)=-3-2=-5(maximum
local), f(3)=1+2 =3 (minimum local) : le maximum local est plus petit que le minimum
local!
4, Symétrie, concavité, axes. f(2 - x) + f(x) = (—x + ﬁ) + (x -2+ ﬁ) =-2: 0(1,-1), point

commun aux deux asymptotes, est centre de symétrie. f"(x) =

Ek concave sur ]-oo, 1],

convexe sur ]1, +oo[, pas de point d'inflexion (1 ¢ Df). x?-3x+6 a pour discriminant -15< 0
: la courbe ne coupe pas (0x); f(0) = -6.

y ) X =

X |- -1 1 3 +oo E

Fo| o0 -] -0~ N
-5 +00 +00 ' ’,»"

£(x) /\ \/ | | /3’0’5 4 X

-00 -00 3 ’a(‘_11’_5) E

i on

Q(1,-1) : centre de symétrie \ I
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11.3 Une fonction irrationnelle a demi-tangente

Exemple : f(x) = (x - 3)J/x +1 sur D = [-1, +oo[

1. Limite et branche. Xlim f(x) = +0 et G = (1 - %)\/x +1 — +o0: branche parabolique

de direction (Oy). *
F)-F(-1)  (x=3Wx+1  x-3 4
Xx-(-1)  x+1 " Jxgq x>t 00

demi-tangente verticale en A(-1,0) , dirigée vers le

Pour x > -1:

2. Dérivabilité en -1.

f n'est pas dérivable a droite en -1;
bas (car f(x) < 0 juste aprés -1).

o s = 2(x+1)+x-3 = .
3. Variations. Sur]-1,+oo[: f'(X)=Vx+1+ Zial NS (x+1)+ || 2 , du signe
2Ux+1 2Ux +1 2Ux +1
de 3x - 1. Minimum f(%)=-§ §=—£= E ~ -3,08.
3/3 9
3x+7

4. Concavité et points remarquables. f"(x) = > 0: C; est convexe. f(x) =

Gix+1x+1

0 & x=-Toux=3;enB(3,0): f'(3)= =2 tangentey = 2x- 6. f(0)=-3.

X -1 % +00
Fol ] - o o+
0 +00
fo| S
_16/3

double barre : f non dérivable en -1

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai
lirg ;—2 = 0o +oo a droite, -0 a gauche : pas de limite en 2
X— =
lina S|r1(4x =1 = 4 x (TR 4 : il faut le méme X en haut et
X—

en bas
lim 20X _ 4 1 en 0 seulement ; en +oo : |Sﬂ|sl,doncla
X—+00 X .. X X

limite vaut 0

Tl (u) o D oo L (u) o wveu .

(Vu) = Nl (v) = = ; (cos3x)’ = -sin3x (Vu) = ik (v) = LYW o (cos3X) =

-3sin3x

dérivable a droite et a gauche en a, donc
dérivable en a

il faut fy(a) = fg’](a) : X|x-2] en 2 (pentes 2 et
_2)

f'(a) =0, donc f(a) est un extremum

il faut que f' change de signe : 3x* - 8x> + 6x?
en 1 (section 8)
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f' < 0sur D, donc f est décroissante sur | seulement sur chaque intervalle : x ~ %

Ds décroit sur ]0, +oo[ et sur ]-oo,0[, mais -1 < 1
et l < l

-1 1
X . .

y — 1, donc y = x est asymptote il faut aussi f(x)-x = b € R; x-y/x: f(x)-x =
-oo (branche parabolique)

une courbe ne coupe jamais son asymp- | la courbe de 2x-1+ % coupe son asymptote

tote y =2x-1en(2,3)(section 13)

f”(a) = 0, donc point d’inflexion ilfaut un changement de signe: x“en 0 (f"(0) =
0, courbe convexe)

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : l'asymptote obligue par la division

SidegP = degQ+1, ladivision euclidienne P = Qx(ax+b)+R (degR < deg Q) donneg = ax+b+g
avec g — 0 en *oo : 'asymptote est le quotient, la position est le signe de g.

2x3-x2+3 4-2x

— =2x-1+ :
x2+1 x2+1

asymptote y = 2x - 1 en *o0 ; la courbe est au-dessus pour x < 2, au-dessous pour x > 2, et

coupe l'asymptote en (2, 3).

Exemple : 2x3 - x? +3 = (x> +1)(2x - 1) + (4 - 2x), donc

Y Astuce de concours : le centre d'une cubigue en S secondes, contrdlé par f(2a -
x)+ f(x)=2b

Toute fonction f(x) = ax® +bx? +cx+d (a # 0) a un centre de symétrie : son point d’inflexion,
d'abscisse | x, = —% (zéro de f"(x) = 6ax + 2b). En effet f(x, + h) = f(x,) + f'(x,)h + ah® (le
terme en h? vaut (3ax, + b)h? = 0) : f(x, + h) - f(x,) est impaire en h.

Exemple: f(x) = 2x3 -6x>+x+5: X, = =1, f(1) = 2: centre Q(1,2), c’est-a-dire
f(2-x)+ f(x) = 4 pour tout réel x.

S
0 6

Y Astuce de concours ! lire ' sur la courbe de f

f'(a) est la pente de la tangente en a: f croit
< f’'20; tangente horizontale < f'(a) =
0; point d’'inflexion < extremum de f'.
Ci-contre, la cubique de 111 et sa dérivee
F'(x) = 2(x + 1)(x - 3) : les zéros de f' (-1 et
3) sont les abscisses des extremums de f ; le
minimum de f', f'(1) = -3, est la pente de la
tangente en I, la plus raide en descente.
Réflexe : pour reconnaitre la courbe de f’
parmi plusieurs, regarder ou f a des tangentes
horizontales.
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¥ Astuce de concours : compter les solutions de f(x) = m sur le tableau

Les solutions de f(x) = m sont les abscisses des points communs a C; et a la droite hori-
zontale y = m : on les compte en faisant glisser cette droite sur le tableau de variations (la
justification compléte utilise un théoréme de 2° Bac). Attention aux bornes atteintes. Avec
f(x) = (x - 3)Vx + 1 (1.3, minimum p = —%): m<p:0solution; m=p:1; py<ms<0:2
(pourm=0:-1et3,car f(-1) =0 est atteint); m>0:1.

Exemple: (x - 3)yx+1=-2: p=-3,08 < -2 < 0, donc deux solutions ; comme f(0) = -3,
f(1) = -2J2 = -2,83 et f(2) = /3 = -1,73, l'une est dans ]-1, 0[, lautre dans 11, 2[.

Y Astuce de concours : tangentes issues d'un point : l'inconnue est l'abscisse de
contact

Pour f(x) = x?, la tangente en a est y = 2ax - a®. Elle passe par P(1,-15) < -15 =

20-a> < a’>-2a-15=0 < a e {5-3}: deux tangentes, |y =10x-25] et

. Le nombre de tangentes issues de P est le nombre de solutions de I'équation
en a.

Y Astuce de concours : une limite cache un nombre dérivé

. . x) - f(a L . .
Si f(a) est connu, )l(m;% = f'(a) : aucun calcul de forme indéterminée ! Ainsi
7
J );:11 = 7(-1)® = 7 (nombre dérivé de x” en -1), et la limite 3 de la section & est le
X—-
nombre dérivé de x — Jx+5en4: 21% = % De méme:
m LosX 10 le(_smz)z_l
xquX—TT 2)(—)% X—g 2 2 '

Y Astuce de concours : racine double = tangence ; test de la dérivée seconde

Tangence. La droite y = mx + p est tangente en x, a la courbe d’un polynéme P < x, est
racine au moins double de P(x) - (mx +p). En 11.1: f(x) = %(x +3)(x - 3)? ((0x) tangente en B)
et f(x)-(-3x+7)= %(x -1)3 (racine triple : tangente d’inflexion en ).

Dérivée seconde. Si f'(a) = 0 et f”(a) > 0: minimum local ; si f'(a) = 0 et f”(a) < 0: maximum
local. En 111: f”(-1) = -3 < 0 (maximum), f”(3) = 3 > 0 (minimum). Si f”(a) = 0, le test ne
conclut pas (section 8, en 1).

@ Exercices de la partie 2

Notations du cours : Dy domaine, C; courbe dans un repére orthonormé, f)(a) et fé(a) nombres dérivés a
droite et a gauche ; AV, AH, AO : asymptotes verticale, horizontale, oblique ; BP : branche parabolique.
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141 Niveau 1- Automatismes

Exercice 17 Polyndmes et fractions : les formes indéterminées * corrigé p. 54
Calculer les limites suivantes, en nommant chaque fois la forme indéterminée levée.
3 2 _ 2 3 —

a) lim Kewe -1 b) lim (3x2-x+1) ¢) lim X" +5x+6 d) lim E

x—-00  2x-5x3 X—-c0 x>-2 Xx2-4 x-1x2+3x -4

2
e) Limites de f(x) = sz ll > a gauche et a droite de 1, puis de 2. Interprétation graphique ?
2
f) Déterminer les réels a et b tels que lim (% - 2x) =3
X—+00 -
Exercice 18 Conjugué, trigonométrie, comparaison * corrigé p.S4
. . . Jx+21-5 . -

a) lim (\/x2 +6X -x) b) lim (\/4x2 -x+3+ 2x) c) lim EE R d) lim ialce b

X—+00 X—-00 X—4 X - 4 x—-0 sin2 2X
e) lim —= 2 f) lim NP E] (reconnaitre un nombre dérive) g) lim (x2 - 3x cosx) (mi-

X=0 /v 411 -1 x—»% Lx - X—>+00
norer).
Exercice 19 Dérivées en série * corrigé p. 54

Pour chaque fonction, donner l'ensemble ou elle est dérivable et calculer sa dérivée (forme fac-
torisée).

a) f,(x) = x* - 3x2 +% b) f,(x) = 2):%31, puis f(x)  ©) f3(x) = (X2 + bx + 7)3 0) £,00) = (- 1/
e) fo(x)=/x2+8x+20 f)f (x)=sin’xcosx g)f,(x)=tan (2X - %)

Ecrire enfin 'équation de la tangente a sz. au point d'abscisse 1; f, est-elle dérivable a droite en
07

Exercice 20 Nombre dérivé, tangentes, approximation affine » corrigé p.SS

1. Soit f(x) = 3XX+‘

f'(1). Equation de la tangente en ce point ?

2. Déterminer les points de la courbe de g(x) = x> + 3x%> - 5 ol la tangente est paralléle a la droite
y = 9x; écrire ces tangentes.

3. Déterminer les réels a, b pour que la courbe de h(x) = ax? + bx passe par A(1,3) avec une
tangente en A de coefficient directeur 1.

4. Donner 'approximation affine de sin(% + t) pour t proche de 0. En déduire une valeur ap-
prochée de sin 29" et la comparer a celle de la calculatrice.

12. En revenant a la définition, montrer que f est dérivable en 1 et calculer
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Exercice 21 Lire une courbe * corrigé p.SS

La courbe ci-contre est celle d’'une fonction f dériv- y
able sur [-4, 4] ; les tangentes en A et en B sont hori- 5
zontales et la tangente T en C(0, 1) passe par le point

(1,-2).

1.
2.

Lire £(-2), £(2), f'(-2), f'(2) et f'(0).
Dresser le tableau de variations de f sur [-4,4]. 7

L~ A

Quels sont ses extremums, et ot sont-ils atteints ?
Lire le nombre de solutions dans [-4, 4] des équa-
tions f(x) =0, f(x)=5, f(x)=-4. P
On admet que f(x) = ax® + bx + c. Trouvera, b, c a

'aide de f(0), f'(0) et f'(2) ; verifier f(-2).

Montrer que C est un centre de symeétrie et un

point d’inflexion de C;.

Résoudre par le calcul linéquation f(x) < 1 sur

[-4, 4] ; controler sur la figure.

Exercice 22 Branches infinies et demi-tangentes » corrigé p.SS

1.

Etudier les limites aux bornes du domaine et la nature des branches infinies des courbes de :

3x2+1 . X2=x=1 . . q
a) f(x) = L b) g(x) = 5 (écrire g(x) = x +p + — ; position de la courbe et de
'asymptote) ;
8
c) h(x) =2x-Vx+1en+oo; d)R(x) = x+1 sur ]0, +oo[ ; €) p(x) = X+ 1

Jx Xx-1"

a) u(x) = x>J/4 - x est-elle dérivable a gauche en 4 ? b) Etudier la dérivabilité en 1 de v(x) =
|x3 - x| ; donner les équations des demi-tangentes. Interpréter.

14.2 Niveau 2 - Bac

Exercice 23 Type devoir surveillé (1) : une rationnelle a asymptote oblique * x corrigé p. 56

Soit f(x) = x + L sur Dy =R\ {1}.

1.

(x-1)
Calculer les limites aux bornes de Df. Montrer que A : y = x est asymptote a CJr en oo et
préciser leur position.
(x-3) (X2 + 3)

PEEE (factoriser a® - 8 avec a = x - 1). Dresser le tableau de

Montrer que f'(x) =

variations de f.

3. Calculer f”(x) et en déduire la concavité de C;.

4. Vérifier que x*-2x%+ x+4 = (x+1)(x? - 3x + 4) ; en déduire les points d'intersection de C; avec

les axes, puis la tangente en A(-1, 0).

Résoudre 'équation f(x) = 4. Que représente la droite y = 4 pour G ?

Tracer A, latangenteen Aet Cp, puis discuter graphiquement, suivant m, le nombre de solutions
de f(x) =m.
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Exercice 24 Type devoir surveillé (2) : une irrationnelle avec demi-tangente x*  corigé p. 56
Soit f(x) = x - 4/x + 3 sur [0, +oo].
1. Vérifier que f(x) = (Vx - 1)(y/x - 3) ; résoudre f(x) = 0 et étudier le signe de f(x).

f(x)

2. Calculer lim f(x), lim — et lim (f(x) - x). Nature de la branche infinie ?

3. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 et interpréter graphiquement.

Jx
5. Retrouver ces variations en écrivant f = g - u, avec u(x) = \/x et g(t) = t? - 4t + 3.

6. Etudier la concavité de Cs. Ecrire les tangentes T, et T, aux points d'abscisses 1 et 9 ; montrer
qu’elles se coupent en (3,-2). Tracer C;.

4. Montrer que f'(x) = sur 0, +oo[ et dresser le tableau de variations de f.

7. Discuter suivant m le nombre de solutions de f(x) = m (poser t = /).

Exercice 25 Type devoir surveillé (3) : une fonction trigonométrique * % corrigé p.S7
Soit f(x) =tanx -8sinx surl = ]—g, g[

1. Etudier la parité de f ; on étudie f surJ = [0, %[ Calculer lim_f(x) et interpréter.
x=7

1-8cos® x

© . cos?x
le tableau de variations de f sur J.

2sinx (1 + 4 cos® x)

2. Montrer que f'(x) = et que 1-8cos®x = (1-2cos x)(1 +2cos X + 4 cos? x). Dresser

3. Montrer que f"(x) =

0 X ; en déduire que O est un point d’inflexion et donner
la tangente T en O.

(1-cosx)(8cos? x +cosx+1)

4. Soit ((x) = f(x)+7x. Montrer que @'(x) =
de Cs et de T surl.

; en déduire la position
cos? x

5. Résoudre f(x) = 0 dans | (on note a le réel de ]0, g[ tel que cosa = %), puis tracer C;.

Exercice 26 Composer x = x> etx > /x+1 *% corrigé p. S8
onpose u(x) = x3,v(x)=yx+1, h=v-u et k=u-v.
1. Expliciter h(x) et R(x) ; montrer que D, = D, = [-1,+oo[. Sans dériver, montrer que h et R sont
croissantes.
2. Etudier la dérivabilité de h et de k a droite en -1 ; interpréter graphiquement.
3x (x3 + 4)
4(x3+1)VYx3+1
4. Résoudre l'inéquation h(x) < x + 1; en déduire la position de C, et de ladroite D : y = x + 1.
5. Comparer h(x) et R(x) (calculer h(x)? - k(x)?), puis tracer D, C, et C, dans un méme repére.

3. Calculer h’(x), puis vérifier que h”(x) =

sur ]-1, +oo[. Que dire du point (0,1) ?
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Exercice 27 Lire la courbe de f' * % corrigé p. S8
Une fonction f est deux fois dérivable sur [-3,5]. On y

donne ci-contre la courbe I' de sa dérivée f' : elle , r

passe par les points (-2,0), (0, 1), (1,0), (2,-1) et (4,0). courbe de

1. Lire le signe de f'(x) et dresser le tableau de varia-
tions de f (sans les valeurs). Extremums ?

2. Les tangentes a C; aux points d’abscisses 0 et 2
sont-elles perpendiculaires ?

3. Sur quels intervalles f’ est-elle croissante ? En de-
duire la concavité de C; et le nombre de points
d’inflexion (abscisses a < B lues approximative-
ment).

4, Vrai ou faux ? a) f(0) < f(1); b) C; a une tangente
horizontale en un point d’'inflexion; c) on peut com-
parer f(-2) et f(4) avec la seule figure.

5. On admet que f(x) = 35 (x* - 2x - 8) . a) Retrouver f'(x) ; calculer f(-2), f(1), f(4) et montrer
que la droite x = 1 est un axe de symétrie de G b) Calculer les abscisses exactes a, B des
points d’inflexion et montrer que les tangentes en ces points se coupent sur l'axe de symeétrie.

Exercice 28 Un tableau de variations, des composées * corrigé p. 59
Une fonction f, dérivable sur R, a le tableau de X | -o0 -1 0 3 +o0
variations ci-contre (avec f(0) = %). £ (x) -0 0 -
1. Montrer que f est bornée ; donner son maxi- 1 3
que f es . 1770 N

mum et son minimum. f(x) /3
2. Comparer, si possible, f(ﬁ) et f(ﬁ), puis

f(-3) et f( )-
3. Soit g ( ) Etudier la parité de g, ses variations sur [0, +co[ (composée), puis montrer

que ; < g( )= 2.
4. Soit R(x) = f(%) sur ]0, +oo[. Dresser son tableau de variations (limites comprises).

2
X+a .. )
5. On admet que f(x) = (x2+ t)) (b > 0). Trouver a et b, vérifier f(0) = %, resoudre f(x) = 1 et
+

étudier la position de C; par rapport aladroitey =1.

6. Soit ®(x) = /f(x). Justifier que g est définie sur R, écrire ¢(x) = 1 et étudier la dérivabilité
X2 +3
de p en -1.
14.3 Niveau 3 - Approfondissement
Exercice 29 Un demi-cercle et une hyperbole * * * corrigé p. 59

Soit f(x) = /|x2 - 4x|.
1. Montrer que D, = R et que f(4 - x) = f(x); interpréter.

2. a) Pour x € [0, 4], montrer que le point M(x, f(x)) est sur le cercle de rayon 2 et de centre Q(2, 0).
b) Pour x €10, 4[, montrer que (x - 2)? - f(x)? = 4.
3. Etudier la dérivabilité de f a droite et a gauche en 0 ; interpréter (que se passe-t-il en (4, 0) ?).
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4. Calculer f'(x) sur chacun des intervalles ]-co, 0[, 10, 4[, 14, +oo[ et dresser le tableau de variations
de f.

5. Montrer que les droites y = x - 2 et y = -x + 2 sont asymptotes a Cf (en +oo et en -o0) et que Cf
est au-dessous.

6. Tracer C;. Discuter suivant m le nombre de solutions de f(x) = m, graphiquement puis par le
calcul.

Exercice 30 Raccorder deux routes * x * corrigé p. 60

Une route suit la droite y = x pour x < 0, une autre la droite y

y = 2 pour x 2 2 (unité : 'hectométre). On les raccorde,

pour 0 < x < 2, par la courbe d’'un polynome P, et 'on note .

f la fonction égale a x sur ]-oo0, 0], a P(x) sur [0,2] et a 2 sur ’

[2, +oo]. ’

1. Montrer que f est dérivable sur R (raccord « sans cas-
sure ») si et seulement si P(0) = 0, P'(0) = 1, P(2) = 2 et
P'(2) = 0.

2. Montrer qu'aucun polynome de degré au plus 2 ne con-
vient, puis déterminer l'unique polynome P de degré 3
qui convient.

3. Etudier les variations de f et la concavité de l'arc de raccord. En quel point la pente de la route
est-elle maximale ?

4. Montrer que x < P(x) < 2 pour x € [0, 2] : le raccord reste dans 'angle formé par les deux routes
prolongées.

5. Lafonction f’ est-elle dérivable en 0 ? en 2 ? (Un conducteur ressent-il un « a-coup » de volant

?)

Exercice 31 Ramer puis marcher * *x corrigé p. 60
Ung ba}rque esten B, a2 km d’unfa cote rect.iligne ; Hestle X e
projeté orthogonal de B sur la cote et le village V est sur H, M N
la cote, a 6 km de H. Le pécheur rame & 3 km/h jusqu’a | Ll
un point M de [HV], avec HM = x, puis marche a 5 km/h YA km/h
jusqu'a V.
2 -
1. Montrer que la durée du trajet est T(x) = X3+ S0l = X,

x €0, 6].
2. Montrer que T'(x) a le signe de 5x-3vx2 + 4; en déduire
que T est minimale pour x, = 3. Durée minimale en

2
heures et minutes ? Comparer avec les trajets B — V et

B—-H->YV.
3. Montrer qu’au point optimal, sin HBM = % (le rapport des deux vitesses).
4. Le village est maintenant a d km de H (d > 0). Suivant d, ou le pécheur doit-il accoster ?
5. On revient a d = 6, mais le pécheur marche a v km/h. Montrer que, si v > 3, T' s'annule en

X, = s , puis qu'il doit ramer directement vers V si et seulement si v < +/10.
v2Z-9
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Exercice 32 Le produit tan x - tan (% - x) * %k corrigé p. 61
Soit f(x) = tan x tan (% - x).

1. Déterminer D, ; montrer que f est périodique de période 1 et que f(% - x) = f(x). Interpréter.

s - t(1-1t)
2. On étudie f surE = ]—%,-%[ u ]—%,g[ Montrer que f(x) = g(tan x), ot g(t) = T ¢
3. Etudier g (limites, variations) sur ]-oo, -1[ et sur ]-1, +co[.
. 2tan g o ,
4. a)Alaidedetan® = ———2_ montrer que tan & =+/2 - 1 ; en déduire tan (——").
4 —tan? 8 8

8
b) Dresser le tableau de variations de f sur E ; préciser les extremums et les asymptotes.
2
2

2

2

C -

5. Autre méthode : montrer que f(x) = avec ¢ = cos (2x - %), et retrouver le maximum de f

C+

m 1
sur] 4'2['

. Application: sia,b € ]O, %[ eta+b = %, montrer que tanatanb < 3 - 24/2. Cas d'égalité ?

(o))

14.4 Niveau 4 - Concours

Exercice 33 Nombre de solutions selon un paramétre * x *x x corrigé p. 6l
Pour m réel, on considére l'équation (E, ) : cos2x =m(1+sinx), d’'inconnue x € [0, 2m[.
1. Montrer que 37" n'est jamais solution, puis que, pour x # 37", (E,) < g(sinx) = m, ou
1-2¢t?
t) = .
g(t) 1+t

2. Etudier g sur ]-1,1]. Pour t € ]-1,1], combien l'équation sin x = t a-t-elle de solutions dans
[0,2m[ ?

3. En déduire, suivant m, le nombre de solutions de (E, ) ; résoudre complétement (E_l).
2

4. Retrouver le seuil 4 -2+/2 a l'aide du discriminant de 2t2 + mt +m -1 = 0 et expliquer le rdle de
la valeur 4 + 2\/5.

Exercice 34 Une famille de courbes *x %% corrigé p. 62

Pour m réel, soit f,_(x) = xz—m#

1. Montrer que toutes les courbes C,, passent par un méme point A. Que vaut f, ?

2. On suppose m # 4. Ecrire f,(X)=x+p+ X%, donner les asymptotes et montrer que leur point
commun Q. est centre de symétrie de C, .
X2 -hx+m
(x-2)
4. Si f (x,) = 0, montrer que f, (x,) = 2X, - m = xg - 2x,. En déduire l'ensemble L des points ou
une courbe C, admet un extremum (ou sont les maximums ? les minimums ?). Quel role joue
A?

5. Quelle courbe C, est tangente a l'axe des abscisses ?

6. Montrer que deux courbes distinctes C,_, (o n‘ont que A en commun, préciser leur position
relative, puis montrer que par tout point M(x,, y,) tel que x, ¢ {1,2} passe une et une seule
courbe C,.

sur R\ {2}, et C,, sa courbe.

3. Montrer que f, (x) = et discuter, suivant m, l'existence d’extremums.
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Exercice 35 La bille dans le verre ** x % corrigé p. 63

Le profil d’'un verre est la parabole P : y = % (unité : le cm). y

Ony pose une bille de rayon r; par symétrie, son centre est un

point Q(0, a) de 'axe, a > 0.

1.

Pour M(x,x—;) € P, montrer que OM? = ¢ (x?), avec @(X) =
2 a 2
% (1-9)x+a
En déduire la distance minimale d(a) de Q a P : d(a) = a si

a<3,etd(a)=+v6a-9sia>3.

La bille repose sur le verre lorsque d(a) = r. Montrer qu’elle —+
touche le fond si et seulementsir < 3;sinon, qu’elle touche

. o 2
le verre en deux points d’abscisses +/r2 - 9, que a = =2 et

6
que le vide sous la bille a pour hauteur %

Casr = 5 (figure) : calculer g, les points de contact et la hauteur du vide ; vérifier qu’en un point
de contact M, la droite (QOM) est perpendiculaire a la tangente a P. Quelle hauteur minimale le
verre doit-il avoir pour contenir entiérement cette bille ?

Exercice 36 Tangentes issues d'un point * % x % corrigé p.63

Soit f(x) = x + % sur R* ; sa courbe C a pour asymptotes les droites x =0 et y = x.

1.

Pourt # 0, montrer que la tangente T, a C au point d'abscisse t a pour équation y = (1 - t%)x+ %,
et que deux tangentes T,, T, (t # s) sont distinctes.

Soit P(a, B) un point du plan. Montrer que T, passe par P si et seulement si (B-a)t>-6t+3a =0
(t #0).

Combien de tangentes a C passent par P lorsque: a) P = O ; b) P # O est sur une asymptote ; c)
a#0etp=a? Dans le cas c), montrer qu’ily ena 2,1 ou 0 selon que a(B - a) est< 3, =3 ou
> 3, et interpréter avec la position de P par rapport a C.

Onsupposea #0,B #aeta(f-a)< 3. En posantu = %, montrer que les deux tangentes issues
de P sont perpendiculaires si et seulement si a? + B% = 12.

Montrer que tout point du cercle T : x? + y? = 12 vérifie a( - a) < 3. Quel est 'ensemble des
points d’ou l'on peut mener a C deux tangentes perpendiculaires ? Vérifier sur les tangentes
T, et T\/g.
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O Corrigés de la partie 2

® Corrigé de l'exercice 17

a) Fl. Z : on factorise les termes de plus haut degré : — |-=| b)Fl.oo-o0:

3x2 - x5 + 1 =_x5(1_%-;—5)et—x5—>+°°en‘°°3-
(x+2)(x+3) x+3

0 1
OFL3: D) x=2 s

d’ou —X2+X+2 - &
X+4 5]

e) x? -3x +2 = (x - 1)(x - 2) est positif hors de [1,2], négatif sur ]1,2[, et x> +1 2 1: li1r_nf = +00,

. d)F.L % P x34x-2 = (X=1) (X2 + X + 2) et x2+3X-4 = (x-1)(x+4),

li1r+n f = -0, lizr_n f =-o0, li2rp f =+00: deux asymptotes verticalesx =1etx=2 .

f) ax? +bx +1 _2X=(a‘2)X2+(b+2)X+1
X-1 X -1

TN . (b+2)x+1 )
: limite infinie. Donc a = 2, puis -1 > b+2=3: .

® Corrigé de l'exercice 18

6X _ 6
VX2 +6X+X /1+%+1

. Sia # 2, cette expression se comporte comme (a - 2)x

- [3] b)Pourx <0,Vx2 = -x: Vax2 - x+3+2x =

a) Conjugué (x > 0) :

1-3
—X+3 X ( 0 o0 o
= — |~ |(on a divisé par -x > 0).
N _ [, _1.3 &
Lx?2 - x+3-2X 4'§+x_2+2
_ 2

0 (x+21)-25 _ 1 o 11_0 d)1—czosx=1—c;)sx( '2x )1_}1)(1)(1:_

(x-4)(Vx+21+5) Vx+21+5 sin’ 2x X sin2x/ 4 8

sin 6x _sin6x(\/x+1+1) . o
) S s ————— - 65T 1) s 6x 12 = [12) 9IRS - 1

tanx-tanZ

e S | 2m)_[2
X_% —>4(1+tan 4)—.
g) Pour x > 0: -3xcosx > -3x, donc x% - 3xcosx 2 x2 - 3x = x(x - 3) - +co : par comparaison,
p p

o).

® Corrigé de l'exercice 19

a) Sur R* : fi(x) = 4x3—6x—%. b) Sur R\ {-3}: f,(x) = 21X +(i)+—?f)22x—1) = (X+73)2 et, avec
! o | s 14
(111_2) :_2u_3' fZ(X)__(X+3)3 i
. 2 2 ) X-1 [3x-
c)Sur R:3(2x+4)(x? +4x+7) =|6(x+2) (x> +4x+7)"|. d)Sur]o,+oo[: f;(x) = /x+ e 32ﬁ1

; £,(1) =0, fi(1) = 1: tangente [y =x-1] En 0 M = % — -o0 : pas dérivable a droite

(demi-tangente verticale).

e) x2 +8x +20 = (x +4)? + 4 > 0: dérivable sur R, fi(x) = 2ArE = | =X f)SurR:

2,/X2 +8x +20 Ix2+8x+20 |
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Zsinxcosx-cosx-sinzx-sinx=sinx(2coszx—sin2x)= sinx(3coszx-’|).

g) Dérivable si 2x— L +krr soit x # 3¢ ’"’ (ke Z): fr(x)=]2 (1 +tan? (2x - %)) (reégle f(ax+b)).

® Corrigé de l'exercice 20

f)-3  2Bx-2)-(x+1)

5 5 .. 5
1. f(1) = 1 et = = = : f est dérivable en 1, [f'(1) = =,
f) =3 x-1 2(x+1)(x - 1) 2(x+1) oy ! Fo 4
5 3
tangente y—ZX Z

22.9(xX)=3x>+6x=9 & x?+2x-3=0 < x=1oux=-3. g(1)=-1:|y=9x-10
g(-3)=-5:y=9x+22|

3. h(1):a+b:3eth’(1):20+b:1:, h(x) = -2x2 + 5x.

~ cin® n_1 \/_ . ~ 1 ~ .
4, sm(— +t) = sing + tcos 5 = 2 t. Avec 29° 180 - sin 29° > ~ | 0,48488|; la
calculatrice donne 0,48481 : erreur inférieure a 10° ".
® Corrigé de l'exercice 21
1. f(-2) =5, f(2) = -3, f'(-2) = f'(2 ) 0 (tangentes hori-
zontales) f'(0) estlapentede T: = T = > p
2. Maximum 5, atteint en -2 et en 4 ; minimum -3, atteint f'(x) + 0 - 0 +
en -4 et en 2 (tableau ci-contre). 5 5

3. f(x) = 0: 3 solutions (une dans chacun des intervalles 09 / \ /
]_41 _2[1 ]_212[1 ]21 4[) ’ f(X) =5:2 (X =-2etx = 4) 5
f(x) = -4 : aucune.

4 f(0)=c=1;f(x)=3ax?>+b, f(0)=b=-3;f(2)=12a-3=0:|a=-, b=-3, c=1| Contrdle
:f(-2)=-2+6+1=5 .

N=

5. f(-x)+ f(x) =2 =2x1:C(0,1) est centre de symétrie. f"(x) = %x change de signe en 0: C est
un point d’inflexion.

6. f) <1 & £-3x<0 A2b)e2ss) $ =[-4,-2/3]u[0,2/3]| (2V3 = 3,46,

4

conforme a la figure).

® Corrigé de l'exercice 22

1. a) En too, f(x) — 3 (rapport des termes dominants) : - AHy =3 . Le numérateur est > 1 et
X2 -4 = (x-2)(x+2): lizr_nf = -0o, lim,, f = +oo, lim_,_ f = +o0, lim_,, f = -00: ~AVX=2etx=-2 .

b) x>-x-1=(x-2)(x+1)+1,donc|g(x) = x + 1 +

3| AOy=x+1_entoo;g(x)- (X+‘I)-ﬁ

courbe au-dessous de l'asymptote sur ]-oo, 2[, au-dessus sur ]2, +oo[. lim,_g = -oo, lim,, g = +co
T AV x = 2.

c) @ — 0, donc h(x) = X(Z—@) — +00, @ — 2eth(x)-2x = -yx+1 - -o0: BP de
direction la droite y = 2x.

d) lim,. R = +00: AV x = 0. k(x)=ﬁ+ﬁ —>+ooet@=l+x1? — 0: BP de direction (Ox).
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e) p(x) se comporte comme x> : — +oo en *oo, et %X) = ;2—;1( — o0 : BP de direction (Oy).

Numérateur - 2 en 1: lim,, p = +oo, lim,_p=-c0: AV x = 1.

u(x)-u(4) xa-x _ X
X-4  x-4 [y

demi-tangente verticale en (4, 0).

b) v(1) = 0. Sur 10,1, x> - x < 0: L0 = ¢ _ _y(x 1 1)  -2: sur ]1, +oo[ :

. x-1 x-1 X

vg(‘l) = -2 # vy(1) = 2: v n'est pas dérivable en 1 ; demi-tangentes y = -

y=2(x-1)(x>1): pointanguleux(1,0) .

2. a) — -oo quand x — 4™ : u n'est pas dérivable a gauche en 4 ;

A

v =x(x+1) - 2.
x-1)(x < 1)et

—~~a

® Corrigé de U'exercice 23

. _ 4
1. En #oo: (X_” (x 1)2

f(x)-x= ()(_—1)2 - 0et>0: A:y=xasymptote ,C; toujours au-dessus.

— 0, donc f(x) - o0 ;en1: — +00, li1m f = +oo (des deux cotés): AV x = 1.

2. f'(x) = (X1)3 ="Z—;Baveca=x—1;a3—8=(a—2)(az+2a+4)etaz+20+4=x2+3:
(x—3)(x +3)
"(X) = —————=—|, du signe de *=. f(3) = 4.
(x-1)3

3. f" () =5 1)4 >0: C; est convexe sur ]-oo, 1 et sur ]1, +oo].
_ XO1)Peh o x3-2xPuxsh

T ) = (x-12 T (x1)2
discriminant -7 : seul point sur (Ox) : A(-1,0) ; sur (Oy) : (0,4). f'(-1) = —(_2;4 = 2 : tangente

=203

5. f(x)=b4 & x3-2x2+x+4=4(x-1)7? & x3-6x>+9x=0 < x(x-3)2=0:x€{0,3}. La
droite y = 4 est tangente a C; enson minimum B(3, 4) (racine double) et la recoupe en (0, &).

, et (x + 1)(x? - 3x + &) redonne ce numérateur ; x* - 3x + 4 a pour

X -0 1 3 +00

f'(x) : - 0 +

w| N
-00 4

6. Graphiquement, f(x) = m a 1solution sim < 4,2
sim =4,3sim > 4 (une sur ]-oo,1[, ol f croit de
-00 @ +00, et 0, 1 ou 2 sur 1, +ool).

® Corrigé de l'exercice 24
1. (Vx-1)(x-3)=x-4/x+3 7. f(x)=0 < /xe{1,3} & xe{1,9};f<0sur]1,9[f>0
sur[0,1[u]9, +oo.

2. f(x) = x(Vx-4)+3 > +oo; @:1—%+%—>1; f(x) - x = -4/x + 3 - -o0 : BP de direction
la droite y = x.

3. M =1 —ix — -oo: f n'est pas dérivable a droite en 0; - demi-tangente verticale en (0, 3),

la courbe « plonge ».

4, f'(x)=1- %= 2. négative sur 10, 4[, positive sur 4, +co[ ; minimum | f(4) = -1|.
x|
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5. u croit et u([0, 4]) = [0, 2], oli g (sommet t = 2) décroit: f = g - u décroit sur [0, 4] ; u([4, +oo[) =
[2,+0o[, ol g croit: f croit.

6. f"(x) = )(1_\/;>O: C;convexe. f'(1) =-1:Tyty=-x+1; f(9) = ;

:T9:y=’%. -x+1=

1
3

2 e x=3,y=-2,
X 0 4 +00
FOIL - o +

3 +00
fo] N,
-1

7. Avec t = /x 2 0 (une valeur de t < une
valeurde x): (t-22=m+1. m<-1:0;
m=-1:1(x=4);sim>-1,t=2+ym+1
et2-Yym+120 < m<3:2solutions si
-1<m<3,1sim>3.

® Corrigé de l'exercice 25

1. | est symétrique par rapport a 0, tan et sin sont impaires : f est impaire (O centre de symétrie).

En g':tanx—>+oo,85inx—>8:f—>+oo; AVx=§ (etx:—g,ouf—>-oo).

2. f'(x) = —5~-8cosx = %, et 1-8¢ = (1-2¢) (1 + 2¢ + 4c?) (identité a>-b3), ot 4c?+2c+1 > 0
1

(discriminant -12). SurJ, 1-2cosx <0 < cosx > 3 & X< g : f décroit sur [O, g], croit
sl s 8) - 5= 5 -2

z i < i . 2sin x(1+4 cos® x . .
3. (—1 ) = 280X 4o f(x) = 230X 4 8sin x = 2sinx{1+4 cos? x) ), du signe de sin x sur | : concave sur
cos? x cos3 x cos3 x cos3 x

]—g, O], convexe sur [O, %[ : 0 est un point d'inflexion, T : (f(0) = 1 - 8).

4o '(x) = f/(X)+7 = “72# et (1-c)(8c%+c+1) =1+7c%-8c> v, avec 8c?+c+1 >0 et

1-c20: ¢ 20(nulseulementen 0), g croit et p(0) = 0. Donc Csest au-dessus de T sur ]O, g[,

au-dessous sur ]—g, 0[ : elle traverse sa tangente en O.

5. f(x) = S0xU8C0SX) _ ) « sinx=00ucosx =1

COS X 8
0< % < %).
x |0 : .
f'(x) - 0 ¢
0 +00
fo| >N
-3/3
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® Corrigé de l'exercice 26

1.

5.h?2-R>=x3+1-(x+1)°=-3x(x+1): comme
h,k =2 0, h =2 Rsur[-1,0] et h £ R sur [0, +oo[
: égalité en -1 et 0. Repéres : R'(x) = 3\/x +1
(donc k'(0) = %), k convexe ; h(1) =2, k(1) = 2/2,

h'(2) = 2. =

3
h(x) = Vx3+1 existe & x32-1 < x 2-1(x » x3 croissante) ; R(x) = (\/x+‘|)

(x +1)Wx+1existe & x 2-1. u croit, u([-1,+oo[) = [-1,+0co[ ol v croit : h croit ; v croit,
valeurs dans [0, +oo[ oU u croit : R croit.

Qs

X+l =(x+1)(x2-x+1): % = "ZX%” — +oo0 : demi-tangente verticale pour C, en (-1,0).

k- x+1 -0 k’(-1) = 0, demi-tangente horizontale pour C,.

X+1

6x-2/w-3x2. 22 3
, 32 . .3 o _ W _ 12xw-9xt _ 3x(x°+4) -
h(x)-zmzo,avecw-x +1: h"(x) = o ST ol 7. Sur ]-1,0[,

x<0<x3+4:h" <0;sur]0,+oo[: h” >0. (0,1) est un point d’inflexion a tangente horizontale
(h'(0) = 0).

Les deux membres sont positifs : h(x) < x+1 & (x+1)(x*-x+1) s (x+1)> < (x+
N(x*-2x) <0 < x(x+1)(x-2)<0: ‘S ={-1}u[0,2] ‘ C, est au-dessous de D sur [0,2],
au-dessus sur ]-1, 0[ et sur ]2, +oo[ ; points communs (-1, 0), (0, 1), (2, 3).

y

2

® Corrigé de l'exercice 27

1.

2.
3.

f'<0sur[-3,-2[ul1, 4], f' >0sur]-2,1[ul4,5]: f décroit sur [-3,-2], croit sur [-2, 1], décroit
sur [1, 4], croit sur [4,5] : minimums locaux en -2 et 4, maximum local en 1.

f'(0)=1et f'(2) = -1: produit des pentes -1, les tangentes sont perpendiculaires.

f' croit sur [-3, a], décroit sur [a, B], croit sur [B,5] (a = -0,7, B = 2,7) : C; convexe, concave,
puis convexe : deux points d’inflexion.

y
X |-3 —2 1 4 5
f'(x) - 0 + 0 - 0 +
i 8t i
2 32

i 32\0/ NS

-2 4 X

a) Vrai: f croitsur[-2,1]. b) Faux: enaetf, f' a un extremum local non nul (f'(a) > 0 > f'(B)).
c) Faux : la figure donne le sens des variations, pas leur ampleur ; il faut 'expression de f
(question 5) pour trouver f(-2) = f(4).

a) f'(x) = Z (x? - 2x - 8) (2x-2) = LALAD /£ = f(4) = 0, £(1) = & (2-x)2-2(2-x)-8 =
x?-2x-8:f(2-x)=f(x),axe x = 1.

b) f"(x) = %(x2 -2x - 2) s'annule en changeant de signeen|a =1-+/3, B=1+/3|; x2-2x-8 =

(x-1)* -9 = -6 en ces points : f(a) = f(B) = 32 = 2. f’(B)=(3+‘/§)8M=—¥;enx=1,la
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tangente en B vaut 2 + #J— = 2Z1; par symétrie, celle en a aussi : elles se coupent en (‘I, %)

® Corrigé de l'exercice 28

1.

X % décroit sur ]0, +oo[. Si 0 < x < % : % € [3, +oo[ ol f décroit, donc k croit; si x >

Sur ]-oo,-1], f décroit de 1 (non atteint) a 0 ; sur [-1,3], croit de 0 a % ; sur [3, +oo[, décroit de
2 vers 1. Donc 0 < f(x) < 2 : f est bornée, maximum 2 = £(3), minimum 0 = f(-1).

V2 <+/3 dans [-1,3] ol f croit : f(\/i) < f(ﬁ). f(-3) €10, 1[ et £(5) €11, %[+ f(-3) <1 < f(5)
(intervalles différents : on passe par la valeur 1).
g(-x) = g(x) : g est paire. Sur [O,ﬁ], x + x2 croit a valeurs dans [0,3] ol f croit : g croit ; sur

[\/5, +oo[, x> € [3, +oo ol f décroit : g décroit vers 1. g(0) = 1, g(\/§) = % P39 st
%: 1 €]0,3]
ou f croit, donc k décroit. limy. k = lim, f =1, lim, k= f(0) = % (f est dérivable en 0, donc

f(u) - £(0) quand u = 0); maximum k(%) = g

(x+1)?
fe1) =0=(@-1°=00a=1;f3) =355 =3 =b=3:f0)="5—,f0) =3
fx) =1 & 2x+1:=3 < x=‘|,etf(x)—1=i’;j:Cfau-dessousdey=‘lsix<1,

au-dessus si x > 1.

+1)2 + -(- +
f20: pest définie sur R et p(x) = Le o betl - obdeCh) _ petl, 1,

= 2ipy(-1)=1 =
Ix2+3 Jx2+3 x+1 x+1  Jx2+ 2" *fd 2
X%+3 X%+3 X%+3
1

(,(-1) = -3 : ~pointanguleux(-1,0). .

B Corrigé de l'exercice 29

1.

|x* - 4x| 20:D; = R (4-x)? - 4(4 - x) = x* - 4x : f(4-x) = f(x), la droite x = 2 est axe de
symétrie.

a) Sur[0,4], x?> -4x < 0: f(x)? = 4x - X% = 4 - (x - 2)%, soit (x - 2)? + f(x)? = &4 : M est sur le
cercle (et f > 0 : demi-cercle supérieur). b) Hors de ]0,4[ : f(x)? = x*> - 4x = (x - 2)? - 4 (arcs
d’hyperbole).

Pour0 < X < 4 : @ =,/%" — +00; pour x < 0 : @ = —\/XZX% = —\/1—§ — -o0. Deux demi-
tangentes verticales dirigées vers le haut : la courbe forme une - pointe en O , et de méme

en (4,0) par symétrie.

Sur 10, 4[ : f'(x) = 22= ; sur ]-o0, 0[ U J4, +oo[ : f'(x) = 22. Maximum local f(2) = 2.

Vax-x2 ! Ix2-4x"
Pour x > &: f(x)-(x-2) = XXt 4 0 pourx < 0: f(X)-(2-X) = —=4— — 0"

VX2-bx+x-2 VX2-bx+x-2
Asymptotes y = x - 2 (+o0) et y = -x + 2 (-o0), courbe au-dessous.

VX2-bix+2-x
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6. f(x) = m: aucune solutionsim < 0.Sim =0
: [x*-4x] = m? < (x-2)* = &+m? (deux
solutions) ou (x - 2)? = 4 - m? (deux si m < 2,
une sim =2, aucunesim >2);pourm=0 les

ool -+

NN

NIO[N
1
+

deux équations coincident. Bilan: 0 (m < 0), 2
(Mm=0),4(0<m<2),3(m=2:x=2,2%2/2),
2(m>?2).

® Corrigé de l'exercice 30

1.

4

[0,2] : le raccord est entre les droitesy = x ety = 2
(dans l'angle des routes prolongées).

5. f(x) = 1 sur ]-o0, 0], P'(x) sur [0, 2], 0 sur [2, +oo[. En
0:
en2: P"(2) = -2 a gauche, 0 a droite. f’ n'est dérivable
ni en 0 ni en 2 : la « courbure » change brutalement,
le conducteur doit donner un petit coup de volant a
chaque jonction.

. P'(x) = —%x2+x+’| =

Pour que f soit bien définie en 0 et en 2 (les deux formules y donnent la méme valeur), il faut
P(0) = 0 et P(2) = 2. Alors f;(0) = 1 (route y = x), f;(0) = P'(0), fo(2) = P'(2), f4(2) = 0: f est
dérivableenOeten2 < P’'(0)=1etP’(2)=0;ailleurs, f est dérivable (affine ou polynéme).

.SiP(x)=ax?+bx+c:c=0,b=1,P'(2) = 4ba+1 =Odonnea=—%, mais alors P(2) =-1+2=1#2

: impossible. Avec P(x) = ax®> +bx? +cx+d:d =0,c=1,8a+4b+2=2et12a+4b+1=0,dol
2 3

-_1lp=1. = o i
a=-,,b=5: P(x)-x+2 ot

-—(3’“22("'2) 20sur[0,2]: f est croissante sur R. P"(x) = 1- %x: arc convexe

2 2

sur [0, %], concave sur [%,2], inflexion 1(3, —

). La pente P’ est maximale la ot P” change de

signe: | P’ (%) = % , plus raide que la premiére route !

2(2- -2)%(x+2
P(X)-X=¥20etP(x)-2=__(X )4(X )

< 0 sur Y

taux de f' nul @ gauche, 2"

=1—%x—>1édroite;

® Corrigé de l'exercice 31

1.

2.

BM = /BH2 + HM2 = \/x2 + & (Pythagore), parcouru a 3 km/h; MV =6 - x a 5 km/h : d’oli T(x).

. T

vy - X 1 _ 5x=-3J/x2+4 . Jx2 2 2
T(x)-3\/m N 15\/m.Pourx20.5x23x+4 & 25x°29x°+36 & x 2

Acrol 3| crot 3el|.7(3)253/2, 92 _126_ i - 28 _
decrmtsur[O,2],cr0|tsur[2,6].T(z)- o= 15h-1hlmmm,contreT(O)-15h-‘lh

N lw

52 min (B - H - V) et T(6) = 22 = 2. h 06 min (8 — V).

sin HBM = % = % = , rapport des deux vitesses (3 km/h et 5 km/h) : c'est la loi de la

réfraction de la lumiére!
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4. Méme dérivée sur [0,d]: sid = 2, accoster a 3kmdeH;sid< 2, T décroit sur [0,d] : ramer
droit vers V.

’ _ X _1.q — - 2 2 _ 2 _ 5 _ _6
5.T(x)-3\/xz_ ; T(x)-O<=>vx-?;\/x +h = (V2-9)x -36.xv-—m(v>3).Comme
X \/X_+ est croissante (dérivée (X2+4)m), T’ croit: T décroit puis croit, de minimum en x,.

Six,26(ousivs300T <0car < %), T décroit sur [0,6] : on rame droit vers V. Or

3Vx2+4
X, 26 & vZ-9<1: onrame droitvers V < vs\/ﬁz3,16km/h

® Corrigé de U'exercice 32

1. tanxeX|steS|x¢—+krr tan(——x)eX|ste5|x¢——+kn £ = R\{%+krr, —%+krr;kez}.tan

est m-périodique, donc f(x + m) = f(x) ; et f(Z - x) = tan(E - x)tanx = f(x) : axe de symeétrie
x==I
5
2. Pour x e E,tanx # -1 et tan(— —x) % : f(x) = g(tan x).

- +1)- —2 —-(t+ ~ . - -~ .
3. g'(t) = { Zt)((Ltt))z(t ) = 2(1(t+t;2) ,hulent=-1% V2. Sur ]-1,+0o[ : g croit puis décroit, maximum

g(ﬁ—1) = (\/5—1)% = (\/5—1)2 =3 -2/2; limites -o0 en -1* (numérateur — -2) et en +oo

2
(g(t) se comporte comme -t). Sur ]-oo, -1[ : décroit puis croit, minimum g (—1 - \/5) = (1 + \/5) =

3+ 2\/5, limites +oo aux deux bornes.

4. a)T =tan I > 0vérifie 1 = 2L, soit T2+2T-1=0: tan— V2-1 tan(—%")= - =|-1-42]
8
b) tan croit de]-— ——[sur]—oo -1[ et de]—— —[sur] 1, +oo[ ; par composition :
i v i y |
S S S - 3+202, :
f'(x) - 0 + 0 1 1 |
i) +oql 3 2\/_ 1 | |
1] N AN - 4 |
3.2/2 | oo — } R
AV:x=-Z,x=~7,x =2 (et leurs translatées de km). 1 1 |
1
5. sinasinb = ©@b)C0s@D) o (55 cosh = LNDCONAD) yec g = x, b = T-x:a-b=2x-1,
a+b = d ou la formule. Pour x € ]—— —[ c e] ,1]etc > 1—% est croissante : maximum
C+7

_ 3 _E.&_(z—ﬁ)_
pourc-1,50|tx-8.2+ﬁ- > -3—2\/5/.

etae ]0,4[ ]—— —[ tanatanb = f(a) < f(%)= 3-2y2| égalité si et seulement si

m
a=>b-= 3

® Corrigé de l'exercice 33

1. Pour x = 3 : cos3m = -1 et m(1 +sinx) = 0 : jamais solution. Pour x # 3, 1 +sinx > 0 et
_1_ 2. 1-2sin’ x _ H _
cos2x=1-2sin"x: (E,) < e i = g(sin x) = m.

, _ —4t(‘|+t)—(‘l-2t2) 2244141 _ \/_ ’
2. g'(t) = 2 = =g nulen ty = -1+ <= = -0,29 (l'autre racine est < -1). g croit sur
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-1,t,] (de -0 a g(t,) = 4 - 22 = 1,17), puis décroit jusqu’a g(1) = —%. 'équation sinx =t a
deux solutions dans [0,2n[ sit € ]-1,1[,unesit =1 (x = g).

3. On compte les t € ]-1, 1] tels que g(t) = m, puis les x

associes :
m <—% unte]-1,t,[: 2 solutions; y

1 ~— 4-2/2
m=—% t=1etunte]-1,t,[:3; | / \
—%<m<4—2\/§ deuxte]-1,1[: &; T N
m=4-22  t=t,:2; | ’
m>4-22 aucunt: 0. ;

o A
(E_l):4t2—t—3=(t—1)(4t+3)=0;t=1donnex=g, ;

2

t = —% donnex =m+0etx =2m-6,000 € ]O,g[,

sin6 = 2 : trois solutions.

4. (E,) & 2t?+mt+m-1=0(t=sinx #-1), de discriminant m? - 8m + 8, nul pour m = 4 + 2/2.
Pourm = 4 - 2\/5, la racine double —% = t, est le sinus cherché. Pourm = 4 + 2\/5, la racine double
-1- % < -1 n'est pas un sinus : c'est le minimum de g sur ]J-o,-1[; et pour m > 4 + 2\/5, les deux

racines sont réelles mais hors de [-1, 1] (puisque g < & - 2J2 < m sur ]-1,1]) : pas de solution,
comme annonceé.

® Corrigé de l'exercice 34

1 f,(1)= 1'“—1”” = -1 pour tout m: ~A(1,-1) point commun - (c’est le seul: m(1-x) = y(x - 2) - x?

pour tout m impose x = 1,y = -1). f,(x) = (’:_22)2 = x-2:C, est la droite y = x - 2 privée du
point (2, 0).
2. X% -mx+m=(x-2)(x+2-m)+b-m: f (x)=x+2-m+2D AV x=2,A0y =x+2-m,
0.(2,4-m); f (4-x)+f (x)=8-2m =2(4-m):Q_ estcentre de symétrie.
, _ (2x—m)(x-2)—(x2—mx+m) _ X2-bxem . . e . .
3. f,(x) = 2y = Toeap A =4-m.Sim>4: f >0,aucun extremum. Sim < &4

f. s'annule en changeant de signe en 2 /4 - m : un maximum a gauche de 2, un minimum a
droite.

4. Si fr(x) = 0: (2%, - m)(Xy - 2) = X3 - mx, + m, donc f, (X)) = 2x, - m ; et m = 4x; - X;
donne f,(x,) = x(z) - 2x,. Réciproquement, tout x,, # 2 est 'abscisse d'un extremum de C_ pour
m=4-(x,-2)* <4 Liy=x*-2x (parabole privée de (2,0)) ; maximums sur l'arc x < 2,
minimums sur l'arc x > 2. Son sommet est A: pour m = 3, C; a un maximum en A.

\':/
/
@

1 0

. y
5. Une tangente horizontale sur (Ox) est un extremum L

de valeur 0: x2 -2x, =0, x, # 2, donc x, =0,m = 0:

o 2
C:y= X-2
6. f(x)- fp(x) = % : nul seulement en x = 1

(point A). Sim < p, C_ est au-dessus de C, sur

p — N
]-00,1[U]2, +oo[, au-dessous sur ]1,2[. Enfin y, = 77m

est tangente a (Ox) en O.

X

frXy) &= m(1-x,) = Y(X, -2) - X3 : si x, & {1,2},
une seule valeur de m.

|

|

|

|

:

l C,
Lo

\,l 6
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|
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B Corrigé de l'exercice 35

2
1. QM2=X2+(%—a)2=%—§X2+02+X2=([J(X2).

2. @ est un trindbme en X 2 0, de sommet X, = 18(% - 1) = 6a-18. Sia<3:X, <0, croit
sur [0, +oo, minimum (0) = a? : d(a) = a (le point le plus proche est 0). Si a > 3 : minimum

®(X,) = (a-3)?-2(a-3)%+a*=6a-9: d(a)=6a-9.

3. Sir<3:a-=rconvient (d(r) = r) et c'est la seule solution (a > 3 donneraita = ’ZT+9 < 3): la bille
touche le fond. Sir > 3: a < 3 donnerait d(a) = a < 3 < r (la bille traverserait le verre), donc

2
a>3et/6a-9=r:|a=" gg ; contact pour x? = X, = 6a-18 = r? -9, soit x = +//r2-9; vide::

r2-6r+9 _ (r-3)?

a-r= 6 5

4
37
pente de (QM) : 8/3-17/3 - —% ; produit -1 : perpendiculaires (le rayon est normal au verre).

4
Hauteur minimale: a+r = % +5 = 33—2 =~ 10,7 cm| (Le nombre 3 est le « rayon de courbure »

4. r=5:qa-= % = %, contacts M(i4,§), vide % = % cm. En M(A,%): pente de la tangente £ =

de P en O: C'est le rayon du plus grand cercle qui touche le fond.)

® Corrigé de l'exercice 36
1L fx)=1-5;T,:y= (1 - —)(x t)+t+3 = (1 - —)x+— Les ordonnées a lorigine & # £: T, » T

2. PeT, &= B=(1—t—2)a+% — Bt’=at’-3a+6t < (B-a)t?-6t+3a-=0.

3.a)P=0:-6t=0,t=0exclu: aucune tangente. b) Sury = x (a =B #0):t=2;surx=0(B #0):

Bt?-6t=0,t= % : une tangente. c) Trindme de discriminant réduit 9-3a(B-a), sans racine nulle

: 2tangentessia(B-a)<3,1sia(B-a)=3,0sia(f-a)>3.0ra(f-a)=3 < B = a+% = f(a)
: P € C (tangente en P). Pour a > 0, deux tangentes < B < f(a) (P sous la branche de droite)
;poura<0, < B> f(a)(Pau-dessus de la branche de gauche).

4. En divisant par t* : 3qu? - 6u+(B-a)=0, u, +u, = %, u,u, = B > Les pentes sonts; = 1 - 3u? et

1 2-a) (B0

_ 2 2 _
s, =1-3[(u; +u,)? - 2u,u,] + 9(u,u,)? = 1- = - =

5,5, =-1 < 2a*-12+2a(B-a)+(B-a)? =0 < a’+p%=12,cara’+2a(B-a)+(B-a)* = B2

5. Surfl, o = 24/3cos6, B—ZﬁsmG a(B - a) = 6sin26 - 6(1 + cos 20) -6\/—5|n(29——) 6 <

62 - 6 < 3 (72 < 81). L'ensemble cherché est le cercle I de centre O et de rayon 2V/3, prive des 4
points (0, 12\/_) et (1\/6, + 6) situés sur les asymptotes : c'est le - cercle « orthoptique » de C.

y
Exemple: T, : y = -2x+6etTp @y = §+\/€;

1 12-26 6+4:/6
(-2) x 5 = -1, elles se coupent en (—5 y ) et g
(12'2‘/5)2*(6““/5)2 168+132

> == =12 : le point P est bien \ "
surT. ,'
En (0, 2\/5), la seule tangente y = 2/3 et l'asymptote . R
x = 0 sont perpendiculaires.
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Partie 3 « L'étude compléte

2¢ Bac PC: continuite, réciproques, logarithme, exponentielle et suites

Q Continuité et TVI

yA:FTl(8) Le premier chapitre de l'année : tout le reste de la partie 3 repose sur lui.

B Définition : continuité en un point, sur un intervalle

+ f est continue en a si )l(m)] f(x) = f(a); continue a droite en asi lim f(x) = f(a), a gauche
N xX—>at
si lim f(x) = f(a). f est continue en a si et seulement si elle est continue a droite et a
X—>a-
gauche en a.

« f est continue sur ]a, b[ si elle est continue en tout point de ]a, b[ ; sur [a, b] si, de plus,
elle est continue a droite en a et a gauche en b.

- Polyndmes, fonctions rationnelles, /X, | x|, sin, cos sont continues sur tout intervalle de
leur domaine ; sommes, produits, quotients et composées de fonctions continues aussi.
Dérivable en a = continue en a (réciproque fausse : |x| en 0).

B Définition : prolongement par continuité

Si f n'est pas définie en a mais )l(irrlf(x) = ¢ € R, la fonction f définie par f(x) = f(x) pour

x # a et f(a) = £ est continue en a: c'est le prolongement par continuité de f en a.

Exemple: f(x) = X2+—X_6, D =1-2,2[U]2, +oo]

VX+2-2

En 2, on obtient la forme % On factorise le numérateur, x*>+x-6 = (x-2)(x +3), eton utilise

g . . . . X+2)-4 -
la quantité conjuguée au dénominateur: x+2-2 = ( ) -

VX+2+2 i \/X+2+2.
f(x):(x+3)(\/x+2+2):5x4=20.

Donc, pour

X#2:

La fonction f égale a f sur D; et telle que f(2) =20 est le prolongement par continuité de
f en 2: elle est continue sur [-2, +oo].

Image d'un intervalle

Limage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle ; l'image d’'un segment
[a, b] est un segment [m, M] (m et M : minimum et maximum de f sur [a, b]). Side plus f est
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A

A

strictement monotone, on lit l'image sur les bornes (a et b pouvant étre infinis) :
intervalle / [a, b] [a, b[ ]a, b] la, b[
f strictement croissante | [f(a), f(b)] | [f(a),lim,_ f] | Jtim,. f, f(b)] | lim,. f,lim,_ f]
f strictement décroissante | [f(b), f(a)] | Jlim,. f, f(a)] | [f(b),lim,. f | Jtim,. f,lim. f]

B Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)

Si f est continue sur [a, b], alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = R
admet au moins une solution dans [a, b].

Corollaire 1. Si f est continue sur [a, b] et f(a) x f(b) < 0, 'équation f(x) = 0 admet au moins
une solution dans ]a, b[ ; si de plus f est strictement monotone sur [a, b], cette solution est
unique.

Corollaire 2 (bijection). Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors
f réalise une bijection de | sur J = f(I) : pour tout Rk € J, 'équation f(x) = R a une unique
solution dans I.

Déemonstration. f([a, b]) est un intervalle contenant f(a) et f(b), donc tout réel k compris entre
eux: k = f(c) pour un c € [a,b]. Unicité: si f est strictement croissante et ¢ < ¢’, alors f(c) < f(c’)
: deux solutions distinctes sont impossibles.

continue : au moins une solution strictement monotone : une seule un saut : aucune solution
kT k Y EEEEEEEEL RS

L

a bX

Méthode : la dichotomie (encadrer la solution a de f(x) = 0)

On part de [a, b] avec f(a) et f(b) de signes contraires. On calcule f(m)au milieu m = &2 et

on garde la moitié ou le signe change. Aprés n étapes, a est dans un intervalle d’amplitude
% : pour une précision 1073 en partant d’'une amplitude 1, il faut 2" > 1000, soit n = 10
étapes.

Exemple: @(x) = x> + 4x - 3

( est continue sur R et
©'(x) =3x*+4>0: @ est strictement

croissante, de limites -co en - et intervalle milieu m o(m) on garde

+oo en +oo0, D'apres le corollaire 2, ¢ [0;1] 05 | -0,875<0 [0,5;1]

est une bijectionde RsurR: [0,5;1] 0,75 | =0,42250 [0,5;0,75]
l'équation @(x) = 0 a une unique [0,5;0,75] | 0,625 |=-0256<0| [0,625;0,75]
solution a. Comme (0) =-3 <0 et [0,625;0,75] | 0,6875 | ~0,075>0 | [0,625;0,687 5]
®(1)=2>0: a€lo,1[. [0,625;0,687 5] | 0,656 25 | ~ 0,092 < 0| [0,656 25; 0,687 5]

Conclusion: 0,65625 < a < 0,687 5,
donc 0,6<a<0,7 .
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€ Réciprogue et racine n-iéme

B Théoreme de la bijection réciproque

Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I, et J = f(I). Alors f admet une
fonction réciproque ' : ) = I:

pourxeletye/: f)=y e x=fy) ) =x f(F W)=y

£~ est continue sur J et strictement monotone, de méme sens que f. Dans un repére or-
thonorme, Crq estla symeétrique de C; par rapport aladroiteA:y=x.

Démonstration de la symétrie. M(a, b) € C; & b= f(a) & a=f"b) < M(b,a)e Cra, €t
M'(b, a) est le symétrique de M(a, b) par rapport a A.

B Deérivee de la fonction réciproque

Si f est dérivable en x;, € I avec f'(x,) # 0, alors f1 est dérivable en Y, = f(x,) et

1 1
f) ()

(F71) (vp) =

Si f'(x,) = 0, la tangente horizontale en (x,,y,) devient une tangente verticale de Craen
(Vor Xo)-

A

ST - F-1 P
Démonstration. Pour y # y, dans J, on pose x = ) : 0~ 1) = 9 __ quand

y_yo f(X)'f(X())

L Lecture: la symétrie échange
f (Xo)

Y = Yo X = X, (continuité de f') et ce quotient tend vers

les axes, donc une pente m devient une pente %

Exemple : sans connaitre la réciproque

©(x) = x3 + 4x - 3 est une bijection de R sur R (section 1). ¢(1)=2et’(1)=7 20, donc ¢’
estdérivableen2et (p™) (2) = % : latangentea C, en(2,1)a pour équation y = 2(x=2)+1.

Exemple : f(x) = x + & sur [ = [1, +oo

1. Bijection. f'(x) = 1 - X1—2 = ")2(—;1 > 0, nul seulement en 1: f est continue et strictement
croissante sur I, f(1) = 2 et f(x) - +co en +oo : bijection de I sur J = [2, +oo].
2. Expressionde f™'. Poury 22 etx 2 1: x+% =y & x’-yx+1=0, A=y?>-4>0.

i} X+Vx2 -4

2

Les deux racines ont pour produit 1 : la plus grande est > 1, d’ou |f'(x)
[2, +ool.

sur
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S

A

3. Tangentes. f'(1) = 0 : tangente horizontale en
(1,2), donc demi-tangente verticale de Cr en

(2,1). f(2)=2etf'(2)=2,donc (r1) (%) =2:les
pentes des tangentes symetriques sont inverses.
4. Asymptote. f(x)-x =+ - 0:y = x est
asymptote a C;, au-dessus de A; par symetrie, A
est aussi asymptote a Cs-1, au-dessous.

Vérification : f71(x) - x = XZ;'_X = _/—22 =~ 0.
X+ X4-

B Définition : racine n-iéme (n € N*)

x — x" est continue et strictement croissante sur [0, +oo],
de 0 a +oo : c'est une bijection de [0, +oo[ sur lui-méme. Sa

réciproque est la racine n-iéme, notée x - /x:

pourx=20ety=>0: {’/}=y<=>y”=x.

Ifx = Jx; Ix est laracine cubique; 8 =2, 81 =3,

J32=2.

B Calculs(a,b>0;n,p e N*)

(Y3 = Ya-a Yab- a6 1@-L (50

b™

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

demi-tangente verticale de /x
enO

Ma=+b <> a=b; Ya<yb < a<b. Equationx" =a(a>0): nimpair: x= Ja;

n pair: x = + a.

Puissances rationnelles. Pour x > 0 et r = % (p € Z,qg € N*): |xda =+xP|, avec les régles

habituelles : X" x™ = x™, (x")" = x"", (xy) = x'y".

Dérivée. x — 1/x est continue sur [0, +oo[, dérivable sur ]0, +oo[ et ({’/}) = — s (x") =

rx™"; lim {x = +oo.

X—>+00

Démonstration de la dérivée. Avec f(x) = x" : ({'/)_/)

£'(0) =0 (n = 2): demi-tangente verticale.

Exemple : comparer, simplifier, lever une indétermination

= ! — poury > 0. En O,

12
« Comparer Juet (‘/6: on éléve a la puissance 12 (croissante sur [0, +oo[) : (\3/17) = 4* = 256

et (V6 " 63 =216, donc 4 > /6 (alors que 4 <61).
(

c A= Y8x Ytx Y2=2ix23x215 =275 =27 =2

- Limite en +co de v/8x3 - x2+ 1 - 2x (o0 - ©0). On pose a = V8x3-x2+1 et b = 2x, et on
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- _ a-b3 . . . . .
utilisea-b = 2 abib? (le « conjugué » des racines cubiques) :
1
21 1t 1 [ 1 a_ o[, 11
a_b_az+ab+b2_(a)2 e xowm hebed |12 “OTx7 LT B
=) +2=+4
X
o o (Y K r'd V' d
© Dérivabilité et composées
B Deéfinition : dérivabilité a droite, a gauche
f(x) - f(a)

f est dérivable a droite en a si lim f00 - f(a) = fy(a) € R, agauchesi lim ———— =
x—a*  X-a x=a  X-a

fé(a) € R. festdérivableena < f estdérivable a droite et a gauche enaet f;(a) = fé(a).

A

B Lecture graphique du taux d’accroissement en a

limite a droite (ou a gauche) ce que l'on voit en A(q, f(a))

réel £ demi-tangente de pente £: y = #(x - a) + f(a)
fé(a) # fy(a), deux réels point anguleux : deux demi-tangentes distinctes
+00 OU -00 demi-tangente verticale (non dérivable)

Sens de la demi-tangente verticale : a droite, +oo la dirige vers le haut et - vers le bas ; a
gauche, c’est l'inverse (le dénominateur x - a est négatif).

Exemple : f(x) = (x + 2J1 - x sur D; = ]-o0,1]

1. En 1. Pour x < 1: = - -oo. f n'est pas dérivable (a
) x-1 -(1-x) [1-x x> o f . (

gauche) en 1: C; a une demi-tangente verticale en A(1,0), dirigée vers le haut (limite -0 a
gauche).
2. Dérivée. Sur ]-o0, 1[: f'(X) =1 -x- S
21 -x Yig
2(1-x)-(x+2) | -3x
2V1-x 2\/1—x' 11
3. Variations. f' a le signe de -x : f croit sur

]-0, 0], décroit sur [0,1]; maximum | f(0) =2},
avec une tangente horizontale en B(0, 2).

f(x) 2 :
4, En -oco0. f(x) » -o0 etT =(’I +;)\/1 - X — +00:

branche parabolique de direction (Oy). C; coupe
(Ox) en (-2,0) et en A.
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Exemple : un point anguleux : h(x) = x> - 3|x - 1|

Pourx21: h(x)=x>-3x+3; pourx<1:h(x)=x%>+3x-3;

h(1)=1. ,

< ) h(x) -1 2_ .

A droite : 9 o X 3X+2=X—2—>—1 ; agauche: B

, x-1 x-1 x—1

X“+3X-4 s 5 1 X
x-1 x—-1-

hy(1)=-1#h (1) =5: h n'est pas dérivable en 1 et B(1, 1) N

est un point anguleux, de demi-tangentes y = -x +2 (x > 1)
ety=5x-4(x<1).

Dérivée de la composée

Si u est dérivable sur I, v dérivable sur J et u(l) c J, alors v - u est dérivable sur I et

(veu) (x)=u'(x)x v (u(x))]

v(u(x)) - v(u(a)) _ v(u(x)) - v(u(a)) u(x)-u(a)

Idée de la preuve. Lorsque u(x) # u(a) :

X-a ~ u(x) - u(a) X-a  x-a
v'(u(a)) x u'(a) (avec u(x) - u(a)).
régle (u") =nu’ u"’ régle (\/U) = 2“— (u>0)
2 571 2 4 2\/u
- =5(2x-1 - _ X+
[(X X) ] , ( X )(X X) (\/X2+2X+5) _—W1x+5
régle (/u) = —& = (u>0) régle(u’) =ru'u™" (u>0,reQ)
S v 27 .
(m) ) 3 3 ()2()2(+1)2 (X2 ' 3)3] - 3 34X2+3
régle (sinu) = u' cosu régle (f(ax + b)) = af'(ax +b)
(sin(3x?)) = 6xcos(3x?) (f2x-1)) =2f(2x-1)

Remarque. Composée de deux fonctions de méme sens : croissante ; de sens contraires :
décroissante. \/u n’est en général pas dérivable la ol u s'annule : on étudie alors le taux
d’accroissement.

0 Branches infinvies : le bilan

pA:ETd8 Dés que x ou f(x) tend vers linfini, C. a une branche infinie. Il n'y a que six cas.

00 “mM? a#0 [lim(f(x)—ax)?]
X
+00 0

beR beR too

» Y ¥
asymptote direction direction asymptote direction
y=b (oy) (0x) y=ax+b y = ax
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allure si... alors ¢ admet... allure si... alors C; admet...
)l(mf(x) = +oo (a droite ou a lim f(x)=b e R
X—*00
! gElic) . = asymptote horizontale y = b
: = asymptote verticale x = a ex.: 21 2 en xo0 (y = 2)
! ex.: Inxen0" (x=0) TTox s

f(x) > oo et @ — 200 (en +oo)
= branche parabolique de
T direction (Oy)

ex. : X2, eXen +o

f(x) = oo et @ — 0 (en too)
= branche parabolique de
direction (Ox)

ex.: /X, Inx en +o0

@aa:tOetf(x)—axabeR
= asymptote oblique y = ax +b
-~ ex.:2x—1+%(y=2x-1)

/v/

@ —>az0et f(x)-ax - too
= branche parabolique de
direction y = ax

ex.: x-Ilnx en +oo (direction
y=X)

Remarque. Pour montrer que y = ax +b est asymptote, il suffit d’établir lim (f(x) - (ax+b)) = 0
; la position de C; par rapport a l'asymptote est donnée par le signe de f(x) - (ax + b).

B Concavité et points d'inflexion (f deux fois dérivable sur un intervalle /)

« Si f” >20surl(f croissante), Cf est convexe sur | : elle est au-dessus de chacune de ses
tangentes. Si f” <0, elle est concave : au-dessous de ses tangentes.

- Si f” s'annule en changeant de signe en x,, le point I(x,, f(x,)) est un point d’inflexion :
C; y traverse sa tangente. (De méme si f* s'annule en x, sans changer de signe.)

Exemple : f(x) = x* - 2x3 + 2 : deux inflexions, dont une a tangente horizontale

f(x) = 4x3 - 6x% = 2x3(2x - 3) et

F(x) = 12x? - 12x = 12x(x - 1).

Variations : f' < 0 sur ]-co, 2] (nulle en 0 sans
changer de signe), f’ = 0 ensuite : un seul
extremum, le minimum f(%) ==
Concavité: f” >0 sur ]-oo,0[ et sur ]1, +oo[
(convexe), f” <0 sur]0,1[ (concave).
Inflexions : f” change de signeenOeten1:

* 1,(0,2), de tangente horizontale y = 2 que la
courbe traverse : ce n'est pas un extremum

* 1,(1,1), de tangente y = -2x + 3 (f'(1) = -2).
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© Le logarithme népérien

& Définition : la fonction In

La fonction x ~ % est continue sur ]0, +oo[ : elle y admet des primitives. La fonction loga-
rithme népérien, notée In, est la primitive de x — % sur ]0, +oo[ qui s'annuleen 1:

In1=0 et n’(x) = = | pour tout x > 0.

1
X

Comme%>0, [n est strictement croissante: lna=Inb < a=b, lna<Ilnb < a<b;
Inx <0sur]O,1[ etlnx > 0 sur]1,+oo[.

A

B Propriété fondamentale et conséquences (a,b > 0, r € Q)

(n(ab) =lna+Ilnb ln%=—lnb ln%=lna—lnb In(@a)=rlna ln\/—=%lna

A

Démonstration. Pour a > 0 fixé, w(x) = In(ax) - In x est dérivable sur l'intervalle ]0, +oo[ et @’'(x) =
a“—x - % = 0: y est constante, égale a w(1) = Ina. Ensuite Inb +1n % =ln1=0, etln(a")=nlna par

récurrence.

9 Le nombre e et les limites

lim lnx = +c0 et lirg Inx = -c0: ln est une bijection de ]0, +oo sur R. Le réel e est l'unique
Xx—0*

X — +00

antécédentde 1: [lne=1), e=2,718, etln(e’) =r.

Limites de référence (section 8): lim . "% =0; lim . xlnx =0; lim _ 2% =1;
—+00 x x—0 x—-1 x-1

- n(1+x) _

lim, o 0020 - g,

Démonstration des bornes. In(2") = nln2 — +o (In2 > 0) : In n'est pas majorée, et comme elle
est croissante, Inx — +co. En 0*, on pose t = % — +00: lnx =-Int - -oc0. La limite en 1 est le
nombre dérivé In'(1) = 1.
- In"(x) = -5 < 0: C,, est concave,
X
donc sous ses tangentes. En 1: y=1%

[Inx<x-1] y yex-1
2 L

* Latangente ene, ln x
y=%(x—e)+1=§, passe par 14
lUorigine.

« x = 0 est asymptote verticale ; en 0 12 %3 4 5 6 7 X
+00, branche parabolique de 1
direction (Ox) (“‘TX - 0).

- Domaine : In (u(x)) existe
< u(x)>0.
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Méthode : résoudre une équation ou une inéquation avec ln

1. Domaine : chaque In(...) exige (...) > 0. 2. Se ramener a InA = InB (ou InA < InB) avec
Ina +Inb = In(ab), puis comparer A et B. 3. (Inx)? : poser X = Inx. 4. Garder les solutions
du domaine.

Exemple : une équation, une inéquation

« In(x + 1)+ In(x - 3) = In(2x - 3). Domaine: x > -1, x > 3 et x > %, soit D =]3,+oo[. Sur
D, l'équation s'écrit In[(x + 1)(x - 3)] = In(2x - 3), soit x* - 2x - 3 = 2x - 3, C'est-a-dire
X(x-4)=0. Seul4estdansD: S={4} .

« (Inx)>-lnx-6<0 (x>0). AvecX=1Inx: X>-X-6=(X-3)(X+2)<0 < -2<X<3,
doncln(e?)slnxsIn(e®) et S=[e?€’] .

Définition : logarithme de base a(a>0,a # 1)

log, x = ::—2 pour x > 0. Il vérifie les mémes régles que In (log (xy) = log, x + log,y...),

aveclog_a =1, log,(a") =r et (log,) (x) = e
Le logarithme décimal est log = log,, : log(10") = n.

Exemple : combien de chiffres pour 3°° ?

Un entier N 2 1 s'écrit avec Rk chiffres < 10F" < N <10F < k-1<logN <k Or
log(3°°) = 50 log 3 ~ 23,86, donc 10% < 3% < 10%*: 3°0 s'écrit avec = 24 chiffres .

(croissantsia > 1, décroissantsiO<a< 1).

© L exponentielle

Définition : la fonction exponentielle

In est continue et strictement croissante de ]0, +co[ sur R : sa réciproque est la fonction
exponentielle, exp : R — ]0,+oo[. Comme exp(r) = e" pour tout rationnel r (car In(e") = r),
on note exp(x) =e* pour tout réel x :

pourxe Rety>0: =y &< x=lny In(e¥) = x, el =y,
Propriétés (a, b réels, r € Q)
X 0 1 arb _ ,a b a_ 1 a-b _ €° a\' _ ra
e*>0;e’=1;e' =e ed? = ele efd=— ¢e¥%==— (e =¢
ed eb
el=e’ < a=b;e<e’ < a<b exp est dérivable sur R et|(eX)’ = e
L L .eX . X .ef-1
lime*=0 Ilim e*=+00 lim — =400 lim xe*=0 lim =1
X—-00 X—+00 X—+00 X X—-00 x—=0 X
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Démonstrations. y e”
In(e“e’) =lne+Ine’ =a+b = In(e®") et In est
injective. Dérivée : ln est dérivable de dérivée non

. iy 11k
nulle, donc (section 2) exp’(x) = (@) " e

Les limites aux bornes viennent de la réciproque ; (n x
exT'1 est le taux d’accroissement de exp en 0; les deux __/ .

autres sont demontrées en section 8. =
Courbe: (e¥)" =eX>0: Cexp €St convexe, au-dessus de

sa tangenteen 0 : . y = 0 est asymptote en

-00 ; en +oo, branche parabolique de direction (Oy). /
La tangenteen 1, y=e(x-1)+e =ex, passe parO:
c’est la symétrique de la tangente y = § aC,en(e1).

symeétrie par rapport a A: tangentes
y=xz%1
ettangentes y = ex, y = 2 issues de O

Méthode : équations et inéquations : poser X = e* > 0

e = X2, e =eX, eX = )1—( ; multiplier par e > 0 ne change pas le sens d’une inégalité. On
résout en X, on rejette les valeurs X < 0, puis on revienta x = [n X.

Exemple : deux résolutions

ceX-3e%14+2e?=0 < X?-3eX+2e’=0 < (X-e)(X-2e)=0. Donce* =eoue”=2e
S={1;1+In2} (carln(2e)=1n2+1).
« 2e¥-7+3e*<0: on multipliepare*>0: 2X?2-7X+3<0 < (2X-1)(X-3)<0 <

%se"s3, donc S=[-Iln2, n3] .

@ |ny e, a* et x°

Définition : exponentielle de base a et puissance réelle

Poura>0etxeR: ; pourx>0etaeR: . Pour x rationnel, on

retrouve les puissances déja connues (In(a") = rIna). Les régles restent vraies: a**¥ = a*a’,
(@) =a¥, (ab)* = a*b*, In(a*)=xlna; etsiaz1: a¥=y < x-= log, y (y > 0).

Le tableau des dérivées et des domaines

fonction | existe si... | dérivée | a retenir
In(u(x)) | u(x)>0 LL'(()(")) mémes variations que u
Inu(x)| | u(x)#0 % primitives de ”7 : Injul+cC
e!x) xeD, |u'(x) e'™) | mémes variations que u ; primitives de u’e” : e + C
a* (a>0) xeR Inaxa* | croissante sia> 1, décroissantesiO<a<1
x% (a € R) x>0 ax*! croissante si a > 0, décroissantesia <0

Démonstrations. Inu et e : dérivée de la composée (section 3); In|u]|: siu < 0, In(-u) a pour
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dérivée = = £ 5 g¥ = X" et x* = "X : (eXI9) =

Exemple : étude type 1: f(x) = [n(2e* + 1) sur R

Domaine: 2e* + 1 > 0 pour tout x, donc D;=R.
asymptote horizontale y = 0, et f(x) > 0 (car 2e* +1 > 1).
En +oo : on factorise dans le [n :

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

InaeX'"® et (e?'"X) = & x% = ax*".

En-co:2e*+1 - 1,donc f(x) > In1=0:

f(x)=In[eX(2+e™)]=x+In(2+e™), donc f(x)-(x+n2) =

n (1 + %e"‘) — 0: asymptote oblique A : y = x+1In2, et C; est au-dessus de A (c’est le In

d’'un nombre > 1).
Variations, concavité : f'(x) =
f(x) = = 1 >0: f croit strictement, C; est

convexe; f(0)=1In3, f'(0)=2
Réciproque: f est une bijection de R sur ]0, +oo[ et,
poury>0, In(2eX+ 1) =y < e =21

2X+1 >0 et

2
F(x) = tn &1

=x2*=xe*X"2 gurR

Exemple : étude type 2: u(x)

Dérivée: u'(x)=2*-xIn2x2*=27%(1-xIn2), dusignede1-xIn2: u croitsur ]—oo, - 2]

et décroit ensuite.
In2

y=x27%

Maximum : comme 2~ m7 =g =el
y
L W il
u(ln_Z)_elnz = 0,53, ’
atteint en — = log, e = 1,44. ;
Limites : en +oo avec X =xn2: !
u(x) = o5 Xe™ — 0 (asymptote y = 0); en -co
u(x) —» -oo et ”(X) =27 - +oo (direction (Oy)).
=1.1_2
Clin d’ceil : u(1 ) u@)=5: ;=42
[ V' d
© Croissances comparées
B Croissances comparées (n € N*)
lim o _ =0 lim lnx=0 lim xlnx=0
X—+00 X X—+00 XN X—0*
. X . eX .
lim — =+ lim — = +o0 lim xe*=0
X—>+00 X X—+c0 XN X—>-00
. In(1 . eX-
l|mw= lim & 1=‘| lmln—x 0
x—0 X x-»0 X X—>+00 \/_
ln x < Jx < X < X"

en +oo, chacune est < écrasée > par la suivante :

Maths Olympiad
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lim x"lnx=0

Xx—0*

lim x"e* =0

X—>-00

lim x"e™* =0

X—>+00

< e

le guotient <« petite / grande > tend vers 0
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Démonstrations. (a)Pourt>0,Int <t-1<t(section5);avect = /x: 1 Inx < /x,donc0 < 1 < %

pour x > 1: on conclut par les gendarmes. (b) En 0*, avect = ; - +00: xlnx=-&£ 5 0. (c) Avec

X=e":e7-§—>+ooen+oo etxeX=XInX - 0en-oo (X - 0*). (d) Puissances: l”"=“‘7"xx:_1,

g_le”")” Inx _ 2WnX (y (n(1+x) o e*-1 ) -
g = nn( =R (X =/x). (e) = et -1 sont des taux d’accroissement : leurs limites

sont In'(1) = 1 et exp’(0) = 1.

Int
t

B Méthode : lever une forme indéterminée avec ln ou exp

1. Factoriser par le terme dominant (celui qui « gagne » d’apreés la hiérarchie). 2. Changer
de variable pour retrouver une limite de référence (X = /x, X = %, X =-x,X = kRx.... 3.

Factoriser a l'intérieurdu [n: In(A+B) = InA +In (1 + %). 4. Reconnaitre un nombre dérivé

(l"(1+x) ex 1 avec X - 0).

Exemple : six limites entiérement rédigées

’ “ (2lnx)*
X) : avec X =/x, Inx=2InX et (lr;();) ! l;) (lnX) - [0]

X—+00 X2
2
2. lim x*(Inx)*: avecX = x3 = 0%, x> =X> et Inx =2 InX, donc x*(Inx)* = %(Xlnx)3 -
x—0*
3. lim (x3 = 2e§) (forme co-0): x3-2e? = e2 (x3e'§ = 2), etavecX =

X—>+00

: la limite vaut[-c]. L'exponentielle l'emporte.

-X _
2 e =8X%e¥ - 0

Jx

N
4. lim &= avecX =X, e—=i—>.

x—+00 X5 x> X10

5. lim (ln (x +eX) - x) :In(x+e)=In[eX(1+xe™)] =x+In(1+xe*), donc la limite vaut

X—+00

In1= @: la droite y = x est asymptote a la courbe de x — In(x + e¥).

. In(1+2x . In(1+2x
6. lim (1+ )=l|m ki )x L
x—0 e3X -1 x—0 2X e3x -1

2 2 2
31123513

© Fonction auxiliaire et signe

B Méthode : la « méthode g » de 'examen national

Quand le signe de f'(x) ne se lit pas directement : 1. Factoriser : f'(x) = % ou f'(x) =

(positif) x g(x). 2. Etudier g (la « partie | » du sujet) : g/, variations, limites ou valeurs.
3. Si g change de signe : montrer que g(x) = 0 a une unique solution a (corollaire du TVI)
et 'encadrer. 4. En déduire le signe de g, donc de f’, puis le tableau de f. 5. Exploiter
g(a) = 0 pour simplifier f(a): on remplace la quantité « transcendante » (In a, e“...) par une
expression rationnelle en a.
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Exemple: partiel: g(x)=2-xe* surR

1. Variations. g’'(x) = -(e* + xe*) = -(x + 1)e*: g croit sur ]-o0,-1] et décroit sur [-1, +ool.

2. Limites. En -0 : xe* — 0 (croissances comparées), donc g(x) —» 2. En +oo: xe* — +oo,
donc g(x) - -oo.

3. Unique zéro. Sur ]-o0,0]: xe* < 0, donc g(x) = 2 > 0. Sur [0, +o[, g est continue et
strictement décroissante, de g(0) = 2 a -oo : 'équation g(x) = 0 a une unique solution a, et
a>0. g(0,85)=0,011>0 et g(0,86)~-0,032<0: 0,85<a<0,86 .

4, Signe. g(x) >0 sur]-oo,a[ et g(x) <0 sur]a,+co[; de plus ae® = 2.

Exemple : partie Il : f(x) = eX:

xeX+eX 0+0 .
X) = = 0: asymptote horizontale
0= e ymp
X+1

) (x+1)e*
y=0. En-oco: x+1 > -cete*+2 - 2, donc f(x) » -0 ; Etf(x)_7=_2(ex 2) -
+

1. Limites et asymptotes. En +oo: f

asymptote oblique y = % en -oo,

_(@+2)-(x+T)e* | g(x)
(ex +2)° (ex +2)°

2. Dérivéee. f'(x)

: f'(x) a le signe de g(x), d’ou le tableau.

+00

\h

—~

<

N

+
NI O | Q

|

_ a_; _a+1_a(a+1)_g.
3. Lavaleur de f(a). g(a) =0 donne e® = =, donc f(a) = 2., 2@ 2] le sommet
a

(a, %) est sur la droite y = %, et 0,425< f(a)<0,43 .
4. Signede f: celuide x+1; C; coupe (Ox) en (-1,0).

Remarque. Réflexe : dés qu’un sujet introduit a tel que g(a) = 0, la question suivante de-
mande presque toujours de remplacer e® (ou ln a) grace a cette égalité : ici e* = %

@ Une étude compléte type examen

Le syjet (inventé, au format de I'examen national)

Partie I. Soit g(x) = e - 2x sur R. 1) Etudier les variations de g. 2) En déduire que g(x) > 0 pour tout
réel x.

Partie Il. Soit f(x)=(x+1)(1+2e™) et C; sa courbe dans un repére orthonormé (unité : 2 cm).
1) a) Calculer les limites de f en +oo et en -c0. b) Montrer que A : y = x + 1 est asymptote a C;en +oo
et étudier leur position relative. c) Etudier la branche infinie de C; en -oco.

2) a) Montrer que f'(x) = e*g(x) et dresser le tableau de variations de f. b) Montrer que f réalise
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une bijection de R sur R et calculer (f)'(3).

3) a) Montrer que la tangente T & Cyen0est paralléle a A. b) Montrer que Cs est au-dessous de T
(on admettra que e* = 1 + x pour tout réel x).

4) Calculer f”(x), étudier la concavité de Cset préciser son point d’inflexion I. Tracer A, T et C;.

5) a) Calculer, en cm?, l'aire A du domaine limité par Cf, Aetlesdroitesx =-Tetx=0. b)PourA> -1,

calculer A(A) = fA (f(x)-x-1)dx puis Alim A(A).
_1 —>+00

101 Partie |, limites et branches infinies

1)g’'(x)=e*-2: g'(x) <0sur]-oo,In2[ et g'(x) >0sur]ln2,+wo[. gadmet donc un minimum en
In2: g(ln2)=2-21ln2=2(1-In2) >0 (carIn2 < 1). Donc pour tout réel x: g(x) > 0, c'est-a-dire
v>Y- S TV

1a)En+oo: x+1 - +coet 1+2e™* - 1, donc lim f(x)=+c0. En-c0: x+1 - -0 et 1+2e™* — +oo,

X—>+00

donc lim f(x) = -oo.

X—-00

1b) f(x)-(x+1) = 2(x+1)e™ = 2xe™* +2e* —— 0+0 = 0 (croissances comparées): A est

X—+00
asymptote oblique a C; en +o0. Comme e*>0, f(x)-(x+1)alesignede x+1: C; est au-dessus
de Asur]-1, +oo[, au-dessous sur ]-co,-1[; elles se coupent en A(-1, 0), qui est aussi le seul point
de C; sur (Ox) (car1+2e™>0).

f(x)

1c) TX = (1 + %)(1 +2e7) — >+ branche parabolique de direction (Oy) en -co.

10.2 Variations, bijection, tangente

2a) f'(x)=1x(1+2e™)+(x+1)(-2e*)=1-2xe7%,

soit f'(x)=e*(e*-2x)= . Comme e >0 et IX —® il 0 ks
g(x) >0 (partiel): f'(x)>0: f est strictement fx) *
croissante sur R. . . 3 e
2b) f est continue et strictement croissante sur f(x) 0o—
lintervalle R, de limites -oo et +oo0 : c'est une o —
bijection de R sur R. f(0)=3et f'(0)=1# 0, donc

Y (3)= L = f(-1) = 0 et £(0) = 3 : valeurs « de passage »

3a) Tty = f'(0)(x - 0)+ f(0), soit [T :y=x+3| TetAontle méme coefficient directeur 1: elles

sont paralléles.

3b) f(x)- (x+3)=2(x+1)e*-2=2e*[(x+1)-e] <0, care* 2 1+x; légalité n'a lieu qu’en 0.
Donc C; est au-dessous de T, et ne la touche qu’au point B(0, 3).

10.3 Concavite, courbe et aire

4) f'(x)=1-2xe™, donc f"(x)=-2(e*-xe*)=|2(x-1)e™*| dusignedex-1: C; est concave

sur ]-oo, 1] et convexe sur [1,+oo[ ; f” s'annule en changeant de signe en 1 : I(1, 2+ g) est le

point d'inflexion (2 + 2 = 3,47), de tangente y = (1 - %)x +1+2 (pente f'(1) = 1- 2 ~0,26).
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Tracé: on place A, B, I, puis A et T (paralléles) ;
f(-1,25) = -2,00, f(2)= 3,81, f(4)=~5,18.

5a) Sur [-1,0], Cf est au-dessus de A ; une unité
d’airevaut2x2 =4 cm?: A=4x2]cm?, avec

0
i = f (x+1)e™™dx.
-1

Intégration par parties: u(x)=x+1,v'(x) = e™,
u'(x)=1,v(x)=-e™*:

I=[-(x+1)e"‘]01 +f0e‘xdx
= &

=—‘I+[—e'x]i)1 =-T+(e-1)=e-2.

Donc A=8(e-2)cm?=575cm? . A et T paralléles ; aire A en jaune
5b) Le méme calcul donne la primitive F(x) = -(x + 2)e™* de (x + 1) e™* (contrdle : F'(x) = -e™* + (x +
2)e™* =(x+1)e™), dol

A) = 2(F(A) - F(=1)) = 2e - 2(A + 2) e — (carAe™ - 0 ete™ - 0).

Remarque. Joli résultat : la région infinie comprise entre C; eth, a droite de A, a une aire
finie, égale a 2e unités d'aire.

O Svitesu, . =f(u)
¥ e auaveouis

Soit f définie sur un intervalle l, u, €l et u,, = f(u,).
1. Intervalle stable: si f(I) c I, alors u, € I pour tout n (récurrence).

2. Monotonie: si f est croissante sur /, la suite est monotone : croissante si u,  u,, décrois-
sante si u, < u,. Plus directement: u_, -u, = f(u,)-u,alesignede f(x)-xsurl.

3. Convergence: toute suite croissante et majorée (ou décroissante et minorée) est conver-
gente.

4. Limite = point fixe : si (u,) converge vers £ € | et si f est continue en ¥, alors | f(¢) = 2|

N

Démonstrations. (2) Si u, 2 u, etu, , > u,,alors f(u,,,) 2 f(u,), soitu,, 2u

up,, = f(u,) = f(#) par continuité : l'unicité de la limite donne f(?) = £.

& Méthode : lire la suite sur la courbe

On trace Cf etA: y=x. Depuis u, (sur l'axe des abscisses), on monte verticalement jusqu’a
Cs (ordonnée u,), puis on rejoint A horizontalement pour reporter u, en abscisse, et on
recommence. f croissante : escalier (suite monotone) ; f décroissante : escargot (termes
alternativement de part et d’autre de ?). Les limites possibles sont les abscisses des points
communs a C; etA.

(“u,,, =2 et

n+1° n+
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y
4 y A
3
2
\Cf
] escalier 1
escargot
1 Ug Uy Uy U X U Uy, Us uy X

Exemple: escalier: u,=2, u_ , =

f(x) = /5x - 4 est continue et croissante sur [%, +oo[.

- Stabilité: f(2) = /6 = 2,45 et f(&) = &, donc f([2, 4]) = [\/5, 4] c[2,4]: 2 <u, <4 pourtout
n.
_(5x-4)-x*  -(x-1)(x-4)

i \/5x-4+x ) \/5x—4+x

 Monotonie: pour x € [1,4], f(x)-x 20: u,,, 2u,lasuite

est croissante.

- Limite : croissante et majorée par 4, elle converge vers ? € [2, 4], et f est continue en £:
V5l-4=0 e P-50+4=0 < Pe{1,4). Commel22: limu, =4 . (Le point fixe
1 est « répulsif » : la suite s’en éloigne.)

. ey =] -
Exemple: escargot: u, = 21 Upq =

f(x) = 2% est décroissante sur [0, +oo[ : la suite n’est pas monotone.

- Point fixe : % =0 < £2+30-10=0 < (£-2)(2+5)=0: leseul point fixe positif
est 2. Etu, >0 pour tout n (récurrence).
] 10-2u -6 -2(u_ -2) 2|u -2|
- Contraction: u_ -2 = — =——"— donc |u,,,-2| = ——
u,+3 u,+3 u,+3

u_ -2|

lu,

(caru, +323).

- 2 n 3(2 n . . ~
* Par recurrence, |u, - 2| < (5) lug - 2] = 5(5) - 0: limu,=2 . Lesigne change a
chaque étape (u,,, - 2 et u, - 2 sont de signes contraires) : c’est l'escargot.

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

f continue sur [a, b] et f(a)f(b) < 0, donc | au moins une ; l'unicité exige la stricte

f(x) = 0 a une unique solution monotonie

la réciproque de f est % non : pour f(x) = x3 sur [0, +oo[, f1(x) = {x
et non %
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1V 1 1\ 1 ..
() W) = =~ (f') ()= ————: on dérive f en
Fw f ()
'antécédent
2
(-8)% =7 x4 n’est défini que pour x > 0 (et {/x pour
x 20); on écrit plutot : (-2)° = -8
lim %X) = a, donc y = ax est asymptote il faut encore lim (f(x) - ax) = b € R; si cette

limite est infinie : branche parabolique

f"(a) =0, donc Craun point d’inflexion il faut que f” change de signe : x* a f"(0) = 0,

ena sans inflexion

In(@a+b)=Ilna+Inb In(ab) =lna+Inb; le ln d'une somme ne se
sépare pas

In(x?) = 2lnx pour tout x # 0 In(x?) =21n|x| ; 2Inx n'existe que pour x > 0

In (u(x)) existe si u(x) 2 0 il faut u(x) > 0 strictement : ln 0 n’existe pas

u, — ¢, donc f() = ¢, sans rien verifier il faut f continue en £ ; et parmi les points

fixes, on choisit grace aux bornes de la suite

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : les deux inégalités-reines

‘lnxsx—1(x>0)‘ ’e"21+x(erR)‘

avec égalité seulement en x = 1 (resp. x = 0) : ce sont -1
les tangentes en (1,0) et en (0, 1) de deux courbes y o
symétriques, 'une concave, 'autre convexe. Preuve
express: @(x) = x-1-1Inx a pour dérivée %, donc un :
minimum (1) = 0. Tx
1. Encadrer. En remplagant x par 1 : Inx21-1, d'od 1 .
T-LI<lnxs<x-1(figure). Avecx=2(0<b<a):
% <lna-Ilnbs %; par exemple

L <In(1,01) s - . 1-1<lnxsx-1

101 ~ 100 X

2. Une limite par encadrement. Pour x > 1, on divise par x -1 > 0: 1 < X < 9. |es

X x-1
. Inx A s N P
gendarmes donnent lm11 e 1 (de méme a gauche, ol les inégalités se renversent).
xX—->1*

3. Compter les solutions. « e* = 1+ x » et « Inx = x - 1 » ont chacune une seule solution (0
et 1) : c'est le cas d’'égalité, inutile de faire une étude !

¥ Astuce de concours : changer de variable dans une limite

On cherche a faire apparaitre une limite de référence :
. 3\ . . 3 n(1 +t)
« lim xln(1+;).avect=;—>0,xln(1+;)=3x - - [3].

X—+00
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4
o im nX)

X—>+00 \/}

(ln x)* Int\*
et 7 = SA(T) - @

6
- lim x3eVX: avect = X — +o0, x3eVX = tbet = fe_t - [0] (lexponentielle écrase la

X—>+00

.. 1 .
: on choisit t = x8, pour que les puissances « collent»: Inx =8lnt, /x =t*

puissance).

% Astuce de concours : la parité cachée
f(x)=1In(e*+1)- % ne « ressemble » a rien... mais en factorisant e2 dans le In :
f(X) = ll’l [e)Z_( (e% + e'%)] _ % - I.n (ei + e'i)'

expression inchangée quand on remplace x par -x: f

est paire, C; est symeétrique par rapport a (Oy) : on g

'étudie sur [0, +oo[ seulement. Minimum f(0)=1In2; yoox N 2 =% _x

en+co: f(x)-%=In(1+e™) - 0, asymptote y = £ ; ST (P ’

et, par parité, y = -7 en -oo, X

¥ Astuce de concours : la symétrie qui divise le travail par deux : f(2a - x)
Centre Q(a,b) : pour tout x € D; 2a-x € D; et f(2a - x) + f(x) = 2b. Axe x = a:
2a-x €D, et f(2a - x) = f(x).
* f(x)=2x-1+In ﬁ sur ]0, 2[ (domaine symétrique par rapporta1): f(2-x)=3-2x+
n 2% =3-2x-1In ﬁ, donc f(2-x)+ f(x) =2: Q(1,1) est centre de symétrie de
C;. On étudie f sur [1,2[ et on compléte par symétrie ; Q est méme un point d’inflexion

(f"(x) = =%V change de signe en 1).

Xx2(2-x)2

« h(x) = In(x? - 6x + 10) (définie sur R, car x*-6x+10 = (x-3)2+1 > 0): (6-x)*-6(6-x)+10 =
x?-6x +10, donc h(6 - x) = h(x) : la droite x = 3 est axe de symétrie; et h(3)=Iln1=0
est le minimum.

Y Astuce de concours : racine évidente + stricte monotonie

BY

X
Résoudre (\/g)x +1=2% 0n divise par2*>0: (7 + (—)

> 1. Le membre de gauche est

une somme de deux fonctions strictement décroissantes (bases dans 10, 1[), donc il prend
au plus une fois la valeur 1. Or pour x = 2: % + % =1. Donc S={2} . Réflexe: chercher

une solution « évidente » (souvent 0, 1, 2), puis prouver l'unicité par la stricte monotonie.
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@ Exercices de la partie 3

Notations du cours : Dy, C; (courbe dans un repére orthonormé), f (prolongement par continuité), f'
(réciproque), {/x pour x > 0, log, = lr:—“a, log = log,,, E(x) partie entiére. Les valeurs approchées données
servent seulement aux figures.

141 Niveau 1- Automatismes

Exercice 37 Continuité : prolonger et recoller * corrigé p. 89
2X _ p=X / -
1. Montrer que f(x) = % et g(x) = ﬁ sont prolongeables par continuité en 0 ;
+
préciser £(0) et G(0).
2. Déterminer les réels a et b > 0 pour que h soit continueen 0: h(x) =e*+asix <0, h(0) =2,
hx)= 100X oo,
i X

3. Soit R(x) = (x-1) E(x). La fonction k est-elle continueen1?en2?
4, Déterminer l'image de [-1,2] par u(x) = 3x-2x, Pourquoi n’est-ce pas l'intervalle d’extrémitées

u(-1)etu(2)?

Exercice 38 TVl et dichotomie * corrigé p. 39

1. Montrer que 'équation e* + x> = 0 admet une unique solution a dans R et que a € ]-1,0[. Par
trois étapes de dichotomie, encadrer a par un intervalle d'amplitude 0,125.

2. En partant d'un intervalle de longueur‘l combien d’étapes de dichotomie faut-il au minimum
pour encadrer une racine a 107 prés ? (On donne .12 “‘10 ~ 3,32.)

3. Montrer que l'équation 2* = 3x admet exactement deux solutions réelles, 'une dans ]0, 1[,
lautre dans ]3, 4.

Exercice 39 Une réciproque explicite » corrigé p. 89

Soit f(x) = e¥-2e™ sur R ; sa courbe Csest tracée ci-contre,

avec la droite A : y = x.

1. Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle J
a préciser.

2. Calculer f(In2), puis () (1) sans expliciter f.

3. Pour y € R, résoudre f(x) = y en posant X = e*; en
déduire f~'(y) et retrouver (f7) (1).

4. Lire f~1(-1) sur la figure, puis recopier la figure et y
tracer Cf_1.

Exercice 40 Racines n-iémes * corrigé p. 90

(v27)

1. SimpliﬁerA:\/—x J2x 2 et B=
V3
2. Résoudre: a) ¥x-1=x-1; b) V2x+1<3; c) x5 = -243.
3/
3. Calculer lim —— i 2 et Llim (\5/x5+x‘*—X) (posert = %).

x—=0 X X— +00

—_—
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4. Dériver u(x) = V1 +x* sur R. La fonction v(x) = J1-x est-elle dérivable & gauche en 1 ?

Interpréter.
Exercice &1 Limites: In, exp et croissances comparées * corrigé p. 90
Calculer les limites suivantes.
.
- X . . &
a) lim x-2lnx ) lim & o) lim (x*-x)e¥*  d) lim
x—+0 X +[nx x—0" x* X—-co x>+00 x2 + |n X
. lnx ] 2 . 5 -4 S
o lim =5 0 im (In(@+1)-2nx) @ lim S5 ) lim

Exercice 42 Dérivées et primitives * corrigé p. 90

1. Calculer la dérivée de: f,(x) = In(x? + 2x +3); f,(x) = ex’-3x f3(x) = x5%; f,(x) = log,(2x + 1)
sur 13, seol ; f5(0) = X sur |1 veo| 5 fo(x) = YeX e 1.

T+lnx ;
) . . . X In x
2. Déterminer une primitive sur l'intervalle I : a) &, I=R; b) e—, I=R; c) (Inx) ,
X2+x+3 (eX + 4)? X
[=]0,+00; d) x2*',1=R; €) 327, 1=R; f) ——,I=R.
(x2+1)
14.2 Niveau 2 - Bac
Exercice 43 Probléme type examen (1) : logarithme * % corrigé p. 4l

Partie I. Soit g(x) = x? + (In x)? - 2 ln x sur ]0, +oo[.

1. Montrer que h(x) = x?+In x-1 est strictement croissante sur ]0, +oo[ ; calculer h(1) et en déduire
le signe de h.

2h(x)

S x

(In x)?
X

2. Montrer que g’(x) = puis que g(x) 2 1 pour tout x > 0.

Partie Il. Soit f(x)=x-1- sur 10, +oo[ et D la droite d’équation y = x - 1.

1. Calculer lirg f(x) etinterpréter. Calculer lim f(x), montrer que D est asymptote a C;en+oet
X—-0* X—>+00

étudier leur position relative.
g9(x)

2. Montrer que f'(x) = 7

Cren A(1,0).

et dresser le tableau de variations de f. Vérifier que D est tangente a

-2[(tnx)* - 3nx + 1]

x3

3. Montrer que f"(x) = et en déduire que ¢ admet deux points d’inflexion

(abscisses exactes).
4. Montrer que f est une bijection de ]0, +oo[ sur R. Calculer (f7') (0) et (f™) (f(e))-
5. Tracer D, C; et C, (on donne f(e) ~ 1,35 et f(1) ~ -3,35).

Partie Ill. Calculer l'aire du domaine limité par C; Detles droites d’équations x = 1; etx=e.

Exercice 44 Probléme type examen (2) : exponentielle *x corrigé p. 9l
Partie I. Soit g(x) = e?* -4eX +1eta=In (2 + \/5) Vérifier que In (2 - \/5) = -a, résoudre g(x) = 0 et
étudier le signe de g(x).

Partie Il. Soit f(x) = x-3+ . s

+ eX

sur R.

1. Montrer que f est impaire.
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2. Calculer les limites de f en co. Montrer que D, : y = x - 3 est asymptote a Cs en +oo, que
D, : y =x+3l'est en -oo, et préciser les positions relatives.

X .
3. Montrer que f'(x) = %, dresser le tableau de variations de f et montrer que f(a) = a-+/3.
1+eX
vy B (€5 1) e
4. Onadmet que f"(x) = ﬁ Montrer que O est un point d’inflexion et donner la tangente
1+eX

T en O.

5. Montrer que 'équation f(x) = 0 a exactement trois solutions: 0, y et -y, avec 2 <y < 3.

6. Tracer D;, D,, T et C; (on donne a = 1,32 et f(a) = -0,42).

7. Soit h la restriction de f a | = [a, +oo[. Montrer que h est une bijection de I sur un intervalle J ;
calculer h(ln5) et (") (In’5 - 2).

X
Partie lll. Vérifier que LI 1- & ; calculer l'aire du domaine limité par C,, D, et les droites
1+eX 1+ex fra
x=0,x=1In3.
Exercice 45 Probléme type examen (3) : prolongement en 0 * corrigé p.92

Partie I. Etudier les variations de ¢(x) = x-1-xn x sur ]0, +oo[ ; montrer que ¢(x) < 0, avec égalité
seulement pour x = 1.

Partie Il. Soit f définie sur [0, +oo[ par f(x) = x>(1 - ln x) si x > 0 et f(0) = 0.

Montrer que f est continue a droite en 0, puis dérivable a droite en 0 ; interpréter.

Calculer Xlim f(x) et Xlim @ ; interpreéter.

Calculer f'(x) pour x > 0 et dresser le tableau de variations de f.

Déterminer les points d’'intersection de C; avec (Ox), et la tangente T au point B(e, 0).
Montrer que C, admet un point d’inflexion I dont on donnera les coordonnées.

Vérifier que f(x) - x = x (x). En déduire la position de C; par rapport al:y-=xetmontrer
que A est tangente a Cren A(1,1). Tracer A, T et C;.

SIS SO

Partie Ill. Soit (u,,) a suite définie par u, = 3 etu, ., = f(u,).

1. Montrer que 0 < u, < 1 pour tout n (utiliser les variations de f sur [0, 1]).

2. Montrer que (u,) est decroissante, puis qu’elle converge ; déterminer sa limite.

Partie IV. Vérifier que F(x) = %(4 - 31In x) est une primitive de f sur ]0, +oo[ et que lirg F(x)=0. En
X—0*

déduire l'aire du domaine limité par C; et l'axe (Ox).

Exercice 46 Probléme type examen (4) : une sigmoide * % corrigé p.93

Partie I. Soit g(t) = ﬁ - In(1 + t) sur [0, +oo[. Calculer g'(t) ; en déduire que g(t) <0sit> 0.

Partie Il. Soit f(x) = e In(1+e*) sur R.

1. Enposantt = e*, calculerxl_i)rpoo f(x). Montrer que f(x) = xe™*+e™In(1 +e¥)et calculerxl_i)rpoo f(x).
Interpréter.

2. Montrer que f'(x) = e*g (e*) et dresser le tableau de variations de f. En déduire que 0 < f(x) <

1 pour tout réel x.

Donner la tangente T a Cau point A d’abscisse 0.

Montrer que f est une bijection de R sur 0, 1[ ; calculer (f7") (In2).
Montrer que 'équation f(x) = x admet une unique solution £ et que 0,5 < ? < 0,6.
Tracer T et C; (on donne f(-2) = 0,94 et f(2) = 0,29).

oo P o> (=
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Partie IIl. Veérifier que F(x) = x - (1 +e™)In (1 + ¥) est une primitive de f sur R ; calculer l'aire du
domaine limité par Cpr l'axe (Ox) et les droites d’équations x =0 et x = In 3.

Exercice 47 Lire une courbe, puis Uétudier *x corrigé p. 94

La courbe ci-contre est celle de f(x) = (x? + ax + b) e y
(a, b réels). Elle passe par C(0,-1), admet des tan-

gentes horizontales aux points A et B d’abscisses -1 | /"‘\f

et 2, et 'axe (Ox) est asymptote en +oo. / ] X

1. Lire f(0), f'(-1), f'(2) et le signe de f'(x).

2. Exprimer f'(x) en fonction de a et b ; montrer que
a=T1etb=-1.

3. Retrouver par le calcul les variations de f, les co-
ordonnées de A et B, et les solutions de f(x) = 0.

4. Donner I'équation de la tangente en C.

5. Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de 'équation f(x) = m.

6. Verifier que F(x) = -(x2 +3X + 2)e‘X est une primitive de f ; calculer l'aire du domaine limité
par C, (Ox) et les droites x = 1, x = 3.

Exercice 48 Deux suites récurrentes * * corrigé p. 94
A. Soitu, = 1etu, , = ye2u,. 1. Montrer que u, > 0 et que v, = lnu, - 1 définit une suite
géometrique. 2. Exprimer v, puis u, en fonction de n ; limite de (u,) ? 3. Calculer S, = lnu, +
u u ...u
. . 071 n-1

nuy + - +Inu,_,, puis lim = .
B. Soit h(x) = In(2x + 1) sur [0, +oo[ ; la figure montre C, et y )
A:y=X. e

S . ) 15 1
1. Etudier w(x) = h(x) - x ; montrer que l'équation h(x) = x < Ch

admet une unique solution £ dans ]0, +oo[, et que 1 < £ < T

2

: 0.5 T

2. Soitw, = 1etw,,, = h(w,). Placer w,, w,, w, sur l'axe AN
(Ox) a l'aide de la figure. Conjecture ? 05 1 15 2 X
3. Montrer que 1 < w, < ? et que (w,) est croissante ; en
déduire qu’elle converge vers £.

Exercice 49 Logarithmes de base a et puissances * x corrigé p. 94

1. Résoudre : a) log,(x - 1) +log,(x+1) = 1; b) 21 +27 =3 ¢) (%)X > 9%3,
2. Montrer, sans calculatrice, que log, 3 + log, 2 > 2.

3. Radioactivité. L'activité d'un échantillon d'iode 131 est A(t) = A, 27 (t en jours). a) Au bout de
combien de jours l'activité est-elle divisée par 10 ? b) Quel pourcentage de l'activité initiale
reste-t-il aprés 30 jours ? c) Calculer A’(t) et montrer que A’(t) = —"‘TZA(t).

4. Acoustique. Le niveau sonore estL = 10 logli (en dB), ot I est l'intensité sonore. a) De combien

0
augmente L quand I double ? b) Une machine produit 70 dB ; les intensités de machines
identiques s'ajoutent. Combien de machines faut-il au minimum pour dépasser 85 dB ?
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Exercice 50 Probléme type examen (5) : une racine cubique * % corrigé p.9S
Soit f(x) = (x - 1) J/x sur [0, +oo[, et C; sa courbe.

1. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0; interpréter. Calculerxlim f(x)et Xlim @

4x -1
3vx2

3. Donner la tangente T en A(1,0). Montrer que f"(x)

; interpréter.

2. Montrer que f'(x) = pour x > 0 ; dresser le tableau de variations de f (minimum exact).

_2(2x+ 1)

i 9x\3/x_2

; en déduire la position de Cset

T. Tracer T et Cf.

4, Soit g la restriction de f a [%, +oo[. Montrer que g est une bijection sur un intervalle J a préciser
; calculer g(8) et (g7") (14).

5. Calculer l'aire du domaine limité par C; et l'axe (Ox) (écrire f(x) = X3 - x%).
14.3 Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 51 Linégalité des accroissements finis au travail * % » corrigé p.4S

Rappel (IAF). Si f est dérivable sur un intervalle I et |f'| < kR sur |, alors |f(x)-f(y)| € R|x-y| pour

X,y €l

Soit f(x) =2+e7*,1=[2,3], et la suite définie par u,=2etu,, =f(u,).

1. Montrer que f(I) c | et que |f'(x)| < % pour tout x € | (on admet que e? > 7).

2. Montrer que l'équation f(x) = x admet une unique solution réelle , et que 2 +e3> <f<2+e™.

n+1 - .

3. Montrer queu, €/, que |u, , -?| < %Iun - ¢|, puis que |u, - | < (%) . Limite de (u,,) ? A partir
de quel rang n ce résultat garantit-il |u_ - ?| < 10732

4. Montrer que u, , - Pet u,- ? sont de signes contraires. Avec u, =2,120002 et uy = 2,120 031,
en déduire un encadrement de ¢ d’amplitude inférieure a 107.

Exercice 52 Une inégalité entre puissances * * x corrigé p. 96
Soit b > 0 fixé et @(x) = xInx + bInb - (x + b) In £ sur ]0, +co].

1. Montrer que @'(x) = In X2—X ; en déduire les variations et le signe de @.

+b

2. En déduire que, pour tous réelsa>0etb>0: ab? > (a;_b)“ b, avec éegalité si et seulement
sia=b.

3. Sans calculatrice, comparer 99°2 x 101" et 1002%°. Montrer que n"(n + 2)"*2 > (n + 1)>"*2 pour
tout entier n 2 1.

4. Interpréeter l'inégalité de la question 2 a l'aide de la convexité de la fonctiont — tint.

Exercice 53 Partie entiére et logarithme de base 2 * * corrigé p. 96

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = E(x) + log, (1 + x - E(x)).

1. Exprimer f(x) pour x € [n,n + 1[ (n € Z) ; calculer f(n) et montrer que f(x + 1) = f(x) + 1.

2. Montrer que f est continue sur R.

3. Montrer qu’en tout entier n, f est dérivable a droite et a gauche, avec f}(n) = 1n1_2 et fg’](n)
Interpréter.

4. Montrer que f est une bijection de R sur R et que f~'(y) = E(y) + 2Y"%) -1,

-1
2ln2°
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5. Soitd(x) = f(x)-x. Montrer que d est périodique de période 1 etque 0 < d(x) < log, lr+2_lr+2+1 =
0,086. Que peut-on dire de Cset de ladroitey =x?
Exercice 54 Léquation de Kepler » x % corrigé p. 96

En astronomie, la position d'une planéte sur son orbite d’excentricité € €]0, 1[ s'obtient en ré-
solvant 'équation de Kepler 6 - £sin 6 = M, d’'inconnue 0, le réel M étant donné.

1. Soit @(x) = x - €sin x. Montrer que ¢ est une bijection strictement croissante de R sur R ; on
note y sa réciproque.

2. Montrer que @ est impaire et que @(x + 2m) = @(x) + 2 ; en déduire que y est impaire, que
W(M +2m) = w(M) + 2m, et calculer w(0) et w(m).

3. Montrer que |@(M)-M| < € pour tout réel M, que y est dérivable sur R et que @’'(M) = !

1-gcosyw(M)®
4. Case=1,M=1:o0npose6" =y(1),6,=1et6,, =1+Isin6 . Alaide de lIAF (rappelée a

n+1
I'exercice 51), montrer que |6, - 6] < (%) . Quel rang garantit 1073 prés ?

Exercice 55 Une convergence fulgurante * * x corrigé p. 47
Soit f(x) = x - In x sur [1, +oo], et la suite définie paru, =2 etu,, = f(u,).

1. Montrer que f est croissante sur [1,+co[ et que 1 < f(x) < x pour tout x > 1. En déduire que
(u,) converge et donner sa limite.

x - 1)?
2. Montrer que, pour tout x > 1: x—1—lnxs( > ) )

2n

3. Onposed, =u, - 1. Montrerque0=<d, < %dnz, puis que d, < 2(%) pour tout n. A partir de
quelranga-t-ond, <107°?

4. Que se passe-t-il si l'on part de u, €10,1[ (avecu, , =u, - lnu,)?
14.4 Niveau 4 - Concours

Exercice 56 Une famille de courbes * x %% corrigé p.97

Pour tout réel m > 0, on pose f,_ (x) = (x - m)lnx sur
10, +00[ ; C, est sa courbe. La figure représente quatre
courbes C,_, notées (a), (b), (c), (d), et la courbe I (en
pointillés).

1. Montrer que toutes les courbes C, passent par un
méme point A et que deux courbes distinctes n'ont
que ce point en commun. Tangente a C,enA? Pour
quel m est-elle horizontale ?

2. Calculer f; et f/. Montrer que f, s'annule en un
unique réel x_, que x,_(1+Inx_)=m et que x_ > % ;
variations de f, ?

3. Montrer que le minimum de f_ vaut -x_(ln x_ ). En déduire que le point le plus bas de C,, est
sur la courbe I : y = -x(Inx)? (x > %) et que, réciproquement, tout point de I est le point le
plus bas d'une courbe C .

4, Les courbes tracées sont C
C,, a-t-il pour abscisse e ?

120 C1» G, et Gy, : les identifier. Pour quel m le point le plus bas de
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5. Verifier que G(x) = (ex - "2—2) Inx-ex+ % est une primitive de (e - x) In x, puis calculer l'aire du
domaine limité par C, et 'axe (Ox).

Exercice 57 Lasuiteu, , =u, +e™"n xxkx corrigé p.97

Soit (u,) la suite définie paru, =0 etu,,, = u, +e™"n.

1. Montrer que (u,) est strictement croissante et que limu, = +oo.

2. Montrer que et > 1 +t pour tout réel t, et que e* < 1+t +t2 pour tout t € [0, 1].

3. On pose w, = e“n. Montrer que w,,, = w, e'"n, puis que w,+1Tsw,  sw +1+ L,

4. En déduire que w, >n +1, puis que w, sn+1+3} .

5. Montrer que % <slnk-In(k-1)(k22);endéduiren+1<sw,sn+2+lnn(n=1).

6. Conclure: lim,___ (u, -nn)=0. Interpréter.

Exercice 58 Comparer a'? et bY% % x % corrigé p. 93

Soit ¢(x) = “‘T)’(‘ sur ]0, +oof.

1. Etudier ¢ (limites, variations) ; montrer que son maximum est %, atteint en e?.

2. Soienta >0 et b > 0. Montrer que ab<pll = w(a) < p(b).

3. Comparer 35 et 5¥3 ; puis 9V16 ot 16/° (controler par le calcul) ; puis 1017 et 1110,

4. Résoudre dans ]0, +oo[ l'équation 4% = X2 (remarquer que x? = x‘/z).

5. Soit a > 0. Montrer que l'équation a/* = x/9, d’inconnue x > 0, admet une seule solution si et
seulement si a €]0, 1] u {e?}.

Exercice 59 Le maximum déguisé * % x % corrigé p.93

1. Soienta 2 b 2 ¢ 20,a > 0. Montrer que a < van +bn +cn < J3a; en déduire la limite de
van + bn +cn,

2. Pourx 2 0,onpose f(x) = lim__ ,"/1 + XN+ ("Z—z)n Montrer que f(x) = max(1,x, %) et expliciter
fsur[0,1],[1,2] et[2, +oo[.

3. Montrer que f est continue sur [0, +oo[ ; étudier sa dérivabilité en 1 et en 2. Tracer C;.

4. Pour n 21, soit h (x) = %ln (1 +e™) sur R. Montrer que h_ est dérivable et strictement crois-

sante, et que 0 < h, (x) - max(0, x) < “‘Tz Quelle est la limite h(x) de h_(x) ? h est-elle dérivable
sur R ? Que retenir ?

Exercice 60 Léquation e -e™ = mx **x k% corrigé p.99
Pour m € R, on note (E, ) 'équation e* - e™* = mx.

1. Soit @(x) = # pour x # 0. Montrer que @ est paire, de limite 2 en 0 et +o en +co.

2. Soit w(x) = x(e* +e™*) - (e¥-e™). Montrer que w(x) > 0 pour x > 0 ; en déduire que ¢ est
strictement croissante sur ]0, +oo[.

3. Discuter suivant m le nombre de solutions de (E, ) dans R. Interpréter a l'aide de la courbe de
x - X - e X et des droites passant par O.

4. Méme question pour les solutions de (E, ) appartenant a [-1,1].

5. Pour m > 2, soit x_. la solution > 0 de (E, ). Montrer que m ~ x_ est continue et strictement
croissante sur ]2, +oo[ ; limites en 2* et en +co0 ?
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O Corrigés de la partie 3

15.1 Corrigés du niveau 1

® Corrigé de l'exercice 37

e2X_1 e X -1 o 9 o
1. Pour x # 0: f(x) = 2 x + — 2x1+1 =3 (nombres dérivés de exp en 0) :

2X -X
\/1+X—1 1 1 X
X

f(0)=3 . Avec la quantité conjuguée,

\/1+X—1x X R
X In(1 + x)

In(1+b
2. lim h(x) =1+aet, pour x >0, h(x) = b x n(@ + bx)
x—0- bx

a=1,6-2]

3. Sur[0,1[, E(x) =0 et R(x) =0; sur[1,2[, R(x) = x-1. Les deux limites en 1 valent 0 = k(1) : k est

continueen 1. En 2: linz1 R(x) = 1 mais R(2) = 1x2 =2 (sur [2,3[, kR(x) = 2(x - 1)) : k n'est pas
X—>2"

= - -, et — 1; donc

V1+x+1 2" In(1 + x)

g(x) =

N =
(=}
—
(=)
N
I
N =

— b. Continuiteen0: 1+a =2 =b, soit

continue en 2 (seulement a droite).
4. t(x) = x? - 2x = (x - 1)?> - 1 décroit de 3 a -1 sur [-1, 1] puis croit de -1 a 0 sur [1,2] : t([-1,2]) =

[-1,3]. Comme s — 3° est croissante, u([-1,2]) = [3'1,33] = [%,27]- Piege : u n'est pas

monotone sur [-1,2] (minimum en 1) ; Uintervalle [u(2), u(-1)] = [1,27] oublie les valeurs de
Ealt
® Corrigé de l'exercice 38

1. @(x) = eX+x3: p’(x) = e +3x% >0, p est continue, strictement croissante, de limites -co et +oo
: c'est une bijection de R sur R, d’ot une unique solution a. Et @(-1)=e'-1<0<1=¢(0):
ael-1,0[.

milieuc | -05 -0,75 -0,875
o(c) = 0,48>0 0,05>0 -0,25<0
encadrement | ]-1;-0,5[ 1-1;-0,75] 1-0,875;-0,75[
(En fait a = -0,773.)
2. Apres n étapes, l'intervalle a pour longueur 21—,, 21—,, <10® < nln226l10 < n 2

6x 1 = 19,9 [20 étapes|

3. @(x)=2-3x, @(x)=2*In2-3>0 < x>x;=log, >, avecT<x;<3(2<2~43<8).
@ décroit strictement sur ]-oo, X, croit strictement sur [x,, +oo[. Sur ]-oo0,x,]: w(0) =1 >0 >
-1 = (1), une seule racine, dans ]0, 1[. Sur [x,, +oo[ : w(3) = -1 < 0 < 4 = w(4), une seule racine,
dans 13, 4[. Exactement deux solutions (= 0,458 et = 3,313).

® Corrigé de U'exercice 39

1. f'(x) = e +2e™ > 0; f est continue, strictement croissante ; lim f = -oo (car -2e™* — -o0),
lim f = +o0 : bijection de R sur[J = R|.

2 f(ln2)=2-2x1=1etf(N2)=2+1=3#0: (f7) (1) = —ms =

f(n2) 13/
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3.X-2=y & X°-yX-2=0(X>0);4=y*+8>0etle
produit des racines vaut -2 < 0 : une seule racine positive,
wy2+8 y+\y2+8 ..

X = yzﬂ. Donc  f ' (y)=In — - En dérivant :

R
(F) () - — 22 .
y+y2+8 [y2+8
4. C; passe par (0,-1): fF'(-1) = 0. Crq estla symeétrique de
C; par rapport a A (en orange).

, qui vaut bien 7 en 1.

® Corrigé de l'exercice 40

1.A=2%*%*%=21=;(627)2=27%=3,donc5=%=.

2.a)D=[1,+o[;avect=x-120:t=t> < t(t-1)t+1)=0 < te{0,1},douls ={1,2}]
b)u:[-;,m[;msvﬁ e 2x+1<27: s:[-%,n]. c) x5 < 0 impose x < 0, et
(-x)° =243 =3%:[x=-3]

3. @(x) = Y1 + 3x est dérivable en 0 avec ¢’(x) = 5 : la limite est ¢’(0) =[1]. Pour x >0,
330(1+3x)2

t=1 o0 BEex-xx(dvE-1) - L () [T

t=0 |5
3 3 vix)-v(1)  J1- -
4, u'(x) = 44X = - X . Pourx<1: ) 1(): 11X: ! — -oo: v n'est
41+ x4 (1 x4’ x- X=1 - a-xp

pas dérivable a gauche en 1; sa courbe a une demi-tangente verticale en (1,0).

® Corrigé de l'exercice 41

_plnx

a) X 5[] b)t=%—>—oo:t‘*et—>@. c)X=3x—>—oo:(xz—x)e3"=%X2eX—%XeX—>@.

1+ nx

X
eX X2 _ - 2 o o
/ = =[+x] e) LRI . 1x % =|=|(nombres dérivés de ln et de exp

‘I+lnx/x2_> 1 X -1 ex - el
4 \X
x2 + 1 1 .. X.1_(§)
2 -ln(1+x—2)—>@. g) On divise par 5 W

5
X=xIn3: 3 = (In3P% - Fe)
- |X5_ X5 o

en1). f)ln - [1](g* > 0si0<qg<1). h)

® Corrigé de l'exercice 42

, 2X+2 , 2_ ,
1. f1(X)=m(X2+2x+31= (x+1)2+12>0); fa(x) = (2x - 3)eX % ; fi(x) = 5%(1 +xn5);
, 2 , ——(1 + |.n X) - —(1 - ln X) -2 , X
f"(x)=(2x+1)ln3; 5(x) = = (1+ln;(<)2 =x(‘l+lnx)2; fe00 = = = 2
3y/(ex+1)
2 : _ . 1 Loy ()t 2
2. @) In(x?+x+3) Lou>0card=-11); b)_eX+4 (5); ; (u'u?); d) T (car
2" =u'2Yln2); e) 3 f) - !
" o3 Ty
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15.2 Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 43

Partie I. 1. h'(x) = 2x + 1 > 0: h est strictement croissante et h(1) =0, donch<0sur]0,1[eth>0
i3 2(x?+ln x-1) 2h(x)

sur ]1,+oo[. 2. g (X) =2x+ =2 -2 = N = : g décrofit sur 10, 1], croit sur [1, +oo[, de
minimum g(1) =1: |g(x) =1 >0.
Partie Il.

2
1. En 0" : @ — +0o, donc : la droite x = 0 est asymptote verticale. En +oo, avec
2 2
X =x: (I”X) (ZIT”X) — 0,d'ol f - +o0 et f(x)-(x-1) - 0: D est asymptote. Comme

2
f(x)-(x - 1) = —(I"TX) < 0, nul seulement en 1, C; est au-dessous de D, avec un seul point
commun A(1,0).

271 2_ o 2 9 .
2. [(”‘;‘) ] o Ak (l” X donc f'(x) = % = % > 0: f est strictement croissante. f(1) = 0
et f'(1)=g(1 ) : latangenteenAesty =x-1, c'estD.
_ 5 2 Zlnx _2x(21 L 2 . .
3. Avec f' = 1-u,u = w Cu'(x) = G X)Z( nx-ne) 2[(lnx)x331nx 1], d’ou la for-

mule. Le trindme X% - 3X + 1 (X = Inx) a pour racines 37‘/3 : f” change de signe deux fois ;

3-/5 34/5
inflexions en x, -ez ~‘I47etx-e2 = 13,7 .
4. f continue strictement croissante, f(]0, +oo[) = ]l|m0+ filim, f[ R : bijection. f(1) =

2

(7Y 0 = 7 =0 £'(0)= 22 = £ - (£) (f(e)) =| 2| = 176

e? e?

D
X 0 1 +00
f'(x) * 1+
+00 1 -
-0 s

Csan (en orange) est la symétrique de C; par rapport ay=x:elleadmet 'asymptote D’ : y = x + 1
et 'asymptote horizontale y = 0 en -co.

u.a.

e l 2 l 318
Partie Ill. Sur [1, e], D est au-dessus de C,: A= (Inx) dx = ) 21 (_1) =
£ ! 1/e 3 1/
® Corrigé de l'exercice 44
Partie . (2-J§)(2+\/§) = 1, donc ln(z—ﬁ) —-a. AvecX = e¥: X2-4X+1=0 < X=2:3

(tous deux > 0), soit x = *a. Et g(x) = (e" -2 +\/§)(ex -2 —\/5) : g <O0surl-aal, g>0sur
]—OO, _a[ u ]ar +°°['

Partie Il.
L - % = 6-—, donc f(-x) = -x-3+6- = = -f(x): f estimpaire (O centre de symétrie).

2. En +oo: f — +o0 et f(x) - (x-3) = 7%

f(x)-(x+3) = =5- -6 = 22 - 0" : D, asymptote, C; au-dessous.
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_q__6¢ _ (sePe’ | g(x) 63-3) _5_ ca-
3. f'(x)=1 (mx)z- R - Grop Commee® = 2+/3: ‘/_ = 3-3et f(a)=a=+3

6
: par imparité f(-a) = /3 - a.

4. f"(x) a le signe de e* - 1, donc de x : il change de signe en 0 et f(0) = 0 : O est un point

d’inflexion. f'(0) = @ = —% : |T:ys= —% ; G (convexe sur [0, +oo[) est au-dessus de T pour

x >0, au-dessous pour x < 0.

5. Sur [0,a], f décroit de 0 a f(a) < 0 : seul zéro 0. Sur [a, +oo[ f est continue, strictement
croissante, de f(a) < 0 a +oo0 : un unique zéroy; f(2) = -1+ 1— ~-0,28<0et f(3)= == =~
0,28 >0:2<y<3(y=2,58). Par imparité, -y est 'unique zéro de ]-, -a], et f > 0 sur [- a 0[

exactement trois zéros.

X -0 -a 0 a +00
gl +0--3-0+
\/g_a +00
fl1 ~ T /
-0 a—\/§

7. h est continue et strictement croissante sur | : bijection de I sur J = [a 3 +oo[ In5 € |

(5>2+y3)eth(ln5)=In5-3+1=[n5-2]; h"(In5) = 221 = 1 d'our (b ") (In5-2) =[6].

Partie IIl. “ex'ex = 1-

- In(1+¢€¥). Sur [0,In3], C; est au-dessus de D, :

In3
A= /’ 60”‘: ln(’|+ex)] ? 6(In3- In4+In2)=|6ln2|= 2,43 ua.

® Corrigé de U'exercice 45

Partiel. '(x) = 1-lnx-1=-Inx: @ croit sur ]0, 1], décroit sur [1, +oo[ ; son maximum est (1) =0
: p <0, avec égalité seulement en 1.
Partie II.

1. xX*lnx = x(xlnx) - 0, donc f(x) - 0 = f(0) : continuité a droite. M =x-xlnx - 0:
f;(0) = 0, demi-tangente horizontale en 0.

2.1-lnx = -co: f(x) x(1 - ln x) - -co : branche parabolique de direction (Oy).
3. f'(x)=2x(1-lnx)-x = x(1 -2Inx): f croit sur [0,/e], décroit sur [\/e, +co[ ; maximum f (\/e) =
e(‘l - 1) = ||
2 2

4. f(x)=0 < x=0oulnx=1: points O et B(e,0). f'(e)=-e: \T:y=—ex+e2\.

5. f”(x) =1-2lnx-2 = -1-2ln x s'annule en changeant de signe en es: (‘/_, ) (0,61;0,55) .

6. X2 -x?Inx-x=x(x-xlnx-1)=xp(x)<0: Cy est au-dessous de A, et ne la rencontre qu’en
O eten A(1,1). Comme f'(1) = 1, A est la tangente en A.
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y LA
A Cs

,X 0 Je +00 1 I

ffx) o + 0 -
% | B
f / N 1 *
0 -0
-

Partie Ill. 1. f est continue et strictement croissante sur [0,1] C [0,\/5] :si0 < x < 1, alors
0 = f(0) < f(x) < f(1) = 1. Par récurrence,0 < u, < 1. 2. u, ,-u, =u, @(u,)<0(caru, #1): (u,)est
décroissante et minorée par 0, donc converge vers ? € [O, %] f étant continue sur [0, %], f(e) =¥,
soit £p(f) =0 (¢>0)oul=0;0rp®)#0pour=1: |limu, =0,

Partie IV. F'(x) = X3—2(4 -31lnx) + % x (—%) =x2-x’Inx = f(x); x*lnx - 0 donne lim,. F = 0.
Prolongée par F(0) = 0, F est continue sur [0, +oo[ et @

3
[0, +oo[. Comme f >0 sur[0,e]: A= F(e)-F(0) = % = 2,23 u.a.

— 0 = f(0) : c'est une primitive de f sur

® Corrigé de U'exercice 46

Partie I. g'(t) = ﬁ - ﬁ = (11)2 < 0 pourt > 0: g est strictement déecroissante sur [0, +oo[ et

g(0) = 0, donc pour t > 0.

Partie Il.
In(1+t)

1. En-oo: t=¢e* - 0" et f(x) = —— - 1:l droite y = 1 est asymptote en -c. [n(1+¢e¥) =
In(e*(1+e*)) = x+In(1+e*), dou la formule ; en +o0, xe™* - 0ete*Iln(1+e*) > 0x0:
[f = 0], l'axe (Ox) est asymptote en +oo.

2. f'(x)=-e*In(1+e¥)+ e"‘% =e* [i:x -ln(1+ eX)] = e*g(e*) < 0: f est strictement décrois-
sante, de 1 (en -o0) a 0 (en +o0), limites non atteintes: 0 < f(x) < 1.

3. f(0)=n2 et f(0)=g(1)=1-n2=-019: |T:y=(1-In2)x+In2,
4. f est continue, strictement décroissante, et f(R) = ]lim+oo filim__ f[ =]0,1[ : bijection. f(0) =

Y 2
In2, donc (f') (In2) = ﬁ = = Byl

5. @(x) = f(x) - x est continue, strictement décroissante, de +o0 a -o0 : un unique zéro £. (0,5) =

0,59-0,5>0etp(0,6)~0,57-0,6<0:{0,5<2<0,6|(f~0,575).

f'(x) - i

"’XX =1+f(x)-1=f(x), car(1+e*)eX =e*X+1. Comme

Partielll. F'(x)=1+e™*In(1+e*)-(1+e™) T

f>0:

A:F(ln3)-F(0):(ln3-§ln4)-(o-2ln2): In3-21n2|~ 0,64 u.a.
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® Corrigé de U'exercice 47

1. f(0) = -1; f'(-1) = f'(2) = 0 (tangentes horizontales) ; X [ -0 -1 2 +oo
f" < 0sur]-oo,-1[ et sur]2,+oo[, f' >0 sur ]—1,2[. f'(x) -0 + 0 -

2. f'(x) = (-x*+(2-a)x+a-b)e™ f(0) =b=-1;f(2) = +oo I
-(a+b)e™? =0donnefa=1, b=-1|(et f'(-1) = ( a-b-3)e = f NS 0
0v). -e

3. f'(x) = (-x?+x+2)e™* = ~(x + 1)(x - 2)e™™. En -oo, avec
X=-x—-+00:f=(X2-X-1)eX - +o0; en +oo, xze"‘ 0
: f > 0. A(-1,-e),B(2,e%); fFX)=0 e x2+x-1-=
0 e x=128
=
o F0)=2: [y=2-1)
5. Sur ]-o0,-1], f décroit de +co a -e; sur [-1, 2], elle croit de -e a e% ; sur [2, +oo[, elle décroit de
= vers 0 (valeurs dans ]0, %]) D’oul le nombre de solutions de f(x) =m :
e e

m ‘m<—e‘m=—e —e<m50‘ —e% m>ei2
solutions ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 2 ‘ 1
6. F'(x) = (2x+3)e™ + (x2 +3x+ 2)e™ = f(x) . Sur[1,3], f >0 (car 1> ¥31): A= F(3) - F(1) =
_20e3+6e 1 =|2- 20, 1,21 u.a.
e es3
® Corrigé de U'exercice 48
A. 1. Par récurrence u, >0, etv, ;= 1(2+lnu,)-1= %(ln un = ‘I) = %vn : (v,) est géométrique de
n
ralson 3, de premier terme v, = -1. 2. v, = —(%) etu, = = —-e 3.5 Z (1+v,)=

_2- UneU _
”'%-n-—(% ™), donc ==L = e — |e7a),

B.1. p'(x) = 2)(2+1 -1-= ;X el croit sur [0,2] avec L,U(O) 0, y el

donc y > 0 sur ]0, %]), puis décroit strictement de [n 2 - 5 >0

vrs e sur [ 1o 912) = x(422 1) - un uiue 2

un unique zéro :
?50.w(1)=ln3-1>0>In5-2=yw(2):1<2<2(2=1,256). ! "
De plus w > 0 sur 10, £[.

2. Construction « en escalier » ci-contre : w, = =ln3 =
1,10, w, = 1,16 ; la suite semble croitre vers {.

3.Si1<w, <¥ hétant croissante: 1 < In3 = h(1) < h(w,) <
h(f) = £. Puisw,_ , -w, = @(w,) > 0: (w,) croit, majorée par
¢, donc converge vers L € [1,£]; h est continue, donc h(L) =

et (L=

® Corrigé de l'exercice 49

1. @) D =]1,+00[ ; log, ((x - 1)(x+1)) =1 < x*-1=3 L b)X=2">0:2X+7=3 <

2X2-3X+1=0 < Xe{1,%}. ={-1,0} ¢)3- >32X6 < -x>2x-6(t » 3! croissante)
1S = ]-o0, 2[|

2
2. Avect=log,3 = "2 “‘3 >0, onalog32- ett+%-2=@>0cart¢’l (ln3 #1n2).
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3. a)28:ﬁ = tln2-ln10 = t-8ln10 . b)2°F = 0,074 : il reste environ
7,4%]|. c)A(t) =Aye slnz,doncA(t)=—“‘T2Aoe 8"‘2-—“‘?2A( )< 0: A décroit.
4. a)‘lOlog%—‘IOlogli:‘IOlogZz. b) Pour n machines: L =70+10logn >85 < logn >
0 0
1,5 < n>10"=31,6: 32 machines .

® Corrigé de l'exercice 50

3
0: f(x);f(o) ) U < N f n'est pas dérivable a droite en 0 ; demi-tangente

. >
1. Pour x ” e

verticale en O. En +o0: f — +co et @ = (1 - %) Jx — +oo : branche parabolique de direction
(Oy).
T s 1
2. f(x) = x3 -x3: f'(x) = 3X3 -

1)+ F 3 o

3.f(N)=0,f(1)=1:[T:y=x-1] f'(x)= gx'§ +§x'§ = §X'§(2x+1) 9(2’:/12) >0: C; est convexe
X

sur ]0, +oo[, donc au-dessus de T (contact en A seulement).

2
-3 = 4X1

X

% fdecrmtsur[o ]crmtsur[ +00[ minimum

y
X 0 % +00 Cf T
f'(x) - 0 +
0 +00 ]
f N 7
',217
; o "
4. g est continue, strictement croissante : bijection de - +oo[ surj = [ +oo[ g(8)=7x2=14
31 31, (1Y _|12
etg'(8) = E.(g )(14)-3—1.
5. f < 0'sur [0, 1] (zéros 0 et 1). Une primitive est F(x) = x5 - 2x3 : A= ~(F(1)- F(0)) = (2 - 2) =
2 u.a
28|

15.3 Corrigés du niveau 3

B Corrigeé de l'exercice 51

T f'(x)=-e*<0:f(1)=[f(3), f(2)]=[2+e>2+e?]c[2,3];et|f (x)| =e* <e? < pourx22.

2. p(x) = f(x) - x est continue et strictement décroissante sur R (p’ = -e™* -1 < 0), de +o0 3 -00 :
un unique zéro £. p(2) =e2>0>e>-1=p(3): L/, puis=f(f) € f(I) =[2+ 3,2+ e7?].

3. uyeletf(l)cl:u, €l LIAFsurl(aveck = %) entreu, et?: |u,,, -8 =|f(u,)-f(¥)] < %lun—{’l.

. 1\" 21 1\
Par récurrence |u, - | < (7) lug-2l,etlu, -8 =0-2<e“< 7° lu, -2| < (7) — 0, donc
limu, =2 7" 21000 < n+124(7°=343,7%=2401): rang[n = 3]
4. f eststrictement décroissante: siu, >¥¢,alorsu, , = f(u,) < f(f) = £, etinversement. Donc { est

toujours entre deux termes consécutifs : u, < < u,, soit 2,12000 < £ < 2,120 04 (amplitude
4x 107 ; en fait £ = 2,120 028).
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B Corrigé de U'exercice 52

1. '(x)=Ilnx+1- ln’“b (x+b)xx+b lnxb, etp'(x)>0 < 2x>x+b < x>b. @

décroit sur 10, b], cr0|t sur [b, +oo[, de minimum @(b) =2blnb-2blnb=0: ¢ = 0, avec égalité
seulement en b.

a+b

a+b
; exp étant croissante : |a%b? > (M) , égalité si et

2. Avecx=a: alna+blnb>(a+b)ln >

seulement sia = b.
3.a=99, b=101:[99% x 101" > 1002%| (inégalité stricte car a # b). Aveca=n,b=n+2:

2n+2
n"(n + 2)”+2 > (2”2—"2) ! =(n+ 1)2"+2.

4. R(t) = tIntveérifie R"(t) = % > 0: k est convexe, sa courbe est au-dessous de ses cordes; le milieu

de la corde joignant les points d’abscisses a et b est au-dessus de la courbe : M >R (%),
ce qui est exactement l'inégalité de 2 (divisée par 2 et passée au logarithme).

® Corrigé de l'exercice 53

1. Sur[n,n+1[: E(x) = n et f(x) =n+log,(1+x-n); f(n)=n+log,1=n. Comme E(x + 1) = E(x) +1
et(x+1)-E(x+1)=x-E(X): f(x+1)=f(x)+1.

2. f est continue sur chaque ]n,n + 1[ et & droite en n. A gauche : pour x € [n - 1,n[, f(x) =
n-1+log,(2+x-n) - n-1+log,2=n = f(n). Donc f est continue sur R.

3. A droite, avect = x-n — 0*: f(X)z:)r:(n) = l:(l:1+2t) - é Agauche, avecx=n-1+s,s - 1°
: f(x)g:z(n) i} ‘°g2(1:)1'l°g22 - (log,(1+ S));-=1 =15 l1n2' Les deux demi-tangentes ont des pentes

difféerentes : points anguleux aux points d’abscisse entiére.

4. Sur[n,n+1[, f est continue strictement croissante de n vers n+1 (exclu) : bijection de [n,n+1[
sur [n,n +1[. Ces intervalles recouvrent R sans se chevaucher: f est une bijection strictement
croissante de R sur R. Siy € [n,n+1[(doncn = E(y)): log,(1+Xx-n)=y-n < x=n+2'"-1,
d’ou la formule.

5. d(x+1) = f(x)+1-x-1 = d(x). Pourt = x-E(x) € [0, 1] : d( )= d(x)
o(t) = lOg2(1+t)t6() m1_0<=>t t_ln21
0,44. & croit de 5(0) = 0 a 5(t,), pU|s decr0|tvers 5(1)=0: T

0 < d(x) = 6(t,), avec 6(t,) = log2 n3 " ﬁ +1=10,086]. C;

est au-dessus de la droite y = x, qu’elle touche aux points
d’'abscisse entiére, et dont elle ne s'écarte jamais de plus
de 0,09 (verticalement) : a U'ceil, on les confond !

® Corrigé de l'exercice 54

1. @'(x)=1-¢gcosx 21-€>0: @ est continue et strictement croissante. x - € < @(x) < x + &
donne lim,_ ¢ = +oo: bijection de R sur R.

2. p(-x) = -x+esinx = -@(x) et (x +2m) = x +2m - esinx = @(x) + 2m. Si O = (M) : ©(-0) =
donne w(-M) = -p(M), et (6 + 2m) = M + 2m donne w(M + 2m) = w(M) + 2m. Enfin p(0) = 0 et
o(m) = [9(0) = 0, w(m) =]

3. 6 = w(M) vérifie 6 - M = esin 6, d'ou |w(M) - M| < €. @ est dérivable et ¢’ ne s'annule pas: g

est dérivable sur R et p'(M) = —1— = —

@'(p(M))  1-ecosy(M)’
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| cos x|

4. 0" vérifie 6* = 1+ 1sin6* = g(6"), avec g(x) = 1+ Isinx et |g'(x)| = 2% < 1 sur R. LIAF
. . n+1
donne 6,,, - 6*| < 116, - 6°], et |6, - 6*| = |1 - w(1)| <  (question 3): 6, - 6" < (3)

2151000 <> n+1210: [n=9](6" ~ 1,4987).

® Corrigé de l'exercice 55

1. f'(x) =1 —% 2 0 sur [1,+0o[ : f croit, f(x) 2 f(1) = 1, et f(x)-x =-lnx < 0. Doncu, 2 1et

U.,-U,=-Ilnu, <0:(u,)décroit, minorée par 1, converge vers £ 2 1 avec f(f) = £ (f continue),
soit In?=0: .
-1)2 _1)2
2. p(x)=%—x+1+lnx:p’(x)=x—2+%=%20etp(1)=0:p20$ur[1,+oo[.
— (un_‘l)2 _ 142 A . _ _ 1 2° . Q)
3.d,,,=U,-1-Inu est20(Inx < x-1)ets =— = -d;. Récurrence: d, =1 = 2(5) ; Si

n n+1 n+1
d, < 2(%)2 ,alorsd,,, < 1 x 4(%)2 - 2(%)2 . d, <27 =3x10" mais dg <273 = 4,7 x107°
: rang[n =5] (En fait u, » 1,307 ; u, = 1,039 ; u; = 1,00075; u, = 1+3 x 107 : le nombre de
décimales exactes double a chaque étape.)
4, Pourtout x >0, x-Inx > 1, avec égalité seulement en 1 (minimum de x = x-In x). Si u, €10, 1,
alors u, > 1 et l'on est ramené au cas précédent a partir du rang 1: (u,) converge encore vers

e

15.4 Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 56

1. f,,(1) = 0 pour tout m : [A(1,0)l Sim = p: faX) = f,(x) = (p-m)lnx =0 & x=1.
fn()=Ilnx+1-2,f (1)=1-m:tangente y = (1- m)(x - 1), horizontale pour[m = 1].

2. fr(x) = % + )’(”—2 > 0: f, est strictement croissante, de -co (en 0%) & +oo : elle s'annule en un
unique x.. f,(x,)=0 < x (1+Inx )=m;commem>0,1+Ilnx_ >0, soitx_ > % fm
décroit sur 10, x,.] (de +o0 3 f, (x,)) et croit sur [x,,, +oo[.

3. x,-m=-x_1Inx_,doncf (x_ )=(x,-m)lnx_=-x_(ln xm)2 : le point le plus bas M, est sur
. Réciproquement, pourt> 1, m=t(1+Int)>0et f;(t)=0: t = x,, et (t,-t(Int)?) est le point
le plus bas de C,,. T est exactement le lieu des points les plus bas.

4. C,, coupe (Ox)en1etenm: (a)=C,,, (b) = C; (minimum 0 en A),(c) = C,, (d) = C,,. X, =€ <
m =e(1+1) =[2e]: point le plus bas (e, -e).

5. G'(x) :(e—x)lnx+(ex-"2—2)1—e+5 (e-x)Inx v. Sur[1,e], f(x) =(x-e)lnx<0: A=

X 2 =
Ge)-G(1) = (-£) - (-e+ 1) =

Le-e%-1

=~ 0,62 u.a.
4 ’

® Corrigé de l'exercice 57

1. u,,,-u,=e" >0.Si(u,) convergeait vers ¥, la continuité de x = x + e™ donnerait £ = £ + et

absurde. Croissante et non convergente, elle n’est pas majorée : [limu, = +co|.

2. a(t)=e'-1-tapour minimum a(0) =0 (a’(t)=e'-1). b(t)=1+t+t>-e': b"(t)=2-¢€!, doncb’
croit sur [0, In 2] puis décroit sur[In2,1]; b’(0)=0etb’'(1)=3-e>0: b’ 20sur[0,1], b croit
et b(0)=0: b = 0.

]
eUn

=w, e . Commeu, 20,w, 21Tett=-"€]0,1]: 1+tse <1+t+t?;en
w,

n

- plU
3. w,,, =ene

. . . 1
multipliant parw, : w,+1sw, ; sw, +1+--.

n
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4.W0=1etw >Wn+‘I:W2n+1.DoncWi L

a1 2 B = S g € Wiyq ~ W S 1+ en sommant pour

1.
R+1 !
n
R=0,..,n-1:w, <s1+n+ 3%
k=1

: In '%1 < -2, s0it £ < Ink - In(k - 1). En sommant pour k = 2,...,n

1
o
1

5. In(1+s) < savecs = -y

n
(télescopage): Y +<1+Ilnn,d'ol n+Tsw,<n+2+Inn,
k=1

6. In(n+1)<u, <In(n+2+Inn),doncln (1 + %) su,-lnn<ln (1 + 2‘%) ; les deux bornes tendent

vers 0 (“‘T” - 0): Llim (un -In n) =0 . Lasuite tend vers +o aussi lentement que Inn : il faut
environ un million d'étapes pour que u, dépasse 13,8.

® Corrigé de l'exercice 58

ﬂ _lnx X |0 e? +00
1. 9'(x) = = XZ‘/} = Z—i;]_x : @ croit sur ]0,e?], décroit sur [’ (x + 0 -
22X,/ X 2
[€2,+oo ; maxp = p(e?) = % En0*: ¢ —» -co; en +oo : 0) e : W
_ 0
(,o(x)=M — 0. Signe: ¢ <0 sur]0,1[, ¢ > 0 sur ]1, +oo]. ad

/x

2. a/b = ¢/bna ot pa _ gfalnb . exp croissante, puis division par
Jab>0: a®<b/@ < blna</alnb < p(a)< p(b)
(et de méme avec =).

3. e>27donnee’>7,29>5:3 <5< e’ ety croit sur [0,e?]: 35 <553| e<3donnee?<9

: sur [e2, +oo], ¢ décroit, p(9) > p(16) : |9/1° > 16%°} soit 9 = 6561 > 16° = 4096 . De méme
1017 5 1119

4o X = x* = p(x)= @) =2 e ]0,%[. Sur 10,1], ¢ < 0: pas de solution ; sur |1,e?] et sur
[€2, +oo[, @ est une bijection sur ]0, %] : une solution dans chacun, & et 16 (car (16) = “T”Z =
In2). [S=1{416}]: 4/16=16/*=256 .

5. Léquation équivaut a @(x) = @(a), et x = a est solution. Sia < 1: (a) < 0, valeur prise
seulement sur ]0,1] ol ¢ est injective : solution unique. Sia>1,a# e%: 0 < ¢(a) < %, valeur

prise une fois sur |1, e?[ et une fois sur Je?, +co[ : deux solutions. Sia = e*: % n’est atteint qu’en
e?. D'oll le résultat.

® Corrigé de l'exercice 59

1. 0<b,c<adonnea” <a”+b"+c" <3a", et gest croissante :
In3
as< an+bn+cn < {’/§a. Or ('/5 =en — 1: parencadrement,
la limite est a.

2. Lesreels 1, x, Xz—z sont positifs ; en les rangeant, 1 donne f(x) =
max(1,x,"2—2), Or x 2 1 sur [1,+oo[ ; Xz—z X &= XxX22; "2—2 >

1 & x 22. Donc [f(x) = 1] sur [0,1], [f(x) = x| sur [1,2],

f(x) = X; sur [2, +ool. : X

3. Les trois expressions sont continues et se raccordent (1 =1 en
1,2 = % en 2): f est continue. En 1: fé(1) =0=21=fy(1);en2:
fo(2)=1#2=f,(2): deux points anguleux.
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4. h(x) = e 0. Pourxz0: h (x)-x = %ln(1+e'”") € ]O,“‘—z];pourx <0:h(x)-0=

1+enx n
% In(1+e™) e ]0, “‘Tz[ Par encadrement, h _(x) = h(x) = max(0, x), qui n’est pas dérivable en 0
(h;(o) =0, h(0)=1). Une limite de fonctions dérivables n’est pas forcément dérivable.

® Corrigé de l'exercice 60

e X-eX

1. @(-x) = === = p(x) sur R": ¢ est paire. ¢(x) = eXT1+e_X—X‘1 - 1+1=[2]en0; @(x) = 7—% — +00
en +oo,

2. p(x)=(e"+eX)+x(e*-e¥)-(e¥+e*)=x(e*-e*)>0pourx>0;w(0)=0:y >0sur]0,+oco[.
Et ©'(x) = W = % > 0: (p croit strictement sur ]0, +col.

3. x = 0 est toujours solution ; pour x # 0, (E, ) <= @(x)=m. Sur]0, +oo[, @ est une bijection sur
]2, +oo[ ; par parité, de méme sur ]-o0,0[. ~m <2 : une solution ; m > 2 : trois solutions
(-x,,, 0, x,.). La courbe ¥ : y = e¥ - e est impaire, de tangente y = 2x en O (dérivée e* + ™%,
égale a 2 en 0), convexe sur [0, +oo[ : les droites issues de O de pente m < 2 ne la rencontrent
qu’en O, les plus raides la coupent en trois points.

4. (10,1]) = ]Z,e - %] : (E,) a trois solutions dans [-1,1] y 518 255
si2<mse—%:2,35, et une seule (0) sinon. . m=2
5. x,, = X(m), ou x est la réciproque de la restriction de p a 7 m=i
10, +oo[ : continue, strictement croissante, de ]2, +oo[ sur 1 X
10, +oo[. Donc lim x, =0et lim x_ =+oco(parexemple
m-2* m— +oo <
X3 = 1,62).
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Partie 4 - Méthodes de concours

20 fiches pour résoudre vite et bien

€@ Domaine de définition express

Tronc commun Le réflexe n°l, avant tout calcul

B Méthode : l'idée en une phrase

On dresse la liste des dangers — un dénominateur doit étre non nul, une racine carrée doit
porter sur un nombre positif ou nul (strictement positif si la racine est au dénominateur)
— puis D, est lintersection de toutes les conditions, lue sur un axe gradué. (En 2° Bac:

[n u(x) exige u(x) > 0.)

V12 - x - x2

x2-2x-3

Danger 1, laracine: 12-x-x%=-(x-3)(x+4)20 < x €[-4,3] (trindme de coefficient
-1: positif entre ses racines).

Danger 2, le dénominateur: x> -2x-3=(x-3)(x+1)#0 < x#-letxz3.

Intersection (axe ci-contre) : racine 2 0
1 3 4

Exemple: f(x) =

S

Dy = [-4,-1[u]-1,3[

dénominateur # 0

Le réel 3, permis par la racine, est in- D,
terdit par le dénominateur : le cro- k {} [
chet se retourne. h g 3
B Attention, piege!
Chercher le domaine AVANT de simplifier. u(x) = 2] et v(x) = yx-1 ne sont pas la
X+2 ’X +2

méme fonction :
D, =1-00,-2[U[1, +oo[, mais D, =[1,+oo[. Elles ne coincident que sur [1, +oo].

L

1. Domaine de h(x) = X“ f _: ? 2. Domaine de R(x) = l“XX|+l1' ?
Réponse: 1. D, =]-,0[u]0,1[u]1,2] ; 2. x2-4et|x|#1: D, =[-4,-1[u]-1,1[U]1, +oo[.
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© Limage par le discriminant

Un maximum sans dériver

B Méthode : l'idée en une phrase

Le réel y est une valeur prise par f si et seulement si 'équation f(x) = y, d'inconnue x, a au
moins une solution dans D, : pourun quotient de trinomes, c'est une équation du second
degre en x, et la condition A(y) 20 donne 'ensemble des valeurs, donc le minimum et le
maximum.

=X2+4X+1

Exemple : 'ensemble des valeurs de f(x) o]

x?+1>0, donc D; = R. Poury réel, en multipliant
par x?+1:

fX)=y & (1-y)x*+4x+(1-y)=0.

Casy=1: 4x =0, solution x =0 (f(0) = 1).

Casy # 1: second degré, A’ = 4-(1-y)? = (1+y)(3-y)
; une solution existe < A" 20 < -1s<y<3.
Donc | f(R) =[-1,3]|

Pour y = 3: racine double x = =% = 1, maximum
f(1) =3; poury =-1:x = % = -1, minimum
f(-1)=-1. ¢

toute droite y = m avec -1 < m < 3 coupe

Y Astuce de concours : controle en dix secondes

. ) s -2(x - 1)
Une fois les bornes trouvées, une identite les prouve : f(x)-3 = % <0 et f(x)+1=
+
2
2(x+ 1) 5
x2 +1

B Attention, piege!

2
A > 0 ne suffit pas : la solution x doit étre dans D;. Pour g(x) = X+ X

X2_1(X¢i'1): gx)=y =

(1-y)x>+x+y =0, etA=(2y-1)?> 20 pour tout y. Pourtant: y = 1 donnex=—‘|,ety=%

donne la racine double x = -1, interdite. Donc g(Dg) =R\ {%, ‘I} (en effet g(x) = ﬁ pour
x #-1).

x2+8

1. Ensemble des valeurs de h(x) = o

A

surR\{1}?

2. Pour quels réels m 'équation f(x) = m de I'exemple a-t-elle une seule solution ?
Réponse: 1. x> -yx+y+8=0, A=(y-8)y+4)20(x=1jamais solution) : ]-co,-4]U[8,+co[. 2.
me{-1;1; 3} (m=1:équation 4x = 0).
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€ Parité, axe et centre

1" Bac Etudier la moitié, déduire le reste

L'idée en une phrase

Cs admet la droite x = a pour axe (resp. le point Q(a,b) pour centre) de symétrie si et

seulement si, pourtout x € D;, 2a-x € Dy et ‘f(ZG -X) = f(x)‘ (resp. ‘f(ZG -x)+ f(x)=2b ‘)
; pour a=>b =0 on retrouve les fonctions paires et impaires.

Exemple : un axe, puis un centre

a)Unaxe. g(x)=+x+/6-x: D, = [0, 6] est symétrique
par rapporta 3 (x €[0,6] < 6-x €[0,6]) et

g(6-x) =6 - x +/x = g(x)

donc la droite x = 3 est un axe de symétrie de Cy

b) Un centre. f(x) = x> + 6x%> + 9x + 3. Changement
d’origine : on pose X = x+2 (choisi pour faire disparaitre
le terme en X2, car —% =-2)etY=y-1:

F(x)=(X-23+6(X-2)2+9(X-2)+3=X3-3X+1.

Ainsi Y = X3 - 3X, fonction impaire de X : Q(-2,1) est
centre de symétrie de C;. Controle: f(-4-x)+f(x)=2
pour tout x.

Exemple de points symétriques: f(-0,5) = -0,125 et f(-3,5) =
2,125, de somme 2.

Y Astuce de concours : la symétrie montre |'extremum

(\/)_<+ V6 - x)2 = 6+2,/x(6 -x) et x(6-x) = 9-(x-3)2<9: donc v/6 < g(x) < 2y/3, le maximum

2\/3 étant atteint sur laxe (x = 3), le minimum /6 aux deux bords (x = 0 et x = 6).

B Attention, piege!

Le domaine d’abord. x — x? définie sur [-2,3] n’est pas paire : 3 est dans le domaine mais
pas -3. Et pour prouver qu’une fonction n’est pas paire (ni impaire), un seul contre-exemple
suffit: pour h(x) = x3 +1, h(-1) = 0 alors que h(1) = 2, donc h(-1) # h(1) et h(-1) # -h(1).

L

N

1. Montrerque C: y =
x4 -4x3+2x% + 4x ?
Réponse: 1. AvecX=x-1: y=X+ )3(, impaire : centre Q(1,0). 2. AvecX=x-1: y=X*-4X%+3,
paire : axe x = 1.

X2 -2x+3

1 admet un centre de symeétrie. 2. Un axe pour y =
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° Transformer une courbe

Tronc commun Une courbe connue, 2éro calcul

B Lidée en une phrase

Ce qui modifie f(x) agit verticalement et « a 'endroit », ce qui modifie x agit horizontalement
et «al'envers »:

y=f(x)+b translation de vecteur bf y = f(x-a) translation de vecteur ai

y = -f(x) symeétrie d’axe (Ox) y = f(-x) symétrie d’axe (Oy)

y =R f(x) (kR>0) ordonnées multipliées par | y = f(kx) (kR >0) abscisses divisées par R
R

Exemple : tracer C : y = —%xz - 2x +2 a partir de la parabole P : y = x?

Forme canonique : g(x) = -1 (x* + 4x) +2 =
—%(X +2)% + 4,

@ vy = (x +2)? : translation de =21 (vers la
gauche).

@y = -3(x+2)’ : symétrie d'axe (Ox) et
ordonnées divisées par 2.

©y = -1(x+2)? + 4 : translation de 4.
Bilan : sommet S(-2, 4), axe x = -2, g(0)
g(-4) = 2, racines (x+2)? =8 < «x
-2:2)/2.

Chaque point de P suit le méme chemin :
(2,4) - (0,4) - (0,-2) = (0,2).

¥ Astuce de concours : écrire I'éguation d'une courbe transformée

Translation de vecteur #(a, b) : dans y = f(x), on remplace x par x-a ety pary-b, d'ou
y = f(x - a)+b. Symeétrique de C; par rapport au point Q(a,b): y =2b - f(2a - x) (le point
(X ¥o) Va en (2a - x,, 2b - y,)).

Attention, piege!

f(2x - 2) n'est pas « f(2x) décalée de 2 ». On écrit f(2x - 2) = f(2(x - 1)) : aprés avoir tracé
y = f(2x), on translate de 1 i (et non de 27). Contrdle avec un point: siA(4,1) € Cp le point
de méme ordonnée sur y = f(2x - 2) vérifie 2x - 2 = 4, soit x = 3 : c'est (3, 1), et non (4, 1).

Le point A(4,1) appartient a C;. Quel point est slrement sur la courbe de :
1Ly=2f(x-3)-1? 2.y=f(2x)+37?
Réponse: 1. x-3=4: (7,2x1-1)=(7,1). 2. 2x=4: (2, 1+3)=(2,4).
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© Courbes de |f| et de f(|x])
Plier, recopier

B Lidée en une phrase

Pour |f], on plie: on garde la partie de o située au-dessus de (Ox) et on remplace la partie
située au-dessous par sa symétrique par rapport a (Ox); pour f(|x|), on recopie : on garde
la partie d’abscisses x > 0 et on la compléte par symétrie par rapport a (Oy), car x ~ f(|x])
est paire.

Exemple: f(x) = Ix?-x-4 = %(x - 4)(x + 2), sommet (1, —%), £(0) = -4

T2

y y = f(Ix1)

G

f

Lecture du nombre de solutions de |f(x)| = m (on fait glisser la droite y = m sur la figure de
gauche):

m<0:aucune; m=0:2; 0<m<%: 4 m=%:3(dontx=1); m>%:2.

De méme, f(]x])=m a0, 2, 4, 3, 2 solutions selon que m < —%, m = —%, —% <m<-4,m=-4,
m > -4,

¥ Astuce de concours : deux droites au lieu d'un pliage

Pourm>0: |f(X)|=m < f(x)=m ou f(x)=-m. On peut donc compter directement
sur C; les points d’intersection avec les deux droitesy =m ety = -m: ici, pour 0 < m < %,
2 +2 = 4 solutions.

Attention, piege!

|f(x)| et f(]x]) sont deux fonctions difféerentes : ici |f(0)| = 4 mais f(|0|) = -4. La premiére
est toujours positive, la seconde toujours paire. Et/f(x)? = |f(x)], jamais f(x).

Nombre de solutions de: 1. |x*-6x+5|=37 2. X>-6|x|+5=57?

Réponse: 1. Le sommet de x?>-6x+5 est (3,-4): la « bosse » de |f| monte & 4 > 3, d’oli 4 solutions.
2. 3 solutions: 0, 6 et -6.
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@ Composées et f(f(x))=0

1" Bac Une équation dans |'équation

Méthode : l'idée en une phrase

,

Pour résoudre f(f(x)) = 0, on pose t = f(x): on résout d’abord f(t) = 0, de solutions t,, t,,
.., puis on compte les solutions de chaque équation f(x) = t; sur le tableau de variations
de f, et on additionne. (Rappel: si u et v varient dans le méme sens, v - u est croissante ; sinon,
décroissante.)

Exemple : combien de solutions pour f(f(x)) = 0, avec f(x) = x> - 6x% +9x-2?

Variations. f'(x) = 3(x - 1)(x - 3): f croit de -o a

f(1) = 2, décroit jusqu’a f(3) = -2, puis croit jusqu’a y |

+00, s
Etape 1: f(t) = 0. 2 est racine évidente : f(t) = _ [ ,
(t-2)(t2-4t+1), doi tef2-V3;2;2+y3} /\ /
Etape 2: on compte. 4 \ I S

« f(x)=2-/3%0,27, strictement entre -2 et 2: 3 X
solutions.

=)
« f(x) = 2, valeur du maximum local : f(x) - 2 / ¢
(x - 1)?(x - 4): 2 solutions, 1 et 4. . . .
3+2+1 points d’intersection
« f(x) =2+/3 23,73 >2: 1solution (dans ]4, +oo[).

Les t; étant distincts, les solutions le sont :
3+2+1=6solutions .

Y Astuce de concours : f( f(x)) = X avec f croissante

Si f est strictement croissante, f(f(x)) =x < f(x) = x (si f(x) > x, alors f(f(x)) > f(x) > x).

3
Ainsi,avecf(x)=i7+6: (’(37*6) +6=7x & x>-7x+6=0, douS={-3;1;2]}.

Attention, piege!

f - f(x) = f(f(x)) n’est pas (f(x))z. Et g - f n'est définie qu'aux points ol f(x) € D, : par
exemple ,/f(x) exige f(x) 2 0, S

F)

1. Résoudre f(f(x)) = 0 pour f(x) = x> - 1. 2. Variations de x = Vx2-2x+10 surR?
Réponse: 1. f(x)=1ou f(x)=-1: x> =2 ou x? =0, soit {—\/5; 0; \/5} 2. u(x)=(x-12%+9etla
racine carrée est croissante : décroissante sur ]-o, 1], croissante sur [1, +oo[, minimum 3.

exige f(x) # 0.
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€ Nowmbre de solutions de f(x) =m

1" Bac Isoler m, puis faire glisser une droite

Méthode : l'idée en une phrase

On isole le paramétre pour écrire 'équation sous la forme g(x) = m, on étudie g (variations et
limites), puis on fait glisser la droite horizontale y = m et on compte ses points d’intersection
avec Cg.

Exemple : discuter selon m le nombre de solutions de (£, ): x> -mx+2=0

Isoler m. 0 n’est jamais solution (0-0+2 # 0) ; pour

xz0: (Em)<=>m=x2+%=g(x). \ y \ )/5
, 200-1) \ \_/..

E'tudier gsurR*: g'(x) = 2x - el du \ *
signede x - 1. m=1
* sur]-oo,0[ : g décroit de +oc0 d -0 ; S \ : "
- sur0,1]: g décroit de +c0 a g(1) = 3; c \
g

* sur[1,+oo[ : g croit de 3 a +oo. _ o _
Conclure (figure) : m < 3 : une solution; m = 3: 12 puis 3 points d'intersection
deux solutions (-2 et 1, car x3-3x+2 = (x-1)?(x+2));
m >3: trois solutions . Pourm=5: x3-5x+2=

(x-2)(x2+2x-1), deracines 2 et -1 /2.

% Astuce de concours : une droite qui tourne

Autre lecture: x3-mx+2=0 < x3+2=mx: onfaittourner la droite y = mx autour de
O et on compte ses points communs avec la courbe y = x3 + 2. La valeur critique m = 3 est
la pente de la tangente issue de O (contact au point (1, 3), voir la fiche 11).

Attention, piege !

Diviser par x exige x # 0 : on veérifie d'abord que 0 n’est pas solution de 'équation de départ
(sinon on la perd). Etau niveau d’'un extremum (m = 3), la droite est tangente a Cyi la racine
1 est double, on compte 2 solutions distinctes et non 3.

. . . . 2
Combien de solutions a 'équation (x2 - 4x) =m pour . m=97? 22.m=167?
Réponse: 1. X2 -4x = #3: 4 solutions (1, 3,2 /7). 2. 16 est le maximum local (en x = 2):
x% - 4x = 4, 3 solutions (2 et 2 £ 2/2).
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© Cubigue : trois racines ?

Le signe dun seul produit

Lidée en une phrase

Si P(x) = ax® + bx? + cx + d a deux extremums locaux en a < B (racines de P’), alors P a trois
racines réelles distinctes si et seulement si P(a)xP(B) <0 ; si ce produit est nul, une
racine double et une simple ; s'il est positif, une seule racine réelle.

Exemple: P (x) = x> - 6x? + R : pour quels réels k trois racines distinctes ?

Po(x)=3x?-12x =3x(x-4): a=0, B=4.
P0)=k et P(4)=k-32.
Trois racines distinctes si et seulement si

k(k-32)<0 < [0<kR<32]

Pour k = 10, on peut méme localiser les racines par
le TVI (ou par les variations) :

X -2 | -1 (1] 2 5 6
Pm(x) -22 | 3 |5|-6|-15|10 P(B) <0
Les racines sont dans ]-2,-1[, 11,2[ et ]5,6[  unmaximum au-dessus, un minimum
(valeurs approchées: -1,18; 1,49 ; 5,69). au-dessous : la courbe traverse trois fois

Bornes : k = 0 donne x?(x - 6), racine double 0 ; k = 32 (0x)

donne (x - 4)%(x + 2), racine double 4.

Y Astuce de concours : un contréle gratuit

Le point d’inflexion d’'une cubique est son centre de symétrie, situé au milieu des deux ex-

tremums : P(a) + P(B) = 2P(%E). Ici: P(0) + P (4) = 2k - 32 = 2P, (2).

Attention, piege!

Si P’ n'a pas deux racines distinctes (A’ < 0), P est strictement monotone : il a exactement
une racine réelle (un polynome de degré 3 en a toujours au moins une!). Etsi P(a)P(B) = 0,
on n'a que deux racines distinctes.

1. Nombre de racines réelles de x3+x+5? 2. Pour quels a le polynome 2x3-9x2+12x+a
a-t-il trois racines distinctes ?
Réponse: 1. P'(x)=3x>+1>0:uneseule. 2. P'(x)=6(x-1)(x-2), P(1)=a+5, PR)=a+4:
(a+5)a+4)<0 < -5<a<-4.
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© Asymptote obligue express

Une division, et tout est dit

B Lidée en une phrase

Pour f = g avec degP = degQ + 1, la division euclidienne P = Q x (ax + b) + R donne

R(x)

f(x)=ax+b+ avec g — 0 en oo : la droite y = ax + b est asymptote en +o et

en -oo, et le signe de g donne la position.

3 2
Exemple: f(x) = X+22—X1 sur R
x2+1

Division: x3+2x?-1=(x?+1)(x+2)-x-3, donc

f(X)=x+2- ;(213;.
Asymptote : ;(2:31 — 0 en +oo (degré 1 sur degré
2): A:y=x+2 estasymptote en +oo et en -oo.
Position: f(x)-(x+2) = —%, dusigne de -(x+3)

Cs est au-dessus de A si x < -3, au-dessous si
x >-3, et traverse son asymptote en A(-3,-1).
Autre voie: a=lim @ =1, puis b = lim(f(x) - x) = 2.

Y Astuce de concours

Pour une racine de trindme, on compléte le carré: x2 + 6x + 10 = \/(x +3)2 +1 «ressemble »
a|x+3|, eteneffet \/(x+3)2+1-|x+3| = ! — 0. Asymptotes: y = x+3

J(X+3)2+ 1+ |x+3|

en+oo et y=-x-3en-co.

Attention, piege!

Une courbe peut couper son asymptote oblique (ici en A) : « asymptote » ne veut pas dire
« jamais atteinte ». Et pour une racine, les asymptotes en +o et en -o sont différentes.

A toi !
: 3x2 - x+1 >
Asymptotes obliques de 1. y = 1 ? 2. y=\4x2-4x+57?

Réponse: 1. 3x*-x+1=(x+1)3x-4)+5: y=3x-4 2. J2x-1)2+4: y=2x-1en +oo,
y=-2x+1en -co.
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@ Formes indéterminées : réflexes

1" Bac Transformer, jamais deviner

B Méthode : l'idée en une phrase

Devant une forme indéterminée, on ne « devine » pas : on transforme l'écriture jusqu’a
reconnaitre une limite connue.

Situation Réflexe

polynome ou fraction en too  factoriser par le terme de plus haut degré
oo - oo avec des racines multiplier par la quantité conjuguée

% en a avec des polynomes factoriser haut et bas par (x - a)

%Z(“) ena c’est le nombre dérivé u’(a)

2 trigonométrique en 0 S q) B q) Lcosx 52

Exemple : quatre limites, quatre réflexes

441
1. Conjuguée: vV9x2 +4x+1-3x = ix+1 = X 4. Z.
VOX2 + 4x + 1 +3x 9+, 1,37 6 [3
X x2
4 3 +1)(x3+2
. X EXT 22X+ 2 . (x )( ) 1 1
2. Factoriserpar(x+1): lm —————=1lm ——— = — =|-—|
Iser par (x + 1) X—-1 x2-1 x=-1 (x+1)(x-1) -2 2
e _ B , _ 9 o \/2X+3—3_ , _1
3. Nombredérivé: u(x)=+2x+3, u(3)=3, u'(x) = Wireet donc )l(Ln13 —3 u'(3) = .
. . A 1-cos2x 4 1-cos2x 5x 4 1 2
4, Limites de reference: = = —x=x1=[=|
i xtan5x 5 (2x2 tan5x x>0 5 2 |5

Y Astuce de concours : x" - a”

x"-a"

X"-a" = (x-a)(x""+ax"2+-+a""), donc — na"" en a (nombre dérivé de x") ;

5_
ex.: X=32 __ g0,
X-2  x-2

B Attention, piege!

En -o0, Vx2 = |X| = -x. Donc lim
X—-00

—X,M + X%
- lim — -1, etnon 1. Etrappelons
X—-00

que « 2> =1» ou «0xoo=0»sontfaux: ce sont justement des formes indéterminées.

X2 +3

A

3_
1. lim (\/x2+5x+x)? 2. lim X L ?
X—-00 x—1 /X_‘|

2 . o 2 o 5x _ 5| _B x>-1 x-1 _ 2 _
Réponse: 1. Conjuguée: =2—=———0 > -3, 2. 1ix L= (x*+x+1)(Jx+1) > 3x2=6.
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@ Tangentes passant par un point

L'inconnue est le point de contact

Méthode : l'idée en une phrase

La tangente au point d’abscisse a, (T,) : y = f'(a)(x - a) + f(a), passe par P(p,q) si et
seulementsi g =f'(a)(p-a)+f(a) : c'estune équation d’inconnue g, etily a autant de
tangentes issues de P que de solutions a.

Exemple : tangentes a la parabole y = % issues du point P(1,-2)

Ici f(x) = % et f'(x) = %:
(T): y=3x-a)+ & -

Pe(T,) < -2=

< (a-4)(a+2)=0 < a=4oua=-2.

Deux tangentes passent par P : M ° N A . X

» (T,): |y = 2x -4 point de contact (4,4) ; _
PV , point de contact (-2, 1). ,

Controle: 2x1-4=-2 et -1-1=-2.
P est « sous » la parabole : deux tangentes; « au-
dessus », aucune.

¥ Astuce de concours : tangentes issues de 'origine

Pour P = O, la condition devient | f(a) = a f'(a) |: latangente en a passe par O si et seulement

si la pente f’(a) est égale a la pente @ de la droite (OM). C'est le réflexe des questions
« droite passant par O et tangente a la courbe ».

Attention, piege!

Méme si P est sur la courbe, il peut exister une AUTRE tangente passant par P. Poury = x3-3x
etP(2,2)eC: 2=(30°-3)(2-a)+a>-3a < -2(a-2)*(a+1)=0. Ilyalatangente en 2,
y =9x - 16, et la tangente horizontale en -1, y = 2, qui passe aussi par P.

1. Tangentes a 'hyperbole y = % passant par P(-1,3) ? 2. Tangentes a y = x> + 4 passant
parQO?
Réponse : 1. % < 30°-2a-1=0 < a E['l;—%}: y=-x+2 et y=-9x-6. 2.

3=
a’+4=2a: a=+%2, y=4hxety=-4x.
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© Lire f,f,f surles courbes
Enguéte graphigue

Lidée en une phrase

La ou f' > 0, f croit; un zéro de f' avec changement de signe donne un extremum de f
(tangente horizontale) ; un zéro de f” avec changement de signe donne un point d’inflexion
de C;, qui est aussi un extremum de f'.

Exemple : trois courbes, trois roles : laquelle est f, laquelle f’, laquelle f” ?

Enquéte. C, a un maximum et un minimum en +1,4 environ, exactement la ot C; coupe
l'axe en changeant de signe ; C, a ses extremums en 0 et £2,4 environ, la ou C, s'annule en
changeant de signe ; les extremums de C, (vers £1 et £3,3) ne correspondent a aucun zéro :
C, est la « derniére » de la chaine. De plus C, croit exactement ou C; est au-dessus de
l'axe. Conclusion:

2

s a donc trois points d’inflexion, d'abscisses les zéros de C,. (Ici f(x) = xe's,

f(x) = (1 - %)e'%, £(x) = f(x2 - 6) e : Zéros +/2, puis 0 et +,/6.)

Attention, piege!

f'(a) = 0 ne suffit pas pour un extremum : x +— x> en 0 (tangente horizontale, pas
d’extremum). f“(a) = 0 ne suffit pas pour une inflexion: x = x* en 0. Il faut un changement
de signe. Et la « courbe la plus haute » n’est pas forcément f !

1. f' s'annule en -1 en passant de - a +, et en 2 en passant de + a -. Que dire de f en -1 et
en27?

2. La courbe de f" admet un maximum local en 3. Que représente le point d’abscisse 3 pour
Cf ?

Réponse: 1. Minimum local en -1, maximum localen 2. 2. f” s'annule en 3 en changeant de signe
: c'est un point d’inflexion de C;.
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© [négalités par une étude

2° Bac PC Une différence, un minimum

Pour prouver A(x) < B(x) sur I, on étudie ¢ = B- A sur | : si son minimum vaut 0 (ou si ¢ est
monotone et nulle a la bonne borne), alors ¢ > 0. Les deux références, e*21+x sur
R et Inxsx-1 sur]0,+oo (égalité seulementen 0, resp. en 1), en fabriquent d’autres
sans calcul en remplacant x par -x, %, X o

Lidée en une phrase

. 2
Exemple : montrer que In x < /x - L pour x > 1, puis que [n2 < =
X

Soit (x) = /x - 1 lnx sur 10, +oo[ :
Jx
2
o) e A1 x=2xet (x-T)
= —_— e — — — = =) .
2/x  2xfx X 2x:y/x 2x:/x
Donc ¢’ 2 0, ne s'annulant qu’en 1: ( est stricte-

ment croissante, et (1)=1-1-0=0.
Pour x 2 1: @(x) = (1) =0, c'est-a-dire

lnxs\/——% (x 2 1).

Application (x = 2, inégalité stricte car2 # 1) : les deux courbes ont la méme tangente
en (1,0); leur ordre s'inverse en 1

ln2< \/_ 1 = Q
\/5 2
Une inégalité trés fine, sans calculatrice: [n2 =
0,6931 et L ~0,7071.

Attention, piege!

@ croissante et ¢(1) = 0 donnent ¢ > 0 seulement a DROITE de 1. Sur]0,1], ® < 0 et

'inéoalité s'i . =1 15 i__1_ __3
linégalite s’inverse : pour x = 5 ln4 1,39 alors que \/7 - T2

4

1. Montrer que e* <

x> 0.
Réponse: 1. e > 1-x > 0 (référence appliquée a -x), puis on passe aux inverses. 2. Int<t-1

avect=y/x: Tlnxsx-1.

1

T Pour tout x < 1. 2. Montrer que Inx < 2(y/x - 1) pour tout
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@ Comparer a° et b°

Le défi de la couverture

B Lidée en une phrase

Poura>0etb>0: a?<b? < blna<alnb < lnTa < %: tout se ramene a la
fonction g(x) = lnTx , croissante sur ]0, e], décroissante sur [e, +oo[, de maximum g(e) = %.

A

Exemple: e" ou 1° : lequel est le plus grand ?

lex-Inx
» . 7 _ X _ 1 - lnX .
Loutil. g (x). - " " —a du signe de
1-1Inx: positive sur]0, e[, negative sur e, +oco.
Le défi. e < et g est strictement décroissante sur Y A aise]

[e, +oo[, donc g(m) < g(e):

B

lnTrr < lnTe < elnm<nm < In(m)<In(e").
Par croissance de exp : e" > mt (23,14 contre
2 em 4 X
22,46).

Plus fin: m>ou2"? Ici2 < e < m: la monotonie 200m SUT le.sommet deCy: g(m) est
B ln2 ) 21ln2 _ g(t) sous g(e) mais au-dessus de g(4) = g(2)
. : —_— L b

2
Commee<m<4: g(m) >g(4)=g(2), soit2lnm >
mln2: m (9,87 contre 8,82).

Y Astuce de concours : pourguoi e gagne toujours

. . ln x <
Comme g atteint son maximum en e: pourtoutx >0, x # e, ~ < —, C'est-a-dire x¢€ < e*,
0.

Q|-

Le nombre e est le seul réel a > 0 tel que x° < a* pour tout x >

Attention, piege!

g n'est pas monotone sur ]0, +oo[ : sia < e < b, comparer a et b ne dit rien de g(a) et g(b). Il
faut un intermédiaire, comme g(2) = g(4). Et ne pas écrire «a<b = a? <b%»: 3 < 4 mais
34=81> 43 =64,

Comparer: 1. 50°" et 51°°; 2. T et 4™,
Réponse: 1. e <50 < 51: ¢g(50) > g(51), donc 51In50 >50ln51: 50°" >51°°, 2. e<m<4:
g(m) > g(4), donc&lnm>mlng: m* > 4™ (97,4 contre 77,9).
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@ La fownction auxiliaire

2° Bac PC Quand le signe de f' résiste

o g o

Méthode : l'idée en une phrase

Quand le signe de f’(x) n'est pas lisible, on isole le facteur génant dans une fonction auxili-
aire g, on étudie g (variations, TVI) pour obtenir son signe a l'aide d’un réel a tel que g(a) = 0,
puis on utilise la relation g(a) =0 pour simplifier les valeurs de f en a.

Exemple: f(x) = RS sur ]0, +oo[
X+ 2
olx g
Dériveée. (x) = = avec
f( ) (X+2)2 X(X+2)2 y .
‘g(x)=x+2—xlnx‘. \\M(a,l)
Etudedeg. g'(x)=1-(Inx+1)=-Inx: g croit sur /;‘T __________ —= .
10, 1] et décroit sur [1,+oo[. lim g(x) = 2 (xInx — : : : : : :
X0 a X
0), g(1)=3, lim g(x)= lim x(1 +2_In x) = -00,
X—>+00 X—+00 X
« Sur]o,1]: g(x)>2>0.
« Sur[1,+oo[ : g est continue, strictement décrois- Cr

sante, de 3 a - : un unique a tel que g(a) = 0

; 9(4,3) = 0,03 >0 et g(4,4) =~ -0,12 < 0, donc , 4

43 <a<hb le sommet de C; estsur hyperbole y = p
Conclusion. f’ a le signe de g : f croit sur ]0,q],
décroit sur [a,+x[. Org(a) =0 < Ina = a;2'
donc

lna 1
= = —|=0,23.
fla)=—"5 =510

Attention, piege!

On ne remplace jamais a par 4,3 dans un calcul exact : on utilise g(a) = 0. Et le signe de f’
est celui de g parce que x(x +2)? > 0 : a vérifier a chaque fois.

A toi !

Avec les notations de l'exemple : 1. Montrer, sans calculatrice, que e < a < €. 2.
Encadrer le maximum f(a) a 1072 preés.

Réponse: 1. gle)=e+2-e=2>0 et g(e?)=e’+2-2e=2-€*<0. 2. f(a)=1 et 4,3 <a<hih:
0,227 < 417 < f(a) < 41? < 0,233.
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@ Réciprogue sans calcul

2¢ Bac PC Tout savoir de ' sans la formule

B Lidée en une phrase

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle /, elle réalise une bijection de |
sur J = f(I), et sans connaitre ' : elle a le méme sens de variation que f, sa courbe est la
symétrique de C; par rapport aladroitey=x, f'(b)=a < f(a)=0b, etsif'(a)z0:

Bijection. f'(x) = e +3 > 0: f est continue et
strictement croissante sur R, avec Xlirp f(x) = -0
et Xlim f(x) = +co : bijection de R sur R.
Unevaleur. f(0)=1,donc f'(1)=0; f(1)=e+3,
donc f'(e+3)=1.

Unnombredérivé. f'(0) = 4 # 0, donc f~' est dériv-
ableen 1 et

-1\ _ 1 - 1 -
U )(1)_1"(1‘-1(1)) 1(0)

Une tangente. Au point B(1,0) de Craa

FSYIEN

. pentes 4 et % : des tangentes symétriques
y= Z(X -1)|, symétrique de la tangente y = 4x + 1 par rapportay = x

a C; en A0, 1).

Un signe. f' est croissante: f'(x)<0 < x<

£(0) = 1.

Y Astuce de concours : tangente verticale

La ou f'(a) = 0, la courbe de ™! a une tangente verticale au point (f(a), a), symétrique d’une
tangente horizontale : sur [0, +oo[, x - x> et sa réciproque x ~ {/x en 0.

Attention, piege!

(F1) (1) = ! -] , etnon SR B f1 (réciproque) n’a rien a voir avec i

f(f(n)  f(0) fr(1) e+3 f

(inverse)!

1. g(x) = x3+2x-1 est une bijection de R sur R; calculer (g'1)' (2). 2. Avec f de 'exemple,
résoudre f'(x) > 1.
;

Réponse: 1. g(1)=2etg(1)=5: (g7) (2) = . 2. fTestcroissanteet f(e+3)=1: x>e+3.
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) Croissances comparées en pratigue

Le plus fort impose sa limite

B L'idée en une phrase

En +oo, (Inx)P <« x9«e™ (p,q,r>0):dans un produit, un quotient ou une somme, c’est
le terme le plus « fort » qui impose la limite ; on factorise par lui, puis un changement de
variable(X =lnx,X=-Ilnx, X = %,X = -X...) raméne a une limite de référence.

lim =0 lim — = +o0 lim x"e* =0
x—+o0 XN Xx—+00 XN X—>+00
limx"lnx=0 lim x"e* =0 (n e N%)

x—0* X—>-00

1. En+oo: e?X-x“e* = e2* (1 - x*e™) - [+, carx“e™ -
0.

3
2. En +o0, avec X = lnx : % = X3¢ 5 0, donc x?-

X
5(ln x)3 = x? (1 -5 (l':(—’;f) - [+o0],

(In x)P &3
3. En +oo, on factorise dans le [n: 20) 2 .
. En +oo, on factorise dans le In : = °F ¢ le podium en +co
1 1
7 [n (1 + x_z) - @ x | lnx | x2 e
. 10 | 23 [ 100 | 22026
1 L 3.1 e 4 < 1043
4‘ En 0+' aVECX 5 ; — +00: X°ex = )F - (« 0 x 00 100 4,6 10 2,7 10
» gagné par 'exponentielle).
B Attention, piege!
. p p [P eX i
Les croissances comparées sont des résultats « a U'infini ». Pourx = 100: — =2,7x10 =
. eX .. . X . Inx
et pourtant lim — = +o0: un test numérique peut tromper. Autre piége: en 0, — —
X—>+00 X
-oco (-oo divisé par 0%) : ce n’est pas une forme indéterminée.

Y Astuce de concours : le bon changement de variable

1 1
Inx en 0" : poser X = -lnx; ex ouex: poser X = % ; en-co: X = -x. On retombe sur
« polyndme xe™ — 0 » ou « —&- +00 ¥,
polynome

. eX-x3 . 1
1. lim ? 2. imexlnx?
x—+00 X + X3 X—0*
_ y3p~X
Réponse: 1. On factorise par e* : 1-xe™ L4 2 x=1: -eXlnx=-%,xex 50,
1+ x3ex X X
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O Svitesu, . =f(u)
Le plan en quatre temps

B Méthode : l'idée en une phrase

© un intervalle | stable (f(/) c I) contenant u, : par récurrence, u, € | pour toutn; @si f
est croissante sur I, (u,) est monotone, dans le sens donné par la comparaison de u, et u, ;
© monotone et bornée, elle converge ; @ f étant continue sur I (intervalle fermé), sa limite
P elveérifie f(0) =12 .

5x +3
X+3

Exemple: u, =0 et u, , = f(u,) avec f(x) =

12 .
x+3) > 0: f croit sur [0,3], f(0) = B

O fx) =

1 et f(3) = 3, donc f([0,3]) = [1,3]  [0,3]. Par .
récurrence: 0 < u, < 3. 3.3) —C
Ou, =1>u, (puisu2=2,u3=§). Siu, < AAJ/
U, alors f(u,) < f(u,,,) soitu, . su,,: (u,)est

croissante. ’

€ Croissante et majorée par 3 : elle converge vers , /

un réel £ € [0, 3].

Of@)=0 < P2-20-3=0 < 0=30ul=-1. y

Or?e[0,3]: |limu, =3}

Autre voie pour @ : f(x)-x = (X3 > 0 sur dy u, uy  u X

X+3
50, 'escalier monte vers le point fixe 3

Y Astuce de concours : si f est décroissante

Alors f - f est croissante : les suites (u,,) et (u,,,,) sont monotones de sens contraires, et
l'escalier devient un « escargot » qui tourne autour du point fixe.

Attention, piege!

« f croissante » ne veut pas dire « (u,) croissante » : c’est la comparaison de u, et u, qui
décide (question 1 ci-dessous). Et une solution de f(£) = £ n'est pas forcément la limite :
£ = -1 est rejetée car ? € [0, 3].

1. Méme f, mais u, = 5: sens de variation et limite ? 2.w,=2etw,,, =

Réponse : 1. [3,+oo[ est stable, u, = % < u, : décroissante, minorée par 3, limite 3. 2. [1,3] est

stable, w, = % < w, : décroissante, limite 1 (et non 3): 2 - 40+ 3 = 0.

Wﬁ+3

: limite ?
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@ Optimiser une aire, une distance

2° Bac PC Une variable, une fonction, un tableau

Méthode : l'idée en une phrase

© choisir une variable et son intervalle ; € exprimer la grandeur a optimiser comme une
fonction de cette variable ; € étudier ses variations et conclure. Pour une distance, on
étudie son carré : méme sens de variation, plus de racine.

Exemple : le plus grand triangle découpé par une tangenteay = e™*

La tangente en M(a,e™@), a = 0, coupe (Ox) en P
et (Oy) en Q. Aire maximale de OPQ ?

© La variable est a € [0, +oo].
O(T,):y=-e%x-a)+e%=e%1+a-x). Donc
P(1+a,0)etQ(0,(1+a)e™),et

M = l(’l + a)ze‘a‘

Ala) == 2

© Aa) = e 2(1+a)-(1+0a)’] = 2(1 +a)(1 -
a)e?:

A croit sur [0, 1], décroit sur [1, +oo[ ; A(0) = % et
A(a) — 0 en +oo,

en pointillés : la tangente en a = 2,
triangle d'aire %e‘z = 0,61 seulement

Conclusion : maximum pour a =

1
2-X

e ’

2
A =A(1)= o 0,74| (tangente y =

P(2,0), Q(0,2)).

Y Astuce de concours : la normale

Au point M de la courbe le plus proche de A, la droite (AM) est perpendiculaire a la tangente
en M: la dérivée de d? = (x - x,)? + (f(x) - yA)2 est nulle quand AM - (1, f*(x)) = 0.

Attention, piege!

Lintervalle de la variable fait partie du probléme : si le maximum de la fonction tombe hors
de lintervalle, l'optimum est atteint & une borne. Et minimiser d revient & minimiser d?
parce que d > 0 et que t - t est croissante sur [0, +ool.

1. Point de la courbe y = /x le plus proche de A(3,0) ? 2. Distance minimale d'un point

dey=e*aladroitey=x7?

Réponse: 1. AM? = (x-3)?>+x = x?>-5x+9, minimal en x = % g M(%,\/g), AM = @ 2. d(x) = ej/'z"
2

2

(car e* > x), minimale en x = 0: %=, au point (0, 1).
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(20 Fawmilles de courbes

2° Bac PC Une infinité de courbes, deux questions

B Méthode : l'idée en une phrase

Pour une famille (C,,): @ M(x, y) est commun atoutes les courbes si et seulementsiy = f, (x)
est vraie pour tout m: on l'écrit A(x,y)+m B(x,y) =0etonexige A=0etB=0 ; @ pourle
lieu des extremums, on calcule (x,,,y,,), puis on élimine m pour obtenir une relation entre

Y, etx, .

Exemple: f, (x) = x*-mlnx sur]0,+co[, m € R

© Point commun. y = x> - mlnx pour tout m
< (x?-y)-mlnx=0pourtoutm < Inxs=
Dety = x> < (x,y) = (1,1). Toutes les
courbes passent par |A(1,1)|

N

2 _
© Extremums. f, (x)=2x - % _ X " m

«+Sim<0: f >0,aucun extremum.

*Sim > 0: minimumen x,_ = ,/%, de valeur

=2 _
Y= X -mlnx .
2

sqe . . _ 2 _
On eliminem: m = 2x-, donc y_ = X -

2x2 Inx_. Les minimums décrivent la courbe les minimums (points) glissent sur T (tirets)

M:ly=x*(1-2lnx)| (x>0),

etAer: c'estle minimum de C,.

% Astuce de concours : l'ordre des courbes

frX)=f(x)=(m" -m)Inx: sim<m’, C_ estau-dessus de C,_, sur]1,+oo[ et au-dessous
sur ]0,1[. Toutes les courbes se croisent en A et leur ordre s'y inverse : c’est ce qu’on voit
sur la figure.

Attention, piege!

Le lieu ne concerne que les valeurs de m pour lesquelles 'extremum existe (ici m > 0). Et
pour éliminer m, on exprime m en fonction de x_ (m = 2x,2n), puis on remplace dans y, .

1. Pour m > 0, montrer que les minimums des courbes y = x + me™ sont sur une droite.

2. Point commun et lieu des sommets des paraboles y = x> + m(x - 2) ?

Réponse : 1. Minimum en x = Inm, de valeur Inm +1: droitey =x+1. 2. (x*-y)+m(x-2)=0
pour tout m : point (2,4); sommet (—%, —’"Tz - 2m), etavecm =-2x: y = 4x - x°.
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Partie S « Questions de concours

60 questions a choix multiples, du tronc commun au 2¢ Bac PC

B Mode d’emploi

« Six séries de dix questions, de difficulté croissante (% a %% % %), du tronc commun au
2¢ Bac PC.

* Questions 1 a 8 de chaque série : une seule bonne réponse parmi (A)®)(©) () ; les trois
autres sont des = piéges plausibles .

» Questions 9 et 10 de chaque série : réponse numérique, un nombre entier (éventuelle-
ment négatif).

- Baréme : +4 par bonne réponse, -1 par QCM faux, 0 sinon (sans réponse ou réponse
numérique fausse).

« Temps conseillé : 25 minutes par série, sans calculatrice. Corrigés et méthodes express
a partir de la page 130.

° Série | -+ Généralités et courbes

Variations, parité, trinomes, homographies et lectures graphiques.

Question 1 Variations sans formule * % corrigé p. 130

Une fonction f définie sur R vérifie, pour tous réelsa et b: f(a)- f(b) = (a-b)(4-a-b). Alors:

(® f croit sur ]-o, 2] et décroit sur [2, +oo] f croit sur ]-oo, 4] et décroit sur [4, +oo[
(© f décroit sur ]-o, 2] et croit sur [2, +oo[ (@ f est croissante sur R
Question 2 Une famille de paraboles * % corrigé p.130

Pour m € R*, on note C_ la courbe de f, (x) = mx? +(m - 1)x + 2. Les points communs a toutes les
courbes C,_ sont exactement :

®(0,2) et (1,1) (0,2) seulement ©(-1,3) et (1,3) ®) (0,2) et (-1,3)
Question 3 Produits et parité * % corrigé p.130

f est une fonction paire et g une fonction impaire, toutes deux définies sur R. Laquelle de ces
fonctions est nécessairement impaire ?

®f+g ®fxg © gl ® g?
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Question 4 Ce que dit un tableau * * * corrigé p.130

X —2 0 3

La fonction f, définie sur[-2, 3], a le tableau de vari-

4
ations ci-contre. Laquelle de ces affirmations est
: G NG

nécessairement vraie ?

® f(-1) < f(1) le minimum de f sur[-2,3] est 1
© f(1)>f(2) (o) l'équation f(x) = 0 a deux solutions
Question 5 Un sommet qui bouge * * * corrigé p.130

Soit m € R. La fonction f(x) = x2 - 2mx + 3 est croissante sur [1, +oo[ si et seulement si :
®mz1 ®m=<1 ©mz-1 O
Question 6 Décroissante, mais ot ? * * * corrigé p.130

Sur lequel de ces ensembles la fonction f(x) = x + % est-elle décroissante ?

@ [_21 0[ [-2,0[U]0,2] @]074] @]—00, _2]
Question 7 Droite et hyperbole * * * corrigé p. 13l

La droite D, : y = -x + m coupe 'hyperbole d’équation y = % en deux points distincts si et
seulement si :

®m>2 ® |m| =22 ©Im|>2 @®m=z0
Question 8 Monotonie et imparité * % % % corrigé p. 13l

Soit f une fonction impaire et strictement décroissante sur R. L'inéquation f(xz) +f(-x-2)>0
a pour ensemble de solutions :

® ]-00,-1[U ]2, +oo] 1-1,2[ ©1-2,1] 0%
Question 9 Images entiéres * * * corrigé p. 13!
. . y
La courbe ci-contre est celle d’'une fonction f C 3
définie sur [-4, 4]: une ligne brisée dont les som- f 5
mets ont des coordonnées entieres. Combien de :
réels x de [-4, 4] ont une image f(x) entiere ? - / X
[Réponse numérique (un entier) : —] -4 3 \/_11 112 3 4
Question 10 Points entiers * x x % corrigé p. 13!
Combien de points a coordonnées entiéres (abscisse et ordonnée entiéres) la courbe de la fonc-
tion f(x) = 2Zaals posséde-t-elle ?
X+2

[Réponse numérique (un entier) : —]
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Q Série 2 + Transformations

L T ) GBAEEYY Fonctions de référence, symeétries, translations, composées, périodicité.

Question 11  Ordre des références * % corrigé p. 13!

Pour tout réel x de ]0,1[,on a:
@ x? < x3<x ® Jx <x<x? © X3 <x?<x ® x < x%<x

Question 12 Reconnaitre une hyperbole * x corrigé p. 13!

o=
\

La courbe ci-contre est celle d’'une fonction f ; ses /.) l
asymptotes sont en pointillés, et les points marqués T __ ) I I P
ont des coordonnées entiéres. Laquelle de ces expres- I //—
sions est celle de f(x) ? 2 - 1 3 4 sx
2|

2X - 4 2x 2X - 4 X-2
®x—‘l x—1 ©x+1 @x—1
Question 13 Axe caché * % corrigé p. 13!

La courbe de la fonction f(x) = x?> - 6x + | x - 3| admet pour axe de symétrie la droite d’équation :
®x=-3 ®x=0 ©x=6 @®x=3
Question 14 Symétrie centrale * * * corrigé p. 13l

Soit f une fonction définie sur R. L'image de Cs par la symétrie de centre Q(1,0) est la courbe de
la fonction :

®x ~ -f(x-2) ® x = -f(2-x) ©x ~ f(2-X) @ x ~ -f(x+2)
Question 15 Racine d’un trindme * * * corrigé p.132
La fonction f(x) = VX2 - 4x - 5 est croissante sur :

® [5, +oo[ [2, +0o] © ]-e0,-1] ®[-1,5]

Question 16 L'ordre compte * * % corrigé p.132

On pose f(x) = 2x + 1 et g(x) = x2. Lensemble des réels x tels que (f - g)(x) = (g - f)(x) est :
® {0} ® 92 ©R ®{-2;0}
Question 17 Monotonie garantie * * corrigé p.132

f est strictement croissante sur R et g strictement décroissante sur R. Laquelle de ces fonctions
est necessairement monotone sur R ?

®f+g ®g-f ©fxg ®gxg

Maths Olympiad @



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

Question 18 Une période cachée * x x % corrigé p. 132

Une fonction f définie sur R veérifie f(x +2) = -f(x) pour tout réel x. Alors, nécessairement :

(® f est périodique de période 2 f est impaire
(© f est périodique de période 4 ® f(0)=0
Question 19 Loin de lorigine * * * corrigé p.132

La fonction f est définie sur R, périodique de période 3, et f(x) = x?> pour tout x € [0, 3[. Calculer
£(2026) + f(-2026).

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 20 Composer 2026 fois * * % % corrigé p.132

On pose f(x) = 11_x Calculer f - f .- f(2).
) 2026 fois

[Réponse numérique (un entier) : —]

€ Série 3 - Limites et asymptotes

yWl:EYd Formes indéterminées, conjugués, limites trigonométriques, composées, branches infinies.

Question 21 Agauchede2 ** corrigé p.132
m X - =

x-2- |x - 2|

® 4 -4 ©0 (D) -o0

Question 22 Asymptote ou branche ? * % corrigé p. 132

Laquelle de ces fonctions admet en +oo une branche parabolique de direction la droite d’équation
y=x7?

® X > Vx2+1 .xv—>x+% © x> 2x+/x @ x> x+x
X
Question 23 Sans changement de variable * * * corrigé p.133
l 1-sinx
im ————— =
x->1 €0os? x
1
® 5 0 ©1 ORL
Question 24 Deux asymptotes paralléles * * * corrigé p.133
: 2x% + |x
La courbe de la fonction f(x) = % admet :
(® lasymptote y = 2x - 1 en +oo et en -co0 ®y=2x+1en+oety=2x-1en-o
©y=2x-1en+coety=2x-3en-c @y =2x-1en +oo, branche parabolique en -
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Question 25 Lire des limites composées * * *

La courbe ci-contre est celle d’'une fonction f définie
sur R\ {2} ; ses asymptotes (en pointillés) ont pour
équations x = 2 et y = 1. Une seule de ces égalités est
vraie ; laquelle ?

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

corrigé p.133

® Jim flo-3)= O =
© Jim_ f(2) =1 ® lim £(f() =1
X—>+00 X X—2*
Question 26 Double conjugué * * *
lim X112
x=3 fx-2-1
]
™1 3 ©2
Question 27 Le bon paramétre * * *
3
Pour m € R, on pose f(x) = %
seule valeur de m ; alors:
Mm=1etl=4 ®m=-letl=4 ©m=1etf=2

Question 28 Au second ordre * % % %

lim x(\/x2+2x—x—’|):

®0 ®5 ©-3

Question 29 Dix sinus * * *

Sin X +Sin2x +sin 3x + -+ sin 10x
" .

Calculer lim
x—0

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 30 Un sinus déguisé * * % %k
sin (1T cos 2x)

Calculer lim
x—=0 X2

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad
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®

S

corrigé p.133

. La fonction f admet une limite finie £ en -1 pour une

@m=3etf=6

corrigé p.133
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Q Série 4 - Dérivées et variations

Nombre dérivé, tangentes, dérivabilité, signe de f’, optimisation.

Question 31 Tangente par l'origine * % corrigé p.133

La tangente a la courbe de f(x) = x? + ¢ au point d’abscisse 1 passe par l'origine du repére. Alors
C =

®1 -1 ©0 OF
Question 32  Un taux déguisé * % corrigé p. 134
. f(2+3h)-f(2-h)
Avec =x3: lim <
Ve )= i ==
Qe 24 ©36 ® 48
Question 33 Valeur absolue et dérivabilité * * * corrigé p.134

L'ensemble des réels en lesquels la fonction f(x) = (x - 1) |x2 -1 | n'est pas dérivable est :
®{-1;1} ® {1} ©{-1} )%

Question 34 Racine double de la dérivée * * * corrigé p.134

La courbe ci-contre est celle de la dérivée f' d'une

fonction f dérivable sur R (f' ne s'annule qu’en -1 et /\

en 2, et garde hors de la fenétre le signe qu’elle a aux
bords). Laquelle de ces affirmations est vraie ?

—
N
w
x

(® f admet un maximum local en 0

® f admet un minimum local en -1 et aucun autre extremum local

(© f admet un minimum local en -1 et un maximum local en 2

(@ f est décroissante sur [0, 2]

Question 35 Latangente recoupe * * * corrigé p.134

La tangente a la courbe de f(x) = x> + 2x? au point d’abscisse 1 recoupe cette courbe au point
d’abscisse :

® -2 4 ©-3 © -4
Question 36 Croissante surR * * x corrigé p.134

Soit m € R. La fonction f(x) = x> - 3mx? + 3x est croissante sur R si et seulement si :
®me[-1,1] ®me]l-1,1] ©me[0,1] @®m=s1

Question 37 Une droite qui ondule * * * corrigé p.134

Sur [0, 2mr], la fonction f(x) = x + 2 sin x est décroissante sur l'intervalle :

3 5 2m 4 5
o[ ®[% ClEE: o[
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Question 38 Un triangle invariant * % k% corrigé p.134

Pour a > 0, la tangente a 'hyperbole y = % au point d’abscisse a coupe 'axe des abscisses en A et
'axe des ordonnées en B. Laire du triangle OAB vaut :

® 2a (®) 2, quel que soita @% (® 1, quel que soita
Question 39 Dérivée d’'un produit * * * corrigé p.134
On pose f(x) = x(x - 1)(x - 2)(x - 3)(x - &4). Calculer f'(2).

[Réponse numeérique (un entier) : —]

Question 40 Rectangle sous une parabole * * * % corrigé p.13S

Un rectangle a deux sommets sur 'axe des abscisses et les deux autres sur la parabole d’équation
y = 12 - x?, au-dessus de cet axe. Quelle est 'aire maximale d’un tel rectangle ?

[Réponse numérique (un entier) : —]

© Série S - Fonctions In et exp

yAN:ETdl{e) Logarithme, exponentielle, puissances a* : équations, limites, études.

Question 41 Quilemporteen0? * % corrigé p.13S
lim (l +In x) =

x—-0*\ X

® -0 0 (© +oo O)

Question 42 Le carré dans le logarithme * % corrigé p.13S

Lensemble des solutions de 'équation In(x?) = 2 In(x + 2) est :
®{-1} ®92 ©{1} @ {-1;1}
Question 43 Logarithme emboité * * corrigé p.13S

L'ensemble de définition de la fonction f(x) = In(1 - lnx) est :

® le, +oof 10,1 ©1n, el ®10,€

Question 44 Quelle exponentielle ? * * * corrigé p.13S
y

La courbe ci-contre a une tangente horizontale au /_ \

point (0,1) et admet l'axe des abscisses pour asymp-

tote en +co. C'est la courbe de la fonction : / N N N
-1

® x> (1-x)e @®xe (x+1)e™ ©xe 1-x @ x - (x+1)e
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Question 45 Deux exponentielles en -co * * * corrigé p.13S
3% -2
x—|>r—noo 3% 42X
™1 0 ©-1 (D) n'existe pas
Question 46 Logarithme d'un cosinus * * * corrigé p.13S
. In(cosx
im 2(€05) _
x—0 X2
1 1
®0 . ©-1 ®-3
Question 47 Croissante partout * * % corrigé p.13S

Soit a € R. La fonction f(x) = x - aln x est croissante sur ]0, +oo[ si et seulement si :

®as<o ®a<1 ©as1 ®az0
Question 48 Une inégalité de concavité * * x x corrigé p.136
Laquelle de ces inégalités est vraie pour tous les réels a et b pour lesquels elle a un sens ?
ab %4 el a+b _lna+lnb

ey 2 [n >
® 2 2 2
©ln(a+b)2lna+Inb @ In(ab) < lnaxlnb
Question 49 Deux extremums * * % corrigé p.136

On pose f(x) = (x2 -7X + 1)ex. Calculer la somme des abscisses des points ou f admet un ex-
tremum local.

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 50 Exponentielle contre parabole * * * % corrigé p.136

Combien de solutions réelles l'équation e* = 4x? admet-elle ?

[Réponse numérique (un entier) : —]

e Série 6 + Déhis de concours

yAN:ETdle) Continuité, dérivabilité, suites, convexité, limites, réciproques.

Question 51 Point d'inflexion * % corrigé p.136
La courbe de la fonction f(x) = (In x)> admet un unique point d’inflexion ; c’est le point :

®(1,0) (e?,4) © (Ve 1) ® (e 1)

Question 52  Ce que garantit la continuité * x x corrigé p.136

Soit f une fonction continue sur [0, 1], a valeurs dans [0, 1]. Alors, nécessairement :

(® f est une bijection de [0, 1] sur [0, 1] f(x) = x admet au moins une solution
(© f est monotone sur [0, 1] @ f(0)=0o0u f(1) =1
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Question 53 Dérivableen 0 * * * corrigé p.136

Laquelle de ces fonctions est dérivable en 0 ?

®x - (eX-1)|x] ® x - |e¥-1]
© x = |In(1+x)| (@ x ~ xIn x|, prolongée par 0 en 0
Question 54 Un point fixe trompeur * * % corrigé p.137

La suite (u,) est définie par u, = % etu, , = u2 + ; pour tout n € N. Alors::

® (u,,) converge vers % (u,) converge vers %

(© (u,) tend vers +co (®) (u,) est décroissante

Question 55 Unfauxairdee * % corrigé p.137

i3

lim (‘I + —) =

X—+00 X

@) +oo e ©1 © e*

Question 56 Une différence trompeuse * * * corrigé p.137
lim (e\/; - em) =

X—+00

®0 1 ©e (D) +o0

Question 57 Convexité et tangente * % k% corrigé p.137

f est deux fois dérivable sur R, avec f”(x) = 0 pour tout réel x, f(0) = 0 et f'(0) = 1. Alors,
nécessairement :

® f(x) < x pour tout réel x f(x) = x pour tout réel x
(© f est croissante sur R @ f(1) <1
Question 58 Une asymptote cachée * % % % corrigé p.137

Pour x > 0, on pose f(x) = xex. En +00, la courbe de f admet :

(® l'asymptote d'équation y = x 'asymptote d’équation y = ex

(© lasymptote d’equation y = x + 1 (® une branche parabolique de direction y = x

Question 59 Sans calculer x * * % corrigé p.137
Le réel x vérifie ¥ + e = 3. Calculer e3* + e™3*,

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 60 Une courbe et sa réciproque * * % x corrigé p.137

La fonction f(x) = e¥ -2 est une bijection de R sur ]-2, +oo[. Dans un repére orthonormé, combien
de points communs ont les courbes de f et de sa réciproque f' ?

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad @



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

€ Grille des réponses

Pour chaque question : son numéro (en petit) puis la bonne réponse (lettre du QCM ou entier). Les ques-
tions 9 et 10 de chaque série sont a réponse numérique.

Série QCm Numeériques

1 Généralités et A ,D .B .C sD 6 A 7C sB s 11 106

courbes

2 Transformations 1C 2 A 13D 1B 5 A 16D 7B 18 C 195 20 =1
3 Limites et 4B 2D »A  4C %D B 2A  C 255 2
asymptotes

4 Dérivées et

a . 31 A 32 D 33 C 34 B 35 D 36 A 37 C 38 B 39 ll' 40 32
variations

5 Fonctions ln et exp «C Y =D w B 5C w6 D a A B %5 503

6 Deéfis de concours 51D 5B s3A 54 C 55 A 56 D s7B 58 C 5018 60 2

Calculer son score

Pour une série : score = 4 x (bonnes réponses) - 1 x (QCM faux). Les réponses numériques fausses
et les questions sans réponse valent 0.

Exemple : 7 bonnes réponses, 2 QCM faux et 1 question sans réponse donnent 4 x 7 - 2 = 26 points
sur 40.

Repéres: moins de 16 : revois le cours de la partie concernée ; de 16 a 28 : bon niveau ; plus de 28:
niveau concours.

Reporte tes scores dans le tableau « Mon bilan » a la fin du livret.
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© Corrigés des guestions

Pour chaque question : la réponse, une solution courte, puis la méthode express quand il en existe une.
Les pieges cités sont les mauvaises propositions.

B Série 1- Géneralités et courbes

" Question

Pour a # b, le taux de variation vaut % = 4 -a-b. Siaetb sont deux réels distincts de
]-,2], alors a + b < 4 et le taux est = strictement positif : f est croissante sur ]-o,2]. Sia,b > 2
(distincts), a+ b > 4 : f est décroissante sur [2, +oo[. Piége B : f(3) - f(4) = (-1)(-3) = 3 > 0, donc f
n'est pas croissante sur ]-oo, 4].

Méthode express : avec b = 0: f(x) = -x? + 4x + f(0), parabole tournée vers le bas de sommet
d’abscisse 2.

" Question

On ordonne suivant m : f, (x) = m(x?+x) + 2 - x. Un point (x,y) est sur toutes les courbes si et
seulement six? + x =0 ety =2 - x: on obtient (0,2) et (-1,3). Piéges: f, (1) = 2m + 1 dépend de
m (A et C) ; B oublie le second point.

Méthode express : un point commun a toute une famille annule le coefficient du paramétre.

" Question

(f x g)(-x) = f(-x)g(-x) = f(x) x (- g(x)) = ~(f x g)(x) : f x g est impaire. Contre-exemples avec
f(x)=x?,g(x)=x: f+g =x?+xn’est ni paire ni impaire ; |g| et g2 sont paires.

Méthode express : régle des signes : paire = « + », impaire = « - » ; un produit (+) x (-) est impair.

" Question 4

f est strictement décroissante sur [0,3] et 0 < 1 < 2 < 3, donc f(1) > f(2). Piege A : on sait
seulement que f(-1) €]1,4[ et f(1) € ]-1,4[ ; les deux cas f(-1) < f(1) et f(-1) > f(1) sont
possibles. B : le minimum est f(3) = -1. D:sur[-2,0], f = 1; sur [0, 3], f décroit strictement de 4
a -1 et ne passe qu’une fois par 0.

Méthode express : on ne compare deux images qu’a l'intérieur d'un méme intervalle de monotonie.

" Question

f(x) = (x - m)? + 3 - m? décroit sur ]-c0, m] et croit sur [m, +oo[. Elle est croissante sur [1, +oo[ si et
seulement si [1, +oo[ € [m, +oo[, soit m < 1. Piege B : pour m = 1, f est bien croissante sur [1, +co[.

Méthode express : une parabole tournée vers le haut croit a droite de son sommet : il suffit que
le sommet soit a gauche de 1.

" Question ¢

Pour a # b non nuls, le taux vaut 1 - % Si a,b € [-2,0[ sont distincts, 0 < ab < 4, donc le

taux est négatif : f est décroissante sur [-2,0[. Piege B: -1 < 1 mais f(-1) = -5< f(1) =5; C:
f(2)=4 < f(4)=5;D: f(-4) = -5 < f(-2) = -4 (f croit sur ]-oo, -2]).

Méthode express : « décroissante sur chaque intervalle » n'implique pas « décroissante sur la
réunion » : tester un point de chaque coté de 0.
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® Question 7 Réponse : C

Pour x # 0: -x+m = % & x>-mx+1 =0, et0 nest jamais racine. Deux points distincts

& A=m?-4>0 < |m|>2. Piége B:pourm = 2, laracine est double, la droite est tangente
a l'hyperbole (un seul point).

® Question 8 Réponse : B

f impaire : f(-x - 2) = -f(x + 2). L'inéquation s'écrit f(xz) > f(x + 2), et comme f est strictement
décroissante: x? < x+2 < (x-2)(x+1)<0 < x € ]-1,2[. Piége A: oublier que f décroissante
renverse l'inégalité .

Méthode express : tester avec f(x) = -x: -x2 +x+2 > 0.

® Question 9 Réponse : 11

f([-4,4]) = [-1,3]; on balaie avec les droites y = k, k € {-1,0, 1, 2, 3}, sans compter deux fois un
sommet: R=3:x=-4; k=2:x=—%etx=1; R=1:x=-3,0,2,4; k=0:x=—%,—‘l,3; k=-1
:x=-2.Total: 1+2+4+3+1="11.

® Question 10 Réponse : 6

f(x)=2+ % Pour x entier, f(x) est entier si et seulement si x + 2 divise 9: x + 2 € {1,413, 19},
d’ou les six points (-1,11), (-3,-7), (1,5), (-5,-1), (7, 3), (-11,1).

Méthode express : forme réduite a + % : compter les diviseurs positifs et négatifs de k.
0

B gérie 2 - Transformations

® Question 11 Réponse: C

Pour 0 < x < 1: en multipliant x < 1 par x2 > 0, puis par x > 0: x3 < x? < x; et x < /x (car /x < 1).
Donc x3 < x? < /x.
1.1

Méthode express :testerx=1: L1 <L

ERTRET; elimine A, B et D.

<1l
4 2

® Question 12 Réponse : A

On lit les asymptotes x = 1 et y = 2 : C (asymptote x = -1) et D (asymptote y = 1) sont exclues. B

passe par O, alors que la courbe passe par (2,0) et (0,4) ; et 224 = 4, 232 =1 v/,

Méthode express : asymptotes : x = valeur interdite, y = % ; un point lisible tranche ensuite.
® Question 13 Réponse: D

Avec X = x-3: f(x) = (x-3)>-9+|x-3| =X2+|X| -9, expression - paire en X . Donc f(6-x) = f(x)
: la droite x = 3 est axe de symétrie.

Méthode express : tout écrire en fonction de x - a; si U'expression est paire en x - q, la droite x = a
est un axe.

® Question 14 Réponse : B

Le symétrique de M(x, y) par rapport a Q(1,0) est M'(2 - x,-y). Un point (X, Y) est sur 'image si et
seulementsi (2-X,-Y) e Cs) c'est-a-dire -Y = f(2-X): Y = -f(2 - X).

Méthode express : par la symétrie de centre Q(a, b), la courbe y = f(x) devient y = 2b - f(2a - x).
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B Question 15

x> -4x-5=(x+1)(x-5)20: Dy = ]-00,-1] U [5, +oo[. Le trinome décroit sur ]J-oo,-1] et croit sur
[5, +eo[, et [ est croissante : f a le méme sens de variation. Piéges B et D : f n'est pas définie sur
]-1,5[ ; le sommet x = 2 de la parabole n’est pas dans Df.

® Question 16 Réponse : D

(f-9)(x)=2x>+1et(g-f)(x)=(2x+1)? = 4x® + 4x + 1. Egalité < 2x>+4x=0 < x=0ou
X =-2.

Méthode express : f -g: on applique d’abord g. En général f-g # g - f (piége C).

® Question 17

Sia<b: f(a) < f(b), puis g(f(a)) > g(f(b)) : g - f est strictement décroissante. Contre-exemples :
f(x)=x3,9(x) = -x donnent f+g = x>-x, nulleen-1,0 et 1; f(x) = x, g(x) = -x donnent f xg = -x?
et g x g = X%, non monotones.

Méthode express : pour une composeée, régle des signes : croissante puis décroissante donne
décroissante.

® Question 18
f(x+4) = f((x+2)+2) = -f(x +2) = f(x) : f est périodique de période 4. La fonction x ~ cos e

vérifie la relation (cos(% + n) = - CO0S %) ; elle est paire, vaut 1en 0 et f(2)=-1# f(0): A,BetD
sont fausses.

Méthode express : appliquer deux fois la relation : deux changements de signe s'annulent.

B Question 19

2026 =3 x 675 + 1, donc £(2026) = f(1) = 1; -2026 = 3 x (-676) + 2, donc f(-2026) = f(2) = 4. Total
: 5. Piege : croire f paire et écrire f(-2026) = f(2026).

Méthode express : ramener dans [0, 3[ avec le reste (toujours positif) de la division par 3.

" Question 20

(F-F)) = - 1. % puis (f-f-)(X) = —-= = x: f-f-f =1d. Onalecycle2 » -1 = 1 1> 2,
1-
et 2026 = 3 x 67)5(3 +1: le résultat est f(2) = -1. g

oA
Méthode express : calculer les premiers itérés jusqu’a retrouver le point de départ.

¥ Série 3 - Limites et asymptotes

® Question 21

Pourx<2: |x-2| =2-x,donc |Xx2__24| = % = -(x +2) — -4. (A droite, on trouverait 4 : la limite
en 2 n'existe pas.)

® Question 22

’“Xﬁ =1+ ﬁ — 1 et (x+/x)-x =[x > +o0: branche parabolique de direction y = x. Piéges :

S2a1-x=_1 2 ’ - - fx)
X2 +1 x-mH(—>0etﬁ—>Odonnentlasymptotey-x(A, B); pour C, == — 2.

Méthode express : directiony = x: @ - 1 et f(x)-x - zo0;si f(x) - x a une limite finie, c’est
une asymptote.
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" Question 2
2y _1_cin?2y —(1_c; R Raf m my. l-sinx _ _ 1 1
cos®x = 1-sin"x = (1 -sinx)(1 +sin x), donc pour x voisin de 7 (x 2 2). o = T > o

Méthode express : penser a l'identité cos? x = 1 - sin® x avant tout changement de variable.

® Question 24 Réponse : C

Pour x >0: 2x% + x = (x + 1)(2x - 1) + 1, donc f(x) = 2x - 1 +X+1 : asymptote y = 2x - 1 en +o0. Pour

x<0,x¢—1:2x2—x=(x+‘|)(2x—3)+3,doncf(x)=2x—3+%:asymptotey=2x—3en -co.

Méthode express : |x| change d’expression avec le signe de x : une division par coté.

® Question 25 Réponse : D

Onlit: f > 1enzeo, f > -0 en2”, f - +o0en 2. D:quand x — 2, f(x) - +oo, puis f(f(x)) - 1
/. A:2—%—>2',doncf—>—oo. B:%—>+00,doncf—>‘|. C:%=2+%—>2*,doncf—>+oo,

Méthode express : dans f(u(x)), chercher la limite de u(x) et le coté par lequel elle arrive.

® Question 26 Réponse: B

Ix+1-2=-X3 ot fx-2-1=_X3_ - x2a 21
x+1-2 Teies etvx-2-1 mﬂ,donclequohentvautmﬂ—>4 >

Méthode express : deux conjugués a la fois : le facteur x - 3 se simplifie.

® Question 27 Réponse: A

Le numérateur vaut 1 - m en -1 ; s'il est non nul, la limite est infinie (forme « g »). Doncm =1:
XBax+2=(x+1)(x2-x+2)et f(x)=x*-x+2 > 4.

® Question 28 Réponse: C

24 2x-(x+1)2 -1 _ ]
VX2 +2x-(x+1)= £ = donc ourx>0:x(\/x2+2x—x—1)=——>——.
( ) VX2+2x+X+1 UxZe2xex+1" P [1+§+1+% 2

Méthode express : piége A:y/x2 +2x - x -1 — 0, mais ce reste, multiplié par x, tend vers —% : le
facteur x ne s'efface pas.

jary

® Question 29 Réponse : 55

Pour chaque entier k: % = R x _S';fx

— k. Par somme, la limite vaut 1 +2 + -+ 10 = % = 55,

Méthode express : chaque quotient % tend vers k : on additionne les coefficients 1, 2, ..., 10.

® Question 30 Réponse: 2
sin(mm cos 2x) = sin(m - mcos 2x) = sinu avec u = (1 - cos2x) — 0 (u # 0 pour x # 0 voisin de 0).
Donc sin(r os 2x) = sinu —1_C;’ZSZX - 1x2=2.

X2 u

Méthode express : sin(mm - u) = sin u raméne l'angle prés de 0 ; puis 1=2252X - Z(S‘ﬂ

X2
B Série 4 - Dérivées et variations

2
) =2
® Question 31

f'(1)=2et f(1) =1+ c: latangente a pour équationy =2(x-1)+1+c =2x-1+c. Elle passe par
O si et seulement si c = 1.
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2+3h)-f(2-h 2+3h 2 2-h ’
[E3NFCN) - 3 [@N1Q), JNT@) ,y 3£4(2) + £(2) = 4 x 12 = 48.

Méthode express : f(aph)# = (p-q)f'(a);ici(3-(-1))=12.

B Question 32

® Question 33 Réponse: C

Hors de £1, f est dérivable (produit de fonctions dérivables). En 1: f(x) f“) =|x-1]|x+1] - 0:

f(X) f -

f est dérivable en 1. En -1: =(x-1)|x-1] 'X"” tend vers -4 a dr0|te et vers 4 a gauche:

point anguleux.

Méthode express : (x - a) |x - a| est dérivable en a; seul un facteur |x - a| « isolé » crée un point
anguleux.

B Question 34

On lit: f' < 0 sur]-co,-1[, f* > 0 sur ]-1,2[ et sur ]2, +co[. Donc f décroit puis croit : minimum
local en -1. En 2, f' s'annule - sans changer de signe : pas d’extremum (tangente horizontale).
A:le sommet de Crenx=0 n'est pas un extremum de f (f'(0)=1#0);D: f" >0sur[0,2[.

Méthode express : extremum de f < f’ s'annule en changeant de signe.

® Question 35

f(1)=3etf(1)=3+4=7:tangente y = 7x-4. Puis f(x)-(7x-4) = x> +2x% - 7x + 4 = (x - 1)*(x + 4)
: la tangente recoupe la courbe en x = -4.

Méthode express : 1 est racine double de x3 + 2x? - 7x + 4, et la somme des trois racines vaut -2 :
1+1+r=-2,doncr = -4.

® Question 36 Réponse: A

'

f'(x) = 3(x? - 2mx + 1), de discriminant réduit m? - 1. Si |[m| < 1, f 2 0 et ne s'annule qu'en un
point au plus: f est croissante. Si |[m| > 1, f' < 0 entre ses deux racines. Piége B : pour m = #1,
f'(x) =3(x%1)? 20 et f est bien croissante.

Méthode express : une dérivée positive qui s'annule en des points isolés n'empéche pas la crois-
sance (penser a x3).

® Question 37

2m 4m
3'3
contiennent des points ot f’ > 0: par exemple f’ (g) = 1.

¥ Question 38

La tangente en (a 1) a pour équation y = -5(x-a)+ T =

f(x)=1+2cosx <0 < cosx < —% = Xx € [ ](sur [0,2m]). Les autres intervalles

—a—+— Elle coupe lesaxesenA(Za 0) etB( ) donc l'aire

de OAB vaut 5 x2ax = =2, quelquesoita .
Méthode express : le pomt de contact est le milieu de [AB]. o X

® Question 39

f(x) = (x - 2)g(x) avec g(x) = x(x - 1)(x - 3)(x - 4); f'(x) = g(x) + (x - 2) g’(x), donc f'(2) = g(2) =
2x1x(-1)x(-2) = 4.

Méthode express : en une racine simple a, f'(a) est le produit des autres facteurs évalués en a.
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® Question 40 Réponse : 32

Les deux sommets situés sur la parabole ont méme ordonnée : ce sont (xu,12 - u?) avec 0 < u <
2,/3. Laire vaut A(u) = 2u (12 - u?) = 24u - 2u3, A'(u) = 24 - 6u? = 6(2 - u)(2 + u) : A croit sur ]0, 2]
et décroit sur [2, 2\/5[ Maximum : A(2) = 4 x 8 = 32.

B Série 5 Logarithme et exponentielle

® Question 41 Réponse: C
lilnx=1X"X. 5r x(nx - 0 en 0%, donc le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 0" :

X
la limite vaut +co.

Méthode express : en 0%,  lemporte sur In x (car x (nx = 0).

® Question 42 Réponse : A

Domaine : x # 0 et x > -2. Sur ce domaine, In(x?) = In((x +2)?) & x*=(x+2)? < b4x+hs=
0 < x=-1, qui convient. Piége B: écrire In (xz) = 2ln x (valable seulement pour x > 0) méne a
X = X +2,impossible.

Méthode express : In(x?) = 2In |x|, et non 2 n x.

® Question 43

ILfautx>0et1-lnx>0,soitlnx<1,cest-a-dire0<x<e: Df =10, [.

® Question 44

f(x)=(x+1)e*: f(0)=1, f'(x) =-xe*donc f'(0) =0, f(-1) =0 et f(x) =xe*+e™* - 0en +
/. AetCsannulent en 1 (la courbe lue ne s'annule qu’en -1) et tendent vers -o en +oo ; pour D,
f'(0)=2=#0.

Méthode express : le zéro lu (x = -1) et la limite en +oo suffisent pour éliminer A, C et D.

B Question 45

3X-2X _ (%)X'1 et (é)x — 0 en -oo (base > 1) : la limite vaut -1
XX (%)x”: 5 . o

On divise par 2% :

Méthode express : en -0, C'est la plus petite base qui domine (piége A).

® Question 46

In(cos x) _ ln(1+u)xcosx—1 —

On pose u = cos x-1, quitend vers 0 et est non nul pour x # 0 voisinde 0: = - >

1 x (—%) = -2. Piége B : oublier le signe de cos x - 1.
Méthode express : écrire In(cos x) = In (‘I +(cos x-1 )) et enchainer les limites de référence 204 — 1

u

1-cos x 1
— _) -

et 2 >

® Question 47

fi(x)=1-2=%8Sia<0,f >0sur]0,+oo[: f estcroissante. Sia >0, f' <0sur]o,a[: fy
décroit. Piege C: vérifier seulement f'(1)=1-a = 0.
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B Question 48

-Vb)’ . )
Poura,b>0: w = In+/ab, et %b -Jab = (‘/52 ) > 0; comme ln est croissante, [n "Z—b > InVab
: B est vraie (C'est la - concavité de [n). Contre-exemples: Aaveca=0,b=2(e< 1+‘*2) : C avec

2
a=b=3(ln6<In9);Daveca=b=e(2>1).

Méthode express : la courbe de Ln est au-dessus de ses cordes, celle de exp au-dessous (piége A).

® Question 49

f'(x) = (2x - 7)e* + (x* - 7x + 1) €* = (x> - 5x - 6) &* = (x + 1)(x - 6) e*. f' s'annule en changeant de
signe en -1 et en 6 : ce sont les deux extremums locaux, et -1+ 6 = 5.

Méthode express : inutile de résoudre : les deux racines de x? - 5x - 6 sont simples et leur somme
vaut 5.

® Question 50

Les deux membres étant positifs : e¥ = 4x? < e> = 2| x]|.

Pour x < 0: (x) = e> + 2x est strictement croissante, tend y
vers -o en -oo et (0) = 1 > 0: une solution. Pour x > 0:
w(x) = e -2x, Y'(x) = %e§ -2s'annuleen x; = 4In2; p décroit
puis croit, avec @(0) =1 >0, y(x,) =4-8In2<0ety — +oo:
deux solutions. Total : 3 (environ -0,41; 0,71 ; 4,31).

Méthode express : prendre la racine carrée des deux membres
: on compare une exponentielle a une droite.

NP

2| x|

B Seérie 6 - Défis de concours

4 X
B Question 51

f'(x) = 2‘% et f"(x) = 2(1;;""), qui s'annule en e en changeant de signe : point d’inflexion (e, 1).

Piege A: (1,0) est le minimum de f.

® Question 52

g(x) = f(x)-x est continue sur [0, 1], avec g(0) = f(0) 20 et g(1) = f(1)-1 < 0: d'apres le théoréme
des valeurs intermeédiaires, il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = c. Contre-exemples: f = % (constante)
pour A et D, f(x) = 4x(1 - x) pour C.

Méthode express : la courbe de f traverse le carré [0, 1] du c6té gauche au c6té droit : elle coupe
la diagonale y = x.

¥ Question 53

A: M = (¥ - 1)% = +(e¥-1) » 0 des deux cotés: f'(0) = 0. Bet C: le taux tend vers 1 a
droite et -1 a gauche (point anguleux). D : le taux vaut ln |x| —» -oo (tangente verticale).

Méthode express : une valeur absolue multipliée par une fonction nulle en 0 devient dérivable en
0.
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¥ Question 54

2
- _ 2 _ l - - l . 1 H =X
Upy = Uy = U2 = U, + 7 = (un 2) 2 0 : la suite est croissante, v

doncu, 2 ;2; pour tout n. Si elle convergeait vers £, on aurait ’

=0+ 50|t{’ = - |mp055|ble carf 2 —. Croissante et non

convergente, ellen est pas majorée: u, — +oo. Piege A: % est
lunique point fixe, mais la suite part ~au-dessus  de lui.
Méthode express : la parabole est au-dessus de la droite y = x
(tangente en %) : Uescalier s'éloigne vers la droite.

® Question 55

X2 2nf1s1 o
(1 + %) =" in(1 ) et x? ln(1 + ) = X x “u Y avec u = ; — 0" : 'exposant tend vers +co, donc la

X
limite vaut +oo. Piége B : c'est (1 + %) qui tend vers e.

® Question 56

Posons u = /X - /x - _\/'+\/xT u—>O*etuzgﬁ.Alorseﬁ-em=eﬁ(1-e'“)=e‘/;ux1i

_eU oVx . . .. .
avec T > 1ete™y 2 m — +oo (croissances comparées, avec X = \/}). La limite vaut +co. Piege

?

A : croire que les deux termes « se compensent ».
Méthode express : I'écart entre \/x et /x - 1 tend vers 0 moins vite que eV ne tend vers +oo.

B Question 57

Soit g(x) = f(x)-x:g" =f" 20,donc g’ = f' - 1 est croissante, avec g'(0) = 0: g’ < 0 sur ]-o, 0] et
g’ 2 0 sur [0, +oo[. Ainsi g admet en 0 un minimum : g(x) = g(0) = 0, soit f(x) = x. Contre- exemple
aux autres : f(x) = x + x? vérifie les hypothéses, mais f(1) = 2 > 1 (A et D) et f décroit sur ]-oo, -
(C).

Méthode express : une courbe convexe est au-dessus de ses tangentes ; ici la tangente en 0 est
y = X.

¥ Question 58

e sl =) = 2
f(x)-x=xlex-1] = —avecu =

! 2

1
x

— 0%, donc f(x)-x —» 1et f(x)-(x+1) - 0: asymptote
f

y=x+1. Pidges: f(x)-x —» 120 (A); I - ex — 1etnone (B) ; la limite finie de f(x) - x exclut

la branche parabolique (D). g

® Question 59 Réponse : 18

Commee*xe*=1:(eX+e™X)> =e¥ +e3+3(e*+eX), donce’* +e3¥=33-3x3=18.
Méthode express : a® + b3 = (a + b)® - 3ab(a + b) avec ab = 1.

¥ Question 60

f est strictement croissante. Si M(a, b) est commun aux deux courbes
:b=f(a)eta=f(b). Siac<b,alors f(a) < f(b), soit b < a: absurde;
de mémesia>b. Donca=b et f(a) = a. Or g(x) = e* - x - 2 décroit
sur J-o0, 0], croit sur [0, +oo[, g(0) = -1 < 0 et g — +co en *oo : deux

y
solutions (= -1,84 et = 1,15), toutes deux dans ]-2, +oo[. Deux points dp/

communs.
Méthode express : pour f strictement croissante, C; et Gy ne se
coupent que sur la droite y = x.
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Partie 6 - Grands problémes

6 probléemes de synthése : examen national et concours

Y Astuce de concours : comment aborder un grand probléme

Un probléme se lit en entier avant de commencer : les parties s'enchainent (le signe de
g donne le sens de variation de f, les positions relatives donnent la monotonie de la
suite, etc.). Une question non résolue n'empéche pas d’utiliser son résultat dans la suite

on admet et on avance . Au concours, chaque question prépare la suivante : cherche
toujours a quoi sert le résultat que 'on te demande.

€ Problémes type examen national

f’ f(x)-x
Partie | : g et son signe Partie Il : étude de f, courbe Partie lll : 7, suite, aire

Le fil rouge des trois problémes : le signe de g donne les variations de f ; la position de C; par rapport a
y = x donne la monotonie de la suite et l'aire.

Exercice 61 Probléme 1- Autour du logarithme * % corrigé p. 143
Le plan est rapporté a un repére orthonormeé (0,7,J) ; unité: 1 cm.

Partie | Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par g(x) = x +2 -2 ln x.
Calculer g’(x), dresser le tableau de variations de g et en déduire que g(x) > 0 pour tout x > 0.

Partie Il Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = x + 2 ln x - (In x)? ; on note Cjr sa courbe et
A la droite d’équation y = x.
)

1. a) Calculer lin(’)l f(x) et interpréter graphiquement. b) Montrer que Xlim f(x) = +o0, lim —=
X—-0* —+00

X—=+00 X

Tet lim (f(x) - x) = -o0 ; interpréter.

g(x)

2. Montrer que f'(x) = —~ pour tout x > 0, puis dresser le tableau de variations de f.

3. a) Vérifier que f(x) - x = In x (2 - In x) et étudier la position relative de C; et de A.

b) Montrer que la tangente T a Csau point d’abscisse e a pour équation y = x + 1, puis que o

est au-dessous de T.
2(Inx - 2)

4. Montrer que f"(x) = 2

era.
5. Montrer que l'équation f(x) = 0 admet une unique solution a et que 0,7 < a < 0,75.
6. Construire A, T et Cf (on prendra e = 2,7 et €% = 7,4).
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Partie Ill Réciproque, suite et aire.

1. a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~' définie sur R. b) Montrer que ' est
dérivable en e + 1 et calculer (f'1) (e +1). c) Construire C;. dans le meéme repere.

. Un poseu, =eetu = J(u,) pour tout n € N. a) Montrer que e < u, < e~ pour tout n.
2.0 0 tu, ., ) tout n € N. a) Mont , e tout n. b)

Montrer que (u,) est croissante. c) En déduire que (u,) converge et calculer sa limite.
2 2

e e
3. a) A l'aide d’intégrations par parties, calculer [ In x dx puis [ (In x)? dx.
1 1

b) En déduire l'aire, en cm?, du domaine limité par C,, la droite A et les droites d’équations
x=1etx=e’

Exercice 62 Probléme 2 - Autour de l'exponentielle * % corrigé p. 144
Repére orthonormé (0,7,7) ; unité : 2 cm.
Partie | Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (2 - x)e* - 1.

1. Calculer les limites de g en - et en +oo, puis g'(x) ; dresser le tableau de variations de g.

2. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet exactement deux solutions a et B, avec -1,2 < a < -1,1
et 1,84 < B < 1,85 ; en déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x.

X —
Partie Il On considére la fonction f définie par f(x) = gx _)1( ; A est la droite d’équation y = x.

1. Montrer que e* - x > 0 pour tout réel x (on pourra utiliser e > 1 + x) ; en déduire D.
2. Calculer Xlirp f(x) et Xlim f(x) et interpréter. Etudier la position de C; par rapport a la droite
D:y-=1.

3. a) Montrer que f'(x) = (g(_x))z et dresser le tableau de variations de f.
ex - x
b) Montrer que f(a) = a‘lj (de méme, f(B) = 317) et en déduire un encadrement de f(a).
(1-x)(e*-1-x)

4. a) Montrer que f(x)-x = ; en déduire la position relative de C; etdeA.

ex - x
b) Montrer que A est la tangente a Cf en O.

5. On admet que C; posséde trois points d'inflexion. Construire A et o (on prendra a = -1,15,
B = 1,84, f(a) = -0,47 et f(B) = 1,19).

Partie Ill Réciproque, suite et aire.

1. Soit h la restriction de f a | = [a, B]. Montrer que h admet une fonction réciproque h™' définie
sur un intervalle J a préciser, puis que h™' est dérivable en 1 et calculer (h‘1) (1.

2. On pose u, = % etu, , =f(u,). a)Montrer que 0<u, <1 pourtoutn. b)Montrer que (u,) est
croissante. c) En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite.

3. a) Vérifier que f = VV’ ol v(x) = e - x. b) Calculer, en cm?, l'aire du domaine limité par (o 'axe
des abscisses et les droites x = 0, x = 1, puis celle du domaine compris entre Cf et Asur[0,1].
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Exercice 63 Probléme 3 - Logarithme et exponentielle * % corrigé p. 146
Repére orthonormé (0,7,)) ; unité: 2 cm.

Partie | Deux fonctions auxiliaires.

1. Soit g(x) = ¥ - x pour x € R. Etudier les variations de g et montrer que g(x) 2 0, avec égalité
si et seulement si x = 1.

2. Soit h(x) = 2Ilnx +1 - x pour x > 0. a) Etudier les variations de h (limites comprises).
b) Montrer que l'équation h(x) = 0 a exactement deux solutions : 1 et un réel B tel que
3,5 < B < 3,6. En déduire le signe de h(x).

Partie Il Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = In x + "%, de courbe C;.

f(x)

1. Calculer les limites de f en 0* et en +oo, puis lim —— ; interpréter graphiquement.

X—+00 X
X . .. <
2. Montrer que f'(x) = xge(X-) ; dresser le tableau de variations de f. Préciser la tangente a Cf au

1!
point I(1,1).

x2e'™* -1 :
3. a) Montrer que f”(x) = — e et que f"(x) a le signe de h(x).
b) En déduire que Cs admet deux points d’'inflexion : | et un point J d’abscisse 8. Montrer que

-1
fB) =5 + 5.
4, Construire Cs (on prendra B = 3,5 et f(B) = 1,34).

Partie Ill Réciproque, suite et aire.

1. a) Montrer que f est une bijection de ]0, +oo[ sur un intervalle J a préciser. b) La fonction '
est-elle dérivable en 1 ? Interpréter graphiquement. c) Construire Cpar.

2. Onposeu,=2etu,, ., =f(u,). a)Montrer que 1<u, <2 pour tout n.
b) En étudiant x = f(x) - x sur [1,+oo[, montrer que f(x) < x pour tout x > 1; en déduire que
(u,) est décroissante. c) Montrer que (u,) converge et calculer sa limite.

3. Calculer, en cm?, laire du domaine limité par Cf, 'axe des abscisses et les droites d’équations
X=1letx=e.

Q Problémes de concours

Rappel utilisé dans les problémes 5 et 6 : inégalité des accroissements finis

Si k est dérivable sur un intervalle I et s'il existe M > 0 tel que |R’(x)] < M pour tout x € |,
alors |k(a) - kR(b)| <M |a-b| pourtousa,b del.

Exercice 64 Probléme 4 - Une famille de courbes et leurs sommets * x % x corrigé p.147

- . ~ . - . 2 .
Pour tout réel m, on considére la fonction f,_ définie sur R par f,_(x) = (x - m)e" ; C, estsa
courbe dans un repéere orthonorme.

1. a) Etudier les limites de f,, en -oo et en +o et les branches infinies de C, .

b) Montrer que, si m # p, les courbes C,_ et ¢, n‘ont aucun point commun, et préciser leur
position relative.
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2. Etudier les variations de f,, selonm (distinguerm < -1, m = -1 et m > -1 ; dans ce dernier cas,
on notera x, < x, les racines de f, ).

3. Lieu des points a tangente horizontale. a) Montrer que si C,, admet une tangente horizontale
en un point M(x, y), alors y = -2x e*.
b) Etudier la fonction y : x — -2xe*; on note I' sa courbe.
c) Montrer que tout point M, de I, d'abscisse x,, est un point a tangente horizontale d’'une
unique courbe C_. Selon x,, M, est-il un maximum local, un minimum local, ou ni l'un ni
l'autre ? Quel est 'ensemble des points d’extremum de toutes les courbes C, ?

4. Tangentes issues de l'origine. On note @ = % et®' = % les racines de a? -a-1=0.
a) Montrer que la tangente a C,, au point d’abscisse a passe par O si et seulement sia # 1 et
2
a‘(a+1)
a-1 ~
b) Etudier les variations de ¢ ; montrer que @(®) = ®° = @ et (@)= = @
c) Discuter, selon m, le nombre de points de C,, en lesquels la tangente passe par l'origine.

m = (a), ou ¢(a) =

Exercice 65 Probléme 5 - Une fonction égale a sa réciproque * % * % corrigé p. 148

Soit f la fonction définie sur ]0,+co[ par f(x) = -Iln(1-e7), C; sa courbe dans un repére or-
thonorme et A la droite y = x.

Partie A Etude et symétrie.

1. Justifier que f est définie et strictement positive sur ]0, +oo[ ; calculer ses limites aux bornes
et interpréter.

2. Calculer f'(x) et f”(x); dresser le tableau de variations de f et préciser sa concavité.

3. a) Montrer que f(f(x)) = x pour tout x > 0. b) En déduire que f est une bijection de ]0, +oo[ sur
lui-méme, que ' = f, et que C; est symeétrique par rapport a A.
c) Résoudre f(x) = x. Donner la tangente a C; au point Q d’abscisse In2 : pourquoi est-elle
perpendiculairea A?

Partie B Comportement aux bornes.

1. On rappelle que 1 - % <Inv<v-1pourtoutv >0, avec égalité seulementsiv = 1.

a) En choisissant v = 1_17, montrer que e™* < f(x) < pour tout x > 0. b) En déduire
Xlim e*f(x).
2. a) Montrer que x < (1 +x)(1-e™) pour tout x > 0. b) En déduire que 0 < f(x) + In x < In(1 + x)
pour tout x > 0. Que vaut lirg (f(x) +n x) ? Interpréter, et rapprocher ce résultat de B.1.
Xx—0*

ex -1

3. Tracer C;, A et la courbe de x ~ -In x dans un méme repére.

Partie C Itérer f, puis la « moyenner ».

1. Onposeu, =1etu,,, = f(u,). Calculer u, et u, ; la suite (u,) converge-t-elle ? Plus générale-
ment, pour quelles valeurs de u,, > 0 la suite (u,) converge-t-elle ?

2. Soit k(x) = == ; )

pourra utiliser B.2).
b) Montrer que |kR'(x)| < % pour tout x € I. ¢) On pose w, = 1 et w,,, = R(w,). Montrer que

surl = [%,1]. a) Etudier les variations de k et montrer que k(I) c I (on

n
lw, -n2| < %(%) : conclure.
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Exercice 66 Probléme 6 - Une suite définie implicitement * x % x corrigé p. 150
Pour tout entier n 2 1, on considére la fonction f_ définie sur ]0, +oo[ par f,(x) = x + nln x.

1. Montrer que l'équation f (x) = 0 admet une unique solution x_, et que @ x, < 1.

2. a) Calculer f, ,(x,); en déduire que la suite (x,) est strictement croissante. b) Déterminer
limx,.

3. a) Montrer que x, = e™/". b) En déduire limn (1 - x,) (on rappelle que %mg e% =1).

t2 2 £

4. a) Montrer que, pourtoutt>0: t- 5 <1-et st—3+€.
b) En déduire que lim n(n(‘l -X,) - ‘I) = —%. Que suggeére ce résultat pour x, ?

5. Calcul approché. Soitn 22 eth (x) = e/, a) Montrer que hn([O, 1]) c[0,1] et que |h,(x)| < %
sur [0, 1].
b) On pose v, = 1 etv, , = h (v,). Montrer, a l'aide de l'inégalité des accroissements finis, que
[V, - x,| < n’j_1 pour tout k € N.
c) Cas n = 10 : combien d'itérations suffisent pour obtenir x,, a 107® prés ? Donner cette valeur
approchée.
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© Corrigés des problémes

® Corrigé de l'exercice 61

Partie |
. 2 _x-2 . T
g'(x)=1-==="—"alesigne de x-2(car x > 0). En X 0 2

X X l g'(x) - 0 +
0*,—2lnx—>+oo;en+oo,g(x)=x(‘|+%—2%)—>+oo. Py P
Le minimum de g estg(2) =4-2In2=2(2-1n2)>0 g(x) N 7
(carin2<1): g(x)=g(2)>0 pour tout x > 0. 4-2In2

Partie Il

1. a) Inx = -o0, donc Inx(2 - [nx) - (-0) x (+00) = -c0 et

(x = 0) est asymptote verticale.

B Inx (Inx)?
b) f(x) = x(1 e

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

i 9= =

: l'axe des ordonnées

. - 2 2
); par croissances comparees, “‘TX - 0et @ = 4(M) - 0.

Jx

Donc f(x) — +oo et @ — 1; puis f(x) - x = Inx(2-1lnx) » (+x) x (-o) = -co0 : branche

parabolique de direction A: y = x.

- X . .
2. f'(x)=1+ % 2 l)r:x B x2 iz _ gi ) > 0: f est strictement croissante sur ]0, +oof.
X 0 1 e? +00 x |0 1 e +oo
f'(x) * — ln x -0 + +
/ +
f(X) 1 _— e2 2 - lnX + + 0 -
e f(x)-x -0+ 0 -
3. a)f(x)-x=2Ilnx-(Inx)? = Inx(2 - ln x) (tableau ci-dessus): C; est au-dessus de A sur 1, €,

au-dessous sur 10, 1] et sur Je?, +oo ; elles se coupent en A(1, 1) et B (e?, €?).

b) fle)=e+2-1=e+1etf'(e) = @ =£=1:T:y=(x-e)+e+1,soit

e

(paralléle a

D). Et f(x)-(x+1) = -[(Inx)* - 2Inx+ 1] = ~(Inx-1)* < 0: C; est au-dessous de T, avec contact

au seul point E(e,e + 1).

-%xx—(2—2lnx)

2(lnx -2)

Maths Olympiad

2-2Ilnx
+—
X

fr(x) =1 , donc f"(x) = 3 %)

C; est concave sur ]0,€’] et convexe sur [, +oo[. f” S'annule en changeant de signe en e’ :

, du signe de lnx - 2 :

B(e?, e?) est un point d'inflexion  ; la courbe y traverse A avec la pente f’(e?) = 1- 2 = 0,73.

. f est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[ et f(]O, +oo[) = R contient 0 : 'équation

f(x) = 0auneunique solution a. Comme f(0,7) = -0,14 < 0 et f(0,75) = 0,09 > 0:
(a=0,73).

Voir la figure : C; (bleu) passe par A, E et B, sous la tangente T (orange) ; 'aire de la partie IlI
est hachurée.

0,7<a<0,75




Etude de fonctions

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

y Cr ’
| 4 Partie Ill
A 1. a) f est continue et strictement croissante
R4 sur ]0, +oo[ : c’est une bijection de ]0, +oo[
°7 sur f(]0,+eo[) = R, qui admet une ré-
</ ciproque f~' définie sur R.
4 . b) f(e) =e+1etf(e)=1=%0: f
) dérivableene+1, et
21 . o =
(F") (e+1) = f(e) [}
_----::"'" A ) Crr (vert, en tirets) est la symétrique
2 a 5 4 6 8 X de C; par rapport a A; elle passe par A, B
et E'(e+1,e), et admet l'axe des abscisses
-2 pour asymptote horizontale en -oo.

e<e+1<su
croissante.

<
n1—e

b)u,,-u, =f(u)-u, =1

a) Récurrence: uy=ee [e, eZ] ;siesu <e? comme f est croissante, f(e) < f(u,)

<

f (), soit

nu (2-Ilnu,)20,car1<lnu, <2:(u,)est

c) Croissante et majorée par e?, (u,) converge vers un réel € [e, ez]. Comme f est continue sur

[e,e?] et f([e, €?]) c [e,€?], on a f(#) = ¢, soit In (2 -

2 2
. a) Par parties (u =lnx,v' =1): [e lnxdx:[xlnx]fz—[j dx=2e2—(e2—‘|)=. Puis

1

u_2l )

(u = (Inx)?,
[ (Inx)?dx = (lnx

b) Sur[1,e%], f(x)zx: A= f
]

A=4cm? :une aire entiére, sans e!

® Corrigé de l'exercice 62

Partie |
1. En-o0: e - 0etxeX —» 0,doncg(x) = 2e*-xe*- o —®© o 1 B roo
‘I—> En+00'2—x—>—ooetex—>+oo donc g'(x) M 3 _
e_
g(x) —» = - +(2-x)e* = g(x) /0/ \0\
du signe de1—x,maX|mum g(1)=e-1. 1 —oo

—2/ Inx dx = 4e* - 2 (e? +‘I)-

f(x)-x)dx =2(e*+1)-(2e?-2) = 4 u.a. Avec 1 u.a. = 1 cm?:

In®)=0:2e{1,e’}. Ortze:

: _ 2
llmun-e |

2. Sur ]J-o0, 1], g est continue, strictement croissante, et g(]—oo, 1]) = ]-1,e - 1] contient 0: g s'y
annule une seule fois, en a. Sur[1, +oo[, g est continue, strictement décroissante, et g([1 , +oo[) =
]-o0,e-1] 3 0: un seul zéro B. Or g(-1,2) ~ -0,036 < 0 < g(-1,1) ~ 0,032 et g(1,84) ~ 0,007 > 0 >
g(1,85) ~ -0,046. Signe: g(x) >0 surla,B[ ,g(x)< 0 sur]-oo,a[U]B, +ool.

Partie Il

1. e¥>1+xdonnee*-x=1>0: le dénominateur ne s'annule jamais, D, =R|

2. En-oo:e¥-1 > -TeteX-x - +oo, donc Xlir_n f(x)=0]: asymptote y = 0 en -co. En +oo :
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- _
f() xeX_> (car xe™ — 0): asymptote D: y = 1 en +o0. f(x )-1=eX 1Xalesignede
-1: Cf est au-dessous de D sur J-oo, 1[, au-dessus sur ]1, +oo[ ; elle coupe D en K(1,1).

- a)f’(x):e (e - x) - (e -1)2=e2"—xe"—ex+2ex—1 _(2-xef-1 _ g(x)
(ex - x)? (ex - x)? (ex-x)°  (ex-x)
b) g(a) = 0 donne e = 51, d'oli
X -0 a B +00 L g
_ 2-a B o-1 1
f(X) - 0 + ? - f(a)_%_a_1_2a+a2_ a_1 p
L a
f(x) 0\ 1 /’B_1 e Comme-22<a-1<-2,1: ——<f(a)<
a-1 soit -0,48 < f(a) < -0,45. De memef(B)
B—1~‘I19
_1 _ X 2
4 a) f(x)-x= L1 ZXC T X qt X o1 xeX 4 x2 = (1-x)* - (1 - x)(1+x) = (1-x) (X1 -x). O

ex - x
e¥-1-x20(nulseulementen0)ete-x>0: f(x)-xalesignede1-x,saufenOouil est

nul. C; estau-dessus de Asur]-o,1[ (en la touchant en 0), au-dessous sur 1, +oo[ ; elles
se coupent en K(1,1).

b) f(0) = 0 et f'(0) = % = 1: latangente en O est y = x, C'est-a-dire A ; C; reste au-dessus de
sa tangente de part et d'autre de O.

5. Les trois points d’inflexion ont pour abscisses environ -2,07 ; 0,32 ; 2,65 (points noirs).

y A:y=Xx
(B, f(B))
K —0— D:y=1
- _‘I_< ________________________________
0,5
5 4 =3 -2 -1 1 2 3 4 5 X
Cf 0,5
(o, f(a))

Partie Il

1. h estcontinue et strictement croissante sur/ = [a, B]: c’est une bijection de I sur) = [f(a), f(B)] =

[;7,31—1] 1 = f(1) avec 1 €]a,B[ et f'(1) = (3—(32 = L2 0: h" est dérivable en 1 et

(h") (1) =[e-1]

2. a) [0,1] c [a, B], ol f est strictement croissante, avec f(0) =0 et f(1)=1. Ona 0 < u, < 1;si
0<u,<1,alors f(0) < f(u,) < f(1),soit0O<u, , <1
b)u,,,-u,=f(u,)-u,>0daprésll.4(caru, €]0,1[): (u,) est croissante.

c) Croissante et majorée par 1, elle converge vers ¢ € [%, 1] ; f estcontinue sur [0, 1] et ([0, 1]) =
[0,1], donc f(£) = ¢, d'ot £ € {0,1} (11.4) : [limu, = 1| (Convergence lente : u, = 0,93, car
f'(1)= - =0,58)

n+1

I 1
.a)vix)=e*-1etv>0:f= VV a pour primitive Inv. b) f 2 0 sur[0,1]: A, = [ f(x)dx =
0

]
[ln (e —x)] = In(e- 1) ua. ;ici 1 u.a. = 4 cm?, donc |A, = 4In(e-1) ~ 2,177 cm? | (en vert). Et
0

f(x) 2 xsur[0,1]: A, ='[1 (f(x)—x)dx:ln(e—1)—% u.a. soit|A, = 4ln(e-1)-2=0,17 cm?
0

la mince lunule entre C; et satangente A.
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® Corrigé de l'exercice 63

Partie |

1. g'(x)=e¥"-1<0 < x<1:gdécroitsur]-o,1],
croit sur [1, +oo[ ; son minimum est g(1) = 0. Donc
g(x) 2 0, et g(x) = 0 seulement en 1 (monotonie
stricte de part et d'autre).

2. a) h'(x) = % -1 = 2%( : h croit sur ]0,2], décroit

sur [2,+co[. En 0%, 2lnx — -oco; en +oo, h(x) =
x(2 “‘TX + % - ‘I) — —oc0, Maximum: h(2) = 2ln2-1
0,39 > 0.
b) Sur ]0, 2], h est continue, strictement croissante,
de -co a h(2) > 0 : un seul zéro, et c'est 1 car
h(1) = 0. Sur [2,+oo[, h est continue, strictement
décroissante, de h(2) > 0 a -co : un seul zéro B
; h(3,5) ~ 0,0055 > 0 > h(3,6) =~ -0,038 donne
3,5<B<3,6. Signe: h >0sur]1,B[,h<0sur
]0, 1[U]B,+oo[.

Partie Il

1

¢ (bleu), Cra (vert), tangentey =1 en |
(orange) et aire de I11.3.

1. En 0" : lnx = - ete'™* - e, donc lirg f(x) = -0 |: asymptote verticale x = 0. En +oo :
x—-0*

e~ _, 0: branche parabolique de direction

1-x . L f) _ Inx
Inx — +o0, ™ = 0: f(x) > [+oo]; == = ==+

X

(Ox).

2. f'(x) = 1. e = 1. = = > 0, nul seulement en 1: f est strictement
X x ex1 x ex-1 x ex-1

croissante sur ]0,+oo[. f(1) = 0+¢e® = 1 et (1) = 0: la tangente en I(1,1) est horizontale,
d’équation y = 1.

1 e T-ox  g(x)

X 0 1 +00 3. a) f"(x) = —lz + el = —x2e1‘:—1. Pour x > 0,
Je0 £ 0 ¢ — comme In est st)ﬁictement croiss)élnte :
f(x) 1 == x?e"™>1 < In(x?e"™)>0 < 2lnx+1-x>0,
i c'est-a-dire h(x) >0: f“(x) a le signe de h(x).

b) f” s'annule en changeant de signeen 1eten B: C; est concave sur 10, 1], convexe sur [1, B],
concave sur [B,+oo[. Points d’inflexion : I(1,1), ou la tangente est horizontale (la courbe la
traverse), et J(B, f(B)). De h(B) = 0 on tire In = 671 et B2e'P =1, soite'P = # :
B-1 1
> + E = 1,34
4. Voir la figure en téte de corrigeé : s « s'aplatit » autour de I, puis croit lentement (branche
parabolique).

f(B)=nB+e" -

Partie I

1. a) f est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[, de -c0 & +oo (11.1) : c’est une bijection de
10, +oo[ sur J = R.
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b) Pour y # 1, on pose x = f~'(y) ; alors
flyv)-1 x-1
y-1  fx)-1
Siy —» 1,alors x = 1 (f" est continue) et % tend vers f'(1) = 0 en restant positif (f
croissante) : le quotient tend vers +co.  f7! n’est pas dérivable en 1 : C;1 @ une tangente
verticale en .
c) Cf_1 est la symétrique de Cf par rapport a A (vert, en tirets, sur la figure du début).

2. a)u, =2€]1,2];si1<u, <2, comme f est strictement croissante, 1 = f(1) < u,,, < f(2) =
ln2+e"=1,06<2.
b) Soit (x) = f(x) - x sur [1,+eo[ : '(x) = 1 -1-e"™ < 0(car I < 1ete'™ >0), donc y est
strictement décroissante, et @(1) = 0: w(x) < 0, i.e. f(x) < x, pourx > 1. Ainsiu,,-u, = @(u,) <
0: (u,) est décroissante.
c) Décroissante et minorée par 1, (u,) converge vers £ € [1,2]; f est continue sur [1,2] et
f([1,2]) € [1,2], donc f() = ¢, w(¥) = 0 et |limu, = 1| Convergence foudroyante : u, = 1,061,
u, = 1,000 035 ; la tangente horizontale en | « écrase » l'escalier.

3. Sur[1,e], f =1 >0. Par parties, [’ Inxdx = [xlnx]:a -[fdx=e-(e-1)=1;et [Te'™dx =

[- e”‘]: =1-e"% A=(2-¢"%)ua. =|4(2-e"%) cm? = 7,28 cm?|

® Corrigeé de l'exercice 64

1. a) En -0 : x2eX — 0 (croissances comparées) et
e* - 0, donc f, (x) —» 0: asymptote y = 0. En
+o0 : f (x) — +ooet@ = X—% e¥ - +00:
branche parabolique de direction (Oy).

b) f,(x) - f,(x) = (p - m)e* # 0: aucun point
commun. Sim < p, C est au-dessus de C, : les
courbes s’empilent sans se toucher.

2. f1(x) = (x? +2x-m)e* = [(x+1)? - (1+m)]e~.
*m<-1:f >0, f, eststrictement croissante
sur R.
em=-1:f",(x) = (x+1)%¢* 2 0, nul seulement en
-1: f_, eststrictement croissante ; tangente hor-
izontale en S(—‘I, %), qui est un point d’'inflexion
car f",(x) = (x + 1)(x + 3)e* y change de signe. Les C,, s'empilent sans se couper ; leurs
em>-1:x, =-1- JTom < X, = -1+ o s'ommets(points rouges) glissent tous sur I
f,, croit sur ]-oo, x, ], décroit sur [x, x,], croit sur (t|ret§) g p?ur m - _1j (O SETESS _de Festun
[X,, +o[ : e el o X, T (aree]] point d'inflexion a tangente horizontale.
en x,.

3. a) Une tangente horizontale en M(x,y) impose f; (x) = 0, soit m = x? +2x, et alors y =

(x? - x? - 2x) e* =[ -2xe*]: le paramétre m a disparu!

b) y'(x) = -2(1 + x)e* : y croit sur J-oo,-1], décroit sur [-1, +oo[, maximum y(-1) = % ;limy =0,
limy = -o0, y(0) = 0.

c) Soit My(x,, v(X,)) et m, = x3 + 2x, : fn (o) = 0 et f, (x;) = v(x,), donc M, est un point
de CmO a tangente horizontale ; d'apres 1.b, M, n’est sur aucune autre courbe. Comme m, =
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(xg+1°-12-1:5six, <-1,alorsm, >-1etx, = +m, : maximum local ; si

0 0 -

-1 -
Xg > -1, X, = -1+ /1+m: minimum local ; si Xy = =1, my = -1 : ni l'un ni lautre (inflex-
ion). Les extremums décrivent I privée de son sommet S(

0
1, ) : maximums sur la branche

montante (x < -1), minimums sur la branche descendante (x > -1).

4. a) Latangente au point d'abscisse aesty = f, (a)(x-a)+f, (a); elle passe par O si et seulement
si f..(a) = af, (a), soit (on simplifie par e? > 0)
a?-m=a(a*+2a-m) < m(a-1)=a>+a’>=a*a+1).

: . a’(a+1)
Poura =1, celadonne 0 =2 : impossible. Donca# 1 etm = @(a) = 1
3a2+2a)(a-1)-(a®>+a®) 2a(a®>-a-1) 2q(a-d)a->
b) 0} = & ) (o°+a?) _ 2af )_20(@-0Na-@) o oa
(a-1)2 (@-1)2 (a-1)2 a-1
en*oo;en 1% a’(a+1) - 2eta-1 - 0*: @ » *0. Avec®d?’ = D+1etd-1 = %:
2. 2
p(d) = %=®5,et®5=®(®+1)2 = D3P +2) =302+ 20 =50 +3 = % = 11,09.
& 11 -
Le méme calcul (seule a® = a + 1 sert) donne @(®’') = ®'> = 50" +3 = TS\/E = -0,09.
a -0 ) 0 1 ® +00
©’(a) - 0 + 0 - - 0 +
+00 +00 e
©(a) s v e —
11-5/5 — T o 11+25\/§
11-5/5

c) On note m, = -0,09 et m, = ”*25‘/_ ~ 11,09. Des abscisses a distinctes donnent des
points distincts : le nombre cherche est le nombre de solutions de @(a) = m, qu’on lit sur le
tableau (chaque intervalle de stricte monotonie en donne au plus une):

m ‘ ]_oolm1[ m1 ]m110[ 0 ]01 mz[ m2 ]m21+°°[
nombre de points ‘ 1 2 3 2 1 2 3
Exemple : pour m = 0, ce sont a = 0 (tangente y = 0) et a = -1 (tangente y = —f).

Le nombre d’or gouverne les seuils : m, = ®> et m, = ®°.

® Corrigé de l'exercice 65
Partie A

1. Pourx>0:0<e*<1,donc1-e*€]0,1[etln(1-e*)<0: f(x) existe et f(x) > 0. En 0%,
1-e* - 0" et f(x) » +o0: asymptote x =0; en +o,1-e* - 1et f(x) » 0: asymptote y = 0.
2. f'(x)=- el | <0 et f"(x)= _e > 0: f est strictement décroissante de +o
1-ex ex -1 (ex - 1)
ao,et C; est convexe.
3. a)e’™=1-¢> donc1-e/™=e*et f(f(x)) = -n(e™) =[x].
b) f envoie ]0, +oo[ dans lui-méme (A1). Touty > 0 s'écrit y = f(f(y)): f est surjective ; si
f(a) = f(b), alorsa = f(f(a)) = f(f(b)) = b: f estinjective. C'est une bijection, et f-f = id signifie
f1=f . Donc C; = Cp, qui est la symétrique de C; par rapport al: C; est symetrique par
rapport a A.

_ X _ 1 _ pX -x _ 1 _ ' __ 1 _ _1.
Afx)=x < e*=1-e" < e*=° < (x=In2] f(ln2)-= = = -1: tangente
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y =-x+2In2. En général,si f' = f et f(a) = q, alors f'(a) = (f") (a) = f—
-1: latangente en Q est perpendiculaire a A.

f'<0,donc f'(ln2) =

Partie B

1 a)Pourx>0,v=1

_ eX 1
etv-1-= S

o>, v = f(x), 1-1 = e

1-e~X
sont strictes : |e™ < f(x) <

1

eX-1]

b) Donc 1 < e*f(x) <
Xlimoo e*f(x) =1

comporte comme » e
2. a)x<(1+x)(1 -
e*, vrai pour x # 0.
b) f(x)+ln x =
1-e*
Et a) donne 1_"_X

e
el
(gendarmes) :

e¥) & (1+x)e™*

g 51

1-eX  x—+o0

en +oo, f(x) « se

<1 & 1+x<

*s>1-x,0na0«<

<x:le quot_ient dépasse 1 et f(x)+Inx > 0.
<1+x,dou f(x)+

Inx < In(1 + x).

Par encadrement,

XlLrQ+ (f(x)+lnx)=0

C Cf et la

courbe L de x — -Inx sont asymptotes en 0 (Cjc

au-dessus).

C'est le reflet de B.1 par la symétrie

d’'axeA: en +oo, Cf «colle» alacourbede x » e,

dont la réciproque est x —

3. Figure ci-contre.

Partie C

by =10) =11 -2) -t

n+2

= f(f(u,) = u,:

-Inx.

Uy €t Uy,,q = Uy

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

uf'(a)® =1;ici
y
A
3
5
2 4
‘\
T D
\
0 Q0
\\ ......... y:e—X
1% 2 3 X

Les points (1; 0,459) et (0,459; 1),
symétriques par rapport a A, portent le
cycle de C.1.

% = ~ 0,459 et u, = f(f(1)) = [1] Plus généralement

la suite est 2-périodique, Uy, =

. Si (u,) converge vers ¢,

les suites constantes (uzp) et (u2p+1)tendent vers £, donc u, = u, = f(u,), i.e. uy = In2 ; récipro-

quement, u,

2.a) k'(x) = 1L = %(1-

%<ln2<1car2<e<4).

= In2 donne une suite constante.
pour u, = 1, elle oscille entre 1 et 0,459 et diverge.

1):
B4

Minimum : R(ln 2) =
1 1 3 1 _
e-1>1),etB2enx = Edonnef(5)<ln5—ln— =

2(ex-1)°

ln3<% = 9<e3) Donc k(I) c [In2,1] c I.

b) k" (x) =

2(x1)

2e-2 & es4 etk (5)=

>0: k' croit, donc k' (1) < k'(x) < k'(1) sur 1. Or k'(1) =

Je-2 1 ey,
2(\/5_1)2 ; & 5/e28 < e>2,56 . Ainsi |k'(x)|

(u,) converge si et seulement si u, =

In2 ;

: R décroit sur [%,ln 2] et croit sur [ln2,1] (on a

In2 > 2. Aux bornes: k(1) = 1 - l"(‘;'” <1 (car
ln3,d’oﬂk(%)<%+”73<%+%=1(car
e-2 1
2(e_—1)55 — 3e-6¢<
1
sgsurl.

c) Par récurrence w, € I (car k(I) c 1), et k(In2) = In2 avec In2 € I. L'inégalité des accroisse-

ments finis donne |w,_,

% (%)n (carln2 %) :

limw, =

-In2| = |k(w,)- k(In2)| < 1|w, - In2], d'oii |w,-n2| < (%)”(1 ~ln2) <

In 2| En réalité, c'est bien plus rapide (k’(In2) = 0) : w, = 0,7293,

w, = 0,69378, w, = 0,693 147 4. Moyenner x et f(x) supprime l'oscillation.
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® Corrigé de U'exercice 66

1.

vyl f,
n X, n(1-x,) n(n(1-x,)-1) 1{— ;i
1 | 056714 0,43286 -0,567 1 — fuo

10 | 0,91277 0,87235 -1,2765 |

100 | 0,99015 0,98526 -1,4738
+00 1 1 -1,5 14
Les trois colonnes convergent, de plus en plus
lentement : la troisiéme n'est qu’a 0,03 de sa limite P
pour n = 100.

. a)Pourx €[0,1], -1 < -% < 0,donce™" < h (x)< 1: h([0,1]) < [0,1]; et | (x)] = ; e™/" < -

fi(x) = 1+§ >0: f, estcontinue, strictement croissante, de -co (en 0*) a +oo ; C'est une bijection
de 10, +oo[ sur R, et f,(x) = 0 a une unique solution x,. Comme f, (e"/") =e™"/"-1<0=f (x,) <
1=f(1):]e""<x <1]|

ca)f . (x)=x, +(n+1)lnx, = f(x)+Ilnx, =1Inx, <0=f .(x.); f,. €tant croissante,

X, < X,,q1 : (x,) est strictement croissante.

b) /" - 1: par encadrement, |limx_= 1|

_ D~ __ % _ p-Xx.[n
-a)nlnx, =-x,, doulnx, =-Letx, =e™/"

b) On pose t, = XT” - 0(t, > 0). Alors n(1-x,) = n(1-e) = x_ x

limn(1-x,)=1}

a)A(t) = 1-¢t t+— A(O) OetA’(t) =et-1+t>0(care’ >1+savecs = -t), donc
A > 0 sur [0, +co[. B(t) =t-L 4L 14et:B0)=0etB(t)=1-t+L -et=At)20,donc
B > 0. Chaque inégalité se déduit de la précédente par intégration : c’est la méthode « en
cascade ». , , ;

. . Xn Xn Xn
b) Av.ec.t = t, et en multipliant par n : x, - S n(1-x,)<x, - o+ 2. 0n retranche 1 et on
multiplie parn:

2 2,3
Xn Xn Xn
n(xn-1)-? < n(n(1-x,)-1) < n(x, _1)_7+6_n'
Comme n(x, - 1) - -1(3.b) et x, - 1, les deux bornes tendent vers -1 - - ; par encadrement,
limn(n(1-x,)-1)= —% ce qui suggére  x =~ 1- % + 53 pourn grand.

=
S I

n
b) Par récurrence v, € [0,1], et h (x,) = x, (3.a). Linégalité des accroissements ﬁnls donne

1 AN 1 i 1
Viar = Xp | = 1h(v) = h ()] <~ vy = x|, d'00 vy, = X, | € (1= x,). Or1—xn<1—e””sﬁ(car

1
nk+1 ]

e*21-9): ||v,-x,| <

Q) = < 10° < k2 5: cinq itérations suffisent. v, ~ 0,904837, v, = 0,913489, v, =
0,912699, v, = 0,912771, v, = 0,912765: |x,, ~ 0,912765|a 10 prés.

Les zéros Xy < Xy <X, < Xqg s'accumulent vers 1.
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© Le plan d'étude en une page

Huit étapes, toujours dans cet ordre : chacune s'appuie sur les résultats des précédentes.

e Limites aux bornes

o Domaine et symétries

YT Pour quels réels x Uexpression f(x)
existe-t-elle ? Peut-on réduire lintervalle d’étude ?
Il Dénominateur # 0, radicande 2 0, lnu exige
u>0. Parité : f(-x);axe x=a: f(2a-x) = f(x);
centre Q(a,b) : f(2a - x)+ f(x) =2b ; période T.

Dire « paire » sans vérifier que D, est
symétrique par rapport a 0.

Partie 1 - Les bases : « Notion de fonction », « Par-
ité et symétries » ; Partie 2 - Limites et dérivées : « Péri-
odicité et symétries ».

\ S

|

Que devient f(x) en *oo et de part et
d’'autre de chaque valeur interdite ?

[GITTI Opérations sur les limites. Formes
indéterminées : terme de plus haut degré, quantité
conjuguée, nombre dérivé, croissances comparées.
Pour £/0 (£ # 0), &tudier le signe du
dénominateur ; co/oo est une F.l., pas 1.

Partie 2 - Limites et dérivées : « Les formes in-
déterminées » ; Partie 3 - 'étude compléte : « Crois-
sances comparees ».

J

e Dérivée et signe

0U f est-elle dérivable ? Signe de f'(x) ?
Dériver, factoriser f'(x), tableau de signes. Si le
signe résiste : une fonction auxiliaire g (souvent le
numérateur de f'), étudiée a part ; son zéro a est
encadré par le TVI.

La ol +/u ou |u| s'annule : taux
d’'accroissement a droite et a gauche.

Partie 2 - Limites et dérivées : « Dérivée et varia-
tions » ; Partie 3 - U'étude compléte : « Fonction auxili-
aire et signe ».

. J

e Branches infinies

|

Comment C; se comporte-t-elle a linfini ?
Pl f > toena: x=a;f >bento: y=b;
sinon f(x)/x > az#0et f(x)-ax > b: y=ax+b;
f(x)/x = xco ou 0 : branche parabolique de direction
(Oy) ou (0Ox). Position : signe de f(x) - (ax + b).
f(x)/x = a ne suffit pas : si f(x)-ax — *oo,
branche parabolique de direction y = ax.

Partie 2 - Limites et dérivées : « Branches in-
finies » ; Partie 3 - Uétude compléte : « Branches in-
finies : le bilan ».

J

¥
e Tableau de variations

Comment f varie-t-elle ? Quels

extremums ? Combien de solutions pour f(x)=k ?
Signe de f' — fléches ; limites et valeurs
exactes des extremums. f continue et strictement
monotone sur | : bijection de I sur f(I), donc f(x) =k
a une seule solution si k € f(I).

f'(x,) = 0 sans changement de signe : pas
d’extremum (x + x> en 0).

Partie 1 - Les bases :
Partie 3 - L'étude compléte :

« Variations et extremums » ;
« Continuité et TVI ».

.

0 Tracé de la courbe

YT Le tracé respecte-t-il toutes les étapes ?
[CIT] Repére et unités ; asymptotes en pointillés ;
points et tangentes ; puis la courbe, guidée par les
variations, la position relative et la concavité. Courbe
de ' : symétrique par rapport a y = x.

Couper une asymptote verticale ; une pointe (a
ou la tangente est horizontale.

Partie 2 - Limites et dérivées : « Plan d'étude :
trois modéles » ; Partie 3 - Létude compléte : « Une

étude compléte type examen ».
\

J
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G Dérivée seconde, concavité

—

\

Courbe tournée vers le haut ou vers le bas ?
f" 20 surl: convexe, au-dessus de ses
tangentes ; f” <0 : concave, au-dessous. f” s'annule
en changeant de signe en x, : point d'inflexion, la
courbe y traverse sa tangente.

f"(x,) = 0 ne suffit pas : x - x* n'a pas
d’inflexion en 0. Ne pas confondre le signe de f’ et
celui de f".

Partie 2 - Limites et dérivées :
d’inflexion ».

« Concavité et points

J

]

o Points particuliers, tangentes

.

Que faut-il placer avant de tracer ?
[T £(0), solutions de f(x) = 0 ; tangente

y = f'(a)(x - a) + f(a) ; tangentes horizontales,
demi-tangentes verticales ; centre ou axe de
symétrie ; points communs avec une asymptote.
La tangente utilise f'(a) et f(a) ; un taux de
limite infinie donne une demi-tangente verticale.
1 Partie 2 - Limites et dérivées :
et tangente » ; Partie 1 - Les bases :
graphiques ».

« Nombre dérivé
« Résolutions

D
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©) L'atlas des courbes

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

Trente courbes de référence : 1a 10 (tronc commun), 11 @ 20 (1 Bac), 21 a 30 (2¢ Bac PC). Asymptotes en
pointillés rouges, tangentes en violet, points remarquables (e).

1-Fonctions affines

N

-

» D =R;droite de pente a, qui coupe (Oy) en (0, b).

» a>0: croissante; a< 0: décroissante;a=0:
constante.

» Siaz0:zéro —g ; du signe de a a droite de ce zéro.

\

J

\

X ax+b 2-Valeur absolue x e |x|
y=Ix| 3
........................ 2»............. CETTEEPr
1
-4 -3 (21 1)
y=|x-2]+1
a=0 3 ) 1 0 1 2 3 4
-2

» D=R,paire;|x]|=xsix20,]|x|=-xsix<0.

» Décroissante sur ]-oo, 0], croissante sur [0, +oo.

» MinimumOenO;y=|x-al+b: méme«V» de
sommet (a, b).

3-Demi-paraboles

X > X|X|

~

~

4-Fonction carré

(1,1

y=-x

» D =R, impaire; x|x| =x*>six 20, x|x| =-x?si x < 0.

» Strictement croissante sur R : deux demi-paraboles.

» Pour tout réel m, 'équation x|x| = m a une unique
solution.

\

\

\ 20

2

O : sommet

» D =R, paire ; parabole de sommet O, d'axe (Oy);
min 0.
» Deécroissante sur ]-oo, 0], croissante sur [0, +oo[.

» x2=k: deux solutions +/k si k > 0, aucune si k< 0.

J

e

N

» Paire ; parabole de sommet O et d’axe (Oy).

» a>0:tournée vers le haut, min0;a<0: vers le
bas, max 0.

» Plus |a| est grand, plus la parabole est resserrée.

\

\

5-Paraboles y = ax? az0 6-Trindmes, a > 0 ax? +bx +c
3 a=3 A>0 3
A=0 A<O
-3 1 2 3 4 5
S(-2,-2)

» Sommet S(—%, —%): minimum ; décroit puis croit.
» A>0:deuxracines;A=0:racine double;A<0:
aucune.

» Du signe de g, sauf entre les racines.
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Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

1 2 3 4 5 6 nnn 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21N R228 B25N R2E 250 R268 R27l R2EN RZ2oN RS0

Tronc commun 1" Bac 2° Bac PC vignettes 7 a 12
7-Trindmes, a < 0 ax? +bx +c 8- Fonction inverse X1

» Sommet S(—%, —A) : maximum ; croit puis décroit. » D =R*, impaire ; asymptotes : les deux axes.

4a
» Décroissante sur ]-oo, 0[ et sur ]0, +oo[ (pas sur R*).

» SiA20: racines 22 de somme -2, de produit <. . . .
2 ! a9 P a > l=k:unesolutlon%S|k:=0,aucune5|k=0.

» A<0: partout du signe de a (ici < 0).

x

9-Homographique, ad - bc < 0 22 10- Homographique, ad - bc > 0 2%
: ro6
6 1 1
1 1
Jo (-2.4 P
! (6,3) !
1 1
"""""" 3'"2"'76(3,'25"""'""" B I (0T ) M e
—.\-'E i : (1’1)
N A ? 2 3 4 3 8 -5 -4 -3 -2 1 0 1 2 3 4
\ | \
X0, -3) F[2
> D=R\{1};f(x)=2+%;ad-bc=—5<0. > D=R\{—1};f(x)=2—ﬁ;ad—bc=2>0.
» Décroissante sur ]-oo, 1[ et sur ]1, +oo[. » Croissante sur ]-oo, -1[ et sur ]-1, +oo[ ; passe par O.
» Asymptotes x = 1, y = 2 ; centre de symétrie Q(1, 2). » Asymptotes x = -1, y = 2; centre de symétrie
O(-1,2).
11-Fonction cube X x3 12-Cubique a 3racines  x*>-3x2-x+3
327 MY =-bx+h
. (%)
2 2
1 1
(1,1 1(1,0)
-2 O : inflexion 2 i » 1 ?
-2
-3
-4
» D =R, impaire; f'(x) = 3x?> 2 0: croissante. > f(x)=(x+1)(x-1)(x-3): trois racines -1, 1 et 3.
> lim x3 = oo ; branches paraboliques de direction > f'(x)=3x%-6x-1: extremums +282 en 13 22,
—+00 9 3
(Oy). » f"(x)=6x-6:inflexion I(1,0), centre de symétrie.
» f”(x) = 6x: inflexion en O, a tangente horizontale.
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Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 nnm 19 20 21N R228 B25N R2E 250 R268 R27l R2EN RZ2oN RS0

Tronc commun 1" Bac 2¢ Bac PC vignettes 13 a 18
13- Cubique a 1 racine X3+x2-x+2 14-Racine carrée X B fx
5
Yy =X
4
5 (4,2)
149
min (5 E) 1 7
d (111)
1
-1
1 2 3 4 5 6
-2
> f(x)=(x+ 2)(x2 - X+ 1): seule racine -2 (second » D=10,+00[; f'(x) = 7 > 0 sur ]0, +oo[ : croissante.
facteur: A = -3). e ; » Non dérivable en 0 : demi-tangente verticale en O.
> f(x)=(x+1)3x-1): max3en -1, min 37 >0en 3. > g — 0 en +o0 : branche parabolique de direction
» Inflexion ](—1 —) centre de symétrie. (Ox).
( = 1( e 242X+ )
15-Translatées de /x x,[x+a 16 - Asymptote oblique =
I P
1 2 - -
- [ y=x+1
-6 -5 —4 -3 ;2 Phs TQ 1 2 3 4
S L2
TN,
—
» D=[-q, +oo[ translatee de la courbe de /x par -ai. » D=R\{-1}; f(x)=x+1+ —.
> (Vx+a) = 2J_ >0 croissante. > f(x) = ("(*3)(1" Y . max local -4 en -3, min local &4 en 1.
> Demi-tangente verticale en (-q,0) ; branche > Asymptotes x = -1 ety = x + 1; centre O(-1,0); C;
i parabolique de direction (Ox). J | au-dessusdey=x+1ssix>-1. ]
17-Sinus X+ sinx 18- Cosinus X F> COS X
V=X
,
- _n 4 3n T - i on
2 2 2 2
-1 -1
» D =R, impaire, 2rm-périodique ; -1 < sinx < 1. » D =R, paire, 2rm-périodique ; cos x = sin (x + %)
» sin’ = cos : croit sur[ ] décroit sur [” 3n » cos’' = -sin: décroit sur [0, ], croit sur [m, 2m].
> Inflexion en O, de tangente y = x ; lim 2 sinx - 1, > Max 1 en 2km, min -1 en m+ 2k ; zéros : 7 + k.
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Etude de fonctions

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N N2y RSy N4y RSN RGN Bl B8 nm

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

BEaR: 7 » » v

Tronc commun 1" Bac 2° Bac PC vignettes 19 a 24
19-Tangente X+ tanx 20-Bicarrée en « W » x* - 4x?
3
2
n
mq
) '

B il & & el
=

h
=
A STE N D D e

» D=R\ {% + kn}, impaire, m-périodique.

» tan'x =1+tan?x > 0: croissante sur chaque

]—% + kn,% + Rt
> Asymptotes x = I + kmr ; tangente y = x en O.

(V2,-4)
» D =R, paire; f(x) = x3(x - 2)(x + 2) : racines 0, £2.
> f(x) = 4x(x* - 2) : min -4 en /2, max local 0 en 0.

» f"(x)=12x2 - 8: inflexions en :\E, d’ordonnée —%.

\ J

21-Logarithme népérien

N\

22-Exponentielle

> D=]0,+oo[;ln'x=%>0;ln1=0,lne=1.
In x

» lnx - -co en 0" : asymptote x =0 ; ”
branche parabolique de direction (Ox).
» Concave : sous sa tangente y = x - 1 en (1,0).

— 0en+oo:

X Inx X - e
X y=x-1 6
5
;
(9,1) 4
3 4 5 6 7 3t (1,e)
2 y=x+1
By ()
4 -3 2 7 1 2

» D=R;exp'=exp>0;e’=1,e=2,72;¢e>0.

» e —> 0en-oo:asymptotey=0; % — +00 : branche
parabolique de direction (Oy).

» Convexe : au-dessus de sa tangente y = x + 1.

23 - Produit x In x

24 - Produit xe*

» D=1]0,+c0[; f'(x)=Ilnx+1:min —% en % ; racine 1.
» xlnx — 0en 0" : on prolonge par f(0) = 0; convexe.
» Demi-tangente verticale en 0 ; £

== INnx > +c0:
branche parabolique de direction (Oy).

X xlnx X - xeX
2,5 3
(1,e)
2
1,5 2
1
,
0,5
R 0,5
05 -5 T 1
-0, 1 . .
- inflexion (_1'_1)
e

> f'(x)=(x+1)e*: min —% en -1; seule racine 0.
» xe* - 0en-co: asymptote y = 0; en +oo : branche
parabolique de direction (Oy).

» f"(x) = (x + 2)e* : inflexion en (—2, -elz)

J
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Etude de fonctions

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20

Du tronc commun au 2¢ Bac PC

» 2 » » CEICIDEE

Tronc commun 1" Bac 2¢ Bac PC vignettes 25 a 30
e o -X e ° i Inx Inx
PAL:ETd e 25 - Courbe en cloche X e l:EI49 26 - Quotient = X = =
1
0,1) 0 /(e, 9) inflexion
inflexion inflexion 1T 3 3 4 ? $ { 8 i
0,5 -0,5
-1
-3 -2 -1 1 2 3
-1,5

» D =R, paire; f'(x) = -2xe™ : max 1 en 0.
» 0<f(x)<1; e - 0en oo asymptote y = 0.
> fr(x) = (4x2 - 2)e"‘2 : inflexions (tﬁ ] )

2 e

» D =10,+00[; f'(x) = 1)(‘% : max ! en e; racine 1.
» f > -coen0":asymptote x=0; f - 0en+oo:
asymptote y = 0.

. . 3
> f'(x) = 2")‘(—3” : inflexion en x = e2.

N\

28-Exponentielles de basea  x » a*

-6 -4 /2 2 4 6

> D=R; (0= 5
» Asymptotesy =0en-coety =1 en +oco.
> f(-x)+f(x)=1: I(O, %) centre et inflexion, tangente

X 1
==+ -,
y 4 2

>0: croissante; 0 < f(x) < 1.

\

5

N =
~

-3 -2 -1 1 2 3

» a*=e*"%(a>0);(a*) =a*lna;passe par (0,1).
» a>1:croissante,a* - 0en-o0;0<a<1:
décroissante, a* — 0 en +co.

> (%)X =a™: courbes symétriques par rapport a (Oy).

\ J

29-Logarithme de | x| x - In|x|

a9 30 - Réciproques x3 et Jx

(e, 1)

|
» D =R, paire; (In|x|) = 1 sur R"; racines 1.
» Décroissante sur ]-oo, O[, croissante sur ]0, +ool.
» In|x| - -0 en 0: asymptote x = 0; branches
paraboliques de direction (Ox).

1 2 3 4

» Réciproque de x > x> sur [0, +oo[ : x = JX.
» Symétrie par rapportay = x : A(a, b) «— A'(b, a).
» (Jx) = == six>0; demi-tangente verticale en 0.

33
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Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

e Le formulaire du livret

Limites usuelles (n € N*) Régles de dérivation

En+oo: x"ety/x » +0; L et — 0. En-oo: (u+v) =u"+v' (Ru) =ku" (uv) =u'v+uv’
. X 1V _ v u\' _u'v-uv’
X" — +o0 (n pair) ou -oo (n impair). vl By v
+ ., l l . ~ . l - ’ o

En0;x—>+oorﬁ—>.+oo,en0-x_.’ °° " =nu’ u (\/U)= u (u>0)
Polynome, fraction rationnelle en *oo : limite du 2\/u
quotient des termes de plus haut degré. (Veu) =u' xVv' -u (f(ax o b))' =af'(ax +b)
EnQ: Snx _, q fnx _, q  J-cosx _, 1 u'

X rTx e 2 (Inu) =(nul) = m (') =u'e
Opérations sur les limites (¢, ¢’ réels) (F1) (v) = — sif'(f () # 0.

f(fv)

Somme : £+ (z0) = to0 ; (+00) + (+00) = +00 ;
(+o0) + (-0) : F.I
Produit (régle des signes): £xoo =o00sif #0;

|

Tangente, variations, extremums

°°*:?=°°??°*(‘)’°:f"' o = . o || Tangenteena: [y =f'(a)x-a)+f(a)]; fla+h)~
fl::lent. - i s =ositz0; T=o0; =, 0 £(a)+ h ().
Composée: u(x) » betv(X) - fquandX — b Demi-tangentes : limites de % a droite et a
= v(u(x)) > L. gauche (différentes : point anguleux ; infinies :
Comparaison: usfsvetuv —>£0=f->20; demi-tangente verticale).
f2uetu—» +00=f - +00; |[f-2 <vetv -0 f' > 0surl(sauf en des points isolés) : f stricte-
=>f -l ment croissante; f' < 0: décroissante; f' =0:
constante.
Extremum en a intérieural: f’ s'annule en a en

o 0 changeant de signe.

Les quatre formes: +co-co0, 0 x 00, =, 7.

Réflexes : factoriser par le terme dominant ; Branches infinies

quantité conjuguée ; simplifier par (x - a); re-

connaitre un nombre dérivé f(x)z:Z(a) - f(a); )l(l_rn] f(x) = too asymptote verticale x = a
changer de variable (X = x - q, %, [nx...); crois- X‘i’ﬂ,o f(x)=b asymptote horizontale y =
sances comparées. )
. . f(x)
" im f(x)=+tc0: on im—
Jim f0)= s on clelelim
. 0, 40 branche parabolique de
kR (constante) 0 sinx  cosx X direction (Oy)
x" (nez’) nx"" |cosx -sinx @ -0 branche parabolique de
% —):—2 tanx 1+tan’x direction (Ox)
Jx # n x % @ — a # 0 et|asymptote obliquey = ax+
x" (reQ) rxx"1 eX eX f)-ax b b
; , 1 % — a # 0 et|branche parabolique de
T+tan’x = —L—; pourx>0: (Vx) =n"x"-1' f(x) - ax > too direction y = ax

Position de Cretde(D) : y=ax+b: signe de

Symeétries et transformations f(x)-(ax+b). Sif(x)=ax+b+g(x)avecg —» 0
en too : (D) est asymptote.

PourtoutxeDf, 2a—xeDfet: axe x =a:

f20-5) =0 e 00, f20-0+100

Paire : axe (Oy) ; impaire : centre O ; T- f” 2 0surl: C; convexe (au-dessus de ses tan-
périodique : étude sur une période. gentes); f” <0: concave (au-dessous).
y = f(x - a) + b : translatée de vecteur ai + bj ; Point d'inflexion en a : f” sannule en a en
|f]: on replie la partie sous (0x); f(|x|): partie changeant de signe (ou f admet un extremum
x 2 0 et sa symétrique par rapport a (Oy). en a); latangentey traverse la courbe.
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Etude de fonctions

Logarithme népérien

In : dérivable sur ]0, +oo[, (InX)" = %, ln1 =0,
Ine = 1, strictement croissante.
In(ab) =na+nb Inf=lna-lnb In l-_lna

a
In(@)=rlna (re @) ln\/_=%lna (a,b>0)
lIna=lnb < a=b Ilna<lnb < a<b
INnx>0 & x>1

n x
l(?ga.x =g (.a >0,az1); logx.= log, , X.
Limites : lim Inx = +o0o0, limlnx = -oo,
X—+00 xX—0*
lim Inx =1, lim in(1 + x) =1
x=1 X -1 x—0

Inégalité: lnx < x-1 pour tout x > 0 (égalité en

-
~

Exponentielle népérienne

e>0; =y < x=Ilny (y>0); In(e) = x,
e =y,

ea+b - eaeb e = l ea—b - e_a (ea)f = el
ea eb
e=e® < a=b e <e® <= ac<b

a* = exlna (Cl > 0)

(e¥)' = e¥; courbes de exp et [n symétriques par
rapportay = x.

e*-1

lim e =0, lim =
X—>-00 x—0 X

Limites :

1.
Inégalité : e* > 1+ x pour tout réel x (égalité en
0).

lim e* = +00,

X—>+00

Croissances comparées (n € N*)

X

. e . _ .
lim — =+00 lim x"e*=0 lim x"e*=0
X—=+00 X X—+00 X—-00

. lnx . . lnx
lim — =0 limx"lnx=0 lim — =0
X—+00 XN X—0*

X—+00 \/}

En+oo: Inx « x" « e* (le plus fortimpose sa
limite).

Suitesu, , = f(u,)

I stable par f etu, € I: u, € I pourtoutn; f
croissante sur | : (u,) monotone ; monotone et
bornée : convergente ; f continue et/ fermé: la
limite £ € | vérifie f(2) = 2.

|

Valeurs a connaitre

e=2,718 1x0,368  e’=7,389

Je=1649 In2%0,693 In3=1,099
In5=1,609 (n10=2,303 m=3,1416
V21414 f3=1,732 /522236

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Continuité, TVI, réciproque

f continueena: )l(i_r)r(ljf(x) = f(a). Limage d'un

intervalle par une fonction continue est un inter-
valle ; celle de [a, b] est un segment [m, M].

TVI: f continue sur [a, b] et k compris entre f(a)
et f(b) : l'équation f(x) = k a au moins une so-
lution dans [a, b] ; une seule si f est strictement
monotone. f(a)f(b) < 0: une racine dans]a, b[;
encadrement par dichotomie.

Images : f continue strictement croissante :

f(la, b]) = [f(a), (b)), f(la,b]) =]lim f, lim f [

Réciproque : f continue, striccement monotone
sur | : bijection de I surJ = f(I); f' est con-
tinue, de méme sens de variation, et Cf_1 est la

symétrique de C; par rapportay = x. fUy) =

x &= f(x)=y (xel,ye)).
Racine n-iéme: réciproque de x — x" sur [0, +oo[

Yx=y &= y"=x (x,y20).

Plan d’étude d’une fonction

1. Domaine ; parité, périodicité (réduire
létude).

Limites aux bornes de Df.

Continuité, dérivabilité aux points délicats.
Dérivée et son signe (fonction auxiliaire).
Tableau de variations complet.

Branches infinies et positions relatives.
Dérivée seconde : concavité, inflexions.
Points utiles : axes, tangentes remarquables.

P N oW N

Tracé :
courbe.

Les réflexes des 20 fiches

+ Valeurs d’une fraction : A(y) = 0 (fiche 2).

- Parameétre : isoler m, g(x) = m (fiche 7).

« Cubique : P(a)P(B) < 0 (fiche 8).

« Tangente issue de P : inconnue a (fiche 11).

» a” ou b?: étudier X (fiche 14).

« Signe illisible : g auxiliaire, g(a) = 0 (fiche 15).
- Distance : étudier d? (fiche 19).

asymptotes, points, tangentes,

Maths Olympiad



Etude de fonctions Du tronc commun au 2¢ Bac PC

0 Mown bilan

Partie Exercices Réussis seul(e) A refaire

Partie 1- Les bases 1316 /16

Partie 2 - Limites et dérivées 17336 / 20

Partie 3 - 'étude compléte 37360 [ 24

Partie 6 - Grands problémes 613 66 /6
Série Questions Score 2¢ essai
Série 1- Généralités et courbes 1a10 | 40 | 40
Série 2 - Transformations 11a20 | 40 | 40
Série 3 - Limites et asymptotes 212330 [ 40 | 40
Série 4 - Dérivées et variations 31a40 | 40 / 40
Série 5 - Fonctions ln et exp 41a 50 | 40 | 40
Série 6 - Défis de concours 51a60 | 40 | 40

Conseil : refais dans une semaine les exercices et les questions ratés, sans regarder le corrige.

Et maintenant . ' les sujets dexamen et de concours
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