Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles

Equations differentielles
Rappels sur le calcul intégral
o | :'[a.dx:ax+c

Exemple : | = [5.0x=5x+¢ ; 1 = [3dx=3x+c

1
I :J'ax”.dx=—ax”+l +C
n+1
2 9

Exemple : Izj?X.dx:%(+c N :jxg.dx:%m ; I:j(2x+1).dx:x2+x+c

| = Igdx= a.In|x|+c
X

5 -1
- I =|—=.dx=5.In[x{+¢c : | =|—.dx=—In|x|+C -
Exemple : jx ‘ ‘ ; _[ X ‘ ‘ ;
eax e—3x
. =" dx==+c d=[gdx="—1+c
Je a Exemple : je _3
o | =jcosax..dx=lsinax+c . exple : | :j5c033x..dx:§sin3x+c
a ’ 3
: -1 : -7
o | =J'smax..dx=—cosax+c exple : | :I7S|n5x..dx:—c055x+c
a 5
n+1

+C

=y -dx=un+1
Exemple: | = j(ZX—3XX2—3X+5)7 dx = (

X2 —3x +5) e

u 2X—3
o | :J'i dx = Inju|+ c Exple : | :f— dx=1In|x2—3x+8+c
X?2—3x+8
e Intégration par partie: | = ju(x).v'(x).dx = [u(x).v(x)]—_[u'(x).v(x).dx
Exemple: | = jx.cosx.dx =[x.sinx]—- _[sin x.dx = [x.sinx]+ cosx
On pose : u =x et sa dérivée u’ =1 v’=cos X et sa primitive v = sin x
Exemple : | = | X.sinx.dx = [~ x.cosx]+ jcosx.dx =[- x.cosx]+sinx
On pose : u =x et sa dérivée u’ =1 v’=sin X et sa primitive v = - C0S X
* X
Exemple - | = | INxdx=[xIn x]—j;.dx= [x.In x]—Jl.dx: [x.Inx]-x
On pose : u = Inx et sa dérivée u’ = 1/x v’=1 et sa primitive v =X
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles
1°" Cas : Equation différentielle de type : y’ = p(x) (p étant continue sur I)

y'=p(x)=y=p(x)dx+c

Exemple :

1/ Trouver toutes les solutions de y’=2x — 1

2/ trouver la solution qui vérifie les conditions initiales pour X, = 0 et y(Xo)=0
Solution :

1 Y'=p() =y = p(x)dx+c

y'=2x-1= y:j(Zx—l).dx+c:x2—x+c (ceR)
2/ Xo =0 et y(Xo)=- 2
La solution générale Y(0) =X2—=X+C alors Y(0)=02-0+c=-2=>c=-2

La solution particuliére : Y = X2—x—-2

2'*me Cas : Equation différentielle de type : y> = p(X) (p étant continue sur 1)

y'=p(X) = y'=j p(x).dx+c1 =Y =Iy'.dx+c:1.x+c2

Exemple :

n 1
y =X+—
XZ
2/ trouver la solution qui vérifie les conditions initiales pour : y’(1) =% et y(1)=1/6
Solution :
1/

, 1 x2 1 x2 1 x°
y =I(x+;}dx=?—;+cl = y=J‘(?—;+cljdx=E—In|x|+cl.x+c2

1/ Trouver toutes les solutions de

, x2 1 x>
La solution générale y'(x)=—- ; +C, et y(x) = E - In\x\ +C.X+G,
2 y'(1)y="Yety(1)=1/6
x2 1 12 1 1
=——-——+C =>Y{l)=—=--+c=—=>¢c =1
y >y Th y'(D) 5 17475 1

3 3

y=%—|n\x\+cl.x+cz:y(l):%—ln\ﬂ—(Z).(l)qch =%:»c2 =1
3

X
La solution particuliére y(x) = g - In\x\ +Xx+1
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles

3ieme cas : Equation différentielle de type : y’ = ay (a € R)
1 3x
y=ay=y()=Ag

Exemple :

1/ Trouver toutes les solutions de y’=3y.

2/ trouver la solution qui prend la valeur 1 pour x = 0.
Solution :

v Y=3y=yx)=Ag"

3X
La solution générale y(X) = A-e

2y@=1; Y(X)= A-e3x alors Y(0) = A.e3*0 =1=A=1

3X
La solution particuliere : Y(X) =@

4¢me cas : Equation différentielle de type : y*° +w?y =0 (w € R)
y"+o’.y =0=> y(X) = ACOS@X + B.SINawX ou (et B € R)

Exemple :

1/ Trouver toutes les solutions de y’’+4y=0.

2/ trouver la solution qui prend la valeur : y(n) =1 et y’(n) = -1
Solution :

v Y'+a’y=0= y(x) = Acoswx + B.sinwx
y'+4.y=0= y"+22y =0 = y(X) = A.cos2x + B.sin2x

La solution générale y(X) = A.cos2x + B.sin2x

2l y(m)y=1lety(m)=-1
y(X) = A.cos2Xx + B.Sin2X aiors Y'(X) =—2.Asin2x + 2.B.cos2x

y(ﬂ') = ACOSZﬂ"I‘ BSanﬂ' = A:]. alors

y'(7) =-2.Asin2z +2.B.cos2zr =2B=-1= B = -

1 .
La solution particuliere : y(x) = C0S2X — ESII’] 2X

Rappels :

Cosm=-1;smmn=0;cos2n=cos0=1;cosm/2=0;cos3n/2=0

sint=0:sin2x=sin0=0; sinw/2=1:sin3n/2="-1
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles
Exemple :
Trouver toutes les solutions de y”’+3y=0.

Solution : Y +3.y = 0= y"+/3".y = 0 = y(x) = A.coS+/3% + B.sin~/3x
La solution générale Y(X) = A.c0S2X + B.sin2x

5me cas : Equation différentielle de type : ay”’ +by’ + cy =0 (a#0)
a.y"+b.y'+C.y =0= a.l’2 + b.r +c=0 ou(@a;b;c€ R)
—b-+A —b+vA
A=b*—4ac et rlz—\F r, :—‘F
2a 2a
La solution générale : 9 (X) = A-erlX + B-er2X

Exemple :

1/ Trouver toutes les solutions de 2y’’- 6 y’ - 8y = 0.

2/ trouver la solution qui prend la valeur : g(0) =0 et g’(0) =1

Solution :

1/ L’équation 2y’’- 6y’ - 8y =0 devient2r2-6r-8=0— r2-3r—-4=0

A=25=5%ontrouver1=-letr=4d’ou: g(X) = Ae*+ B.e™
2/

g(x) = Ae*+ B.e™ et g’(x) =-A.e*+4.B.e¥

g(0) = A.e® + B.e° =0 alors A + B = 0 I’équation 1

et g2(0)=-A.e’+4B.e%=1 alors—A + 4 B =1 I’équation 2

A+B=0
_ A4+ 4B =1 0ntrouve A=-1/5etB=1/5

La solution particuliére : g(x) = (-1/5).e™ + (1/5).e™

Retenons bien ceci : les 5 cas de figures
1 cas: Y=p(X)=Yy =_[ p(x).dx+c
2Rme Cas : Y"'= P(X) = y'= [ p(x).dx+c =y =[ydx+cx+c,

3ime cas ; y'=ay = Y(X) = Ae‘”
Aitme cas - y'+@°.y = 0= y(X) = A.cosax + B.sinax oy (A etB €R)

5ieme cas : a.y+h.y+cy=0=ar’+br +c=0 ol (a;b;c€R)
—b-—+A . =—b+\/Z

A=b*—4ac et r, = A
2a 2a

La solution générale : 9(x) = A. @™ +B.@™"

Rappels :
Cosm=-1;smmn=0;cos2n=cos0=1;cosm/2=0;cos3n/2=0
sint=0;sin2r=sin0=0; sinw/2=1;sin3n/2=-1
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles

Série d’exercices sur les équations differentielles

Exercice 1 : BAC 2004 (1 point)

Résoudre I’équation différentielle y’> — 2y’ — 3y =0
Solution : c’est le cas 5.
y'2y'-3y=0=>r>-2r —3=0

La racine évidente est X = - 1 I’autre racine est x =-c/la =3

—X 3x
La solution générale : g(x) = A.e + B.e

Exercice 2 : BAC 1995

1/ Résoudre 1’équation différentielle 3y’ + 2y =0

Déterminer la solution f qui vérifie f(0) = 3

2/ Résoudre I’équation différentielle : y*” + 4y =0

Déterminer la solution g qui verifie : g(n/2) =- 1 et g(n/4) = 1

7
3/ Calculer : | :Io xg(x)dx

Solution :
1/3y’+2y=0

3eme cas ; y'=ay = y(X) = Ae3X
2

. =2 =X
y=—7y= y(x)=Ags

y(0)=Ag’=3= A=3 Jasolution Y(x)=3.g"

2/ y>> + 4y =0

Aitme cag - y'+@°.y = 0= y(X) = A.cosax + B.sinax oy (AetB €R)
y'+2°y =0= y(X) = A.cos2x + B.sin2x

g(n/2)y=-1etg(m/4)=1

Y(%/4) = Acosz + Bsinz = -1= A=1€t y(7/) = A.cos%+ B.sin% =1=B=1

La solution particuliére : Y(X) = C0S2X +sin2x
3/ Calculer :

| = J'O% xg(x)dx = IO% X(C0S2X +sin2x Jdx = j% x.costdx+J.0% X.sin 2xdx

Intégration par partie : | = IU(X) V' (x).dx = [U(X) -V(X)]_ I u'(x).v(x).dx

l, :'[X.COSX.dX :[x.sin X]+COSX et |, = jx.sin x.dx =[— x.cosx]+sin x

| =[xsinx] +[cosx][2 - [x.cosx]/ + [sinx[[% = =
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles
Exercice 3 : BAC SBT 2001
a) Donner la solution générale de 1’équation différentielle (E) : y*” +4y =0
b) Déterminer la solution particuliere f de (E) telle que f(0) =2 et £(0) =0
€) Résoudre dans R 1’équation différentielle : 2y’ + 3y =0

Indication de solution :
y” +4y: 0 c’est le 4iéme cas : y”+22.y - O = y(X) - A.COSZX + B.Sin 2X

. =3 3
2y’ + 3y =0 c’est le 3™ cas : y= 7)’ = y(x) = Ae 2

Exercice 4 : SBT juin 1999

Résoudre les équations différentielles :
1/y +5y=0

2/y’+9y =0

7
3/ a) Calculer J-o cos2x.dx

%
A= I_% C0S2X.dX

b) En déduire I’intégrale suivante :

Indication de solution :
. -5x
1/y +5y=0c’estle 3™ cas: Y = 2.y = y(X) = A'e

. -9x
2y +9y=0cestle3tmcas: Y =—-9.y = y(X)=Ap

7 1 %
3/ JACOSZX.dXZ[SmZX} :1
0 2
0
7 0 7 1 (-1
A= cos2x.dx = cos2x.dx+ | cos2xdx==-| —|=1
I I, I -3

. (T 1 | 0
Rappelons que : S| J.o COSZX-dX=E alors I_%COSZX.dX:7

Exercice : résoudre sur R les équations différentielles :
a) 4y” +4y’ +y=0
b) y’+y +y=0
c) 2y’ -6y’ —8y=0
d y’+4y +4y=0
e) y’—4y’+5y=0
f) y’—y -6y=0
Indication de solution :

5ieme cas : a.y'+h.y+cy=0=ar’+br +c=0 ol (a;b;c€R)
A=b*-4ac et rlz—_b_\/X rzzﬂ
2a 2a

La solution générale : 9(x) = A.@” +B.@™"

Bemba B TRAORE enseignant chercheur 76 43 95 33/69 50 23 20




Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles

Probleme /[70 points] BAC — STI - 2015

A-/ 1°/ Résoudre 1’équation différentielle (E) : y*’= (x + 2)€X (1pt)

2°/ Déterminez la solution de (E) vérifiant y(0) =y’(0) =1 (0,5pt)

B-// On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = 1 + x €X

1°/ a) Calculez les limites de fen —wo et en +oo. (0,5pt)

b) Calculez f >(x) puis dressez le tableau de variation de f. (1pt)

c) En déduire le signe de f(x) en fonction de x. (0,5pt)

2°/ Soit g la fonction définie sur IR. par : g(x) = (1- x)(1 + €X).

On appelle (C) la représentation graphique de g dans un repére orthonormé. (Unité
graphique 1cm)

a) Déterminez les limites de g en —oo et en + . (0,5pt)

b) Démontrez que la droite (A) d’équation y = — x + 1 est asymptote a (C) en —w.
Etudiez la position relative de (C) par rapport a (A).  (0,5pt)

c) Calculez g’ et montrez que g’ = —f (0,5pt)

d) Dressez le tableau de variation de g (0,5pt)

3°/ On pose ¢(x) = g(x) — x. (0,5pt)

a) Calculez ¢’ puis dressez le tableau de variation de ¢. (0,5pt)

b) Démontrez que I’équation @(x) = 0 admet une solution unique a.€] 0,7 ; 0,8
(0.5pt)
¢) Déterminez un encadrement de o d’amplitude 1072 (0,5pt)

d) Vérifiez que g(a) = a. (0,5pt)
4°/ Tracez (C) et son asymptote (A) dans le méme repére. (1pt)
5°/ B étant un nombre réel inférieur a 1.

a) Calculez en fonction de B, 1’aire A(B) de la partie du plan comprise entre (C), (A) et
les droite d’équation X = 3. (0,5pt)

b) Calculez lim A(B). (05pt)
f——0
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles
Probléme

A) 1) Résolution (1 pt)

(E) :y" = (x+ 2)e*
u=x+2=u =1
V=ex=>v=¢e*

y'=(x+2)ex—fexdx=>y’=(x+2)ex—ex+k1k1€R

y=x+2)e*—e*—e*+kix+Kk, ky; k, ER

y = xe* + kyx + k, k;; k, ER

Autre méthode

PosonsF(x) = (ax + b)e* une primitive de (x + 2)e* = F'(x) = (ax+a + b)e*

FFx)=(x+2)e*= (ax+a+b)e*=x+2)e* = {g : 1d0nCF(X) =(x+ 1e*

y'=x+2)e* >y =x+1e*+kk; ER
Soit G(x) = (ax + b)e* alors G'(x) = (ax + a + b)e*
G'(9) = (x+ 2)e* & (ax+a+b)e* = (x+ De¥ & ¢ 7 IdoneG(x) = xe*
y,:(X‘l‘Z)eX‘l‘kl :>y:XGX+k1X+k2 (kl,kz)ERz
2) La solution de (E) vérifiant y(0) =y'(0) =1
y0) =1k, =1

y = xe* + 1(0,5pt)
B) Df = R f(x) =1 + xe*
1)a) lim f(x) =1 (0,25 pt) lir+n f(x) = +00(0,25 pt)

b)f'(x) = e* + xe* = (x + 1)e¥(0,5pt)vx € R, e* > 0, f'(x) a méme signe que

1+x
Posonsl+x=0<=x=-1
(0,5pt)
X —oo—1+ o0
f'(x) -0 +

. 1\ | / +0o0
—e

f(-1)=1-e1

c) Signe de f(x)

D’apreés le tableau de variation de fvx € R, f(x) > 0
( Le minimum étant positif sur IR alors f est positive) (0,5pt)
2)Dg=Rg(x) = (1 —-x)(1+¢€%)
a) lim g(x) = +9(0,25pt) lim g(x) = —=(0,25 pt)

b)Démontrons que la droite A:y = —x + 1 est asymptote a Cen —co.

lim gx) —y= lim (1-x)(1+e&*)—(—x+1) = lim e*—xe*=10
X——00 X—>—00 X—>—00
D’ou A:y = —x + 1 est une asymptote oblique aCen —.(0,25 pt)
Position de C par rapport aAg(x) —y = (1 — x)e*

X —o00 1 400

gx)—y + -
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Vx € |—o0; 1[ g(x) —y > 0; Cest au-dessus de A
Vx € |1; +oo[ g(x) —y < 0; Cest en-dessous de A

Pour x=1; g(x) —y = 0C et A se coupent (0,5 pt)

c)Calculons g’ et montrons que g’ = —f
g'(x) = —e*+e*(1—x) = —(1+xe*) = —f(x)(0,25pt)
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Les points essentiels de mathématiques *** Les équations différentielles
d) Dressons le tableau de variation
g'(x)a méme signe que —f(x)

X

g'x)

(0.5pt) g(x)

3) On pose @(x) = g(x) — x
a) Calculons ¢'(x) puis dressons le tableau de variation

P =gx -1
vx €IR; g'(x) < 0 = ¢'(x) < 0d’ou est strictement décroissante

lim @(x) = lim g(x) —x = +o0 lim @(x) = lim g(x) —x = —o0
X——00 X——00 X—+00 X——00
X —00 + oo
@' (x) -
(0,5pt) +oo

.y — e ntrons que I'’équation @(x) = 0 une solution unique « € ]0,7; 0,8]
@est continue et strictement décroissante sur IR, donc elle réalise une
bijection de IR sur IR. Comme 0 € IR alors I'’équation ¢(x) = 0 une solution
unique a € IR.
@0,7)=01-0,7)(1+¢€%)—-0,7=0,2
¢(0,8) =(1-0,8)(1+¢€%8) —0,8=-0,15
©(0,7) X ¢(0,8) < 0d’oua € |0,7 ; 0,8[(0,5pt)
c) Déterminons un encadrement de a d’amplitude 1072

X 0,70 0,71 0,72 0,73 0,74 0,75 0,76

o(x) 0,2 0,16 0,13 0,10 0,06 0,02 -0,006

0,75 < « < 0,76(0,5pt)
d) Vérifions que g(a) = a

¢(a) =0 = gla) —a=0 = gla) = a(0,5pt)
4) Tracons C et A

lim 8 = Jim &200*e) _ gy (l - 1) (1 + e*) = —od’ou1 C admet une branche

X—+00 X X—+00 X N X—+00 \X
parabolique de direction ’'axe (Oy) au voisinage de +oo.

Ary=—-x+1 % 0 1
(1pt) Y 1 o
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T . T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0

4

5) B étant un nombre réel inferieur a 1 B<1
a) Calculons en fonction de f3, ’aire A ()

1

1
A = fﬁ (800 — y) dx = fB eX(1 — x)dx

u=1l—-x=u =-1
vVi=eX=>v=eX
AP) = [e*(1 —x)]g + fﬁl e¥dx = [e*(1 —x) + e*]g = (e — (2 — B)eP) .u a(0,5pt)
b) Calculons

Jim A(B) = lim (e — (2 - B)ef) = e(0,5pt)
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