RACINE SCHOOL, | 2023 2024

DEVOIR SURVEILLE

Probleme:

On. considere la fonction f définie par:
«{f(x) Va2 —x si x<0
. f(x) = —2—_’—xl—— six=>0
1) Montrer que f est définie sur R.
-+ 2) Etudier la continuité de f en 0.
<, 3) Etudier la dérivabilité de f en 0.
* - 4) Interprétergraphiduement ces résultats.
x; 5) Soit la fonction Blx) =27 48x =2
: i kexa) ‘Montrer que ¢@(x) =0 admet une solution unique a sur ]0; 1[. ; WL Ry
----~w -;j‘{"-m; Duriner un encadrement de a o preés. AT A : |
i c) En déduire le signe de@ surR. '
: k 6) Calculer f'(x) sur lesintervalles ot f est dérivable.

7)  a) Montrer que f (x) (xfflgz pour tout xe[0, 4oo[.

" b) Dresser le tableau de variation de f.

8) a) Montrer. que la droite (D) d'équation y = —’;c +-;-est asymptote 3 la courbe de

f en —oo,
b) Donner la nature de Ia branche infinie en: +o0,
c) Etudier la position relative de la courbe par rapport aces asymptotes
9) soitg la restnct:on de f sur]-—oo 0]. ;
a) Montrer que g est une bijection de ]—oo,0] vers un intervalle ] 3 préciser.

b) Donner le sens de variationde g™*; g~ est—elle dérivable surj? =
7 c) calculerg(—-l) en déduire (g“l) (v2).
10) Tracer la courbe de f et la courbe de g™ dans.un méme repere ainsi que
Les demi tangentes en 0. ; ; :
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_ gxercice 1 (tponts)

1) Résoudre dansC z*=1 |
2) pavelopper (24 1) :
3) Seit I'équation (E) z*=~16% 161

fnposant U = 5{—27 déterminer sous forme algébri

que puis trigonométrique les

- racines de (E).
: { n 3
4) En déduire de ce qui précede les valeurs exactes de c0s 5 et sin 7
ExerCice 2 {6 points
% péquation

ombres complexe
14+6i)z+10'-=0 gis
acine imaginaire 2

1) On considere dans I'ensemble € desn
e réelle et une r

(E): z* +(-5+30)z°> + (8- op)z? ¥ (-
a) Montrer que I'équation (E) admet une racin

préciser.
b) Réscudre I'équation (E )-
2) Dansleplan complexe rapporté aun reb
- ronsidére les points A, B € :et~D*d!aFﬁ;§.?S' respectives:

gre orthonormé direct (0,4 V) on
! J3i.et-Fsdo

A5 4, 1+ 5 ‘»’{ A :

Placer ces pointsdans le repére (0, D).

3) Soit S la similitude directe qui transforme A enC et

a) Déterminer Pécriture complexe deS.

b) Donnerles gléments caractéristiques de S.
4) On considere la suite de points My d'affixe Zn
Zppr = —2LZn + 1-1i 1
a) Calculer z;':i;w ou  est l'affixe du{centre (1 de fa similitude S.
b) En déduire la nature du triangle QM My - ;

o définie par la relation U, = {Zp+1 — z,} est une

Démontrer que 12 suite (Up)n
suite géométrique dont on précisera la raison et son premier terme

Exprimer en fonction de n la longueur
d= M(}Ml +. Mle G MTI"IMTI__ 18 MHM

B enD.

(neZ)aveczy = iet

c)

d)
‘ nt1 ROur(n22)
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Probléme (s paints) ]

PartieA:
soit ¢ la fonction définie sur |0; +w[ par g(x) =1+ x +Inx

1) Dresser le tableau de variation de g.

2) Montrer qu'il existe un unique réel a solution de V'équation g(x) = 0. Vérifier que
02<a<03

3) En déduire le signe de g sur ]0; +ool.

4) Etablirlarelation: Ina =-1-a.

PartieB:
ZBE 5 x>0
On considére la fonction f définie par f(x) = { i o
f(0)=0

et (C,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;1:7) (unité 5cm).

1) Montrer que f est continue en 0 puis sur [0; +oo[.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0. interpréter graphiquement ce résultat.
3) Déterminer la limite de f en +o0.

4) Montrer que:V x € ]0; +oo, f'(x) = (f.fx))z'
X

~ Endéduire le signe de f'(x) sur]0; +ool.
. 5) Montrer que f(a) = —a. SN
! 6) Dresser le tableau de variation de .78
7) Construire (Cf) (on prendra a = 0.3). -

PartieC:
Soit h 1a restriction de f a lintervalle I = [1; +oo[.

1) Montrer que h réalise une bijection de I vers un intervalle J a préciser .

2) Soit h~1 1a bijection réciproque de h. Etudier la dérivabilité de A~ 1sur J.
2In2

3) Calculer h(2) et (A1) (3532).
4) Construire (C-1) la courbe de h~1 dans le repére (0;1; ).

:
| 1
.
¢
E"_
| %
E
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\ (Durée 2h)
Probléme
- Partie A
Soit g la fonction definie sur R par cg(x)=(1+x)e* -1
1) Etudier les limites de g en +o et en —00. (15pt)
2) Calculer g'(x) puis étudier son signe. (1.5 pt)
3) Dresser le tableau de variations de g . (L.5pt)
4) Calculer g(0) et en déduire le signe de g. (1.5 pt)
Partie B
x(e*—1) si x<0
Soit Aide ot o
oit f la fonction définie par f(x) { E:f; Gt e (¢f) sa courbe
représentative dans un repére orthonormé (0; 7: /) d’unité graphique 1 cm.
(1pt)

1) Démontrer que Fensemble de définition Dy de f est R\ {1} ‘
SN _._,,,,",__,,,,J

i - b o . "
By N diceta contipuitdde-fan Dot i ettt e

B - i
3) Etudierla dérivabilité de f en 0 et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

.yt ot B

?Q :
|
L
e b

(1.5 pt)
4) Etudier les limites de f aux bornes de Dy et interpréter graphiquement ,si possible,
les résultats obtenus. ' (2.5pts)
5) Préciser la nature des branches infinies de (Cf). (1 pt)
6) '
a) Calculer f'(x) sur ]—o00; O[ et sur ]O; +oo[ \ {1}. (2 pts)
b) Etudier le signe de f'(x) sur Dy. (2 pts)
7) Dresser le tableau de variations de f. (1pt)
(2 pts)

8) Construire (C;) et ses asymptotes.

N
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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES DU SECOND SEMESTRE
Durée 4h
Exercice 1 (s points)
0;; v).

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (
On considére les applications : f: 2’ = 3—%{5 ' £ %ﬂ et g:z'=-22% 3i
Onpose:h = f o g etle point (i)

1) Déterminer la nature de chacune des deux applications fetget leurs éléments

caractéristiques.
2) On considére le point A(a) avec a un nombre complexe donné different de i.

Onpose B = h(4),C=h(B)et D = h(C)
a) Montrer que si le point M'(z") est Fimage du point M(z) par t'application h alors

4T
2 —i=2e5(-1)

b) Déterminer la nature de h et ses éléments géométriques caractéristiques.

3)
complexes b, ¢ et d affixes

a) Déterminer en fonction du nombre complexe @, les
respectives de B, C et D.
b) Montrer que les points Q,A et D sont alignes . 8 oy
c) Démontrer que f est le barycentre du systéme pondére {(8.4);(¢,2): (D, 1)}
Exercice 2 (spoints)
Un tiroir contient, péle-méle ,5 paires
2 paires de chaussures rouges. Toutes |
mais indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément 2 chaussures a

tirages.
a) Calculerla probabilité de I'événement A : «

de chaussures noires, 3 paires de chaussures vertes et

es paires de chaussures sont de modelés différents,
u hasard et Fon admet I'équiprobabilité des

tirer 2 chaussures de la méme

couleur ».
b) Calculer la probabilité de P'événement B : « tirer un pied gauche et un pied

droit ».
c¢) Montrer quela probabilité de I'événement C: « tirer les deux chaussures d’un

4 p 1
méme modéle » est .

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu'une paire de chaussures noires et une paire de
chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure du tiroir
jusqu’a ce que le tiroir soit vide.

On note X la variable aléatoire égale au rang d'apparition de la deuxiéeme chaussure

noire. : :
a) Justifier que X prend lesvaleurs 2; 3;4. ‘ o
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b) Montrer que la loi de probabilité de X est: P(X = 2) = 2; P(X = 3) =3 et
P(X =4) =3
¢) Calculer son espérance mathématique et son écart type,
Probléme (10 points)

Partie A
1) soit h la fonction definie sur [0; o[ par h(x) = —(2x + De # +2
a) Dresser le tableau de variation de h sur [0; 400,
b) En dédulre le signe de h(x) sur [0; +ol. .
2) Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1, ) unité graphique 1 ¢m.
Solt f la fonction de représentation graphigue (Cy) définie par
o) - {-—1 +x+(1-=x)In(l-x) st x<0
(x4 e +2x -2 si x20
a) Montrer que 'ensemble de définition Dy de f est IR.
b) Calculer les limites aux bornes de D, .
c) Préciser la branche infinie de la courbe (C;) en —co.
d) Montrer que (C;) admet une asymptote (4) en +co dont on déterminera une
équation puis étudier la position relative de (C,) et (4).
e) Montrer que f est continue en 0. "y
f) i) démontrer que pour tout x € ]0; +oo[ i%)%g-(—ol = ;%;[1 + 2e%* — 25};"
ii) Etudier la dérivabilité de f en O puis interpréter géométriquement les

résultats.
g) Etudier les variations de f sur chaque intervalle ou elle est dérivable puis dresser

son tableau de variation.
h) Montrer que pour tout x € ]0; +oo[ , I'équation f(x) = 0 admet une unique
solution a € [0; 1].
i) Tracer les demi-tangentes, (A) et la courbe (C,).
Partie B
Soit g la fonction definie sur [0; +oo[ par g(x) = 1 — -:-(x +1)e~%*
1) Montrer que le réel a vérifiant f(a) = 0 estune so‘lution de I'équation g(x) = x.
2
) a) Calculer g'(x). Etudier les variations de g sur [0; 1].
b) En déduire que pour tout x € [0; 1], lg'(x)| < ;
¢) Montrer que pour tout x € [0;1], g(x:) € [0;1].

. s . Uy = 1
3) On considére la suite (u,) définie pour tout n € N par {N—nu = g

f

a) Montrer par récurrence quepourtoutn € N, u, € [0; 1].

1
b) Montrer que pourtoutn €N, |uyyy —al < = lu, - al
’ 3 1 n
c) ndéduire que [u, —a| < (5) .

d) Montrer que (1) est convergente et donner sa limite.
e) Déterminer le plus petit entier p pour lequel Iu,, - aI <1073
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