EXERCICES TERMINALE S LESNOMBRES COMPLEXES

PREMIERS EXERCICES:
1. Calculsdans C : Ecrire les nombres complexes suivant sous laformea+ ib ou aet b sont desréels:

Z=i: Z=it: r=@+2)5+4): =143 (Lo ao@eiy
2 2 2 2
1-i 1+2i .. . . . .
zs=—!; 7= .' ; L=7ZX Z, zg=§; Zo=1+i+i2+i3+i*+i%+i°,
1+i 3-i Z;

2. Résolution d’équationsdans € : Résoudre les équations suivantes dans I’ ensemble des nombres complexes :
az2-z+1=0; b)222+3z2+2=0; )z2-1=0; d(2-22)2-4=0;
ez+22-6=0; f)zZ=1; 0 22=1; hyZ+1=0.

3. Module et argument : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

21=%+i€; =1+i; zz=i; z=-1+i; z=3+i; 2=3-iV3; z=(/3+i)1-i);

. Z
B=BX 2, =(1+i)°; zZw=z1X72; m=_ 212=Z.
A

4. Formetrigonomeétrique : Donner la forme trigonométrique des nombres complexes de la question 3.
5. Forme exponentielle complexe : Donner laforme exponentielle des nombres complexes de laquestion 3.

6. Représentation graphique : Dansle plan muni d’un repere orthonormé (O ; U, V), placer les points M1, M2,
..., M1 images des nombres complexes de la question 3.

Donner I'écriture exponentielle des nombres complexes suivants:

1+ _ 1+iV3 . _(i)s_ _ —V2+ivV2

=i 2T T1h o BT BT Ty
EXERCICE 1: On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O; U, V) , et on considére
les points A, B et C distincts situés sur le cercle decentre O et derayonr . Les pointsA’, B’ et C' sont lesimages

n=1+i; 2=3+iV3; =z=

de A, B et C par larotation de centre O et d'angle T—; .Lespoints U, V et W sont les milieux des segments [A'B],
[B'C], [C'A] ; montrer queletriangle UVW est équilatéral.

EXERCICE 2: Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O; U, V), et on considére |’ application
f du plan complexe dans lui-méme qui au point M d’ affixe z associe le point M’ d' affixe f (z) = Z*iz.

1. Montrer que I’ ensemble (d) des points M dont I’ affixe z vérifie f(z) = z est une droite.

2. Montrer que le nombre % est réd.

3. En déduire que M’ appartient aladroite A passant par M et de vecteur directeur T- V.

4. Montrer que pour tout nombre complexe z, f (f (2)) = f (2) .

5. Déduire des questions précédentes que M’ est le point d' intersection des deux droites (d) et A .
6. Caractériser géométriquement I’ application f .

EXERCICE 3: On considére le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O; U, V). Ondésigne par A
le point d' affixe 1 et par C le cercle de centre A et de rayon 1.

PARTIE A : Soit Fle point d affixe 2, B le point d’ affixe Zs :1+ei% et E lepoint d affixe z. =1+z,".

Montrer que le point B appartient au cercle C.

Déterminer une mesure en radians de I’ angle ( AF ; AB ). Placer le point B.

Déterminer laforme exponentielle des nombres complexes z; -z, et z. —z,. En déduire que lespoints A, B et E
sont alignés. Placer le point E.

PARTIE B : Pour tout nombre complexe ztel quez # 1, on considére les points M et M’ d’ affixes respectives z
gzZouz=1+2.

Pour z£ 0 et z# 1, donner, al’aide des points A, M et M’ une interprétation géométrique d’ un argument du



22
est unréd.
z-1

nombre complexe Z—_i En déduire que les points A, M et M’ sont alignés s et seulement si
7—

-

EXERCICE 4: On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O; U, V) , etI'application f
du plan complexe dans lui-méme qui au point M d affixe z associe le point M’ d’ affixe z' = z° -322 +3z. On
considére les points B et C d affixe respectivesi et i +3 . Calculer les affixes des pointsimages de O, B et C par
f. Placer lespoints B et C et leur image B’ et C' . L’ application f conserve-t-ellel’alignement ?

Montrer gqu'un point M d' affixe zest invariant par f s et seulement s z vérifiel’équation: 22 -3z22 +2z=0. En
déduire que f posséde trois points invariants dont on déterminera les affixes.

Montrer pour tout zdeC I'égalité: z -1=(z- 1)°.

Soit z un nombre complexe différent de 1, on note r le moduledez—1 et a un argument dez—1 . Exprimer le
moduler’ et un argument a’ dez —1 enfonctionder et dea.

Soit A le point d' affixe 1, déduire des résultats précédents une relation entre la distance AM’ et la distance AM,
et une relation entre une mesure de |’ angle (Ui; AM') et une mesure del’angle (Ti; AM) .

Montrer quesi le point M appartient au cercle I de centre A et derayon V2, alors M’ appartient au cercle I’ de
méme centre dont on déterminerale rayon.

Montrer que si M appartient ala demi-droite ouverte (d) d’ origine A passant par le point B, alors le point M’
appartient a une demi-droite (d') que I’ on déterminera.

Justifier |’ appartenance du point B’ al™” et a(d’).
Compléter lafigure avec les différents déments ™, ", (d) et (d').

-

EXERCICE 5: On considére e plan complexe P rapporté aun repére orthonormé (O ; @, ¥).On considerele
point M d' affixe z, le point M, d’ affixe z, le point A d’ affixe 2 et le point B d' affixe 1. Soit f I"application de

P privéde A dans P, qui atout point M d affixe zassociele point M’ d' affixe Z tel que z' = z+4
z-2

Déterminer les points invariants par f.
Soit C le point d’ affixe 2(1 + i +/3). Montrer que C’ est le milieu du segment [OC].
Calculer pour tout z# 2, le produit (Z-2)(z'-1).
En déduire : lavaleur du produit AM: X BM’ ; une expression de I’angle (@i; BM') en fonction de (T; AM,) .
Justifier lesrelations: AM X BM’ =6; (U;BM') = (U;AM) .
Application : construirel’image D’ du point D d' affixe 2 + Ze‘% .
EXERCICE 6: On considére le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O; U, V) (unité graphique:
4 cm). Soit A le point d’ affixe za = - i et B le point d’ affixe zs = - 2i. On considere le point M1 d’ affixe z, le point
A d affixe 2 et le point B d' affixe 1. Soit f I'application qui, atout point M d affixe z, M distinct de A, associe
iz—2
zZ+i
Démontrer que, Si z est imaginaire pur, z# - i , dors Z est imaginaire pur.
Déterminer les points invariants par |’ application f .
Calculer |z'-i|x|z+i].
Montrer que, quand le point M décrit le cercle de centre A et de rayon 2, le point M’ reste sur un cercle dont on
déterminerale centre et le rayon.
Développer (z+ i )? puisfactoriser 22+ 2iz—2.
Déterminer et représenter |’ ensemble des points M tels que M’ soit le symétrique de M par rapport a O.
Déterminer et représenter I’ ensemble E des points M tels que le module de Z soit égal a 1.
i(z- 2) )
z-z, ”

lepoint M’ d' affixe Z défini par z'=

( On pourra remarquer que z' =

EXERCICE 7: Soit le nombre complexeu =1+ . Ecrire u et | sous forme exponentielle.
Soit nun entier naturel. Onpose S, =u" +U". Donner une écriture de S, al’ aide d’ une exponentielle. En déduire

que S, = A, cos(n%) ou A, est un réel apréciser en fonction de n. Pour quellesvadeursdenat-on S, =07

Prouver quesi nest pair, S, est un entier relatif.



EXERCICE 8: On considére le point A d' affixe 1 et, pour tout 8 appartenant a[0 ;2rt[, le point M d’ affixe
z=¢€".Ondésigne par Ple point d'affixe 1 + zet par Qle point d affixe 22,

1. A partir du point M, donner une construction géométrique de P et Q.

2. Placer lespoints O, A, M, P et Q sur une méme figure.

3. Déterminer |’ ensemble des points P pour 0 appartenant a[0 ;21t][.

4. Soit Sle point d'affixe 1 + z + 2, z étant toujours I’ affixe du point M. @) Construire S en justifiant la
construction.

b) Dansle casou S est différent de O, tracer la droite (OS). Quelle conjecture apparait sur le point M ?

1+z+7°

¢) Démontrer que le nombre est réel quel que soit 6 appartenant a0 ;21t[.

d) Conclure sur la conjecture précédente.

EXERCICE 9: Soit A lepoint d'affixei ; atout point M d affixe z, distinct de A, on associele point M’ d’ affixe

z' =£_ . Déerminer I’ ensemble C des points M, distincts de A, pour lesquels Z est réel.
Z—1

On suppose que M appartient au cercle C' de centre A et derayon 1. Montrer que M’ appartient aC'.
EXERCICE 10 :Le plan complexe est rapporté aun repére orthonormal direct (O;U,V) (unitégraphique2cm).

1. Résoudredans C I'équation: 22—2 3z+4=0.0Onposea= /3 +iet b= 3 —i.Ecrireaet b sousforme
exponentielle et placer les points A et B d'affixes respectives a et b.

2.a. Soit r larotation de centre O d'angle % . Calculer I'affixe & du point A" image du point A par r. Ecrire a sousforme

algébrique et placer A' sur lafigure précédente.

b. Sait h I'homothétie de centre O et de rapport _2—3 . Calculer I'affixe b’ du point B' image du point B par h. Placer B'

sur lafigure précédente.
3. Soit C le centre du cercle circonscrit au triangle OA'B' et R le rayon de ce cercle. On désigne par ¢ I'affixe du point C.
3v3 3.,,..3V3,3.

a Justifier leségalitéssuivantes:  cc=R* ;  (c—2i)(c+2i)=R ; (C+——§l)(c+—+§')=R2

2 2
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b. Endéduireque c—Cc=2i puisque c+C=

c¢. Endéduirel'affixe du point C et lavaeur deR.

EXERCICE 11 : On donne dans le plan P muni d'un repere orthonormal, les trois points A, B, C de
coordonnées: A(1;0) B(3;6) C(2—-3+3 ;3++3).

1. Soient a, b, ¢ les affixes respectivesde A, B, C.

Exprimer sous forme algébrique le nombre complexe : E .

2. Interpréter géométriquement ce nombre complexe. En déduire la mesure principale en degrés de I'angle orienté
(AB, AC) et lanature du triangle ABC.

z
3. A tout nombre complexe z, z1b, on associe le nombre complexe Z défini par Z=ﬁ.

Déterminer géométriquement I'ensemble des points M d'affixe ztels que 171 =1.

EXERCICE 12 : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O; U, V) on associe atout nombre
z+2

—i(z+i) °

1. Calculer e nombre complexe £, obtenu pour z = i; déerminer le module de Z,, .

2. Dans cette question on pourra poser Z=U+iV et z=x+iy ou U,V X,y sont desréels.

Soit A le point d'affixe -2 et B le point d'affixe -i.

a) Déerminer et représenter I'ensemble (C) des points M d'affixe z tel que Z soit rédl.

b) Déterminer et représenter I'ensemble (D) des points M d'affixe z tel que Z soit imaginaire pur.

3. Donner une interprétation géométrique du module de Z.

Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M d'affixe ztelsque 1 Z1 =1.

complexe z distinct de -i, le nombre complexe Z =



EXERCICE 13: 1. Résoudre les équations du second degré al'inconnue complexe x : x2—8x + 7 = 0 deracines
X €t X ; X2—8x+25=0deracines z et z,

2. Dansle plan complexe on appelle A; et A, les points d'affixes x; et x, ; B; &t B, les points daffixes z, et z, .

a) Placer ces quatre points. b) Montrer que le quadrilatére A,A, B1B, est un carré.

EXERCICE 14 : Soit zun nombre complexe; on lui associe les nombres complexes Z et Z' définispar: Z =z —i
g Z'=z-1

On appelle respectivement m, M et M' lesimages de z, Z et Z' dans e plan complexe muni d'un repéere
orthonormé (O; U, V) (unité graphique : 2 cm).

1. Dans cette question: z= 34 .

4

a) Caculer Z et Z'.

b) Calculer lesmodules 1Z' - zZ1 et 1Z' - Z1.

¢) Représenter les points m, M et M'. Montrer que le triangle MMM’ est isocéle.

2.0nposez= x+ iyou xet y sont des nombres réels.

a) Cdlculer la partie réelle et 1a partie imaginaire du produit ZZ'.

b) Déterminer et représenter I'ensemble E des points m du plan complexe tels que ZZ' soit un nombre réel.

EXERCICE 15 :Le plan complexe P est muni d'un repere orthonormal direct (O; T, V) (unité graphique 1 cm).
On considére la suite de points M , du plan P d'affixes respectives non nulles Z, définies par:
3+iv3,
4 n
1. Calculer le module et un argument du nombre complexe

Z,= 8 et pour tout entier naturel n, z,,,=

3+‘L‘/§ L'écrire sous forme trigonométrique.

2. Caleuler Z;,Z,,Z, et vérifier que Z; est imaginaire pur. Placer dansle plan Plespoints My,M,M,,M .

Zni1—

3. Pour tout entier naturel n, calculer le rapport
V3

que |Zn+1_zn|=?|zn+l| .

Gl , en déduire que letriangle OM M ., est rectangle et

n+1

EXERCICE 16: A. On considéere le polynéme P de lavariable complexe z défini par
P2 =2+ (38— V3 )2+ (6-23 )z+4-4+3 .

1. Vérifier queP( v3 —=1)=0.

2. Résoudre I'équation P(2) = 0.

3. Ecrire les solutions sous forme agébrique et trigonométrique.

B. Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O; u, v ); on considere lestrois points A, B et C
d'affixes respectives z, =+/3 -1, z; =— 1+i/3etz. = - 1-i/3
1. Placer lestrois points A, B, C.

2. Calculer leslongueurs AB, AC et I'angle (BAC) et en déduire la nature du triangle ABC.
Zg— 2, 0

. ZB_ ZA L, . ™
puisarg|——| . En déduire les valeurs exactes de cos 7
B

12

3. Caculer et sin

B

EXERCICE 17 : On considére letriangle ABC rectangle isocéle en C tel que ; M est un point quel conque du
plan, M, et M, sont les milieux respectifs de [AM] et [BM]. Le but de I’ exercice est de trouver |’ ensemble des
points M du plan tels que le triangle CM 1M, est équilatéral. Pour cela, on choisira un repere orthonormé a
préciser.

1. Déterminer I’ensemble des points M du plan tel que CM; = CM..

2. Déerminer |’ ensemble des points M du plan tel que CM; = M;M..

3. En déduire I’ ensemble des points M du plan tels que le triangle CM3M,, est équilatéral.

EXERCICE 18: PARTIE A : Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (O; U, v).On
considere un triangle MNP équilatéra et R son centre. Les points M, N, P et R ont pour affixe zy, zv, 20, z .
Déterminer zz en fonction de zy , zv , z-. Déterminer I'aire du triangle équilatéral en fonction de zy €t z, .
PARTIE B : Letriangle ABC est un triangle équilatéral direct de c6té 1. Le point D est sur le segment [BC]. On
congtruit les triangles équilatéraux BDE et CDF extérieursa ABC. Les points|, J, K sont les centres de gravité
respectivement destriangles ABC, BDE et CDF. Le but de |’ exercice est de montrer que le triangle 1K est
équilatéral.

Pour cela, on choisira un repére orthonormé a preéciser.



Dans ce repéere, déterminer I’ affixe des pointsA, B, C, E, F, 1, J, K.
Montrer que z —z =g3(z,-z)-
En déduire queletriangle IJK est équilatéral.

Déterminer I'aire du triangle | JK en fonction de x ( Ecrire |’ expression le plus simplement possible).
Préciser I'aire maximale et |’ aire minimale et pour quelle valeur elles sont atteintes.

-

EXERCICE 19: Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O ; U, V). On considere lestriangles
ABC et ADE rectanglesisocélesen A et tel que (AB;AC) = (AD;AE) = % [ 2] .

Démontrer que les droites (BD) et (CE) sont perpendiculaires et que BD = CE par deux méthodes :
1) Gréce a une méthode géométrique ;
2) A I’aide des nombres complexes.

EXERCICE 20: ABC est un triangle, O le centre du cercle circonscrit, et H le point défini par

OH=0A+0B+0C .

Lebut del’exercice est de démontrer que H est I’ orthocentre du triangle ABC par deux méthodes :

«  Grace aune méthode géométrique : on pourra utiliser les points D, E et F définispar OD=0B+0C ,
OE=0A+0C , OF=0B+OA .

« A I’aide des nombres complexes : soient a, b, ¢, h les affixes des points A, B, C, H ; montrer que w = bc—bc

. . — - b+ . _—
est imaginaire pur ; montrer que(b+c)(b—c) et b—z sont imaginaires purs.

Exprimer en fonction de a, b, ¢, h les affixes des vecteurs AH et CB . Conclure.
Soit G le centre de gravité du triangle ABC, d’ affixe g. Montrer que les points O, H et G sont alignés.

EXERCICE 21 : Le plan complexe est rapporté aun repére orthonormé (O ; U, V). On considére la suite de
points M, du plan d’ affixes respectives non nulles z, définies par z, = 8 et pour tout entier naturel n,

_1+iV3 1+i+/3
Z = ) )
Cdculer z, 2, z; et vérifier que z; est réel. Placer les points Mo, My, M,, M3 .

z,. Ecrire

sous forme exponentielle complexe.

Z ,—Z
Pour tout entier naturel n, calculer le rapport —=————

n+1
En déduire que le triangle OM M., est rectangle et que MM .1 = V3 OM .1 .
Onposer, =]z |. Montrer que lasuite (r,) est une suite géomeétrique dont on détermineralaraison et le premier
terme.
Ecrirer, en fonction de n. En déduire lalongueur MM, en fonction de n.

On considére lalongueur L, delaligne brisée formée par les points Mo, M1, M», M3, ... , M.
k=n

OnaadorsL,= Z M M., . Caculer L, enfonction de n. Déerminer lalimite de L,lorsque n tend vers +o .
k=0



