PROMATHS TS2

FONCTIONS NUMERIQUES

FONCTIONS NUMERIQUES

Ce n’est pas le chemin qui est difficile ; c’est le difficile qui est le chemin. 1l faut travailler.

DOMAINE DE DEFINITION

EXERCICE 1
Déterminer le domaine de définition des fonctions
suivantes :
1-2x

1) fx) =

X+1

2) f(x):l—x+E
X

2X
3 0 =—
1-x
2X + 7
4H fx) = ———
) ) [1-3x|-4
5) f(x) = X +12
|4x — 7] —|3x + 5|
2
6) f(x) = X~ + x+1
-3|4-x|+2|3-1|+x-5
7) f(x)zzzx—_7
X“ 4| x| -2
2
8) f(x)zzzx—_3
‘x —x‘—3x
2xX +1
9) f(x)=—2
x=+1
1+ 5
Xx- -1
2
10)f(x):¥
|-

11) f(x):\/x2—5x+4

12) )= Hx2+3x+2‘

2x+1‘
Xx-1

14) f(x) =] x+1] +x

15) f(x) = /| x+1] — 2| x + 3]

13) f(x) =

16) f(x)=\/‘3x—x2‘—‘2x2+l‘

17) f(x) = -2|x—3|+3|2x+1|-x+5

18) f(x)=\/3x—‘4x2+x‘

19) f(x) =V2x-3-4x 8

ouse4@yahoo.fr / 557 11 39

20) f(x)=\/\/ x2+2x—x+3

2

21) f(x) = 22X f(X)ZLZ_l
1-x 1+ X
22)f(x)=\/%+\/1+x
23) f(x) = 2+x+X -
24)f(x)=X;‘/—X
x= -1
25)f(x)_x+3x/—x
Ux-3
26)f(x)—\/1+x+ 1-x
T x=V1-x
27) Fx) = 1-+v2x+1
2x+\/4x2+x
28) f (x) = 2x -1
\/2x2—3x+1—x+1
1-2x
29)f(x)=ﬁ
X" +x"+4
v1-2x
30) 109 = 75—
XT+x"+4
31)f(x)=%
Vx3+x +4
1-2x
32) f(x) = =3 5
X" +x"+4
33)”)():31—_2)(
VXT4+X°+4
f(x):1+x+l six > -1
34) X
f(x):\/x2+x—1 six < -1
EXERCICE 2

On considere les fonctions f et g définies par :

f(X) =+ x-1etg(x) = 2x +21. Déterminer Dy,
X

Dy, Drog, Dgor puis calculer gof (x) et fog (x).On
considére les fonctions f et g définies par :
1 X+2 .
f(x) = —— et g(x) = —— . Déterminer Dy, Dy et
x -1 X+1

Dgor puis calculer g o f (x).
Quelle remarque peut — on faire ?
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CALCUL DE LIMITES

EXERCICE 3

Dans chacun des cas suivants, calculer la limites
(lorsqu’elle existe ) en + o et en — o de f

3
1) fx) = ; ~x
X~ +1
3 2
2) f() = ; _ X
x4 -1 2x +1
3x2 (2x —1)(3x2 + X+ 2)
3) f() = -

4 f00=Vx%+x+1

5 100 =Vx2-1-x

6) 00 -Vx2-14x

D100 =Vl 1-3x

8) f()=2x+V3xZ+x+7

9) F)=x+2+VxX2—3x+2
10) F0) = Vx2+x -Vx2+1
1) 160 = V@ +x+1-xvx71
12) 60 = V@1V x® 41 -x42

2

13) f(x)zx;1+X
2 2
10 = = o
2
[.o2
1®f®=—9%i%55
17yt - V2
\/4x2+3
[,2
18) () = 4x +3>;+l—x
[2
19) fx) = ——x ,yx +1

\/4x2+1 x+1
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\)1+x2

20) f(x) =
1+x—\/1+x2
21) f(X)_xz—\/x2—3x+l
2x+\/4x2+x
2 2
22) f(x):\/x +x+1+\/x -x+1
x+\/x2+1
23) f(x) = L
4x+l+\/16x2+x+1
x(\/x2+x+l—\/x2—x—1)
24) f(x) =

X+ X +1

25) f(x):tan[\/x+\/—x—\/—x)
26) f(x):tan[ Vx2—4x+xj
X =\ x2—3x+5

x+3—\/x2—6x

X X
28) f (x) = -
vx+1 vx+2

)
|

o|la Nla

27) £.(x) =

EXERCICE 4
Calculer les limites suivantes :
. N2x+3-3
1) lim ————
X—>3 9- x2
) lim 1=
x—>3 X +2
2
3) lim X *tX-2
x—>1 x-1
2
g fim X —x-3

x—»>1 1-x

x3—2x2—4x+8

5) lim

X —>-2 x2—4
3
6) lim -8
Xx—>2 X —2
2
7 lim 2x2 +5x — 4
X—=>-3 x“+2x -3
2
8) lim -2XT+ x+1
1 2X + 1
X—>——
2
9) lim Vx-1
x—=1 X-—
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10) Iim YX=1
x—>1 x-1

N1 2x -3
11) lim =22
X—>-1 X+1

3

33X — 3x

12) lim
x—0 X
—2x2+3x—1
13) lim — =
X=>1x% - x° - x+1
3 2
14) lim % ;X _2“1
X—=>1 2x° —3x“ +1
15)  lim g
X2 x° —3x +2

16) lim v3x+4-2

x—0 X
17)  jim SN
X — 0 SIn5x
18) lim 1+anx—cosx
X — 0 1—sinx —cosx

.2
19)  im sin“x

X—0 tan2X

20) lim 1‘°gsx

X—=>0 sin“x

21) lim J 1+sinx —+/ 1—sinx
Xx—0 tanx

2) lim tanx — sinx

X—0 x3

X =0 v 1-cosx
cos(l— X) — tanx
24) lim 4

™ 12sin+x)

4 4

25) i 2c0s2x —1
T €os3X

26) lim _tax-1
TEZCOSX—\/E
%7

4
27) lim 1 -/ 2 cosx
1+ 2 sinx

X——
X

T .
cos(x — —)—sin
28) lim 3 4
2n tan3x

3

X—>
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29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

42)

43)

44)

45)

46)

FONCTIONS NUMERIQUES

lim V1I+X —+v1-X

X —0 sinx

Vv 1+ xsinx —+ cos 2x

lim

«/—2 —+/ 1+ cosx

im ——

X—0 sin®x

1-sinx +cos X
n 1-—sinXx — cos X

lim

N |

. /3 cosx — sinx
lim S 1
T
“q X — —
x—>3 3
. sin 4x
lim —m—
7 Sin X + €oS X
4
. 71-cos 3x
lim —
X—>0 sin“5x
V2 —J1+cosx

im —

X—0 sin®x

. x* _16
lim

x—2 x3 4+ 3x% — 10x

. 1 1
lim

x—>1 3(x% -
. vx -1-1
lim -
X—>4 x° — 15x — 4

x3+x2—5x+3

lim
x—1 x3 %% _x 41

(x+2)4|x+2

+X—-2-3|x+2

sinax — sin x2

lim
X—>—-2 x

2

lim
X—a X—a
1-3%1-x
lim — =~
x—0 3x

- 3/x+54 -4

x—10 23/ x + 17 - 3/ 20x + 16
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EXERCICE 5

X
Soit la fonction f définie par f (X) = ———
N s 1
1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f
2) Etudier les limites aux bornes de D¢
EXERCICE 6
1) Ondonne f (x) = 2x —xsin x.
a) Démontrer que pour tout x>0 0na :
x < f(x) <3x. Endéduire  lim f(X)
X—>+00
b) Démontrer que pour tout x <Oona:
3x<f(x) <0. Endéduire lim f(x)

X —>—00
x2 +1 .
2) Ondonne g(x) = sin x .
3
Démontrer que pour tout x > 0,
x2 +1 x2 +1
i <gx) < 3
X X
Endéduire lim g (x)
X—>+0
EXERCICE 7
On considére les fonctions f, g et h définies par :
sin X 2 + COS X
fX)=—,9() =—F
X Jx
et h(x) = —=x +sinXx
1) Démontrer que pour tout x>0, 0na:
1 3
fX)|<=,]gX| < —=¢eth(x) <-x+1.
UCIE-RETOIER=

2) En déduire la limite en + oo de f, g et h.
3) En utilisant un encadrement, déterminer

. 2X +-€0S X
lim ———— .

X—>+0w [ X+1
EXERCICE 8
Trouver deux constantes'm et M telles que :

1 )
m < ———— < M pour tout réel x.
2 —sin x

En déduire le comportement en + o des fonctions fet g

définies par :
FO) S et g(x) = a—
2 =sinx 2 —-sinx
ASYMPTOTES ET BRANCHES
INFINIES

EXERCICE 9

Dans chacun des cas suivants, déterminer le domaine
de définition de la fonction f, calculer ses limites aux

bornes de ce domaine et préciser les asymptotes et
branches infinies éventuelles de la courbe C; de f.
4 2

1) f(x)=x"-5x"+4;
2
- 3x -1
) f(x) = > X2
X -2
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2
5x® +3x -5
3) f(x):z—
- X" =-2x+3
3 2
3XT + X" +2x -4
4 f(x) = 5
Xx- -1

5 f(xX) =+v2x+1
6) F)=vVx%+1-x

) F(x) = X+ 2
Xx-1
8) f(x)=x+ Xt
Xx-1
9) () =x, L
X <1

10) f(x) = x#+ 1 +5 x2+2x—2
11) f(X) =2x - v —-Xx =3
x‘xz—l‘—2x|x|+l

12) f (x) =
x2|x—3|—x3
-y |2x+1
o) £ o X1 -T2+ 1]
X—|x—4]
EXERCICE 10

Pour les fonctions f suivantes démontrer qu’il existe
une parabole P asymptote a C;.

1 2 5
1) f(X)=-—=x"+—
) 0 2 4x
3
2) f(x):x -2X+5
x-1
3) f(x) =X _14x2
EXERCICE 11

Dans chacun des cas suivants, trouver les réels a et b en
tenant compte des renseignements donnés sur la
fonction f.

2

1) f(x):ax+l+bx ;x+1
X -2 X< -1
lim f(x) =1etf(0)=-1.
X—>+ 0
ax2 +bx +3 .
2) fx)=———-xet Ilim f(x)=2
2X +1 X—>—0o0
3) f(x) = SX—JF; Cs admet les droites d’équations
X_

X = 3 ety = 2 pour asymptotes.

4) f(x) = % ; Cadmet le point I (3, 1) pour

centre de symétrie.
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CONTINUITE, DERIVABILITE
EXERCICE 12

1) Dans chacun des cas suivants, déterminer Dy
puis étudier la continuité et la dérivabilité de f en X.

2
f(x)zx_—x_2 si x< 2
1) X i Xg= 2.
f(x) = X2_2 Si x> 2
X~ -1
f(x)—M si x=0
2) T Ix ;X =0
f0) =0
2.1 .
3) f(x) =x sm; S|x¢O;X0:0.
f0 =0
/ 3
fx) = — X 2 six <0
X
D V) = 21 + six > 0% 0
X +x X7 =X
f0)=-2
2 iy =0y =
5) f(x):‘x —x‘,xo—o,xo—l.
1) Dans chacun des cas suivants, étudier la

continuité et la dérivabilité de f sur son.ensemble de
définition.

1) f) = x¥—3x? +8,
2) {f(x):xsini six;to_
£(0) = 0

Remargue : Une fonction périodique n’admet pas de
limite a I’infini.

fx)=x-1 six <2

f(X) = =2Xx+70Csix>2

f(x) =1+Xx »si x< -1

4) f(x) = 2x si—1<x<1

f(x) =3x-1si x>1

3)

2
2X° —=5x +3 .
fX) =—— si xz1
5) ) 1-x]
f(l) =1
6) f(x):‘—2x2+5x+3‘

7 fo) =y (1—-x2)3
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EXERCICE 13
Dans chacun des cas suivants, peut — on prolonger f par
continuité en a donné ? Si oui déterminer ce
prolongement noté g.

1) fx) =X .a=0
X
2
2 1= Xz
X
3) f()():1—co;2x;a:0.
3x
4) f(x):M; a - L
2x -1 2
5) fo = X320
1-x
3 2
6) f(x):x +3x"=2x-4 a=_1
X+ 1
EXERCICE 14
Soit f 1’application de [ 0, 2 ] dans IR définie par :
f(x):ﬂ si xe[0,1]
X -2

f(x) = 25ingx si x e[1,2]

1) “Etudier la continuité de fen 1.
2) Etudier la dérivabilité de f en 1.

EXERCICE 15
Soit f la fonction définie sur IR par :
f(x) =v-x-1 si Xe]—o; 1]
fx) =x2 -1 si xe[-1:0]

f(X) =2sin(x-1) si xe]l;+ o[

1) Etudier la continuité de fen 1 eten — 1.
2) Etudier la dérivabilité de fen 1 eten — 1.

EXERCICE 16
On considére la fonction f définie par :
f(x) =2x+3 six < -5
f(x)=x2+a si—5< x <2 ;Déterminer
f(x) = 2x3+5x2 +bx+1 six>2
les nombres réels a et b pour que f soit continue sur IR.
EXERCICE 17
1) Déterminer le nombre réel m pour que f soit
f) = 222 si x<2
X —

dérivable sur IR :

fO)=m(x2—4) six>?2
2) Soit g la fonction définie par :

2 .
_ <
{9 (¥) = x" +x+1 six< 1. Déterminer les couples

gx) =ax +b Six>1
de réels (a, b)) pour que g soit dérivable sur IR.
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EXERCICE 18
Soit a et b deux nombres réels et f la fonction définie
par: f(X) = w
X(x+1)

1) Déterminer les limites éventuelles de fen 0, -1, en
+ o0 et en — oo.

2) Lafonction f admet — elle un prolongement par
continuité en 0, en —1 ? Si oui quel est ce
prolongement.

EXERCICE 19
Soit a un nombre réel et f, la fonction définie par :

2x2+x—3

fa) = —
Xx“+(l-a)x-—a

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.

2) Déterminer I’ensemble E des réels a, pour lesquels

f, admet un prolongement par continuité en a.

Pour chaque réel a de E, vous déterminerez le

prolongement par continuité de f, en a.

EXERCICE 20
On considére la fonction f définie par :
f(x)=x+1 six <1
f) =3-ax® six>1
afest—elle continueenxg=1"7?

EXERCICE 21
On considére la fonction f définie par :

. Pour quelles valeurs de

f (X) = —2sinx sixs_—z7t

f(x) = Asinx + B si%<x<g

f (x) = cosx sing
Déterminer A et B pour quef soit continue sur IR
EXERCICE 22
x[x -8

Soit la fonction définie par : h(x). =
1) Déterminer’le domaine de définition Dy, de h puis
calculer les limites.de h aux bornes de Dy,.

2) Démontrer que hradmetun prolongement par
continuité.en 4 noté g. Déterminer g.

3) Etudier la dérivabilité de g en 4.

4) Soit k la.fonction définie par :

{k(x) =hXw si x> 4

k(x)y =x+a si x<4
nombre réel a pour que k soit continue sur IR.

; a e IR . Déterminer le

EXERCICE 23
1) On considére la fonction numérique f définie par :

fX) = x 1+x
\I x |-

f0) =0
a) Ecrire f (x) sans le symbole valeur absolue.
b) Etudier la continuité de fen 0.
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2) Soit g la fonction définie par :

Xx+1 .
90 = w_a X€ IR =12} Daterminer les
g@ =b

réels a et b pour que g soit continue sur son ensemble
de définition.

EXERCICE 24
On considere la fonction f définie par :

f(x):4\/x2+1 six<1
2 _4 ] a estun
six>1
Vi v o? Vx ol

réel donné.
Déterminer o pour que f soit continue sur IR.

f(x) =

PARITE, PERIODICITE, AXE ET
CENTRE DE SYMETRIE

EXERCICE 25
Déterminer la période de la fonction numérique f dans
chacun des cas suivants :
1)« f(x) = sin3x

2) F(x) = 1+sin? x

3 f (X) = tan x — cos 4x
4) f(x):tang—cos5

5) . f (X) = sin X — cos nX

6) f(x) =sin x+/ 3 — cos xv/ 2

7) T (X) = cos 2x + sin 4x

8) f(X) = cos X + sin X — cos 2x

9) Encomplément: f (x) = E(x) ou E (x) désigne
la fonction partie entiere.

10) f(x) = E(2x —1) — E(3X)

EXERCICE 26
Etudier la parité des fonctions suivantes :
2
) )= 2
1-x
3
2 (0=
1+x
2
X~ €os X
3) f(x)=
) 1K) sin 3x
2
B f(x)=12 12_"
X
3
5) f(x) = — -
1-x
2 2
6) f(x):\/x +1—\/x 1
X
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EXERCICE 27
Soit f une fonction numérique de variable réelle x
définie sur un intervalle I centré a I’origine. On pose :
h(x) = f (X) +2f (—x) et g(x) = f(x) —2f (—x)
1) Etudier la parité des fonctions f et g.
2) En déduire que toute fonction numérique définie
sur un intervalle centré a 1’origine est la somme d’une
fonction paire et d’une fonction impaire.

EXERCICE 28

2x +11 . Montrer que le point

1) Ondonne: f (x) =

Q (1, 2) est centre de symétrie pour Cr.
2

2) Ondonneg(x) = > X2_ 1 Démontrer que le

point | (2, 3) est centre de symétrie pour Cg.

3) Onpose k(x) = x3 — 3x — 2. Montrer A(
0, — 2) est centre de symétrie pour Cy.

4) Ondonneh(x) = x2 — 4x + 3.Montrer que la
droite d’équation x = 2 est axe de symétrie pour Cy,.

2

5) Onpose J(x) = sin“ x —sin x + 2. Démontrer

. , . T s
que la droite d’équation X = 3 est axe de symétrie

pour C,.

x2+4x+4

| x+1| +|x+ 3|
Démontrer que la droite d’équation x = —2.est axe de
symétrie pour Cy.

7) Onposef(x):\/|4x+2|—\/4x2+4x+5.

6) Ondonne: M (x) =

Démontrer que la droite d’équation X = — % est axe de
symétrie pour Cy.
8) Ondonne
. 2 1
f(X) =sin(x®—2X+3)+ ———.
x2 -2x -3

Démontrer que la droite d’équation X = 1 est axe de

symétrie pour Cy.

9) On considere les fonctions M et N définies par :
3

M(x):2x4+x2+1et N(x) = X

1+ x2
Démontrer que Cy, admet un axe de symétrie et que Cy
admet un centre de symétrie.
EXERCICE 29
f et g sont deux fonctions de IR dans IR

1) Etudier la parité de gof dans les cas suivants :

a) fetgsont paires

b) fetg sontimpaires

c) festpaire et g estimpaire

d) festimpaire et g est paire
2) Justifier que gof est paire lorsque f est paire.
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EXERCICE 30
Soit f la fonction définie par : f (x) = 4x ° - 3x* + x
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que f est fonction impaire. En déduire
I’ensemble d’étude de f': Dg.
3) Calculer les limites de f aux bornes de De.

EXERCICE 31

x4—2x2+5

2

1) Démontrer que f est paire. En déduire I’ensemble
d’étude Dg de f.
2) Calculer les limites aux bornes de Deg.

Soit f la fonction définie par : f (x) =

EXERCICE 32
Soit Cs la courbe représentative de la fonction f définie
2x — 3

par: f (X) =

et Cg la courbe de la fonction g
x+1

définie par : g (X) = x* +2x -5

a) Montrer que le point I (1, 2 ) est un centre de
symétrie pour Cs.

b) Montrer que-la-droite D : x = — 1 est un axe de
symétrie pour Cg.

CALCUL DE DERIVEES, ETUDES ET
REPRESENTATIONS GRAPHIQUES DE

FONCTIONS
EXERCICE 33
Calculer la dérivée de f dans les cas suivants :
1) f(x):9x5+3x4—x2—l
2) f(x):lx3—x2+x—l
3 X
3) f(x):2x+3x_2
2X +3
4) f(x) =
) f(X) T
5) f(x)_—2x2+7x—5
2x —1
6) f(X)=3x-4+
) ) 2X+7
2
7) f(x)=X2+—X_2
X" —=x-2
8) f(x)=
x2 +3
L
X (1-x7)

10) f (x)=(3x-2)3

11) f(x):( x2 —1]4

12) f (x)=(2x +1)3(1—5x )4
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4
13) f () :[ﬁ—xx)

14) f (x) = x4( x3 +4x—3)3

(x-3)?
(3x+5)3
16) f (x)=+1-2x

17) f(x)=\/x3—3x

18) () = %

15) f (x) =

19) f(x):xzx/_x+§

Vv x
20) f(x):2x+1
X+ x
21) f(x) =
) 100 = X
22) f(x) = x ij
23) F(x) = —
x2+2\/—x
[ 2
24)f(x):x+fx+l
1
25)1=(x):1+|x|

26) f(x):‘x2—1‘+5|x|—8

27) T (X) =cosx + cos2x
28) f (X) =2x —cosx
29) f (x) =xsinx

30) f(x) =sin2x —3cosx +1

31) f(x) = sinx + cosx
32) f(x) =tan®X +cos’x
33) f(x) =tan 2x; f(x) =tan (1 -3x)
34) f.(x) =sin2x tanx + cos*x
35) f (x) =3c0s2x— 2sin3x — sin4dx
36) f(x) = —2c0s2X ~ 5c0s” 2x
37) f(x) = cos*3x sin2x + sin®3x cos2x
38) f(x) = x sinbx sin2x
39) fx) = 1+ c95x
1 + sinx

40) f(x):c?s X + Xsin X

Sin X — Xcos X

41) f(x) = sin 3xta;;in 2X

GACR =

1- cos2
)10 T+ s
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EXERCICE 34
Etudier et représenter graphiquement les fonctions
suivantes :
1) f(x)=x3®-3x%+2;
2) f(x) = 2x -1
X+1
3) f(X)_3x2+2x—l
1-2x
5x2 +x-4
4) fx)s—
- x2 -2Xx+3
5) f(x):x+\/x2—l
6) fFx) = x4+ | X1
X+1
7 f(X) 2] S
+1

8) f(x):sinx+«/—3(‘,osx

9) f1(x) ='sin® X — 2 os X

10) f(x)= %cos 4x — sin 2x

EXERCICE 35

—x2+3x+2

1) Soit f (x) = 1 x Déterminer le
- X

domaine de définition D; de f puis les réels a, b et ¢ tels

que pour tout xde Ds, f(X) = ax + b + 1 ¢ .
- X
. x2 +X -2 .
2) Soit g (x) = —————. Déterminer le

X2+X

domaine de définition Dg de g et les réels a, b et ¢ tels

que pour tout x de Dg : g (X) = a+9+ .
X x+1

3) On donne h (x) = x ® + a x + b. Déterminer les
nombres réels a et b sachant que la courbe de h passe
par les points A(2;3)etB(-1;-2).

4) Ondonnel(x):ax+b+3 .
- X
Déterminer a et b sachant que [ (2)=1etI’ (2) =0.

5) SoitJ(X) = ax + b — 1 ! . Déterminer a et

- X

b sachant que sachant que I’équation  J (x) = 0 admet
2 et — 1 pour solutions.
6) Soit K (x) =ax®+bx*+cx + 1. Calculer a,
b et ¢ sachant que la courbe de K passe A (1,0) ;
B (-3, 0) et admet une tangente horizontale en A.

2
7) Soit M (x) = ax+—bx+c Déterminer les

x2 — 2X
réels a, b et ¢ sachant que la courbe de M passe
A(1;-4), coupe I’axe des abscisses au point
d’abscisse 3 et admet la droite d’équation y = 1 comme
asymptote horizontale.
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EXERCICE 36
Soit C la courbe de la fonction f définie par :

f(x) = %xz + 4X + 3 ; Dy, la droite de coefficient
directeur 1 passant par le point A (0, m).

1) Déterminer une équation de D,

2) Soit S I’ensemble des points communs a C et Dy,
Déterminer m de sorte que S soit un singleton. On
calculera les coordonnées de ce point.

3) Montrer que D,, est tangente a C.

EXERCICE 37
On considére les fonctions f et g définies par :
2
f(x) = ax+—b>;+c et g(x) = %% 4x+5
X —

Déterminer les nombres réels a, b et ¢ sachant C; :

1) Admet au point d’abscisse 0 une tangente parall¢le
a I’axe des abscisses.

2) Coupe la courbe Cg au point d’abscisse 1 et admet
en ce point la méme tangente que Cg.

EXERCICE 38

—x2+bx+3

x -1
1) Comment choisir le nombre réel b pour que f
n’admette pas d’extremum.
2) Déterminer b pour que C; admette au point
d’abscisse une tangente paralléle a la droite D
d’équation 2x +2y—-3=0.

Soit f la fonction définie par : f (x) =

EXERCICE 39
Soit f la fonction définie sur IR~ { 1} par.:

5

1-x
f(x) =
(x) >
1) Calculer £’ (x).

2) En déduire que pour tout x de IR—- {1} ona:

4 5
14 2% +3x2 + 4x° :M
(1-x)

3) Généraliser cerésultat a :

1+ 2x+3x2 +...+nxn_1

(neIN)

EXERCICE 40
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle
| symétrique par rapport a O.
Montrer que si f est impaire alors f* est paire et si f est
paire alors f’ est impaire.

DERIVEES SUCCESSIVES

EXERCICE 41

Soit: f(x) = % =(1- x)_l. Démontrer que
- X

£(N) ) =n!(1- x)_(n+1) ;X # 1
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EXERCICE 42
1) Soit f la fonction définie sur IR — { 1} par:

1 .
f(x) = o1 Calculer la dérivée d’ordre n de f.

X +
2) Soit g la fonction définie sur IR — { 1} par :
g(x) = x4+l . Déterminer les réels a et b tels que
(x+1)

a b

+ R
X+1 (X + 1)
En déduire la dérivée nieme de la fonction g.

pour tout x de IR —{ 1}, g(x) =

EXERCICE 43
1

x2+1

1) Calculer f’ (x) et f?’(x) pour tout x réel.
2) Montrer par_récurrence gue, pour tout réel x,

Ph (%)
(1+ X2 )n +1
polynéme de degré n vérifiant pour tout réel x :

P ) = (1% x2)PL() — 2(n +1) XP (x).

Soit la fonction f définie sur IRwpar : f(x) =

£ x) =

. P,, étant une fonction

EXERCICE 44
1) “Soit f(x) =cos x. Calculer f’ (x) et f*’ (x) puis

démontrer que f(n) (X) = cos(x+ ng); n>1

Démontrer de méme que : sin(n) (X) =sin(x+n g) .

2) En déduire la dérivée d’ordre n des fonctions
Cos(ax +b)etSin(ax +b).
3) Déterminer les réels a et b tels que

3 3

€Os“X + sin~x = acos (3x +%) + bsin(3x + %)

puis calculer la dérivée d’ordre n de la fonction f
définie par : f (x) = cos®x + sin’x.

ETUDES GENERALES DE FONCTIONS

EXERCICE 45
1) Ondonnef(x)=4x+1+ l
X

a) Calculer f’(x) et dresser le tableau de variation.
b) Montrer que la droite d’équation y =4x + 1 est
asymptote oblique a C;. Construire C; et ses asymptotes

2) Ondonne f(x) =x+ vx.
a) Trouver D¢ puis calculer f’(x) .
b) Dresser le tableau de variation de f et Tracer Cs.

EXERCICE 46
Soit f la fonction définie par : f (x) = 3x® —4x — 1
1) Dresser le tableau de variation f.
2) Montrer que | (0,-1) est centre de symétrie pour C;
3) Construire Cssur [ 0, + oo [ N D¢ puis en déduire
Cssur]—oo, 0] N Dy.
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EXERCICE 47
x2 +3X
3x+1

1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Déterminer les réels a, b, ¢ tels que

Soit la fonction f définie par : f (x) =

f(X)=ax+ b+

3x+1
3) Calculer f’(x) puis dresser le tableau de variations.
4) Montrer que la droite d’équation y = ax + b est une
asymptote oblique a C; puis tracer C¢

EXERCICE 48

ax+b

X+C
1) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que C; admette
Q (1, 1) comme centre de symétrie et une tangente
paralléle a la droite a la droite d’équationy =3x + 1 au
point d’abscisse 2.

2) Etudier les variations de f et construire Cy.

Soit f la fonction définie par : f (x) =

EXERCICE 49
On considere les fonctions f, g et h définies par :
2x |+1
f(x):2x+1 g = 2x+1 o h(x):L
X+1 | x|+1

1) Etudier les variations de f. Construire la courbe Cs.
2) Montrer que les courbes Cg et Cy, se construisent
sans etudier les variations de g et h.

3) Construire Cg et Cy,

EXERCICE 50
Soit la fonction f définie sur IR* par f(x) = x + 2
X

1) Montrer que f est impaire. Etudier les variations de
fsur IR*.

2) Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan
rapporté a un repére orthonormal ; préciser les
asymptotes a la courbe (C) puis construire (C).
3) Soit la fonction g définie.sur IR — {1} par :

2

g(x) = ~ +11. Montrer que, pour tout
X —_

xelR-{1} gx)=f(x-1)+2.

En déduire que le point I (1 ; 2) est centre de symétrie
de la courbe (C’) représentative de g. Sans étudier la
fonction g, construire (C”) dans le méme repére (on
précisera les asymptotes a la courbe (C’) ).

EXERCICE 51
1) Soit f la fonction de IR dans IR définie par :

2
f(X):(xX+[3+2

1 Déterminer les réels a et

pour que C; passe par le point A(1;5)etquela
tangente en ce point ait pour coefficient directeur — 3.
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2x2 + 3x

2x -1
1) Déterminer I’ensemble de définition Dg de g puis
montrer qu’il existe trois nombres réels a, b et c tels

) Soit g définie par : g (x) =

ue g(x) =ax + b+ .
que g (x) 1

2) Etudier les variations de g.

3) Soit Cg la courbe représentative de g dans un
- -

repére orthonormé (O, i, j).

Montrer que la droite d’équation y = x + 2 est
asymptote a ( Cg ) et que le point | (% ; g) est centre

de symétrie pour Cg ;. Construire Cg.

2x2 + 3X

|2x —1]
Expliquer comment peut.— on obtenir la courbe

représentative ( Cy, ) de h a partir de celle de g sans
étudier les variations de h. On tracera Cy, dans le repére

1) Soit h définie par.: h(x) =

O . .
(O; i, ) en utilisant une couleur différente.

EXERCICE 52

1)+ Déterminer les nombres réels a, b, ¢ pour que la
courbe représentative de la fonction définie par :
2
ax“+bx+c . -
f (X) :ﬁ passe par le point O origine du
X p—
repére, ait en ce point une tangente de coefficient
directeur — 2 et posséde une asymptote oblique de
coefficient directeur 2.

4x2 +2X

2x—-1
a) Etudier les variations de f.
b) Montrer que le point d’intersection des
asymptotes est centre de symétrie pour Cs.
¢) Déterminer les points d’intersection de Cy avec
les axes de coordonnées. Tracer Cy.

2) On considére f (x) =

EXERCICE 53

2
Soit f la fonction définie par : f (x) = X~ +ax+b

X" —=2x+2
1) Déterminer Dy
2) Déterminer les réels a et b de telle sorte que C;
passe par A (2 ; 0) et admette au point d’abscisse 1
une tangente paralléle a la droite d’équation y = — 2X

EXERCICE 54

x2— 3X+3

x-1
1) Déterminer Ds puis les réels a, b et ¢ tels

Soit la fonction f définie par : f (X) =

quef X)=ax+ b +L1. En déduire que C; admet une
X_

asymptote oblique dont on précisera 1’équation.

10
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2) Calculer les limites de f aux bornes de Ds puis
préciser 1’équation de I’autre asymptote a Cy.

3) Calculer f ’(x), dresser le tableau de variation de f.
4) Montrer que C; admet un centre de symétrie dont
on précisera les coordonnées.

5) Déterminer une équation de la tangente ( T ) au
point d’abscisse 3.

6) Construire C; puis résoudre I’équation f (x) = m.
7) Lorsque C¢ coupe la droite d’équation x = m en
deux points distincts M, et M, , déterminer les
coordonnées de | milieu de [ M;M,] en fonction de m.
Montrer que le point | se déplace sur une droite dont on
déterminera une équation. Représenter cette droite.

EXERCICE 55

3

Soit f la fonction définie par : f (X) = —
(x-1)

1) Etudier les variations de f.
2) Montrer qu’il existe quatre nombres réels a, b, ¢ et

dtels Vx =1, f(x) =ax+b+ . d >
X+1 (X—l)

3) En déduire la droite ( D ) d’équation 'y = X + 2 est
une asymptote oblique a (Cy).

4) Etudier les positions de (Cy) par rapporta (D).

5) Trouver une équation de la tangente (T ) a (Cy) au

. . 1
point d’abscisse 3

6) Construire la courbe (Cy), les asymptotes et la
tangente ( T ) dans un repére orthogonal.

Unités : 2cm en abscisses et 1 cm en ordonnées.

7) Déterminer suivant les valeurs du paramétre réel
m, le nombre de solutions de I’équation :

x3—mx2+2mx—m=0.

EXERCICE 56
. . - 3xP—x—2
Soit f la fonction définie par : f (X) =
X"=x-2
1) Etudier les variations de f et dresser le tableau de
variations. Préciser les équations des asymptotes a Cy.
> >
2) Tracer C¢dans un repére orthonormé (O, i, j)
unité 1 cm. . Discuter graphiquement suivant les valeurs
du parametre réel m le nombre et le signe des solutions
de I’équation : (8—m)x*+(m—-1)x +2(m-1)=0.
3) Soit g la restriction de f a I’intervalle ] 2 ; + oo [.
a) Démontrer que g admet une fonction réciproque
g~ * dont on précisera le domaine et les variations.
b) Tracer la courbe de g ~* dans le méme repére.

EXERCICE 57

x2+x‘+l

Soit f la fonction définie par : f (X) = ‘
| x| +1
1) Etudier la dérivabilité de fen O eten — 1.
2) Etudier les variations de f.
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3) Construire la représentation graphique de f dans le

- -
plan rapporté a un repére orthogonal (O, i, j).

EXERCICE 58
. . e 1
Soit g la fonction définie par : g (X) =x— 1+ X—+1 .
X p—
On note (Cg) la courbe représentative de g dans un
- -
repére orthonormé (O, i, j).

1) Déterminer Dg puis écrire g (x) sans le symbole
valeur absolue.
2) Calculer les limites de g aux bornes de Dg.
3) a) Etudier la continuité‘de g sur Dg.

b) Etudier la dérivabilité de.g en — 1. Interpréter
graphiquement les résultats.
4) Dresser le tableau de variation de g.
5) Montrer que'Cgadmet une asymptote oblique puis
étudier la position de Cg par rapport a cette asymptote.
6) Déterminer les points d’intersection de Cg avec les
axes de coordonnées puis tracer Cg dans un repére.

EXERCICE 59: Une famille de paraboles
On considere la famille de fonctions f,,, définies sur IR
par i fn (X) = (M—-1)x*+2mx—3m ol m estun
parametre réel. Soit C,, la courbe représentative de f,,
1), Démontrer qu’il existe deux points A et B dont on
calculera les coordonnées, communs & toutes les
courbes Cp,.
2) Etudier suivant les valeurs de m, le sens de
variations de f... Etablir dans chaque cas le tableau de
variations de fi,.
3) Construire sur un méme graphique les courbes Cy,
C_,etC,.
On considere dans le plan le point My (o, B ). Etudier,
suivant les valeurs de a et 3, le nombre de courbes C,
passant par Mo.

EXERCICE 60 : Une famille d’hyperboles
On considere la famille de fonctions f,,, définies sur

2m-1) x+m
IR—{m}par: f,(x)= %
parameétre réel non nul. Soit H,, la courbe de f;,
1) Etudier les variations de la fonction f, et tracer H;.
2) Démontrer que , quel que soit m, les courbes Hy,
passent par un point fixe A dont on précisera les
coordonnées.
3) Ecrire une équation de la tangente en A a H,.
4) 1l existe un deuxiéme point P de la courbe H,, ou
la tangente est paralléle a la tangente en A .
Déterminer 1’ensemble des points P lorsque m varie.

EXERCICE 61

ou est un

1) Soit f la fonction définie par : f (x) =x ))((—i

a) Déterminer Dy et étudier les variations de f .

b) Déterminer les branches infinies de C¢

c) Tracer C; dans un repére orthonormé unité 1 cm.
2) Soit g la fonction définie par : g (x) = (| x|)
Déduire de Cs le tracé de Cg.

11
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EXERCICE 62

2
Soit f la fonction définie par f (x) = 1| >—— (X_12)
X —

1) Déterminer Dy.
2) a) Déterminer le domaine de dérivabilité de f.
b) Montrer que C;admet deux demi — tangentes T,
et T, en un point que I’on déterminera.
c) Déterminer les équations de T, et T,
3) Calculer f’(x).
4)  Etudier les branches infinies de f.
5) Construire Cy.

EXERCICE 63
Soit f la fonction définie par :

f(x) = 1+ X++1-Xx
V1+ X—-+v1-X

1) Déterminer Ds.
1+V1- x2
—

3) Etudier la parité de f puis justifier le choix de
I1=]0, 1] comme intervalle d’études de f.

4) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur I.
5) Etudier les variations de f sur I.

6) Tracer C;sur | puis sur Ds dans un repére
orthonormé (unité 5 cm).

2) Deémontrer que V xeDg, f(x)=

EXERCICE 64

—\/1—x4

Soit f la fonction définie par : f (x) = !
X

1) Déterminer Dy puis étudier la continuité et la
dérivabilité de f. Faire I’interprétation géométrique.
2) Démontrer que f est prolongeable par continuité
sur son domaine. Déterminer son prolongement g:
3) Etudier la dérivabilité de g.

4) Représenter graphiquement g

EXERCICE 65

x2+1

1+x-1V x2+1

7) Déterminer.Dy et les limites aux bornes de Dy,

8) Déterminer les asymptotes de (Cy). ( On étudiera la
position de (Cp). par rapport a I’asymptote

« horizontale » et I’asymptote « oblique » )

9) Etudier les variations de h et dresser le tableau de
variation de h.

10) Construire (Cy) dans un repere orthonormé.

Soit définie par: h(x) =

EXERCICE 66

Soit la fonction f définie par f (x) = x + x2 —x .

On note C; sa courbe représentative dans un repére
I
orthonormé (O, i, j).

ouse4@yahoo.fr / 557 11 39

FONCTIONS NUMERIQUES

1) Déterminer le domaine de définition Ds de f puis
calculer les limites de f aux bornes de Ds.

2) a)Montrerque (D) :y = 2x —% est une

asymptote oblique a C; en +

b) Préciser la nature I’asymptote en — co.

c) Etudier la position de C¢ par rapporta (D).
3) a) Etudier la dérivabilité de fen 0" eten 17,
Interpréter géométriquement les résultats.

b) Préciser I’ensemble de dérivabilité de f puis
calculer f’(x).

¢) Résoudre dans IR 2V x2 Lx +2x—1= 0;
en déduire le signe f’(x).

d) Etablir le tableau de variation de f.
4) Tracer Cset (D).
5) Résoudre graphiquement I’équation f(x) = m ou m
est un paramétre réel.

EXERCICE 67
On considére les fonctions f et g définies par :

2
f(x)=—1+\/1+x2 et g(x) = X .
1+] x|
1) Etudier lesvariations de la fonction f et préciser
les asymptotes éventuelles a Cs.
2)+. Etudier les variations de la fonction g et préciser
les.asymptotes éventuelles & Cg.

3) DémontrerqueV xe IR, 1+|x| < V1+ x2 :

en‘déduire la position relative des courbes C;et Cg.
4) Justifier la position de C; et de Cg par rapport a
leur asymptote commune.

5) Tracer dans un méme repére Cset Cg.

EXERCICE 68
On considere la fonction numérique f définie par :

x 1/‘xz—l‘
f(x):5+—

X
1) Déterminer le domaine de définition Dy de f.
2) Montrer que I’étude de f peut étre réduite a
I’intervalle [ =10 ; + oo[.

3) Ecrire f sans le symbole valeur absolue sur I.
4) Etudier la dérivabilité de fsur I.

5) Calculer f’(x) dans les intervalles ou f est
dérivable puis étudier son signe. ( On montrera que

pour tout x de] 0 ; 1[, x2\/ x2 -1-2<0).

6) Calculer les limites de f aux bornes de | et préciser
les équations des asymptotes éventuelles a Cy.

7) Dresser le tableau de variation de f.

8) Tracer C; sur | puis sur son domaine de définition.

12
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EXERCICE 69
Soit f I’application de IR, dans IR définie par :

{f(x):Z«/_x sio<x<1

f)=a(x>-1)+b(x—-1)+2 six>1
1) f est — elle continue sur IR, (justifier)
2) trouver une relation nécessaire et suffisante
entre les réels a et b pour que f soit dérivable en x = 1.
(‘on exprimera alors b en fonction de a dans
I’expression de f( x ) )
3) On suppose dans toute la suite de 1’exercice
que f est dérivable en 1.

a)  Préciser alors le domaine de dérivabilité de f
et calculer f’(x ). Etudier suivant les valeurs du réel a
le sens de variation de f. ( distinguer deux cas : a> 0 et
a <0). Donner dans chaque cas le tableau de variation.

b) Comment faut — il choisir a pour que f
s’annule en un point de [1, + oo[.

c) Déterminer, lorsque a varie dans ]— o, 0 [
I’ensemble ( D) décrit par les points de (Cy) en lesquels
la tangente a (Cy) est paralléle a I’axe des abscisses.

d) Onchoisita =-1, donner le tableau de
variation de f correspondant et tracer la courbe (Cy)

- -
dans un repére orthonormé (O, i, j) (unité:1cm).
( préciser la demi tangente au point O et tracer la
tangente au point d’abscisse 1 )
e) i)Poura=-1 toujours, on pose

g (x)=—Tf(|x]), ¥x € IR . Etudier la parité de g.
interpréter graphiquement ce résultat.

ii) Pour x > 0, expliquer comment on obtient
(Cg) a partir de (Cy)

iii) Sans nouveaux calculs, construire (Cg) sur
le méme graphique que (Cs) avec une couleur différent.

EXERCICE 70
On donne f (x) =/sin 2x — 2 sin X.
1) Démontrer que f est périodique de période 27 et
qu’elle est impaire.
2) Etudier f et tracer Cs sur [0, ] et sur domaine.

EXERCICE 71
Soit f la fonction définie par : f (x) = cos® sin 2x.
1) Montrer que f est périodique de période et
qu’elle est impaire.
2) Démontrer que f ’(X) = 2 cos X cos 3X.

3) Etudier f etitracer C; sur [0, g] et sur son domaine

EXERCICE 72
On donne f (x) = sin®x + 3cos*x — 1.
1) Etudier la parité et la périodicité de f puis justifier

le choixde I =[O0, g] comme intervalle d’étude de f.

2) Démontrer que f est dérivable et que
f’(x)=4cosxsinx (1+cos2x)(1-cos2x).
3) Etudier fsur | et tracer Cy.

. . m
On tracera la tangente au point d’abscisse R
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EXERCICE 73
. . e sin x
Soit f la fonction définie par: f (x) = —— .
sin X + €os X
1) Déterminer D; puis justifier le choix de

I =]- % ; %[ comme intervalle d’étude de f.

. 1
2) Montrer que le point I(% , E) est centre de

symétrie pour Cy.
3) Etudier et représenter graphiquement f.

EXERCICE 74
1) Déterminer le signe de la.fonction g définie sur
[0, 7] par g (x)=1-2 cosx.
L'+ cos 3x

COS3 X

a) Déterminerle domaine de définition Dy de f.
b) Etudier la parité et la périodicité de f. En
déduire qu’il suffit d’étudier fsur | = Dg N[0, x].

c) Déterminer les limites de f sur I.

d)” Calculer la dérivée de f sur I. En déduire les
variations de fsur I. Dresser le tableau de variation de f
puis construire la courbe Cs sur son domaine.

2) Soit la fonction f définie par &.f (x) =

EXERCICE 75
On considere la fonction f définie sur IR par :

fx) = cosgx + «/_35in3x
1)~ Montrer que f est 2z — périodique ; f est —elle
paire ? impaire ?
Justifier le choix de | = [ -« ; ] pour étudier f.
2) Calculer f* (x) et montrer que :

f'(x) = 3sin2xcos (X — %n) pour tout x de I.

Résoudre dans I 1’équation f ’(x) = 0. En déduire le
signe de f’(x) sur L. Dresser le tableau de variation de f
3) Construire la courbe de f.

EXERCICE 76

1) Soit g la fonction définie par :
g (X) =xcos x—sinx sur [ 0; w ]. Etudier g et dresser
son tableau de variation. En déduire le signe de g (x).
2) Soit f la fonction numérique de la variable réelle x
f0) = X §i xe]0;n]

X .
f) =1
Etudier les variations de fsur ]0; « ].
3) Soit ¢ la fonction définie par :

. X3
oX) = smx—x+T.

définie par :

a) Etudier les variations de la fonction ¢ en
calculant ¢’ (x), ¢ (x) et @’’’ (X).

b) Prouver alors que f est dérivable en 0 et calculer
£ (0).
4) Construire C; dans un repére orthonormé

- -
(O, u, v).
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EXERCICE 77
Soit h la fonction définie par :
h (x) = -6 sin x + 3c0s2Xx — 2sin3x

1) a) Montrer que la droite d’équation x = g est axe
de symétrie pour C;
b) Justifier le choix de K = [- % ; g ] comme

intervalle d’étude de f.
2) a) Montrer que V xe K,
W’(x)=12cosx (sinx—1)(2sinx+1).
b) Dresser le tableau de variation de h sur K.
c) Tracer C;, en expliquant toutes les étapes du tracé.

EXERCICE 78

Soit f la fonction définie par :

3sin xcoszx—singx

COS3X

1) Déterminer D; puis justifier le choix de

f(x) =

I=[0; g[ comme intervalle d’étude de f.

2) a) Démontrer que V xe Df f’(x) = 3cos 2x

Cos X
b) Résoudre dans I I’équation f’(x) =0
¢) Déterminer 1’abscisse du point d’intersection de
Cs avec I’axe des abscisses sur 1.
3) Construire Cs puis sur son domaine en expliguant
le tracé.
EXERCICE 79

Soit la fonction f définie par : f (X) =/cos (2x + g) et

(C) sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
1) Comment construit — on la'courbe (C,)
représentative de la fonction qui a x > cos 2x.a partir
de la courbe (Cy) représentative de la fonction cosinus.
2) Construire ( Cyp), (Cy) et (C).

EXERCICE 80

Soit f la fonction définie par : f (x) = 2x —sin x.
1) Etudier la parité de f et exprimer f (X + 27 ) en
fonction.de f (x).
En déduire qu’on peut étudier fsur [ 0 ; 7 ] et obtenir
toute la courbe Cyal’aide de transformations a préciser
2) Etudier les variations de fsur [ 0 ; & ].
3) Montrer que pour tout x de IR, on a :

2Xx—1< f(x) < 2x+1.
En déduire les limites de fen + oo et — o,
4) Soit Dy et D, les droites d’équations respectives :

y=2x-lety=2x+1.
Déterminer les points communs a Cs et D; puis a Cs et
D, en précisant les tangentes a ces points.
5) Etudier la position de C; par rapport a sa tangent
au point d’abscisse 0.

> >

6) Tracer Cf dans un repére orthonormé (O, u, v)

(unité 2cm).
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EXERCICE 81
Soit f la fonction définie sur ] —z; = [ par :

3
f(6) =
1+ cos® —+/3sind

. Vérifier que

cos0 — /3sin0 = 2cos (6 + g) . Déterminer le sens

de variation de f et en déduire le signe de £( 6 ).

COMPLEMENT : ACCROISSEMENTS
FINIS.

EXERCICE 82
1) Montrer que, pour tout réel a tel que

o
0<acx< E onatan o> o

2) Montrer que pour tous réels.a etb
|cosb—cosal|<|b-a

EXERCICE 83

Soit f la.fonction définie sur [O; %] par f (x) = tan x.
Montrer que, pour tout x de[0; %] , 1<f°(x)<2.

Endéduireque, V a €[0; %],agtanafZa.

EXERCICE 84
La‘fonction f est définie sur ]0; + oof par : f (X) = vx
1) Soit x > 0. Montrer que, pour tout t de
1 1
[x,x +1]ona; ——— < f'(1) < .
2V x+1 2 x
2) Déduire de I’inégalité des accroissements
1 1
finisque:—s\/x+l—\/—xs ,X>0.
2V x+1 2 x
3) Retrouver ce résultat par un calcul algébrique.
EXERCICE 85

Soit f'la fonction définie de [ 0, 7 ] dans IR par :
1 . . .
f(x)=1- > X + cos X . Soit ( C) la représentation

graphique de f dans un repére orthonormé (unité 2 cm)
1) Etudier les variations de f.
2) Déterminer une équation de la tangente (D ) a

la courbe ( C ) au point d’abscisse g .

3) MontrerquevXG[O,n]:f'(x)z—g.

4) Prouver que si

b 3 T T

—<x<m,alors: fX) > —— (x—-=)+f(=

5 T (x) 2( 2) (2)
et que si

T 3 T oL
O<x<—alorsfX) <—=(x-=)+f(=
5 *) 2( 2) (2)

En déduire les positions relatives de (C ) etde (D).
5) Tracer (C)et(D).
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FONCTION CONTINUE SUR UN
INTEVALLE, IMAGE D’UN
INTERVALLE PAR UNE FONCTION
CONTINUE, THEOREME DES
VALEURS INTERMEDIAIRES,
BIJECTION ET BIJECTION

RECIPROQUE.
EXERCICE 86
Soit la fonction f définie par : f (x) = X2 1ax+2.
1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Déterminer I’image par f des intervalles
suivants:]—o;1];]13;+o[ ;[0,4];[-1, + ool
3) Démontrer que f réalise une bijection de

| =[2;+o0[ vers un intervalle J que I’on précisera.

EXERCICE 87
Soit f une fonction numérique dont le tableau de
variation est le suivant :

X — 0 0 2 + oo
f’(x) - + ( -
-2
f / \
—w0| [~ 1

Déterminer en justifiant le nombre de‘solutions de
chacune des équations suivantes :

1) f(x)=0
2) fx)=1
3) fx)=-1
4) f(x)=4

EXERCICE 88
1) Ondonnef(x)=x>—5x—5.
a) Etudier les variations de f.
b) En déduire le nombre de solutions de 1’équation
(E ) x°=5x-5=0.
2) Donner unencadrement d’amplitude 10 % de la
(ou des ) solution (5).

EXERCICE 89
Soit fune fonction définie et continue sur I’intervalle
I =10, 1]etavaleur dans I. On se propose de montrer
que I’équation f (x) = X a au moins une solution dans I.

1) Soit g la fonction définie sur | par g (x) = f (x) — x.

a) Montrer que g est continue sur I.

b) Etudier le signe de g (0) etde g (1).

¢) En déduire que I’équation g (x) = 0 admet au
moins une solution dans I. Conclure pour I’équation
f(x) = x.
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2) On suppose que f est strictement croissante sur I.
Démontrer que I’équation f (x) = x admet une unique
solution dans ..

EXERCICE 90
Soit g la fonction définie par : g (x) = x* —3x — 4
1) Etudier les variations de g.
2) Montrer que I’équation g (x) = 0 admet une unique
solution a.
3) Encadrer a a 10 'prés.
4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x

EXERCICE 91

Soit h la fonction définie par: h (x) = 2x — Vi1 + x2

1) Etudier les variations de h.

2) Montrer que 1’équation h (x) =0 admet une unique
solution .

3) Calculer B.

4) Déterminer le signe de h(x) suivant les valeurs de x

EXERCICE 92
On considere la fonction f définie par :
f(X) =X —3x*+6x—6

1) Montrer que f est une bijection de IR sur un
intervalle J a préciser.
2) Déduire de 1) que I’équation (E ) :

x%(x-3)=6(1-x)admetdans IR une
solution'unique notée o.. Donner un encadrement de o a
0, 1 prés.

EXERCICE 93
Soit f I’application de IR dans IR définie par :

LI

f0) =0
1) Démontrer que f est continue sur IR.
2) Démontrer que f est strictement monotone sur IR.
En déduire que f est bijective.
3) Vérifier que f~ ‘est définie sur IR par

f_l(x) = x| x|.

si x=0

EXERCICE 94

Soit f'la fonction définie sur [ 0 ; ] par :
f (x) = cos’x — 3 cos x + 2 et ¢ la fonction définie sur
[-1;1]par:o(x)=x>-3x +2.
1) a) Déterminer le sens de variation de o.

b) En déduire le sens de variation de f.
2) Déterminer ’image par f de I’intervalle [ 0; 7 ] et
représenter graphiquement f dans un repére orthogonal

-> >
(O, i, j) duplan.
3) Justifier que pour tout nombre A de ’intervalle
[ 0, 4] I’équation f (x) = A admet une unique solution.

. 27
4) Résoudre I’inéquation f (X) < 5
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EXERCICE 95
On considere la fonction définie par :
f(x) =(x+1)v x+1-1.

1) Déterminer le domaine de définition Ds de f et les
limites de f aux bornes de Ds.
2) Etudier la dérivabilité de f en —1. Interpréter
graphiquement le résultat.
3) Etudier les variations de f et tracer C; dans un
repere orthonorme.
4) Montrer que f est une bijection de I’intervalle 1 =[
—1; + oo vers un intervalle J que 1’on précisera.
5) Soit f~*la fonction réciproque de f.
Expliciter f*. Tracer C__; sans étudier f*.

6) Déterminer le domaine de dérivabilité de f .
7) Calculer (1) (x).

a) En utilisant I’expression de £~ *(X).

b) En utilisant le théoréeme sur la dérivée de la
fonction réciproque.

EXERCICE 96
Soit f la fonction définie par : f (x) = |1 - x| - %
1) Déterminer le domaine de définition Dy de f,
calculer les limites de f aux bornes de Dy et étudier les
branches infinies.
2) Etudier la dérivabilité de fen 1. Interpréter
graphiquement le résultat.
3) Déterminer les intervalles de IR ou f est dérivable:
Etudier les variations de f et dresser le tableau de
variation.
4) Soit C; la représentation graphique de f dans un

- >
repére orthonormé (O, u, v), A le point
d’intersection de Cs et de la droite ( D) d’équation
y=1-x

a) Tracer Cy.

b) Déterminer les coordonnées de A.
En déduire graphiquement les solutions de 1’inéquation
f(x)>1-x
5) Soit g la restriction de f'a I’intervalle [1; + oo[.

a) Démontrer que g est une bijection de [1 ; + oo[
vers un intervalle J que I’onprécisera.

b)<~Démontrer que la bijection réciproque g~ * est

dérivable en % Calculer (g_l)' (%).

6) Tracer lacourbeC _.

g

7) Expliciterg .

EXERCICE 97
Soit f la fonction définie par : f (x) = x* —3x — 1.
1) Etudier les variations de f.
2) Démontrer que 1’équation f (x) =0 admet
trois solutions dans IR.
3) a) Exprimer cos 3a en fonction de cos a.

b) On pose x =2 cos a. Démontrer que
I’équation f (x) = 0 équivauta 2 cos 3a—1 =0.
¢) En déduire les solutions de 1’équation f (x) = 0
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EXERCICE 98
1) Soit h la fonction définie sur [0 ; g[ par

h(X) = 2tan X — m + 2X
a) Montrer que I’équation

(E) : tan x =§—x ; X € [0; g[ équivaut a

I’équation h (x) = 0.
b) Etudier le sens de variation de h. En déduire
I’équation ( E ) admet une unique solution a.

2) a) Montrer que o vérifie : % <a<l.

b) Donner un encadrement de aa 10”2 prés.

EXERCICE 99
On considére lesfonctions g et.f définies par :

g(X)=cotan Xx=2x sur ]0;m[ et

f (X)'= X €os’x sur[ 0 ;7]
1) Etudier les variations de g. En déduire que
I’équation g (X) = 0 admet une unique solution

T T
o <] 52 1.

2)  Etudier les variations de f.
3) Caonstruire Cs ainsi les tangentes a C; aux points
d’abscisses 0 et .

EXERCICE 100

Ondonne: h(x) = cos 2x +
4 cos 2x

1) Déterminer le domaine de définition Dy, de h.
2) Montrer qu’on peut réduire 1’étude de h a

T T T
Pintervallel = [0; —[u] —; —1].
[ 4[ ]4 2]

3) Montrer que h est dérivable sur Dy, et que :
h () = cos xsin X (1 — 2cos 2x) (1 + cos 2x)

0052 2X

En déduire les variations de h sur I.
4) a) Sans résoudre explicitement 1’équation
h (x) = 0, montrer qu’elle admet une unique solution

a €] %;g[. En déduire le signe de h sur I.
b) Résoudre explicitement 1’équation h (x) = 0 puis
donner une valeur approchée de a a 102 prés.
5) Tracer lacourbede hsur[-n;x].
6) Soit g la restriction de h a I’intervalle ]% ; g] .
a) Montrer que g admet une bijection réciproque

notée g .
b) Calculer (g%’ (0) en fonction h’ (a).

Monsieur Ousmane Coundoul 557 11 39
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EXERCICE 101
On considere les fonctions numériques f et g de la
variable réelle x définies par :

3 2

f(x) =%(x2 +x+£) et g(x) = x° +x~ —-1.
X
1) Montrer que pour tout X # 0 les nombres f ’(x)
et g(x) ont le méme signe.
2) Etudier les variations de la fonction g sur IR.

En déduire que I’équation g (x) = 0 admet dans IR une
solution unique o avec 0 <a < 1.

3) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4) On désigne par ( C) la représentation
graphique de la fonction dans un repére orthonormé

> >
(O, i, ) (unité 3cm), par I le pointde (C)
d’abscisse — 1 et par J celui de ( C) d’abscisse 1.

a) Vérifier que la droite ( 1J) est la tangente en J
a(c).

b)  Déterminer une équation de la tangente (T)
enla(C).
5) Etudier la position de ( C ) par rapporta (T ).
6) On désigne par ( P) la parabole d’équation

2

1
=—(X +X).
y 3( )

a) Démontrer que (C) et ( P) sont asymptotes.

b)  Etudier la positionde (C)etde (P).
7 Utiliser les résultats précédents pour tracer la

courbe ( C) dans le repére. ( On prendra % comme

valeur approchée de a.

EXERCICE 102
1) Soit f la fonction définie par :

f(x)=\/x3—3x+2.

a) Déterminer I’ensemble de définition D de f.

b) Etudier: Ilim m
X—>+ow X

c) Ecrire f(x)souslaforme g(xX)v x+ 2 ;oug
est une fonction a.expliciter. Etudier alors la
dérivabilité de en fen — 2 puis en 1.

d) ~Calculerf’(x)pourx € D— {—2,1}.

e) Etudierles variations de f puis dresser le
tableau de variation de f.

2) Montrer que 1’équationx € [2,4;2,5],
f(x) = 3 admet une solution unique.
3) Le plan est muni d’un repére orthonormal
-> > |-
(O, u, v), | u | = 2cm.Ondésigne par C la courbe

représentative de f dans le plan.

a) Interpréter graphiquement les résultats obtenus
en 1b) et en 1c)

b)  TracerC.
4) Déterminer graphiquement le nombre de
solutions de I’équation x € IR, f (x) = mx suivant le
réel m.
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EXERCICE 103

Soit f la fonction définie sur [0 ; g] par f (x) = sin? x.

1) Démontrer que f admet une bijection
réciproque f .
2) Déterminer I’ensemble sur lequel £~ * est

dérivable et démontrer que

-1 1
f ! T ee—
Y

EXERCICE 104

Soit f la fonction définie.sur. ]0; g[ par :

1
f(x) =
C0S X
1) Démontrer que la fonction f.réalise une

bijection de ]0; g[ vers un intervalle J que 1’on

précisera.
2) Démontrer que f est dérivable sur J.
3) Démontrer.que

vxed, (F 1w =

1
XV x2—1

EXERCICE 105
Soit f la fonction définie par :

f(X) =—x+2- 2X si x<1
X~ +1
fx) =x-1-3 x2—1 six>1
1) Déterminer le domaine de définition de f
2) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1
3) Calculer les limites de fen +oo et en — o
4) Montrer que C; admet deux asymptotes D, et

D, a préciser. Etudier la position de C; par rapporta D,
et D,.

5) Calculer f ’(x) dans les intervalles ou f est
dérivable. Etablir le tableau de variation de f
6) Tracer C; et ses asymptotes dans un repére
orthonormal.
7) Soit g larestriction de fdansal =]- o ; 1].

a) Montrer que g est bijective de | sur
un intervalle J que 1’on précisera.

b) Montrer que C¢coupe D :y =X en
un point unique A d’abscisse o € } % ; % [ .

C) Soit g * la réciproque de g. Montrer
que g~ est dérivable en 2 et calculer (g %) ’(2).

d) Tracer la courbe Cg™' de Cg dans le

méme repeére.

A Monsieur Libasse Ndiaye
Professeur de Mathématiques au Lycée Kennedy
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EXERCICE 106
On considere la fonction f définie par :
f(x) = 2’(;12 si x>0
(x® —2x)

3
f(x)=—)(?—\/1+x2 si x<0

On note C sa courbe dans un repere orthonormé.
PARTIE A
1) Etudier le signe sur IR du produit :

(—3x2 +6x—4)(x2 - 2X)

2) Onpose: @(X) = —xV1+ x2 _1.

a)  Etudier les variations de la fonction ¢. En
déduire que 1’équation ¢ (x) = 0 admet une unique
solution a. Calculer la valeur de a en résolvant
directement cette équation.

b)  Préciser le signe de ¢ suivant les valeurs de x.

PARTIE B
1) a) Préciser ’ensemble de définition D de f et
calculer les limites de f aux bornes de D. Interpréter
graphiquement le résultat.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.

2) a) Calculer f ’(x) sur le domaine de
dérivabilité de f.

b) Déduire de A) le signe de f’(x). Dresser le
tableau de variation de f.

c) Déterminer une équation cartésienne de la
tangente T a C au point d’abscisse 1. Etudier la
position de T par rapport a T sur I’intervalle] 0; 2 [.

PARTIE C
3- a4
1) Démontrer que f (a) =
3a
2) Déterminer la primitiveide f'sur ] 0, 2 [ qui
s’annule en 1.
3) Construire Cet T.

EXERCICE 107
On considere la fonction f définie par :

f(x)=2x—\/x2—4x+l

1) Déterminer le domaine de définition Dy de f.
2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
3) Etudier les variations puis dresser le tableau de
variation de f.
4) Démontrer'que I’équation f (x) = 0 admet une
unique solution‘a et que o €]1;2[.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle
I =]-0; 2-+31.

a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un
intervalle J que 1’on précisera.

b) Dresser le tableau de variation de la bijection
réciproque g 1.

c)  Tracer les courbes Cset C 1 dans un méme

IR

un repere orthonormé (O, i, j

).
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EXERCICE 108
Soit P le polynéme défini par P(x) = 2x 3~ 9x? +4
1) a) Etudier la fonction P. En déduire que 1’équation
P(x) = 0 admet une solution a dans [1; + oof.
b) déterminer le signe de P(x) sur ]1; + oo[.
2) On considere la fonction f définie par :
-2x+3

f(x) = ——
v X 3_ 1
a) Déterminer Ds puis exprimer f’(x) en fonction
de P (x).

b) Calculer Ilim f(x) et
x—1"

c) Dresser le tableau de variation de f.
EXERCICE 109

A Soit g(x) = 2x° — 3x3 1.
1) Etudier les variations de g.
2) Montrer quel’équation g (x) = 0 admet une et une

seule solution'réelle o appartenantda ] 1,6 ; 1, 7 [.

lim f(x)
X =+

B) Soit'f la fonction définie sur - 1 ; + oof par :
f(x) = 1- x3
1+X

1) Etudier les variations de f.
2) Csreprésente la courbe de f dans un repére

> > _
orthonormé (O, i, j) (Unité4cm).
a) .. Déterminer 1’équation de la tangente ( A ) au
point d’abscisse 0.

3

b) Vérifier que: f(x) =1 x + X =1).
1+ x3
En déduire la position de C; par rapporta (A ).

c) Démontrer que C; est située au dessus de sa
tangente ( T ) au point d’abscisse 1.

d) Tracer C¢(T)et(A)danslerepere

EXERCICE 110

Soit f la fonction définie par :
f(x) :x+\/2x2+x si x>0

f(x) = x LZ si x < 0

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
Interpréter graphiquement les résultats.
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) Etudier les branches infinies de C;. Etudier la
position de C¢ par rapport aux asymptotes éventuelles.
4) Démontrer que f est bijective de IR sur un
intervalle J que 1’on précisera.
5) On note f~*la bijection réciproque de f.
a) Donner les variations de f .
b) Préciser les branches infinies a la courbe de f*
c) f 'est—elle dérivable 0.
d) Donner I’équation de la tangente a Cf—l au

point d’abscissel — J3.

e) Expliciter f (x).
6) Tracer C;et Cf—l dans un méme repere
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EXERCICE 111

A) Ondonne: f (X) = 2x ‘1—x2‘.

1) Déterminer le domaine de f. Ecrire f sans le
symbole valeur absolue puis calculer les limites de f
aux bornes de son domaine.

2) Etudier la dérivabilité de fen 1 et — 1 puis
interpréter graphiquement les résultats.

3) Calculer £’ (x) sur les intervalles ou f est dérivable
puis établir le tableau de variation de f.

B) On considere la fonction g définie par :
gix) =f si X €]0;+oo[
g(X) = =X+ X2 — 2x Si X g]—;0]

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.
Montrer que g est continue sur IR.

2) Etudier la nature de la branche infinie de g en + oo.
Démontrer que Cg admet une asymptote oblique en

— oo puis €tudier la position de Cg par rapport a cette
asymptote.

3) Calculer g’ (x) sur les intervalles ou g est dérivable
puis dresser le tableau de variation de g en utilisant les
résultats de A).

4) Tracer les droites remarquables et Cg dans un

- >
repéere orthonormé (O, i, j) (unité 2 cm).
5) Soit h la restriction de g a I’intervalle ]— oo ; 0]

a) Montrer que h admet une bijection réciproque
h™* dont on précisera le domaine de définition.

b) Préciser I’ensemble de dérivabilité et les
variations de h™*.

c) Sans utiliser "expression explicite de h™* (x),
calculer (h™Y) * (2).

d) Expliciter h™* (x).

e) Tracer Ch_l dans le repére précédent.

EXERCICE 112
Soit la fonction f définie sur IRpar :

f(x)=2x—l+\)4x2+4 Six<0
X

f(xX) =x+1+ six>0

1+X

1) Etudier la continuité defen 0.
2) a)Calculer les limites.de f en — o et en + 0.

b) Montrer que la courbe C de f admet deux
asymptotes obliques A en + oo et A’ en — 0.
Donner une équation cartésienne de chacune d’elles.

c) Etudier la position de C par rapport & A sur
[0, +oo[ et celle de C par rapport a A’ sur | — oo, 0].
3) a) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter
graphiquement les résultats obtenus.

b) Calculer f’(x) pour x > 0 et pour x < 0, puis

étudier le signe de f’(x) pour x > 0 et pour x <O0.
En déduire le tableau de variation de f.
4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur
f (IR) & préciser.

b) La fonction f ~* est — elle dérivable en f (0) ?

) Calculer (1) '[f (%)] et(f 1) [f (- %)1.
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5) Construire C; et Cf—l dans un méme repere.

EXERCICE 113
A) On considere les fonctions h et g définies par :

he) = [1+x]—]1-x|

et g(x) = 2x1}‘1—x2‘

1) Etudier la parité de h et de g.

2) Exprimer h (x) et g (x) sans les symboles valeur
absolue.

3) Etudier la continuité et la dérivabilité de hen — 1 et
g en 1. Interpréter graphiquementde résultat.

4) Etudier les variations de hsur]— o ; 0] et de g sur

[0;+].
5) Tracer Cg et Cy, dans le méme repére orthonormé
- =
O, i, j).
B) Soit f la-fonction définie par :
f(xX) = h(x) six < -1
{f ) =g six>-1

1) Etudier la continuité de fen — 1.
2) Etudier la dérivabilité de fen — 1.
Interpréter graphiquement le résultat.
3) Calculer les limites de f aux bornes de son
domaine de définition Dy, puis préciser les asymptotes
et branches infinies éventuelles de C;.
4) Caleuler f’(x) puis dresser le tableau de variation f
5) Tracer C; dans un autre repere.

EXERCICE 114
On considere la fonction numérique f définie par :

x2+3

X+1

f(x)=\/x2+x+2 si x>1

1) Deéterminer le domaine de définition Dy de f.
2) a) Calculer les limites de f aux bornes de Ds.

b) Montrer que C; admet deux asymptotes obliques
et une asymptote verticale. Préciser la position de C;
par rapport a ses asymptotes obliques.
3) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 1.
Interpréter graphiquement le résultat.
4) a) Calculer f’ (x) pour x > 1 et pour x < 1.

b) Dresser le tableau de variation de f.

¢) Construire Ct, ses asymptotes et demi —
tangentes au point d’abscissel dans un repére

- >
orthonormé (O, i, j).
5) Soit g la restriction de fa I’intervalle | =] 1 ; + oo[.
a)  Montrer que g est une bijection de | sur un

intervalle J que 1’on précisera.

b) Calculer gL (2 2).

si x<1

f(x) =

C) 9 est—elle dérivable en 2+/2 ?
d)  Expliciter g %(x) pour x e J.
6) Construire C _; dans le méme repere.
g
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EXERCICE 115

Ondonne: f(X) = x + ‘4x2

_ 1‘
1) Etudier la continuité de f.
2) a) Etudier la dérivabilité de f. En particulier en
X] = — 1 et X, = 1
1= 27 %2
b) Calculer f’(x) sur intervalle ou f est dérivable.
3) Démontrer les équivalences suivantes :

V4X2—1+4X<0©Xe]—00;—%] et

\)1—4x2 —-4x >0 < X e[—i; i[.
2" 245
En déduire le signe de f ’(x).
4) a) Calculer les limites de f aux bornes de son
domaine puis dresser le tableau de variation de f.
b) Calculer lim [f(X) + x] et
X—>—00
lim [f(x) —3x].
X —>+0
En déduire les asymptotes a C; puis tracer Cy.
5) Soit h la restriction de f a I’intervalle

1 :
]-—o0; - E] . Montrer que h admet une fonction

réciproque h~* dont on précisera I’ensemble de
définition et les variations.

6) Calculer lim [x+ h_l(x)] , en déduire que Cy,
X—>+00
et Ch_l ont une asymptote commune.

Tracer Ch_l avec une autre couleur.

EXERCICE 116

A) On considere la fonction définie par :
3
f(x) = 2 — x2
1+ x

1) Etudier les variations de f sur IR.

2) Montrer que la courbe C¢ de f admet une asymptote
oblique. Préciser son équation cartésienne, puis étudier
sa position par rapporta C.

3) Construire C; dans un‘premier repere orthonormé

> 2
©, i,1]).
B) Soit la fonction g définie par :

g(x):x+2+VX2—2x

1) Déterminer I’ensemble de définition D de g.
Etudier les limites de g aux bornes de D.

2) Montrer que la courbe Cg de g admet deux
asymptotes. Préciser leurs équations cartésiennes
respectives. Etudier la position de Cg relativement a
chacune d’elles.

3) Etudier la dérivabilité de g sur D. Calculer la
dérivée g’ (x) puis dresser le tableau de variation de g.
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4) Construire Cg dans un deuxiéme repére. On
placera les demi — tangentes aux points d’abscisses 0 et
2.
C) On définit la fonction h par :

hX) =f(x) six=>0
{h(x) =gx) six<O0
1) Etudier la continuité de h en 0.
2) Etudier la dérivabilité de h en 0. Interpréter
graphiquement le résultat.
3) Calculer h’ (x) pour x <0 et pour x >0.
4) Déduire de ce qui précede le tableau de variation
de f.
5) Construire la courbe C;, de-h, ainsi ses asymptotes
et demi — tangentes au pointd’abscisse 0 dansun
troisieme repere.
D) 1) Montrer que h est une hijection de IR sur un
intervalle que 1’on précisera.

2) Montrer-.que 1’équation h (x) = 1 admet dans
IR une unique solution o Donner-un encadrement de o
a0, 1pres.
3) a) h *est—elle dérivable en h (0) ?
b).Calculer h (+2), puis en déduire

hl(2v2).

4) Construire dans le troisiéme repeére la courbe
Ch_l de h ', /ses asymptotes, ainsi que ses demi —

tangentes au point d’abscisse.

EXERCICE 117
On considére la fonction définie par :
2
f) = X X2 w1
X+3

f(x) =-2y1-x|x|si x<1

1) a) Déterminer Ds puis écrire f sans valeur absolue.
b) Etudier la continuité de fen x, =1
c) Etudier la dérivabilité de f en xo = puis en x,=0
d) Calculer les limites de f aux bornes de Ds.
2) Calculer f’(x) sur les intervalles ou f est dérivable.
Etudier le signe de f’(x) puis établir le tableau de
variation de f.
3) a) Montrer que la courbe C de f admet une
asymptote oblique A en — co. Etudier la position de C et
de A.

b) Montrer que C admet un asymptote oblique D en
+ co. Etudier la position de C et de D.
4) Tracer C, D, A et les demi — tangentes.
5) Soit g la restriction de f a I’intervalle | =]- o ; 1].

a) Montrer que g est une bijection de I surJ a
préciser.

b) g 'est— elle dérivable surJ?
Calculer (g™ 1) (- 2).

¢) Tracer la courbe r de g~ 'dans le méme
repére
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EXERCICE 118
On considére la fonction f définie par :

f(x):x(x—__z)six<0

f(x):x+1}‘x2—x‘si x>0

Soit C la courbe représentative dans un repére
orthonormé.
1) a) Déterminer Dy puis calculer les limites de f.

b) Etudier la dérivabilité de f aux points
d’abscisses x = 0 et x = 1 apres avoir écrit f (x) sans le
symbole valeur absolue.

c) Montrer que f est dérivable sur IR — {0 ; 1 } puis
calculer f’(x).

d) Résoudre 2V x—x2 +1-2x <0 dans

10; 1 [. En déduire le signe de f ’(x) sur cet intervalle.
e) Dresser le tableau de variation de f.

2) Etudier les branches infinies. On précisera les
positions relatives de C et les asymptotes éventuelles.
3) Soit g la restriction de f'a I’intervalle
I=[1;+0]

a) Montrer que g réalise une bijection de I surJ a
préciser.

b)  Soit g *sa bijection réciproque. Donner les
variations de g~ *sur J.

C) g ! est—elle dérivable en 2 ? Si oui calculer
(97 (2).

d) Expliciter g~ (x) pour tout x appartenanta.J.
4) a) Construire C. On tracera les asymptotes
éventuelles ainsi que les demi — tangentes.

b) Construire C g~ * dans le méme repeére.

EXERCICE 119
PARTIE A

f(x):x—zwf‘xz—l‘ si x>0

(x+2)2 —-|x+2]
x -1
1) Vérifier quef est bien définie sur IR et exprimer
f (x) sans le symbole valeur absolue.
2) Calculer les limites de f aux bornes de Dsx.
3) Etudier la continuité de fen 0.
4) Etudier la.dérivabilittde fenx=0,x=-2etx=1
Interpréter.graphiguement les résultats.
5) Donner lanature des branches infinies en +oo et en
— 00,
6) a) Etudier la position de Cs par rapport a
I’asymptote oblique en — oo sur | — oo ; — 2].
b) Etudier la position de C; par rapport a
I’asymptote oblique en + oo sur [1 ; + oo[.
PARTIE B
1) Calculer la dérivée de f dans les intervalles ou f est
dérivable.
2) Etudier le signe de f ’(x) et donner le tableau de
variation de f.
3) Soit g larestrictionde fa]l, + oof.
a) Montrer que I’équation g (x) = 0 admet une
solution unique a.

f(x) = si x<0
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b) Encadrer o par deux entiers consécutifs.
PARTIE C
1) Montrer que g est une bijection sur ]1, + oo[.
Soit g ~* la bijection réciproque.
2) g lest—elle dérivable surJ ?

3) Calculer g (2) et g_1(2 —2+/3) puis
@1 (2-2Y3).

4) Expliciter I’expression g ~*(x).
5) TracerCiet C _q.
g9

EXERCICE120

PARIEA
On considéere la fonction g définie.par :

g(x)=2x—\/1+x2.

1) Etudier les'variations de g (x).

2) Montrer que g(x) =0 admet une racine unique .

3) Déterminer o.

4) Préciser le signe de g (X) suivant les valeurs de x.
PARTIE B

Soit la fonction f définie par :

X3
. +1 sixe]-oo0]Ull+w]

f (x) =

f(x) :2\/1+x2 -x-1sixe€]0,1]

1) Montrer que f est définie sur IR et calculer
lim fix) et Ilim f(x).

X—>+ 00 X—>—00
2) Etudier la continuité de fenx=0etx =1.
3) Etudier la dérivabilité de f en x = 0 et interpréter
graphiquement les résultats obtenus.
4) Donner la nature des branches infinies de f.
5) a) Etudier la position de C; par rapport a son
asymptote en + cosur ] 1, + oo [.

b) Etudier la position de C; par rapport a son
asymptote en —oosur ] —oo, 0 ].
6) Calculer f’(x) dans les intervalles ou f est
dérivables et préciser le signe de f ’(x).
7) Donner le tableau de variation de f.
8) Existe —t — il des points ou la tangente est paralléle
a la droite d’équation y =x ?

PARTIE C

Soit h la restriction de f a I’intervalle ] — oo O]
1) Montrer que h est bijective de ] — oo [ vers un
intervalle J que 1’on précisera.
2) Sur quel intervalle h™'est — elle dérivable ?
3) Calculerh(—1)et h™1(1+ g) .

4) Donner I’équation de la tangente a Ch_l au point

2
au point d’abscisse 1 + s

5) Tracer C;et Ch_l .
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EXERCICE 121
Dans chacun des cas suivants déterminer 1’ensembles
des primitives de f sur un intervalle quelconque
contenu dans son domaine de définition. ( On ne
cherchera pas a préciser cet intervalle).

) F00=x3—2x+1  f(x) = = —x2
N

1 1 1

2) (X)) =x+— fx) = —=-—

) 0 =x+ = =575

3) f(x) =sinx—2cosx f(x)=1- 12

€0s“~ X

X —m
4

5 f(x) =sin xcos2 X

4 F=cos(Z-T)  f)=(x-9)3

f(x) = tanx+tan3x

6) f() = x(x2 +1)2

4 3
7 f(x)ziz(l+§j f(x):iz(“zj
X

X X
W x +1)2 1
8) f(x) =—— f(x)=1+
Vx tan x

9) f(x)=sinxcos x (sin’x —12)?

10) F(X) = (X +1) (% +2x + 2)V %2 + 2x + 2

11) f () = cos?2x + sin’x

12) F(x) = —~ fx) = — X+
1L+ ) o2 + 203
3
13) f(x) = ———— f()=
\/l—x2 V1+ x4
cos v/ x 2x\—1
14) f(X) = \/_X f(X) = m
X 3 X
19100 = (x4 +1] 9= @+ x2)4
-3
TN JX (Y x - 2)3
6
17) f(x) =
\/1+ x2 (X +\/1+x2 )4
C0oS X -7
19100 = sin© x = sin2 X
1 - cos x
19160 = (x — sin x)2
20) 1) = v ZC:)-SS)i(n X
2D ) = v Zsj-nc);s X
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22) f(x) = sin X — cos X

(sin x + cos x)2
23) f(X) = sin 2x cos3x f (X) = sin x sin 5x
24) f(x) = cos 2x cos x  f (x) = sin”3x cos®2x
25) (x) = x cos x°

26) f(x) = isin1
x2 X
27) f(x) =sin’x f (x) = sin? cos®x
28) f (x) = c0s2 x sin® x f () = 2 sin®x cos*x
29) f (x) = cos* x f (X) = sin®x
30) f (x) = cos*x sin*x
31) f(x) = tan2 X
32) () = X () =
c0s2 x 1+ sin7x
33) f (x) = S'“ZZX fgo 2
cos® X 1 — cos 5x

34) f (x)»= Xcos X + sin X
X €0S X — Sin X

2

36). f(x) =tan x +

35).f (x) =

COX “X
sin 2xX + 2x

0052 X

2
38) f(x) = Vi+x2 + —
V1+x2

5 4

37) f(x) =

39) f(x) = cos™ 2xsin ™ 3x
sin 2x
40) f(X) = —
) 1) 1+ cos 4x

EXERCICE 122
1) On considére les fonctions F et G définies par :
12

1+ x12 1+ x12
sans calcul de dérivée que F et G sont deux primitives
sur IR d’une méme fonction.
2) On considére les fonctions f et g définies par :

2
f(x)zx—etg(x) — V14 x2
1+\/1+x2

EXERCICE 123
Soit f et g les fonctions définies sur | =]— 2 ; +oo [ par :

f(X) =(X+1)v x+2et

F(x) = Prouver

et G(x) =

g(x) = (3x2 + X+ 2)Vv X+ 2
1) Calculer la dérivée g’ de g sur 1.
2) En déduire une primitive de fsur |
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EXERCICE 124
Dans chacun des cas suivants déterminer une primitive
de f sur | aprés avoir effectué la transformation
indiquée.
1) f(x)=x*(x-1)%"

Ecrirex’=a(x—1)*+b (x—1) + ¢ ; a, b et c & trouver.

2

2) f(X):% ;1=11,+ o[ Ecrire f(x) sous
(x-1
b
laforme: f(x) =a+ 5
(x-1
3% +12x 1
3) f(X):—2;|:]72,+00[.
x+2)
Ecrire f (x) sous la forme : f(x) = a + b 5
X+ 2)
3 2
2) f(x)=2X + 13x +224x+2;
(x+3)
I=]-3,+ o ][. Ecrire f (x) sous la forme :
f(x)=ax+b+;2
(X +3)
5) f(x)z%.lz]o;l[.
X~ (x-=1)
. a b
Ecrire f (x) sous Iaformef(x):—2+—2.
X (x=1)
x(x2+3)
6) f(x)=2—3;I:]—1, 1[. Ecrire f(x) sous
x= -1
a b
laforme: f(x) = +

x-13" (x+13
7) f(X) = x~1-2x. Ecrire f(x) sous la
forme :f (x) = (ax2 + bx + )/ 1 —2x

8) Exprimer 1 + cos t en fonction de cos?( %).

En déduire une primitive de f (x) = ; sur
1 + cos 3x
T T
1=l
EXERCICE 125
2x -3
1) Ondonne f (X) = .
v1+X
Déterminer les réelsaet b
b
f(X) =avl+x+
V14X
En déduire une primitive de fsur] -1 ; + oof
2
. 1
2)  soit f(x) = % .
(x*-1)
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2

Vérifierque: x° +1 = %[(x+1)2 +(x2 -1)].

En déduire une primitive de fsur ]1 ; + oof

EXERCICE 126

Soit f définie sur IR par : f (x) = sin x + sin®x.

1) Calculer f’(x) et f ’(x) et trouver 2 réels a et b tels

que: V Xe IR f’(x)+af(x)=Dbsinx.

2) En déduire une primitive de f sur IR.
EXERCICE 127

Soit f la fonction défini sur IR par f (x) = x sin X

1) Démontrer que pour tout réel x

f(x)=2cosx—f"(x)

2) En déduire la primitive de f sur IR qui prend la

valeur O en 7.
EXERCICE 128

. 1 T W
Soit f(X) =——= xel=%=—;—1.
0 1-sinx ] 2 2[
En remarquant que. X e |
1 1+sinXx

, déterminer les

1-sinx (1+sinx)@—sinx)
primitives.de fsur I.
EXERCICE 129
1) On considére la fonction f définie par :
f(X) =2x —1+ cos X.
a) Etudier les variations de f sur IR. Montrer que
f realise une bijection de IR sur un intervalle J que 1’on
précisera.
b) Calculer f (0). En déduire le signe de f (x)
suivant les valeurs de x.
2) Déterminer la primitive F de f qui s’annule en
0. Etudier et représenter graphiquement la fonction F
ainsi obtenue.
EXERCICE 130
1) Linéariser sin® X cos“X.
2) Soit g (x) = cos? x sin“x et h (x) = sin’x cos*x.
a) Déterminer ’ensembles des primitives de
chacune des fonctions f=g+hetk=h-g.
b)  En déduire I’ensemble des primitives de
chacune des fonctions g et h.
EXERCICE 131
On se propose de déterminer I’ensemble des primitives
sur IR de chacune des fonctions f et g définies par :
f(x) =x?cos’ et g (x)=x*sin’x
1) Déterminer une primitive sur IR de f + g.
2) Déterminer les réels a et b tels que la fonction
k définie par k (x) = ax sin 2x + b cos 2x soit une
primitive de f et de g.
3) En déduire I’ensemble des primitives des
fonctions fet g.
EXERCICE 132

1
(\/1+x2 —x)2.

1) Préciser ’ensemble de définition D de f, et justifier
I’existence de primitives de f sur D.
2) En transformant I’expression de f (x), déterminer la

Soit f (x) =

primitive F de f sur D, telle que : F(0) = %

23



mailto:ouse4@yahoo.fr

