SUITES DE MATRICES ET
MARCHES ALEATOIRES

|. Suites de matrices colonnes

1) Exemples :

n
a) La suite (U,) définie pour tout entier naturel n par U, = 3 41| €St une suite de
n

matrices colonnes dont les coefficients sont les suites numériques (u,) et (v,)

définies pour tout entier naturel n par u, =n® et v, =3n+1.

b) Soit deux suites numériques couplées (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel

u., =2un- 3vn+1

n+

v =-u +5v -4
n n

n+l

npar:u,=2,v, =4 et{

n

On pose pour tout entier naturel n: U, =

vn
0 a=| > PleB=l’
n pose encore : A= 1 s et B= L
Onaalors U, = 4 et pour tout entier naturel n, la relation matricielle de récurrence :
Un+1 :AUn + B :
En effet :
2 -3\lu, 1 2u, - 3v, +1 u,,,
AUn +B = + = = =Uia
-1 5])(v, -4 -u,+5v -4 Vo

c) Soit une suite numeérique (u,) définie par une relation de récurrence d'ordre 2 :

u =2, u =-letu,, =2u +3u_ .

2 1

u
On pose pour tout entier naturel n: U, =[ ! ]

n+l

01

On pose encore : A=
P 3 2

et pour tout entier naturel n, la relation matricielle de

On aalors U, :[_
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récurrence : U, =AU .
1

0
En effet, AU, 2[3

2) Terme général d'une suite de matrices

Propriété : Soit une suite de matrices colonnes (U,) de taille p telle que pour tout
entier naturel n,ona U, ,, =AU _ ou A est une matrice carrée de taille p.
Alors, pour tout entier naturel n,ona: U =A"U,.

Démonstration :
On démontre cette propriété par récurrence.

e Initialisation : U, =AU, car A" =1,
e Hérédité :
- Hypothése de récurrence :
Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie : U, =A"UO

- Démontrons que : La propriété est vraie aurang k+1: U,,, =AU,
U,,, =AU, =A(A'U,) =(AA")U, =AU,

e Conclusion:
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le principe
de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit: U =A"U, .

Méthode : Calculer des termes d'une suite a l'aide de matrices

Soit deux suites numériques couplées (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel n

u. =3u -v
par: uo :1’ VO :_1 et n+1 n n
v =-2un +2vn

n+l

Calculer u, et v,.

n

\%

n

On pose pour tout entier naturel n: U, =

3 -1

On pose encore : A=
P -2 2

et pour tout entier naturel n, la relation matricielle de

On a alors U, 2[_

récurrence : U, =AU .

1

On alors U, =AU, et donc en particulier U, =AU, .

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr



http://www.maths-et-tiques.fr/

Soit en s'aidant de la calculatrice :
3 -1)° (1 2731 -1365) (1
X X
-2 2 -1 -2730 1366 -1
On en déduit que u, =4096 et v, =-4096.

UGZ = —

4096
- 4096

[l. Convergence de suites de matrices colonnes

Définitions : On dit qu'une suite de matrices colonnes U,) de taille p est

convergente si les p suites dont les termes sont les p coefficients de (U,) sont

convergentes.

La limite de cette suite est la matrice colonne dont les coefficients sont les p limites
obtenues.

Dans tous les autres cas, on dit que la suite est divergente.

Exemples :
a) La suite (U,) définie pour tout entier naturel n par U, =[3n 11 est divergente car
nlirgon2 =+00 gt lim 3n+1=+c0,
l
b) La suite (U,) définie pour tout entier naturel n non nul par U, = n;lz est
n’* +1

0
convergente et sa limite est la matrice colonne U =[ 1] .

Propriété : (U,) est une suite de matrices colonnes de taille p définie par la relation

matricielle de récurrence U ,, =AU, + B ou A est une matrice carrée de taille p et B
est une matrice colonne a p lignes.

Si la suite (U, ) est convergente alors sa limite U est une matrice colonne vérifiant
I'égalité U =AU + B.

Démonstration :
limU  =U gt lim AU +B=AU +B,

n— +oo n— +oo

Par unicité des limites, ona U =AU + B.
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Méthode : Recherche d'une suite constante vérifiant une relation de récurrence

Soit une suite (U,) de matrices colonnes définies pour tout entier naturel n par
2 0,5 2
3 -2 1

Rechercher, si elle existe, la suite (Un) constante.

U, =AU, +B avec A= et B=

Résolvons I'équation matricielle U =AU + B.
Soit U - AU =B soit encore (I,- AU =B

Et donc U =(1,- A)'B.

o Y

0 1 3 -2 -3 3
-2 -1
L (-1 -05)" |3 o
A l'aide la calculatrice, on obtient:(Iz-A)1= =3 9 .
3 3 |2 2
3 9
-2 -1} (13
' 3 9|[2 9
.U =(1,- AY'B= = _
Et donc : -2 2 [1] -10
3 9 9
-13
La suite (Un) constante cherchée est donc U, = _20 .
9

[1l. Graphes et marches aléatoires

1) Graphe

Dans une équipe de football, on étudie les passes que se font trois attaquants A, B et
C.

Les probabilités qu'un attaquant passe le ballon a un autre sont représentées sur le
schéma suivant.

Par exemple, la probabilité que 'attaquant A passe le ballon a l'attaquant B est égale

.2
a=.
3
Un tel schéma est appelé un graphe. A, B et C sont appelés les sommets du

graphe.
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2) Marche aléatoire

On considere la variable aléatoire X, prenant les valeurs A, B ou C a I'étape n.
A, Bou C s'appelle les états de X,.
Par exemple, X; = B signifie que l'attaquant B posséde le ballon apres la 3° passe.

La suite de variables aléatoires (X,) est appelée marche aléatoire sur I'ensemble
des issues {A, B, C} :

Dans une marche aléatoire, I'état du processus a I'étape n + 1 ne dépend que de
celui a I'état n, mais non de ses états antérieurs. Ainsi, la probabilité que l'attaquant C
posséde le ballon ne dépend que de la position précédente du ballon (en A ou en B)
mais non de ses positions antérieures.

3) Probabilité de transition

On considere la loi de probabilité de X,, appelée probabilité de transition, qui
donne la probabilité qu'un attaquant possede le ballon a I'étape n (n-ieme passe).

On note par exemple Py _, (X,,,=C) la probabilité que le ballon se trouve chez

I'attaquant C apres la n+1-ieme passe sachant que c'est l'attaquant A qui envoie le
ballon. Il s'agit d'une probabilité conditionnelle.

4) Matrice de transition

Définition : La matrice de transition d'une marche aléatoire est la matrice carrée dont
le coefficient situé sur la ligne i et la colonne j est la probabilité de transition du
sommet j vers le sommet i.

Dans I'exemple, la matrice de transition est :

Yvan Monka - Académie de Strasbourg - www.maths-et-tiques.fr



http://www.maths-et-tiques.fr/

Transition du sommet A Transition du sommet C
vers les autres sommets vers les autres sommets
3
0 0.5 -=
4
2 1
M= — 0 —
3 4
1
— 0,5 0
3

Transition du sommet B
vers les autres sommets

On trouve par exemple & l'intersection de la premiére ligne et de la deuxieme
colonne la probabilité que le ballon arrive chez I'attaquant A sachant qu'il se trouvait
chez l'attaquant B.

Remarques :
- Le coefficient a,, de la matrice M est nul car la probabilité que I'attaquant A garde le
ballon est nulle. Il en est de méme pour les coefficients a,, et a,,.

- La somme des coefficients d'une méme colonne d'une matrice de transition est
égale a 1.

Définition : La matrice colonne des états de la marche aléatoire aprés n étapes est la
matrice colonne dont les coefficients sont les probabilités d'arrivée en chaque
sommet aprés n étapes.

Exemple : FEtapen Etapen + 1
Dans I'exemple des passeurs au football, la matrice Y
colonne des états apres la 3° étape donnerait les B
probabilités que le ballon se trouve chez l'attaquant A,
chez l'attaquant B et chez 'attaquant C aprées 3
passes.
TR - Ve C
L'arbre de probabilité ci-contre permet de résumer les
probabilités de transition de I'étape n a I'étape n+1. A
A l'aide de la formule des probabilités totales, on a :
3 e
=0,5g +—r
pn+1 qn 4 n
20,1 4
qn+1 3 pn 4 n
1
r. . =—p +0,5
n+l1 3 pn qn B
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P,
On note P, =| q, | la matrice colonne des états de la marche aléatoire aprés n
r

n

étapes. Onaalors: P, =MP .

Propriété : On considére une marche aléatoire de matrice de transition M et dont la
matrice colonne des états a I'étape nest P, .

Pour tout entier naturel n,ona: P, =MP et P =M"PF,.

Exemple :
Dans I'exemple précédent, on suppose l'attaquant A possede le ballon a I'étape 0.

La matrice colonne des états aprés la 3° étape est égale a: P, =M"P,.

1
Ona P, =|0| car le ballon part de A.
0
3
0 05 3 (L 1V
4 24 48 32
Avec la calculatrice, onobtient:M3:E 0 l :z l H
3 4 36 24 96
Lgs ol |27
3 72 48 24
7177 (7
24 48 32 1 24
17 7 17 17
Donc P, =M°P, =| == — =Z||0|=—=
° 136 24 96 . 36
v 7|5
72 48 24 72

Ainsi par exemple, la probabilité que I'attaquant C posséde le ballon apres la 3°

L 17
passe est égale a - ~0,24 .

V. Etude asymptotique d'une marche aléatoire

1) Marche aléatoire convergente

Définition : On dit qu'une marche aléatoire de matrice de transition M est
convergente si la suite des matrices colonnes (Pn) des états de la marche aléatoire
converge.
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Définition : Si la suite (P,) des états d’'une marche aléatoire convergente vérifient

P .. =MP alors la limite P de cette suite définit un état stable solution de I'équation
P =MP.

Méthode : Etudier le comportement asymptotique d'une marche aléatoire a l'aide de
la calculatrice ou d'un logiciel

On considere la marche aléatoire sur le graphe ci-dessous ou I'on part de A :

-

DY

A

-

N\

-
T

A l'aide de la calculatrice, déterminer |'état stable de cette marche aléatoire. On
admet que la marche aléatoire est convergente.

0 05 0
La matrice de transitonest M =|0 0 0,5].
1 0,5 0,5
Pour tout entier naturel n,ona: P, =MP ou (P,) est la suite des matrices
colonnes des états de la marche aléatoire.
1
Onadonc: P =M"P, avec F, =| 0| car on part de A.
0

A l'aide de la calculatrice, calculons par exemple P,
' | 1.2 K4 *on enregistré = o] >

@Al
0 0s o [1°1 0.142578
0 0 05| |o 0.285156
1 05 05 0 0.572266
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On peut effectuer les calculs pour des puissances de M de plus en plus grande. On

constate que I'état stable semble étre la matrice colonne P =

NN NN I SN

L'état stable P vérifie 'équation P =MP, en effet :

*MNon enregistré <

My ] A

005 0
0 0 05
1 05 05

~1 g ~1 R =

[ 3o M=

r
L

Remarque :
Cette méthode ne prouve pas que la marche aléatoire est convergente.

En supposant qu'elle I'est, elle permet seulement de déterminer I'état stable.

2) Cas d'un graphe a deux sommets

Propriété : On considere une marche aléatoire de matrice de transition M sur un
graphe a deux sommets ot 0<p<let0<g<1:

S L
-
" N/
N

|
I-p q

p 1-q
marche aléatoire converge vers un état stable P tel que P =MP .
P ne dépend pas de I'état initial P,.

Alorsona M = et la suite des matrices colonnes (Pn) des états de la

Démonstration :

avec p,+q =1.

, b
Pour tout entier naturel n, on note P, :[

n

Comme P, =MP ,ona:
P =- p)p, +qxq, =Q- p)p, +q@- p,)=0- p- ¢)p, +q.

Pour tout entier naturel n, on pose u, =p, - —1_etona:

+q
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4
p+q

un+1 :pn+l -

q
p+q
_q@-p-q)
p+q

o
p*q

=(1- p- Q)p, +q-

=(1- p- @)p,

=Q1- p- q)

=(1- p- )y,
(u,) est donc une suite géométrique de raison 1- p- q.

Comme 0<p+q<2,onall- p- q <1 etdonc (u,) converge vers 0.
D'ou (pn) converge vers L.
p+*q

p
ptq
Les limites de (u,) et (g,) ne dépendent donc pas de I'état initial.

Comme g, =1- p,, (q,) converge vers

Méthode : Etudier le comportement asymptotique d'une marche aléatoire sur un

graphe a deux sommets

On considére la marche aléatoire sur le graphe ci-dessous :
0.4 0,6

o -
- = S

Etudier la convergence de la marche aléatoire.

0,4 0,3
0,6 0,7] '
Pour tout entier naturel n, ona: P, =MP. ol (P,) est la suite des matrices
colonnes des états de la marche aléatoire.

p] _

q

La matrice de transition est M =[

vérifie I'équation P =MP, soit

0,4 03) (p
X .
0,6 0,7] |q

L'état stable P = 5

p =0,4p +0,3q

Ainsi, on a le systeme
q=0,6p+0,7qg
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- 0,6p =0,3q
0,3q =0,6p
< q :2p

1 2
Comme p+q =1 onal- p=2p etdonc p=3 et q=3.

L'état stable du graphe est donc P =

WIN W|Fm

Cela signifie que quelque soit I'état initial (départ de A ou de B), les probabilités d'étre

. 1 2
en A et en B tendent respectivement vers 5 et 5 .
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