PROMATHS TS2

NOMBRES COMPLEXES

NOMBRES COMPLEXES

Il suivait son idée, c’était une idée fixe, et il était surpris de ne pas avancer. Il faut continuer a travailler.

ECRITURE ALGEBRIQUE, MODULE,
ARGUMENT, ECRITURE
TRIGONOMETRIQUE, FORMULE DE
MOIVRE, FORMULES D’EULER

EXERCICE 1
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes
suivants :
1) zi=(1+i)(1-2i)
2) zz=(1+i)?
3 zs=(1+i)*
4) zg=(3-4i)(3+4i)+(1+3i)%(1-i)
5) z;=(2+5i)°—(1-3i)(1+2i)
6) zz=(1+i)(5-8i)%A—-i)+(i+2)*(2-1i)

7=(1-i)?
z=(1+i)°

7) zo=(2+i3)(1-1i) zZ0=(1-i/2)°
8 2 3 4i . Lrai
Y74 ® T 3_iV3
. 3
1+1 1+1
9) 743 = — Zog = | ——
) =y * (1—i)
10) 215=31+ 2.I (2+1) 216:2i_§
—1 1
4—j i 3-4i
11) z;7 = + -
o i

12) zig=(V2+i)*— (242 +3i)?
2 -i)3
13) ZlQZ[mj
14) 2= (1-iv2)(1+iV3)
15) 235 (V2+i)*— (242 +3i )

EXERCICE 2
1+im

2m i (m2 —1)

1) Montrerque Z;, existe pour tout réel m.

2) Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de
Zm en fonction de m.

Onpose Z,, =

EXERCICE 3

Calculer le module des nombres complexes suivants:
1) zp=1+3i 2,=3-4i
2) zz=-1+7i 24=5+3i
3) zz=(1+i) Zs=(-5+3i)
4 z;=4J6 —ivJ2
5) zg=(J3+i)(5+iV11)

5+i i-1
6) z9= Z10 =
) B= 3 R
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A3
7) le:L 212:[\/—3_.|]
1- 20?2 1+i

8) z1z=cosXx+isinx Z14=2(CcOSX—isinx)

EXERCICE 4
Mettre sous forme trigonométrique les nombres
complexes suivants :
1) zl=1+i\/—3 22:—\/_3+i
2) 23:2(—1—i) 24 =1 i
3) zg =sin6 +icosb Zg =1+itan 6

oS0 +isin 0 1-cosO +isin6

D 27 = ke _isin® 71+ c0s0+isin6
5) Zgz—x/? Zlo:l+ix/_3
1+ i J3 i
~143iv3

6 = ——
U RTIPNE
(1-i+v3)(cosx +isinx)

" 42 = COSX + sin X + i (cosX — sin x)

8) 273 = +1 21g =0 1
EXERCICE 5

1) Onpose:j:ﬂ,

Calculer: j 3, 1+j+j%; 1+] N 1-]

1-0)2 (@1+i)?
2) On considere les nombres complexes
1 1-iJ3 2 J3+i
Calculer: z, + 2, ; 212, 212 + z% ; z:f + zg.

. =130 12
3) Calculer: [uj et [ 3 ]
1+

V3 i

EXERCICE 6
J3

Soitj:—£+i—
2 2
1) Calculer: j2, j3 etl+j+j2.

2) Soit (E)Iéquation: z% + 2% +1=0,
a) Veérifier que j est solution de (E).
b) Déduire de ce qui précéde une factorisation

dans IR de P(x):x4 +x2 +1
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EXERCICE 7

ai — 4b N
—;oua

5+ 3i

On considere le nombre complexe v =

et b sont des nombres réels.
1) Déterminer aet b sachantque |v| =1 et

arg(v) = %n [2x].

2) Calculer vi2 418,

~ EXERCICE 8
Onposez=1+e"ol 0 €] -, n[.
1) Déterminer le moule r et un argument ¢ de z.
2) Calculer z* a partie de :

a) z=1+¢"

b) z=re"
3) Démontrer que :

00549 = 1c0326+1c039+§
2 8 2 8

EXERCICE 9
Soit 6 un nombre réel tel que : 0 <0 < m. On considére
le nombre complexe : z= — sin2 6 + 2i cos? 0
1) Déterminer le module et I’argument de z en
fonction de 6.
2) Déterminer 6 pour que z et 1 —z aient méme
module.

EXERCICE 10
On considere les nombres complexes

—i z
Zl:M; 22:1—i et Z:_l
2 22

1) Mettre z;, z, et Z sous forme trigonométrique puis

) . T . Y
en déduire les valeurs exactes de cos — et sin E /

2) Résoudre dans IR ’équation :
(«/_6+\/—2)cosx+(\/—6 - x/—2)sinx:2puisplacer

les images des solutions sur le cercletrigonométrique.

EXERCICE 11
Soita = v 6+ /2 +i(\/_ ~J2 Yetz=o’
1) Calculer | Z | et un argument de z puis en déduire

le module et'un argument de a.
2) Ecrire a sous forme trigonométrique puis en

. - T . T
déduire les valeurs exactes de : cos o et smE .

EXERCICE 12
;2
Ondonne z; =3 —i;z -~ 1+ietz=-1.
1 2 Z,
Ecrire z sous forme algébrique et sous forme

trigonométrique et en déduire les valeurs exactes de :
13n . 13=n

cos— et sin —.

12 12
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EXERCICE 13
1) Ondonne: C =1+ cOSX + COS2X + ...+ COSNX
S = sin X + sin 2X + ...+ sin nx
a) CalculerT=C+iS
b) En déduire les expressions simplifiées de C et
de S.

2) Pour tout x # g +kr, Calculer:

. k : in k

C- Z coskx ets = Z smkx

k:OCOS X k:OCOS X
EXERCICE 14

1) Exprimer cos 3x en fonction de cos X et sin 3x en
fonction de sin x.

2) Exprimer cos 5x enfonction'de cos X et'sin 5x en
fonction de sin x.

3) Linéariser la fonction f.dans chacun des cas
suivants :

3 4

a) f(x) =sin” x f(x) = cos™ x

b) f(x)'= sin4 X 0052 X f(x) = sin6 X

c)<f (x) = sin 3x cos 4x cos 5x

EXERCICE 15
1) On considére dans le plan rapporté a un repére

- % _) - - - -
orthonorme direct (O, u, v) trois points distincts A,

B et C d’affixes respectives a, b et c. Démontrer qu’une
condition pour que le triangle ABC soit rectangle en A
.. .. b-a b-a
s’écrit : +=——==0.
c—a c—a
2) Soit M un point du plan ; soit z son affixe. On
désigne par M’ et M’ les points ayant pour affixes

22 et 23. Quelles conditions doit vérifier z pour que

les trois points M, M’ et M’ soient distincts ?
Trouver I’ensemble E des points M tels que MM’M”’
soit rectangle en M, ou en M’, ou en M ”’. Dessiner E.

EXERCICE 16
Le plan rapporté a un repére orthonormé direct
- >
©, u, v).

1) Soit A (a), B (b) et C (c) des points du plan.
Montrer que ABC est un triangle rectangle en A si et

.. Cc—a .
seulement si : 5 a une partie réelle nulle.

2) Pour tout point M d’affixe z non nulle, on associe

. . 1 1
les points A, B et C d’affixes respectives — , -~ et
z
z

1 . .
) ; et on désigne par F I’ensemble des points M du
z
plan pour lesquels les points A, B et C sont deux a
deux distincts et ABC est un triangle rectangle.
a) Pour quelles valeurs de z A, B et C sont —ils
distincts ?

b) Déterminer puis représenter F.
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LES ENSEMBLES DE POINTS

EXERCICE 17

1) Déterminer I’ensemble des points M ( z ) tels que
z’ soit réel.

a) =129 —22+1; Z'= 22—22+1

by z=(@-3)(z+2);7=(z-2)(z-1)

A 4
c) z'=i
1-z
d - 2|z—4+.2|
Z-3+I

2) Déterminer I’ensemble des points M ( z) tels que
Z’ soit imaginaire pur.
a) z'=(z-1)(2iz+3)

by z=(@-0)@Ez-i)Z=(z-2)(z-1i)

3) Déterminer I’ensemble des points M ( z ) tels que :

a) |z-2|=|z+i|;|iz+3|=|z+4+]i]

b)

£+li‘:3; ‘1+i2‘:2

3

C) argz:g[2n]

d) argt =2 [2x]; argz = ~ [2n]
z 3 2

e) arg(z—i):g+arg(z+1)

f) arg(z—i)=arg(z+1)
9) arg(-2) =7 [2n]

h) arg(z— 2i) = % [2n]

i) arg (z2 —4) =arg(z + 2) [2r]

i) arg - g [2n]

Z+2
K) arg(z4i) = %”" [27]

4) Déterminer analytiquement puis géométriquement
I’ensemble des points M ( z) tels que :

a) |[z-1+3i|=3

b) |2iz -1|=4

¢) |2iz+2+i| =|3+2i-z|

EXERCICE 18
Déterminer 1’ensembles des points M (z) tels que :
a) Re(2=3) =0 ; Im(2=2) = 0
z—i zZ—i
b) Re (z3) = Im(2°)
EXERCICE 19

1) Résoudre dans C I’équation (E ) : 22 27 = 0.
2) Vérifie que les points images des complexes
solutions non nuls de ( E ) sont sur un méme cercle.
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EXERCICE 20

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct

-> > ) ) _
(O, i, j),onconsiderele point M (z) ;z=x+1y.
On suppose z # 2i et on considere les points A (1) et
B(2i).
1) Résoudre dans C
a) z _;_ = i, soit E le point image de la solution.

z-2i

z-1 . . Lo .
b) > = —i, soit D le point image de la solution

z - 2i

2) Onpose Z = 21
z-2i

Déterminer Re(Z) et Im(Z) en fonction de x et'y.
3) a) Déterminer 1’ensemble ( H.) des points M (2)
tels que Z soit réel et'vérifier que D'e H

b) Déterminer I’ensemble ( F ) des points M (2) tels
gue Z soit imaginaire pur et vérifierE € (F)

¢) Déterminer 1’ensemble (G) des points M (z) tels
que | Z| =1
4) Construire (H.), (F)et(G).

EXERCICE 21
- >
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j

)

on consideére les points : A ( % + %i ), B (2i).

z-2i
2z-1-1i
1) Onposez=x+iyetz’ =x"+1y’
a) Exprimer x’ et y’ en fonction de x et de y.
b) Déterminer et construire I’ensemble E des points
M (z) tels que z’ soit réel.
€) Déterminer et construire I’ensemble F des points
M (z) tels que z soit imaginaire pur.
2) SoitM (z) et M’ (2°).

Pour tout z # % +%i on pose z' =

1 MB
2 MA~
b) Démontrer que M’ appartient au cercle I' de centre

a) Montrer que OM'=

1 . . . N
O et de rayon 5 si et seulement si M appartient a une

droite A que I’on précisera. Construire I et A.
c) Déterminer I’ensemble G des points M ( z ) tels
que |z’ | = 1. Construire G.

EXERCICE 22 (Bac F 1995 1* GROUPE )

On appelle Z le nombre complexe défini par :
Z=7-2z7 +1.
1) Onposez=x+iy (avecx ety réels). Calculer
en fonction de x et de y, la partie réelle X et la partie
imaginaire Y du nombre complexe Z.
2) Déterminer puis représenter dans le plan complexe,
rapporté a un repere orthonormal, I’ensemble des
points dont 1’affixe z est telle que Z soit un nombre
réel.
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EXERCICE 23
Le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct

- >
(0,1, €5).S0ItA(51),B (1), M(z), et M'(z")

tel que :
7225 o
z - 2i

Onposez=x+iy etz =x"+1iy
1) —a) Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y
— b) Déterminer puis construire I’ensemble I des
points M ( z) tels que z’ soit réel.
2) —a) Déterminer z tel que 2’ = z.
iz e+
Z'-5i z-5i
3) —a) Déduire de 2) une relation entre
MB M' B

—— et —— puis une relation entre
MA M A

—b) démontrer que

- - > o
(MA;MB) (M'A;M'B)
— b) Montrer que M appartient a la médiatrice ( D)
de [AB] si et seulement si M’appartienta (D)
— ¢) Montrer que M appartient au cercle (C) de
diamétre [ AB] si et seulement M’ appartient a (C ).

EXERCICE 24
Le plan complexe P est rapporté a un repere

- % % - - -
orthonormal direct (O, u, v).Soit A(—i)et B(2i).
On désigne par P* I’ensemble des points de P, distincts
de A.

Soit f I’application de P* dans P qui a tout point M
d’affixe z associe le point f (M) d’affixe Z telle que :

zzi(z_z_'J
Z +i
3 /1.
1) SoitMy(i)et My —+ —1i|.
) (1) 2(2 5 )
a) Déterminer f (M) et f(M;)

b) Déterminer le point M'de P* tel'que f (M) = O.

c) Déterminer le point M de P* tel que f (M) =N
ouUN@2-1i).
2) Déterminer et construire.

a) L’ensemble E des points M de P* dont les
images ont pour affixe un'nombre imaginaire pur.

b) L’ensemble des points M de P* dont les
images ont pour affixe un nombre réel.

¢) L’ensemble G des points M de P* dont les
images appartiennent au cercle de centre O et de rayon
1.

EXERCICE 25
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal

- >
O, u, v).
Soit K (—2). Atout point M de P distinct de K,
d’affixe z on associe le point M ’ d’ affixe
. Z-1
Z+2
1) Soit E (i) ; déterminer et construire E’.
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2) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels
I’affixe de M’ est i.
3) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels
M’ =M. On trouvera deux points B et C.
Soit A(1), montrer que ABC est un triangle équilatéral .
4) Soitz=x+1iy, xetyréels(z# —2).
Ecrire Z’ sous forme algébrique. En déduire.

a) L’ensemble S des points M tels que M °
appartienne a I’axe des abscisses. Construire S.

b) L’ensemble C des points M tels que M °
appartienne a I’axe des ordonnées. Construire C.
5) Montrer que M’ lorsque appartient au cercle C’ de
centre A et de rayon 1, alors M appartient a un cercle
que I’on précisera.

EXERCICE 26
Le plan complexe P est muni d’unrepére orthonormé

> >
(O, u, v).Unité4.cm.
On note A (- 2i).
A tout point M (z) de P distinct de A, on associe le
2iz -2
z+2i
1) Onposez=x+tiyetz’=x"+iy ;X,y,x’,ety’
sont des réels.
Exprimer x’ ety ’ en fonction de x et y.
2) “Soit (E) I’ensemble des points M (z = x + i y) tels
quez’ soit'reel.

a) Déterminer puis construire (E ).

b) Montrer que pour tout point M (z=x +iy) de

2X

y+2

pointM* d’affixez’ tel que : z'= f (2) =

(E)etM’(z)ona: z'=

) - —
c) En déduire que les vecteurs AM et AM ' sont

colinéaires.
d) Construire le point M (z) tel que f (z) = 1.

EXERCICE 27
Dans le plan complexe P muni d’un repére orthonormé

—> = . . 1.
(O, u, v),onconsidere A(2-3i)etB (-1- EI).

Soit ' 1’application qui au point M (z) associe le point
2iz -1+ 2i
2-3i-z

1) Préciser I’ensemble de définition de f.
2) Déterminer I’'image C” de C(1 —1).
3) Déterminer I’antécédent D; de D(—i).
4) Montrer que f est bijective de P— {A} vers un
ensemble a préciser.
5) SoitM (X, y)etM’ (x°,y°);

a) Exprimer x’ ety ’en fonctiondex et y.

b) En déduire I’ensemble des points M (z) dans
chacun des cas suivants puis les construire.
E; = Ensemble des points M(z) tels que z ’ soit réel.
E, = Ensemble des points M(z) tels que z” € i IR.
E; = Ensemble des points M(z) telsque z” € IR _
E4 = Ensemble des points M(z) telsque z” € i IR«

M’(z’)tel que: 2'=
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EXERCICE 28
-2z +1i

Soit f(z) = avec z #1. On pose A, B, M et

M’ les points d’affixes respectives i, % i,zetf(2).

1) Donner une interprétation géométrique de | f (z) |

etunargf (z).

2) Montrer que si M appartient a la médiatrice (A )

du segment [ AB ] alors M ’ appartient a un cercle dont

on déterminera le centre et le rayon.

3) Déterminer I’ensemble des points M (z) tels que :
a) argf(@®=01[2n]

b) mf@:gmn]
c) agf(@==n[27]

EXERCICE 29 (BAC S1 2001 )
(SESSION DE REMPLACEMENT 1% GROUPE )
Soit A et B les points d’affixes respectives — 1 et 1.

A tout point M d’affixe Z, on associe le point M ’
Z—1f

zZ+1)

Soit ( E ) I’ensemble des points M du plan tels que

I’affixe Z’ du point M’ soit un nombre réel strictement

négatif.

1) Montrer que M appartient a ( E ) si, et seulement

d’affixe Z’ tel que : Z'= (

-> >
si: 3(MA,MB) == [2=n].
2) Représenter (E) .

EXERCICE 30
Le plan est muni d’un repére orthonormé

> >
direct (O, e, e5) . Soit les points A (2i ), B (1),
C (5i), D(% ), M (z), M’(z") et la fonction f définie par

_diz+2
5i-2

1) Montrer quesi M € (Oy)alors M’ e (Oy).

2) Interpréter géométriquement | z | . En déduire si

M’ est sur le cercle de centre O et rayon 4, M

appartient & une droite a préciser.

f(z)=7

,Z#51

a) Pourz#—1i, montrer que z _2' —2%= 2,'
Z'+i Z+i

b) En déduire que si M appartient a la médiatrice
de [AB] alors M’ appartient a un cercle a préciser.
3) Soitz#5i

a) Montrerque (z’+4i)(z-5i)=18.

b) En déduire I’'image du cercle de centre C et de
rayon 9 et de la demi — droite des points M tels que :

u,cm) =
u, = —
( ) 2
EXERCICE 31
Soit f ’application de C — {- i } dans C définie par :
f(2) = —
Z+i
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1) Déterminer I’affixe zy du point B telle
f(zo)=1+2i.
2) Soitzunélémentde C—{-i}. Onnoterle
module de z + i et o une mesure de son argument.
Ecrire la forme trigonométrique de f (z) — i en fonction
dereta.
3) Soit A le point d’affixe i.

a) Déterminer I’ensemble C des points M ( z)

vérifiant | f(z)—1i | = /2 et ’ensemble D des points
M () telsque:arg[f(z)-i]= %
b) Montrer B € C n D puis construire C et D.

EXERCICE 32
Soit f 1’application
c-{11->¢C
L iz =2
L 7=
z-1
1) Déterminer le module et un-argument de f (2).
2) Pour quelles valeurs de I’entier naturel n [ f(2) J"
est —il réel ?
3) _Exprimerz en fonction de z’.
4) Soit M (z) avec z # 1 et M’ (z”). Montrer que

OM = % ouU A et B sont deux points dont on

précisera les affixes.
5) 'Soit (C) I’ensemble des points M d’affixe z tels

z| =1
que : {l | . Montrer quesiM € (C)alors M’
z+1

appartient a une droite ( L ) que I’on précisera.

EXERCICE 33 (BAC D 1988 1 GROUPE )
On considere la fonction f de C dans C définie par :
z+3i
f(2) = = .
@ iz-1
1) Déterminer I’ensemble de définition Dy de f.
2) Soit P le plan complexe rapporté a un repere

- % % -
orthonormé direct (O, u, v) . On désigne par A, B,
M, M >, M ”’ les points d’affixes respectives, — 3i, 1, z,

z eti z ,zétant un élément de Dy.

a) Placer les points A, B, M,M et M *’ (on
choisira pour ce dessin : le point M(z) sur la droite
(AB) avec Re (2) >0, Im (z) > 0, Re (2) < Im (2).

b) Déterminer I’ensemble S; des points M tels que
M’ =B.

c) Déterminer I’ensemble S, des points M tels que
M”’ =M, le dessiner.

d) Donner une interprétation géométrique des
arguments de (z + 3i ) etde (i z —1). En déduire une
interprétation géométrique de I’argument de f (2).

e) Déterminer ’ensemble S; des points M (z) tels
que f(z) soit un imaginaire pur. En déduire I’ensemble

— -
des points M tels que les vecteurs BM et AM soient
orthogonaux et les dessiner.
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EXERCICE 34
Dans le plan complexe P rapporté a un repére

) > >
orthonormal direct (O, u, v ) d’unité 2cm, on
considere lespoints :M (z); My(Z ); A(2) et B (1)
Soit I’application f :
P-{A} > P

M(z) > M2 )telle que: 7 = 22

Z-2
1) Déterminer les ponts invariants par f. (M est
invariantparf < f(M)=M)
2) Soit C le point d’affixe 2 (1 + i~/ 3) . Montrer que
C’=f(C)estmilieude[ OC ].
3) a) Calculer pourtoutz = 2, (z - 2)(z-1)
b ) En déduire la valeur de AM; . BM ’ puis une

NI

_ -> - ) - >
expression de ( u; BM') en fonctionde ( u; AM,).

c) Justifier les relations suivantes :
a) AMXBM’=6
- > - -
B) (u;BM') = (u;AM,)

it

d) Construire I’image d’un point D d’affixe 2 + 2 e 6

EXERCICE 35
Le plan P est muni d’un repére orthonormé direct

> >
(O, u, v) unité 2cm. Soit A (3 —1) et I’application
f:M@) > M(@Z) telque z = M

Z=3+l

1) Calculer I’affixe du point P’ image par f du point
P d’affixe 1 + 1.
2) Calculer I’affixe du point Q-dont I’image par f est
le point Q’ d’affixe 1 + 1.
3) Onposez=Xx +iyetzZ =x"+iy’

a) Calculerx’ety’ en fonctiondex ety.

b) Déterminer et représenter 1’ensemble E des
points M (z) tel que z’ soit réel.

c) Déterminer et représenter I’ensemble F des
points M (z) ) tel que z’ soit imaginaire pur.

d) Déterminer et représente I’ensemble G des

points M.(z) tel.que ‘ z ‘ =2

‘ =2 @. En
MA
déduire que si M” est sur le cercle C de centre O et de
rayon 2 alors M appartient & une droit A que I’on
précisera.
Comparer (A) et G.
5) a) Interpréter géométriquement arg z’
b) Déterminer I’ensemble des points M (z ) tels

4) SoitB (- 1=.2i). Montrer que ‘z

T
que argz’ =

— jargz =m.
2 b
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EQUATIONS DANS C
RACINE N*™ D’UN NOMBRE COMPLEXE

EXERCICE 36
1) Résoudre dans C les équations suivantes :

a) 23:2+2i; 25:64(\/_2+i\/_6)

8 ~1+iV3
b) 2% =16(— )
o) 2% =-2v3+2i
d) 22 =3-4i ; =6+ 12i
e z2 =-1-2iV6
Mi1=042"=1%iV3

2) Calculer (2—i)*, endéduire les raines cubiques
de 2 —11i.
3) Calculer (3 + 2i ) puis résoudre 22 = — 9 + 46 i

EXERCICE 37 (BAC S21997)
(1 GROUPE SESSION DE REMPLACEMENT )

On considére I’équation : 23 =18 + 26i (1)

1) Montrer que zo= 3 + i est racine de 1’équation ( 1).
2) Montrer que pour toute solution zde (1) le

complexe Z = Z_ estracine cubique de 1.
z
0
3) Résoudre Z* = 1 et en déduire toutes les solutions
de(1).

EXERCICE 38 : (BAC S2 1999 2°™ GROUPE
(SESSION DE REMPLACEMENT) .
1) Dans I’ensemble des nombres complexes,
déterminer les racines de 1’équation : Z° = 1.
On mettra les solutions sous forme algébrique et sous
forme trigonométrique.
2) a) Calculer (1—i)°
b) En déduire les racines sixiémes du nombre

complexe 8i.
3) Déduire de la question n°2 les valeurs de

T . T
cos— etsin —
12

EXERCICE 39 (BAC D 1990 2°™ GROUPE)

1) Soit le nombre complexe u = a+l+(@-a)i

2(1+a%)

aveca € IR.

Calculer le module de u. Si a est un argument de u,
calculer cos a, cos 2 o, sin @, et sin 2 a.

2) Soit le nombre complexe :
Z=8a’-(1+a’)?+4a(1-a’)i,ae IR.

Calculer | Z|, puis montrer que Z = | Z| u*. En
déduire les racines quatriémes du nombre complexe Z.
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EXERCICE 40
On désigne par z; le nombre complexe 1 —i .

1) Calculer z:f.

2) En déduire les racines cubiques de — 2(1 + i).
3) Résoudre dans C I’équation :
(ZE8 o hgi— o,

z—i

EXERCICE 41 (BAC D 1992 1 GROUPE )
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal,
soit M le point d’affixe z, A celui d’affixe i et B celui
d’affixe —i. Onpose Z = 2+

Z+i

1) a) Déterminer I’ensemble D des points M (z) tels
que Z soit réel.

b) Déterminer I’ensemble C des points M (z) tels
gue Z soit imaginaire pur.
2) a) Interpréter gégométriqguement les modules de
z—ietz+i.
Montrer que | Z| =1, si et seulement si, z est réel.

b) Soit n un entier naturel non nul et a un réel de

10; g [. Déduire de la question précédente que

_ij) 2
I’équation : (E): (uj = cosda +isinda ,

Z+1

n’admet que des solutions réelles. ( On ne demande pas
de les calculer).

¢) Résoudre I’équation Z2 = cos 4a + i sin4a.
En déduire les solutions de (E ).

EXERCICE 42
Calculer les racines carrées des nombres complexes

suivants : 21:—16;22 =17523=-2;
24:7+24i; z5=9+40i ; 26:1+i;
Z7:2|’28:_2|'29=12|'210:_7|'

EXERCICE 43
Résoudre de deux facons différentes 1’équation
2 V2 N2
- = . +i BN puis en déduire les valeurs exactes

17.x . 17w
de cos—— et sin ——.
8 8

EQUATIONS DU SECOND DEGRE

EXERCICE 44
Résoudre dans C les équations suivantes :

1) 22+22+2=0:2+32+5=0
2) 22+ (1-5i)z+6i-2=0
3) 22 _(3+44i)z+7i-1=0

4) 22—(3+2i)z+5+i:0

5 z2-2iz-iJ3=0
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6) 22— (-3+4i)z-5+i=0
7 22+ (1-5)z-2+6i =0
8) (1+i)z2 —(5+i)z+6+4i =0
9) (1-i)z2-27-11+3i =0
10) 22 - (5-iV3)z+6-3iV3 =0

AUTRES EQUATIONS

EXERCICE 45
Résoudre dans C.

1) 22 -22=0 2 “2=0

2) (22—4z+5)2=(z+1)2

3) (z+i)°=(z=0)0 (z+1)° = (z-1)°
4) z4+22+1:0; 2zt v1=0
5) 8 147416 = 0

6) z4—2(1+ia2)22+1—a = 0 aréel
7 @+iv3)zt —av2+4v2i=0

g 27(z=)® 1 (z+1)® -0

4

9 B (3+2)B+2+42i=0
10) 22" — (2cos9)z" +1=0; ¢ € IR

n _1\N
11) (z+1j +(z 1) _1
z-1 z+1
EXERCICE 46

1) Résoudre dans C (z2 —4z+5)+i(z+1) =0

2) Résoudre dans C (z2 —4z + 5)2 +(z + 1)2 =0
En déduire qu’il existe des réels a, b, ¢ et d qu’on
détermineratelsque: V x € IR

(x2 —4x +5)% 4+ (x +1)2

(<% +ax+b) (X2 +cx+d)

EXERCICE 47
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé

- -

©, u, v)

1) Développer le réel (1 + «/_3)2 et en déduire la

résolution de : 22 +(1+ «/_3)2 +2+/3=0

2) Onpose: a = _l+2\/—3

1+ J3
2

(1) et

b:

(1+1i).SoitA(a)etB(b)

a) Ecrire a et b sous forme trigonométrique.
b) Donner la nature du triangle OAB.
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EXERCICE 48
Soit a un nombre réel et ( E ) I’équation dans C

(z—ijn l+ia
Z+i 1-ia

Montrer que z si est solutionde (E ), ona:
z-i

Z+i
( E) sont réelles puis résoudre (E ) pour a=1

= 1. En déduire que toutes les solutions de

EXERCICE 49

1) Résoudre dans C : 22 437 = (2 + i«/_3)| z|.
Représenter les images des solutions de cette équation
dans un plan rapporté a un repére orthonormal direct.

2) Résoudre dans C 472 + 8‘ 22 ‘ -3=0.

Mettre sous forme trigopnométrique la somme de deux
solutions quelconques.

EXERCICE 50 (BAC D 1991 2°™ GROUPE )
1) Soit(a,B) e IR*x IR . Résoudre dans C
I’équation d’inconnue z :
aZ+(-p+ia)z—ip=0.
2) Résoudre dans C I’équation d’inconnue z :
(m+inx)ZZ+[m=Inx+i(m+Inx)]z
+i(m-Inx)=0ou

x IR, etme IR*

EXERCICE 51

1) Résoudre dans C : 22 (l+\/_2)Z +4J2=20.
2) Résoudre dans C les équations :

z+£:1etz+£:\/—2
z z

3) Soit P le polyndéme défini par :
P(z) = z4 —(1+\/—2)z3 +(2+\/—2)z2
- (1+ V2 )z +1
a) Exprimer P@) en fonctionde Z = z + 1
22 z

b) Résoudre dans C P'(z) = 0.
4) En vous servant de cette méthode, résoudre dans C
les équations suivantes :

a) w228 7% 42z241=0

b) 24 4278

- 522 -2z+1=0
EXERCICE 52

1) Ecrire sous forme trigonométrique les racines
cubiques du nombre complexea=16 (1-1).

2) Pour 6 un nombre réel quelconque, on pose :

Ze=1+i+2 «/Z_e'e avec zg= Xg *+ i Yo

a) Calculer x, et yq en fonction de 6.

b) Déterminer I’ensemble C des points M du plan
de coordonnées (X, Yo ) quand 6 décrit [ 0 ;2 7 ].
3) Montrer que les solutions de 1’équation :
[z-(1+i)]°%=a sont les affixes des points de C.
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EXERCICE 53
Soit ¢ un nombre réel tel que 0 < ¢ < w. On pose :
p = e'? et on considére ’équation :
22 -2pz+1=0 (1)
a) Soit z; et z, les solutions de (1). Quel est le
lienentre | z; | et | z, | et quel est le lien entre
arg z; etarg z, ?
b) Pour quelles valeurs de ¢, z; et z,

sont — elles réelles ?
c) Pour quelles valeurs de‘p, z; et z,

sont — elles imaginaires pures.?
EXERCICE 54
1) Onpose u = cos%t +.i sin %ﬂ

a) Montrer que 1 + u + u2 + u3 + u4
b) Montrer.que u4 =u

=0

2) Onposeoc:u+u4et[3:u2+u3.

Montrer que o + B = -l et af = -1
3) En déduire une équation du second degré dont a et
f sont les deux solutions puis la résoudre.

4) Endéduire cos%ﬂ et sin 2—;

EXERCICE 55

1) On considére 1’équation : 22 +2242=0
a) Reésoudre dans C cette équation.
On note z; et z, ses solutions.

b) Pour n > 1, calculer zf + zg.

2) Onpose f(z) = z_+i ; z différent de 1.

a) Calculer f(zq) +f (zp) et f(z9)f (z5).
b) Former une équation du second degré
admettant pour racines f (z;) f(z,).

EXERCICE 56 (BAC D 1996 1 GROUPE)
1) Résoudre dans C I’équation :
(sina)z*+ (sin2a)z+ 1 +cos’a=0;0<a <.
On note z’ et z”’ les solutions avec Im (z” ) > 0.
2) Vérifier que 2> + 2 ? est un réel indépendant de o
3) Le plan étant rapporté a un repére orthonormal

- % _) -
direct (O, u, v).On désigne par M’ et M >’ les
points d’affixes respectives z’ et z”’.

T
a) Déterminer a tel que { 2 sesTo
MM =22

b) « étant le réel trouvé au 3a) , montrer que M’
et M’ appartiennent a un méme cercle de centre O
dont on précisera le rayon.
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EXERCICE 57 (BAC T 2004 1 GROUPE )
1) Résoudre dans C I’équation :
- (4+2i)z+2+4i=0
2) Résoudre dans C x C le systeme :
(2.7) € CxC 22+32=12+3v2
7,7’)
z-7=1-vJ2+5i
3) Dans le plan complexe muni d’un repére

orthonormal direct, on considere les points A, B, C et
D d’affixes respectives :

a=3+i : b=1+i :c=3+3i :d=2+ 2 +2i.

. a
a) Ecrire
a-c

b) En déduire la nature du triangle ABC.
c) Montrer que D appartient au cercle circonscrit
au triangle ABC.

sous la forme trigonométrique.

EXERCICE 58

1) Soit 6 e [— g ; ﬂ Résoudre dans C :

2(1-cos20)z% —2zsin20+1 =0
2) Calculer le module et un argument de z; et de z,
3) Ondonne My(z;) et M5(z,) et O I'origine du

- >
repére orthonormé (O, u, v). Déterminer 6 pour que

le triangle oMM, soit rectangle isocéle en O.

EXERCICE 59
0 désigne un nombre réel appartenant a [ 0 ; 2z [.
a) Résoudre dans C I’équation d’inconnue z

22 _ (29+lcose)z 1220 0.

Donner chaque solution sous forme trigonométrique.
b) Le plan étant rapporté a un repére orthonormal
- >
direct (O, u, v), on considere les points A et B dont
les affixes sont les solutions de 1’équation précédente.
Déterminer 6 de.maniére a ce que OAB soit un triangle
équilatéral.

EXERCICE 60
0 est.un nombre réel donné.
1) Résoudre dans I’équation d’inconnue Z :

72 _2Zcosb+1=0 (E)
En déduire la résolution dans C de I’équation en z :

2% ~27%¢c0s6+1=0(E")

On mettra les racines sous forme trigonométrique.

2) Dans le plan complexe, on considére les images
Mi, M,, M3 et M, des quatre solutions de (E * ). Pour
quelle valeur de 6 (0 <6 <7 ) ces quatre points sont —
ils les sommets d’un carré ?

3) Décomposer en un produit de deux facteurs du
second degré et a coefficients réels le polyndme en x

4 2

définipar: f(x) = X —2x"cos6 +1.
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EXERCICE 61 (BAC S 2 2002)
(1" GROUPE SESSION DE REMPLACEMENT )
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé

- >
(O, u, v), on considére les points A et B d’affixes

respectives : ao=1—-1 B=1+i.
A tout point M d’affixe z distinct de O, la fonction ¢

associe le point M’ d’affixe z’ telle que z'=2— 2
z

1) Montrer que A et B sont invariants par ¢.
2) On considére un point M (z) distinct de A et B,
d’image M’(z’) par ¢.
a) Montrer que ﬂ:uﬂ ol u=2,
Z-q zZ—-a B
b) En déduire que MA NA et donner la
MB M'B

> > > >
relation entre (MA, MB) et (M' A, M'B)

c) Déduire de la derniére relation du b) que si M
appartient au cercle de diamétre [AB], son image par ¢
appartient @ la droite (AB).

EXERCICE 62
Résoudre dans le corps des nombres complexes les
équations suivantes : z* —1 =0 (D)
Z'+1=0 (2)
1+ +7 48+ 84720+ ,24 %0 (3)

On montrera qu’il suffit de connaitre CosE et sin I
( q 3 5

pour calculer toutes les racines de 1’équation ( 3))
EXERCICE 63

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé

direct.

z-2

z-1

On donnera le module et un argument de chaque

solution.

1) Résoudre dans C I’équation (1) :

z-2
z-1
On donnera la solution sous forme algébrique.
3) Soit M, A et B les points d’affixes respectifs : z, 1,
et 2. On suppose que M est distinct des points A et B.
a) Interpréter géométriqguement le module et un

z-2
argument de —— .
z-1

2) Résoudre dans C I’équation (2 ) :

b) Retrouver géométriquement la solution de
1I’équation (2).
4) a) Montrer, a I’aide d’une interprétation
géométrique, que toute solution de 1’équation dans C :

n

z-2 S .

( 1) = i, ol n désigne un entier naturel non nul
Z -

, L 3
donné, a pour partie réelle PR

z-2¢%
b) Résoudre alorsdans C (3): ( 1) =1i.
Z —

On cherchera les solutions sous forme algébrique.
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EXERCICE 64
On désigne par j et j les racines cubiques de 1’unité

. 2n . . 2m
autresque 1. j = cos? + isin Y

1) Vérifier que, si z est un nombre complexe :

0@)=(z-j)@z- j)=1+z+7
2) On désigne par M I’affixe de z dans le plan
complexe P. Déterminer et construisez les ensembles
suivants :

a) E: Ensemble des points M de P tels que ¢(z)
soit réel.

b) F: Ensemble des points M de P tels que ¢(z)
soit imaginaire pur.

c) Déterminer ’ensemble E (0 F. Justifier le
résultat obtenu.

EXERCICE 65

1) Résoudre dans C chacune des équations suivantes
sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure.

a) 2P +(l+i)22+(i-1)z-i=0
b) 82° 2 _674i=0

¢) 25 +(4-5i)z% + (8 - 20i)z — 40i = 0

-12iz

d) 22+ (1-5i)z2 -2(5+i)z+8i =0
2) Résoudre dans C chacune des équations suivantes
sachant qu’elle admet une solution réelle.

Q) 23+ (3-21)2% + (1-4i)z-1-2i =0

b) 23 + (2i - 11) 2% + (25 — 19i) z — 8(L ~3i) = 0
EXERCICE 66
Soit f'1’application de C dans lui — méme définie par:

f(2) = 2% + 2J3 (L + 2i) 2° - 4(1- 6i) 22

- 83 (@- 6i)z~192
Démontrer qu’il existe deux €léments a et b tels que,

f(2) = (22 +2J32+12)@% +az +b).
Résoudre 1’équation f (z) = 0.
Préciser le module et I’argument de chaque solution.
Calculez le produit.de ces quatre racines.
EXERCICE 67 (BAC S2 99 1°" GROUPE S R)
SoitP@2)=2z"— (7+9i)z + (39 —-14)z+50.
1) Démontrer que le polyndme P admet une racine
unique zq de'la forme z, = ib, avec b réel.
2) Résoudre dans 1’équation P(z) = 0, sachant que
P(z) s’écrit P(zy=(z—ib) (22 + oz + B ) ot a et  sont
deux nombres complexes a déterminer.
EXERCICE 68

Soit P(2) = iz2 + (1-iV3)z2 - (V3 +1)z +1
1) Calculer P (i). En déduire I’ensemble des racines
de I’équation P(z) = 0.
2) On appelle z; laracine de P dont la partie réelle est
strictement positive. On pose z” = z; — 1.

a) Mettre z’ sous forme trigonométrique.

b) Résoudre dans C 22 - g - L2
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c) Endéduire les valeurs de cos% et sin Un

12
EXERCICE 69
1) SoitP(z) = z*+ 322 + 6z + 10.

a) Montrer que :
P@=(Z+iz+1+3i)(Z+az+B)avecaetp
nombres complexes a déterminer.

b) Onpose:
P(2)=@+iz+1+3i)(Z—iz+1-3i), endéduire
les solutions de 1’équation P (z) = 0.

2) a) Résoudre dans C I’équation

22 1 7J3+1=0.0n désigne par b la solution

ayant la partie imaginaire > 0 et'c I’autre solution.

b) Soit A le point d’affixe 1, B et C les points
d’affixes b et c. Montrer que A, B et C appartiennent
au cercle C de centre O (0, 0) et de rayon 1.

c) Quelle est la nature du triangle OAB.

d) Montrer-que le quadrilatére OABC est un
losange.

EXERCICE 70
On considére le polyndme P(z) = z* + 172> — 28z + 260
ou z est un nombre.complexe.
1)« Déterminer deux nombres a et b tels que :
P(2)=(Z+az+h)(Z*+4z+20).
2) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
3).. Placer dans un repére orthonormé direct

> >
(O, u,v), lesimages M, N, P et Q des nombres
complexes respectifs, m=—-2+4i;n=-2-4i;
p=2+3i ;etg=2-3i.

4) a) Déterminer les nombres complexes z vérifiant

2-p = i. Placer son image K.
(z-m)

b) En déduire que le triangle MPK est rectangle
isocéle en K.
5) a) Déterminer par le calcul 1’affixe du point I
quatrieme point du carré MKPL.

b) Déterminer I’abscisse du point R intersection
de (KL) et de I’axe des abscisse.

¢) Montrer que M, N, P et Q sont sur un méme
cercle.

EXERCICE 71 : (BAC D 1995 1* GROUPE )

(SESSION DE REMPLACEMENT).

On considere le polynéme P défini par :
P(z)=2°-(6-2i)z*+ (10 +4i)z—16 —4iavecz € C
1) Montrer que 1’équation P (z) = 0 admet une
solution z, imaginaire pure.
2) Déterminer le polyndme Q tel que, pourtoutz € C
P(2) = (z - 20) Q(2).

3) Résoudre dans C, P(z) = 0. On notera zo, z; et z, les
solutions ; | Zl| < | 22| .

4) Placer les points A, B, C d’affixes respectives zy,
23, Z, dans le plan complexe de repére orthonormal

-> >
(O, u, V) ; puis calculer I’affixe du barycentre G des

points A, B et C affectés respectivement des
coefficients 2, 1 et 1.
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EXERCICE 72
On considere dans C I’équation :

(E): 23+ 9iz%+ (12i - 22)2 —12i — 36 = 0

1) Montrer que ( E ) admet une racine réelle et une
racine imaginaire pure notées respectivement par z; et
Z,. E n déduire 1’autre racine zs.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére

- > ) )
orthonormal (O, u, v ), on considere les points A, B

et C d’affixes respectives (—2), (—3i) et (2-6i).
1) Donner I’écriture algébrique puis 1’écriture

3

. i Z1 — 123
trigonométrique de ——~.
)
2) Que peut — on en déduire pour les points A, B et C
1-i(3-v3)-1,
3) Onpose: Z = -
z3 —1+5i
a) Montrer que le complexe Z = 1:'—\/—3
—i

b) Ecrire Z sous forme algébrique et sous forme
trigonométrique.
c) Endéduire les valeurs exactes de

n . In
cos — etsin —
12
d) Déterminer Z ° puis résoudre dans C z3 = 26
4) a) Résoudre dans C 25 = %22
b) En déduire la résolution dans C I’équation :
1+iz-Z-iz%+z%=0
. 27+ 1 Zs
5) Onpose Z = —3
iz+2zq
a) Interpréter géométriqguement Z" etarg z

b) Déterminer puis construire I’ensemble des
points M d’affixe z tels que :

b 1) ‘z'

-2 b-2) argz':g(zn)

b-3) argZ =0 Rx _
EXERCICE 73
1) Soit P'le polyndme défini par :

P@) =2 +(3~5i)z% - (11+12i)z - 9 + 15i
Montrer que P admet une racine imaginaire pure puis
résoudre P (z)=0
2) Ondonne A(3i);B(1+i)etC(—-4+i)dans
- -

un repere (O, u, V)

a) Construire le triangle ABC puis montrer qu’il
est rectangle.

b) Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC
soit un parallélogramme. Placer le point D

c) Montrer que les points A, B, C et D sont sur
un cercle dont on précisera le rayon et 1’affixe du
centre.
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3) a)Onposea=1+i.Sans transformer a3,

résoudre dans C I’équation Z3 = a3

b) Donner les écritures trigopnométriques et
algébriques des solutions trouvées en a) en déduire le
5n

sinus et le cosinus de x et —.
12 12

a
4) Onpose b = —
) onp 72

a) Donner la valeur de p2002
b) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n

tels que b" soit réel.
5) @) calculer le module etI’argument de

a=-v3+ietb=—v2-iv2
b) donner les écritures trigopnométriques et

algébriques de W=abet t= % , en déduire le sinus et

5n
12

EXERCICE 74 (BAC D 1995 1 GROUPE )
On considere le polynome P, de la variable complexe z,
définie par : P () = 2° + iz — 3z + 5i.
1) Calculer P (i), puis déterminer toutes les racines de
P(2). On notera z; la racine dont la partie réelle est
négative, et z, 1’autre racine.

le cosinus de K et
12

Zq — i
2) a) Ecrire sous forme trigonométrique 1 .

Zz—l

- -
b) Dans le plan complexe de repére (O, u, v)
on désigne par A, B, C les images respectives de i, zs,
z,. Déduire de la question précédente, la nature du
triangle ABC.

EXERCICE 75
Partie A:
On considere dans C, 1’équation :

22 +2(l-cosu)z+2(1-cosu) =0

(ouu estun réel de ’intervalle [ 0 ; 27 [ )
1) Résoudre dans C, cette équation.

On notera z, et z, les solutions.
2) Déterminer | zq |et] z, | et montrer que :

argzq :%+ (2rn);argzy = —%—g (2m)

N

Partie B :
Soit z(y , zq etz, les racines dans C de I’équation

(E):z% —10iz2 — 4(3— 4i)z +40(4 +3i) = 0
1) Sachantque z( est une solution imaginaire pure,
trouver z; etz, tels que Re( Zq ) >0.

2) On designe par Mg, M4 et M, les images

respectives dans le plan complexe des nombres
zg =10i,2) = 4 - 2i et zy) = —4 + 2i

Déterminer 1’affixe de I’isobarycentre du triangle.
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SIMILITUDES DIRECTES :
APPLICATIONS Z’=aZ+b

EXERCICE 76
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal

-> >
O, u, v).

1) Déterminer I’ écriture complexe de la similitude
directe de centre A (1 —i) de rapport 2 et d'angle — %
2) Déterminer I’écriture complexe de la similitude
directe de centre O, de rapport 4 et d’angle 3775 .

3) Déterminer les éléments caractéristiques de la
similitude directe qui laisse invariant le point A (1 —1)
et qui transforme le point B (3 +i)au pointC (1+1i)
4) Déterminer les éléments caractéristiques de la

similitude directe qui transforme A (1 - i«/_2) en
B(1-iv3)etC(L++6)en D(-~3+i).

EXERCICE 77
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal

- >
(O, u, v). Dans chacun des cas suivants, déterminer

la nature et les éléments caractéristiques de f, g, f_l,

g_l, gof et fog.

1) f:22=2-2i ; g:2=2z+I
2) f:2=z-1+i;9:2=z+1-i
3) f:z2=2+2i;9:2=2z2+i
4) f:z=1-4i+z;9:2=-2+2i
5 f:z=z-1-i;9:2==z+2i

1 V3
6) f:z=z-1;09:2=(=+i—)z+1
) g (5 +1—-)
7N fiz=z-i;9:2=Q+i)z+1-i
8 f:z2=z2-3i;9:2=(1-1)z
9) f:z=22+i;09:2=42+3-3i
10) f:z2=-2z+1;9:2 =52z
ll)f:z'=32+i;g:z'=%z—4i
12) f:2=22+1-i;9:2=32+2-2i
13)f:z':62+3;g:z‘:lz—l

6 2
14) f:2=2z+i;9:2=iz-1-1
15)f:z':3z+2i;g:z':l_lzx/—3z+l+|2\/—3

16) f:2=2z+i;9:2=(1+i)z+1-i
1N f:2=2z2+1-i;9:2=(1-i)z-1-i

18) f: 7'
g:z'=(1—i\/_3)z—2\/—3—2i\/—3

1 .
—z-1+1;
2
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19)f:z‘=%z+l+i ;

g:2'= (1—i\/_3)2—2\/_3—2i\/_3

20) f : z':@z gz =iz +1+i

21) f : ZI:MZ 1g:Z=iz

22) f :Z'= \/_32+IZ+2—\/_3—i\/_3
g:z=-iz+1

23) f:2=-iz;9:2'=iz+42

24) f:Z=—-iz+1;9:Z'=iz -1

25) f:z2=iz;9:z2=@1-10)z

26) f:2'=-iz +1+i;g:z'=(1—i\/_3)z

27) f 1 z2'= 1_;/_3

z+1-i;9:2=@Q+)z+i

28)f:z‘=wz+2—«/—2+i\/—2

g:z7=W2+iv2)z-vV2+(2-2)i

iz +1;g:z':—2iz—1_—23|

30) 2= (1-iV3)z-+V3-iv/3
g:Z=(1-i)z+1+i

M f:z=(V2-iv2)z;9:7=(J3-i)z

) f:z2=(1+i)z+1-1i; g:z‘=(\/—3—i)z

33) f:z=(1+iv3)z+3-3i ;
g:z':(1+i\/—3)z—1—2i

) f:z=(1-i)z;9:2=(1+i)z+Ii

) f:z2=01-i)z;9:2=(1+1i)z

36) f:z=(1-iv3)z-+3
f:z=(1+iV3)z++/3

3N f:z=(J6-iv2)z;

. «/_6+i«/_22+—8i+i\/—6—x/—2

29) 7'

g:z

8 8
38) f:z':@z;g:z'z(ﬁ—iﬁ)z

39) f:z=(1-iv3)z+1+iV3;
1. .
2= —iz+1-1
g 2

40) f : z'= —4iz+1—4i;g:z‘=%iz+1—2i
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EXERCICE 78
On consideére la similitude directe S de centre A(1,1)

de rapport J2 et d’angle %

1) SoitM (z) et M’ (z’) son image par S.

Exprimer z’ en fonction de z.

2) On considére la transformation R du plan dans lui-
méme qui a tout point M(z) associe le point M’(2’) tel
que z'=iz + 2. Caractériser R

3) Déterminer RoS

EXERCICE 79

1) Reésoudre dans C 224 («/—3 -3i)z-8=0
2) Soit P le polyndéme défini par :

P(2) = 2% + (VB -2i)2% + (-5 +iV3)z - 8i
Calculer P (—i) puis résoudre dansC P (z2) =0

3) a) Placer dans le plan rapporté a un repére
orthonormé d’origine O les points A, B et C d’affixes

respectives — i, J3+iet—2J3+2
Déterminer le barycentre des points A, B et C affectés
des coefficients 4, 2 et 1

b) Déterminer le centre, le rapport et un angle de la
similitude directe S telleque S(A)=BetS(B)=C

EXERCICE 80
Le plan complexe P est rapporté a un repere

) - >
orthonormal direct (O, u, v). Soit ¢ I’application de

P dans P qui a tout point M ( z ) associe le point
3+iV3 1-iV3
( 2 )z + > .

M’(z’) telque: z'=

1) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de o.
2) SoitIle point d’affixe 2.
a) Déterminer I’affixe de @ ( I).
b) Démontrer que pour tout point M d’image M’ par
¢, IM M’ est un triangle rectangle en M’.
3) Soit Jun point du plan tel que @(J") = O.
a) Déterminer I’affixe du point J.
b) Déterminer I’image par ¢ de la droite (17J).
c) Déterminer I’imagepar ¢ du cercle de
diamétre [.1J ].
4) Soitla similitude directe ayant pour écriture
complexe z>= a z +b. Déterminer les nombres
complexes a et'b pour que SoS = ¢.

EXERCICE 81
Le plan complexe P est rapporté a un repere

- >
orthonormal direct (A, u, v).
On considere les points B (\/—2) etD (i).

> > -
ABCD est un rectangle tel que : (AB,AD) = i

Soit S la similitude directe qui au point M (z), associe
lepoint M’ (z’) tellequez’ =az+baveca#0.
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1) Déterminer les nombres complexes a et b sachant
que:S(D)=CetS(C)=8B.

2) Soit T la similitude directe qui au point M (2)
associe le point M’ (z ) telle que :

. N2 2

I'=—-i—2z+—+i.
2 2

Déterminer les éléments caractéristiques de T.

3) Montrer que T transforme B en | milieu de [ AB ].
4) Montrer que ( BD) est perpendiculaire a ( Cl).

5) Montrer que le centre de T est le point
d’intersection de (BD ) et (Cl).

EXERCICE 82
Le plan complexe P est munid’un repére orthogonal

- _) _) - -
direct (O, u, v), unité graphique 1 cm.
1) Pour tout compléexe z, on pose : P (z)=z* - 1.
a) Factoriser P (z) et en déduire les solutions de
I’équation P(z) = 0.

z 4
2+ 3i )
2) a) Placer dansle plan P les points A, B, C et D
d’affixes respectives Z, =2+ 3i , Zg=-3 +2i
Ze=-2— 3i et ZD:3*2i.

b) Résoudre dans C 1’équation ( =1

- -
Calculer les affines des vecteurs AB et DC.

b) Calculer le module et un argument du nombre
ZA~“%c
‘p -4

c) Déduire des questions précédentes la nature du
quadrilatere ABCD.
3) Démontrer que I’ensemble (C) des points M
d’affixes z tels que :

> o> >
3MA - MB + MC

complexe

- > >

MB -2 MC + MD || estun

cercle de rayon OA et de centre G dont on précisera
I’affixe. Tracer le cercle.

EXERCICE 83
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé
- >
(O, u, v) ,on considere deux applications T, et T,

du plan P dans le plan P dont les écritures complexes
sont:Tl:Zl=(\/—3 +i)z et

T,:Z,=(1-iv3)z+3.

1) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de T, et T,.

2) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de T,0T;.

3) Démontrer qu’il existe un point K et un seul tel que
Ion ait : T1( K) = To( K). On désigne par L I’'image de
K par T;. Calculer les affixes des points K et L.

4) Démontrer que le point L est invariant par chacune
des applications T,0T; * et T,0T, *

Quelle est la nature de chacune de ces applications.
Préciser leurs éléments caractéristiques.
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EXERCICE 84 (BAC D 1993 2°™ GROUPE )
1) Résoudre dans C I’équation suivante :

224 (2-V3-i)z+(V3-1)(-1+i) =0.
2) Soient A, B, C les points du plan complexe

- >
rapporté & un repére orthonormal (O, u, v) d’affixes

respectives : —i ; —1+i ; V'3 — 1. Montrer qu’il
existe une similitude plane directe que 1’on
caractérisera, qui transforme O en B et Aen C.

EXERCICE 85 (BAC D 1994 1* GROUPE )
On considere le nombre complexec =1 —1i.
1) Calculer ¢? et ¢®. Dans un plan muni d’un repére
orthonormé, marquer les points qui ont pour affixes c,
c?etc’.
2) A tout point M, d’affixe z du plan, on associe le
point M * d’affixe z’, avec z° = ¢ z + ¢°. On définit
ainsi une transformation T du plan. Déterminer 1’affixe
du point S, invariant par T. Préciser la nature de la
transformation T et ses éléments caractéristiques.

EXERCICE 86 (BAC T 2005 1 GROUPE )

. ey b
Soit 0 un nombre réel vérifiant 0 <0 < Z .

On consideére les nombres complexes :
a=1+cos20+isin20;b=1+cos260—1isin26.
1) Déterminer en fonction de 6, le module et un
argument de chacun des nombres complexes a et b:

2) On appelle Sy la transformation du plan complexe
qui & tout point M d’affixe z associe le point'M’
d’affixe z’ tel que z’ = az + b. Indiquer la nature de la
transformation S et préciser ses éléments

caractéristiques dans les cas =0 et 0 = % .
EXERCICE 87
On suppose que le plan P est muni d’un repére

- >
orthonormé direct (O, u, v).
1) a) Résoudre dans C, les équations suivantes :
*=-8i ;72=-216
b) Résoudre dans C I’équation du second degré :
72 —8z+3+i=0.
2) On désigne par A et B les points d’affixes
respectives 1.+ i et 2'— i et G le barycentre des points
pondérés (A, 2);.(B,—1).
a) Déterminer I’affixe du point G.
b) Donner I’équation complexe de I’homothétie h
de centre G et de rapport 2.
c) Soit f1’application telle que f=r 0 h, ou r est

. T
la rotation de centre O et d’angle de mesure 2

e Donner I’écriture complexe de r.
e Etablir que I’écriture complexe de fest z” = 2iz + 3
e Quelle I’'image par f du cercle de diamétre [OG].

d) Soit g la similitude qui transforme Aen B et O
en G. Donner son centre et son rapport.
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EXERCICE 88
Dans le plan P étant muni d’un repére orthonormal

> >
(O, u, v), on considére I’application f de P dans P

qui a tout point M (x, y) associe le point M *(x’,y )
X'=X- y«/_S

y'= X J3+ y
Onposez=x+iyetz’=x"+iy’.
1) a) Exprimer z’ en fonction de z.

b) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f.
2) Pour & € C, on considere I'application g, deP

tel que :

dans P définie par son écriture complexe :
Z=(1-2%)z+n.
a) Donner I’écriture complexe de Fapplication g, o f

b) Déterminerlesivaleurs de A pour lesquelles g, o f

soit une translation. Déterminer pour chaque valeur de
A le vecteur de la translation.

EXERCICE 89

Soito e [0, m ] et soit z un complexe. On pose
P(z)=z2-(1-2sina)z?+(1—-2sina)z—1.
1) a) Calculer P (1).

b) Résoudre dans C, P (z) = 0.
2) ~Soit les complexes z, =1; 2z, = —sina +icos o

Z3= —Sinoa—icosa.

Déterminer le module et un argument de chacun de ces
nombres complexes.
3) a) Déterminer le module et un argument de
2, — 7, et zz3— 2.
3-8
2p-23
4) Soit T la similitude directe de centre I d’affixe z,
qui transforme A d’affixe z, en B d’affixe z;.

Donner I’expression de z’ affixe de M’ image de M
d’affixe z par T.

b) En déduire le module et un argument de

. . . . T
Déterminer o pour que T soit une rotation d’angle 3
. T
5) Soita= —
4

a) Déterminer I’entier naturel n tel que Zg soit
un réel.

b) Donner la valeur de 21998
c) Déterminer ToT (A) .

Monsieur Ousmane Coundoul 557 11 39
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EXERCICE 90
1) SoitI’équation (E):z"+7+24i=0
a) Vérifier que zo = 2 —i est solution de E
b) Déterminer les racines quatriémes de 1’unité
dans C en déduire I’ensemble des solutions de (E ).
2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé

- % % - - -
direct (O, eq,e9) . Soit A(1+2i),B(-2+1i),
C(-1-2i)et Q(2-i).
a) Déterminer les éléments caractéristiques de la
similitude directe S; de centre Q telle que S; (A) = B.
b) SoitS; la transformation du plan qui a tout
point M (z) associe le point M °(z’) tel que :
Z'= 1—;' Z+ 1_—23| . Caractériser S, 0 S;

3) Soitr larotation de centre A et d’angle — g .

a) Donner I’affixede D=1 (0O)

b) Montrer que les points O, A, D et B
appartiennent a un méme cercle ( C ) dont on précisera
le centre et le rayon.

c) Déterminer ’image du cercle (C ) par r
4) Soit T, ’application du plan dans lui — méme qui &
M (z) associe M, (z, ) tel z, = o® z + ot a et § sont des
nombres complexes.

Déterminer a et 3 tels que S, 0 T, soit :

_)
a) Une translation de vecteur u (1)

b) Une rotation de centre O et d’angle —g .

EXERCICE 91
Soit P le polyndme défini par :

9
—3z3+—22—32+1, z e C.

2
1) Montrer que si z est solution de 1’équation-p(z) = 0,

P2 = z4

-1 . . A
alors z et = sont aussi solutions de cette équation.
z

2) On pose zp =1+i.
a) Verifier que z, est solution de 1’équation p (z) = 0.

b) En déduire les solutions-de 1’équations P (z) =0.
3) Dans le plan muni d’un repére orthonormé

> > ) )
(O, u, v),onnote Aq et Ay les images respectives

des nombres complexes z; =1+i et zy =1-1i.
a) Mettre sous forme trigonométrique 29,29 et

z
1 En déduire qu’il existe une rotation R de centre
z
2
O qui transforme Aq en A, .

b) Pour tout entier naturel n > 2, on désigne par
A, l'image A _ par larotation R. Déterminer sous

forme trigonométrique les affixes des points A3 et
A, . Combienyat—il de points A, distincts ?
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EXERCICE 92
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé

- >
(O, u, v).Ondésigne par Ty I’application de P dans
P qui a tout point M ( z ) associe le point M’ (z )
définiepar:z2=(1-i)z+3-2i.

Soit a un nombre complexe non nul et b un nombre
complexe quelconque. On désigne par T, I’application
de P dans P qui a tout point N d’affixe z associe le
point N’ d’affixez * tellez’ =az+b.

Déterminer les nombres complexes a et b tels

que T,0T, soit :

1) L’homothétie de centre O et de rapport 2.

_)
2) Latranslation de vecteur .t d’affixe 2 — 2i.

3) Larotation de centre O et d’angle g '

EXERCICE 93
1) Soit P le/polynéme de la variable complexe z
définie par :
P(2)= 234 (1=4i)2% — (7 +4i)z -3+ 4i
a) Montrer que I’équation P (z) = 0 admet une
solution imaginaire pure.
b) Résoudre dans C I’équation précédente. On note
z1 et z, les'deux autres solutions avec Re (z7) > 0.

2) Calculer: zf et zg' . Résoudre dans C I’équation
4 4
Z = Zl .

3) Dans le plan complexe rapporté a un repére

- >
orthonormal (O, u, v), on considére les points
A(1+2i),B(2+i)etC(-1-2i).
a) Donner I’écriture complexe de la similitude directe
qui transforme Aen B et O en C.
b) On considére I’application R du plan dans
lui — méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’ telle que :

T T
Z’=¢e 4z+(2—i)(1—e 4)

Donner la nature de R et ses éléments caractéristiques.
. . T
€) SoitR’ la rotation de centre O et d’angle — 2

Donner I’écriture complexe de R o So R’.
Préciser sa nature et ses éléments caractéristiques.

EXERCICE 94 (BAC S1 2001 2° GROUPE )
Dans le plan rapporté a un repére orthonormal direct
> >
(O, u, v), on considére la transformation F qui au
point d’affixe z associe le point M’ d’affixe Z défini
par:Z=(1l+i)z-i
1) Quelle est la nature de la transformation F ?
Déterminer ses éléments caractéristiques.
2) Soit Q le point invariant de F ; quelle est la nature
du triangle QMM” ?
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EXERCICE 95

1) Soit T I’application du plan P dans lui — méme qui
au point M (x, y) associe le point M” ( x’, y’ ) tel que :

X=x+1 o ivets iy

.Onposez=x+iyetz’ =x"+1iy’

£3y+J§ P g g
a) Exprimer z’ en fonction de z.
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de
I’application T.
2) Soit S I’application de P dans P qui au point M (2)
associe le point M;(z; ) tel que :

zy = (- % +i ?)z. Reconnaitre s.

3) Soit la transformation SoT telle que
SoT ( M ) = MzSOlt Z; =Xy + i Yo I’affixe de M.
a) Exprimer z, en fonction de z puis x; et y, en
fonction de x et de y.
V3

Déterminer SoT ( C) ou C a pour affixe — 1 — i E

b) Soit (D) la droite d’équation
X + yx/—3 +2=0.

Montrer que C appartient a D. Préciser (D) n (D")
ou (D) est I'image de ( D ) par SoT.

EXERCICE 96
Le plan complexe P est rapporté a un repére

) - >
orthonormal direct (O, u, v).On note A(2). Soit ¢

I’application de P vers P qui a tout point M d’affixe z
associe M’ = ¢( M ) d’affixe z’ avec :

3+iv3  1-iV3
= Z + .

4 2
1) a) Déterminer I’affixe de I’image ¢(A) du point A

2i\/_3)
=)

b) Déterminer I’image/Q’ du point Q(

2) Déterminer la nature et les éléments
Caractéristiques de o.

3) Soit M un point distant de A et M’ I’image de M
par ¢. Démontrer que AMM? est un triangle rectangle
en M’.

EXERCICE 97 : (BAC S2 1998 1 GROUPE )
(SESSION DE' REMPLACEMENT)

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on
considere I’équation ( E ), d’inconnue z telle que :
(E) iZ+(1<5i)z+6i—-2=0.
1) Montrer que cette équation possede une solution
réelle notée z;. Déterminer 1’autre solution z, de (E ).
2) Dans le plan complexe muni d’un repére

- >
orthonorme (O, e;, €,) on note M; le point d’affixe z,

et M; le point d’affixe z,.

_)
Déterminer Iaffixe du point C de I’axe (O, €7)

équidistant de M et de M.
3) Soitlarotation R, de centre C telle R; (M;) = M;
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a) Déterminer une mesure de I’angle de la
rotation R;.

b) Déterminer I’affixe du point O’ image de O
par R;.

4) Soit la rotation R, de centre O et d’angle orienté 0
tel que mes@ = grd .

a) Quelle est la nature de la composée R,0R; ?
Justifier votre réponse.

b) Soit B d’affixe 3i. Déterminer I’image du
cercle circonscrit au triangle BOC par R,0R; Justifier
votre réponse.

EXERCICE 98 (BAC 82 1999.1°" GROUPE
(SESSION DE REMPL ACEMENT)
On considere le plan complexe P muni d’un’ repére

= >
orthonormal direct (O, u, v).

1) Résoudredans C I’équation: =7° + 6z — 20i =0 (E )
sachant quelle admet une solution imaginaire pure a.

2) Notons bet.c les autres solutions de ( E ), b ayant
la partie réelle positive et soient A, B, C les points de P
d’affixes respectives a, b, c. Déterminer le module et

un argument de

c-a
Endéduire lanature du triangle ABC.
3)Soit r la rotation de centre O et d’angle de mesure

g rad ; et f I’application qui a tout point M de P

daffixe z # i —~/ 3 associe le point M ’ d’affixe z’
z-2i

zZ+~3 -

a) Donner I’écriture complexe de r puis I’affixe
dupoint A’=r(A).

b) Déterminer I’ensemble des points M de P dont
les image par f ont pour affixe un réel négatif. On
notera E cet ensemble.

c) Déterminer I’ensemble F des points M dont
les images par f appartiennent au cercle de centre O et
de rayon 1.

définie par z'=

EXERCICE 99
Ondonne A(8);B(8i);.

On appelle : D I’image de Aparr=r (O, — % ), O(0)

C I’'image de B parr’ = (O, Z?H ).
1) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent
a un méme cercle (T") dont on précisera le centre et le
rayon. Calculer z ¢ et z p. Tracer (I") et placer A, B, C

et D. Quelle est la nature du triangle OCD.

- —
2) a) Soit AD (a) et BC (b), montrer que b = av3.
En déduire que ABCD est un trapéze.
b) Montrer que AB = CD.
c¢) Montrer que (AC) L (BD). Calculer AC et BD.
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EXERCICE 100
1) Résoudre dans C I’équation
Z2-2(1+2i)z-4(1-i)=0
2) Onposea=2(1+i).
Ecrire a sous forme exponentielle puis donner I’écriture

algébrique et exponentielledet = 4 + av2;

En déduire sinE et cos r
8 8

3) Résoudre dans C ’équation z' =a J2
4) Soit f ’application du plan P dans lui méme qui a
M (z)associeM’(z’ )telque: z’=2iz+1+i.
a) Déterminer I’ensemble des points M ( z) tels
que:|z’|=4
b) Déterminer I’ensemble des points M ( z ) tels
que:argz’ =m[2m]
c) Déterminer I’affixe © du point Q tel que
fQQ=Q
d) Exprimer z’ — ® en fonction de z— ® ; en

. 2 2T
déduire que QM’ =2 QM et (QM, QM") = 5 + 2Kkm .

e) Construire A’ image de A (i) parf.

f) Soit(D):y=x+1.Enutilisant z’ =2i z+1+1i
exprimer x et y en fonctionde x’ ety’ ouz=x+1iy
etz’=x’+1iy’. Donner I’équation de D’ image de D
par f.

EXERCICE 101
1) Soit ABCD un carré de centre O, on suppose que
ce carré est direct, on désigne par Q le quart de.tour

_)
direct de centre A. T la translation de vecteur AB ;h

I’homothétie de centre C et de rapport J3.
a) Prouver que r=ToR est une rotation dont on
précisera ’angle.
b) Déterminer les images de A et de B par r’. En
déduire le centre de r’.
2) On se propose d’étudier la transformation f= R’oh.
a) Montrer que f est une similitude dont on
précisera I’angle et le rapport.
b) Soitd le centre de f. Déterminer 1I’'image de C
> -

par f. Prouver que ’angle (IC, ID) = g + 2kn et que
ID=V3.IC.
c) Déterminer et construire I’ensemble I des
- >

points M du plan tel que : (MC, MD = g .

- )
Donner une mesure de I’angle (CD, CI . Placer | sur la
figure.
d) Prouver que I’ensemble des points M du
plan tel que MD? — 3MC? = 0 est un cercle dont on
précisera le centre et le rayon.
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EXERCICE 102 (BAC D 1990 1* GROUPE )
Soit f I’application de C dans C qui au nombre
complexe z associe le nombre complexe Z définie par :
Z=(1+iv3)z+ 3 (1-i).

1) Montrer que le nombre w =1 + i est invariant par f
2) Montrerque Z—w=(1+i J3 )(z—w).
3) Soitm, M, W les représentants dans le plan

(s X A
rapporté a un repere orthonormé (O i, j) des
nombres complexes z, Z et w.

a) Calculer le module et I’argument du nombre

complexe

zZ-w
b) Montrer que M est ’'image de m dans la

composée d’une rotation dont précisera le centre et
I’angle, et d’une homothétie dont on déterminera le
centre et le rapport.

c) Faire unefigure représentant W, m, M .

d) Montrer géométriguement que le triangle WmM
est un triangle rectangle.
4) Ecrire sous forme trigonométrique le nombre

2-w

n
(z—j , ol n est un entier naturel, en fonction de n.
—-—w

EXERCICE 103 (BAC S2 2004 1 GROUPE )
( SESSION DE REMPLACEMENT )

-1+ ij3 14
J2 J2 o
b) Résoudre dans C ’équation Z* = 1, on donnera
les solutions sous formes trigonométrique et sous

forme algébrique.
c) Déduire des questions précédentes les solutions

1) a) Montrerque:[

, . 3 1+i
dans C de I’équation : z° = — (E). On
J2
remarquera que ( E ) est équivalente a :
3
Z pr—
-1+i|
J2
2) a) Ecrire el sous forme trigonométrique
J2 '

b) En déduire les arguments des solutions de (E).
3) Déduire des questions 1) c) et 2) b) les valeurs

s . T
exactes de cos— et sin E

4) Dans le plan complexe muni d’un repére

- _) _) -
orthonormal direct (O, u, v) on considere la

transformation F qui a tout point M d’affixe z associe
le point M ’ d’affixe z’ tel que :

z=N2 (~1+i)z+(1+V2)i+ 2.

a) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de F.

b) Construire I’image B du point A d’affixe — 1.
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EXERCICE 104
- >

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, u, V)
unité 1 cm, on considére (E ) :
2(-1+i)Z+1272-12(1+i)z+8(i-1)=0
1) Résoudre ( E ) sachant qu’elle admet une racine
réelle.
2) Mettre les solutions sous forme trigonométrique.
3) On considére la similitude plane directe S de
centre (2) et qui transforme le point d’affixe A(L + i)
en O.
Pour tout point m(z) on note par M(Z) son image par S

a) Exprimer Z en fonction de z. En déduire une
mesure de I’angle de S ainsi que son rapport.

b) Exprimer z en fonction Z.
En déduire que z est solution de (E ) si et seulement si
onaz®=8 (E.

c) Résoudre ( E’) puis retrouver les solutions de
(E).
4) On considére la suite des nombres complexes ( z, )
définiepar:zo= 2i et z,u=(1+i)z,—-2i, neIN
ainsi que les points My(z,) On pose Z, = z, — 2.

a) Construire les points Mg, My, M5, M3 et M,
ainsi que la ligne brisée My M; M, M3 M.

b) Montrer que (Z,) est une suite géométrique.
En déduire Z, puis z, en fonction de n.
Pour quelles valeurs de n, z, est —il un réel ?

c) Montrer que M M, 1 = (\/_2)3+n.
n
En déduire ’expressionde L, = Z MM, 1 en

k=0

fonction de n. Déterminer n pour que la.longueur de la
ligne brisée Mg M; + MM, #...+M,M;+; dépasse les
100 km.

EXERCICE 105
Soit f I’application de C, ensemble des nombres
complexes, dans lui — méme, définie'par :
f(2)=22+(1<5i)22-2(5+i)z+8i.
1) Calculer f (2i). En déduire que f (z) peut
s’exprimer comme produit d’un polyndme de degré un
par un‘polyn6me de degré deux de la variable z.
2) Résoudre dans C I’équation f(z) = 0. (1)
Calculer le module et un argument des solutions.
3) On désignepar z;, Z,, z3, les racines de 1’équation

(1), z, étant la seule racine d’argument g[Zn 1.

Etablir que (z1, z,, z3) et (z3, Z5, z;) sont des suites

géomeétriques dont déterminera la raison.
EXERCICE 106

On veut déterminer trois nombres complexes z3, z, et

z3 tels que leurs modules forment une suite

géométrique de raison 2 et leurs arguments une suite

. . . 2n
arithmétique de raison 3

Déterminer zy, z, et z; sous forme trigonométrique
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sachant que zq X zy X zg = 4 + 4iV3 et

argzy ]O,g[
EXERCICE 107
Soit (S,) lasuite définie par :

. m . 2m . (n-D=n
=SSN — +Sin — + ...+ sin ,n>1.

S >
n n n n

I

: n
Ii
1) Onpose z, =e N.Calculer Z = Zzﬁ en
k=0

fonction de z et de n. En déduireRe (Z ) etIm (2Z)

2) Deémontrerque: S, = et déterminer

T
tan (~—
(Zn)
lim S, .
N—+ oo
EXERCICE 108
Soit le nombre complexe :
V2 T . .n 1 .
a=>=(cos—#isin=)==(1+i
5 (Cos ot isin ) = > (1+1)

1) “a) Calculer |a -1.

a
b) Calculer un argument du complexe

2) Onpose zo=1letV nelIN*;z,=a"
Dans le plan complexe, a I’unité choisie 4 cm, on
désigne par M, le point d’affixe z.

a) Placer les points Mg, My, M.

b) Démontrer que pour tout n

N - .
(OMp, OMnp +1) = Z[ZTE] 1)

- - 1
(Mp 110, My 1Mp) = 5[2”] @)

c) Utiliser (1) et (2) pour construire
géométriquement les points M3, M, , Ms.
EXERCICE 109
Soit f la fonction polyndme de C définie par :
f(z) =22 —[1 +i (sind + tan 6) Jz + sind(i — tano).

66]% |

1) a) Montrer que f admet une solution imaginaire
pure notée a puis calculer 1’autre racine notée b.

a) Ecrire a et b sous forme trigonométrique.
2) Leplan ( P) étant rapporté a un repere orthonormé
on considere la transformation T de ( P) dans ( P)
associée a I’application g de C dans C définie par :

1 .

9(2) 1+itan62+lsme

a) Donner les éléments caractéristiques de T.
On note Q le point invariant de T.

b) Soit Mg un point de (P) autre que Q. On pose
M; = T(Mg), M, = T(M,) et M,, = T(M,_1 ). Démontrer
que la suite QM est géométrique. Converge —t —

elle ? Que peut — on en conclure pour la suite (My) ?
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EXERCICE 110
On considere les suites (S,) et (T,) telles que (S,) est
géomeétrique de raison g, de premier terme Sy = 3 et
S5 =96. (T,) est arithmétique de raison r, de premier

5
s
terme Ty = 5 et ZTk = 6mn
k=0
1) Calculerqgetr.
2) Soit (Z,) la suite des nombres complexes définie
par: Z, = SneITn . Exprimer Z, en fonction de n.

3) Montrer que (Z,) est une suite géométrique de
raison le nombre complexe a que 1’on déterminera.

4) a) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de la transformation qui au point M (z)

associe le point M ’(z’) telleque z = az + i3
b)OnposeS"=S0S0So0...0S0S (n fois).
Pour quelles valeurs de n S" est — elle une homothétie ?
EXERCICE 111
Soit (zp,) pe N lasuite définie par :

zg=letVne IN:zn+1:%(zn+i)

1) Soit M,, 'image de z, dans le plan complexe.
Placer M) ; M; ;i My 5 M3 0 My dans le plan.
2) Onassociea (z,) les deux suites numériques
réelles (x,,) et (y,, ) telles que:

VnelN:z, =X, +1Yy,

a) Exprimer x, 4 enfonctionde x, et'y, 4
en fonction de y, .

b) En déduire x,, en fonction de n.

c) Onpose U, =1- y, . Montrer que (U,)
est une suite géométrique ; en deduire U, puis y,, en
fonction de n.

d) Montrer que les suites (x,, ) et (y, ) sont

convergentes. Déterminer leur limite ?
3) Que peut —on dire de la suite (z,) ?

4) Comment sont disposésles points

EXERCICE 112
Soit ( Un) ety( Vi ) deux suites définies par :
Ug=0;Vy=1et VnelN'
Up=Up_1-VnaetVya=Up_1+Vh
Onpose: z, = U, +1V,
1) a) Montrer que pour tout n € IN* ,
z, = (1+1) z,,_1. Que peut —on en deduire pour la
suite ( z, ). Exprimer z, en fonction de z(y etden.

b) Ecrire z, sous la forme trigonométrique puis en

n
déduire U, etV en fonction de n.
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¢) Pour quelles valeurs de n , z, est:
e Réel?
e Imaginaire pur ?
2) onpose S =2y +2)+2Zy+.... +Z

R=Vyg+Vp+Vy+..... +V, et
T=Ug+U +Uy+...+U
Calculer S puis T et R en fonction de n.

EXERCICE 113
ZO =1
Soit la suite ( Z,, ) définie par : 1 2.
n _
n+l = gzn 3!
1) On pose U, =2, -1 ¥.n € IN.
a) Exprimer Ujypq en fonction de u,-
b) En déduire U, en fonction de n.
2) Onpose X, =Re(Uy)etY, =Im(U,).
a) Exprimer X, etY, en fonction de n.

b).~Calculer. lim /X, et lim Y.
n—+w n—+o

3) @) Onnote: A (U,) et B (Z,).

b) Calculer | Uy, | et arg(U,) puis montrer
queles points A, sont alignés.

¢) ~Montrer que les points B, sont alignés.

EXERCICE 114
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal

_) _) - - -
(O, u, v) (unité 4cm). On considére les suites
numeériques (U, ) et (V,,) définies par:

1. n nn
U, =(=) eV, =—
e ey, - L

On désigne par M, le point du plan d’affixe z
iVp,

n
definipar: z, = Uqe
1) a) Préciser la nature des suites (U, ) et (V).

b) Pour quelles valeurs de I’entier naturel n z
est —il réel ?
2) a) Représenter dans le plan complexe les points
Mo, Ml’ M2, M3 et M4

b) Démontrer que le triangle OM,, M, 1 est

n

rectangleen M 1.

3) Soit (a,, ) lasuite definie par :
ay =]z

n+1— Zn | - Montrer que (a,,) est une suite

géomeétrique dont on précisera la raison et le premier
terme. Préciser sa limite.

A Monsieur Libasse Ndiaye
Professeur de Mathématiques au Lycée Kennedy
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