Exercice N°1

Soit f la fonction définie sur |1, +w] par f(x) = 1+ ——.

xZ-1
on désigne par (C;) sa corbe répresentation Dans un repére orthonormé (0,1, J)

1) af Calculer lirillf(x)et ]_Iﬂ‘l f(x) .Interpréter graphiquement les résultats
X X—4-oa
obtenus

b/ Montrer que f est dérivable sur |1, +cof et f'(x) = -1

(x2-1)/x2-1
¢/ Dresser le tableau de variation de [ et vérifier que f([2,3]) < [2,3].

df Montrer que pourtout x € [2,3]; |f'(x)]| = 3—}3—

2) Montrer que I'équation f(x) = x admet une unique solution &« € |2,3].
3) af Montrer que f réalise une bijection de |1, +o[ sur un intervalle f dont on
déterminera.
b/ Expliciter f~!(x) pour toutx €J

Un =2
Une1 = f':_un)
a/ Montrer par récurrence que pourtoutn € N;2 < U, < 3.

4) Sait {U,,) |a suite définie sur IN par : {

b/ Montrer que pourtoutn € N; Uy —a] = %1[!,, —al.

1 n
7)) Wo—al

df Montrer que la suite {U,,) est convergente et calculer sa limite .
Correction :

cf En déduire que pourtoutn € §; |U, —a| < (

x
a = L] I — : - ‘z . —
;.!1.'1'1 f(x) ,!1."1"+1 + T g +oo car ;ﬂﬂ Vv 0
Donc:
la droite d'équation:x =1 est une asymptote verticale a (C;)

. ) X
An/w= It oy
Ona:l+ ———= 1+ ——= i

na: i — —

r
R S O R
X
Ixl f1-—
x-
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_ N x
S P i e

= lim 1+
=140 i
x| j1-
= lim 1+
X=+40m i
X1z
= lim 1+
=t 1 1

Donc : la droite d’égquation ¥ = 2 est une asymptote horizontale 3 () au ¥V (4-w0)

: : veon -1
b} Montrer que f est dérivable sur |1, 40| et f'(x) = RN

Ona:x = xestdérivable sur R, donc elle dérivable sur |1, 4-co|.

x — x% — 1 estdérivable sur Retpourtoutx € |1,4w[: x2—1>0

Done la fonction : x — VxZ — 1 est dérivable sur |1, +oo[

X

Conclusion: f:x = 1+ est dérivable sur |1, +oo[

Vx2-1
etpourtoutx € ]1,+w[;ona:
2r
I1xvVxt—1-— xx
f’I:I:' - 2J/x2-1 - Iz -1 _IZ e -1
=1 (x2-1Vx2 -1 (x2—-1)Vx? -1

c) Tableau de variation de f:

-1
(x2-1)yx?-1

Ona:pourtoutx € |1,4oo[; f'(x) =

Donc: pour tout x € ]1,+w[; f'{x) < 0 doncla fonction f est strictement

Décroissante sur |1, +oo[,
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Tableau de variation de f:
X 1 +00
f'(x) =

f +m-\
2

On a: f est continue, strictement f est strictement décroissante sur |1, +co|,

Donc: £(2,3]) = [£(3), f(2)]

or: f(3) = 1+§§E[2,3] et f(2) = 1+%5[2,3]

Donc: [f(3), f(2)] < [2,3] etparsuite: f([2,3]) < [2,3].

d) Montrer que pour tout x € [2,3]; |f'(x)] < fﬁ

1
Ona;d'u rt:|f’ =

Dautrepart:2 <x <3 =x22=x*>4=2x>-12>3
Syx2-12V3I=(x2-1)Jyx2-123V3
1 1 1
< = |f(x)| =« —%
(x2—1DVxZ -1 3V3 7l 3v3

2) Montrer que I'équation : f(x) = x admet uneunique solution @ € |2, 3]

==

On pose la fonctio h définie par: h(x) = f(x) — x

On a: h est continue , strictement décroissante sur |1, +oo|

Et puisque: h(2) X h(3) = (f(2)-2)x (f(3)—3) <0
(car f(2) > 2et f(3) < 3)

Donc : d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ,

I'équation ii(x) = 0 admet une unique solution ¢ € ]2,3[

signifie : f(x) = x admet une unique solution @ € |2, 3|
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S)a/ Mantrer que f réalise une bijection de |1, +-cof sur un intervalle ] dont on
déterminera .

On sait que [ est continue , strictement décroissante sur |1, +oo[ , donc elle
réalise une bijectionde |1, +oo[surf = f(]1,+m[) =12, 40|
etona: f~1: )2, 4] — ]J1,+0o[

b)Soitx € ]2,+w); flx)=y & f(y)=xetye |1,+o|

=14+ %zx ety € |1,+4oo
J’ —
Y
= 2—1=I—1 etye ]1.+Eﬂ[
y [——
2
y1—1= (x—1)% ety € ]1,+00[

= y? =" -1 -1)* ety € ]1,+oo]

Q_—;_-:_.__,
= yi(1-(x—-1))=—(x—1)2 ety € |1,+00] :\Z

x—1
=t ety € ]1,+oo] @

Ja-1)2-1

— —
Jxr-1%-1
+ =1 e x-1
Donc pour tout x € ]2, +coo[; f~{(x) = T ‘5
1) Soit (U,) la suite définie sur IN par: { A @
U, =f(U,).neiN.

a/ Montrer par récurrenceque pourtoutn € N;2 < U, < 3
Pourn=0; Uy,=2 € [2,3]
Soit un entierk = 0,

supposonsque: 2 < U, <3 etmontronsqueZ < Uy, <3
Puisque2 < U, < 3alors: Uy, € [2,3] = f(U,) € f([2.3]) = [2,3]

Donc: U, E [2,3] = 2< Up,1 <3
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Conclusion : d'aprés le principe de récurrence : pourtoutn € N;2 < U, <3

b) Montrer que pourtoutn € N; [U,. — @] < ﬁlﬂ'n — af

On sait que f est dérivable sur [2,3] et pourtout x € [2,3]; |f'(x)]| < #

Donc : ‘daprés I'inégalité des accroissements finis :

Puisque pourtoutn € N; U, €[2,3]eta €[2,3];

1
If(Uu) ‘“f(ﬂ)l = ﬁlun i ﬂ’|

Donc:pourtoutn € N; |U,.1 — U, —a|car: f(a) =a

Hl—au‘_

N
c)En déduire que : pour tout toutn € N; |U,, —al| < (ﬁ) Uy — |
0;|U Ny 2
=0 - | o e — (=) =
Pour n s |Upg—a| < (suﬁ) Uy — a| car (aﬁ) 1
i 1 K
Soit un entier k > 0, supposons que : |U/;, — al < ﬁ) Uy — af

k+1
Et montrons que ; [/, —a| < (3:,_) Uy — @]

L 3 ’ L] l
On sait que d’aprés a) |Uy.1 —a| < Ve Uy — a
. X \ 1 \R
Et puisque d’aprés I'hypothése de récurrence : |U, — a| < (ﬁ) Uy — af

1 1 vk 1 VK
Alors: [Uyyy —af S 5= % (ﬁ) Uy —a|] = |Upyy —al < (m) Uy — al
Conclusion ; d’aprés le principe de récurrence :

Tt
pourtouttoutn € N; |U, —a| < -3—-2—) Uy — ]

d/ Montrer que la suite (I/,, )est convergente et calculer sa limite .

puisque : —1 < ? < 1alors:

]

1
lim (3 ) |Up—a|=0alors: lim|U,—a|=0= lim U, = «

n—+co 1,,|' n—+o0 m—+aon
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Exercice N°2 : Soit f la fonction définie sur [Dg[ par f(x) = Jtanx.
1)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat

2)Montrer que f est dérivable sur DE[ et calculer f'(x) pour x € ]ﬂg[ ;

3)Montrer que f réalise une bijection de [D.EI sur un intervalle J dont on précisera

a)5oit f~1! |a fonction réciproque de f

a/ Montrer que f~! est dérivable a droite en 0 et calculer (f~1)*,(0)
2x
144

b/ Montrer que f~! est dérivable sur )0, +eo[et que (f 1) (x) =
5)Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 1) on a tracé la courbe de f dans un repére
orthonormé (0,1.]) .

Tracer la courbe réptrsentative de f~! dans le meme repére.
Correction :

Soit f la fonction définie sur [ﬂ,g[ par f(x) = Jtanx.

1)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement le résultat

_ Ytanx —VtanD Vianx  Atanx 1 tanx
lim = lim = lim ——== lim — X
x—0+ x—0 x—0t  Xx 0% \fx x+fx x=0t\x x

tanx 1et li 1 e
=1let lim —==
IﬁE’JE:

. Atanx — +tan0
Alors : lim =
r—0t x—0

Puisque on sait que : lim
x—0F

+co

Donc : f n’est pas dérivable a droite en 0, et la courbe (Cf) admet une demi
tangente verticale dirigé vers le haut au point d'abscisse 0.
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2)Montrer que f est dérivable sur]ﬂjg[ et calculer f'(x) pour x € ]D,g[ .
Puisque la fonction : x — tanx est dérivable et strictement positive sur]ﬂ,g[,

Alors: f: x = +tanx est dérivable sur ]D. E[ etona:

1+tanty

2ytanx

Pourtoutx € ]ﬂ,%[ f(x) =

3)Montrer que f réalise une bijection de [G,g[ sur un intervalle | dont on précisera

1+tanx

2./tanx

Ona:Pourtoutx € ]UE[ f(x) =
T
= Pour toutx € ]I],E[; [fl(x)>0
- a JT
= donc : f est strictement croissante sur [G,E[

T
On a : f est continue, strictement croissante sur [D. -2-[ ,donc elle

réalise une bijection de [ﬂ,g[ surj = }"([UED = [0, +oo].

4)Soit f~1 la fonction réciproque de f ;

a/ Montrer que f'1 est dérivable a droite en 0 et calculer (f'l}'d(ﬂ)

Onsait que: f(0) = 0 donc : f~1(0) = 0

Et pour tout x € [0, +oo[; il existe un unique y € [ﬂ,g[ i x) =1y
[l =y o x=f(

-1 1) — -1 0 -1 x
T . Ll L) I [ R T S
x=0* x—0 x=0% x y=0* f(y) y—o*t f)
¥
car: lim @ = 400
y=0r y
[~Hx-1~Y0o

Conclusion : lim = 0 = f~! est dérivable a droite en 0

=0 x-0

Et(f~1)",(0) = 0
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b/ Montrer que f~1 ast dérivable sur |0, +=o[et que (f~1)(x) =
Soit y € ]0,+e2¢][ < il existe ununiquex € ]D.E[:f{x} =y

Puisque f est dérivable sur ]ﬂg[ et pourtoutx € ]ﬂ,g[ s f(x) =0
Alors: f~1 est dérivable en y et pour touty € ]0,+ee ;

2x
1+xt

2\ tanx
“1N\' () — elatpon. AN s N R
U }(}') o f*(x) - ()F ) (y) o 1-!-“'[]12): — (.f }(y) = 1 + tﬂ“;x
2\tanx
: 2
Oronsaitque: f(x) =y e Vtanx=y = (f ) (y) = 2 +}-‘y4
Conclusion : f~! est dérivable sur]0, +eo[ et que : (f 1)(x) = le
f s
F
F
>
rd-] F
C F
(Cr) y=x
2 J,
'
,f (Cf—l)
,
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