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Comment utiliser cette série

12 séries, 96 questions

Une série par type de limites, sur une seule page:
6 QCM (une seule bonne réponse parmiA, B, C, D)
puis 2 questions a réponse numérique (un nom-
bre entier).

Les niveaux de difficulté
Niveau 2 - Bac * %
le niveau de l'examen national.

pour viser la mention Tres bien.
problémes de concours (écoles d’ingénieurs,
médecine, classes préparatoires).

Le baréeme des concours

M bonne réponse : +4 points

B QCM faux : -1 point

M sans réponse : 0 point

M réponse numeérique fausse : 0 point

Une série est notée sur 32, le livret sur 384.
Répondre au hasard coiite cher: on ne coche que
si l'on est siir ou presque !

Le chrono

Environ 2 minutes par question, soit 16 minutes
par série.

Conseil : cherche toute la série au chrono, note tes réponses, puis vérifie-les avec la grille
des réponses. Lis ensuite le corrigé de chaque question : il donne la solution rédigée et,
souvent, une méthode express pour aller plus vite le jour du concours.
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Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

€ Limites usuelles et opérations

Polyndmes, fractions rationnelles, valeur absolue, limites a gauche et a droite, parameétres.

Question 1 Termes dominants * x corrigé p.16
: 2x-1)3
Calculer lim #
x—-00 (1 - X)(x2 + &)
®8 -2 ©-8 Okt
Question 2 Valeur absolue en -c0 * % corrigé p. 16

X -3x]| + x x|
Calculer lim .

X -0
®-3 3 © -0 ©®0

Question 3 Composée et coté * * * corrigé p.16
Soit f(x) = % Calculer xl_iﬂlo f( 2x);2—+x1 )

(®) - 1 (© n'existe pas (D) +oo0

Question 4 Paramétre et degré * x x corrigé p.16
Pour m € R, on pose f, (x) = (m (_n:):(j);r?: ' 1. L'ensemble des réels m pour lesquels f, admet
une limite finie en +oo est :

® {1} ®{-1; 1} ©{-1} @92

Question 5 Asymptote en -co * * * corrigé p. 16
Les réels a et b vérifient Xl_i)r_noo (% - bx) = 3. Le couple (a,b) est :

®(3,1) ®3,-1) ©(-3,-1) ®(-3,1)

Question 6 Paramétre et signe * % % x corrigé p.17

2 2
Soitm € R. On a ljm X 2MX*M 3 = -0 Si et seulement si :

X—-1* x-1
@mE[—2,1] mE]—OO,—z[U]1,+OO[
©mel-2,1] ©®me[-2,1]
Question 7 Dix facteurs impairs * * * corrigé p.17
. (X +1)(x +3)(x +5) - (x+19) - x"°
Calculer lim O+ D0x + 3)(x + 5) - (x + 19) .

X—+00 X9

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 8 Polynome mystére * * x % corrigé p.17

. R . . P . P
Soit P un polyndme de degreé au plus 5 tel que lim ﬁ =1etlim o = 2. Calculer P(-2).
x—0 X2 x—1 (X - 1)2

[Réponse numérique (un entier) : —]
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Q Formes indéterminées et racines

Quantité conjuguée, factorisation, racines carrées et cubiques, parameétres a déterminer.

Question 9 Différence de racines * %

Calculer lim (\/x2 +6x -/x2 - 2x).

—+00

®?2 ® 4 ©8 ®0
Question 10 Racine double * %
3 _
Calculer lim M.
x=1 X4 -4x+3
®1 3 ©x ®s
2 3 2
Question 11 Deux fractions * * %
Calculer lim( a9 )
x>1\1-x2 1-x5
3 3 1
= = L 0
®-3 2 ©-5 ®

Question 12 Racines cubique et carrée * x *

Calculer lim (\3/x3 +3x2 -x2 + 4x).
X—>+00

®1 ®-1 ©-3 ®0

Question 13  Limite finie imposée * * %

4

x*+ax+b

Les réels a et b sont choisis pour que lim —————— soit finie. Cette limite vaut :

x=1 (X - 1)2
@ 12 3 @ 6 @ 4
Question 14 Ausecond ordre * % % %

J1+3x-1+2x
x2 ’

Calculer lim
x—0

1 3

- -2 0 -
®1 : ® ®-3
Question 15 Paramétres en -0 * % %

Les réels a et b vérifient Xlirp (\/ax2 +bx+1+ 3x) = 2. Calculer a + b.

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 16 Racine multiple * % % %

x1%0 _ 100x + 99
(x-1)?

Calculer lim
x—1

[Réponse numérique (un entier) : —]
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corrigé p. 17

corrigé p.17

corrigé p.17

corrigé p.17

corrigé p.17

corrigé p. 18

corrigé p. 18

corrigé p. 18



Questions de concours - Limites

© Limites trigonométrigues

Limites de référence en 0, changements de variable, comportement en +oo.

Question 17 Limites de référence * %

Calculer lim M
x>0 3X-SInXx

®2 % ©3
Question 18 Deux sinus * %

Calculer Xl_i)rpw (x sin % + %)

®2 1 ©0

Question 19 Cosinus emboités * * %

. 1-cos(1-cosx
Calculer lim ( ).

x—0 X4
1 1 1
oF ®7 ©3
Question 20 Passage parm * * k
Calculer lim sm3x.
x-m tan 2x
3 2 2
®3 : ©2
Question 21 Racine et coté * * *
Calculer lim —23X
x=(m/2)" 1 - sin x
2
@2 ®-2 o2

Question 22 Une suite trigonométrique * % % %

Calculer nlim nsin (2n\/n2 + 1), ol n désigne un entier naturel.

® 2n ®3 ©0

Question 23 Produit de cosinus * * *

. 1-c0sXCc0S2xC0OS3XCOS4hx
Calculer lim .
x—=0 X2

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 24 Tangente et sinus * % k%
tan2x - 2sin x

Calculer lim
xX—0 X3

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad

2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

corrigé p. 18

corrigé p. 18

(D) n'existe pas

(D) +o0

corrigé p. 18

corrigé p. 18

corrigé p. 18

corrigé p. 19

corrigé p.19

corrigé p. 19
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@ Evcadrements et partie entiére

Gendarmes, comparaison, fonctions bornées ; E désigne la fonction partie entiére.

Question 25 Comparaison en -co * % corrigé p.19
2 .
. X“(2+sinx

Calculer lim Q

X—>-00 x-1
(@) +oo -0 ©0 (D) n’existe pas
Question 26 Des deux cotés * * corrigé p. 19
La limite ling)x E(%) (en 0, a gauche comme a droite) :

X—
(®vaut 0 n'existe pas (©vaut -1 (o) vaut 1
Question 27 Partie entiére piégée * * * corrigé p. 19
Calculer lim E(Sm X) + E(tan X)]

x—0 X X
® 2 0 ©1 (D) n'existe pas
Question 28 Somme de parties entiéres * * corrigé p. 19

1
Calculer nl_l)rpoo Pyl ; E(kﬁ).
\/5 \/— 1

® = 2 ©3 ©®0
Question 29 Racine perturbée * x x corrigé p.20
La limite Xlim (\/x2 +Xsinx - x) :
(® vaut 0 vaut % (© vaut +oo (D) n'existe pas
Question 30 Réciproque de x> + x *k k% corrigé p.20

On admet que g : x = x3 + x est une bijection de R sur R ; on note f sa bijection réciproque.

Calculer lim- \3/}( Ix - f(x)).

®0 ®1 ©3 ®3
Question 31 Agauchede 2 **x% corrigé p. 20
Calculer lim (E(x) + E(x?) + E(x3) + E(x*) + E(x°) + E(x°) )
x=(/2)
[Réponse numérique (un entier) : —]
Question 32 Points de discontinuité * * x % corrigé p. 20

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = E(x?) - (E(x) )2. En combien de réels a € [0, 3] la fonction
f est-elle discontinue en a (a gauche ou a droite) ?

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad e



Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

© Continuité et prolongement

Paramétres, prolongements, composées, TVI, réciproques et racines n-iémes.

Question 33 Continuité a paramétre * x corrigé p. 20
. . sin(mx) . . .
Soit m € R et f définie par f(x) = (mx) six >0, f(x) = x2 +4si x <0. La fonction f est
T+x-1
continue en 0 si et seulement si :
= = = - dl
®m=8 ®m=2 ©m=4 @ms=;
Question 34 Racine carrée, racine cubique * corrigé p. 20
g
L x-1
Le prolongement par continuité en 1de f : x VX prend en 1 la valeur :
x-1
3 1 2
el 1 — z
®3 ® © ®3
Question 35 Un cosinus dans un sinus #* * % corrigé p. 20
. sin(mcos x
Calculer lim (—)
x—=0 X2
m m
® 3 m ©-3 ©®0
Question 36 Une équation de degré &4 * x x corrigé p. 21

Quels que soient les réels a, b, ¢, 'équation x* + ax® + bx*> +cx -1 = 0 admet :

(® au plus deux solutions réelles exactement deux solutions réelles
(© au moins une solution >0 et une < 0 (©) au moins une solution dans [-1, 1]
Question 37 Deux racines a Uinfini * % x corrigé p. 21

Calculer lim (\3/x3 +6X2 -x2 + x).
X

5 3
® 3 5 ©1 ©®0
Question 38 Réciproque a l'infini * % k% corrigé p. 2|

Soit g la réciproque de la bijection x ~ x ++/x de [0, +oo[ sur [0, +oo[. Calculer lim (9(x) - x +/x).

o ®0 © ® +e0

Question 39 Prolonger un quotient * * * corrigé p. 21

Valeur en 1 du prolongement par continuité de f : x ~ % :

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 40 Trois cosinus et deux racines * * x % corrigé p. 2|
1- cos(2x)\/cos(4x) \3/cos(6x) .

Valeur en 0 du prolongement par continuité de f : x — 2

[Réponse numérique (un entier) : —]
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e Limites et nombre dérivé

Reconnaitre un taux d’'accroissement, dérivabilité a droite et a gauche, demi-tangentes.

Question 41 Un taux déguisé * * corrigé p. 21

Calculer lim 2€05X=1
x-1 3x-1

®-3 ®-2 ©®- ®

Question 42 Un raccord dérivable * % corrigé p. 21

e
3

“|%

Soit a, b deux réels et f définie sur R par f(x) = /x si x 2 1 et f(x) = ax? + bx si x < 1. La fonction
f est dérivable en 1 si et seulement si :

@a:—%,b:% a:%,b:% @a:%,b:-% ®a=-1,b=2

Question 43 Quotient de différences * * * corrigé p. 2|

. P . xsina-asinx
Soit a un reel. Calculer lim —Mm8M8——.
X—=a

X-a
(®Macosa-sina (®)sina+acosa (©cosa-asina (dsina-acosa
Question 44 Produit de deux racines * * * corrigé p.22
3]
T x1+2x-1
Calculer lim i . .
x—0 X
1 4 5 2
® 3 : GF ®3
Question 45 Un point anguleux * * % corrigé p. 22
Soit f(x) = Vx3 - 3x2 + 4 pour x 2 -1. Au point d’abscisse 2, la courbe de f admet :
(A une tangente horizontale une demi-tangente verticale
(© deux demi-tangentes de pentes /3 (o) deux demi-tangentes de pentes +3
Question 46 Deux racines du cosinus * % % % corrigé p. 22
3]
. yJcosx - {fcosx
Calculer lim — .
AL sin” x
1 1 1 1
12 6 © 6 12
Question 47 Tangente au cube * * * corrigé p. 22
3x -
Calculer lim M.
x->1 €0s(2x)
[Réponse numérique (un entier) : —]
Question 48 Compter les points anguleux * % % x corrigé p.22

En combien de points de l'intervalle ]0, 2mr[ la fonction f : x — | sin x|+]| sin2x|+]| sin 3x| n'est-elle
pas dérivable ?

[Réponse numérique (un entier) : —]
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Q Branches infinies

Asymptotes verticales, horizontales et obliques, branches paraboliques, position relative.

Question 49 Asymptote oblique * % corrigé p. 22
2 _
La courbede f : x — w admet en +oo 'asymptote d'équation :
+
®y=2x-3 ®y=2x+5 ©y=2x-1 @®y=2x-5
Question 50 Compter les asymptotes * * corrigé p. 22
2 _
Nombre de droites asymptotes (verticales ou horizontales) de la courbe de f : x ~ ﬁ :
- +
®1 2 ©3 © 4
Question 51 Asymptote en -co * * % corrigé p.23
Au voisinage de -oo, la courbe de f : x = x +v/x2 + 2x admet 'asymptote d’équation :
®y=-1 ®y=2x+1 ©y=1 @y=-2x-1
Question 52 Asymptote ou branche ? * * % corrigé p.23
Au voisinage de +co, la courbe de f : x = /x2 + xy/x admet :
(A l'asymptote d'équation y = x 'asymptote d’équation y = x + %
(© une branche parabolique de direction y = x (D) une branche parabolique de direction (Oy)
Question 53 Au-dessus de l'asymptote * * * corrigé p.23
x3 - 2x?% +3x . . .
La courbe de f : x » .1 est strictement au-dessus de son asymptote oblique si et
+
seulement si x appartient a :
@]11+°°[ ]_11+°°[ @]_007_1[ @]21+°°[
Question 54 Gare au signe * * x % corrigé p.23

Les asymptotes de la courbe de f : x — XJ% sont exactement :

®x=1y=x+1 @®x=1y=%x+1) ©Ox==%1,y=x+1 @®x=1y=x

Question 55 Traverser son asymptote * * % corrigé p.23
sin x

Pour x >0, f(x) = x + . Combien de points communs ont la courbe de f et son asymptote en
+0o dans la bande 0 < x <100 ?

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 56 Asymptote d’une réciproque * % % % corrigé p.23

Soit g la réciproque de la bijection f : x ~ % +3+ % de [2, +oo[ sur [%,wo[. La courbe de g admet

en +oo une asymptote d'équation y = ax + b. Calculer ab.

[Réponse numérique (un entier) : —]
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Q Limites de suites

Suites geométriques, suites récurrentes, monotonie, gendarmes, racines n-iémes, télescopage.

Question 57 Puissances et paramétre * x corrigé p.23

Lensemble des réels x pour lesquels la suite (( 5 1)n) converge est :
neN

®1-1,1[ ® R ©R\{-1} @ R\{-1,1}

Question 58 Deux suites géométriques * * corrigé p.24

n 2 _1 R .
On pose S, = Z % Alors lim S =

n—+oo
k=0

9 11 15

Z 3 L 2
®3 ® ©% oF
Question 59 Récurrence quadratique * * * corrigé p. 24
Soit u, = % et, pourtoutn € N, u,, =u2-2u,+2. Alors lim u,

n— +oo
1

®1 2 ©5 (D) +o0
Question 60 Somme de parties entiéres * * * corrigé p. 24

Calculer la limite, quand n — +oo, de & (E(\/f) + E(2\/§) T E(n\/f)).

®V2 g @% ©——

Question 61 Racine n-iéme d'un quotient * * % corrigé p.24

. n 2” + 5”
Calculer nl_l)r+n°o TPURE

®1 ®:2 ®

Question 62 Somme moins racine * * x % corrigé p. 24

N|o
©
Sl

n
Pourn 21, on poseu, = Z - 2y/n. La suite (u,)est:

k=1

==

(A croissante, de limite +oo déecroissante, de limite -oo
(©) décroissante et convergente (p) croissante et convergente

Question 63 L'écart a une droite * * % corrigé p. 24

Soit u, = 7 et, pour tout n € N, u,,, = Ju, +n. Calculer lim (u, -2n).

n—+oco

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 64 Une somme télescopique * % % % corrigé p.24

L R2
Calculer l|m Z—k

k=1

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad @




Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

© Limites avec le logarithme

N P 1 . o . o s
Limite de réeférence w — 1, croissances comparees et formes indéterminées.

Question 65 Deux logarithmes * %

. In(1+2x
Calculer lim (—+)
x=0 [n(1 - 3x)
2 3 2
= = £ -1
®3 : ©-3 ®
Question 66 Le poids du facteur3 * %
. In(Bn+1
Calculer lim g
n—+oco ln n
®1 3 ©n3 ®0
Question 67 Un quotient proche de 1 * % %
Calculer Xlim xIn (X J: ! )
®o 1 (©) +oo () 2
Question 68 Grands exposants * * x
10 100 136 100 . (lnx)'%°
Pour x = 10"%, on a (In x)" = 10736 alors que '°/x = 1,26. Calculer lim ——.
X—+00 10{)/}
@ +oo 0 ©1 ® 100

Question 69 Produit de logarithmes * * *

Calculer lin11 Inx-In(1 - x).
Xx—=1-

® -0 -1 ©0 (@ +o0
Question 70 Deux logarithmes jumeaux * % % x

. ln(1+X+X2)+ln(1—X+X2)
Calculer lim .
x—-0 X2

®1 ®2 ©0 O]

Question 71 Logarithme d’un cosinus * * *

[n(cos 2x)
X2

N|—

Calculer lim
x-0

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 72 Somme de logarithmes * x * %

2n k
Calculer nl_l)rpw ; In (1 + E).

[Réponse numérique (un entier) : —]
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corrigé p. 2S5

corrigé p.2$

corrigé p. 2S5

corrigé p. 28

corrigé p.2$

corrigé p. 2S5

corrigé p. 2S5

corrigé p. 25



Questions de concours - Limites

@ Limites avec I'exponentielle

. . PP u_ . -
Limite de reférence % — 1, croissances comparees et formes 1%,

Question 73 Polyndme contre exponentielle * x

3

.ox>+eX
Calculer lim .
X—+00 X3 - eX

®1 ®0 © -0

Question 74 La fonction x'* * %

lnx

. 1 lnx .
Les limites de x » xx = e x en 0" et en +o0 sont respectivement :

@ 1et1 ®0et0
©0et1 (@ 1et+oo

Question 75 Une forme 1° * k%

. A
Calculer lim x7-x.
x—1

1
® e ©1
Question 76 Racines en exposant * * x
Calculer lim (e‘/m - eﬁ).

X—>+00
]
®0 3 ©1
Question 77 Moyenne de racines n-iémes * % x %
n n n
V2+ 3
— |-

Calculer lim

n—+oo

5
®1 2 ©6
Question 78 Intéréts composés * * *

Calculer lim (1 + %)X

X—>+00

®1 e’ ©e
Question 79 Exponentielles symétriques * * *
Calculer )l(l_l‘)r(l) e”‘xe(#.

[Réponse numérique (un entier) : ]

Question 80 Asymptote oblique * % % %

2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

(D) +oo0

(D) +o0

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

corrigé p. 26

2 . .
En +oo, la courbe de f : x — Vx2+4x ex admet une asymptote d’équation y = x + b. Calculer

b - Xlirpoo(f(x) B X)'

[Réponse numérique (un entier) : —]
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© Limites de sommes et d'intégrales

Question 81 Une suite d'intégrales * % corrigé p.27
1
Pour n € N, on pose |, = f
0 1+Xx n—+co
®n2 ®0 @% ®1
Question 82 Intégrer d’abord * x corrigé p.27
1 2x
Calculer lim — f sintdt.
®2 1 ©4 ©®0
Question 83 Une intégrale qui résiste * x x corrigé p.27

3

X
Pour x >0, x # 1, on pose F(x) = f ﬂ. Calculer lim F(x).
% Int x—1

®o 2 (© +o0 ®n3
Question 84 Récurrence par parties * * * corrigé p.27

’
On pose In=f x"e*dx. Calculer lim nl .
0

n—+oo

®o0 1 ©e (D) +o0
Question 85 Plus fin que la limite * % x % corrigé p.27

.
dx
On pose/,;jo m,on montre facilement queJ, — 1. Calculer lim n(1 j)

n—+oo

® 0 ® In2 @% ®1

Question 86 Somme de Riemann * * x % corrigé p.27
On admet que, si f est continue sur [0, 1], alors Zk : ( ) f f(x)dx quand n — +co. Calculer
lim —Jm+1xn+a -(2n).

n—+co N
® 2 . 2In2-1 ©2 ® E
Question 87 Comparer a une intégrale * * * corrigé p.27

Calculer lim — Z —

n 0
> Jn a3 Jkr

[Réponse numérique (un entier) : —]

Question 88 Encadrer lintégrande * * % corrigé p. 27

Calculer llm —2 \/t2+ dt.

[Réponse numérique (un entier) : —]
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@ Défis de concours

Tous les outils a la fois : logarithme, exponentielle, suites, dénombrement et probabilités.
Question 89 Deux puissances * % corrigé p. 28

X -
Calculer lim =l
x—0 8% -1

o ®3 ® ®1

Question 90 Tirages avec remise * % corrigé p. 28

wIiN

Une urne contient n boules (n 2 2), dont une seule rouge. On effectue n tirages avec remise ; p,
est la probabilité d’obtenir au moins une fois la boule rouge. Calculer lim p, .

n—+oo
®1 1-2 ©5 ®5
e e 2
Question 91 Les solutions de tan x = x * k% corrigé p.28

Pour tout entier n 2 1, 'équation tan x = x a une unique solution u, dans ]nn - g,nn + g[ Calculer
lim (u, - nm).

n—+oo
m 1§
®n 0 ©3 Ok
Question 92 Nombre dérivé déguisé * * * corrigé p. 28
. x%-ef
Calculer lim .
x—e X-e
®o0 e (©) 2¢° ® 1
Question 93 Quotient de logarithmes * * % corrigé p.28
_{In(x + 1)\
Calculer lim (g) .
X—+00 ln x
®1 +0o ©e © e*
Question 94 Racine d’une équation * * x % corrigé p.28

Pourn 2 2, 'équation x" = x+1 admet une unique solution x, dans]1, +oo[. Calculer lim n(x —1)

n—+oco

®o 1 @ > (@ In2
Question 95 Inverses binomiaux * * * corrigé p. 28
= 1
Calculer llmoo Z o
k=0 ~n
[Réponse numérique (un entier) : —]
Question 96 Un coefficient central * x x % corrigé p.29

Calculer lim y/C5),.
n—+co

[Réponse numérique (un entier) : —]

Maths Olympiad @



Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

grille des réponses

Pour chaque question : son numéro (en petit) puis la bonne réponse (lettre du QCM ou entier). Les ques-
tions 7 et 8 de chaque série sont a réponse numérique.

Série QCm Numeériques
1 Limites usuelles et C A 3D A B :C 5100  5-36
operatlons

2 Formesindetermineeset g p A B 4C D -3 14950
racines

3 Limites trigonométriques 7C 18 B 19 A 20D 21A 2D 115 %3

4 E.rlcadrements et partie B 26D 27C A 2D 30 C 3119 29
entiere

5 Continuite et 4B ) SA %C +B s A 1045 4012

prolongement

6 Limites et nombre dérivé «C oA D «B »5C w6 D -3 Yy
7 Branches infinies 4w D s0 B s1A 52C 3B st A 531 s6-12
8 Limites de suites s7C ss D 50 A 60 B &1 D 6 C 63 =4 6. 6
9 Limites avec le logarithme & C 66 A oD es B 6 C 70 A n-2 72

10 Limites avec

l'exponentielle rD »C A %D 7C B 79 s0 &t

11 Limites de sommes et

d'intégrales 81 B 82A 83 D 84C 85 B 86A 876 884

12 Défis de concours 89 C 90 B 9D 2 A 93 C 9D 952 96 &

Calculer son score

Pour une série : score = 4 x (bonnes réponses) - 1 x (QCM faux). Les réponses numériques fausses
et les questions sans réponse valent 0.

Exemple : 5 bonnes réponses, 2 QCM faux et 1 question sans réponse donnent 4 x5 - 2 = 18 points
sur 32.

Reporte tes scores dans le tableau « Mon bilan » a la fin du livret.
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Les corrigés

Des solutions rédigées et des méthodes express

@ Corrigés : limites usuelles

® Question 1 Réponse: C

wl

Pour x < 0, on divise numérateur et dénominateur par x> : le numérateur devient (2 - %) - 8et

le dénominateur (% = 1)(1 + Xiz) — -1. La limite vaut -8.
Méthode express : en too, une fraction rationnelle a la limite du quotient de ses termes de plus

haut degré : i"; = -8. Le piége B vient de (2x)* lu « 2x> ».

® Question 2 Réponse : A

Pour x < 0: x?-3x = x(x - 3) > 0 (produit de deux négatifs), donc |x? - 3x| = x>-3x; et x |x| = -x2.
Le numérateur vaut donc -3x : le quotient est constant, égal a -3, sur ]-oo, 0[. La limite vaut -3.
Méthode express : en -, X | x| = -x? « tue » le terme x? ; écrire x | x| = x> méne au piége C.

" questons
Posons u(x) = % : u(x) = 2et, pour x > 1, u(x) - 2 = 241 > 0, donc u(x) = 2*. Or f(t) > +co

quand t — 2* (numérateur — 4, dénominateur — 0*). Par composition, la limite vaut +oo.

Méthode express : face a « g » dans une composée, chercher le coté par lequel arrive la fonction
intérieure.

® Question 4 Réponse : A

Sim ¢ {-1,1}, le numérateur est de degre 2 et le denominateur de degré 1 : limite infinie. Si
m=-1:f,(x)=2x*+x-1 - +00.Sim=1: f (x) = 2= — 2. Seulm = 1 convient.
Méthode express : seul m = 1 fait baisser le degré du numérateur ; m = -1 fait baisser celui du

dénominateur, ce qui aggrave (piége B).

® Question 5 Réponse: B

Pour x < 0, x?|x| = -x> et -x3+ax? = (x? + 1) (a- x) + x - a, donc 'expression vaut -(1+b) x +a+ o
ou le dernier terme tend vers 0. Si b # -1, la limite est infinie ; si b = -1, elle vaut a. Donc b = -1
eta-=3.

Méthode express : la courbe doit admettre en -oco 'asymptote y = -x + a. Oublier que |x| = -x

donne le piege A.
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® Question 6 Réponse : C
Notons N(x) = x> +mx+m? -3 : N(1) =m?+m-2=(m-1)(m+2),etx-1 - 0*. Si N(1) < 0,
c'est-a-dire -2 < m < 1, la limite vaut -0 ; si N(1) > 0, elle vaut +oco. Sim =1: N(x) = (x - 1)(x + 2)
et la limite vaut 3 ;sim = -2 : N(x) = (x - 1) et la limite vaut 0. Donc m € ]-2, 1.

Méthode express : « Oﬁ » vaut -co exactement quand k < 0 ; les cas k = 0 donnent ici des limites

finies (piéges A et D).

® Question 7 Réponse : 100

En développant: (x + 1)(x + 3) =+ (x +19) = x"9 + (1 + 3 + - + 19) x° + R(x), ol R est un polynéme de
degré au plus 8. Comme 1+ 3 +--+19 =100, le quotient vaut 100 + R)E;‘) — 100.
Méthode express : le coefficient de x"" dans (x + a,)-(x+a,)vauta, +-+a, ;lasomme des 10

premiers impairs vaut 102,

® Question 8 Réponse : -36

Si % a une limite finie en 0, alors P(0) = 0, donc P(x) = x R(x) ; puis @ = % a une limite finie en
0, donc R(0) = 0: x? divise P. De méme, (x-1)? divise P. Comme degP < 5: P(x) = x?(x-1)*(ax +B).

Alors 2% - B = 1 et (5_(:;2 S a+B=2,dota=1:Px)=x2(x-1)2(x+1) et P(-2) = 4x9x(-1) = -36.

© Corrigés : formes indéterminées

® Question 9 Réponse : B

8x 8 8
= - = =4,
Vx2+bx+/x2-2x 146/ x+/1-2/x

8-
Méthode express : en +oo, \[x2 + px - x — 2,d’ot 3 - (-1) = 4 (sans la division par 2 : piége C).

Pour x > 2, avec la quantité conjuguée : Vx2 + 6x - Vx2 - 2x =

® Question 10 Réponse : D
2(x2+2x+3).

—

1 est racine double des deux polyndmes: x3-3x+2 = (x-1)%(x+2) et x*-4x+3 = (x-1)
Pour x # 1, le quotient vaut =22 =

X242x+3 6 2°
Méthode express : si P(1) = P'(1) = 0, alors (x - 1) divise P : on factorise d’emblée par (x - 1).

® Question 11 Réponse: A

Soitnz2etS, (x) = 1+x+-+x"", de sorte que 1-x" = (1-x)S,(x). Comme n-S,(x) = ¥p_1 (1 - x¥):
n_

g 5,0 _ 1 gn-1 1t %(‘I +24+(n-1)) = 71 En retranchant les cas n = 2 et

1
Tx"  1x (105,00 S,(x)
n=5: la limite vaut % -2= —%.

® Question 12
= 3 2 3_p3 = (q- 2 2. Ay = _3X2 _ 3 3 -
Avec A = x3+3x2eta® - b* = (a-b)(a® +ab+b?): A-x = 25— = A = 3 = haar

X

A 3 3 A 4

2= ,/1 +2 > 1. Deméme Vx2 + bx - X = —2%—
X X VX2 +lix+x
Méthode express : en +oo: X3 +px?-x > Bet X2+ qx-x - 1.

® Question 13 Réponse : C

— 2. Lalimitevaut1-2=-1.

Une limite finie impose 1+a+ b = 0 (sinon forme « g »). Alors x* +ax +b = (x* - 1) +a(x - 1) = (x -
1)(x3+x2+ x +1+a),etilfautencore 4+a = 0. Donca = -4, b = 3, et x*-4x+3 = (x-1)* (x? + 2x + 3):
la limite vaut1+2+3 = 6.

Méthode express : P(x) = x* + ax + b doit vérifier P(1) = P'(1) = 0, d’ou directement a = -4 et b = 3.
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B Question 14

. _ 3 . _ A3-(1+x)3 _ -3x2-x3
On retranche 1 + x aux deux racines. Avec A = {1 +3x: A-(1+Xx) = RA (TR = PR (kP

donc &;X) - —% = -1. Avec B = /1+2x: B-(1+x) = B";Z , donc &;X) - —%. La limite vaut
P 1 =X_l +14X X

2”2
Méthode express : les deux racines ont la méme tangente y = 1+ x en 0 : seul l'écart a cette

tangente compte (conclure « 0 » est le piege C).

® Question 15
Pour x < 0: vax2+bx+1 +3x = -x(,/a+§+x1—2-3) tend vers linfini sia # 9. Poura = 9:

JOx2+bx+1+3x= =1 - bei/x -5 poncbh=-12 = -3.
9x2+bx+1+3 e o - -¢- Do cb eta+b=-3
2
Méthode express : 9x> + bx +1 = (3x+ g) +1- % et, en -oo, |3x +§ +3X = —g. Oublier |x| = -x
donne b = 12.
® Question 16 Réponse : 4950

X190 - 100x + 99 = (x"°-1) - 100(x - 1) = (x = 1)(x*® +-+x+1-100) = (x - 1) T2, (x*-1). Le
quotient vaut donc Yo, ’%1, et chaque ’;%1 tend vers le nombre dérivé de x —~ x* en 1, soit k.
Limite: 1+ 2 + -+ 99 = 4950.

x"-nx+n-1 n(n-1)

x-172 —enl

Méthode express :

€ Corrigés : trigonométrie

® Question 17 Réponse: C

Pour x # 0, on divise par x : le numérateur devient 4 % +2 82 442 = 6 et le dénominateur
3—“% - 3-1=2. lalimite vaut 2 = 3,
Méthode express : chaque sin(ax) ou tan(ax) « apporte » le coefficient a. Oublier le -sinx du

dénominateur donne le piége A.

® Question 18 Réponse : B

sin x

Avec u = % - 0": xsin% = % - 1. Et |% X — 0 (gendarmes). La limite vaut

1T+0=1.
Méthode express :

s% - 0, donc

— 0 (piége A).

sinu
u

— 1 seulement quand u = 0; en +oo, %

® Question 19 Réponse : A

2
Posons u =1-cosx:u — 0etu =0 pour0<|x|<2m Alors 1=0sY _ I-cosu x(1'c°sx) = gl ol

X4 u? x2 2 4 8
" Queston 20

Posons h = x -m — 0: sin3x = sin(3m + 3h) = -sin3h et tan2x = tan(2m + 2h) = tan 2h, donc
sin3x _ 3 _ sin3h 2h 3

s - I x T— x ——— — —-=,

tan 2x 2 3h tan2h 2

Méthode express : sin(3m +t) = -sint mais tan(2m +t) = tant : oublier le signe méne au piége A.

® Question 21 Réponse: A
3 —si +Si 2 e
Pour x € ]O,E[: cosx > 0 et 1-sinx = QSXsinG _ cos x qone 1 -gjn x = 05X o 05X -
2 1+sin x 1+sin x J1+sin x J1-sinx

J1+sinx = /2.

Méthode express : a droite de %, cosx < 0: la limite a droite vaut -2 (piége B).
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® Question 22
sin est 2m-périodique et n est entier, donc sin(Zm/n2 + 1) = sin(2n(\/n2 +1- n)) = sinu,, ou

. sinu
2T 5 0 tend vers 0. Alors nsinu n 21

U = —— = x
N n2+14n n uy V1+1/n2+1
Méthode express : retrancher la « période » 2mn, puis utiliser la quantité conjuguée.

® Question 23 Réponse : 15

Notons ¢, = cos(kx): 1-c,c,c5¢, =(1-¢;)+¢,(1-¢,)+¢,6,(1-¢5)+c,c,65(1-¢,). Chaquec, — 1
1-cos(kRx) _ 1,2 1-cos(kx)
x2 - (Rx)2

1x——1T

et M = 15.

2 ..
- % La limite vaut

Méthode express : pour un produit de cosinus, les contributions ';—2 s'ajoutent.

™ Question 24

On fait apparaitre des facteurs 1 - cos : tan2x - 2sinx = (tan2x - sin2x) + (sin2x - 2sinx) =
tan2x(1 - cos 2x) - 2sin x (1 - cos x). Donc
tan2x-2sinx tan2x 1-cos2x . sinx _1-cosx 1
=] X x —_

-2 2x2-2x—=—=3,
x3 X X2 X X2 * x2

Q@ Corrigés : encadrements
® Question 25

Pour x <1:2+ sinx >1, donc x2(2 +sinx) 2 x? ; en divisant par x - 1 < 0, l'inégalité change de
2(94si

sens: % ﬁ Or— — -00 en -0 : par comparaison, la limite vaut -co.

Méthode express : un facteur coincé entre deux constantes strictement positives (1 < 2 +sin x < 3)

ne change ni le signe ni le caractére infini.

|

® Question 26 Réponse : D
Pour tout réelt: t-1<E(t)st Avect=1:six>0,1-x< xE(%) < 1;six <0, multiplier par x
renverse les inégalités: 1 < x E(%) < 1-x. Dans les deux cas, les gendarmes donnent la limite 1.

Méthode express : |x E(%)— 1| = |x]| - |E(1)— ;l [x| = 0.

® Question 27

Pour 0 < x < Z:sinx < x <tanx, d'ou 0 < % <1< taﬂ ; ces quotients étant pairs, c’est encore

vrai pour —% < x < 0. Donc E(S';X) 0. Comme 80X _, ‘I, onal«x< ta‘% < 2 au voisinage de 0, donc

E(t"‘%) =1. Lalimitevaut0+1=1.

Méthode express : en un entiern: E(t) > nsit - n*, mais E(t) > n-1sit —» n~. Ici $X - 1~ et

tanX 1+

® Question 28

Pour tout k: ky2-1 < E(k\/f) < ky/2. En sommant, avec 3"_ k = "(”2”) : %—% n2 Sha ( \/—) <
V2,
2

Méthode express : les n erreurs, chacune inférieure a 1, pésent au plus n : c’est négligeable devant

n2.

NI

%. Les deux bornes tendent vers g (gendarmes).
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B Question 29

> 9. 2 : % xsinx sin x - - . -
Pour x > 1: Vx2+xsinx - x oy~ Trsmee = g(x). Avec x, = 2nm : g(x,) = 0. Avec
1

Yo = §+2nm aly,) = W - % Deux suites tendant vers +oco donnent deux limites différentes:

g n'a pas de limite en +oo.
SInX

Méthode express : g(x) -
0 » est le piege A.

® Question 30

Soitx >0,y = f(x)etc = Jx: y(y>+1) = x > 0impose y > 0, puis y> < x, s0it 0 < y < c. Comme

— 0: la fonction oscille comme % Croire que « sin x borné donne

3
G-y*=y,ona(c-y)(c®+cy+y?’)=y;avect=¥:c (C-Y)'c2+g+y2=1+t+tz Ort?=L=1-ZLet

0<Y<<=150:t-1,donct - 1etlalimite vaut —— = 1.
X x c T+1+1 3

" Question 3

-k k e . .
Quand x - (/2), xt > (\/f) par valeurs inférieures. En un point non entier a, E(t) —» E(a); en

un entier n, E(t) - n-1 quand t — n". Les puissances \/5 =1,41;2; 2\/5 ~2,83;4; 4\/5 ~5,66;8
donnent1+1+2+3+5+7 =19,

Méthode express les puissances paires 2/ sont entiéres et atteintes par valeurs inférieures : elles
donnent 2 - 1 (et non 2/, qui ménerait a 22).

¥ Question 32

Sur [0, 3], E(x) et E (xz) ne sautent qu’aux points /m (0 < m < 9) : ce sont les seuls points suspects.
Sim=2,3,5,6,7,8: E(x) est constante prés de /m et E(x?) saute de m - 1 a m : 6 discontinuités.
Enn €{1,2,3}: adroite, f > n*-n? =0 = f(n); a gauche, f - (n?2-1)-(n-1?=2n-2:f
est continue en 1, discontinue en 2 eten 3. En 0: f(x) = 0 - (-1)> = -1 sur ]-1,0[ et f(0) =
discontinuité. Total: 6+2+1=9.

© Corrigés : continuité
® Question 33

Pour x > 0, la quantité conjuguée donne f(x) = M (\/1 + X+ 1) - 2m, car M — m (méme si

m = 0). Comme lim_ f = f(0) = 4, f est continue en 0 si et seulement si 2m = 4, soit m = 2.

J1ex-1
X

m

Méthode express : - % (nombre dérivé de x ~ /x en 1), donc f(x) - ik 2m. Remplacer

2 par 1 donne C.

¥ Question 34

Avect= Jx - 1: Ix =1t [x=t3et, pourt =1, f(x) = t3 e i %
Méthode express : diviser haut et bas par x - 1 donne le quotient des nombres dérivés en 1 :

1;2 2, Le piége A linverse.

® Question 35

sin(mmcos x) = sin(im - mcos x) = sinu avec u = m(1 - cosx) —» 0 etu # 0 pour x # 0 proche de 0. Par

composée, 214 — 1, donc W S e lCosX L rxl=l
Méthode express on se raméne en 0 par sin(m-6) =sin @ ; le signe est + car 0 < mcos x < m (piége

0).

Maths Olympiad @



Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

® Question 36 Réponse: C

P est continue, P(0) = -1 < 0 et P(x) - +oo en too : il existe A > 0 tel que P(-A) > 0 et P(A) > 0, et
le TVI sur [-A, 0] et sur [0, A] donne C. Contre-exemples : (x2 - 1)(x - 2)(x - %) =x*-2x3+3x-1a

quatre racines (A et B fausses) ; x* - %xz -1=(x?- 4)(x2 + %) n'a que *2 pour racines (D fausse).

® Question 37
_ 33 2.A Ly A 6 . 7 ¥ = 1 1
Avec A = x3 +6x2: o letA-x= > = AP — 2;de plusvx2 + x X= p=r 2 g

La limite vaut 2 - 2 = 2,
Méthode express : en +oo, Jx3 + px2 - x - g ety/x2+gx-x - %. Diviser 6 par 2 donne le piége A.

® Question 38

g est une bijection croissante de [0, +co[ sur [0, +o[, donc y = g(x) - +oo quand x — +oo, et
Q.. Q N 1 1
X = JV- Ainsi g(x) - x \/x=,/ JV-Jy = = - -,
vy gx) =X+ Yy Wynlyfy - 11y 2

Méthode express : pour une limite de réciproque, tout exprimer en fonction de y = g(x).

" Question 39

x10-10x+9=(x"0-1)-10(x - 1) = (x - 1) Tp_,(x* = 1) et xF =1 = (x = 1)(1 + x + -+ x*7). Pour x # 1:
fO) =30 (14 x++xtT) 5 142449 =45,
n(n-1)

Méthode express : 1 est racine double de x" - nx +n -1 et le prolongement vaut -

® Question 40 Réponse : 12

Avec a = cos 2x, b = \/cos &x, ¢ = y/cos 6x, qui tendent vers 1: 1-abc = (1-a)+a(1 - b) +ab(1 - c).

1-cos kx k% . 1-a 1-b 1-cos 4x 8 1-c 1-cos 6x 18
_— s = — > _ L = = _c— s — = . [ .
Comme 2 > 32 2, 2 2(1+b) > 4 et 2 X2(1rcee?) 3 6. Donc I(X) 12

2
Méthode express : le facteur v/cos kx apporte g—p R P2

@ Corrigés : nombre dérivé

" Question 41
2cosx-1 _ 2 COSXC0s3 2(-sin)= 2 x R e
3x-1 3 x-g 3 3 3 2 3°

Méthode express : factoriser 2 en haut et 3 en bas révéle le taux d’accroissement de cos en g
Oublier le 3 donne A, oublier les deux donne B.

® Question 42 Réponse : A
Dérivable en 1 implique continue en 1: a+b = f(1) = 1. Puis f;(1) = 21—\/7 = et fo(1)=2a+b. Le

systemea+b=1,2a+b = % donnea = —%, b= % (Les quatre propositions assurent la continuité.)

® Question 43 Réponse : D

sin x-sina
Xx-a

xsina-asinx = (x-a)sina-a(sin x-sina), donc le quotient vaut sina-a — sina-acosa
(taux d’accroissement de sin en a).
Méthode express : ajouter et retrancher asina : c’est la technique type des quotients de dif-

férences. Le piége A a le mauvais signe.
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B Question 44

©(x) = J1 + x/1+2x est dérivable en 0 et ((0) = 1: la limite est ¢’(0) = 1 Tx1+1x 2\/_ =3+1=1%

Méthode express : pour un produit de facteurs valant 1 en 0, les nombres dérivés s'ajoutent ; les
multiplier donne A, oublier le 2 donne C.

u Question 45
-3x%+4 = (x+1)(x-2)?, donc f(x) = |x-2|J/x+1et f(x) f = 1x 2'\/x +1 - /3 quand x - 2.

Demi-tangentes de coefficients directeurs —\/_ (a gauche) et \/— (a droite).

Méthode express : (\/E) = ZUW ne vaut pas la ol u = 0: on revient au taux d’accroissement (piéges

A et B).

B Question 46

Soit g(u) = u - Ju: g(1) = Oetg'(1) = -3 = 2. Pour x # 0 proche de 0, cosx # 1 et le

376
. .. -a(1 . . , .
quotient s'écrit g(c:;x)z_f( ) 1C_°C50’;21X. Le premier facteur tend vers g’(1) = % (composée), le second

T Wil
1+cos x 2

vaut -

Méthode express : avec u = cos x, le quotient vaut —% x
(piége B).

" Question 47

Avec N(x) = tan3x et D(x) = cos2x : N(Z) = ) D(%) = 0, N( ) = 3tan? (‘I +tan? %) = 6 et

- : signe - (piége A) et facteur 7

f(m) - 'E__ . _n N("/‘*)_i__
D (4) = -2sin J = -2. En divisant haut et bas par x - 7, la limite vaut D) - 2" 3.
2
Méthode express : avect = tan x : C0S2x = et le quotient vaut - % - —% = -3.

B Question 48

La ol sin x, sin 2x et sin 3x ne s'annulent pas f est localement une somme de tsin(kx): elle y est
dérivable. Les zéros dans ]0, 2n[ sont 1; E,IT, 7 ; g ?,n, "3—", 5?" : 7 points distincts. En un zéro a
de sin(kx), | sin(kx)| a pour nombres dérivés a droite et a gauche k| cos(ka)| = tk, d’ou un saut
fyla)- fq (a) = 2k > 0. Ces sauts positifs ne se compensent pas (méme en m): f n’est pas dérivable
en ces 7 points.

Méthode express : compter les zéros distincts, sans compter m trois fois (piége 9).

€ Corrigés : branches infinies
® Question 49

2x?-3x+1=(x+1)(2x-5)+6, donc f(x) = 2x -5+ % et f(x) - (2x - 5) = 0 en +co : asymptote
y=2x-5.

Méthode express : a = lim f(x) =2, puis b = lim (f(x) - 2x) = lim 221 = -5, Le piége A recopie le -3
du numérateur.

¥ Question 50

Pour x ¢ {1,2}, f(x) = % X2 En 1, f(x) - -2: la droite x = 1 nest pas asymptote (f se
prolonge par continuité). En 2, f(x) = *oo : asymptote x = 2. En oo, f(x) = 1: asymptote y = 1.

Total : 2 (le piége C compte x = 1).
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B Question 51

Pourxs—z:f(x)—x\;x;i)et comme x < 0, Vx2+2x = -x ‘|+— d’ou f(x )_1\/;27/)(_’_1:
XX + +

asymptote horizontale y = -1.

Méthode express : x2 +2x = |x|,[1+ % avec |x| = -x : les deux termes se compensent. y = 2x + 1
(piége B) est I'asymptote en +co.

® Question 52

(x) / - Tetf(x)-x = X)+X = \/%H — +00: branche parabolique de direction la droite

y X, sans asymptote

Méthode express : \/x2+u - X = % n'a de limite finie que si < en a une; ici * = JX = +oo.
1+u/x++1

® Question 53

X3 =2x% +3x = ()@ + 1)(x - 2) + 2x + 2, donc f(x) = x - 2 + Z*2 : lasymptote oblique (en co) est
y=x-2,et f(x)-(x-2)= 2(X+1)>04=>x> -1.
Méthode express : le signe de f(x) (ax + b) est celui du reste 2x + 2, puisque x*> + 1 > 0.

® Question 54

Domaine : ]-o0,-1]u]1, +oo[. En 1%, f(x) — +oo : asymptote x = 1; f(-1) = 0 : pas d’asymptote en

fx) x+1 _ X 2 . i
-1. En #o0, =% — 1 et f(x)-x= x(,/x ] )- % T — 1: la seule asymptote oblique

esty = x + 1, des deux cotés.
Méthode express : le facteur x est hors de la racine : il garde son signe, rien ne change en -
(piége B).

® Question 55 Réponse : 31

[f(x)-x]| = M ; — 0: lasymptote est y = x. Les points communs vérifient sinx = 0, soit
X = krraveckeN* etks R ~31,8:ilyena3l.

Méthode express : une courbe peut couper son asymptote une infinité de fois.

® Question 56 Réponse : -12

_ . _ _y 1 ax) _ y
Avecy = g(x): y —» +o0 quand X — +o0, et X = f(y) = S+ 3+ 7 Donc £ il = T 2 et

g(x)—2x=y—(y+6+—) -6-2 — -6. Asymptote y =2x-6:ab =2 x(-6) = -12.
Méthode express : les courbes de f et g sont symétriques par rapportay = x: l'asymptote y = §+3
de f devient x = £ + 3, soit y = 2x - 6.

© Corrigés : limites de suites
'Question 57

Soit g = 1 . Comme x2+1-2|x| =(|x| -1)> 20, |q| <1, avec égalité si et seulement si |x| = 1.
Si | x| ¢1 g" > 0;six=1,9q"=1;six=-1,(-1)") diverge. Ensemble : R\ {-1}.

Méthode express : (q") converge si et seulementsi-1<q < 1: n'oublier ni le cas g = 1 (piége D) ni
le cas g = -1 (piége B).
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¥ Question 58

k k n+1 n+1
2 1 2 3 1 3 _1
So=Zo(Z) +Zho(-2) =3(1- (&) )21 (1)) 23422
Méthode express : une somme géométrique de premier terme 1 et de raison g € ]-1, 1[ tend vers
117]. Prendre g = 1 au lieu de - donne A.

® Question 59

(g -12:v =u -1véri - 2
u,,-1=(,-1":v, =u,-1verifflev, , =v:

2" 2 n). Ainsiv, - Oetu, — 1.

1 12" _ 1y
etv, = -1, doncv, = (5) < (5) pour n > 1 (car

Méthode express : les points fixes sont 1 et 2 ; 'écart a 1 est élevé au carré a chaque étape (piege
B).

® Question 60

Pour tout R, RV2 -1 < E(kﬁ) < k\/f; en sommant, le numérateur S, verifie ﬁ@ -n<S§, <
ﬁ@ Divisées par n?, les deux bornes tendent vers g : C'est la limite (gendarmes).

Méthode express : |a partie entiére fait perdre moins de 1 par terme, donc moins de n au total, et
n

= — 0 (piége D).

® Question 61

57<2"+5"<2x5" et 4" < 3"+ 4" <2 x 4", donc la suite étudiee w, verlﬁe—xT Sw, < 5{’/5. Or
n

< ﬁs‘l+;car(‘|+;) zlenxl=2: \/——>1etwn—>z.

Méthode express : seules les plus grandes bases comptent : 5 en haut, 4 en bas.

® Question 62
U,-U (\/n +1 \/_) JnT ﬁ <0caryn+1+n<2/n+1 ) décroit. De

méme - N 2(\/k+ —\/_) ; par télescopage ¥_, Ve 2yn+1-2,doncu, >-2. Décroissante et
minorée, (u,) converge.
Méthode express : les deux termes tendent vers +co : on étudie le signe de u,, - u,, puis on

minore.

" auestion 6

On cherche une suite an + b vérifiant la relation : a(n +1)+b = 1(an +b)+ndonnea=2,b-=
Alorsv, = u, -2n+4verifiev, , = %un+n—2n—2+4 —v , doncv, 2_” - 0etu,-2n=v, -4 —» -4
Méthode express : la limite ne dépend pas de u; : lecart a 2n - 4 est divisé par 2 a chaque étape.

® Question 64
On cherche F(k) = & 2B telle que F(k - 1) - F(k) = &. Comme F(k - 1) - F(k) = M i

2k
fauta = 4, B = 6. Par telescopage, sn & z—k = F(0) - F(n - 07eons6 *‘*”*6 .Pourn23,2"=(1+1)"2(7)
n(n-1)(n-2) C|

6

—

k_
2k
)=

n +lm+6 ->0:

onc la limite vaut 6.
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© Corrigés : avec le logarithme
® Question 65

9 0 + 1+2 - q
Pour x # 0 voisin de 0 n12) _ In(1+20) , _-3x _, 2x | o5 deux premiers facteurs tendent vers 1
In(1-3x) 2x In(1-3x)  -3x

“‘(1 % _, 1 quand u - 0), donc la limite vaut -2,

(limite de référence

Méthode express : on d|V|se chaque logarithme par son « u »: il reste 2 = -2, Le piége A oublie
le signe.

® Question 66

InBn+1)=Inn+lIn (3 +1 ) donc l”(ﬁ]”’:” =1+ l”(f;:]/"). Le numérateur de la derniére fraction tend

vers Iln3 et son denomlnateur vers +oo : la limite vaut 1.

® Question 67 Réponse : D

"” =1+havech=-%- -0, doncxln("”)=2—"xM—>2x1=2.
X- x-1 x-1 h

Methodeexpress xlnx"1-xln(1+—) xln(’l—;)—>‘|—(‘|) 2.

® Question 68 Reponse: B

. Y
O

100
Posons x = 19000 (s - +o0): (Inx)'% = (10 Ins) 100 ot 1007 = 100 1oy (“‘1;‘?)/_ = 10400(“‘55) -0

par croissances comparées. Les valeurs de 'énoncé trompent : le quotient ne devient petit que
pour des x gigantesques.

Méthode express : toute puissance de ln x est écrasée en +oo par toute racine de x.

¥ Question 69

Pour x €]0,1[: Inx-In(1-x) = L”’; (x-1)In(1 - x). Le premier facteur tend vers In’(1) = 1 (nombre

dérivé) ;avect=1-x - 0%, le second vaut -tlnt — 0 (croissances comparées). La limite vaut 0.

B Question 70

2 )
(1+x+x2)(1-x+x2)=(1+x%) -x?=1+x%+x": le numérateur vaut In(1+u) avec u = x2 +x* - 0,
et le quotient vaut l”(“”) x(1+x%) - 1.

Méthode express : regrouper les logarithmes AVANT de passer a la limite. Le piege B remplace
chaque In(1 +v) par v, ce qui n’est pas justifié dans une somme : les erreurs commises sont ici du
méme ordre que x°.

® question 7
In(cos 2x) = In(1+u) avec u = cos 2x-1 — 0, donc 252X _ In(l+)  cos2x1 oy cosDeol -y, 1-COS 2x
x2 u x2 x2 (2x)2

-4 x % = -2. La limite vaut -2.

¥ Question 72

PouruzO:u—“z—zsln(‘l+u)su(lesfonctionsu—ln(1+u)etln(1+u)—u+%sontnullesen 0,
20eti>0). Avec u = k , ensommant: A -B <S5/ sAn,oUA Zk1n2=

1+u
2n(2n+1 k2 2
2@, ) et0sB, = 32, £ <20« &L

Méthode express : chaque terme vaut presque 2 ; les 2n erreurs, chacune au plus , disparais-
sent.

de dérivées -
1+u

. Par les gendarmes, S, — 2.
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@ Corrigés : avec l'exponentielle

® Question 73 Réponse : D

x3+eX _ x3e¥+1
x3-ex  x3ex-1'

On divise par e*: Par croissances comparées, x>e™ — 0: la limite vaut i1 =-1.

Méthode express : en +co, 'exponentielle 'emporte sur toute puissance : il reste % Le piége A
oublie le signe.

® Question 74 Réponse : C

Inx

En 0" : '”7" = lnx x % - -oo (pas de forme indéterminée), donc e x — 0. En +co : “‘TX -0

) . 1
(croissances comparées), donc xx — e° = 1.
Méthode express : ne pas confondre avec x* — 1 en 0*: ici 'exposant % explose et « 0*® = 0 »,

® Question 75 Réponse: A
1 I . . - . .
X1-x = exp (-L”—;‘) et L”—’; — In'(1) = 1 quand x — 1. Par continuité de exp, la limite vaut e™' = %

Méthode express : avec h = x - 1, c’est (1 + h)™"/, l'inverse de la forme qui donne e. Le piége B
oublie le signe.

® Question 76 Réponse : D

- e 1 0 eV T VX = X (ph 1) = e e X :
Avec h =/x +1-/x m+ﬁ—>0 ce el =elX(eh-1)= & T Les trois facteurs

tendent vers 1, +oo (croissances comparées, X = ,/x) et % : la limite est +o0. Le piége A s'arréte a «
Vx+1- \/} — 0 ».

® Question 77 Réponse: C

Posons u = < et p(u) = n 2”?“, dérivable, avec ((0) = 0 et ' (u) = 2023 1n3 “‘2535 3 donc ’(0) = 023 2;‘”3 =
n n n
In\/6. Alors (@) = exp (L), oln V6 -/,

Méthode express : forme 1° : a" = e""%, et nlna, a méme limite que n(a, - 1), qui vaut

%[n((’/f—1)+n({1/§—1)]ettendvers %

® Question 78 Réponse : B

X
(1 + %) = exp (x ln (1 * %)) = exp(2 x @) avec h = 2 - 0. U'exposant tend vers 2 : la limite vaut
e’.

X
Méthode express : retenir (1 + %) — e% Le piege A croit que « 1% =1 ».

® Question 79 Réponse : 9

2 q x_1\2
e+ e3X -2 =e3% (e -2 + 1) = e¥ (3 - 1)7, donc le quotient vaut e~ (9371) - 1x3%2=09,

’ . e 2 4 -1 2
Méthode express : identité remarquable cachée: a + % -2= % avec a = e3*.

® Question 80 Réponse: 4
2 2
_ - 2 _ % _ ’ 2 _ - 4Lx - 4
f(x)-x (\/x + 4X x)e +x(e 1). D’une part vx2 + 4x - x Toa ~ T

d'autre partx(e§ —1): 2 x ehh'1 — 2avech = % Doncb=2+2=4,

2
- 2etex » 1;

Méthode express : avec h = L et g(h) =1 +4h e : f(x)-x = M - g'(0)=2+2 =4
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@ Corrigés : sommes et intégrales
® Question 81

Pour x € [0,1]: 0 < X— <x",donc0<| < f x"dx = —. Par les gendarmes, |, — 0. Le piége A
est la valeur de I,.

¥ Question 82

2 1-cos2 1-cos2

J; sintdt=[- cost] = 1 - cos2x, donc le quotient vaut %X = 4 x (Cz‘)’sz" - 4 x 5 = 2.

® Question 83

Ecrivons l— =tx “nt ;une prlmltlve de 7 est In|Int|, donc f m =ln|3lnx|-In]|lnx]|=1Lln3.
g 1 X

Six>1,pourte[xx*]: 2 <l < m,douxln3<F(x)<x In3. Si0 < x < 1, on obtient de

méme (en intégrant sur [x x] la fonction posmve )x In3 < F(x) < xln3. Par les gendarmes,
F(x) - In3.

B Question 84

= [x"1eX ] -(n+ 1) =e-(n+1) pournz0.Comme0<I < efo1 x™dx = £,

Par parties : —

|
Méthode express : nl_ tend vers la valeur en 1 du facteur qui multiplie x" : ici el =e.

B Question 85

n+1

a1 = 0, donc (n+ 1)1, -e—In+1 aeetnln:#x(n+’l)ln—>e.

n(1-4,) = f 2 dx = [ x (u = x, —ln(1+x”)): n(1-J,) = In2 -
f01 INn(1+x")dx. Or0 < In(1+x") < x", donc 0 < f In(1+x")dx < n+1 — 0. La limite vaut
(n2.
® Question 86
Notons P, ce nombre : InP, = %ZZ=1 In(n +R)-lnn = Zk : ln(1 + ) somme de Riemann de
f(x) = In(1 + x), continue sur [0, 1]. Donc InP, — f01 In(1 +x)dx =[(1+x)In(1 +x) - x]0 =2Iln2-
et P — 2N2-1_ 4

n e’

Méthode express : le logarithme transforme le produit en somme de Riemann ; le piége B oublie
de revenir a l'exponentielle.

B Question 87

a kel dt o 1 1 k- dt i 3N - —
t- ‘/_decr0|t donc[ 7S \/;(k21)Et\/§5fre-1 ﬁ(kzz). En sommant jusqu'a N: 2y/N +1-2 <

Sys1+ (2\/—— ) Avec N = 9n : 2—"9\'/’_;12 < Sﬁ < 6‘/\7; : les deux bornes tendent vers 6.

Méthode express : & une constante prés, la somme vaut f19" % =2\/9n -2 = 6,/n.

® Question 88

Pourt > 0:t < +t2+1 < t+1. En intégrant sur [x,3x], avec [X3Xtdt T R R

2
fX3X Vt2 + 1dt < 4x? + 2x. Le quotient est compris entre 4 et 4 + % : la limite vaut 4.

Méthode express : pour t grand, vt2 + 1 est trés proche de t : on intégre t sur [x, 3x].

Maths Olympiad 9



Questions de concours - Limites 2¢ Bac Sciences Physiques - SVT

© Corrigés : défis de concours

® Question 89 Réponse: C
41 _ N1 xIn8 _ In4, : ln4 _ 2ln2 _
51 = Smn X mns X g les deux premiers facteurs tendentvers 1 et ;= = 51 =

Méthode express : "XT1 — Ilna (nombre dérivé de x — a* en 0). Le piége A calcule g

' wIN l

® Question 90 Réponse : B
Les tirages sont indépendants et chacun donne une boule non rouge avec la probabilité 1 - % :

pn=1—(1 —%)n. Ornln(1 —%):—@ - -1 avech=—%,donc(1 —%)n >eletp, - 1—%:0,63.

n
Méthode express : (1 + %) — e%avec a = -1. Le piége A croit qu'avec n essais, la réussite est
certaine.

® Question 91 Réponse : D

nony. 2.0 R _ _ n
Posons v, = u, - nm € ]-3,5[: par m-périodicite, tanv, =tanu, = u, >0, doncv, € ]0,3[, et
sinv,

— +00, Ainsi cosv, = —= < —1_ 5 0.Soite e ]O,ﬂ[: silonavaitv, < £ -¢,
tanv, tanv, 2 n 2

- _I
tanv, =u, >nm-2
la décroissance de cos sur [O, g] donnerait cosv, 2 sing > 0, ce qui est faux pour n grand. Donc
3 -€<v, < Zapartirdun certainrang: v, - 7.

Méthode express : la droite y = x coupe chaque branche de tan de plus en plus haut, donc de plus
en plus pres de 'asymptote x = nm + %

® Question 92 Réponse : A
Soit g(x) = x° - e = e®'"X — X, dérivable sur ]0, +oo[, avec g(e) = 0. La limite est le nombre dérivé
g'(e);org'(x)=ex®"'-eX, doncg’(e)=exe® ' -e®=0.

Méthode express : x° et e* ont méme valeur et méme pente en x = e : leurs courbes y sont
tangentes.

® Question 93
lnl(x—”) =1+vavecy = X g Lexposant vaut x ln x - In(1 +v)=xlnx-v-M =xln(1 +1)-
nx ln x v X

1)  1x1=1. La limite vaut &' = e.

Méthode express : forme 1°: (1+v)V = V") et N [n(1+v) a méme limite que Nv = x In (1 + ) - 1.

® Question 94 Réponse : D
Sur [1,+oo, g, () = X" - x - 1 est strictement croissante, et g, ,(x,) = x, (x, +1)-x,-1=x2-1>0,
donc x,,, < x, : la suite décroit et est minorée par 1, elle converge vers £ > 1. Si ¢ > 1, x7 2
" — +oo alors que x, +1 < X, + 1: absurde, donc £ = 1. Enfinnlnx, = In(x, +1) > In2 et

%70 L, In2x1=1In2.
lnxn

n(x,-1)=nlnx, x

® Question 95 Réponse : 2

Les termes R = 0 et R = n valent 1, lestermes k = 1 et R = n -1 valent Les coefficients

. . GE R 2 _ n(n-1) arogs
croissent puis décroissent ( gk = ﬁ)' doncpourn=4et2<hkRs<sn-2: Cn Cn == Ainsi
2 2 2(n-3) "
2+Essn52+ﬁ+n(n-1)'et5n - 2.
Méthode express : seuls les deux termes extrémes comptent: 1+ 1 = 2.

1
e
2
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® Question 96

Les 2n + 1 nombres C% (0 < k < 2n) ont pour somme 22" = 4" et le plus grand est €}, : >~ < ] <

4" puis 4 e NIn < Yl < 4. Comme @ — 0 (croissances comparées), les gendarmes
donnent la limite 4.

Méthode express : un facteur polynomial en n disparait dans une racine n-iéme: y2n+1 - 1.
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[ )
Mown bilan

Série Bonnes QCMfaux Sansréponse  Score
1 Limites usuelles et opérations /32
2 Formes indéterminées et racines /32
3 Limites trigonométriques /32
4 Encadrements et partie entiére /32
5 Continuité et prolongement /32
6 Limites et nombre dérivé /32
7 Branches infinies /32
8 Limites de suites /32
9 Limites avec le logarithme /32
10 Limites avec l'exponentielle /32
1 Limites de sommes et / 32
d’intégrales
12 Défis de concours /32
Total / 384

Plus de 250 points : niveau concours, continue avec les défis de niveau 4 des livrets de chapitres.
De 150 a 250 points : bon niveau ; refais au chrono les séries ou tu as moins de 20 points.

Moins de 150 points: reprends le cours et les méthodes des chapitres concernés, puis refais la série
une semaine plus tard.

Bownne préparation !
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