EXERCICES ET PROBLEMES SUR LES NOMBRES COMPLEXES
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bamako

EXERCICE 1

1°) Déterminer le module et un argument de chaesmdmbres complexes
. . 1 .43 J6 A2 z

=1+i;z =-1+i3 [z, =—-=+i2; z,="— -2 T=22

“ a 22 2% 2 2 z,

2°) Mettre sous algébrique chacun des nombres ex@aplsuivants
2= (2+1) (L) + (1+2) 5 2= (L +W3)°; 2=,
=1
3°) Mettre sous forme trigonométriqgue chacun desbres complexes
1 3. PR CEL) R CO
zZi=(=—-——)";, =1+1V3; z5 = ;
1= ( 5 5 2 V3 23 (1+i)2
4°) soita un nombre réel élément de ]@ | . Déterminer le module et un argument de

chacun des nombres complexes :
: : .
'a .z =1+ ; z2=22 ;. T=z,%xz.
Zl

, P=2z,%x2,

z, =sina +i(l+cosa) , ae[0 ; nf

z,=1-e

EXERCICE 2
1°) Déterminer 'ensemble des images des nombmeplexesz tels que
le nombre complexe A = (1 (1- i) soit : a) un réel ; b) un imaginaire pur.

2°) Dans le plan muni d’'un repére orthonor({@éi ; j | on considére un point M

d’'affixe z=x +1y, (z+#—1) et on posd = Z:Z
Z+i

a) Ecrire P sous la forme algébrique en fonction éé

b) Déterminer 'ensemble (E) des points M du plan ggis :
= P soitun réel;
» P soit imaginaire pur.

1z+3
A+i)z-1
a) Determiner 'ensemble (E) des points M tels dijesoit un réel
b) Déterminer I'ensemble (F) des points M tels gijesoit un imaginaire pur.

3°) Pour tout nombre complexa= x+iy ; on poseZ, =

4°) Déterminer I'ensemble des images des complexels que les images des
nombres complexes :i; z ; iz soient alignées.

EXERCICE 3

Soit f I'application deC dansC définie par f (z) = 72— V22— 4J22-16
1°) Trouver les réels a et b tels que f (z) (&) (Z + az + b)

2°) En déduire I'ensemble des solutions de I'équreti(z) = 0

3°) Placer dans le plan rapporté au repére ortmo@do,u ; v) les images A; B ; C;
D des solutions de f (z) = 0 ; puis préciser guem®nts appartiennent a un méme
cercle dont on précisera le centre et le rayon.
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EXERCICE 4

1°) Résoudre dars les équations suivantes :
a)z?+3(1+i)z +5i=0; b)Z (5+3i))z+4+7i=0;c)f=2z2-4-4i=0
d) z°-(1-i)z-18+13i=0; eyz (1+6i)z +(1+23i)= 0;
f) z°~(5-14i)Z- (24 +10)=0;9) Z+Z+1=0;h) - (1-)Z-i=0
h) Qiz+3—if+(z+1+5)=0; i) 22=8i ; |) 22=-J2+i/6 ;
K) 28 =a2(-1+i) ; 1) z* =2(-1+iV3)

2°) — a) Déterminer les solutions complexes dguléion : 7' = 8(1- /3) les écrire
sous forme trigonométrique ;

62 _ VB2
2 2

b) Vérifiez que a est une racine quatrieme de 8(13).

En déduire la forme algébrique des solutions élgulation précédente.

EXERCICE 5

J6 -i2

Soient les complexesz 1-i et z= 5

. . Z
1°) Mettre sous forme trigonométrique, ;zz ; —= ; 2, X Z,.
Z

1
J6+42 J6-42
4 4
3°) On considére I'équation d’inconnue réelle x

(/6 +~/2) cosx + (+/6 —+/2) sinx =2

Résolvez cette équation daRs puis placez les points images des solutionsesur
cercle trigonométrique.

2°) En deduire que c%“= et que SH]% =

EXERCICE 6

1°)Soit z etZ les nombres complexes définis par:.J1+\/§ +ivv2-1 etz = z*
Déterminer les racines quatriemes de Z sous forigenomeétrique.

En déduire les valeurs exactes de %oset Sin’é.

2°) Déterminer A=(%+i§)1987; B =(_71+i§)1992

3°) Déterminer et construire I'ensembie)(des points M du plan dont I'affixe z
vérifie la condition proposée :

a) |z+1+2i|=|z-4|; b)|z-3i|=2; ¢) ‘E—2+i‘:1;d)\(1+i)z—2i\=2.
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EXERCICE 7

1°) a) Calculer les nombres: a*=iib=7 ; c=Ff ;d=1.

b) En déduire les valeurs de™ j "™t ; j#2 . {3

avec (neN ).
c) Calculer:A=% ; B=1°; Cc=1*: D=1;
EZF ; F=f®; =M ; H=
2°) a) Linéariser : c3% ; six ; cosx ; sinXx.

c) Ecrire cos(4x) en fonction de sinx .

d) Ecrire sin(4x) en fonction de sinx et cosx .
e) Ecrire cos(3x) en fonction de cosx .

f) Ecrire sin(3x) en fonction de sinx .

g) En déduire une linéarisation de :

H = cos(4x)sinx ; G = 4cbs— 3cosx — 4sitx + 3sinx ;
K = cos(3x)sifx ; L = sin(3x)sifx;
4°) Linéariser les expressions suivantes :
A = codxsin’ ; B = sin3xco& ; C = cosxsifx ; D =sirfx + sirfx ;
E = codx simx ; F = codx sirx ; G = cosx sirfx ; H = coéx + sirf'x.

EXERCICE 8

Le plan est orienté et rapporté au repére orthoaalinect. Soit A et B deux points
distincts d’affixes respectivesetb

1- construire le point Mdont l'affixe z, vérifie : i 5 =-1
21
_ _ s . Z,—a
2- construire le point Mdont 'affixe 2, vérifie : 5 =2
Z>~
-a
3- construire le point Mdont I'affixe z, vérifie : s b =]
Z3~
-a
4- construire le point lyldont I'affixe z, vérifie : Zi 5 =—j
Zs~
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EXERCICE 9

1- Pour tout complexe z distinct de 1, on appelldvhet M’ les points d’affixes
respectives 1 ; z 2zDéterminer les points M tels que le triangle AM$®it

équilatéral.

2 — Déterminer les racines cubiques du nombre cexegl sous forme trigopnométrique
et algébrique.

En déduire la résolution dafisde I'équation : [(1- 2i)zj—i=0

3— Calculer le module et 'argument du nombre caxegl u:1+'tge'
|

(On discutera suivant les valeurs@je

EXERCICE 10

L7

Pour chaque réele | - > [ , on définit I'application

N | N

[:C—-C

Z— f,(z) = Zcoo — 2z coa + 1 + sifia
Dans le plan affine euclidien muni d’'un repére ontormé (0,i,j) on désigne par (E)

'ensemble des points M d’affixes z telle qu'il stda €] —g;g [, vérifiant f, (z) = 0.
1-a) résolvez dan& I'équation f (z) =0.
b) si le point M(z) appartient a (E), que pentdire du point M’ d’affixez ?

2- Poura€] —g;g [ fixé on pose Z :%i(z'+z”) ou z' et z” sont les solutions de

I’équation {, (z) = 0. Déterminer les racines quatrieme& @& représenter les points
Images sur un cercle.

EXERCICE 11

Soit 'application f:C — C
Z- f(z) =2°-3(1+)z*+ (3+10i)z + 3(1-3i)

1- Déterminer les nombres complexes a, b ; et ¢ el

f(z2)=(z-1-i)(az +bz +¢)

2— résoudre darfs I'équation f (z) =0

3— Montrer que les points images dans le plan cexapldes solutions de cette
éguation sont alignés.
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EXERCICE 12

Soit le polyndbme complexe P (z) de la variable glexe z

P(z) =2 (7 +9))2°+ (39 — 14) z + 50

1-Montrer que I'équation P (z) = 0 admet une raeyimaginaire pure.

2- Résoudre I'équation P (z) = 0. On noteréazacine non imaginaire pur ayant la
plus petite partie réelle ef la troisieme.

3-Dans le plan affine euclidien rapporté au refergi , j) orthonormé on considere les
points A, B, et C d’affixes respectives, z; ; z.. Déterminer et construire I'ensemble
des points M du plan tels que : MA- MB? + MC? = 4.

EXERCICE 13
1- Soit le polynéme P (z) =°z (3 + 6i) Z2—(9 —15i) z +22— 6i
a) Montrer que I'équation P (z) = 0 admet une macéelle que I'on déterminera.

b) En déduire une résolution dabgle P (z) =0 ;

c) Soient A ; B ; C les images respectives dedisalsi de P(z) =0. Placer dans le plan
complexe muni d’'un repere orthonormé ces poineheatéduire la nature du triangle
ABC. Donner une équation cartésienne du cefg)ecirconscrit au triangle ABC.

2— Résoudre darfs, 'équation 7' +10z°+ 169 = 0.

3— Résoudre darfs les systemes :
) Siz+ (2-i)Z=1+12 b){ 2iz+(1-3i)Z'=14+6i
(2-3)z+ (5-2)z=39-10i A-i)z+(5-2i)7=4-18

2 z+27'=4-4i 2123 4tz +z =1
- cd)i1 1 22 e)lzz, +zz,+2,2,=1
){(1+i)z—22':—5+7i ) —+7=£ W22 + 223+ 2,7
2 2 3 2,2,2, =1

4— Résoudre darfs les équations suivantes :

a) 27:(4+4i)3 b Z5:[1—2f3+i(2+@>)]7
(1+i/3)% 2-i)! (V2+i6)2
EXERCICE 14

Soit le polyndme complexe P(z) £ 3zf + (3z + 57.

1) Factoriser P(z) en un produit de deux polynécesecond degré a coefficients
complexes.

2) Résoudre dan§ I'équation Z +3(1+i)z + 5i= 0

3) En déduire la résolution dafisde I'équation P(z) = 0 ; puis montrer que P(z)est
produit de deux polynémes du second degré a camffgréels.
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EXERCICE 15
Le plan rapporté au repére orthonorméuqy)

1- Résolvez dang I'équation (z+% +i)2 +% =0
2— On donne les points A (-1 ;-5) et%%). A tout point M d’affixe z, (z—-1-5i) on

z-_—i
3 6

associe le point M’ d’affixe Zel que :Z =3i x _
z+1+5

a) Déterminer I'ensemblé’) des nombres complexes tels que z
b) Déterminer I'ensemble (E) des points M tels que|= 3 ;

c) Déterminer 'ensemble\] des points M tels que M’ décrit le cercle datoe
I'origine O du repere et de rayon 1 ;

d) Déterminer et construire 'ensemble (F) des {sdih tels que M’ décrit le demi axe
[0, u) privé de {O}.

EXERCICE 16

Soit o un nombre réel appartenantég;g[ . on considere I'équation d’'inconnue z
complexe (E) : (1+i2Y1-tga) = (1-iz (1+ tga)

1- soit z une solution de (E)

a) Montrer que|l+iz# |1-iz |.

b) En déduire que z est un réel.
1+itga

~itga

2- a) Exprimer en fonction deg”

b) Soit z un nombre réel, on pose z ® oy _—2”< 0 <g.
Ecrire I'équation portant sup traduisant (E) et le résoudre.

c) Déterminer les solutions 7z ; z; de (E).

EXERCICE 17

Soit u le nombre complexe défini par u =&es sirb oub € |-n ; n |
1- Calculer le module et un argument %éﬂ (On discutera suivant les valeurs@je
u

2+iz

2-En déduire le module et un argument de z tel: que 5
—12

3- Résoudre (2+id) = (2—iz)°.
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EXERCICE 18

Le plan rapporté au repére orthonorméuqy)
1- Trouvez I'ensemble des points M d’affixe z @®le les points images des nombres
complexes 1 ; z ; 1¥soient alignées.

2— On désigne par M le point d’affixe z et M point d’affixeZ tel queZ = Z—J_r

a) Trouver I'ensemble (D) des points M tel que & 8o réel ;

b) Trouver I'ensembled) des points M tel que Z soit un imaginaire pur ;
c) Trouver 'ensemblel) des points M tel que O ; M ; M’ soient alignés.

EXERCICE 19

Soit I'équation dan€ : z®—2z°—iz+3—-i=0
1) Montrer que I'équation admet dabaine solution réelle.

2) En déduire la résolution dafisde cette equation.

3) Soient A; B ; et C les points images de ces solutions dans teqalianplexe muni
d’'un repére orthonormé. Déterminer la nature cangfie ABC

4) Déterminer I'affixe de I'isobarycentre G de dartgle.

EXERCICE 20

Soit f.C-{-i} - C
f =1z
2z 1) Z+i
1- Déterminer les coordonnées du point B dontikaff;, est telle que :
f(z0) = 1+2i;

2- Soit ze C — {- i}. On note rle module de z+i et une mesure de son argument.
Donner la forme trigonométrique de f (z) — i endoon de r eto.
3- Soit A le point d’affixe — i.

a) Déterminer 'ensembl&] des points M vérifiant: | f (z)-i4 v2 et 'ensemble (D)
des points M tels qué soit une mesure l'argument de f (z) —i.

b) Montrer que B appartient &) et (D) puis construiret]) et (D).

4- 3 tout point d'affixe = (2 -2 -iy2++/2)z. Déterminer I'ensembleEf des points
M tels que |Z| = 8.

5— résoudre dar, 'équation Z — (1 + isind) z +%isin2€) = 0 oub est un parametre

réel. En discutant selon les valeurddeon écrira les solutions et 2 de cette
éguation sous la forme trigopnométrique.
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EXERCICE 21

1°) Ecrire sous forme algébrique le nombre compiexer— i +(1—T?(i—l)

2°) Ecrire sous forme trigopnométrique le nombre plaxe t dans
les cas suivants :

.am

(SN : __ob - _l+e’
= ; b)t=-2e ; t= :
L+iv3)(V3-i) ) © ) B

3°) a) Déterminer les racines sixiemes de l'unfiéis les écrire sous formes
Trigonométrique et algébrique.
b) Calculer(1-i)°.
c) En déduire les racines sixiemes du complexe Tso@8s formes trigonomeétrique
et algébrique.

EXERCICE 22

1°) a) Vérifier que (2 + i)= =7 + 24i
b) Trouver les racines quatriemes de 1
¢) Résoudre darfsI'équation 2+ 7 — 24i = 0
2°) Soit I'équation (E) : & 2iZ -9z +18i= 0
a) Montrer que (E) admet une solution imaginpiree zque I'on déterminera.
b) Résoudre (E).

3°) Résoudre dars I'équation : Z+z -1 + 3i = 0.

EXERCICE 23

Le plan est muni d’'un repere orthonorme.
A est le point d’affixe z =1+2i ; B est le ponfiaffixe t = 1+5i

C est le point d’affixe k = 4+2i. On pose Zl%
-2

1°) Que représente |Z| ?

2°) Que représente arg (Z) ?

3°) Calculer Z et en déduire la nature du triafgBe

4°) Déterminer 'ensembled) des points M d'affixe m tels que - z|=|m-1.
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EXERCICE 24

1) Déterminer dan€ les racines carrées de u = 7 + 24i.

2) Les racineszet z d’'une équation du second degré a ccefficients
Z+7,+227,=4

complexes vérifient 4+ 7 -1 - Former cette équation et la résoudre dans
47

EXERCICE 25

1)

Soit le complex@=(+/3+1)+i (v/3-1).
1°) Déterminer le module et un argument 8eEn déduire le module et un argument

de z.

2°) Déduire de ce qui précede les valeurs exaﬁesséllg et sin(lz).

3°) Résoudre darR I'équation : (\/§ +1)cosx + (\/5 —1)sinx =./2

1))
1°) Trouver I'ensemble des points M(x ;y) du plaaffixe z tel que :

7% + 27 — 3 soit un réel .

: +2i ., .
2°) Déterminer 'ensemble des nombres z tels qﬁe% soit reel (on suppose#z4i).
z2-4i

EXERCICE 26 :

On pose P(z)="26Z + 237 —34z + 26.

1°) a désigne un complexe quelconque. Montrer B(e) = P(a).
Déduisez que si R() =0, alors P@ ) = 0.

2°) Calculer P(1-i) ; en déduire les solutions’dguation P(z) =0

3°) Placer les points images des solutions de #ign f(z) = 0 dans le plan muni d’un
repere orthonorméi) U v).

4°) Montrer que tous ces points appartiennent gn@&me cercle dont on précisera le
centre et le rayon (points cocycliques).

Nombres Complexes Page 9 sur 11 Adama Traoré Professeur Lycée Technique



EXERCICE 27 :

On donneA=52 (1+i) ; B=-5(1+i~/3)

1°) Déterminer le module et un argument des nomtwemplexes :A; B A ; 1

>

2°) Soit Z le complexe tel que A Z = B. Ecrire Zisdorme algébrique puis sous forme
trigonométrique.

3°) En déduire les valeurs exacte&de{%} et sin(%rj

EXERCICE 28 :

Soit I'équation (E) :z° -10z* +36z-40=0.

1°) Vérifier que 2 est une solution de I'équati). (

2°) Trouver les réels a ; b ; c tels queé +10z* +36z-40=(z-2)(az’ +bz+c).

3°) En déduire la résolution dafisde I'’équation (E).

4°) On posez, =2 ; z, =4-2i ; z. =4+2i. Placer les images respectives A ; B ,C dans
le plan complexe rapporté a un repére orthonormeé.

5°) Calculer|z. -z, ; |z -z| ; |z~ 2z |. En déduire la nature du triangle ABC.

EXERCICE 29 :

Dans le plan complexe rapporté a un repere ortihnaécon considere le polynédme
complexef(z)=2° - (5+i)z° + 2(56+3i)z- 42+ 4i) .

1°) Calculerf (2i). Que peut-on conclure ?
2°) Trouver les complexes a ; b ; ¢ tels due) =(z-2i)(az* +bz+c).
3°) a) Calculer(1+2i)*.
b) En déduire la résolution de I'équatibfr) =0.
4°) Soient A ; B ; C les points d’affixes respeet\2i ; 3+i ; 2-2i.
a) Placer les points A; B ; C.

b) On posez =L§B. Donner la forme algébrique de Z. en déduire ldutoet
A~ ‘B
un argument de Z.

c) Interpréter le module et un argument de Z.

5°) Soit D le point d’affixez, tel quez, -z. =z, -z,. Déterminer les coordonnées de D
puis le placer sur la figure précédente.

6°) En déduire la nature du quadrilatere ABCD.
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EXERCICE 30 :

Le plan est muni d’'un repere orthonormé (unité gigue = 1cm).
Soit le polynbme complexe(z) = 2> - (5+8i) z2* - (13—32) z+57- 24
1°) Montrer que I'équatiorf (z) =0 admet une solution réelte.

2°) Déterminer les complexes P et Q tels quB =(z-a)(z* +Pz+Q).

3°) En déduire la résolution darfs de I'équation f (z) =0. (On noteraz, la solution
réelle ; z, la solution non imaginaire dont la partie réebe mositive ; etz la troisieme
solution ).

4°) Soient A ; B ; C les points images respectoes solutions, ; z, ; z. de
I’équation f (z) =0. Placer ces points dans le plan complexe. En d&thunature du
triangle ABC.

5°) Déterminer les coordonnées du point | d’affixe x + iy tel que :
2-2,]=|2-2,| =[ 22 .
6°) Déterminer et construire I'ensemble (Q) dessdVi(x ; y) du plan tel que :
MA? +MC? = 32.
7°) Soit D le point d'affixe z, =-1-3i.
a) Déterminer la nature du polygone ABCD.
b) Calculer le périmétre et I'aire du polygone ABCD.
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