Série complexe2425

Exercice 1 :
1. Déterminer le module et un argument de chacun des complexes suivants :
~1 3 . 1+iVB 14(—V2+V2i)

Tl TS BT Ao AT T

21

2. Soient les nombres complexes :

VB SV

. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z; et 2.
b. En déduire la forme algébrique de :

5

AL 30 6 A
21-Z27 ) Zl’ 22.74.
29 Zo

3. a. Calculer le module et un argument du nombre complexe

14T

2—7.2.
1— e

b. Calculer le module, un argument, les parties réelle et imaginaire du nombre complexe

ei% — ei3
e's +e'3

4. Soit z; =1+iet zo=+3—1i
a. Calculer le module et un argument de z; et z,.
b. Ecrire sous forme algébrique et trigonométrique le produit z;.zs.

s

c. En déduire les valeurs de cos {5 et sin 7.
5. Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes ci-dessous ; puis
les écrire sous la forme trigonométrique p(cos @ + isin@) avec p € R* et 6 € R.

21 = —2(sinz +icosx)

_2m;

zg = —3e 3°
—cos 2z + isin 2x

2cos3x — 2isin 3z’

zZ3 =

Exercice 2 :

1. Soit A le point d’affixe z = —1 4 2i.
a. Placer dans le plan complexe les points B, C, D d’affixes respectives —224, 25 ; —23.

b. Calculer les affixes des vecteurs z@ et BC.

2. Soient ABC' trois points d’affixes 2o =1—2i; 2p =5 —i et zo = 2 + 4i.
Calculer les affixes des points D, E, F pour que ABCD, BCAE, CABF soient des

parallélogrammes.
3. Déterminer ’ensemble des points M d’affixes z tels que :




|z —1—2i| = |2 — 7+ 2i|.

z—21

Exercice 3 : Le plan P est rapporté au repére orthonormé direct (O, d,?). On considere
I’application
f:C-{-2—-i — C

> — f(Z) _ zt1-2

z+2+1

1. Représenter dans P le point A d’affixe —3 + ¢. Calculer f(—3 + i) et représenter son
image A’ dans P.
2. Déterminer et représenter dans P ’ensemble E; des points M d’affixe z tel que | f(z)| = 1.
3. Déterminer et représenter dans P l’ensemble E5 des points M d’affixe 2z tel qu'un argu-
ment de f(z) soit 7.
Préciser £ N Es.
Exercice 4 :

1. a. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
8+61;, 3+4;, —4; 3i; 24i—7, —3— 4.
b. Déterminer les racines cubiques des nombres complexes suivants :
144, 1—4V3, —4i.

c. Déterminer les racines cinquiemes de
9v3
\2/_(1 —iV/3).

2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) (1—2)z+144i=0; b)) z—32=2+iV3)zl; c) |z|—2z=1-2;

z+1
z—1

3. Résoudre dans C les équations suivantes :

—14i; £) —i(145i)z+(2—1)(i—2)—2 = 3z—i.

d.) 2z+z=3-4i; e.)

22 —224+4=0; 22—2+1=0; 22— (1-2)z+i—-1=0
22— (342)24+5(1+i)=0; 22—iz+V3i=0

4. Résoudre dans C I’équation suivantes :
a2 Y
_(z 3@) +6(Z 3@)_1320
z+2 z+2

et on résoudra —Z% + 67 — 13 = 0).

z— 31

0] Z =
(On posera T




10.

11.

12.

Résoudre dans C les systemes suivants :

22—z =1 _ 121 — @ZZ =-1 2129 = 17 _ 22120 = 3

Soit I’application

%)
oo%
ro

C

f:C —
z — 22+3i2° + (6+6i)z +8 — 14i

a. Calculer f(1+1).
b. Résoudre I’équation z € C;  f(z) = 0.

Soit I’équation
(E) :2€C, 2+ (2i—11)2* + (25 —19i)z — 8(1 — 3i) = 0.

Résoudre (E) sachant qu’elle admet une racine réelle.

Soit I’équation
(B’) :2€C, 224361 —-1)2"+ (-8 +3)z2—3+9 =0.

Résoudre (E’) sachant qu’elle admet une racine imaginaire pure.

Soit dans C l'équation
42° — 6iV32° —3(3+1iV3)z —4=0.

a. Démontrer que cette équation admet une racine réelle. En déduire les autres solutions
dont on donnera la forme trigonométrique.

b. Démontrer que ses racines sont les éléments d’une suite géométrique dont on donnera
la raison complexe.

1. Vérifier que (1 +4)? = 2i puis résoudre I'équation : 2% — 2i = 0.

2. Déterminer toutes les suites géométriques (U) telles que Uy = %+z§ et Uy = —v/3+i.
On considere celle de ces suites dont la raison a une partie réelle positive. Calculer
U9, donner son module, un argument et sa forme algébrique.

Soit z et Z les complexes définis par :

=14 v2+r Ve -1 Z=2t

Déterminer les racines quatriemes de Z sous forme trigonométrique, puis sous forme

s 1 ” .
algébrique. En déduire cos {7 et sin 7.

Résoudre sur le corps des complexes C chacune des équations suivantes :

w— (3—-2)u+2-2i=0 (1)

2= (3-2)22+2-2i=0 (2)

Pour (1), on donnera les solutions sous forme algébriques.
Pour (2), on calculera le module et 'argument de chaque solution.




13. Soit o un nombre réel appartenant a | — 7, 7[. On considere I'équation

(E) : (14142)*(1 —itana) = (1 —42)*(1 +itan ).
1. Soit z une solution de (E).
Montrer que |1 +iz| = |1 — iz|. En déduire que z est un nombre réel.
1+t ,
2. a. Exprimer w en fonction de e'*.
1 —tana

b. Soit z un nombre réel, on pose z = tan ¢ avec ¢ €] — 7, 7[.

Montrer que (E) équivaut a une équation d’inconnue ¢, et la résoudre.
c. Déterminer les solutions z1, 23 et z3 de (E).

Exercice 5 : On considére I’application

f:C — C
z — 2P =23 42242

1. a. Montrer que si I'équation (1) : z € C, f(z) = 0 admet pour racine le nombre
complexe «, elle admet aussi pour racine a.
b. Montrer que 1 +1i et —3 + z@ sont solutions de (1).
c. Quel est 'ensemble solution de I’équation (1).
En déduire une factorisation de f(z).

2. Montrer que f est le produit de deux polynémes du second degré a coeffients réels.

Exercice 6 :
1. Résoudre dans C 'équation

22— (1+V2)z+V2=0.

1 1
2. Résoudre dans C les équations z+ - =1et 24+ — = V2

z z
3. On pose P(z) = z* — (1 +v2)2% + (2+ v2)2> — (1 + v2)z + 1. En posant Z = z + 1,
P
exprimer (2) en fonction de Z. En déduire les solutions dans C de P(z) =0

22
Exercice 7 : Résoudre I’équation :

ze€C 22—(1+isin29)z—|—%sin2920

ou # est un parametre réel.

En discutant selon les valeurs de @, on écrira les solutions z; et zo de cette équation sous la
forme trigonométrique.
Exercice 8 : C désignant ’ensemble des nombres complexes; on considere 'application de
C dans C définie par :

f(2) =2 =2+ V3+)22+ (V3+ 1)(V3+i)z —2—2i,
1. Vérifier, de deux fagons différentes, que f(z) peut s’écrire
() = (s = 1= 0)22 = (VB+ 1)z + 2]

2. Résoudre dans C I'équation (E) : f(z) = 0.
Indication : On remarquera que le discriminant du trindéme est égal ¢ —(v/3 — 1)2.

4



3. Représenter dans le plan complexe &2 les points A, B, C, images des solutions de ’équa-
tion (E) (Unité sur le graphique : 4 cm).
Montrer le triangle OAB est équilatéral.
Exercice 9 : On considere I’application P de C dans C définie par

VzeC P(z) =2+ (5—44)2* — (1 + 156)z — 20 + 4.

1. Montrer que l'équation (E) : z € C, P(z) = 0 admet une solution réelle z; que I'on
précisera.

2. Résoudre I'équation (E). On désignera les solutions de (E) par z1, 23 et z3 avec | 23| < |z3]
et par My, M, et M3 les points images respectives de zq, 29 et 23 dans le plan muni d’un
repére orthonormé direct (O, 7, ).

3. Représenter les points My, M, et Ms3. Montrer que

Z9 — 23 .
=1.

21 — 23

En déduire que M;MsMj3 est un triangle rectangle isocele.
Exercice 10 :
1. Résoudre I'équation (E) : z € C, 22 —2z=0.
2. Dans le plan muni d’un repere (O; I, J), les points O, A, B, C' sont les images des solutions
de (E).
Montrer que A, B, C' appartiennent a un méme cercle dont on précisera le centre.
Exercice 11 : On considere dans le plan les points A, B et C' d’affixes respectives :

a=1+i; b=1+(1+V3)i; c=(1+V3)i
a.) Déterminer le module de chacun des nombres complexes suivants :

a—b, c—aetc—d.

b.) En déduire la nature du triangle ABC. (Bac SBT 2007)
Exercice 12 : Dans I'ensemble C des nombres complexes on considere les nombres
23 + 11 + (11V/3 — 2)i 44 2i
21 = - et 29 = —.
2+ 11 3—1

1. a.) Ecrire z; et z5 sous forme algébrique.

b.) Déterminer le module et un argument de chacun des complexes z; etzs.
2. On pose Z = Ly
2 Z2
a.) Ecrire Z sous forme trigonométrique puis algébrique.
b.) En déduire les valeurs exactes de cos % et de sin %
¢.) Résoudre dans R I'équation : (v/6 —v/2) cos x + (V6 +v/2) sinz = 2.(Bac MTE 2007)
Exercice 13 : ¢C désigne le corps des nombres complexes et M un point du plan complexe

d’affixe m = a + ib ou a et b sont des réels. On considere 1’équation :
(Bp): 224 2—-0)22+(m*+1-2)z—i(1+m? =0.

1.) Résoudre dans C I"équation (E,,) apres avoir vérifié qu’elle admet pour racine zy = i.
2.) Trouver I'ensemble (I") des points M d’affixe m = a+ib tels que I’équation (E,,) admette
au moins deux racines de méme module. Représenter 1'ensemble (T').
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Exercice 14 :

1. Soit z un nombre complexe, et
P(z) = 2" — 8(1 +1)2* +48iz* + 64(1 — i)z — 80

a) Vérifier que I'équation P(z) = 0 admet une solution réelle zy et une solution imagi-
naire pure z;. Les calculer.
b) Déterminer a, b complexes tels que :

P(2) = (2 — 2)(z — 21)(2* + az +b).

Résoudre I'équation P(z) = 0.
2. Dans le plan rapporté au repere orthonormé (O;,v), soit les points A(2,0); B(0;2);
C(2,4); D(4,2).
Déterminer GG l'isobarycentre de A, B, C, D et R, rotation de centre G dont I'angle a
pour mesure 5. Vérifier que R(A) = D, R(D) = C, R(C) = B, R(B) = A.
Exercice 15 :

1. Soit P le polynome de la variable complexe z défini par :
P(z) = 2% — (3 +4i)2* — 3(1 — 4i)z + 9

a. Calculer P(3).
b. Montrer que, pour tout z dans C :

P(z) = (z — 3)(2* — 4iz — 3).

c. On pose z = u + 2i.
Ecrire 22 — 4iz — 3 sous la forme Q(u), avec ) un polyndéme de degré 2.
d. Résoudre dans C I'équation Q(u) = 0.
e. Déduire des questions précédentes les solutions de 'équation : P(z) =0 (1).

2. On note 21, 29 et z3 les solutions de I’équation (1) de fagon que :
Imz <Imzy < Imzg

et on désignera par A, B et C' leurs images respectives dans le plan.
a. Placer les points A, B et C' dans un repére, ainsi que le point D d’affixe 4 + i1/3.
b. Soit R la rotation de centre O et d’angle —%.
Déterminer les affixes des points B’ et C’, images des points B et C par R.
c. Montrer que le quadrilatere AB’C’D est un parallélogramme.

Exercice 16 :

1. Dans chacun des cas suivants, reconnaitre ’application dont 1’écriture complexe est :

o 1
a.) 2 =z2+2i+1; b.) 2/ =e "5z c.) 2 = —=(1—1i)z;

V2

d) 2 =2iz+1; o)z =(14+iV3)z+ V3.

(On donnera les éléments caractéristiques.)




2. Quelle est la transformation F' du plan dont I’écriture complexe est

1
f= S(140)z.
z 2( +1i)z

Quelle est I'image par F' de la droite d’équation y = =7

Exercice 17 : Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O;a 7). Soit les
points A(¥2,1); B(=¥2; 1) et C(0;—1).

272 22
On considere 'application s du plan complexe dans lui méme qui au point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe 2’ tel que 2’ = (1 +iv/3)z.

a.) Déterminer les affixes des points A’, B’ et C’ images respectives des points A, B et C'

par s. o
b.) Construire dans le plan muni du repere (O;1,7) les points A, B, C et leurs images A’,
B, C' par s. (Bac SBT 2007)

Exercice 18 : Dans le plan complexe P on considere les points A;, A, et Az d’affixes
respectives z1 =1 —14, 20 =2 — 1, 23 = 3 — 2.
1. Démontrer qu’il existe une similitude directe s telle que s(A;) = Ay et s(Az) = As.
Caractériser s.

2. Soit la transformation 1" qui, au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ :
d=(01-1)z+2+1.

a. Caractériser géométriquement cette transformation.
b. Déterminer le point B dont le transformé B’ par T est la symétrique de B par rapport
a 0.
Exercice 19 : Soit A, B, C, et D les points d’affixes respectives : Z4 =1+1, Zgp =2 — 1,
Zo=—-2+1iet Zp=—1+4i.
a.) Déterminer Iécriture complexes de la similitude directe s qui transforme A en C' et B
en D.
b.) Déterminer les éléments caractéristiques de s.

Exercice 20 :

1. On considere, dans le plan rapporté a un repere orthonormé, la transformation ponctuelle
qui, au point M de coordonnées x, y fait correspondre le point M’ de coordonnées 2/, v/
tel que

¥=x—y+2
Yy =z+y—3.

Soient z = x+iy et 2’ = x’+1y’ les nombres complexes associés a ces points. En exprimant
Z' en fonction de z, montrer que cette transformation est une similitude directe dont
précisera le centre, le rapport et I'angle.

2. Dans le plan complexe P, on considere la transformation ponctuelle S qui, a tout point
M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe 2/, définie par

Z=(1-14)z—2.

a. Montrer que la transformation S est une similitude. Quels sont les transformés par
S des points O et A d’affixes respectives 0 et (1 +4) 7

b. On pose z = x+iy et 2’ = 2’ +1dy’. Calculer 2’ et 3y en fonction de z et y. Déterminer
la transformation réciproque S~! de S.

7



c. Soit (C) la courbe du plan P, d’équation zy = 1. Quelle est la transformée (C’) de
(C) par la similitude S ?

3. Dans le plan complexe, on considere les points A, B, C d’affixes respectives : z4 = 1+1,
zp = 3+4i, zc = 4 —1i. Soit X, définie par 2’ = az + b, une similitude du plan complexe,
ou 2’ désigne 'affixe de 'image par ¥ du point d’affixe z.

Montrer que I'on peut déterminer les nombres complexes a et b de facon que I'image de
B par Y soit A et que I'image de C par X soit B.
Trouver le point double (centre), le rapport et I'angle de cette similitude.

Exercice 21 : Soit f Papplication définie dans C par 2z’ = 3iz + 2. Caracteriser géométrique-
ment la transformation f qui, & tout point M d’affixe z fait correspondre le point M’ d’affixe

2.

Méme questions pour : 2/ = (1+4)z2++/2, 2/ = (1—4)z+iV?2, 2/ = iv/37+2i, 2/ = (1+i)z+i—1
Exercice 22 : On considere I’application f de C dans C, qui a tout nombre complexe z,
associe 2z’ = f(z) = 2iZ + 2 — i, z désignant le nombre complexe conjugué de z.
On désigne par F' la transformation du plan complexe, qui au point M d’affixe z, fait corres-
pondre le point M’ = F(M), d’affixe 2/ = f(z)

1) La transformation f admet-elle des points invariants ?

2) Déterminer la nature de F' et préciser les éléments géométriques qui la caractérisent :
centre, rapport, axe.

Exercice 12 :




