L. OPTIM Mathématiques Classe : T.S.Exp
2024-2025

Exercice 1:
I.  Calculer
In3 er 1 (X _ 1)2 1
A= dx B=| ————d C=| 4xIn(x+1)d
flnzl_l_erx fo 11 X JO xIn(x + 1) dx
11+e* In3 e* In3 1
Il.  Ondonne A = f——dx,B=[ ,S—dxetC=[ '——dx
1) Calculer A
2) Calculer B et B — C. En déduire C
Exercice 2:
I.  Simplifier au maximum
3
A=em? 4 6e7"3; B =Inved + M2 NS et ¢ = 211111;/2;
II.  Résoudre dans R ou R?
1) eX?+3 — p—4x 8x\/§y =7 22x
2) —e** +2e*+3=0 °) {3x27y =9y-1
3) 3x — 52x+3 ) { (ex—Z)Z — e3ey
4) 9¥ -7 =-6x%x37% In(x —1)+In3 =In(1—-2y)+1n2

I1l.  Calculer I’intégrale I dans les cas suivants :
1) I= fol(ezx + e 2X) dyx

In2 e*

2) 1=, ——; 0x

3) I = [Zsinxe*dx

4) Vérifier que —— = 1 — — .Calculer1=flr13 L dx
eX+1 eX+1 . 0  eX+1
Probleme 1:

Partie A :
Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = 2e* —x — 2
1) Déterminer les limites de g aux bornes de D,,.
2) Etudier le sens de variation de g puis dresser le tableau de variation de g.
3) On admet que I’équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifier que 0 est I’une de ces solutions
b) Montrer que I’autre solution a Vvérifie —1,6 < a < —1,5.
4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x
Partie B :
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = e?* — (x + 1)e*
1) Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.( on pourra mettre e?* en facteur pour calculer limite
de f en +o0)
2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe . Etudier le sens de variation de f

3) Montrer que (&) = —“2% En déduire un encadrement de f(a)

4) Etablir le tableau de variation de f
5) Tracer la courbe (C) représentant f dans le plan muni d’un repére orthonormé (unité graphique 2
cm).
6) Soit m un réel négatif (m < 0)
a) Interpréter graphiquement f:l f(x)dx x 4cm?

b) Calculer f:l xe”* dx al’aide d’une intégration par parties
c¢) Endéduire I,,, = f:lf(x) dx x 4cm? puis la limite de I, en —oo
Probleme 2:
x+1 1

Partie | : On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :f(x) = In (T) -




1) Déterminer la fonction dérivée de f et étudier les variations de f
2) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0, puis vers 4oo
3) Donner le tableau de variations de f et en déduire le signe de f(x) pour x dans ]0; 4+oo[
4) Le plan étant rapporté a un repére orthonormal direct, unité graphique 5 cm, tracer la courbe C
représentative de la fonction f
Partie 11 : Soit A un réel strictement supérieur a 1. On note A(1) I’aire, en cm?, du domaine formé des
points dont les coordonnées Vérifient: 1 < x < Aet0 <y < f(x)
1) Exprimer A(A) en fonction de 1
2) Déterminer la limite de A(4) lorsque A tend vers +oo
Probléme 3:
A. Le plan P est muni du repére orthonormé (0, 7; j) d’unités graphiques :4cm sur I’axe des abscisses
et cm sur I’axe des ordonnées.
On considere la fonction f définie par : f(x) = 8(e *—e~2%)

1) Démontrer que , pour x réel : f(x) = 8(22;1)
2) Démontrer que , pour x réel : f'(x) = S(i;fx). En déduire le signe de f'(x)

3) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

4) Donner le tableau de variation de f

5) Représenter la fonction f dans le repére
B. On injecte a ’instant t = 0 une substance dans le sang d’un animal. A I’instant t ; (t positif exprimé

en secondes) ; la concentration y de la substance injectée est y = 8(e‘t—e_2t). On appelle «
concentration > le rapport entre la quantité du liquide injecté et la quantité de sang qui le contient
1) En utilisant les résultats de la partie A ; donner le tableau de variation de la concentration en
fonction de du temps t en secondes
2) Au bout de combien de temps la concentration est-elle maximale ?
3) Calculer au bout de combien la concentration retombe au quart de sa valeur maximale
4) Donner une valeur approchée de £(9). En déduire t, la concentration est inférieure a 1073
Exercice 3:
I.  Soit P la fonction polynéme, définie sur R par :
P(x)=2x3+3x*-11x— 6
1) Montrer que : P(x) = (2x + 1)(x? + x — 6).
Résoudre I’équation P(x) = 0
2) Reésoudre dans R les équations :
a) 2(Inx)>+3(nx)2—11lnx—6=0
b) 2e?* +3e*—11—6e™* =0
Il.  Simplifier I’écriture des nombres suivants :

A=1In(e?) B=e" C=exp(1+In3) D=In(exp(-3)) E =exp(2ln7) F =eg3n5

x—-1
G=em2tlns -2 _Jpne3eme’ L 2 n(lne)

e?

I1l.  Résoudre dans R? les systémes suivants :

logxe + log,e = g x+y=7
- In(x.y) = 2 '{logx +logy =2
.y >
Probléme 4 :
On ¢tudie I’évolution d’une colonie de bactéries placée dans une pétrie. Le nombre de bactéries en
t_
centaines est modélisé par : la fonction f définie sur I’intervalle [0; +oo[ par f(t) = 4eet+21 out

représente le temps en heures. On suppose que I’on peut compter le nombre de bactéries a I'unité pres
grace a un compteur de radioactivité.
1) Calculer £(0) et interpréter ce résultat

2) Montrer que f(t) = 4 — praeel=ll déduire la limite de f en 4+oo

On appelle cette valeur, la saturation. Que peut-on en conclure pour la courbe (C) de f ?
L’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions ? Justifier la réponse.
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2)

1)
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4)
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1)
2)
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4)

1)
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3)
4)

1)

2)

3) Montrer que la dérivée f' de f vérifie f'(t) = % En déduire le tableau de variation de f

et
+2)
sur [0; +oo[
4) Soit (T)la tangente au point d’abscisse 0 a la courbe (C). Déterminer une équation de (T)
5) Recopier et compléter le tableau ci-dessous en arrondissant & 10~2 prés

0 1 2 3 4 5 6 7

t
f()

6) Tracer (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C)
7) Calculer a la limite prés 1’instant t, ou le nombre de bactéries sera égal a 200
8) Deéterminer le temps au bout duquel la population de cette colonie serrait égale a 80% de sa
saturation.
Probleme 5 :

On définit une fonction g sur R par g(x) = (ax + b)e ™ + c ol a, b et ¢ sont des réels.
Déterminer a, b et ¢ sachant que g admet un extremum en 2 et prend les valeurs 1 et 2
respectivement en O eten 1.

Pour lasuite g(x) = (x —1)e™* + 2

a) Etudier le sens de variation de g puis montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique

solution a dans [—1; 0]

b) Etudier le signe de g(x) sur R.

Soit la fonction f sur R par f(x) = 2x + 1 — xe™. (C) la courbe représentative de f,, dans le
plan muni d’un repére orthonormal d’unité graphique 2 cm.

Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Etudier le sens de variation de f. (On remarquera que f'(x) = g(x)).

Montrer que la droite A : y = 2x + 1 est asymptote a (C) en +oo puis étudier la position de (C)
par rapport a A.

Tracer (C) et A.

Soit la fonction H: x — (—x — 1)e ™™

Montrer que H est une primitive de la fonction h: x — xe™.

Calculer, en cm?, I’aire du domaine limité par (C), A et les droites d’équations x = 0 et x = 1.

Probleme 6 :

Le plan est muni d’un repére orthonormé(0, 1,7 )

On considere la fonction h définie sur [0, +oo[ par

h(x) = xe* —2e* + 2

Calculer h(0).

Etudier le sens de variation de h puis dresser le tableau de variation de h.

Montrer que 1’équation h(x) = 0 admet une solution unique a Vérifiant 0 < a < %

Etudier le signe de h sur [0, +oo[

. On consideére la fonction f définie sur ]0, +oo[ par :

e¥—1

fOx) =—

X

Calculer les limites de f aux bornes Dy. Interpréter ces résultats.

Montre que f'(x) = %C) En déduire le sens de variation de f puis dresser son tableau de
variation.

Montrer que f(a) = ﬁiz) En déduire le signe de f(a).

Tracer la courbe (C) de f.

Exercice 4 :
Intégre les equations différentielles suivantes :
2x—1 2x " _
a I — [ e C) y + 9y =0
) V' = b) ¥ =

On considere les intégrales I, et J,, puis les fonctions f et u définies sur [O;g] par :

I _fg(sinx)n
n = Jg

dx, J, = fogcosx (sinx)™dx, f(x) = ﬁ et u(x) = tan (g +%)

cosx



a.) C&lCUle ]0, ]TL 1] 11,12 - IO

_ ﬁ n+1
b) Démontreque vn € N, I,., — I, = L puis calcule % En déduis une primitive de f
s
sur[0:iF]
c) Déduis de ce qui précede Iy, I,, I3
Exercice 5:
3) Integre les équations différentielles suivantes :
r_ 2x—1 , er n —
d) y' === &) ¥ = ) y'+9y=0
4) On considére I’intégrale I puis la fonction f et u définies sur [0; %] par:l = [* colsxdx et
1 , - . , _ acosx acosx , -
f(x) = — Démontre qu’il existe un seul réel a tel que f(x) = o T Tians En déduis

une primitive de f sur [0; ﬂ Déduis de ce qui précede 1

In(x3y*) =6
Ré R? | : i , 2
5) Résous dans e systeme suivant In (x_) _

Probleme 2:
Partie | : On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par :f (x) = In (X—H) -

x x+1

5) Déterminer la fonction dérivée de f et étudier les variations de f

6) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0, puis vers +oo

7) Donner le tableau de variations de f et en déduire le signe de f(x) pour x dans ]0; +oo[

8) Le plan étant rapporté a un repére orthonormal direct, unité graphique 5 cm, tracer la courbe C

représentative de la fonction f

Partie 11 : Soit A un réel strictement supérieur a 1. On note A(1) I’aire, en cm?, du domaine formé des
points dont les coordonnées Vérifient: 1 < x < Aet0 <y < f(x)

3) Exprimer A(4) en fonction de 4

4) Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend vers +oo

Probléme 7:

Partie A :
f0)=1
fG) =>x2(3—2Inx) + 1,six # 0
On note (C") sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0,7, )
1) Calcule la limite de f en 0. Que peut-on en déduire pour la fonction f. Etudie la dérivabilité de f
en 0. Détermine la limite de f en 4o
2) Calcule f'(x) pour x > 0. Etudie le sens de variation de f sur [0; +oo[, puis dresse son tableau de
variation
3) Montre que I’équation f(x) = 0 posséde une solution unique a sur [0; +oo[
4) Détermine une équation de la tangente (D) a la courbe (C") au point d’abscisse x = 1
5) On considere la fonction g: x — f(x) — (Zx - %) définie sur I’intervalle ]0, +oo[
a) Calcule g'(x) puis g"(x). Etudie le sens de variation de g'. En déduis le signe de g’ sur
10, +oof
b) Etudie le sens de variation de g. En déduis la position de (C") par rapport a D
Partie B :
La fonction N qui donne a I’instant t , le nombre d’ceufs vivants pondus par certains insectes est définie
sur [0; +oo[ par N(t) = 1000(0,741)¢, t en jours
1) Quel est le nombre initial N, d’ceufs au moment de la ponte, c’est-a-direa t = 0,
2) Etudie la fonction N sur [0; +oo[. (Sens de variation et limite en +00.0n rappelle que Va > 0,
a™ = e™'" %) Construis la courbe (C) de N

3) Résous dans [0; +oo[ I’équation N(t) = %NO. Donne une signification de la solution

4) Calcule le nombre moyen d’ceufs entre le deuxi¢me et le sixiéme jour de ponte.
Exercice 6:

On considere la fonction f définie sur I’intervalle [0; +oo[ par :{



1) Ondonne f(x) = 11—09" G + In Zx). En remarquant que :f = hk' + kh' calculer fff(x) dx
2

2) Calculer f: e* sin 3x dx.

s

3) Soitl = [2e* cos*xdxet= [2e**sin’xdx.
a) CalculerI+)
b) Soit f(x) = %ezx(sin 2x + cos 2x). Calculer f'(x).
c) Endéduire I —J. Calculer I et]

Exercice 7:
Soit la fonction f définie sur R par :f(x) = e ™* In(1 + e*). Pour tout réel a strictement positif, on pose :

(@) =f f(x)dx
0

. . . . 1 be* . .
1) Déterminer les nombres réels a et b tels que, pour tout réel x x=-at 1+eex. En déduire le
e s a 1
calcul de I’intégrale fo Tiox dx

2) Définir f + f, ou f” est la dérivée de f. En déduire I(a) en fonction de «
Probleme 8:
Le plan est muni d’un repére orthonormal (0; T; ) unité 2 cm. Soit h la fonction définie sur R par :
h(x) = —(2x+1)e 2* + 2
7) Calculer h'(x); étudier le sens de variation de h.Calculer h(0) et déterminer le signe de h(x) sur
R
8) Soit f:R — R:x— (x+ 1)e ?* + 2x — 2. On appelle (Cf) la courbe représentative de f dans
le repere (0; T;))
a) Déterminer les limites de f en +oo et en —co
b) Calculer f'(x) et dresser le tableau des variations de f
c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique « dans Ret0 < a < 1
9) Montrer que la courbe (Cf) admet une asymptote (A) en +oco dont on précisera une équation
cartésienne. Etudier les positions relatives de (Cf) et (A)
10) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) au point d’abscisse nulle
11) Construire (A); (T) et (Cy)
12) Soit y un réel strictement positif et A(y), I’aire du domaine du plan délimité par les droites
d’équations :x = 0 et x = y, la courbe (Cy) et la droite (A)
a) Calculer A(y)
b) Déterminer la limite de A(y) lorsque y tend vers +oo
Probleme 9:

X

I.  Soit ¢ lafonction définie sur IR par p(x) = (x*+x+1) e "—1

1-/ Déterminez les limites de ¢ en — co puis en + oo. Interpréter graphiquement le résultat de
l_iH_l @(x); Calculez ¢’(x) et étudiez son signe. Dressez le tableau de variation de ¢. (1,5pt)
x a

2-/ Démontrez que 1’équation ¢(X) = 0 admet deux solutions dans IR, dont ’une notée o est dans [1 ;
+oo[. Vérifiez que 1,79 <a < 1,80

3-/ En déduire le signe de ¢ sur IR.

2x+1

I11.On donne les fonctions f et g définies par f(x) = (2x + 1)e_Xet a(x) = Leurs
X“+Xx+1

courbes sont respectivement notées (Cy) et (eg)

1-/ Déterminez les domaines de définition de f et de g puis calculez leurs limites aux bornes de ces
domaines de définition.
2-/ Montrez que (Cy) et (eg) admettent au point A(0; 1) une tangente commune (T). Donnez une

équation cartésienne de (T).



(2x+D)ep(x)

x2+x+1

A. Etudiez le signe de f(x) — g(x) pour x€ IR. En déduire la position relative des courbes (€y) et (eg)

(0,5pt)
4-Déterminez une primitive G de la fonction g sur IR. Déterminez les réels a et b tels que la fonction F

3-/ Vérifiez que pour tout xe IR, f(x) — g(x) = ou ¢ est la fonction définie dans la partie

définie par F(x) = (ax +b) e~ Xsoit une primitive de f sur IR. Déduire une primitive H de f — g sur IR.
Calculez I’aire, en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les courbes (Cj) et (Cg) et les droites

d’équations : X = — E etx=0

Exercice 8 :
1) Intégrer I’équation différentielle : f"' + f' — 2f = 4x* — 6x
2) Soit(E):y" —5y"'+8y=(—2x+3)e*et(E):y"—5y"+8y =0
a) Déterminer g(x) = (ax + b)e* solution particuliere de (E)
b) Montrer que si f est solution de (E) alors f — g est solution de (E")
c) Résoudre (E') et en déduire les solutions de (E)
3) Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par :f(x) = e *Inx
a) Vérifier que la fonction f est solution de 1’équation différentielle (E): y" + 3y’ + 2y =
b) Résoudre I’équation différentielle (E"): y" + 3y’ + 2y =0
c) Soit g une fonction deux fois dérivables sur ]0; +oo[. Montrer que si g est solution de (E) alors
g — f estsolution de (E"). En déduire toutes solutions de (E)
Exercice 9 :

1) Résoudre I’équation différentielle (E): y" + %y =0
a) Trouver la fonction f solution particuliére de (E) vérifiant £(0) = —/3 et f (37") = 1. Trouver les
réels r et w strictement positif etg € |—m; [ tels que :f (x) = r cos(wx + @)
b) Trouver la solution g de (E)vérifiant g(0) =2 et g (37") =0
2) Intégrer les équations différentielles suivantes :
a) x°y'+x*+1=0surR; d) y"+2y —2y =sint —2cost
b) y" = cot?x sur ]0; «[ e) y' =1ﬁysurl=]0; +oo[
c) y—yln2=0ety(1) =1 x
3) Soit (D) I’équation différentielle définie par :3f" + 2f' —5f =0
a) Trouver I’équation caractéristique(C) de (D) et la résoudre.En déduire la solution générale de (D)
b) On impose les conditions initiales :f(0) = 0 et f'(0) = 8. Déterminer la solution f(x) de (D),
3
vérifiant ces conditions. Etudier et représenter f(x) = 3 (ex — e‘E")

Exercice 10 :
On considére I’équation différentielle (E): 3y" — 2y’ — y = 2 cos 2x
1) Déterminer trois réels a, b et c tels que la fonction h définie par :
h(x) = acos 2x + b sin 2x + ¢ soit solution de (E)
2) Résoudre I’équation différentielle : 3y" — 2y' — y = 0. En déduire la résolution de (E)

x-1 _
e X

x2

Probleme 10 :

Partie A :
1) Résoudre dans R 1I’équation différentielle : (E;):y" + 4y’ + 4y =0
2) On considere les équations différentielles (E,): y" + 4y’ + 4y = 8x
a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction t définie par :t(x) = ax + b est solution de (E,)
b) Montrer qu’une fonction u est solution de 1’équation : (E;)si et seulement si la fonction (u — t) est
solution de 1’équation : (E;)
c) En déduire 1‘ensemble des solutions de (E,)
d) Déterminer la solution de (E,) qui vérifie :f(0) = —1et f'(0) =1
Partie B :



Le plan est rapporté a un repere orthonormal (0;7; ) unité 2 cm. Soit h la fonction définie sur R
par :h(x) = —(2x + 1)e™2* + 2
1) Calculer h'(x) ; étudier le sens de variation de h. Calculer h(0) et déterminer le signe de h
2) Soit f:R — Rix +— (x + 1)e™* + 2x — 2. On appelle (Cy) la courbe de f
a) Déterminer les limites de fen —oo et en 40
b) Calculer f'(x) et dresser le tableau des variations de f
c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique @ dans Retque 0 < a < 1
3) Montrer que la courbe (Cf) admet une asymptote (A) en +oo dont on déterminera une équation
cartésienne. Etudier la position de (Cy )et (A). Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cy) au
point d’abscisse nulle. Construire (A), (T) et (Cf)
4) Soit y un réel strictement positif et A(y) I’aire en cm? de la partie du plan délimitée par les droites
d’équations x = 0 et x = y, la courbe (C;) et la droite (A)

Exercice 11 :
l. Soit I’équation différentielle (E): y" + 2y’ + 2y = 0. Résoudre 1’équation (E) préciser la
solution h qui vérifie h(0) = 1 et A'(0) = 0.
Il. 1. Résoudre 1’équation 16y" +y =0
2. Déterminer la solution f de cette équation vérifiant £(0) = 1 et f(2m) = —/3
M. Soit I’équation différentielle (E) y" — 4y' + 4y =0
Déterminer la solution f de ( E ) dont la courbe représentative C passe par le point A(0, 1) et
admet en ce point une tangente de coefficient directeur égal a 3.

Exercice 12 :
l. Résoudre les équations différentielles suivantes
1. 2y"—y=0
2. 99" +y=0

3.y =x+% ou x € ]0; +oo[
4. y" =2x*—4

Il. Soit I’équation différentielle (E): y"' + 2y’ + 2y = 0. Résoudre I’équation (E) et préciser la
solution h qui vérifie h(0) = 1 et h'(0) = 0.

M. Résoudre I’équation 16y" + y = 0. Déterminer la solution f de cette équation vérifiant

£(0) = 1et f(%”) =3
IV.  Soit I’équation différentielle (E) y" — 4y’ + 4y = 0 Déterminer la solution f de (E ) dont la
courbe représentative C passe par le point A(0, 1) et admet en ce point une tangente de
coefficient directeur égal a 3.
Exercice 13 :
1) Résoudre dans R I’équation différentielle : (E;):y" + 4y’ +4y =0
2) On considere les équations différentielles (E,): y" + 4y’ + 4y = 8x
a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction t définie par :t(x) = ax + b est solution de
(E2)
b) Montrer qu’une fonction u est solution de 1’équation : (E;)si et seulement si la fonction (u — t)
est solution de 1’équation : (E;)
€) En déduire 1°‘ensemble des solutions de (E,)
d) Déterminer la solution de (E,) qui vérifie :f(0) = —1et f'(0) =1




