Primitives - Integrales Série N° 3

s
Exercice: |
I- Démontrer que: ¥V x<[0;1] et VnelN’

X" X"
— < < X"
2 1+x*

2- En déduire que:

n

1 <J‘X dx < 1

2h+1) " 21+x* " n+l

Exercice : 2

Soil { une fonction dérivable sur[a;blet sa dérivée f*

est continue sur Iintervalle [a;b]

1- Montrer que:

bef "(x)dx + Lbf(x)dx =bf(b)-af(a)
2 Galeuler [ L+ x i el en déduire
Jj \/1):_)( dx
Exercice : 3
Pour tout entier naturel n, on pose 1, = I:X“ J1-x dx

- (alculer 1,
- ATaide d’une intégration par parties calculerl,.
- Montrer que pour n e IN"nous avons la

relation de récurrence (3+2n)l, =2n1 .
.
.
Exercice : 4
On pose 1, :I;x”\/x+2dx vnelN

1- Calculer I, en utilisant une I.P .P, calculer I, .
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- Démonirer queVx € [0;1}

- En déduire la limite de I, quand n tend vers+oo.

n+l

- Comparer X" et x"pourx €[0;1]. En déduire

le sens de variation de la suite (1, ).

Exercice : 5

2n+1
X

V1+x?

1- Calculer 1,

On note 1, =_|.: dx pour n>0

2. En inlégrant par parties; montrer que n>1
(2n+1)1, =v2-2n1,,

3- En déduire la valeur de 1,1, et 1,

Exercice : 6

e 2( ,
On considére I'intégralel :Iz(x —3) dx nelN.

1- Calculer .
2- Montrer que 1, = fzxz (x2 - 3)n dx -3l

3-~ Soit lafonction f définie sur Iintervalle [-2;2]

2 n-+1
par: T (x)= % x % calculerf,"(x).

4- En faisant une intégration par parties, monirer
que
vnelN, (2n+3)1,,+6(n+1)1, =4.
En déduire I, etl;.

Exercice : 7
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Soil la suite numérique (U )définie par: U = '[01 1 +1Xn

1- Montrer que lasuite (U, ) est croissante.

2- Montrer que : %sun <1 VnelN

Exercice : 8

Le but de cet exercice est 'étude de la suite (U, ) définie

par:

1
dx etvn>1, U, :j
0

Soit la fonction [ définie sur R par :

f(x)= In(x + \/x2—+1)

a-  (alculer la dérivée [ de i, en déduire U,

b- Calculer U,

Prouver que la suite (U, ) est décroissante (on ne
cherchera pas a calculer U ). En déduire que la
suile (Un )est convergente.

Montrer que ¥x [0,1] ona:

1<x2 +1<+/2. En déduire que ¥n>1 on
1

AT
(n+1N2 n+1

Déterminer la limite de la suite (U ) .

1
:Ix”‘Zde
0

d:

vn=>3, onpose I,

a- Vérifier que vn>3ona:U, +U, ,=1.
b- Par LP.Psur I, montrer que ¥n >3 on
a: nU, +(n-1u, , =2
- En déduire que Yn>3 ona:
(2n-1)U, <
Déduire des questions précédentes 3) et 4. c) que
la suite (MU, )est convergente el délerminer sa

limite.
Exercice : 9
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On pose pour tout entier n>1, I, =

1- Calculer 1,
2- Montrer que Vn > 3;

X"?Nx*+ 4 dx -4l

3- Alaide d’une LP.P, en déduire que ¥n >3
n.l, =2"v2-4(n-1)1,_,. Endéduire les

valeurs de I, et

Exercice : 10

Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout :

. 1 a b C
xelR’ s=—+ + >
x1+x) x 1+x (1+x)

Soit & >1

a- (alculer I 1—)dx
+ X

b- Soit ¢ la fonction définie sur [1;+ o[ par

ola)= La Inx

X(L+x)°

parties, calculer (o) en fonction de o.

dx. En intégrant par

Montrer que lim =0, en déduire

x> (14 x )

. 1 1
| ~Xn2-2|.
que lim o(a) 2( n 2)

Poura>0,onpose 1(a)= Ex(ln x)’dx .

2
I- Prouver que 1(a)=— a2 (Ina)’ jxln x dx
2- En eifectuant une L.P.P prouver que :
a’ , a’ 1 a’
lla)=——I(Ina) +—Ina+=-—
( ) 2 ( ) 2 4 4
3 Déterminer lim I(a).

Exercice ; 11
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On pose I, :fxdx vnelN' I, :fx(lnx)”dx

1- Calculer I, etl,.

2- ATaide d’une intégration par parties dans| .
prouvé que pour tout
nelIN*, 21 +nl__ =e”. endéduirele
calcul de I, .
Montrer sans calcul que lasuite (1) est
décroissante. En déduire en utilisant la relation

démontrée a la question 2, que pour tout

2

« € e
nelN", <I, <

n+3 n+2

4- En déduire lim 1, et limnl,.

n—+o0 n—+o0

2

Exercice ; 12

On considére la suile intégrale (1 ) définie par

0 0
Iy =j_2e’xdx el Vn>1par: I, :I_Zx" e “dx

(alculer la valeur exacte de I'intégrale I,.

En utilisant une intégration par parties, démontrer
Pégalité: 1, =(-=2)"" xe? +(n+1)1,

En déduire les valeurs exacles des intégrales
I etl,.

Exercice : 13

., 1
Pour tout n € IN™ on donne I'intégrale 1 = J.O x"e*

Calculer 1,

Démontrer que VN >0 1, =e—(n+1)l

n n

(on pourra utiliser une L.P.P)
En déduire les valeursde 1, et I,

Utiliser les résultats précédents pour calculer

| = I:(x3 +2x? —2x)axdx

Exercice : 14

Soit la suite (U, ) définie par: U, = I:le —dx vnelN
+e

1- Montrer que € & &
l1+e 1+e* 2

g i . (U
2- Endéduire: lim U el Ilm[ “j

N—>-+0 n—+o{ @

Exercice ; 1

: : : - 11
Soit la suite numérique (U ) définie par: U | = _[0 T dx
+X

3- Montrer que la suite (U ) est croissante.

4- - Montrer que: %sun <1 VnelN

lExercice +16

- ATaide d’une intégration par parties calculer :

I, =_|.02nxe’xdx YN e IN™ el montrer

quel,, =1—(2n+1e™".

On pose V, :i(l—ln) :¥n e IN”
2n+1

démontrer que la suite (V) est une suite

géométrique dont précisera le premier terme et la
raison.
Etudier le sens de variation de la suite(V, ).

la suite (\,) est-elle convergente ?
Quelle est la nature desuite (U, ) définie
par: U, =Log(V, )

Exercice : 17

On pose Inzf(lnx)”dx vnelN

- Justifier I'existence de 1,

- Démontrer que: vn>2, 1 =e-nl_,

- On définit la suite (U,,) el on pose:
vnelN’, 1, =(-1)(ey, -n!)
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a- Exprimer VnelIN", U_,; enfonction de
netu,
b-  En déduire que U, € IN

Exercice : 18

. e 1 g™
Soit (1), _,y, a suite définie par: 1, = IO 1e -
+e

n

Calculer I, +1, et 1,.en déduire la valeur de 1,

Calculer 1 +1,, en fonction den. En déduire les

n+l

valeursde 1, et I,

M2 Jorsquex < [051]. en

Comparer €™ et e
déduire, sans essayer de calculer 1 que la suite
(1,,) est croissante.
Montrer que pour tout nombre x e [0;1] :
1 1 1
< <=
4 1+e* 2
En déduire un encadrement de 1 cel effet, on
1
calculera j e™dx
0

Quelle est la limite de la suite (1) ?

Exercice : 19

On pose pour tout entier naturel non nul

| = J'lex2 (Inx)" dx, ot In désigne la fonction logarithme

n

14 r_- e
népérien el I, = J.l x*dx , Caleuler 1,

- En utilisant une LP.P calculé I, .
- En utilisant une LP.P démontrer que: V' n e IN”
3, +(n+1)1, =e* (1)

- Démontrer que, pour toul nombre entier naturel n

En déduire

non nul, I est positive.
- Déduire de I'égalité (1) que v n e IN",

e3
T n+l

5 Déterminer lim I

X—>+00

n
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Exercice : 20

Pour tout n>2 on considére I'intégrale 1 définie par :
2 1 1
I, :L X—neXdX
1- Calculer 1,
2- Démontrer a I'aide d’une intégration par
parties que, pour tout entier naturel n>2:

Je

In+1=e_2n_1 _(n_l)ln

3- En déduire la valeur de 1.

Exercice : 21

On considére la suite (U,,) définie pour loul entier

naturel mpar: U, = fz de
X

(In X)n+1

On considére la fonction F, (x):
X

n n+1
1- Montrer que:F,"(x)=(n +1)(In2x) _(Inxz)
X X

n+l

2 Endéduire que U, =—— +(n+1)U,

Exercice ;: 22

- Yo
Soit l'intégrale 1, =L (Inx)"dx A>0 nelN

1- Montrer a I'aide d’une LP.P que 'on a :
I, =A(Inx)" —nl

2- Montrer alors que :
I, = x[(ln X)" =n(lnx)"™ +...+(-1)" x n!J
—(=1)" xn!

3 Calculer 1,,1,,1, etl,

Proi : M.TEME 4




Exercice ; 23

1- Démontrer que Vx eR
1+e”

e2x

Calculer I'intégrale J.Oll —dx
+e

2- Soit la fonction f définie par, pour lout réel x, par :
f(x)=In(L+e*)
a-  (alculer la dérivée f' de la fonction f

b-  En déduire, a I'aide d’une intégration par

1
parties, la valeur exacte de _[0 e In(1+ e* )dx

Exercice : 24

Soit f la fonction définie sur J0 ; +oo| par

2Inx
f(x): 5 on se propose de trouver un encadrement
X +X

de laire A de I'ensemble des points M@j lels que

Etudier f et tracer (C, ).

Montrer que pour tout

Inx Inx
>1, —<f <—
X NG (X) X

3 3
(alculer 1= J-lzln—zxdx et J= J-lzlnTde
X

3
En déduire un encadrement de K = Ef(x)dx

puis un encadrement de A

" Exercice: 25

Soil deux suites (1,) et (J,) définies par :

nx

Ize dx el anél vneN
01+e" e"

n

- Calculer I, 1,+1, et I,
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Montrer que la suite (I,) est croissante.

, e’ -1 e’ -1
Démontrer que : m <I, < o
vn = 0(on pourra prouver sous cerlaine
condilion2 <1+e* <1+e?).
En déduire es limitesde 1, et J,
Calculer en fonction de n la valeur de I +1__,.en
déduire une méthode permetiant le calcul explicite

de 1, en fonction de n.
Exercice : 26

Pour tout naturel n >1 on pose

1 p -
= 2n+1n!fo(l—t) edt
I- ATaide d’une LP.P calculer 1.

2- Démonirer que Vn>1ona:
T P R
T 2 ()

En déduire par récurrence que Yn>Z1ona:

\/E=1+1.1+-~-+i.i+|n
2 1 2" n!

Montrer qu’on peut trouver une constante A telle
1 —

que: 0<1, < o A (on pourra déterminer A
n!

t
en majorant la fonction t+— (1—t)"e? sur

Fintervalle [0; 1))

Ein déduire la limite quand n tend vers + oo de

Exercice : 27

Pour tout entier naturel non nul, on définit sur [1; e] N

2

fonction f, par: f,(x)=
X
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On pose 1, :Efn(x)dx
ATaide d’une .P.P calculer 1,.
Démontrer que ¥Yn>1ona:
o == +(042)1,

Prouver que, pour lout neN*ona:
n =4 Z

Soil n>1, en encadrant (Inx)"sur [1; €]

o (on rappelle queO1=1)

montrer que0 <1, <1. Endéduire que

Exercice : 28

On s’intéresse dans cet exercice a une suite de nombres

rationnels qui converge verse® .

On définit, pour tout entier naturel n > 1, I'intégrale

I "eXdx

Calculer 1.

Elablir que vn>1, 0<1, 32—(e2 —1)
n!
- A‘aide d’une LP.P, montrer que ¥n >1
2n+l
=1 -=
T (n+1)

Démontrer par récurrence que :

—"L ol prouver que Vn >3

n

Ly

n+1£5 n

a-  Calculer

U

b-  En déduire que pour tout n >3,
1 n-3
0<U, < U{—j
2
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En déduire la limite de la suite (U, ) puis celle d

la suite (1, ).
Justifier enfin que :

2 n
e? = lim (1+3+2_+...+2_j
n—+0 1[ 2] n!

Exercice : 29

1- Déterminer le réels a, b et ¢ vérifiant vn >0
teR t>0ldgalié:
1 at"+b c
= + —
tLrt")  1+t" ot
Donner une primitive de Iapplication f_ sur
1

J0; + o[ délinie par: , (t) = v
t{l+t"

n+1

Démontrer que ffn (t)dt = In(n

2" +1

2 tn—l
4- Aumoyen d’une LP.P, calculer : I

Exercice : 30

1
Soitot >0, on pose 1(at)= J.ltize_tdt

1= Calculer 1(ct) en fonction de . puis lim I(ct)

a—0
1] 1
2- onpose J(a) = _[ t_3e tdt . en utilisant une

[.P.P, exprimer J(a) en fonction de o el 1(ct)

puis en fonction de o et déterminer Iirrg J(a).
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