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C'est dans le cadre de laréforme globale du systéme éducatif et selon les développements enregis-
trés par le curriculum, que ce manuel a été élaboré. 11 s’adresse aux éléves du 2éme année du bacca-
lauréat ( Sciences Expérimentales et Technologies Industrielles ) ; il accompagne ainsi une étape
cruciale importante du cursus scolaire des éléves.
Cette étape se caractérise par:
% L’acquisition d’un bagage cognitif mathématique permettant I'amélioration de I'apprentissage ;
+ L’émergence d'aptitudes et de capacités facilitant 'orientation vers des études appropriées
meilleures.
L'élaboration de ce livre a donc tenu compte des considérations et caractéristiques suivantes :

e Maintien, organisation et perfectionnement des acquis.

e Introduction de chaque chapitre par des activités préparatoires qui incitent I'éléve a I'adhésion
eta I'engagement dans son apprentissage. Ces activités représentent un trait d’union entre les
prérequis et les « nouveaux » savoirs et savoirs - faire.

* Consolidation des savoirs et savoirs - faire fondamentaux par le biais d’exemples et d’applica-
tions qui jalonnent la totalité de I'ouvrage et qui favorisent la fixation des concepts et leurs
appréhension.

e Proposition d’exercices résolus et commentés qui conduisent 2 la confirmation des notions et
leur assimilation a travers I'application fonctionnelle, au contréle du degré d’acquisition et de la
qualité de maitrise aussi bien que I'entrainement 2 la formulation rigoureuse du raisonnement.

® Proposition d’exercices et problémes nombreux, diversifiés et catégorisés comme suit :

= Exercices d’application.

= Exercices de perfectionnement.

= Probléme de synthése.

= Extrait des examens du baccalauréat.
Les exercices et les problémes proposés sont calibrés en fonction des capaciteés exigibles et sont cla-
ssés selon le degré de difficulté. Dans tous les cas, ces exercices permettent de montrer la pertinence
et I'efficacité des outils mathématiques dans des situations variées.
En conclusion, nous souhaitons que ce manuel soit un moyen d’éclairement pour les enseignants et
un outil profitable aux éléves.
Finalement, le manuel scolaire reste un instrument pédagogique efficient que le professeur investit
pour réaliser les ambitions auxquelles il aspire. C’est dans cette optique qu'il a été congu.

For more visit: L9ray.com
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PROGRAMME DE MATHEMATIQUES DE LA

TE

Contenu

I

ANALYSE MATHEMATIQUE

1

Suites Numeériques

I. Limite d’une suite numérique :
e Limite des suites numériques de

e o Y 3 oY
référence : (n)m f (n )nzﬂ.'

(7)o (V). o= ().

ou p est un entier naturel ;

o Limite des suites numériques de

[1} (1 J
reférence: | — A B P
A Szt N S
(L] et [—1—] ou p est
\'/-?; sl e ey

un entier naturel ;

o Suite convergente ;

» Critéres de convergence ;
convergence d'une suite
croissante et majorée ;
convergence d'une suite
décroissante et minoree ;

e Suite divergente ;

e Opérations sur les limites de
suites ; limites et ordre

o Utiliser les suites arithmétiques
et les suites géométriques pour
étudier des exemples de suites de

laforme: u,,, =au, +b

au, +b

cu, +d

e Utiliser les suites de référence et

et un+l =

les critéres de convergence pour
déterminer les limites de suites
numeériques ;

o Utiliser les suites numériques
pour résoudre des problemes

variés de différents domaines ;
e Déterminer la limite d'une suite

convergente (#, ) de la forme :

u,,, = f(u,) ol f estune fonc-

tion continue sur un intervalle /

etf(I)CI .

o Toute étude théorique de la notion
de limite d’une suite est hors
programme ;

e En tenant compte du fait qu'une
suite numérique est une fonction
numeérique sur I'ensemble des
entiers naturels et a partir de
limites de fonctions de reférence ;
on admettra dans une premiere
étape les limites des suites :

(Mo (), ()00 (V).
et (n?) etlessuites: [-1-121,

n

() )
n* nzlJ \/; oY n? )i

p est un entier naturel supérieur

ou égal a3, quand # tend vers +0.
o Si(v, ) estune suite numérique

vérifiant: v, > u, pourn = pou

(u, ) est une suite de limite +oo,

alors: lim v, =+o0.
H—rto

For more visit: L9ray.com
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* Si(v, ) est une suite numérique
vérifiant:|v, — | <u, pourn= p
ot (u, ) est une suite de limite 0,

alors: limv =/,

P

® On admettra les opérations sur les
limites finies et les limites infinies
et on habituera les éléves a les
utiliser correctement ;

® L'usage de l'outil informatique est
recommandé dans ce chapitre.

¢ On admettra les critéres de con-
vergence aprés leur introduction en
se basant sur la compatibilité des
opérations sur les suites avec
Pordre, dans des situations conc-
rétes et progressives et ce a partir
de cas particuliers

* Si(, ) est une suite numérique
vérifiant: v, Su <w,

et imv, = lim w =¢
Frey ol o e

alors: limu, = (.
R340

On traitera, dans des cas particu-
liers, des problémes se ramenant 2
I'étude des suites récurrentes de la
forme:u, , =au, +bet
au, +b
&t =——— U .=l
n+l cu,-f 3 d n+l ( ﬂ)

ol f estune fonction continue
sur un intervalle /' et vérifiant
i (1 ) SH

¢ On traitera, dans des cas particu-
liers, des problémes se ramenant &

I'étude des suites dev, = f (u,,) ;

e On admettra les propriétés
suivantes :

v i
For more visit: L9ray.com
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o Si une suite de la forme
£ (u,) (out f est une fonc-

tion continue sur un intervalle /

U

n+l

et vérifiant f (1) < I est conver-
gente et sa limite est £, alors { est
solution de I'équation f° (r) =0

e Si une suite (uﬂ ) est convergente
de limite £ et f est continue en £,
alors la suite numérique (v, ) telle
quev, = f(u, ) est convergente
et salimite est /().

o On traitera la limite de la suite
(a“ ) (oit a € R") etlalimite dela

suite numeérique de la forme (n“ )

(oua € @Q"), eton considérera
par la suite ces deux limites comme
étant deux limites usuelles ;

e L'étude des fonctions précédera
celle des suites.

2

FONCTIONS NUMERIQUES

I. Continuité, dérivation et étude
de fonctions

o Continuité en un point;
continuité a droite ;
continuité a gauche ; continuité
sur un intervalle ( cas de fonc-
tions polynomes ; de fonctions
rationnelles ; de fonctions trigo-
nométriques et de la fonction

x> x);

¢ Image d’un intervalle et d’un
segment par une fonction
continue ;

e Théoreme des valeurs intermé-
diaires ; cas d'une fonction con-
tinue et strictement monotone

e Déterminer l'image d'un segment
ou d'un intervalle :

- par une fonction continue.

- par une fonction continue et
strictement monotone.

- Appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires pour 'étude de
quelques équations ou inéquations
ou pour I'étude du signe de quel-
ques expressions ... ;

o Utiliser la dichotomie pour détermi-
ner des valeurs approchées des solu-

tions de I'équation £ (x) =4 ou
pour encadrer ces solutions ;

o Appliquer le théoréme des valeurs
intermédiaires et le théoréme de la

o On adoptera la definition suivante :
« f est continue au point x; si

lim £ (x) = £(x)

e On admettra les résultats concer-
nant la continuité des fonctions
polyndmes, des fonctions rationnel-
les, des fonctions trigonomeétriques
et de la fonction x > \/; et on
mettra l'accent sur les applications
de ces résultats ;

e On admettra que I'image d'un seg-
ment par une fonction continue est
un segment ainsi que I'image d'un
intervalle est un intervalle et apres

on en déduira le théoréme des

For more visit: L9ray.com




sur un intervalle ;

¢ Fonction réciproque d’'une
fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle ;

e Continuité et dérivabilité ;

e Dérivabilité de la composée de
deux fonctions deérivables ;

e Dérivée de la fonction
réciproque ;

= Puissances rationnelles x”
(r eQ’ ) ; propriétés

e Dérivée de la fonction x — {’/J_c
(n> 1)

e Exemples d’études de fonctions.

fonction réciproque dans le cas d’une
fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle ;

e Calculer les dérivées des fonctions
usuelles ;

e Déterminer la monotonie d'une fon-
ction a partir du signe de sa dérivée.

e Déterminer la monotonie d’une fon-
ction a partir de son tableau de va-
riation ou de sa représentation
graphique.

* Résoudre graphiquement des équa-
tions de la forme et des inéquations
de la forme :

f(¥)=g(x) et f(x)<g(x)

¢ Déterminer la monotonie de la fon-
ction réciproque d’une fonction con-
tinue et strictement monotone et re-
présenter graphiquement la fonction
réciproque ;

e Déterminer le nombre dérivé de la
fonction réciproque d’une fonction
en un point;

¢ Résoudre des problémes concernant
les valeurs minimales et valeurs
maximales ;

o Etudier et représenter des fonctions
rationnelles et des fonctions trigono-
métriques.

valeurs intermédiaires ;

e Onadmettraque f + get fx g
et A f sont des fonctions continues
sur un intervalle / si f et g sont

continues sur / ;
e On admettra que g o f est une fonc-

tion continue sur un intervalle / si f

est continue sur / et g est continue
sur f(1);

» On rappellera la notion de dérivation
et ses applications a partir d'activités
variées faisant apparaitre son impor-
tance dans I'etude locale et globale
des fonctions au programme surtout
Vapproximation locale d’une fonc-
tion, I'étude du sens de variation
d'une fonction sur un intervalle, la
détermination des extrema et I'étude
du signe d'une fonction ou d’une
égalité algébrique sur un intervalle
ou la concavité de la courbe d’une
fonction numérique..., ce sera égale-
ment une occasion pour rappeler la
propriété caractéristique d’une fon-
ction constante ou strictement mo-
notone sur un intervalle ;

e Les fonctions réciproques des fonc-
tions trigonomeétriques usuelles sont
hors programme ;

o A partir de l'étude d’exemples de
fonctions polynémes, de fonctions
rationnelles, de fonctions trigono-
metriques et de fonctions irration-
nelles on maintiendra les acquis des
éleves relatifs a la dérivation, aux
limites, a I'approximation par une
fonction linéaire, aux éléments de
symeétrie de la courbe d’une fonction,
al'étude des branches infinies et a la
resolution graphique de quelques
équations et inéquations

9
For more visit: L9ray.com
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» On se limitera a I'étude de quelques
exemples de fonctions irrationnelles
dont le signe de la dérivée ne pose
pas de difficulté ; a cette occasion on
abordera les équations irrationnelles
3 partir d’exemples ;

o Utiliser l'écriture différentielle

dy = f'{x)dx ;
o L'étude des fonctions de la forme
x> gu(x) ou (2 3)etuest
une fonction positive, est hors prog-

ramme, toutefois on se limitera a la
détermination de leurs dérivees.

11. Fonctions primitives

e Fonctions primitives d'une fonc-
tion continue sur un intervalle ;

e Fonctions primitives de la som-
me de deux fonctions ; fonctions
primitives du produit d’'une
fonction par un nombre réel.

e Déterminer les fonctions primitives
des fonctions usuelles ;

e Utiliser les formules de dérivation
pour déterminer les fonctions
primitives d'une fonction sur un
intervalle.

¢ On déterminera les fonctions
primitives des fonctions usuelles a
partir de la lecture croisée du
tableau des dérivées de ces
fonctions.

111. Fonctions logarithmes et
exponentielles
e Fonction logarithme népérienne
e Définition et propriétés
algébriques ;
e Le symbole In et étude de la
fonction x> Inx ;
e Dérivée logarithmique d'une
fonction ;
e Les primitives de la fonction :
)
gt 60)
u(x)
 Fonction logarithme de base a
- Définition et propriétés ;
- Fonction logarithme décimale.
¢ Fonction exponentielle
népérienne :
- Définition et propriétés

algébriques.

e Maitriser le calcul algébrique sur les
logarithmes ;

e Maitriser la résolution des équations,
des inéquations et des systémes
comportant des logarithmes ;

e Reconnaitre et appliquer le logarith-
me décimal (surtout pour la résolu-
tion des équations de la forme
10* = a) et des inéquations de la
formel0* < g oude laforme
10" =a);

e Maitriser et appliquer les limites
logarithmiques essentielles ;

o Etudier et représenter des fonctions
dont l'expression comporte le logari-
thme népérien ;

e Maitriser la résolution des équations,
inéquations et systémes d'équations
comportant des exponentielles ;

e On présentera la fonction logarithme
comme étant la fonction primitive

de la fonction : x > l définie sur
4

I'intervalle qui s’annule enl et ce
juste apreés I'étude des fonctions
primitives ;

e La fonction exponentielle népérien-
ne est la fonction réciproque de la
fonction logarithme népérien ;

¢ Pour tout nombre réel strictement
positif : g* = ?"*.

e On admettraque: lim Inx = +o0.

]

e Sont considérées comme limites
fondamentales les limites se rappor-
tant a la fonction logarithme népé-
rien et 2 la fonction exponentielle
népérienne ainsi que les limites :

For more visit:
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- Le symbole Exp et étude de
la fonction x > exp (x)

- Le nombre e et 'écriture e”.
- Les primitives de la fonction
x> u'(x)e™
e Fonction exponentielle
de baseq:
- Définition et propriétés ;
- Dérivee de la fonction :
X—=a’

e Maitriser les limites fondamentales
des fonctions exponentielles et les
appliquer ;

e Maitriser et appliquer les limites fon-
damentales des fonctions exponen-
tielles;

o Etudier et représenter des fonctions
dont I'expression comporte la fonc-
tion exponentielle népérienne ;

e Etudier et représenter des fonctions
dont I'expression comporte la fonc-
tion exponentielle népérienne et la
fonction logarithme népérien ;

e Déterminer des valeurs approchées
dunombree® (ot a € R), ou déter-

_ miner une valeur approchée d'un
nombre réel g ot ¢ est un nombre

donné en utilisant I'outil informati-
que adéquat.

e Inx e
Iim —= , lIm— =40
o 7 240 "

lim x"¢* =0, imx"Inx=0

X—p—co x=0"
(oune N")
e On utilisera les fonctions logarithmes!

et les fonctions exponentielles dans
la résolution de problémes divers.

IV. Equations différentielles
e L'équation différentielle :
y'=ay+b
e L'équation différentielle :
V'+ay'+by=0

e Résoudre I'équation différentielle :
Y =ay+b
¢ Résoudre I'équation différentielle :
y'+ay'+by =0
e Résoudre les équations différentiel-

les se ramenant aux équations pré-
cédentes.

e Résolution des équations :
yi=ay+bet y'+ay' +by=0
et ses utilisations dans des situations
des disciplines de la spécialité ;
® On admettra la solution générale de
I'équation: y"+ay’'+ by =0

V. Calcul intégral :

e Intégrale d'une fonction
continue sur un segment ;

e Propriétés de I'intégrale :
relation de Chasles, linéarité,
I'intégrale et 'ordre, la valeur
moyenne ;

e Techniques de calcul :
utilisation des fonctions primi-
tives ; intégration par parties ;

e Calcul d’aires et volumes.

e Calculer I'intégrale des fonctions

al'aide des deux techniques ;

e Maitriser le calcul de I'aire d’'un
domaine plan limité par deux
courbes et deux droites paralléles
a l'axe des ordonnées ;

e Calculer le volume d’un solide
engendré par la rotation de la
courbe d'une fonction autour de
I'axe des abscisses.

e On présentera I'intégrale d’'une
fonction sur un segment a partir de
la notion de primitive d’une fonction
continue ;

® On admettra toute les propriétés et
on pourra les interpréter géométri-
quement en utilisant l'aire.

11
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ALGEBRE, GEOMETRIE ET PROBABILITES

1

ALGEBRE ET GEOMETRIE

1. Produit scalaire dans V4
e Définition ;

orthogonalité de deux vecteurs,

e Repére orthonormé ;
Base orthonormée.

et de la distance de deux points.

o Propriétés : symétrie ; bilinéarité,

e Expression analytique du produit
scalaire, de la norme d’'un vecteur

o Exprimer et démontrer l'orthogo-
le produit scalaire ;

tiquement I'orthogonalité et ses
propriétés.

nalité de deux vecteurs en utilisant

e Exprimer vectoriellement et analy-

e On présentera le produit scalaire
dans I'espace et ses propriétés a
I'instar de sa présentation dans le
plan;

e On étendra et on admettra toutes les
propriétés du produit scalaire du
plan a l'espace ;

e L/utilisation du produit scalaire pour
exprimer les propriétés métriques
et I'orthogonalité analytiquement et
pour I'établissement de formules de
certaines distances sont deux
objectifs de cette partie.

IL. Applications du produit scalaire
dans l'espace :
e Détermination analytique de

e Vecteur normal a un plan;
e Equation cartésienne d’un plan

normal a ce plan ;
e Distance d'un point a un plan;
o Etude analytique d’une spheére ;
o Etude de I'ensemble des points

M (x;y;z) tels que:

plan ; plan tangent a une sphere
en un point donné de cette
sphére ; intersection d'une
sphére et d'une droite ;

e Applications a la résolution de
problémes géométriques.

l'ensemble{M e P/l AM = k}

définie par un point et un vecteur

X +y +22 +ax+by+ez+d=0

o Intersection d'une sphere et d'un

un vecteur normal ;
e Déterminer la droite passant par
un point et orthogonale a un plan ;
e Déterminer I'équation cartésienne

et son rayon;

e Déterminer une représentation
paramétrique d’'une sphere ;

e Reconnaitre 'ensemble des points

MAMB =0

e Déterminer un plan par un point et

d’une sphére définie par son centre

M de l'espace vérifiant la relation :

e On limitera I'étude analytique des
positions relatives, d'une sphere et
d’'un plan et d'une sphére et d'une
droite, sur des exemples numeriques
sans étudier le cas général ;

o On utilisera le produit scalaire pour
étudier le parallélisme et
l'orthogonalité dans I'espace.

For more visit:
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I11. Produit vectoriel :

e Orientation de I'espace ; triédre ;
repére et base orientés ;

o Définition géométrique du pro-
duit vectoriel et interprétation
géométrique de sa norme ;

e Propriétés : antisymétrie ;
bilinéarité ;

¢ Coordonnées du produit vectoriel
de deux vecteurs dans une base
orthonormée directe ;

e Distance d’un point 4 une droite,

* Calculer I'aire d’un triangle en
utilisant le produit vectoriel ;

e Déterminer une équation d’un
plan définie par trois points non
alignés ;

e Appliquer le produit vectoriel pour
résoudre des problémes géométri-
ques.

e On definira le produit vectoriel apres
l'orientation de 'espace en utilisant
le bonhomme d’Ampére et on don-
nera aussi son interprétation geome-
trique ;

e On admettra toutes les propriétés du
produit vectoriel,

IV. Nombres complexes :

o [’ensemble C ;

e L'écriture algébrique d'un
nombre complexe ;

o Egalité de deux nombres
complexes.

® Représentation géométrique d’'un
nombre complexe ; affixe d'un
point ; affixe d'un vecteur ;

e Les opérations sur les nombres
complexes ;

e Conjugué d’'un nombre complexe ;
module d'un nombre complexe ;

e Argument d’'un nombre complexe
non nul ; forme trigonométrique ;

e Angle de deux vecteurs et argu-
ment du rapport de leurs affixes ;
alignement de trois points ;

e L’équation gz’ + bz +¢ = 0
ou a, b et ¢ sont des réels
etaz0.

e Notation exponentielle d'un
nombre complexe non nul :

e’ = cos@+isin@

les deux formules d’Euler et
formule de Moivre.

e Maitriser le calcul sur les nombres
complexes ;

o Passer de I'écriture algébrique a
I'écriture trigonométrique d’un
nombre complexe et inversement ;

 Reconnaitre les formules trigono-
métriques de base en utilisant les
nombres complexes ;

e Linéariser des mondmes trigono-
métriques en utilisant la notation
exponentielle d'un complexe ;

e Utiliser les nombres complexes
pour résoudre des problémes
géométriques (Alignement,
orthogonalité,.....) ;

e Exprimer a l'aide des complexes
une translation ou une homothétie
ou une rotation ;

e Résoudre dans C I'équation :

az* +bz+c=0
ou a, b et ¢ sontdes réels eta = ()

e Résoudre des équations se rame-
nant a la résolution d’équations
du second degré a une inconnue,

e On sensibilisera de la nécessité
d'introduire les nombres complexes
de maniére succincte et précise ;

e Vue lI'importance de la représenta-
tion géomeétrique dans la consolida-
tion de la notion de nombre comp-
lexe, son traitement doit commencer
directement au début de ce chapitre
et accompagner la présentation de la
majorité des notions au programme
afin de permettre l'interprétation
geométrique de l'opposé, du conju-
gué, du module, de I'argument, de la
somme de deux nombres complexes
et du produit d'un nombre complexe
par un nombre réel ;

e On fera le lien entre le module de
z—z' etladistance 4B d’une part
etl'argument de z — z' et I'angle

orienté (? ; AB) ol z etz' sontles

affixes respectifs de A et B et / le
vecteur directeur de l'axe des réels ;
On insistera sur la traduction des
notion géométriques, en particulier
celles de la distance, la mesure d'un
angle, I'alignement et de la cocycli-
cite de points, en langages de
nombres complexes ;

 On abordera la résolution des équa-

13
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tions se ramenant a la résolution des
équations du second degré a coeffi-
cients réels a une seule inconnue
dans I'ensemble C;

e L'équation du second degré a coeffi-
cients complexes non reels est con-
sidérée hors programme sauf celle
dont la résolution se ramene a la
résolution des équations du second

degré a coefficients réels.

2

CALCUL DE PROBABILITES

» Principe fondamental du
dénombrement, arbre de choix ;

e Stabilité de la fréquence d'un
événement aléatoire ;

e Arrangement avec repétition ;
arrangement sans répétition ;

e Combinaisons ;

e Lesnombres 47 ; C’ etn!.

e Expériences aléatoires ;

e Probabilite d'un événement;

e Hypothése de I'équiprobabilité ;

e Probabilité conditionnelle ;
indépendance de deux événe-
ments ; indépendance de deux
épreuves ;

e Variable Aléatoire, loi de proba-
bilité d’'une variable aléatoire ;
'espérance mathématique ;
I'écart type d'une variable
aleatoire ;

e Lot binomiale.

e Calculer la probabilité de la réunion
de deux événements ; la probabilité
de I'intersection de deux événements
et le calcul de la probabilité de I'évé-
nement contraire ;

e Utiliser le modéle de dénombrement
selon la situation étudiée ;

e Reconnaitre l'indépendance de deux
événements ;

e Déterminer la loi de probabilité
d’une variable aléatoire ;

e Reconnaitre et appliquer la loi bino-
miale dans des situations en relation
avec les disciplines de la spécialite.

e On habituera les éléves a concevoir
et appliquer la simulation adéquate
selon l'expérience aléatoire donnée ;

e On évitera toute présentation théori-
que de la notion de probabilité ;

¢ On remarquera la stabilitée de la
fréquence d'un événement aléatoire
a partir de la répétition d'une expé-
rience aléatoire simple un tres grand
nombre de fois (lancer d'une piece
de monnaie, tirage d'une boule d'un
sac...), on pourra utiliser la touche
rand de la calculatrice scientifique
ou la calculatrice scientifique prog-
rammable ou l'ordinateur ;

e On partira de situations concrétes et
de maniére progressive pour perme-
ttre a I'éleve de decrire des expeérien-
ces aléatoires en utilisant le langage
probabiliste ;

e On présentera la probabilité d'un
évenement a partir de la stabilité de
la fréquence d’un événement.

e On renforcera la présentation des
notions de probabilité par des
exemples variés couvrant différents
cas possibles ;

¢ On appliquera la probabilité dans
des situations variées en relation
avec les disciplines de la spécialité.

For more visit: L9ray.com
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SQNTINKITE RUNE

HBIOBE .,

La définition du concept de fonction a évolué depuis son
introduction par Leibniz a la fin du XVII® siécle. Il s'agissait
alors d'associer un objet & chaque point d'une courbe, par
exemple la tangente. En identifiant chaque point de la cou-
rbe avec son ordonnée, Jean Bernoulli puis Euler redéfini-
ssent ensuite ce terme pour décrire une expression compo-
sée d'une variable et d'éventuels paramétres constants.

Le lien entre I'expression d'une fonction et sa courbe repré-
sentative conduit Euler a élargir la notion en admettant des

s 4 'ds‘m&

e

AUGUSTIN
LOUIS
CAUCHY
(1789 - 1857)

définitions par morceaux puis des courbes qui ne peuvent KARL
étre obtenues par des expressions analytiques. WEIERSTRASS
La condition de continuité est formalisée par Bolzano et -
Cauchy au XIXe siécle, puis contournée par Dirichlet avec (1812~ 1897)
l'indicatrice des rationnels.
Source : https:/fr.wikipedia.org

—— CAPACITES ATTENDUES PLAN DU COURS '

4 Déterminer I'image d’un segment ou d’un inter- o Activités Préparatoir€s..........ccueevveveeennnn. 16

valle :

- par une fonction continue,

- par une fonction continue et strictement
monotone.

- Appliquer le théoréme des valeurs intermé-
diaires pour I'étude de quelques équations ou
inéquations ou pour I'étude du signe de quel-
ques expressions ...;

= Utiliser la dichotomie pour déterminer des
valeurs approchées des solutions de I'’équation

f (x) = A ou pour encadrer ces solutions ;

4 Appliquer le théoréme des valeurs intermédiai-
res et le théoréme de la fonction réciproque
dans le cas d'une fonction continue et stricte-
ment monotone sur un intervalle.

e Connaissances Fondamentales
® Limite d'une fonction en un point (rappels) ....... 23
® Contlnuité d’une fonetion numérique......vve 27
& Image d'un ntervalle par une fonction
QORUBME i 37
® Fonction réciproque d’une fonction
continue ef strictement monotone.,.....cosueness v 43
® Fonctions racine n" . Puisspnce rationnelle..... 48
e Techniques Et Astuces
e Exercices Ef Problémes
® Exercices d'application..vuiuisin ssmisssisasa 66
W Exercices de perfectionnement....cc.ceviinisnn. 76
R Problémey de synthese......ouvieisvivanse

52

........................

censuess 19
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ACTIVITES PREPARATOIRES

1. Déterminer 'ensemble de définition de la fonction f dans chacun des cas suivants :

. bx+7 _ ~N1-2x . _ [2x43 . _2x+3
O e el A b ey v S el L -
_ @ -2x=15 _ x ) __sinx . _3x—-4
O e e A= SO L -

2. Calculer les limites suivantes :

2x-7 . % .
lim(5x* -3x-2) ; lim—— ; lim ; lim (x* —4x* +5x -1
x—>2( ) w31 .('-‘-' e 1)2 x—=4" 9 ,J; x-+—«:( )
2_. 2 —_

B T, i X A=l g PaxeZees 3 Im 2D
Xy (2x+1) x"—“‘(x-2)(x2 +1) F—p-n x>ty 43
: x*—1 . X +3x -4 . X 4+2x —11x-12 . X +x—6
b ;. lim——— x lim 3 = m——
31 2%2 —5x+3 =l x—1 x3 ¥ —81 =2 \[x -2

“H 2 — —
lim—x-z-u 3 lim——m : lim xx ; lim (w)x2+3x+2 +x+1)
i:;z x- -4 x>t 2x2+x—5 x—)mx_3‘/; X0

3. Calculer les limites suivantes :

sin(7x) . tan(4x) . 2x—tan(3x) . l-cos(4x)
m———t s lim———= : S ; im—
0 4x =0 sin (3x) >0 x+sin (4x) x>0 gin (2x)tan (3x)
. x4+ 4=2 . sinx . l+x+cosx . x*+1+sinx
lim———— ; lim g ; it —————— - lim ————
10 sinx x40 ] +x ] x—1 E—pHo X

4. Soit f la fonction numérique définie sur R — {1} par:

X2 —x

fix)= = six>1
2

f(x)=x - 8i x<1
1-x

Calculer les limites suivantes :

limf(x) ; limf(x) ; limf(x)

lim f(x) limﬂ

X—¥tu0 X=¥-n s

5. Soit f la fonction numérique représentée sur la figure ci-contre.

Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
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Dans chacun des cas (1), (2), (3) et (4), comparer chacune des limites lim f' ( x), lim f (x) etlim f (x)
Ty X=Xy X%

avec le nombre f (xu ) (s'il existe).

En général, lorsque x est proche de x,, le point M (x; ¥ (x)) est proche du pointA(xu i § (xn )), c'est-a-dire
que le réel f'(x)est proche du nombre f(x,).

On dit alors que la fonction /' est continue au point x,.

La courbe @f est alors « sans trou » autour de 4, elle ne présente pas de « saut » au point 4 .

Dans le cas 3, la fonction f est continue en x,.

Dans les cas 1 et 4, la fonction f n’est pas continue en x,. On dit alors que la fonction f n'est pas continue

en x, ou discontinue au point x, .

GENERALISATION

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert 7 de centre X;.

i

= t' - 3 4 b -
* On dit que f est continue au point x, si: }E‘lx:f(x) Fia).

* On dit que f est continue  droite enx,si: lim f/(x)= f(x,).
X=rxj

* On dit que f est continue & gauche enx;si: lim f (x) =1l )
\ x—x, f

Dans le cas 1, la fonction f est continue a droite en x, mais n'est pas continue a gauche en x, .

Dans le cas 4, la fonction f est continue n’est pas continue ni a droite en x, ni 4 gauche en x;.

Dans le cas 3, la fonction f est continue a droite et a gauche en x,.
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1 ACTIVITES PREPARATOIRES

B. lications : .
App 2 si x£0

1. On considére la fonction numérique f définie surRpar:  f(x)= { "
Jxosio x>

a) Tracer la courbe €, de la fonction f dans un repére orthonormé (O;i ¥ 4 )
b) La fonction f est-elle continue en0 ? Justifier la réponse.

2. On consideére la fonction numérique g définie sur R par:

— s x5l
=iz =~ -eeestumdismsuae et , ......
——1 si x>1
D L e S e frveenaes
Sa courbe €, est représentée ci-contre : i
a) A partir de la courbe représentative de la ; : .2 2, s
fonction g peut-on dire quela fonctiong _ PT  T T Ne
estcontinueenl ?en07? I : : '
b) Vérifier que : lim g(x)=g(1) et lim g(x)# g(1). Que peut-on déduire ?
x=1 x>t
3. Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f au pointx, :
Igr cas: zm cas:
4x +3 V2x+4-2
= ———— i X1 et 81 X %0
f(x ) et x,=1 ; Fel= WEET X, =0
f()= “2 £(0)=1
3mecas: 4%me cas ;
1—cos(4x)
f(x)= six#0 ¥ +8
i x)= six#-2
sin (3x)tan(2x) &zl o f(x) -4 ot x =2
4 i
Fllj= (2=
4. Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité a droite et a gauche de la fonction f au pointx, :
lercas: 2&me cag -

'f(x)'—"xz ~3x+3 six<2

f(x) six<1 . . : )
P e x0= x < er-{- 18 ' e xoz
f(x)=x +x+1 six>1 f( )= six>2
M 4éme cas
Jx+2-2 i ey el
f( ) x+2 six=2 f(x): 4+4sinx -2 & w

|x_ | et xn=2 § 1 x et x0=0

lf(2)=% kf(::):JF—% si x20




TIVITES PREPARATOIRES

1. La figure ci-contre présente la courbe représentative ‘Ef

d’une fonction numérique f sur l'intervalle ]0; -H:o[

a) La fonction f est elle-continue au point 2 ? Justifier la réponse,

b) Parmi les intervalles suivants, déterminer ceux sur lesquels

la fonction f est continue en chacun de ses points :
I=0s1] ; J=[1;3] ; K=[2;4] ; L=]0;+a]
1

1-x

2. Soit g la fonction numérique définie par: g (x)= =

a) Vérifier que g est bien définie sur ]—1 - 1[ .

b) Soitx, € ]—1;1[. Montrer que g est continue en x,.

On dit alors que la fonction g est continue sur l'intervalle]-—l ;l[.

/ g i GENERALISATION

i
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert/ . i
Dire que la fonction f est continue sur I'intervalle / signifie que f est continue en tout |

point de / . Graphiquement, la représentation graphique de f sur/ ne présente ni saut t
' |

\ ni rupture, Elle peut étre tracée « sans lever le crayon ». )

i
. — h(x)= \E gzl
3. On consideére la fonction numérique 4 définie sur R par : X —x on aclR.

h(x)=x"+ax si x<1
a) Montrer que / est continue en tout point de ]—00 3 1[ et en tout point de ]I ;+oo[ :

b) Déterminer la valeur de @ pour laquelle la fonction / est continue en tout point de R .

La fonction partie entiére  est définie sur R par £ (x) = n, ol nest 'entier relatif tel que : n < x <n+1.

Atitre d'exemples: E(0,47)=0 ; E(58)=5 ; E(-0,4)=-1 ; E(-3,65)=—4 ; E(7)=7

1. Copier puis remplir le tableau suivant :

X 3.5 _ 1,23 T —7 S8 | == ~1,45 | —0,795

E(x)




1 \CTIVITES PREPARATOIRES

2.2) Que vaut £(x)quandx € Z ?

b) Montrer que pour toutx € R : x—1< E(x)<
3. Déterminer E (x) dans chacun des cas suivants :
lercas: xe[0;]] ; 2dmecas: xe [1;2[ ; 3wmecas: xe [2;3] ; 4émecas: x e[-1;0[ .
4, Soit f la restriction de la fonction E sur I'intervalle [—4; 4[ :
a) Tracer la courbe de la fonction f dans un repere orthonormé.

b) La fonction f est-elle continue en% ?En 0 ?En _,:: ?

c) La fonction f est-elle continue sur l'intervalle ]—1 : 1[? Sur l'intervalle [0;1[ ? Sur l'intervalle ]2;3] ?

’—L IMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE

A) On considére les fonctions numériques f et g définies sur R par: ¥ (x) =sinx et g(x) = (x = 1)2

Les fonctions £ et g sont évidemment continues sur R .

ECEPE RS - - e o — ———

(
|
|

1. Déterminer f(R)et f G:—m yrD puis } Remarquer bien que les intervalles I et f (1)

. ¥ . “ ne sont pas en général de méme nature.
vérifier qu'ils sont des intervalles de R . \

2. Déterminer g([l +oof ) et g( [1;2] ) et g(]O 3[) puis vérifier qu'ils sont des intervalles.

e NS S SRS ST P — —— ————— e

RESULTAT ADMIS
L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
L'image d'un segment par une fonction continue est un segment.

Si f est continue sur[a blalors f ([a b)) =[m;M]ot mestle

minimum de f sur[a i b] et M estle maximum de f sur [a ;b] ;

B) Dans la figure ci-contre, €, représente la courbe d'une fonction f définie sur l'intervalle [»-1; 2] ;

1. Déterminer 'expression de f (x) pour tout x € [~1 221

2. Vérifier que f n’est pas continue au pointl.
3. Déterminerf([—l;Z]).

4. La condition « f continue sur un intervalle / » est-elle nécessaire

pour que f (/) soit un intervalle ? Justifier la réponse.




A) Soit f une fonction continue sur un intervalle / , et soita et b deux éléments de 7 tels quea<b.

On suppose que f(a)x f(b) < 0. |j,_?"_'E b S B e
1. Montrer que: 0 e f(7). s 0 — . [ i ' fﬁ{

2. En déduire qu'il existe au moins un élément ¢

de lintervalle [a;b]tel que £ (c) =

3. Application :

Montrer que I'équation x* + 2x + 1 = 0 admet au moins une ) 1 00

solution dans l'intervalle[—l;ll. — e
B) Soit /" une fonction continue sur un segment[a;b], et soit 4 un nombre réel compris strictement
entre f'(a)et f(b).Onpose: g(x) = f(x)-A.
1. Vérifier que g(a) 3 g(b) <0.

2, En déduire qu'il existe un nombre réel ¢ de l'intervalle [a;b] tel que f (c) B

On a donc montré que si f est une fonction continue sur[a;b] , alors pour tout réel A compris

entre f'(a)et £(b), il existe au moins un réelc dans[a;b]tel que f(c) = 4.

Ce résultat porte le nom de « Théoréme des valeurs intermédiaires ».

3. Applications :
Soit f et g les fonctions numériques définies par : f(x) i (x2 - 2)«./):2 +1 et g(x) =2cosx~1

a) Montrer que I'équation f (x) = 3 admet au moins une solution dans I'intervalle [\E ;2].

b) Montrer que I'équation g(x) = x admet au moins une solution dans l'intervalle I:O;% .

C) Le tableau suivant donne les variations d’une fonction numérique 7 continue sur l'intervalle [—1;+00[ :

x = | 0 1 2 +a0

f(x) _3/4\,‘2/7\_00

1. Montrer que I'équation f'( x) = 0 admet exactement deux solutions & et 3 dans l'intervalle [~1;+0[.

2. Détermiiner le signe de la fonction f'(x) sur l'intervalle[~1;+oof .
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ACTIVITES PREPARATOIRES

o

A) Soit £ 1a fonction numérique définie sur l'intervalle  =[-3;+oo[ par: f(x)=x"+6x+5

1l

M

et soit €, sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 i ,}) .

1. Vérifier que f est continue et strictement croissante sur I'intervalle .

2. Tracer la courbe €.

3. Déterminer graphiquement I'intervalle J image de 1 ‘intervalle / par la fonction f .

4. Résoudre dans ] les équations suivantes: (E): f(x)=12 ; (E):f(x)=-7

5. Soit y € J . Montrer que I'équation f (x] = y, d'inconnue x, admet une solution unique dans l'intervalle /
donnéepar: x=-3+,/y+4.
La fonction qui, 2 chaque élément y de l'intervalle J , associe I'élément x = -3 + W dans / estappelée

la fonction réciproque de la fonction f et estnotée f . On écritalors: (VxeJ) [ (x)=-3+x+4.

6. Vérifier que la fonction /' est continue et strictement croissante sur 'intervalle J .

GENERALISATION i
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / , alors elle admet

une fonction réciproque notée /' définie sur I'intervalle J = f (1 ) ,etona:
i
|

' (VyelJ)(vxel) (y=f(x)@x=f‘1(y))

\ De plus, la fonction f ' est continue et a méme sens de monotonie que f . )

B) Soit g la fonction numérique définie sur/ = [2;+ oo[ par: g(x) =x-3-24Jx-1.
1.a) Montrer que : lim g(x)=+.
b) Montrer que la fonction g est continue sur l'intervalle / .
2
2.a) Vérifier que pour toutx €/ : g(x)= ( x—1 —1) -3.
b) En déduire que la fonction g est strictement croissante sur I'intervalle / .

3. Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J a déterminer.
Préciser la monotonie de la fonction g .

4. Déterminer g (x) pour toutx € J .




'AISSANCES FONDAMENTALES

@ LIMITE D’'UNE FONCTION EN UN POINT (RAPPELS)
Dans tout ce qui suit, x, est un nombre réel.

1.1. LIMITES USUELLES

—i Proposition 1 , _— _

Soitx un entier naturel non nul et ¥ un nombre réel. Alors :

o limir” =0 El_g.}k‘/ix|=0 ; P_P}nk(x-xﬂ) =0 limk x—x,| =0.
2l =l
e lim—=+w et lim—= =+,
.t—)ﬂ*x" x_)o-l fx
Sl
e .hr(r}; —- =+ sil'entier n est pair.
-3l x

x—pl

—-' Proposition 2 F-— ——

Soit# un entier naturel non nul et X un nombre réel. Alors :

e ;
e lim == —oo siI'entier n est impair.

e lim x" =4+ et lim \/).—-=+oo.

s Xt

e lim x" = +oo sil'entiermestpair et  lim x" = —oo sil'entierzest impair.

x>

-lim—}f-'z{) : limi=0 3 Iimi=0 ; lim =0,
xpden M D X400 _J; Y

® La limite d’une fonction en un point est une notion locale ; c’est-a-dire que cette notion ne dépend
de la fonction qu’'au voisinage de ce point.

*Soit/ & R.En posantx—x, =/, on obtient: lim f(x)=( & lim Fx,+h)=1.
X33, —

® Si la limite d’une fonction numérique f existe en un point, alors elle est unique,

¢ Soitn € N". On a les limites suivantes :

- 3 . 1 ;
= lim =3 F o Tim =—00 ; Im——-——=+4cc : lim

1
i . 42 % .
X3 X — Xy ¥ X — X, 4 (x—x,) N\ [x— X,

=0,

. 1 ; > -
® lim ————— =+ sinestun entier pair.
1 x-3iy (x - X, )“

: : 1 G
® lim ———— =+ et lim ———— = - sinest un entier impair.
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1.2. LIMITES DES FONCTIONS USUELLES

1, Proposition 3 l

Soit P et O deux fonctions polynomiales et x, € R . Alors:

Pl Es)

(D) lim P(x)=P(x (2) Si Q(x,)#0alors lim——=—=
ey ( ) ( 0) ( 0) “"”?-‘Q(x) Q(xn)
(3) limsinx =sin x, (4) Six, #%Hm aveck € Z, alors lil?otanx=mx0
X=Xy X=¥, 3
(5) limcosx = cosx, (6) Six, =0 alors linxlos/_*-—-\lx_o
=2y i
. sinx . tanx . l=cosx 1
L S L et
—— —

1.3. OPERATIONS SUR LES LIMITES FINIES

1 Progosition & '
Soit f et g deux fonctions numériques etx, € R. Si 111"2 F(x)=4tet lim g(x) =1 alors:
(¢)) 1i_{2(f+g)(x)=£+£'. ) Eg‘i(fg)(x):fﬁ'. 3) lim f(x) =14
(4) Si £'#0alors P-I?., [é}(x) =% et 322 [i](x) =-§; .
(5) Sik R alors lim (k) (x) = k. (6) Si¢>0 alors lim JF(x) =e.

—— —1- Proposition 5 ' - _—— - —_————— ——— ——— e —

Soit P et O deux fonctions polyndmes définies par :
P(x)=ax" +a,x" +.+ax+a, et Q(x)=bx"+b, x"" +. . +bx+b,

ol a,, .., Gy, ay,b,, ., by desréelstelsque: a, #0 et b, #0.
e La limite d’une fonction polynome en +oo et —oo est la limite du mon6me de plus haut-degré :

lim P(x)=lima,x" et xl_iglﬁP(x) = lim a,x"

X=pton K00
e La limite d'une fonction rationnelle en 4o et —o est la limite du quotient des mondmes de plus
Plx § o Ple o
haut degreé : lim (x) = lim 22X et lim ( ) = lim .
X340 Q(x) X34 bpxp x—r—0 Q(x) X3 bpxp

s B T e e e e e . e




On admet toutes les opérations suivantes.

Dans ce qui suit, x, est un nombre réel ou +o ou —o ; £ et ¢’ sont deux nombres réels.

Ces opérations restent valables pour les limites 2 droite et & gauéhe énx,.

L'abréviation « F.I » signifie « Forme indéterminée », c'est-a-dire qu’on ne peut pas déterminer la limite

immédiatement et tout résultat est possible.
LIMITE D"UNE SOMME DE DEUX FONCTIONS

1.4. OPERATIONS SUR LE LIMITES INFINIES

lim /() ¢ ¢ ¢ o . .
im £(x) 5 +00 —o0 +00 - —c0
U0 | e | o | o | ae | | F
LIDITE DUN PRODUIT DE DEUX FONCTIONS
lim /(x) £ | £>0 | £<0|£>0 | £<0| 40 | o | —0 | +0 ou o0
lim g (x) P | aw | 2w | <o | < |40 | <o | 400 0
BN /st | 40 | <o | o | 4o | e | qeo | o w1
LIMITE D'UN QUOTIENT DE DEUX FONCTIONS
lim £ (x) ¢ ¢ o0 —o0 o0 ~0 | +0 ou -
limg(x) Fosii 40 ou | £>0 >0 £<0 ou £<0 ou N
Fia —0 ou0" | ouo* 0" 0"
)W [ £ 0 | e | =] = | w | w
LIMITE DE L'INVERSE D'UNE FONCTION
imf(x) | ¢x0 | o 0" | +®ou—w
hm[-l—)(x) 2 +00 —00 0
woa| f £
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Remarques

o L’obtention d'une forme indéterminée « F. I » signifie que la méthode mise en place pour calculer

la limite de la fonction trébuche. Cela ne signifie en aucun cas que la fonction n’a pas de limite.
Des méthodes seront présentées au fur et & mesure, pour lever les indéterminations les plus classi-
0 w0
ques, a savoir : « 6=F.I» s «—=FlI» ; «0xw=F.I» ; «+0© +(—no)=F.I».
e8]
Parmi ces méthodes, on peut citer jusqu'a présent les techniques suivantes :
= Factoriser par le (les) terme(s) de plus haut degré si un terme est prépondérant.

= Factoriser par x —a si aest racine d'un polynome P : P(x) = (x-a)Q(x).
= Multiplier par I'expression conjuguée : (X =¥ ) (X +fY ) =X* -7,

= Encadrement, majoration, minoration,....
o Les tableaux précédents donnent les résultats les plus classiques des limites rencontrées.
Voici trois conseils pour bien manipuler ces tableaux :
= Par exemple, on retiendra que diviser par 0", c'est multiplier par 4o ;
= [] est souhaitable de comprendre ces tableaux au lieu de les apprendre par coeur.
= Une maniére de lire ces tableaux est la suivante, mais attention NE JAMAIS L’ECRIRE SUR SA

COPIE : « +00—(—00) =+ » ; «—wHl=—m» 5 «—0x(=0)=+w0>»
3 -1 +00
«—=0» ;] € —=-—00» ; €« — =40 »
—0 O« 0-!-
1.5. LIMITES ET ORDRE

' Proposition 6 ' ——

Soit f , g et & des fonctions numériques définies sur un intervalle /et{ € R .

(1) Sif(x)= g(x)auvoisinage de x, et lim g(x) = +e0, alors: lim f(x)=+o.
1% X%y
(2) Si f(x) < g(x)auvoisinage de x, et lim g(x) =~ alors: lim f(x)=—0.
X X
(3) Sik(x) < f(x)< g(x)au voisinage dex, et lim g(x)= Iin:; h(x)=£,alors: lim f(x)=(.
X% x— X%y

4 Silf[x) —f| < g(x)au voisinage de x, et lim g(x) =0, alors: lim f(x)=¢.
X=X =3

|
|
L e e e e et

Remargues

e Les résultats de la proposition 6 restent aussi valables quand x tend vers x, a droite ou a gauche

ou vers +90 ou —w0.

«Si lim / (x) = +00, alors lim /.f (x) = +o.

Xdba
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@ CONTINUITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE
2.1. CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
Définition 1

Soit /" une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert et X, un élément de /.

On dit que la fonction £ est continue au pointx,si: lim £ (x)= f(x,).
XXy

[ estdiscontinue au point x, Jf est continue au pointx,

signifie que la courbe €, est signifie que la courbe € est

discontinue au point M, (x,, f(x,)) continue au point M, (x,, £ (x,))

Sila fonction f est définie au point x, et n'admet pas de limite en X, ou sa limite est infinie au point x,,

on dit que f est discontinue au point x,.

1) Soitn € N*. La fonction f: x> x" est continue en zéro car : Iin:(}f(x) 2= ]i}}l}x” =0=1(0).
X X

2) Soit f la fonction numérique définie sur R par:

2'—
F()=T=EE 6

£(1)=-4 i

Montrons que la fonction f est continue au pointx, =1 :

onas lim f(x) = Iim(ii),@ ~ lim (x - 5) = —4. D'ots: lim £ (x) = /(1).
x=>] X x— x=l

x>

Par suite, la fonction f est continue au pointx, =1.

y.com
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3) Soit g la fonction numérique définie sur R’, par:

A \/E i x21

X)=—
g(x) x—lx oll  mun paramétre réel.
g(l)=m
Déterminons la valeur de m pour que la fonction g soit continueen 1 :

Soit xun élément de l'intervalle ]0 : +oo[ distinctdel.Ona:

_(m~m)(M+m)(x+\/})_ (1+x2—2x)(x+\/;)

O e )R] (e (7 )
Par conséquent : g(x) = (x—1)2 (x+\/;) = (x_l)(x+&] :
x(x—l)(m+\/ﬂ) x(\/H-T+ 2x)

x—1 x+xf;
1l s’ensuit donc que : li_Ile g(x)=lim ( )( ) . 0x2 0

x(m+m)"1(ﬁ+ﬁ)=zﬁ=

Pour que la fonction g soit continue en 1, il faut et il suffit que lin}g(x) = g(l), c'est-adire: m=0.
X

4) Soit A la fonction numérique définie sur R* par :
h(x)=x* sm[l) si x#0
%
h(0)=0

Montrons que la fonction % est continue en 0 :

el

Comme limx* = 0, alors :lim 2 (x) =0=h (0) . Ainsi, 1a fonction Aest continue en 0.
x=0 x—=0

On sait que pour toutx e R": <1;donc

<x*.D'ol: (Vxe R*) Ih(x)| <x%.

5) Soit £ la fonction numérique définie sur R par:

(1 - cos(3x)) sin (2x)
x*

si x#0

f(x)=

Etudions la continuité de f en0 :

(1 —cos (3x))sin (2x)

k)
X

Ona: !g%f(x)=lx1_13

2 Sin(Zx) 2x
x(3x)" x = x?

e 1-cos (23x)
Zl (3x)

: o
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1—005(3x)x sin(2%) ~18x~x1=9
2

Donc: i =1liml8
e I )=l

Puisque lingf(x) #* f(O) ,alors la fonction f n’est pas continue en 0.
X

1. Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction J au point x,:

_=2X —x+1 _x+tan(2x)
o [P e ex=-1 ;p{ D TaGE 10 o
F-1)=1 f(0)=1
Fl)="E IR0 & i D02 _ g g
0 < . x-1 et x,=1 ; d) x+1-1 et x, =0
r0-2 10=2

= 2 _
gla)sZ =2 =42 4 oo
X

2. Soit g la fonction numérique définie par : -4 ou AeR.

g(2)=2,

Déterminons la valeur du réel A pour que la fonction g soit continue au pointx, = 2.

2.2. CONTINUITE A DROITE - CONTINUITE A GAUCHE

—i Définition 2 '

1) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [xn,xn = a:[ ol a e R}.

On dit que f est continue & droite en x,si: lim f( x) = f( xu)
E—rxy

2) Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ].wc[| —-a, xu] ol ¢z eR}.

On dit que f est continue & gauche enx,si: lim £ (x) = f(x,)
X=X
x<xy

e ———

1) Soit f la fonction numérique définie par :

f(x)=3-x" six<0

x* -3 .
x)= six>0
f( ) 2x—1
Etudions la continuité & droite et a gauche de la fonction f au pointx, =0 :
-3

Ona f(0)=3etdeplus: lf_ir&f(x)zlu_g =

x>0 x>0

a 3= £(0).Donc f est continue & droite en0.
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De méme : lim f(x)= 1x1_r§ (3 - xz) =3 = £(0) ; donc f est continue & gauche en0.
x<0 x<

2) Soit g la fonction numérique définie par :

2
g(x)= P 1|51x;t1

g()=2
FEtudions la continuité 2 droite et a gauche de la fonction g au pointx, =1 :

2
Ona: lim g(x) =lim - _11 = lim (x+1)=2.Donc lim g(x) g(1)etla fonction g est continue
x>l i;; = i—} x>l

a droite au pointx, =1.

Ona: Ilmg( x)e lim — ( 1) ot hm(—x 1) =-2.Donc hmg( ) # g (1)etla fonction g n'est pas
x<l ;;T He x:-l x«:l

continue a gauche au pointx, =1.

—1 ngosition 7 }

Une fonction numérique f est continue au point x, si, et seulement si elle est continue a droite

et a gauche au point x,,. En d’autres termes :

( f est continue au point x,) <> lim f(x)= lim f(x)-_-f(xo)

Soit f la fonction numérique définie sur R par:

dx+4~2

f(x)=——si x>0

(x)zoosx-ksmx—l si x<0

4x

0=

Montrons que la fonction f est continueen 0 :

e Continuité a droiteen 0 :

A2 (frrd-2)fasarz) o

Ona: lim f(x)=1 = lim

x->0" e T rae* x( \GC_'F_4 i 2) x>0 m

Donc: llmf( )= lim ——=

Puisque ﬁlB ¥ (x) = (0) ,alors la fonction f est continue a droite en0.
X
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e Continuiteé a gauche en 0 :
Ot lxmf(x)»-l cosx-;smx—l=Iim(smx“1—cosxj=ﬁm[l smxhl—cosxxxj
X

250" 4x 4x —ol4 x X 4)

Donc: ln}}l f(x)= Zx 1- % x% = ;1-1- Puisque li!:un Flzx)= f(O) ,alors f est continue a gauche en0.
=07 x=0"

Puisque la fonction f est continue 4 droite et & gauche en 0, alors elle est continue en ce point.

1. Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction J au point x,:

f(x)=-— si x<0 _®¥—=T7x~6 —
a) 1 x2+1 et x,=0 i b ) Ix—3’ ) et x, =3
f(x):i_l_; si x>0 f(3)=20
( x*+5x+6
o ST 2
/1) X +8 * [f(x)xxsin— si x<0
c) ‘f( )~ x++2 2 -6<x<-2 etx;=-2 ; d) ¢f(0)=0 et x,=0.
x
1-cosvx
L. =————si 0
£l 2)—4 kf(x) = si x>
[ sin x : 7
f(x)_JTTZ—_z si 0<x<z
e) 1f(0)=4 et x, =0,
_xtan(2x) .o
‘f(x)—m si ——<x<0

2 —_—
f(x)=£+—xl—f- si x<1
x—

2 i
; : : x)=x"+b si x21
soit continue au pointx, =1. f(x)

2. Déterminer les deux réels aetd pour que la fonction Jf définie par:

cos(7zx
3.a) Montrer que : llmw(—)~=—-£.
x_,% 2x-1 2

b) On considére la fonction numérique g définie par:

g(x)=mx+1 six<—;—
_ ncos(zx) 1
~g(x)-ﬂ(2x_l) si x>

. , 1
Déterminer les nombres réels m et npour que la fonction g soit continue au pointx, = 5

y.com
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2.3. CONTINUITE D’UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE

——{ Définition 3 t

1) Une fonction f est continue sur un intervalle ouvert I si elle est continue en tout point de /.

En particulier : f est continue sur ]a : b[ si elle est continue en tout point de ]a : b[ '
2) Une fonction f est continue sur [a ! b] si elle est continue sur ]a : b[ et continue a droite en a

eta gaucheenb.

3) Une fonction f est continue sur [a : b[ si elle est continue sur ]a ] b[ et continue a droite en 4.

4) Une fonction f est continue sur ]a : b] si elle est continue sur ]a;b[ et continue a gauche en b.

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Intuitivement, dire que la fonction numérique f est continue
sur un intervalle [ signifie que sa courbe représentative ‘Ef

est continue (elle n'a pas de trou ni de saut). Autrement dit,

on peut tracer la courbe €, sans lever le crayon.

1) Toute fonction constante est continue sur R ..
2) Toute fonction polynomiale P est continue sur R car pour toutx, € R : lim P(x) & P(xu)

]

3) Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
4) Les fonctions X b sin x et x > cos x sont continues sur R .
5) La fonction x > tan x est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.

6) La fonction x > /x est continue sur R*.

2.4. FONCTION PARTIE ENTIERE

{ Définition 4 f

Soitxun nombre réel.

La partie entiére de xest le plus grand entier relatif #qui est inférieur ou égal ax.Onlanote: E (x).




[ "‘ Pl’OpOSitiOl’l 8 ' S T ——nne——

1) PourtoutxeR : E(x)Sx<E(x)+1 et x~1<E(x)<x,
2)PourtoutxeR : E(x)=x < xeZ.
3) Pour toutx € RetpourtoutpeZ : E(x+p)=E(x)+p .

4) Pour toutn € Z, la fonction partie entiére est continue a droite en #et discontinue 3 gauche enn.

5) La fonction partie entiére est continue sur tout intervalle du type [n sn+ 1[ ouneZ.

6) La fonction partie entidre n'est pas continue surR .

Courbe représentative de la fonction partie entidre : 0
SoitkEZ.SikSx<k+1alorsE(x)=k.Parsuite, e
R
1

|
t

la fonction partie entiére est constante sur I'intervalle [k k+ 1[ < [
I

On obtient ainsi la courbe représentative ci-contre :

Remarquons bien que la courbe représentative de la fonction )3 1 It

T i iiling bidscd
partie entiére présente des sauts aux points0,1et2. Elle est i | | 3

donc discontinue aux points 0,1et2.

En fait, la proposition précédente affirme que la fonction partie

entiére est continuesurR —Z.

2.5. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS CONTINUES

1_ Proposition 9 '

Soit f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle / etk un nombre réel. Alors :

(1) Les fonctions f + g,k.f et f.g sont continues sur /.

(2) Pour toutz € N*, la fonction f” :x+> ( f (x))" est continue sur/.

1
(3) Sila fonction g ne s’annule pas sur/, alors— et i sont continues sur/.
g g

(4) La fonction | b4 | est continue sur/.

(5) Sila fonction f est positive sur 7, alors J_? est continue sur/ .

—

1) La fonction £ définie par f(x) = x” + 5x + cos x est continue sur R en tant que somme de deux

fonctions continue sur R qui sont: x > x* + 5x et x > cos x.




CONNAISSANCES FONDAMENTALES

2) La fonction x > |x| est continue surR .
3) La fonction g définie par g (x] =x (Jc3 +5x— ?) est continue sur R" en tant que produit de deux

fonctions continues sur R* qui sontx > \/; et x> x +5x—7.

¥ =2%+3

. Etudions la continuité de Asur D, :
2|x+1|-5

4) On considére la fonction ~définie par : (x) =
7 2.3 3 N :
On a tout d’abord D, = —oo;——z— U —5;5 ] 5;-.&-00 . Soit maintenant# et v les deux fonctions
définies surR par: u(x)=x>-2x+3 et v(x)= 2|x+1]-5

La fonction # est continue sur R car c’est une fonction polynomiale.

La fonction v est continue sur R en tant que somme de deux fonctions continues surR .

De plus, la fonction v ne s’annule pas sur D, . Par suite, la fonction zest continue sur tout intervalle

inclus dans son ensemble de définition.
5) On considere la fonction numérique définie sur R par:

Flx)=2" +2x—% si x<-3

J2x+10 -2
f(x)=—"——7— si
x+3

Montrons que la fonction f est continue sur R :

x>-3

e Continuité de la fonction f au pointx, =-3 :

Ona: f(-3)= (_3)2 +2(-3)- % = % Calculons maintenant: }Ln% (x) et ELr%f(x)
lim f(x) = lim [xz +2x—E =l.
< >y A 3

lim £ (x) = lim Y2102 _ iy s S SR T
iy =2 x+3 x*3(x+3)(m+2) >3 xr10+2 2

x>-3 x>-3 x>=3

Puisque lim f(x) = lim f(x) = f(-3), alors la fonction f est continue au pointx, = -3.
ey ey

e Continuité de la fonction f surR :

La fonction f est continue sur I'intervalle ]woo e 3[ (restriction d'une fonction polyndme).
La fonction x > 2x +10 est continue et positive sur 'intervalle ]—3 o+ oo[ , donc la fonction

numérique x > 4/2x +10 — 2 est continue sur cet intervalle.

La fonction x > x + 3 est continue et ne s’annule pas sur l'intervalle ]—3 o+ oo[ .

La fonction f est donc continue sur l'intervalle ]—3 3+ oo[ en tant que quotient de deux fonctions

i continues sur cet ini;villei
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Comme f est continue en—3 et sur chacun des intervalles ]—oo b= 3[ et ]~3 7+ 00[ , alors elle est
continue sur R tout entier.

6) On considére la fonction numérique f définie sur B* par:

xx

x—1
s k]
x—1

/(%)=
=3

Montrons que la fonction f est continue sur R :
e Continuité de la fonction fenl :

x\/;—l= (x‘/;)z_l X -1

Ona: lim f(x)=lim lim =1lim
x—1 f( ) > oy ol (x—-l)(x x+1) a1 (x—l)(xx/;-l-l)
(x—l)(x2+x+1) X +x+1 3
Donc: lim £ (x)=1lim =1i i,
x—l-lf( ) x—>1 (x—l)(xx/;-kl) arE.ll x\/;+l 2

Puisque h'rrll I (x) =f (1) ,alors la fonction f est continue en1.
x>

e Continuité de la fonction f surR*:
La fonction x > x\/; est continue sur R” en tant que produit de deux fonctions continues sur cet
intervalle ; d’ot la fonction x > x+/x — 1 est continue sur R* \ {1} ’
La fonction x > x —1est continue et ne s’annule pas sur R* \ {1} . Ainsi, la fonction f est continue
surR* \ { 1} comme quotient de deux fonctions continues sur R* \ {I} .

Puisque la fonction f est continue en1, alors elle est continue sur R*.

1. Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est continue sur son ensemble de définition :

4x+5) . 41 5
=| —— - = —_— ——————— L = —_ -~1
a) f(x) [x2+3]smx i b) f(x)=]|2x 3I+x2+x+1 i © f(x)=x-tanx
2. Soit g la fonction numérique définie par g(x) = : ..
=¥

Montrer que g est continue sur I'intervalle [2 H 4[ ‘

3. Déterminer tous les couples(a;5) € R? pour lesquels la fonction numérique £ définie sur K par:

(F(x)=a’x+3 si x<1
2

j@):%# sil<x<3
—

2 5 B ;
f(x)zgx —?x+ab i g3
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est continue sur ¥ .

4. Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle [-ﬂ2;][par : f(x) = xE(x) +1.
a) Donner I'expression de f (x) sur chacun des intervalles : [-25-1[ ; [—1;0[ ; [0:1].
b) Construire la courbe €, de la fonction f dans un repére orthonormé,
La fonction f est-elle continue sur l‘intervalle[-—~2;l[ ? Justifier la réponse.
2.6. CONTINUITE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS
t _Pro_p'os'ition 10 I
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J tel que

f(I)c J,etsoitx,un élémentde/.

Si f est continue au point x, et g est continue au point f (xo ) , alors la fonction g o f est continue en x, .

——-' Corollaire r

Si f est continue sur un intervalle / et g est continue sur un intervalle J tel que f (/)< J alorsla

fonction g o f est continue sur l'intervalle [ .

O — i e et
| Exemples §
1) Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = cos (2);:2 ~3x+ 4)
Montrons que la fonction f est continue sur R :

Puisque les fonctions f, : x > 2x* —3x+4et f, : x > cosx sont continuessurR et f; (R) = R,

alors la fonction f = f, o f, est continue sur R .

2) Soit g la fonction numérique définie par : g(x) =, h‘“_xz_
+8In” x

Etudions la continuité de g sur R™:

Lafonction g, : x> — est continue sur R"etg, (R") — R*, etlafonction g, : x > Jxest

14-sin” x

continue sur R*. Il s’ensuit donc que la fonction g = g, 0 g, est continue sur R".

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f sur les intervalles de D, .

1 f(x)=siﬂ[if+:] ;B f(x):,/j:z ;o 3) £(x) =423

4) f(x)= cos(xb-:2 +l) ;  5) f(x)=+v1-sinx ;6 flx)= cos(tan2 x)
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@ IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE
3.1. IMAGE D’UN SEGMENT PAR UNE FONCTION CONTINUE

| Broposition 11 }-——v

L'image d’un segment par une fonction continue est un segment.
Autrement dit :

(la fonction f est continue sur[a;b]) = f([a;b]) =[m;M]

S
S5 n) Ve £3 4 a6 e VR T A

Si f est continue sur un segment[a;b], alors M = f () estle maximum de f sur[a;bletm = f(B)

estle minimum de f sur[a;b].Onaalors: f ([a;b]) =[m;M] (voirla figure ci-dessus)

--—*‘ Proposition 12 F-—-~=—— ————

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) =x* —2x

A partir du graphe de la fonction £, on déduit que :
rs2) =631 5 r([02])=[-10]
7(I-50]) =[0:3] i S ([2ee]) = [05e0]
Pt =[] 5 F(R) =[]

Pour chacun des cas suivants, montrer que la fonction numérique f est continue sur l'intervalle /

puis déterminer f° (I ) :
D f()=F42 w I=[13] i pf(x)=222 « 1-[5g]

f(x)=x+3 si x<2

I=|-3;5
F(x)=x"+1si x>2 o [ ]

3) f(x)=vx+1 et I=[3;5] ; 4){

om
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Remarques

e La continuité d’une fonction est une condition suffisante pour que I'image d’un intervalle soit un
intervalle, mais cette condition n’est pas évidemment nécessaire. En effet, il se peut que I'image
d'un intervalle par une fonction discontinue soit un intervalle

comme le montre I'exemple suivant :

Considérons la fonction f définie sur [—i ;2] par:

{f(x) =2x si xe[-1;1]

e diigags b=

f(x)=x-1si xe|1;2]

-' i-‘i;a—

4 1._ ia

L'image de 'intervalle [~1 : 2] par la fonction f est l'intervalle

: r“lﬂlr-' : H
y igee) . o
| | 4 i

e Les intervalles [et [ (I ) ne sont pas toujours de méme nature. A titre d’exemple, I'image de

[—2;2] bien que la fonction f ne soit pas continue sur [*1 2 2] 4

I'intervalle semi-ouvert ]—l : 2] par la fonction x > xestle segment[0;4] ;

3.2. IMAGE D’'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION
CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /.

On a alors les résultats suivants :

I/image de P'intervalle I par la fonction numérique f
Vintervalle / | £ strictement croissantesur/ | f strictement décroissante sur/

[as2] [7(a):/(2)] [/(8):7(a)]
Jasof Jtim () sim 7 () Jtim 7 (x)s tim £ ()]
(s8] [ 7(a)stim 7 ()] Jiim 7 (x)s £ ()]
J<o3a] J1im 7(x): 7 (a)] [ 7(a);lim £ ()]
Jas o] Jtim 7 (x) 3 1im 7 ()] Jtim, £ ()3 tim 7 ()]
R Jim rslim 7G| Jtm /()3 im £ ()]
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| Exemples §

1) On consideére la fonction numérique f définie par: f (x) = _13 .
X+

L'ensemble de définition de la fonction f est : DJrr = ]—00; —1[ U]"l;+00[ .
2 -3

I 1

Ona: =2+3=5>0.Donc, la fonction f est donc continue et strictement croissante sur

chacun des intervalles ]—00; —I[ et]—l;+00[ .1l en découle donc les résultats suivants :

CHEGOROIE T I SN s oy
()= tim )30 = i3 |+ (2svod) [ 72 im o <[ 5]

2) Soit f une fonction continue sur les deux intervalles ]moo 2 2[ et ]2 ;+oo[ et dont le tableau de variations

est donné par:

a3 w2
_ , |

—00 —00 || —o0

Déterminons les images des intervalles suivants par la fonction f :

s3] e A
o f(Feos=3]) = Jtim £(x)s£(-3)] =]-32].
« £([-3:2]) Jtim £ (x); 7 (-3) | = 133,
o 7 (12:4) [tim 7 (x); £ (4)] =321,
o () = Jtim 7 (2)slim 7 (<) =21

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x) =5 —2%+3

Déterminer les images des intervalles suivants par la fonction f :

I = ]~0;0] ; J=[1:7] ;. K=]5- ; - [J_ +oo[

WI It: L9ray.com :
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3.3. THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES

Proposition 13

Si f est une fonction continue sur un intervalle[a;b], alorspourtout 4 i

ey A SRR R i ¥

réel A compris entre f(a)et f(5),il existe au moins unréelcappar- =~ LN
Wi o pasc i

tenant a l'intervalle [a;b] tel que f(c) =A. gf(ﬁ 1

. End’autres termes : I'équation f (x) = A d'inconnue xadmet au moins -

une solution dans [a;b] , pour tout réel A compris entre f (a) et f ( b) . .

| Preuve |

Comme f est continue sur 'intervalle[a; ], alors il existe deux réels m et M tels que f ([a;b]) =[m;M].

Puisque les réels f(a) etf(b) appartiennent é[m;M] (en supposant par exemple que f(a) < f(b))
alors [f (a); f'(b)] < [m; M], c'est-a-dire que [f(a);f(b)] = f([a; b]) .11 s’ensuit donc que pour tout

réel A compris entre f (a) et f (b) , il existe au moins un réel c appartenant a [a, b] tel que f (C) =

oit la fonction numérique définie sur I'intervalle [0; 71'] par: f(x) =X+CoSXx

La fonction f est continue sur [0; 71‘] etde plusf(O) =] etf(f:] =7r-1.

Puisque 2 est compris entre f(O] etf(ir) alors il existe au moins unréelc € [0; :r] tel quef(c) =2.
Cela signifie que I'équation x + cos x = 2 admet au moins une solution sur I'intervalle [0; z].

—‘ Corollairﬁ }

Si la fonction f est continue sur[a;b]tel que f(a)x f(b) < Oalors I'équation f (x) = 0 admet au

moins une solution dans l'intervalle [a; b]. Si de plus, la fonction f est strictement monotone, cette

solution est unique.

On peut interpréter le résultat du corollaire précédent comme suit :
Sila fonction f est continue sur[a;b] etsi f (a)et £ (b)sont de signes

contraires, alors le graphe €, coupe I'axe des abscisses, au moins une

fois, en un point dont I’abscisse appartient au segment [a;b] 5
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SRR

1) Montrons que I'équation 8x* — 6x — 1 = 0 admet une solution dans chacun des intervalles

]_1;-%[, H;o[ et 0] :

On considére la fonction g définie sur R par: g(x)=8x" —6x-1
La fonction g est évidemment continue sur KK car c’est une fonction polynomiale.
1
eOna g(»l) =3 etg[—a] =1,doncg (—1).g [-%] < 0.D’apres le théoréme des valeurs

intermédiaires, 'équation g (x) = () admet une solution dans l’intewalle]—l;—%[ ;

eOna g[-—;—) = letg(O) =-1,doncg (0).g [—%J < 0. D'apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, I'équation g (x) = (0 admet une solution dans l’interva[le} 2 s 0[ .

eOna g(1)=letg(0)=~1,doncg(0).g(1) < 0. D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,

I'équation g (x) = 0 admet une solution dans I'intervalle |0;1[ .

D’olt 'équation 8x” — 6x — 1 = 0 admet une solution dans chacun des intervalles }—1;——;{ ,]w%;O[

et]O; I[. Comme de plus g est un polyndme de degré 3, ce sont les seules solutions sur R .

y b4
2) Montrons que I'équation x + sin x — 1 = 0 admet une unique solution dans l'intervalle / = [0;5] ;
On considére la fonction f définie sur/ par: f(x)=x+sinx—1.

La fonction f est continue et strictement croissante sur / en tant que somme des fonctions continues
: ; ) m r A

et strictement croissantes sur /. De plus f(0) = -1 etf[E] = E,_doncf(O).f [5) < 0.Daprés

le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 0 admet une unique solution dans / .

[Applications |

1. Montrer que chacune des équations suivantes admet au moins une solution dans l'intervalle / :

a) x*+x* +4x—1=0et I =[0;] ;  b) 2cosx-x=0 et I=[0;7]
) l+sinx=4x et et I=[0;12’~] ;d) tanx+x*=2 et 1=]§;§[

2. Montrer que I'équation x* — 6x” + 6 = 0 admet une solution unique dans I'intervalle[—2;0].

3. Montrer que I'équation x* —15x” — 6x” —37x —12 = O admet au moins une solution unique dans R*.
4. Soit f une fonction continue sur un intervalle / de R telle que: (Vxel) f(x)#0.

Montrer par 'absurde que la fonction f garde un signe constant sur l'intervalle /.
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3.4. PRINCIPE DE LA METHODE DE DICHOTOMIE

Soit f une fonction continue sur un segment[a;b] telle que I'équation f (x) = (0 admette une solution

unique & dans [a ;b] !
Pour déterminer un encadrement du nombre & , on démarre donc en ayant localisé la racine & entre les

réelsaeth (a <a< b) ; et on sait par exemple que sur cet intervalle, la fonction f (continue) est stricte-
ment croissante.

+b
On calcule alors le centre m du segment [a;b] (a savoir m = -‘IT) puis son image par [ : f(m) ,eton

la compare a 0.
Deux cas peuvent alors se produire :

§ f=) A @)

Saedrads

raze

FRRiessbaEIbs

@rocreveriveirss

Jroi geene ;

nluuunuT ﬁ

Cas ot f(m) <0 Cas o fim) >0
On a alors m < a < b. On reprend Onaalorse <o <m. Onreprend
la bissection de lintervalle en posant : la bissection de 'intervalle en posant :

a==m et buwb X a=a et b=m
puis on continue comme précédemment... puis on continue comme précédemment...

La fonction f est continue et strictement croissante sur[O;l] etona f (0) g (1) < 0. DoncI'équation [ (x) =if)

admet une solution unique & tel que 0 < & < 1. Déterminons un encadrement de & de longueur 0,25 .

Lecentrede[O;l]est%etonaf(%)=—%.Doncf(—i—}xf(l)<0 et—;-<a<1. (Longueur:l—%=%)
1 3 3 17 3 3 3 1
Le centre de| —;1 [est—et —|=——.D 1)x f1=1|<0 et—<a<l.(Longueur:l ——=—
l:z ]es 4e onaf[4] i cncf() f(4] A (Longu 2 4)

Ainsi : 3<a: <],
4
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@) FONCTION RECIPROQUE D’UNE FONCTION
CONTINUE ET STRICTEMENT MONOTONE

4.1. THEOREME DE LA FONCTION RECIPROQUE

l ProEosition 14 l

Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle et soitJ = f (1 ) :

Pour tout y € J, I'équation f (x) = y admet une solution unique xdans l'intervalle / .

La fonction qui a chaque élément y de J associe I'élément unique xde / tel que f (x) = y est appelée

la fonction réciproque de la fonction f et est notée 7. !

* Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [ et.J = f(I), etsi f~'

est la fonction réciproque de la fonction £, alors :

y=f“‘(x)@ f(y)==x
xed yel
ePourtoutxeJ : fof ' (x)=x.

o Pourtoutxel : /o f(x)=x.
* Soit f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / et soitJ = f ( I ) .

Si0 € J alors I'équation f (x) = 0 admet une solution unique dans / . C'est le réel £ (0).

e 2
+5
Soit f la fonction numérique définie sur 7 = ]—00;—1] par: f(x) . 5"
x —

Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J 3 déterminer

et calculons £~ (x) pourxeJ :
La fonction f étant continue et dérivable sur / car c’est la restriction d’une fonction rationnelle et on a
2x(x~2)~ (¥ +5) 52 _45-5 (x+1)(x-5)
(x-2)° (x~2) (x-3
11 s’ensuit donc que : (Vx € ]—00;—1[) f'(x)>0.

pourtoutxel : f'(x)=

Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur/, alors elle admet une fonction réciproque

définie sur l'intervalle J = f(I) avec: J = f(I) = :lelglmf(x) ;f(—l)] = ]—00; —2] a
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Détermination de /' (x) pour toutx € J :

Soitxe Jetyeltelsquey=f'(x).

2
Ona: y=f"(x)<:>x=f(y)<:>y +;=x<:>y2—xy+2x+5=0.
y—

Le discriminant de cette équation d’inconnue yest: A= (—*J«?)2 - 4(2x + 5) = x* —-8x—20

Puisque A > 0, alors I'équation y* — xy + 2x + 5 = 0 admet deux solutions réelles qui sont :

x—+vx*—8x-20 _x++x* —8x-20

N = 5 et ¥, = .
— 2_ i
ona: 3 +1=1 2N T8 (g (qarre s costadive: w42 S 0et i —8x-20 50)
— 2_ 2|
En définitive : (VxeJ) fhl(x)u_-x W

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet une fonction réciproque 7' définie sur

un intervalle J 3 déterminer puis déterminer une expression de £~ (x) pourxeJ :

1) f(x)=x"-2x+5 et I=[l;+0[ ; 2) f(x)=4x—-x" et I=]-0;2[
2 - . — x - .
3) f(x)=vx*-x-x et=]0;+m] ; 4) f(x)-x2+2 et I—I:O,\E]

4.2. PROPRIETES DE LA FONCTION RECIPROQUE

.I { Proposition 15'

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /, alors :

o La fonction réciproque f~ est continue sur f (I ) et a méme sens de variation que la fonction f .

e Les courbes représentatives de f etde /™' , dans un repére orthonormé, sont symétriques par

|
|
l rapport a la premiére bissectrice (c’est-a-dire par rapport a la droite d’équation y = x )

Soit y, et y, deux éléments distincts de f (I ) . I existe deux réels distincts x, et x,de telsque y, = f (xl )

ety, = f(x2 ) .il s’ensuit donc que : x, = ' ()’1) ghx = (yz ) Par conséquent :

f_i(yz)"'f_l(yl) X=X

Y: =N f(xl)*f(xz)

Cela signifie donc que les taux de variation des deux fonctions f et /' ont le méme signe et par suite,
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les fonctions f et /™' ont le méme sens de variation.

Soit €, et‘@ = les graphes de f et /' respectivement dans un repére orthonormé (O;? ,})
Soit M (x; y)un point du plan et M'(; x) son symétrique par rapport 4 la premiére bissectrice. Donc :
M(x;y)e®, @ y=f(x)ex=f"(y)o M (yx)ee,,

ey
il e

et

4-Fr
1
|

_-._._.__...__._-,.
$ -

N

T SEWEN W

&) FONCTION RACINE niéme . PUISSANCE RATIONNELLE
5.1. FONCTION RACINE niéme
Soitnun entier naturel non nul.
La fonction f': x > x" est continue et strictement croissante sur I'intervalle R* ; donc elle admet une
fonction réciproque définie sur l'intervalle f (R*’) = [ ¥ (0);xl_i&1¢ ¥ (x)[ =R,

F_‘ Définition 5 l

Soit nun entier naturel non nul.

La fonction définie sur R par x > x" admet une fonction réciproque définie sur R*.
p p

Cette fonction est appelée fonction racine nitme et est notée &/ .

Pour toutx € R*, {‘/J_c se lit « racine nitme du réel positif x »

{: Proposition 16 l

Soit nun entier naturel non nul. Alors :

e Pour tousxety de R":
| Pr=yeoy =x : Ux=tfy o>x=y ; Yr<ifyox<y
ePourtoutxe R": /x" =({E)ﬂ =X

e La fonction x > {’E est continue, strictement croissante sur R et de plus: lim ¥ x = +o.

B o]
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A4

v

O X

Remarques
e Pour tout réel positif x : %/; = \E .

e La fonction x = i/; est appelée fonction racine cubique.

e Soitaeth deux réels positifs.
= [’expression conjuguée deifa —best (i/; )2 + bi/; +b%.
= L’expression conjuguée de /a — b est ({/E )3 + b({/; )2 + b2 4a + 5.
Ces résultats et d’autres sont des transcriptions immédiates des identités remarquables suivantes :
xa—y3=(x—y)(x2+.xy+y2) ; J»:3‘+y3=(x+y)(x2 -—xy+y2)
(x+3) =2 +32y 4307 + 3 =5+’ +30p(x+y)
—pt= (J\:—y)(x3 +x°y+xy° +y3) =(x—y)(x+ y)(x2 —yz)
o Pour toutn € N" et pour toutx €[0;1] : x" <x< Ux.
o Pour toutn € N° et pour toutx € [1;+oo[ : &x <x<x".

e Pour tous réels positifs xet y , le signe delfx - {/; estceluidex—y.

o Soitaunréel non nuletn e N —{1}. Parité de n _
e s n pair n impair
L'ensemble des solutions de I'équation 5
" = g dépend du signe du nombre g et a>0 Sz{—%‘/E;Q/E} S={§/E}
de la parité de l'entiern.
Le tableau ci-contre résume tous les cas a<0 s=z |S ={ 2 _a}
possibles.




NAISSANCES FONDAMENTALES

———1 ProEosition 1.3 }

Soitaetb deux réels positifs, et p etz deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.

On a alors les propriétés suivantes :

1
%x%:ﬁ/ﬂb ; n_z—-l-_ (aveca>0) ;
a ¥a

e =4a T . (da) =t

432 $/27 x 4108
{144
sz A=§/§x{’f§;x{‘/22x33 z‘\*/24x2x{5/3_3x§/27x{/3_3=2§/5x\/§x\5x§/3_3=6#§
24 x3? 32t 3f3? 2x43
2) Classons les nombres3/5, v/2 et /10 par ordre croissant :
Ona: %/§=€/5_2=3/E et \/5=€/2_3=\6/§
Puisque{'/g<%<525,alors:\E<W<%/§.
3) Résolvons dans R I'équation suivante:  (E): N+z+-x=32

L’équation (E) est définie lorsque 1+x >0 et 1-x > 0, c'est-a-dire pourx € [—1;1] ‘

1) Simplifions le nombre: A=

Soitx € [~1;1].0Ona:
o7+ 5 =45 o (Y% +43) = (42)
= (i/l-i-_x)a+(UITx)3+3%/1+xx%/1—x(%/1+x+%fl—x)=2
& Lx+1-x+3+xx1-x(¥2)=2
o 3¥2x-x =0

& 1-x=0
& xt =1

< x=1oux=-1

Par suite, I'ensemble solution de I'équation (E) est: §= {—l ;1]l ;

4) Résolvons dans R I'inéquation suivante : 3/x+1<2

Cette inéquation est définie lorsque x +1 2 0, c’est-a-dire pour x € [—1 S oo[ a

Soitxe[—1;+oo[.0na: \}Sx+1<2<:;>(\/3x+1)3 <P+l S x<l,

Par suite, 'ensemble solution de cette inéquation est: § = [—1; ?[ .
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5) Résolvons dans R I'inéquation suivante : {/(x - L'Z)(x2 -x+ 3) >x—2

Soit D I'ensemble de définition de cette inéquation.Ona:
2
11
rxeDe (x—2)(x2 —x+3)20<:> x—220¢& x22  (Car: xz—x+3=[x—%J +I>0)

Donc: D=[2;+oo[.

On a maintenant pour toutx € D :

g/(x—Z)(x2 —x+3) >x-2 «m»(x—Z)(Jc2 —x+3)>(x—2)3
o x-x+3>(x-2 )2 (car2 n'est pas solution del'inéquation)

& —x+3>-4x+4
1

B X>—

Par suite, 'ensemble solution de cette inéquation est: S = ]2 i+ oo[.

Wosexter_ ., Bx B

1. Simplifier les nombres suivants: 4= et =

324300000 x 31024 ) 72943

2. Comparer les nombres {[5 et 4.
3. Montrer que : (Va = R*)(Vu € N")(Vp € N*) s taxta="a".

4,a) Développer (2 + '\5)3 et (2 = \5)3 »
b) En déduire la valeur exacte du nombre: E = %/20 +1442 - {/20 ~144/2 .

5. Résoudre dans R les équations suivantes :

16x* -81=0 ; 8 -27=0 ; 64+147°=0 ; (2x-1]+343=0

Gadr=12 ; Yras+ix+6=x+11 ;5 Y(x+1) -3(x-1) ==

6. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

P-1)(x +8
X =-320 ; 16x*-25<0 ; ¥Yx+2<3 ; x+2>Yx*+8 ; (x )( +)>0

x _,3\/5 -
{ Proposition 18 ' .

Soitu une fonction positive sur un intervalle ouvert/etx, € ] .

e Siu est continue sur / alors la fonction {‘/z_; est continue sur/.

e Silimu(x) = ¢ alors }2‘2 3u (2)= e,

X%,
i . Siligtu (x) =+ alorsli_’xg ffu(x) =+,
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_ . i
1) Calculons la limite : Iimx—l*-E
=9  x—-9Q

Le calcul direct de cette limite conduit 4 la forme indéterminée « 9 ».
2
T Jx—~1-2 [(\f3x~1 +2\/3x~—1+4]
Ona; lin; x_1m2=1i_13;( ) 2) |
: =i = (x~9)[(w3fx-l) +2\3/x~1+4}

i ] (3x-1)3—8

o (x—9) (Q/x_—l)2 +23/x_—1+4]

=lim -
(x-9) (i/x—l)2+2i/x—1+4j]
- lim .

2 (%/ﬁ)z +23x-1+4

Yx-1-2 1 1

Par suite: lim = =—,
=9 x-9 2°42x2%x4 12

2) Calculons la limite : lim (\}3 x* +3x - 2x)

Le calcul direct de cette limite conduit a la forme indéterminée « +00—00 » .

Ona: lim (%/x3 +3x —2x) = lim (sfxz (1 +iz] —2?‘} = lim ;{3 (1 +iz] E 2}‘
X—>+e0 X—too x Xyt x

Or: lim x= +w0 et lim( [1+%J—2J:—1;donc: Iim(\l3x3+3x~2x)=—oo.

X—+o0 X0 x X—r o0

3) Calculons la limite: lim (\I3 X+ +2-x+ 5)
X400
Le calcul direct de cette limite conduit 4 la forme indéterminée « +00—00 ».

3
(\)3 x3+x2+2) -
Onapourtoutxe R’ : Ux’ +x> +2-x45= 5
(\/3x3+x2+2) +x3x° +x* +2+ X7

Il s’ensuit donc :

Y +x* +2—-x+5= ¥ +2 +5

2
[Jx3[l+i+—2;]} +x#x3(l+l+—23—]+x2
X x X X

+5




Or: llmi*{) et hmi—O et hm~2—=
J.-—me J:—)'Hﬂx X=p+00
Par suite : lim(ilxa+x2+2-x+5)=1:}1-01+5=1,f6”.
X=r+00 + 3

Yr+1-x+1

4) Calculons la limite : lim ———+—

Ly e e

Le calcul direct de la limite lim (%}x +1—-+x+ 1) conduit 4 la forme indéterminée « +00—00 »,

Xt

En posant £ =%x+1, on obtient:

 Yari-vaal Q) jr)  pep o
lim = lim = lim -‘5"'"—"6—'—-].1111—6=1
x—b-l-on,Jx+1 \/x+1 x»—)-!-m%(xvf’l {{(x+1) r—rmt t—n _f

1. Etudier la continuité de la fonction f : x > $
x —

2. Calculer les limites suivantes :
¥ %lx+ -1
lim : lim (w}s 8x3+x—2x) ; lim (\/x2+1—3/x2+1) :
x40 ,{/— - x—r-to0 x40 x-bO .‘4’ x+1-1
3 - 3 o 1l - e
i xr6-x+2 fmArx=1 1im(“’—x4~x2+x) . Y2x-3-33x-5

1im
x=2 x—2 =0 sginx x—3—w x=32 J7x+2 _J5x+ 6

3. Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle[—3;+ oo[ par:
Ux+3-2
pg S

x=3
3)=

a) Montrer que la fonction f est continue sur I'intervalle [—3 o 'oo[ .

six#5

b) Calculer la limite lim f(x).




AISSANCES FONDAMENTALES

5.2. PUISSANCE RATIONNELLE D’'UN NOMBRE STRICTEMENT POSITIF

—i Définition 6 '
p

Soitaun réel strictement positif et » un nombre rationnel. On pose r = £ avec peZetgeN".

Le nombre a” est le nombre {/a” . Ce nombre est appelé la puissance rationnelle du nombre a

d’exposantr.

Soitaun reel strictement positifetn € N* — {1} :

1 1 1
Ona: \/E = %fc—: =7 et 3/5 = a’. De fagon générale, on a I'égalite : {'fc_x =i

—«' Progosition 19 }

Soitr etr’ deux nombres rationnels, et et b deux réels strictement positifs.

Alors on a les égalités suivantes :

32x327x 4108
7 .
25l 33% 22 33l 2 - 2 2 5.1 1 §.81 3
4 4 4 e s X, s
( ) x( ) xg X ) =24x3jx2?x3 22424’:32*’;—;:22}(3:6\5
(2x3)s 24 x34

Simplifions le nombre 4 =

Ona: 4=

1. Simplifier les nombres suivants: (a € R etb e R’ )

3
2 1 5 21 23 3 agb% 4 _1“
(125)5 x(625)% x(25)2 (75)2 x (3 )% x(21)+ a
X = [ ¢ SET Y 2 T &R s
I i
6
2.a) Montrer que pour tout x € [0;1] : x7 > x
b) En déduire que pour tout(x,y) e (R: ]2 : J/x_s-}-{/_)? » 3 (x-l;y)‘S 3
2

S
i sl |
:z 1 A2 [4 xJ 2

3.Calculer les limites suivantes: lim| x*> -=x* | ; lim—— ; lim~— 2 .




-IA' ETUDE DE LA CONTINUITE l

1) Soit f la fonction numérique définie sur R par:

2
f(x)= X +x+2-2 S

x—1

=3

Montrer que la fonction £ est continue au pointx, = 1.

(x):____2x2+x—1 si x;ﬁ—l-
& 2x* =3x+1 2

3) On considére la fonction numérique # définie sur R par:

i 2
k(x): 2¢cos" x—cosx—1

= &1 X<l
3
Sh(0)=~-=
(0)=-2
h(x)=1+xsin(}-) si x>0
{ X

a) Montrer que la fonction / est continue & gauche en0.

b) Montrer que pour toutx € R, : |h(x) - I| < x eten déduire li%_h (x).

La fonction 4 est-elle continue en 0 ? Justifier la réponse.

2) Déterminer la valeur du réel a pour laquelle la fonction numérique g est continue en = :

1) Montrons que la fonction f est continue au pointx, =1 :

(mmz)( ¥ +x+2 +2)

x+2

2
g B =By S LT ATR g
A9 e x-1 s (x—l)( x2+x+2+2)
2 =
Donc: lim £ (x)=lim i =i e Al iy

m
. ==V rxe2+2) -1 Faxt2+2) T rxe2+2

Puisque lin’ll I (x) = (1) alors la fonction f est continue au pointx, =1.

2) Pour que la fonction g soit continue en% il faut et il suffit que : lim g(x)= g(%]
X

-
=




2x* +x-1 lim(zx D(x+1) . x+1

=—3.Parsuite: a =-3.

Ona: limg(x)= lim

x—)E x—}— 2x2 3x‘+‘l x—)— (2.76 1) (x I) x-.-)-_ X 1
3) a) Montrons que la fonction /% est continue 3 gaucheenO :
2cos® x— 1 cosx—1)(2cosx+1
Ona: limA(x)= lim it zcosx = lim ( )(2 ) il (Zcosx+1)
x=0" x—07 > o x—0" X x—»[}‘ x
On saitqueliml_cosx ,.l ;donc: lim h(x):—lx3=—§.
=0 x 2 X0 2 2

Ainsi : 1131 h(x] = h(O) et donc /4 est continue 4 gauche en0.

s 8
sin—.
X

. 4
XSsin—
s

=X

b) On a pour tout x € R, : |h(x) - 1‘ -

1
sin—| <1 et x>0;donc:x

On sait que : sinl* < x . Par conséquent : (Vx € R:) Ik (x)- 1| 2%
x x
Puisque | hm x=0,alors: hl})l h( )=1.
Ona: limA(x)=1et h(0)=-=, donc llm 1 2(x) # h(0). Donc, la fonction 4 n’est pas continue 3 droite .

x—0"

en0. Il s’ensuit donc que la fonctlon hn’est pas continue en 0.

e Pour montrer que !ilg i x) = €, il suffit de montrer qu'au voisinage de a :
If(x) - €| < g(x) avec El_’n}g(x) =4
On pourra aussi montrer que : 4(x) < f(x)-£ < g(x) avec lim g (x)= il_lgxh(x) =

© On étudiera la continuité d'une fonction f en x, lorsque f sera définie sur un intervalle ouvert

contenant x, . Pour démontrer que f est continue en x, il suffit de montrer que lim £ (x) = 1 (x, ).
Axg
* Pour étudier la continuité d'une fonction £ en un point X, , il est parfois intéressant d’étudier la

continuité a gauche et la continuité a droite puis appliquer le résultat :
(f estcontinue enx,) < lim f(x) = lim f(x)= f(x,)
X->xg XKy

-II' CONTINUITE SUR UN INTERVALLE l

+ 2 7 r“—
1) Soit f la fonction numérique définie surR par: f (x) o ————— T ]

Etudier la continuité de la fonction f surR.
g(x)=2x"-5x-+3-x si x<2
2) Soit g la fonction numérique définie sur R par: P — 62 11 —&

g(x)= T i x>2

Etudier la continuité de la fonction g sur R .

ray.com



TECHNIQUES ET ASTUCES

3) Soit 4 la fonction numérique définie sur I'intervalle ]—1 - 1[ par:

2
h(x)=—x—4ﬂ §i ~1<x<0

r‘:(x)=1—r--£2E si 0<x<l1

1) Etudions la continuité de la fonction f sur R :

2
X' +2x=T
Pour tout réel x, on pose : u(x) = ~2—3
X+

OnapourtoutxeR : f(x) =u(x)+,fv(x) .

o La fonction# est une fonction rationnelle définie et continue sur R car : (Vx € R) x+3#0.

et v(x)=x"—x+1.

e La fonction v est une fonction polynéme continue sur R.

Par ailleurs le discriminant du trinéme x> — x + 1 est strictement négatif (A = (—1)2 ~4x1x1=-3).
1 en résulte donc que: (VxeR) v(x)>0.

On en déduit donc que la fonction X > /v (x) est continue surR .

e Enfin, la fonction f est continue sur R en tant que somme de deux fonctions continues sur R .
2) Etudier la continuité de la fonction g surR :

o La fonction x > 2x* —5x est une fonction polyndme continue sur l'intervalle |-o0;2] .
La fonction x > 3 — x est une fonction polyndme continue et positive sur I'intervalle ]—woo A 2[ .
Il en résulte donc que la fonction x \/B—_x est continue sur ]—oo; 2[.
Enfin, g est continue sur ]—oo > 2[ en tant que différence de deux fonctions continues sur cet intervalle.

3 2
. x —6x"+11lx—6 . o
e La fonction x > 7 _4 est une fonction rationnelle définie et continue sur ]2 3+ oo[ .
x —

Donc il en est de méme pour la fonction g .
e Etudions maintenant la continuité en 2 :
Ona: Ih?_g(x) = lim 2x* - Sx+3—-x=-1=g(2).

x—=2"

Donc la fonction g est continue a gauche en2.




¥ =6 +11x-6 _ (x=2)(x* —4x+3)

Ona: lim g(x) = lim = = 1mx2_4x+3=—l.
=2 X2 x*—4 x=2" (x—2)(x+2) x=2" x+2 4

Puisque Iil‘g g(x)# g(2), alors Ia fonction g n’est pas continue a droite en 2.

Conclusion : La fonction g
3) Montrons que la fonction / est continue sur Uintervalle ]—1 : 1[ s
e La fonction x = x* +1 est une fonction polyndéme continue et positive sur I'intervalle ]—1 ;0[.
Donc la fonction x > \/xz_-i-l —1 est continue sur]—l ;0[‘
La fonction x > xsin x est continue sur]-l ;0[ comme produit de deux fonctions continues sur cet
intervalle. De plus, on a pour tout x € ]—1 ;0[ : ¥pinx =0,
Ainsi, & est continue sur ]—1 ;0[ en tant que quotient de deux fonctions continues sur cet intervalle.
e Les fonctionsx - 1 —cos x et x > x?sont continues sur l'intervalle ]0;1[ .1l s’ensuit donc que la
fonction / est continue sur]O; 1[ en tant que quotient de deux fonctions continues sur cet intervalle.

* Montrons maintenant que la fonction /4 est continue en0 :

2 _ 2
Ona: lim h(x) = lim X 1L " = lim ——2 -

X =—x]=—,
- 0 xsinx  x-0 xsinx(~’x2+1+l) 0 Jx2 4141 sinx 2 2

Puisque lim A(x) = 4(0)

x—=0"

, alors la fonction /1 est continue 4 gauche en 0,

\ . 1=
Ona: lim h(x) = lim ——C—fﬁ= l = h(O) . La fonction /4 est donc continue a droite en 0.
x—0 =00 x 2

Conclusion ; H

-ﬁc' THROREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES |

1) Montrer que I'’équation 3|x - 2! —54/2x —1 + x* = 4 admet au moins une solution dans [1 ;5].
2) Soit g la fonction numérique définie sur K par: g (x) = x* +sinx—2.

et soit C@g sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
: : / T
Montrer que la courbe €, coupe I'axe des abscisses en un unique point sur I mtervalle}O ;—|:

3) Soit f la fonction numérique définie sur R par :f(x) =22 +3x—4.

a) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution unique & dans R .
b) Vérifier que: O<a <1.

¢) Déterminer un encadrement de & d’amplitude 0, 25 .

or more visit: L9ray.com




4) Soit 1 une fonction numérique continue sur chacun des intervalles ]—00 5 3[ et ]3 i+ 00[ et dont le tableau

de variations est donné par:

X |-o0 0 3 +00

35 +c0
() /' \
3 b 0

a) Déterminer les images des intervalles suivants par la fonction h:
Josof 5 [0:3[ s o3[ s I35+

b) Démontrer que 'équation z(x) = 0 admet exactement deux solutions dansR - {3} %

1) Montrons que I'équation 3|x - 2| —542x~1+x* = 4 admet au moins une solution dans [1 ;5] C
On pose pour tout x € [1;5]: F(x)= 3|x—2|- 5v2x—1+x%.
| e La fonction x —> x —2 est une fonction polyndme continue I'intervalle [1 ;5] ,donc il en est de méme
pour la fonction x > |x - 2‘ ;
La fonction x > 2x — 1 est une fonction polynéme continue et positive sur l'intervalle [1;5].
Donc la fonction x > JZT—-i est continue sur ]—1 > 0[.
La fonction x > x? est une fonction polynéme continue sur l'intervalle [1 ;5].
Par conséquent, la fonction F est continue sur I'intervalle [1 ; 5] :
eOna: F(1)=-1et F(5)=19,donc: F(1)<4< F(5).
Donc, d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 'équation F (x) = 4admet au moins une solution

dans l'intervalle[1;5].

2) Montrons que la courbe €, coupe I'axe des abscisses en un unique point sur I'intervalle ]0;%[ :

Les fonctions x > x> — 2 et x > sin x sont continues sur R , en particulier sur I'intervalle |:0 ;—] ;

= < 3 . .
Donc la fonction g est continue sur [O;E} en tant que somme de deux fonctions continues sur cet

intervalle.




ELIWI ECHNIQUES ET ASTUCES

2_
Onadeplus: g(0)=~2 et g(%]: 7 —4

L ipar conséquent: g(0).g [gj <0.

y : . . i T .
Puisque les fonctions x > x* — 2 et x > sin x sont strictement croissantes sur [0 : E-} ,alors la fonction g

. . " " .
est aussi strictement croissante sur |:0; -5:| en tant que somme de deux fonctions strictement croissantes

sur cet intervalle.

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x] = 0 admet une solution unique dans

Iintervalle ]0 ,%}: .D’oty, la courbe €, coupe I'axe des abscisses en un unique point sur l’intervalle]ﬁ;f—[.
3) Soit f la fonction numérique définie sur R par: £ (x)=2x" +3x—4.

a) Montrer que I'équation f (x] = 0 admet une solution unique @ dans R :

La fonction f est une fonction polynéme continue sur R . De plus, la fonction f est dérivable sur R

etonapourtoutx € R : f'(x) = (x3 - 3x-1)’ =3¢ 4.3,

Puisque f '(x) > O pourtoutx e R, al;Jrs la fonction f est strictement croissante sur R .

On en déduitalors: f(R)= f(]-—oo;+oo[) = ]}ﬂf(x) ;xl_igf(x)[ = J-o0;+ o0 =R.

Comme 0 € f(R)alors il admet un unique antécédent dans R .

Par suite, 'équation f (x) = 0 admet une solution unique & dansR .
b) Vérifier que: O<a <1.
La fonction f étant continue et strictement croissante sur R .
Par ailleurs, ona: f(0)=—4 et f(a)=0 et Fl=1.
Commef({]) <f(a)< f(l),alors: O<a<l.
c) Déterminer un encadrement de & d’amplitude 0, 25 :

Le centre de 'intervalle ]O; 1[ est: sl

= .% De plus : f[—;»] = —% et f(1)=1.Donc: a e }%;1[.
Le centre de l'intervalle ]%;1[ est % De plus: f[%] = ~% et f(1)=1.Donc: @ € :l%;l[.

On remarque que :1—% = 0,25, donc un encadrement de & d’amplitude 0,25 est : % <a<l.

4) a) Détermination des images des intervalles par la fonction :

e La fonction /4 étant continue et strictement croissante sur l’intervalle]——ao ” 0[ .Donc:

h(]-030[) = |tim h(x); lim h(x) = 1332

X=y—o0
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o La fonction /1 étant continue et strictement décroissante sur l'intervalle [0 ;3[. Donc:

([053]) = Jiim A(x);(0) | =]-0:2]

e La fonction & étant continue et strictement décroissante sur l'intervalle ]3 s+ oc[ .Donc:

(J3s+eel) = Jtim h(x): lim h(x)] = 10540
o La fonction / est continue mais n’est pas strictement monotone sur l'intervalle |-o0;3[ .
D'aprés le tableau de variations de i, ona: h(]~0;3[) = ]-3;2] U ]-w0;2] = J-0;2]
b) Montrer que I'équation /1(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R {2} :
e Ona: h(]3;+[)=]0;+[ ; donclafonction s ne s'annule pas sur |3+ o[ .
e Ona: h(]-;0[)=]-3;2[ et0e]-3;2[.
Donc I'équation 4 (x) = 0 admet une solution unique dans I'intervalle |-0; 0[
o Ona: A([0;3]) = ]-0;2] et0 € [-w0;2].

Donc l'équation h(x) = () admet une solution unique dans l'intervalle [0;3[ ;

Condlusion : I'équation /(x) = 0 admet exactement deux solutions dans R-{3}.
o I faut bien se rappeler que le théoréme des valeurs intermédiaires, qui estlié a la b gl

continuité de la fonction, assure I'existence des solutions. Pour montrer que I'équation
f(x)=4 (ouA € R)admet une solution unique ¢ dans un intervalle / donné, on essaye
souvent de montrer que la fonction f est continue et strictement monotone sur l'intervalle / puis
verifierque A € f([).

o Pour encadrer par dichotomie la solution d'une équation f (x) = (0 sur un intervalle [a ;b] avec une

précision donnée, on suit les étapes suivantes :

= Vérifier que 'équation f ( x) = 0 a une solution unique sur cet intervalle.

a+b
=i

= Soitc le milieu de l’intervalle[a A b], c'est-a-dire: c=

Si f(a).f(c)<0,lasolution est dans I'intervalle [a;¢], sinon la solution est dans [e:0] .

= Continuer en testant le milieu du nouvel intervalle, jusqu'a avoir la précision voulue.
e On rappelle bien que I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

o Si f est continue sur un intervalle / et ne s’annule pas sur / , alors f garde un signe constant sur 7

E




Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle I = [2 + oo[ par: f (x) =x* —4x+3

1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque /' définie sur un intervalle J & déterminer.
2) Dresser le tableau de variations de la fonction 7.

3) Tracer les courbes € et € ~ des fonctions f et /™' dans un méme repére orthonormé ( 0;1; }) ’

4) a) Déterminer £~ ( 0).

b) Calculer ™' (x) pour toutx € J .

1) La fonction f est dérivable sur I car c’est la restriction d’une fonction polyndme sur cet intervalle.
De plus, on a pour toutx €  : f'(x) = (Jc2 -4x+3)f =2x—4.
Par conséquent, pour tout x € |2;+c0] : f'(x) > 0. Donc la fonction f est strictement croissante sur 7 .
Puisque f est continue et strictement croissante sur/ , alors elle admet une fonction réciproque '
définie sur l'intervalle J = f (1) avec: J = f([2;+ oo[) - [f (2),}L1}1wf(x)[ =[-1;+o[ .

2) Tableau de variations de la fonction /™ ;

Comme f est strictement croissante sur l'intervalle / et comme fet £ ontle méme sens de variations

(respectivement sur / et f (1 ) ), alors la fonction f ' est strictement croissante sur l'intervalle J .

F 3

X -1 +00

/(%) /""’0
2 -

3) Tracés de € et € o

\

N

Les courbes € et € - Sont symétriques par rapport

a la droite d'équation y = x (premiére bissectrice).
4) a) Déterminons /' (0) :

Posonsa'mf"(O).Ona:f(a)=03to:ef. €,

v

-

Donc @ est la seule solution de I'’équation f [x) =0dans/.

ISit: L9ray.com



En résolvant I'équation x> —4x +3 = 0, on obtient = 3. Par suite : e (0) i

b) Calcul de /™' (x) pour toutx € J :
SoitxeJetyeltelsquey=f'(x).Ona:
y='(x)e f(y)=xo )y -dy+3=xo (y-2) =x+1
Puisque x € J ety € [ ,alors x 2 lety > 2.1l en résulte donc que :

y=r" (x)<:>y—2=x}x+1 &Sy=2++x+]
Parsuite: (VxeJ) /7 (x)=2+x+1.

o Pour montrer qu'une fonction f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle

J a déterminer, il suffit de vérifier que la fonction f est continue et strictement monotone

sur un intervalle / puis utiliser le théoréme de la fonction réciproq'ue avecJ = f(I).
o Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1 alors:
» La fonction réciproque f ' est continue sur (I ) et a méme sens de variation que la fonction f .
= Les courbes représentatives de f etde /', dans un repére orthonormé, sont symétriques par
rapport 4 la premiére bissectrice (¢’est-a-dire par rapport a la droite d'équation y = x )

e En général, on ne sait pas expliciter la fonction réciprogue d'une fonction continue et strictement
monotone sur un intervalle, mais on connait des propriéteés sur cette fonction :
monotonie, continuité, limites, graphe,.....

o Pour déterminer I'expression de /' (x) pourx € J, on utilise souvent I'équivalence :
s ot X p )=
y=r ) [F0)=x
xeJ yel

La formule obtenue en fonction de x donne 'expression de /' (x).

—i B ' UTILISATION DE FONCTION IRRATIONNELLE F

1) Classer dans 'ordre croissant les nombres suivants : %/Z 8 i‘/g ) {’/ﬁ :

2 g e
L xeaxdle | (27) x(81):x9?
JI8 x+3/256 33

3) Soita etb deux réels strictement positifs. Etablir I'égalité suivante :

(0] Jostenf ] oty ]

2) Simplifier les nombres suivants :

W] -
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4) Calculer les limites suivantes :
\l -2 :
im i . Aoih ({/x3+5x2+7-4x) ; 1hn(J’8x3+x2+7—2x)
x Sm X=p400 A—+00
1 1 ‘
Qeaich 2 Als. 3]
}ﬂf_li‘_ H lim(Sx—1+%!3—x) : =L ; i J— =
x2 —3x

5 s lim ————
x—»] {/_ 1 "“"’“’\E—‘/x-i-l

5) Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes
P3+x-3Y3-x =39 i Wx+1 —%E=l ; AUx-5<2 ; Yl +2x+8<x+2

3
6) Soit f la fonction numérique définie par: f (x) e

342
a) Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f .

b) Etudier les variations de la fonction £ .

©) Soit g la restriction de la fonction sur l'intervalle = :|~oo 35 [ ;

Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g dont on déterminera I'ensemble
de définition J .

d) Calculer g™ (x) pour toutx € J .

1) Classons dans 'ordre croissant les nombres : %/‘_l ,% et {‘/1_5 ;

Ona: ¥4 =R4* =¥256 et Y6=46 =216 et 915 =415 =4225.
Puisque la fonction x > ¥ x est strictement croissante sur R" ,alors: 216 <9225 <¥/256
Parsuite:{‘/g<€/1_5<?;/z.
2) Simplification de 4 :
42066 P xax\Bx6 _ 2 xiEx2Ex6 235 _ 3 B
8)(\/‘\/256 \/9X2X\/E 3\/§><\f— \[2_4 %/2_3 2

Ainsi: 4 =16.
Simplification de B :

B (27)§ X (81)% X 9% _ (33 )§ X (3‘ )7‘ X (32 )5 3% x3%3°  Zaus 2

3 =3' =3, Ainsi: B=3.

17 - 17 A
37 33
3) Soita etb deux réels strictement positifs. On a :

r 1% L | i 4 % 4 X % 11 1 ;
(a“+b4} =(a4 +b“Jx[a4+b4J =a4(a4+b‘*} +b“{a‘+b“}

17

33




Par suite : [a
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+
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=
i

4) Calcul des limites :
i}x+8—2_1i x4+ 88 % 1

=lim

% sin x(%}(x+ 8)" +23/x+8 +4) = E‘ﬂ”‘.{/(aws)2 +23x+8+4
1

. Ax+8-2 1
Par suite : lim————— =1x—=—
=0 ginx 12 12

e lim (3 X +5x2+7 —4x]= lim (J;S [1+—5-+i3]—4xj= lim x[#(l+§+%)—4J=—oo
P F—r4m X x X—p4on i R
. 5 17 .
Car: lim [3 [1+—+~?]—4}=——3 et lim x =+o0.
X0 X X x4

2, 4.3
. lim( 8x3+x2+7—2x)=11'm 8’ +x" +7-8x

X—rtoo x 2
W(%}Sf +x° +7) +2x38x> +x* +7 +4x°

8x® +x*+7-8x"

o lim——
>0 sinx

= lim .
Hm(w}38x3+x2+7) +2x38% +x* +7 +4x”
' 5 x*+7
=i 2
le:[ 8+l+-7?J +2.<’8+l+13+4}
£ % X X
1+l2 1
ponc: lim (Y8+" + " +7 ~2%) = lim — -
o ) 38+l+~7— +2 8+l+~7—+4 B -
x x U x x
Car liml“:hm%ﬁ{].
x-yb x Xy
r 1
1 1 x3[x ‘2—~2J ) 2
4 _ 3 i 12
011mx] 2x=1im =11mx3xx 2—0
X—pt+0 =L X—=r+0 __l_ E o ) _l
x? —3x x(xi-SJ x*-3

Car: limx2=limx?=limx3=0.
Xyt x40 Xpto0




Xy o ] X X X=p—00

hm(Sx 1+33- x)»—llmx[S—l-lr L ]zlimx{s—-!——
x

Ona: limx=o et]im-!w—- limi= liml—O,donc: lim(xz—Sx— 3—x)=—oo.

X=p =00 X340 X e ] X L S x3 X—r—0

I -1 ) (xz—l)(%?+§‘/x_2+{/;+1) _ (x+1)({/§+%‘/x_2+%‘/;+1)

i 8
e lim =lim =lim =—
R I = (x—l)(@/x—“+%/x_2+1) -1 It 13 +1 3
' 3
i =T 8 )t ) ﬂ(m)
x—>+w\/__6x+1 xqm%lx_ﬁ_l (x+1)2 BT xﬁ G[(x.}.l)
X
* 4
Comme lim ! x’ = lim ! (x+1) = Qalors hmJ_ Vx+1 =0

X=p4oo x+l X0 x6 xMJ— m
o Pour I'équation: /3+x—33—x =§9— x?

L’équationaunsenssi: 3+x>0et3-x>0et 9—x> >0.

L'ensemble de définition de cette équation estdonc: D, = [—3;3] X

En utilisant I'identité remarquable (a — b)3 =a’-b’-3ab(a —b), onaalors pour toutx € D,.

NV3+x-Y3-x=89-x* @(3/34—::—\3/3“3:)3 =+/9 — x?

<:>(3+x)~(3—x)—~34/9—x2.{/9—x2 =v9—x*
& 2x-3V9—x* =92 (car : Yalla =+a)

& x =29 -x?
@(x2=4(9—-x2) et xez[O;B])
&5

= x=

5
S 6v/5
Par suite, 'ensemble solution de cette équation est : S, ={—

5
o Pour I'équation: Vx+1—3/x =1
L'équationaunsenssi: 1+x>0 et x> 0.

L’ensemble de définition de cette équation est donc: D, =R",

OnapourtoutxeR* ;

\fx+1~{/.1_c=l<:>\/x+1—1=i/;<:>(\/x+1—1)3=x<:>(x+1)\/x+1—3(x+1)+3«/x+1-12x
ce qui donne : \lx+1~ﬂ=1<:>\/x+1(x+4—4dx+1)=0¢)(\}x+ =0ou x+4=4\/x+1)

VISIt: L9ray.com
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TECHNIQUES ET ASTUCES

orvx+1#0,donc: Va+1-x=1¢ (x+4) =16(x+1) < x* -8x=0¢> (x=00u x=8)
Par suite, ensemble solution de cette équation est: S, ={0;8}
e Pour l'inéquation : %/xTS <2

L’inéquation a un sens si x—52>0, c'est-a-dire:x =5,

L’ensemble de définition de cette inéquation est donc: Dy =[5;+00[ .

Onépourtoutxe[5;+oo[ Yx-5<2ex-5< o x-5<8 o x<13.

Par suite, 'ensemble solution de cette équation est: S, =[5;13]

e Pour I'inéquation : /x* +2x+8 <x+2

L'inéquation a un sens si x> +2x+8>0.
Le discriminant du trinéme x* + 2x + 8 est A = 2> —4x8 = —28. Comme A < 0, alors x* + 2x+8 20
pour tout x € R. L’ensemble de définition de cette inéquation est donc: D, =R.
Onapourtoutx € R :
h? +2x+8<x+2 & 2 +2x+8<(x+2)
S +2x+8<x +6x” +12x+8
& X +5x +10x20

< x(x’ +5x+10)20
Le discriminant du trindme x? + 5x + 10 estA = 5> —4x10 =—15, donc: (Vx EIR) % +5x+10>0.
Par conséquent: Vx* +2x+8 <x+2 < x20.

Par suite, 'ensemble solution de cette équation est: §; = [0;+ oo[.

x’ -1
X +2
a) Soit D I'ensemble de définition de la fonction f.Ona:

6) Soit f la fonction numérique définie par: f (x) =

D, ={xeR/x¥+220}={xeR/ s #2}={xeR/x=-32|
Par suite: D, =:l—m;—%f§|:u]—i/§;+oo[.
b) Variations de la fonction f :

La fonction f est une fonction rationnelle dérivable sur tout intervalle inclus dans D,.

De plus, on a pour toutx € D, :

N ETE R

(¢ +2) (¢ +2)

¥ +3

Ona pour toutx € D, : f'(x) 20,




Tableau de variations de la fonction 1 :

f ’(x) + + 0
. = :
1 / —00

c) Soit g la restriction de la fonction sur lintervalle ] = :l—co;-i’/f[.

La fonction g est continue et strictement croissante sur I'intervalle / . Donc elle admet une fonction
réciproque g~ définie sur l'intervalle J = g(I ) = ]I;+ oo[ .
d) Expression de g™ (x] pour toutx € J :

Soitx € Jet y € I tels que : y=g'1(x).0na:

3
y=g"(z)x=g(y) & x= y3;; ¢:>xy3+2x=y3~1<:>y3=2x+1
. %

Par conséquent: y =g~ (x) < »° . S y=- (car: x>1et
x=1 x— x-1

Parsuite: (VxeJ) g™ (x)=-3 2 +11 .
x—

» Pour calculer les limites contenant des racines niémes , j] est parfois plus intéressant
d'utiliser les régles de conjugaison.
En pratique on utilise souvent les régles suivantes :
_ 2 _p3 3
VA-B==L  Yi-p=AE gy ArE
JA+B {4 +B34+p Y4 -4+ B

e Pour résoudre une équation ou inéquation avec des fonctions racines niémes , on fait appel souvent aux

identités remarquables et le fait que les fonctions racines niémes sont strictement croissantes surlR",
Souvent en pratique, on utilise les identités suivantes :

(axd) =a*+2ab+b ; (a-b) =a® —3a°b+3ab’ ~b' =a* ~ b —3ab (a-b)
(a+b) =@ +3a°b+3ab* +b° =a* +B° +3ab(a+b) ; o —b' = (a=b)(a* +ab+b?)
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EXERCICES ET PROBLEMES

‘ LIMITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE l i Jx+12 -B3x-4 J_ find ) D
B siis | e P
EYERCICE 01 :

Va-x* +x-2 i 2]

lim ;B

Calculer les limites suivantes : #52 x—2 . (x +1) (x -2)

lim (45 -3 +7) 5 Jim(-2x' e =3x-1) § g 2oV 4 g B =]
= 5 ) x—)l] J_ J x—)—3 |x _9‘ _,[.l,]* 4x2 =1

. Xx+3 (1-x) . X" +5x

lim = ; lim—— ; Im—— ——D
-0 x° 5§ x-—>+m1+x+x3 x—>+w(2x+3) iIC

' qab_ e . (1 B \5) o B Calculer les limites suivantes :
B e} - lim (26-5Vx) 5 lim (Vox* +3x-5 +x+3)

[‘/_" —J‘J o lim /% —2x* +3x-8 }iﬂ(m‘x) ; }im( x* +5x+2 - x+4)
H lim(\/m-\/;) ; li ( 4x* +x+3+2x— 3)
-5

% ’Sx -1 T
l1m lim
L Sx +7 2x 2x° +1 Jx +5x— ’4x +3 x+1
e—— “"‘” HW x> +8x

x"*+°° ey

lim—xﬂ ;o lim— (\/3.1: +1- \/x +x)
5 " x+lw2x+,\/;__3 F—rHo0
i —2 limx ~Bx46 imx +6x+5 ; \
x})l-%x___ﬁ 1 30 G | akeiy) 4dgb l-im( 3 _x,) . im 3xdx" +x—-3x"+x
KbteC XD 5 x2+3
i x -8 . lim\fx+4-2 . J2x+ -3
I e ' W B3 iim( f__x} ; lim[/'x _Jx ]
. 2% 4+3x" +4x+3 . x> -x-6 e ENx=2 Nx+2
lim . ;o lIim——— _
=1 x +3x+.2 3 ,fx+6_3 - T
J2_x+3—\/;c+6 - Jx+5 —\/;—1 Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de la
3 \fx—1 —/8—2x T \/x+12—\/;—2 fonction f aux bornes de son ensemble de définition :
2
vxt+x+1 x
1 xX)=—— ; 2 x)=——
) /(%) X ) /(x) x2-|x+2|

7-5x | . x+1 . X —-x-3 3) f(x)=x-vx-1+5 ; 4) f(x)= =

1.t1~l-§.3l(x_3)2 ! X-L—l-' x2_1 ; Fasl™ x2+2x_3 x?"_.l
S = —"
\/ 3x+2 . fim 8x 4 x 5) f(x) * —x+1-3x+5.
] 2 6 f(x)=P +z-2-x+3.
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Soit £ la fonction numérique définie sur R par: En utilisant un encadrement convenable, calculer les

f(x) HRERNL iy 0 RS i limlte? suivantes :
2 . sinx . 3x+2 i B
41 : fm == Jmomes o Jim(Ve-coss)
)= T * nE
2xt : lim Z325% i froos— 5 lima® sint
1) Calculer les limites : lim f(x) et lim £ (x). SIS B Nx oo x
2 2
2) Calculer leslimites:  lim _f(x) et lim f(x). | lim—2>__ ; '111—1-+ci-f ; L Legn x
1% x>0 1 11 1 2 Nt 1 2
—{—J x_{—EJ 3+sin [-_) (x * ) (JC 4 )
P .
i 6x” +cosx —xsinx . (x=2)V5-x
On considére la fonction numérique £ définie par : e 7 i lim
X—>+o0 3x* +1 2 » 1
3 2 +sin —
X~ _
£)=x
S(x)=x—

CONTINUITE D’UNE FONCTION EN UN POINT
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de £ . I

2) Calculer les limites suivantes :

limf() 5 Jims(x) : im(7()-

Soit f la fonction numérique définie sur R — {- } par:

f(x)= x> -5x+6

5 S1x#2
X —-x-2
Calculer les limites suivantes :
. . F(2)= 2
i S0 3x lim l1-cos2x fies tan x —sin x _ 3
- 2 ! .
™ =0x S Jx Montrer que la fonction f est continue en x, = 2.
. tan3x . _sinx—tanx . sinx.sin2x
lim— ;o lim——— ; lim———
0 gin x x>0 x =0 l—cosx
. Vl+sinx —+/1-sinx i 1-cos5x
lim v v i hm—f——
#-50 : 5 el (x + x)taan
A . .
. 1=co . 2sinx—sin(2x A1
i G Lt 7®)=-
=0 x.sin4x X0 x

10

Montrer que la fonction f est continue enx, = 8.

Soit f une fonction numérique vérifiant :

Soit f'la fonction numérique définie sur R par :
(VxeR) 1+x-x" < f(x)S1+x—x"+x* =
X +x+2- ;
Calculer les limites suivantes : ( x)= 1 st x#1
lim (f(x)-l—xz) llm £ ) 1ingL):1~—_—x f(1)=3
X—r+oo P X

Montrer que la fonction f n’est pas continue enx, =1.
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Soit £ la fonction numérique définie par: Dans chacun des cas suivants, déterminer la valeur
f(x) ~ Y —2x* —x+2 & du réel a pour que la fonction f soit continue en X, :
xz -4 [ J; i .
3 i ‘f(x)=——2——— si x#1 A
f(2)== ) x* —=3x+2 ey
) f()=a
1) Déterminer D I'ensemble de définition de f puis .
calculer les limites de f aux bornes de D. ¥ ( x) s (ﬁx) si x#1
2) s x—1 et x,=1
2) Etudier la continuité de la fonction fenx, = 2. f()=a
' tanx—+3 . r
Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de f (x ) S 81 x# 3
la fonction f au pointx; : 3) < ol et x, = .’:;. ||
2x+2-1 —|=
) =322 g tf[s] ‘
1 4x* -1 2 1
7 0 1 RN 't (a+D)x+]
a +
f(—5)=—z f(x)=ax : ikl R,
(1-cos x)’ ‘lf (-1)==
o, il SO 3
2) 3 f(x) Sin3 x 8 x#0 et X, =0 s . . -
Lf(O) =D
f(x)=—r——— Tl i, & wud
. ( 2)= 8 Soit f Ia fonction numérique définie sur R par:
: ? {f(x)=(2-—x)2 six<l1
2x° —x* +4x-20 -
- gk f(x)=x"+x-1 si x>1
8 f(x) 7.3 BB L e (x)
l 7(2)=2 Montrer que la fonction f est continue enx, =1.
«/ F+l-2
f ( ) = si x#-1 Soit £ la fonction numérique définie sur R par:
0 ol .
f(—i)z—fz— f(x)=2x2—3x si x<—1
y 2 fx)=x"+4 si —1<x<1
f(x)__w2cos“x—2cosxm1 b 2 Flx)=A£®+142 5 221
X .
6) 1 3 et x, =0. 1) Etudier la continuité de f aux points—letl.
\f (0)= ) 2) La fonction f est-elle continue en 0 ?




Soit f 1a fonction numérique définie surR par:
f(x)m)c2 +Vx-2 si x>0
851 %<0

f(x)=1-3x

Etudier la continuité de la fonction f en0.

Soit f la fonction numérique définie surR par:

si x<4

{f(x)=3\/;—2x+5 si x>4
f(x)=(x+k)

Déterminer les valeurs du réel & pour que la fonction

[ soit continue en 4,

Soit f'la fonction numérique définie sur R par:

xz—]x—1|—] i
= 5] x#1

/(%)
s(1)=1

x—1

1) Etudier la continuité de la fonction f agauche et

a droite au pointx, =1.

2) La fonction f est-elle continue au point X =17

Soit f la fonction définie sur[—2;+ oof par:

_Ax+2-2

= 5L x%72
E=

/(%)

Etudier la continuité de la fonction f  gauche et

a droite au pointx, =2.

Déterminer les réels a et b pour lesquels la fonction f

2
(x)=x—+jcl_—a si x<1
x—
f(x)=x2+b

soit continue en 1.

définie par :

si x>1

maINEXERCICES ET PROBLEMES

1

Soit f 1a fonction numérique définie sur |-z ; ] par :

=

f(x)z% si xe]0;7r[
11(0)-2
kf(x)=j:(2—x) si. xel-7z;0[

Etudier la continuité de la fonction f au point x, = 0.

Soit f et g les fonctions numériques définie sur R par :

{f(x)zx—l six>1 . {g(x)=x2+2x six>1
e

f(x)=x+1six<l g(x)=x-1six<l
1) Etudier la continuité de la fonction fetgen 1.
2) Définir la fonction £ x g puis étudier la continuité

de cette fonction en1. Que déduit-on ?

Pourx e [0; 4] . (x) estl'aire de la partie colorée en

jaune sur la figure en dessous.
A l

e

.
i L
=1
-

X |
La fonction f est-elle continue en 2 ?

Soit f la fonction définie sur R par :

2
_)‘"(Jc)=~?"’C—jbx~:1 st x>2

2 —
f(x)=3x+c si x<2

Déterminer les réelsa, b etc pour que les conditions

suivantes soit vérifiées :

v lim f(x)=2 et £i_%f(x)=!ti_r)1;1f(x)

X=rto0

v [ continue enx, =2,

or maore Visi

ray.com
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CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

On a tracé la courbe représentative d’une fonction f

définie sur l'intervalle [—3 4 4] .

l I

——
2

pu—
-

1) La fonction f est-elle continue :
a)en—2? ; b)enl? ; C©en2?
2) La fonction f est-elle continue sur I'intervalle :
[-3:0]7 ; ®[L2]? 5 9J2s4]?
4) Donner un intervalle de longueur 4 sur lequel la

fonction f est continue.

Soit £ la fonction numérique définie sur R par:

{f(x)=|x1+x+l sl <1
f(x):-»fa_c(x2+2) si x>1

1) Montrer que la fonction f est continue sur chacun

des intervalles ]-—oo : 1[ et]l;+ co[ .

2) Montrer que f est continue en1. Que déduit-on ?

Soit £ la fonction numérique définie sur R par:

_3x? +2x-1

et
f(x)=5 +x~2 si x2-1

Montrer que la fonction f est continue surR .

si x<-1

Soit £ la fonction numérique définie par:

f(x)=2\lxﬂ1+x+3 si x>1

f(x)=—£i£ si x<1

x—2
r()=4
1) Déterminer D, ensemble de définition de g

2) Etudier la continuité de la fonction f sur D,

Soit £ la fonction numérique définie sur ]-2; 2[ par:

2 —
f(x)=x—+~f!~—2 si-2<x<0
X
f(0)=0
f(x)=x'-5x> si 0<x<2

Etudier la continuité de la fonction f sur ]-2;2[ .

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction
f est continue sur son ensemble de définition.

1) f(x)=+"+3x+cosx ; 2) F(x)=Ax" ~52-6
3) f(x)=£f;-?é—"4+dzx2—x+3
%

+2
6) f(x) =I5x3 ~Tx* +4x—3t

4) f(x]=;2-iif31;— ; 5) f(x)=55in[3x—%].

sin x
x*=3x+2

7)f(x)=cos(—3x2+5) ;8 flx)=
Jx-1

& f(x)= — si x#l
|
1)==
-1

f(x)=o"~3x st x=l

10) 3_g,2 _

f(x)=x . -lin : six>1
x—
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Soit f la fonction définie sur[—4;+ oo[ par:

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(x)=—x~— si x#0 rJ‘"(x)=az;x:+3 si x<1
4+x-2 —EPx iR .
f(0)=4 4f(x)=T_1" sil<x<3

2
f(x)=~§-;::2 —-bg-x+ab si x>3

Etudier la continuité de la fonction fsur [—4 3+ 00[.

ol getb sont deux réels.
Soit fla fonction numérique définie sur ]0; z] par :

Déterminer tous les couples (a ¥ b) pour lesquels la

(x)= fi‘;" = éinx it wat fonction f est continue surR .
2sin® x—sinx -1
7 z] L
2) 3 Soit £ 1a fonction numérique définie sur R par :
f(x)= xsin[éJ si x#0
x
£(0)=0

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [-2;I[ par:
f(x)=xE(x)+1

1) Donner I'expression de f (x) sur chacun des inter-

1) a) Montrer que : (Vx e IRL‘) If(x)l <lx|.
b) En déduire que f est continue au point X, =0.

valles [~2;~ [ et [-1 ;0 et [0;1[ . 2) Montrer que la fonction f est continue surR .

2) Tracer €, la courbe représentative de la fonction f | THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES I
dans un repére orthonormé.

3) La fonction f est-elle continue sur[—2;1[ ?

Soit 1 1a fonction numérique définie sur R par:

Soit f a fonction numérique définie par : F(x)=x"-3x+1
E (\/J_c ) Déterminer les images des intervalles suivants par f :
X)=——->=
f( ) X ]=]0;+00[ ; j:][);l[ 5 K:]—oo;—l]

ou £ (\E ) est la partie entidre du nombre/x .

EXERCICE 41
1) Déterminer D, ensemble de définition de f .

) ) On considére la fonction numérique f définie surR :
2) Calculer les limites : lim f(x) et lim f(x).
e =07

2x~3 81 x<2
3) a) Calculer f(x) dans chacun des cas suivants : f(x)= 23 s x5
xe[l;4] et xe[4;9] 1) Justifier la continuité de f surR .

b) La fonction f est-elle continue sur[1;9] ? 2) Déterminer: f ([—2;4]) & f (]—00, 1])

ray.com
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1 EXERCICES ET PROBLEMES

2

/(%)

1) Dresser le tableau de variations de f .

x—1

suivants par la fonction f :

I=]l;3] 3 J=]l;+w[ ) K=R: L:]—oo;l[

2) Déterminer I'image de chacun des intervalles

Soit f la fonction numérique définie sur R — {1} par:

Soit f une fonction numérique continue sur chacun

des intervalles |-0; 2 et]2;+ oof et dont le tableau de

variations est donné par :

2

+00

o 0
2
f(x) /
1

—00 || —o0

N

Déterminer les images des intervalles suivants par

la fonction f :

J-o032[ 5 25+ ; J-e030 : [052] ; [0;1]

Soit f la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=2+x"-x

1) Justifier que la fonction f est continue sur [—-l : 2] .

2) Calculer f(~1)et f(2).

3) En déduire que I'équation f (x) = 5admet au moins

une solution dans l'intervalle [—1;2] ‘

Soit f une fonction continue sur [0; l] avaleurs dans

[0;1]. Montrer que I'équation f (x) = x admetau

moins une solution dans l'intervalle [0 ; 1] .

Soit f la fonction numérique définie sur R par:

f(x)=4x u3x—%

1) Calculer : f(Hl) : f(_EJ ; f(O) s F
2) En déduire que I'équation f (x) = ( admet au moins

trois solutions dans l'intervalle [—1 ;1].

1) Montrer que I'équation Jx = x* +2x—1=0admet

au moins une solution dans l'intervalle ]0;1[ ;

2) Montrer que I'équationsin x = 1— x admet une
solution‘ unique dans l’intervallej'o ;E[ ;
3) Soit f la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=x"+32 +4x-5
Montrer que la courbe représentative €, de f coupe

I'axe des abscisses en un point unique dont I'abscisse

a vérifie:0<a < 1.

Soit f une fonction numérique continue sur chacun

des intervalles ]—oo; 2[ et]2 3+ 00[ et dont le tableau

de variations est donné par:

X —00

0 2
4 +o0
/(%) / \
) —o0

1) Déterminer le nombre de solutions de I'équation
Flz)=0.
2) Méme question pour les équations :

a)f(x)=3 ; b) f(x)=-2 ; A f(x)=7

+0o0

0




proposée admet au moins une solution dans / :

1) ¥ —2x*-1=0 3 I=[23]
2) x* =2x—Jx+1=0 s 1=]0;]
3) x* +x? +4x=1 - I=[0;I]

4) x—2sinx=0

5),/1+i=x
X

6) 3sinx+cos’x=x i I1=[0;7]
7) %x—tanx=0 ; I=E;§[
8) cosx = Gol) i I=]2m;3x]
9) 2xVx+3=x+3x-5 ; I=[3;4]
10) 3x+1+vx+2-x =4 ; 71=[1;2]

Dans chacun des cas suivants, montrer que I’équation

proposée admet une solution unique dans / :

1) 2x* +3x-3=0 i I=[0:1]
2) x* +2x-3=0 i I= %; 2]
3) —x’-2x-1=0 ; I=R

4) tanx—x—-1=0 : I=[0;§l:

Soit f'la fonction définie par : f(x) =x"—3x+1

1) Montrer que I'équation f (x) = (0 admet une solu-

tion unique & dans l'intervalle ]—1 ;1[ .

2) En utilisant la méthode de dichotomie, déterminer

un encadrement de & d’amplitude 0,25 .

Dans chacun des cas suivants, montrer que I'équation

EEENERCICES ET PROBLEMES

1) Montrer que I'équation :
(E): —2x\/;+%h5x =-10
admet une solution unique @ dans R, .
2) Vérifierque: ,4 < a <1,5.

3) Résoudre dans I'intervalle R® I'inéquation :

(1): 2xv/x — = +5x-10<0
X

On considére la fonction f* définie sur 7 = [%,%] par:

f(x)=x*—xsinx—cosx
1) Montrer que f est strictement croissante sur/ .

2) Montrer qu'il existe un unique réel & de l'intervalle /
tel que: £ () =0.

3) A quel des deux intervalles |—; 2| et |Z.% appar-
4°3 3°2
tient-il le réel & ? Justifier la réponse.

4) Donner le tableau de signe de la fonction f sur/ .

EXERCICE 55
Soit f'la fonction définie par: f(x)= -3; 2z +1
1) Déterminer D, ensemble de définition de f

et calculer lim f (x).

2) a) Montrer que I'équation 7 (x) = 0 admet une

1
solution unique & puis que : 3 <ea<l.

b) Montrer que le réel & vérifie la relation :
4o’ +4a* ~1=0

Soit f'la fonction définie par: f'(x)=x’ - 6x +6.
1) Montrer que 'équation f (x) = 0 admet trois racines

dans 'ensemble R .

2) En déduire le signe de f(x) sur R.

ray.com



EXERCICES ET PROBLEMES

THEOREME DE LA FONCTION RECIPROQUE
Dans chacun des cas suivants, montrer que f définie

sur l'intervalle / admet une fonction réciproque £~

définie sur un intervalle J a déterminer, puis donner

Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle

I=[%;+oo|:par: flz)=2x—x4d

une expression de f~' (x) et tracer les courbes €,

et €, des fonctions £ et f ' dans un méme repére

1) Montrer que la fonction f admet une fonction réci- § orthonormé (O SEyi )
proque /' définie sur un intervalle J & déterminer. 1) f ( x) =2%4+3 . I=R
2) Dresser le tableau de variations de la fonction ¢ i
B 2) f(x)=1- i I=]-2;+o
3) Déterminer £~ (x) pour toutx € J . X+ 2
4) Tracer les courbes € et € 7 des fonctions f et f~ 3) f ( ) xlx| 3 I=R
dans un méme repére orthonormé (O;i" ,}') 4) f(x)=x"-4x+3 ;o I=[25+0

Soit £ la fonction définie sur R par: f'(x) = -x Dans chacun des cas suivants, montrer que f définie
1 4
4 * sur l'intervalle / admet une fonction réciproque f~'
DV g (Vx 5 l&) f(x) = 1+ x définie sur un intervalle J a déterminer, puis donner
2) Sans utiliser la fonction dérivée, montrer que la une expression de f~ (x) :
fonction f est strictement croissante surR”. 1 £(x)= x* +5x N I
3) Soit g la restriction de f surR". x=2
2
a) Montrer que g admet une fonction réciproque 2) f (x ) =-2 (x " 1) &3 ; I= [1; +°°[
définie sur un intervalle J 4 déterminer. 3 f (x) =x>—6x+5 ;7 I= ]—00;3[
-1
b) Calculer g (x) pour toutx € J. % f(x) _ . I=R*
: = , \/x +1
2
Soit £ la fonction définie sur R par: f(x)=x"+x 5) f(x)z(q3—x+1) ;o A =]-03]
1) Montrer que la fonction f admet une fonction réci- 6) f( x) = xenlx? —x . I= [1 . +00[
proque g définie sur un intervalle J a déterminer. 1
2) Dresser le tableau de variations de la fonction g. 7 f(x)=2x- Jx ’ [0 _6}
3
3) Montrer que: (Vx e R) (g(x)) +g(x)=x. 8) f(x)w 1 ;o I=]e5-1]
X
4) Montrer que pour tout x € R* : g(x)<x
( ) 9) f(x)=x+v-x-1 # I:[_%;O}

puis calculer la limite : hm

x)) 10) f(x)=Vx—-2+x+1 ; I=[2;+e]




I FONCTION RACINE N'tme - PUISSANCE RATIONNELLE |

1) Simplifier les nombres suivants :

3
_VBxBsexifer , Bx3x(B)
Y1024 xYeax10° 427 x B
/2048 x 4160000

34096 x /256 x 512

2) Simplifier les nombres suivants :

{5
L

453

x=(27)3 +(16)% - ey
_ (81 x(27)i x92

4

(ici(a,b) € (R, )

3) Comparer les deux nombres : \5/9—1 et %/1_5
4) Ordonner dans I'ordre croissant les nombres :
A=+2 ; B=¥Y4 ; c=%5 ; D=4

5) Ecrire les dénominateurs des nombres suivants

sous la forme d’un nombre rationnel ;

1 2 +42 1
227 B - 132+

1) Déterminer les deux réels b et c tels que :

(vxeR) ¥ —3Jc—18=(.\:—3)(3r2 +bx+c)

2) On pose ! t=§/9+4«/§ +i/9—4\/§
a) Montrer quefest solution de I'équation :
¥ -3x-18=0

b) En déduire que : {/9%—4\/5 +%/9—4-\/§ =3

ma NI XERCICES ET PROBLEMES

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) »*-25=0 ;0 2) 8x°+27=0
3) x' =43 ;o &) Yx=%7
5) x* =16 ;0 6) 5x°+1=0

7) 4(3x-1)' +3=0 8) (3x-4) =32

-

9) 9(7x+4)° -5=0 ;

11)&/?-5%/5+4=0 ;

10) (3x—4) =32

12) 9x-73x -2 =0

Résoudre dans R les équations suivantes :
Dx*-5x*-24=0 ; 2) x*+3x’-4=0
HM+x+M-x=2 ; 4 sx-4fx-1=0
5) Yx+5+Yx+6=3x+11 ; 6) Vr+¥x=12

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

1) 4x° -12520 ; 2) V2x+1<3++/x+2
DU +8-2<x ; 4) x+1>Yx? +1
5)§/(x-2 (¥ -x+3)>x-2 ; 6)16x* <25

NVx-1-Yx-2>1 ; 8 I -3x*+x+1>x-1

Calculer les limites suivantes :

i x . Ax—-x N-x-1

lim ; lim ;o lim——

x—»m_e/__l - )y 0 smx
x-x+6 Jx+ -2 lim\l”S—x—l

P 3-\2x+5 “ix-1 | 2 _Yxrd

4x+ w¢x+

. 3 =

x]irj]-mx_\/;‘—\/; ! x->2

imYe® +x*+1-2x ; ImYP+x2+1-x

T—p+o0. X—+oa

. Ax-3x . Y2 —x =Y +2x

lim —— ; lim

X=pteo x+{[; 230 x

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) Montrer que I"équation 2%’ —4x+1= 3\/.; 5
admet au moins une solution dans [0; 1].

2) Montrer que I'équation 4x° + x° = 27 admet une
solution unique dans |1;2[ .

3) Soit f la fonction définie sur IR par :
-x-2 . (z
2 ———— S| —X
f( ) x +1 (2 ]
Montrer que la courbe €, coupe I'axe des abscisses

en un point dont I'abscisse appartient a [0;1] .

4) Soitu etvles deux fonctions définies par:

u(x) =33 +7x+1 et v(x)=v5-x"

Montrer que les courbes €, et €, se coupent en un

point dont I'abscisse appartient é[0;2] .

Soit /" Ia fonction numérique définie par :
f(x)=x-1+x" +1

1) a) Justifier que 'ensemble de définition de la
=[-1;+o[.

fonction est : Df

b) Calculer les limites suivantes :
lm /i) o Zulib)-)
2) a) Montrer que la fonction f est continue sur D .
b) Vérifier que pour tousaetbde D, :
a<b = f(a)< f(b)

c) En déduire que f admet une fonction récipro-

que /' définie sur un intervalle J & déterminer.

3) a) Montrer qu'il existe un unique élémenta € D,

tel que A1+’ =2—a etque O< <1
b) Calculer: f7'(0) et f7'(1) et (1)

Soit f Ia fonction numérique définie par :
3
f(x) = (\/x+l-1)
1) Déterminer D, ensemble de définition de f .

2) Etudier la monotonie de la fonction f sur D,
3) Montrer que la fonction f admet une fonction réci-

proque /' définie sur un intervalle J a déterminer.

4) Déterminer f’ A (x) pour toutx e J .

On considére la fonction numérique f~ définie sur R*

par: f(x)=(x+1)3—3—4x

1) Montrer que la fonction /" admet une fonction réci-

progue /' définie sur un intervalle J & déterminer
2) Calculer £ (-1) (la détermination de f (x)
n'est pas demandée).

3) a) Montrer que 'équation (x + 1)3 =3+ 4xadmet

une solution unique @ dans 2 et que0 < @ < 1.

b) Donner un encadrement de & d’'amplitude 0,25 .

F(x) ==

I~
1) Déterminer D, ensemble de définition de 1.

Soit f Ia fonction définie par:

2) Calculer les limites : lim f (x) et lim f (x)
x> e
3) Montrer que f est continue sur D .
4) Etudier la monotonie de la fonction f sur D,.
5) Montrer que la fonction f admet une fonction réci-
proque /' définie sur un intervalle J & déterminer.

6) Déterminer [ (x) pour toutx € J .




Soit f la fonction numérique définie sur R” par:
F(x)=2x+1+4x* +x

1) Etudier la continuité de la fonction £ sur R*,

2) Montrer que la fonction / admet une fonction réci-
proque f " définie sur un intervalle J 4 déterminer.

3) Déterminer 1~ (x) pour toutx e J .
4) Montrer que I'équation f'(x) = x + 2 admet une
solution unique & dans I'intervalle B-‘ ,l] ;

Soit f la fonction numérique définie par :

f(x)=Yx*+x

1) Déterminer D, ensemble de définition de f .

2) Calculer les limites : lim f (x) et lim f (x).

3) Montrer que I'équation f (x) = x admet au moins
une solution dans l'intervalle [1 ¥ 2] >

4) Soit g la restriction de la fonction f sur ]-oo; - 1] .
a) Montrer que la fonction g est strictement

décroissante sur I'intervalle ]—co = 1] L

b) En déduire que g admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J & déterminer.

c) Calculer g™ (x) pour toutx € J .

_x
Tp

Soit £ la fonction définie sur R par: f(x)=

1) Montrer que la fonction f est strictement
croissante sur R .
2) En déduire que f admet une fonction réciproque
définie sur un intervalle J 3 déterminer.

3) Calculer /' (x) pour toutx € J .

wxINIXERCICES ET PROBLEMES

Soit f la fonction définie sur R* par : f(x) = (I —&)3

1) Calculer les limites : lim f(x) et lim @-_—1
X—rt X

x—0*

2) Montrer que f est strictement décroissante sur
1
I'intervalle/ =| 0 ;—:| i
4
2) Soit g la restriction de la fonction £ surl .
a) Montrer que la fonction g admet une fonction réci-

progue g~ définie sur un intervalle J 4 déterminer.

b) Calculer g™ (x) pour toutx € J .

Soit f'Ia fonction définie surR par: f (x) =

Ixt +1

1) Calculer les limites : lirilnf(x) et lim f(x)

X—b—to

2) On admet que f est strictement croissante surR .

a) Montrer que f admet une fonction réciproque £~

définie sur un intervalle J 4 déterminer.

b) Résoudre dans R I'équation : ' [3 %] =%

Soit f la fonction numérique définie sur [I;+ oo[ par:
f(x)=~vx-1-24x-1

1) a) Montrer que pour tout[l; + oo[ :

7 ()=(¥x=1-1) -1

b) Calculer la limite: lim f (x)

X34

2) a) Montrer que f est continue sur/ = [2;+ w[.
b) Montrer que f est strictement croissante sur/ .
c) Soit g la restriction de la fonction f sur/ .
Montrer que la fonction g admet une fonction réci-
proque g~ définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Calculer g™ (x) pour toutx € J .

ray.com



LO9RAY

EXERCICES ET PROBLEMES

1

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0 : 1] telle
que: f([();l]) <[0;1].
Montrer qu'il existe au moinsc € [0;1] tel que :

fle)+ f(1-¢)=2c.

Soit f : [a;b] — [a;b]une fonction continue sur[a;b].

Montrer que 'équation f'(x) = x admet au moins une

solution dans l'intervalle [a; b] .

Soit f une fonction continue sur[a;b]et p etq deux

réels strictement positifs.

Montrer qu'il existe un réel ¢ € [a, b] tel que :

of (a)+af (b)=(p+q)f(c)

Solt f une fonction numérique continue sur[a . b] telle

quef(a)<ab et b’ <f(b),

Montrer que : (Elae[a;b]); f(a)':ab.

Montrer qu'il existe un unique réel & de l'intervalle

]3 : 4[ tel que I'aire d’un carré de coté o est égale a

celle d'un rectangle de dimensions 4 et 4 — Je .

Soit f une fonction continue sur un segment|a;b]
f([a;6]) =[m;M]

etsoitx,, X,, .. et x, des éléments distincts de[a,b].

telle que:

1) Montrer que : mélif(xk)SM
n

k=1

2) En déduire que :(3c e[a3b]) ; /() = %Z”:f(xJt )
1

Dans un récipient cylindrique de rayon10cm, on place
une bille de rayon 4cm .

On verse ensuite de I'eau jusqu’a recouvrir exactement
la bille. On retire alors la bille, et on la remplace par une
autre bille de rayon R (ol R est différent de 4 ).

1) Calculer le volume d’eau versé dans le récipient.

2) A quel intervalle doit appartenir R ?

3) En calculant de deux fagons le volume « eau + bille »,
démontrer qu'une nouvelle bille est solution du
probléme si son rayon R vérifie I'équation :

(E): % ~150x+536 =0

4) Justifier que le probléme admet une solution puis
donner une valeur approchée de R a0,1cm pres.

Soit f l1a fonction numérique définfe sur [0; 2[ par:

£ (x)=E(x)+(x—E(x))

1) Ecrire f(x) sans symbole E(x).

(On distinguera deux cas: x € [0;1[ et xe [1;2[)
2) a) Tracer la courbe €, de la fonction f sur[0;2[ ”

b) Montrer que f est continue sur [0 ; 2[ ;

Soit £ une fonction continue sur{a;b]telle que:

f(a)=71(2)

Montrer que 'équation f (x) = f[x 428

} admet

au moins une solution dans[a;b].




madN\] EXERCICES ET PROBLEMES

SE PREPARER AUX DEVOIRS

A) Calculer les limites suivantes :

Y8 +5 sinx

3
hm——-i ;o Im—— ; Ilim
x—ﬁ%/;__% X—»4c0 x3+2 X X — T

Yy (\/x2 +4x+3+2x—1) s Tougy (\/3 e +8—x)

X~

B) Résoudre dans R les équations et les inéquations
suivantes :

i (3x-5Y +65=0
(

Y(x-2) -¥x=2-6=0 ; x*+10=0
x-1<2 ; Yx+322 ; Y4-x<2
C) Etudier la continuité de la fonction £ sur l'inter-

valle I dans chacun des cas suivants :
2-x
1 /(%)= x;—w 2x
Fi]=ws
F(x)=x*—4x+5si x<3
? {f(x) =¥5x-7

D) Soit #]a fonction numérique définie sur R par :

h(x)=x"+2x +5x-3

si x>4

et I=R.
g x=3

Montrer que la courbe €, de la fonction 4 coupe
I'axe des abscisses en un unique point sur R puis

vérifier que son abscisse & appartient 2 ]0 ; I[ ?

E) Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle
I=[4;+o[par: f(x)= (x—ZJ;)a.
1) Montrer que : lim f(x) =40,
X0

2) Justifier la continuité de la fonction f sur/ .

et I=[4;+o,

3) a) Vérifier que pour toutx e/ :
3
£(x)= ((JE 1) 1)

b) En déduire que la fonction f est strictement
croissante sur l'intervalle / .

4) a) Montrer que f/ admet une fonction réciproque /'

définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Calculer /™ (x) pour toutx € J .

A) Calculer les limites suivantes :

3 - 3 _ 4 4
lim\/x+6 2 i Y +x+1 Ax* +1

=2 x? —2x BT 2x

3 _q.2
1im(x-J35x2+x+1) v e 2
X—$4c0 22 5x" ~Tx—6
lim ¥ ~x| ; Limx? [_Lm - J
X—rba x+2 ' st J; fx+1

B) Classer les nombres suivants par ordre décroissant :
V6 ; 2 3 B ;5 1
C) Simplifier les nombres suivants :
5!
Yax3YV2 33729 x[\/B1 x 92
LT XN, 2 He
Yax2 I
D) Soit f une fonction continue sur 1'intervalle[0;l]

telle que : (‘v‘x € [0;1]) 2< f(x)<3

Pour toutx €[0;1], on pose : g(x)=xf(x)-2.
1) Justifier la continuité de la fonction g sur[0;1].
2) Déterminer le signe des nombres g(O) etg(l) .

.

3) En déduire que : (Elc & ]0;1[) f(e)= .

8
E) Montrer que I'équation\/x—3 = —-admet une
X

solution unique dans l'intervalle [3 3 4] .
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EXERCICES ET PROBLEMES

F) Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle

I=[-1;+ofpar: f(x)=x+3-2x+1.

D) Soit & la fonction numérique définie par :

Yx? +6x-232

h(x) = six %2
1) Vérifier que: lim f(x)=+0. x—2
X0 5 yE
2) Justifier la continuité de la fonction f sur/ . h(2)= ™
) ey Vel pr mR 6 L 5 Montrer que la fonction / est continue en x, = 2.

£(x)=(Var1-1) +1

b) En déduire que la fonction f est strictement

x-3
2Wx

E) Soit £ la fonction définie sur R’ par: f(x) =

croissante sur l'intervalle 7 . - 1) Calculer les limites : lim f(x) et lim f (x).
x=30" Xt

4) a) Montrer que " admet une fonction réciproque

. _ 2) Justifier la continuité de la fonction f sur R’ .
/" définie sur un intervare ./ a déterminer.
3) Montrer que f est strictement croissante sur R, .

b) Calculer £~ (x) pour toutx € J .

4) Montrer que f admet une fonction réciproque /'

définie sur un intervalle / & déterminer.
A) Calculer les limites suivantes :
2

5) Calculer /' (x) pour toutx € /.

lim—=—— ; lim (3 64x + x° —4x)
3 (Sx3 +x* ) e
. A) Calculer les limites suivantes :
; —tanx
lm(\}4x2+x+l+2x-3) : N e 1—cos(2x
e 0 x llr_g——w—# . lim (3].7:3 +5x* +3 —2x+1)
X" +1-1 e

1 —x+x? -3x -4 . YxHT =2
lim 5 ; lIim—————
X1 ¥ =] x—=l .}x+3_2

|55 =7 . A+ +2
lim §————— ; lm—m—-—
x>\ 16x° —3x+1 x> x42
B) Simplifier les nombres suivants :
7 5
de R B(E) 5 BB <27
316 x3/32 4283 B

C) Soit g la fonction numérique définie sur R par:

. Y4x+7-3 ; x X
lim——— ; lim =

=5 fox? —1-7  e(Wx+l Jx-1
. 2x+3 . 4x -1
lim —— ; lim
w2 aqs T oy 43045 +2x

Hm\l’ x+l-1-x Iim\}xz +3+42x+2 -4
x F)

x=0 x=1 x—1

B) Simplifier les nombres suivants :

3
P 3‘72;%"‘/5 s B=+3 +2448 4243
3
3f s 8
I xxdx—s (avecxe Rlet yeR})

yWr© v
C) Classer par ordre croissant les nombres :

a=if\/5 et b=\}\/§ et C=47

D) Résoudre dans R I'inéquation : ¥2x—12>2

g(x)=x+3x-5

1) Etudier les variations de la fonction g .
s

2) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet une

solution unique & puis vérifier quel < @ < 2.
3) En utilisant la méthode de dichotomie, donner
Un encadrement de & d’amplitude 0,25 .

(x)

surR.

4) Dresser le tableau de signe de g




RCICES ET PROBLEMES

E) Soit f la fonction numérique définie sur R’ par:

Jx® +1

f ( x) = A) Calculer les limites suivantes :
. Yx+60-Vx+12 . (srm—

1) Justifier la continuité de la fonction f sur R’ . H_IE - ; }L‘Pw(g 2x" +x~ Qﬁx)
2) Montrer que f est strictement décroissante sur R”, . y 1—cos (4x) ; ¥ —27

i 5 - ) e 3 m—; lim——
3) Montrer que f admet une fonction réciproque 7' x>0 37 _ x >0 tan x.sin3x 3 3x —3/3

définie sur un intervalle / 4 déterminer. B) Etudier la continuité de la fonction Jf au point x,
4) Calculer £ (x) pourtoutxe /. dans les deux cas suivants :
r
5) Montrer que I'équation f'(x) = x* admet au moins f(x)= 2 +2x" ~ % -2 4 e
une solution dans I'intervalle[1;2] 4 gl et X =1

R S(¥)=vx-x+36  si x21

A l - x_ = [ le _9|
) Soit g la fonction numérique définie sur R par: 2) | f(x) =7 3y si x#3 ot % =3,
[ 3/
3x¥5= - -
g(x)=x—12 si x>1 f(3)=3
x —
0 R . a . i #* .
) g(l) - C) On considere la fonction g définie sur R, par

gx)=+ -

X +4x-5 .
x)=——-2— s1 x<1 x

g(

w

1) Calculer: lim g(x) et lim g(x).

X=p=—x

1) Montrer que I'équation g (x) = 0 admet une solution

unique @ dans R etque 1 <a <2.
2) Etudier la continuité A gauche et & droite de la

fonction g au pointx, = 1. 2) En déduire le signe de g(x) surR’ .

i . . 1. a7
B) Soit%la fonction numérique définie sur]l;+ oo[ 3) Montrer qu'il existe un unique élémentc € }Z,E{:

par: h(x)z—-l-i——\/)—c telque: g(c)=cosc.
x —
1) Montrer que l'équationh(x) = () admet une solution (On donne : g[%} ~—4,2 et g[%] ~0,9)

unique & dans l'intervalle |1;+ o[ et que € |1;2[ .

2) Vérifier que: a=2a’ —a+1.

D) Soit f la fonction numérique définie sur R, par:

—_— 1 I i
C) Soit £ la fonction numérique définie sur / =[1;+ oo f(x)= +“ﬁ
par: F(x)=xvx* -1 1) Justifier la continuité de la fonction f surR’, .

1) Justifier la continuité de la fonction /' sur /. 2) Montrer que f est strictement décroissante sur R’, .

2) Montrer que f est strictement croissante sur/ . . L. o
) ey 3) Montrer que f admet une fonction réciproque f

; = s -1
%) S que J Stmet e Toueduu TEdroue 1 définie sur un intervalle J 4 déterminer. !

définie sur un intervalle J a déterminer. 4) Calculer f-1 (x) pour toutxe .

4) Calculer /™' (x) pour toutx e /.

ray.com
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HISTOIRE

Le mathématicien frangais d'origine italienne Joseph- Louis
Lagrange a consacré de nombreux travaux a I'étude de
fonctions. C'est a lui que l'on doit les termes de dérivée et
de primitive.

RERIYATIQN ET ETURE RE FONCTIQNS

|

JOSEPH-LOUIS

4+ Résoudre graphiquement des équations de la
forme et des inéquations de la forme :
f(x)=g(x) et f(x)<g(x)
+ Déterminer la monotonie de la fonction récipro-
que d’une fonction continue et strictement mo-
notone et représenter graphiquement la fonction
réciproque ;
<+ Déterminer le nombre dérivé de la fonction
réciproque d'une fonction en un point ;
=+ Résoudre des problémes concernant les valeurs
minimales et valeurs maximales ;
4 Etudier et représenter des fonctions rationnelles
et des fonctions trigonométriques ;
<+ Déterminer les fonctions primitives des fonc-
tions usuelles ;
< Utiliser les formules de dérivation pour déter-
miner les fonctions primitives d'une fonction

sur un intervalle.

Formore visit: L9ray.com

1l considérait en effet que la premiére dérivait de la seconde| LAGRANGE

considérée elle-méme comme la fonction premiere, donc la

primitive. (1 736-181 3)

Lagrange s'est penché sur presque tous les domaines des

mathématiques. Citons seulement ses travaux en mécanique

céleste et ceux sur les équations différentielles.

Source : https:/fr.wikipedia.org
——  CAPACITES ATTENDUES PLAN DU COURS

< Déterminer la monotonie d’une fonction a partir o Activités Préparatoires.........coeevieunnnenns 83
du signe de sa dérivée. » Connaissances Fondamentales

4 Déterminer la monotonie d'une fonction a partir ® Dérivabilité d’une fonction numérigue ...... 28
de son tableau de variations ou de sa représen- ® Complément sur le dérivation..cccccovminiinse. 92
tation graphique. & Etude d'une fouction numérique ...coveeiesne &7

& Les fonctlons primitives ... .ccvicivinuniinan 103
e Techniques Et ASTUCES ......ccovvvirnnnnens 106
e Exercices Ef Probléemes

® Exercices d’appleation....ccoviiivmimnsine 124
® Exercices de perfectionnement... ..c.covrcnsn w133
o Problémes de synthése. ..vvivinniiinciunas 140




REPARATOIRES

A. Dérivabilité d’une fonction en un point ;

1. Etudier la dérivabilité de la fonction J/ au point x, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu,

dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=x"-3x+4 et x,=1 ; b) f(x)=v4-x> et x,=0
3—-x .y ) 1 _

) f(x)—m et x, =-2 ; d) f(x)—m et x, =1

e) f(x)=|x2—4| et x, =6 ; f)f(x)=ix2—x| et x,=-1

g f(x)=sinx et x, =~;E ; h) f(x)=xcosx+tan(2x) et x, =0
V2 =3

F() =Y £l g
i) et x,=6 3 i) b - et x,=0
f(1)=“§ f(0)=0

2. Etudier la dérivabilité  gauche et a droite de la fonction J au point x, puis interpréter géométriquement
les résultats obtenus, dans chacun des cas suivants :
x|x-1|

~2x-3
a) f(x)= e et x =1 ; b}f(x)=%c-:—2-li—2 ot x =2
=x"—4 i x<1 = i x>0
©) f(x) * S et x, =1 3 d) f(x) (l+x)\/; o e %=1
F(x)=x*=3x-1 si x>1 f(x)=sin(2x) si x<0
3. Soit f la fonction numérique définie sur [-«3;3] et représentée dans la figure ci-contre :
a) Calculer les limites limi(—@—b—I et lim f(x) - f(Z) .
h—0 h 132 =3

b) Que vaut f(~2) ? Justifier la réponse.

¢) Préciser en justifiant la réponse : lim
x—-3" x+3

B. Approximation affine d'une fonction dérivable :
1. Soit f'la fonction numérique définie sur R par: f(x) =+Jx* +1.

a) Déterminer 'approximation affine ¢ de la fonction f au voisinage de 0.

b) Déterminer une valeur approchée a chacun des nombres : J 1,04 et J 1,000025.

2. Déterminer une valeur approchée a chacun des nombres suivants : cos (9 1’) et (2, (}‘05)3 .

ray.com
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2 ACTIVITES PREPARATOIRES

C. Calcul des dérivées :

Dans chacun des cas suivants, déterminer 'ensemble de définition de la fonctlon [ etles intervalles sur lesquels

elle est dérivable puis calculer f”(x) :

1) F(x)=x -4 +3x+2 ; 2) f(x)=5x3_4x2+%—\f; : 8) flx)= (x ~4x+3)

4) f(x)=xVx’+x+5 i 5 f(x)=3f;; ; 6) f(x)=sin(2x)—5cos(3x)+8tanx
x
7) f(x)=ﬁ ; 8) f(x)=sin’xcos’x 3 9) f(x)=x+2-6vx’—x

D. Applications de la fonction dérivée :
1. Etudier les variations de chacun des fonctions suivantes puis déterminer les extremums (s'ils existent)

a) f(x)=x"-3x+2 ; b) f(x)=+x*-2x ;i © f(x)=x+\/%
2x+1
x

d)f(x)=\/§—1 : e)f()";—fl“ ;

2. En utilisant le nombre dérivé, déterminer les limites suivantes :
. 2020
Jx* —8x+5-242 . sinx .. (3x+1) lim cos® x s (7x)+x?

lim ; Tim BT -
x-3 =3 T X~ T Hﬂ X *2 2x—r1 ¥l x~1

f f(x)=3x+l—

3. Soita un réel de l'intervalle ]0 l] On considére les fonctions# et v définies sur[O ] par:

u(x) =\l(l+x)3 ~-:2ix et v(x)= (1+x)3 —%x\/m

a) Calculer u’(x) etv'(x] pour toutx € [0;a] ]

b) Etudier les variations des fonctionsu et v.

c) EndéduirequepourtoutaE]O;l]: 7 2 i\)a+lsL.

E. Etude de concavité d’'une courbe :

1
1. Soit f la fonction numérique définie surR par: f(x)= §-x3 -x*+7x-5

a) Calculer f"(x) pour toutx € R.
b) Etudier la concavité de la courbe € de la fonction f et déterminer ses points d'inflexion éventuels.
2. Dans chacun des cas suivants, étudier la concavité de la courbe €- 7 de la fonction f et déterminer ses points

d’inflexion éventuels :

f(X)=x4+x3—]8x2+24x - f(x)=3x+5+mé._£1_ : f(x): 23;?:-1 , f(x)=|x3—1|—

X +2x+2




maN TIVITES PREPARATOIRES

3. On considére la fonction g définie sur l'intervalle [0 % 7[] par: g (x) =x" +cosx.
%g désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;f;}:).

a) Montrer que la fonction g est convexe sur l'intervalle [0 ; 71'] i

b) Ecrire 'équation de la tangente 2 la courbe <, au point d’abscisse .

2
c)En déduire que pour toutx €[0; 7] : x* +(1-7)x+cosx > e

F. Branches infinies d’une courbe :

Dans chacun des cas suivants, déterminer les branches infinies de la courbe ‘Ef de la fonction f :

1)f(x):5 = i 2) f(x)=2ij;§_ ; 3) f(x)z\‘lx x1+3x

(Z-i-x)2 *—-x-1

5 f(x)=3x-2+

i @) f(x)=3x—x+2

l — 2 iy . o i
5T ° 6) f(x)=vx’+4x+3-x ; 7) f(x)=vVr* +4x+x-2

x —; 2 -
8) f(x):,f—x_2 i 9) f@:):w% ; 10) f(x)=JJ;T9 ;o 11) f(x)=Yx* +4
xz . . - x3 %
25 f(x)*z_ si xe[0;1] g f(x)= ) si x>1

L
F(x)=x—x* —x si x&]0;0[ Ui +e0] f(x)=x-1+2J1-xsi x<1
G. Eléments de symétrie d’'une courbe :

1. Dans les deux cas suivants, montrer que le point Q) est un centre de symétrie pour la courbe € rdef :

a) f(x)=x"-3x"-5x+4 et Q(;-3) ; b) f(x)=2x2h1x et Q(1;1)

2. Dans les deux cas suivants, montrer que la droite[ A) est un axe de symétrie pour la courbe € de f:
a) f(x)=vx’-6x+5 et (A):x=3 ;b f(x)=2~1—i—L1 et (A):x-—-%
x x-—
H. Etude d’une fonction périodique :

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f (x) = ¢os’ x.sin (2x) .

€, désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; f,f) .

1. Montrer que la fonction f est périodique de période .

2. Montrer que la fonction f est impaire et en déduire qu’on peut restreindre I'étude de f sur D, = I:O ;%] ;

3. Calculer f '(x) puis dresser le tableau de variations de la fonction f sur D, .

4. Tracer la courbe €, sur l'intervalle[-27;37].

ray.com
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2 ACTIVITES PREPARATOIRES
F DERIVEE DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS }—-

8
A. Soit F la fonction numérique définie sur R par: F(x) = (x7 + 1)

1. Calculer F'(x) pour toutx € R.

2. Déterminer deux fonctions f et g tellesque F = go f .

3. Comparer F’(x) et g'(f(x)) S

B. Soit f une fonction définie sur un intervalle / et g une fonction définie sur un intervalle J telles que

f(I) < J, etsoitx, € /.0n suppose que f est dérivable en X, et que g est dérivable en y, = f(xo 34

g(x)-g(x)

On considére la fonction G définie sur J par: G(x) = X=Ys
G(¥)=2"(n)

six#y,

1. Montrer que la fonction G est continue en y, .

2. Soitx un élément de / distinct de x,.

a) Montrer que sif(x) % f(xo),alors: g(f(x)})c:i(f(xo)) =G(f(x))>< f(xzif(xo)

b) Montrer que : }gg G(f(x))=g'(f(x ).

c) En déduire que go f est dérivable en X, et que : (gof)' (%)= g'(f(xn ))x (%)

-
-

GENERALISATION y

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7 etx, € I et g une fonction définie sur
\ un intervalle J telle que : f(I) el (8

o Si f est dérivable en x, et g dérivable en y, = f(x, ), alorsla fonction go f est

dérivable en x,etona: (gof)’ (:cﬂ)*—"f'(xﬂ)xg'(f(xn)).

e Si f estdérivable sur] et g dérivable surJ, alors la fonction go f est dérivable

\sur]etona: (vxel) (gof)'(x)=f’(x)xg'(f(x)). /

C. Applications :
1. Soit £ la fonction numérique définie sur R par: f(x)= cos(3x2 —~4x+ 5).

Montrer que la fonction f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

2. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

f(ﬂ:sin(ﬁ) ; g(x)="a“[%] i h(x)= cos[2x+~73£) ; l\c(:ac)zﬁ"t'l's)‘i

x*+1




A CTIVITES PREPARATOIRES

o_\ DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE J-——

A. Soit f'la fonction numérique définie sur I'intervalle [I;+0] par: £ (x)==x—x+ A

1. Montrer que f admet une fonction réciproque 7~ définie de [l ;+00[ sur [2;+00[.
2. Déterminer /' (x) pour toutx e [2;+0] .

3. Montrer que /™ est dérivable sur |2;+oo[ puis clé‘l:erminer(f_I )’ (x) pour toutx € |2;+oo[ .

4. Vérifier que pour tout x € ]2;+oo[ 2 (f“ )’ (x) = ]

/(7))

/ GENERALISATION \
Soit /" une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / et x,€l. },
o Si f est dérivable enx, et f'(x,)# 0, alors la fonction réciproque /™ est dérivable |
' 1 |
eny, = f(x,)etde plus: + ) = —— !

* Si f est dérivable sur/ et f”(x) # 0 pour toutx € 7, alors la fonction réciproque 7™
] ] F
est dérivable sur f'(7) et de plus : (Vx € f(])) (f" (%) =————. l'
\ G0N

B. Applications :
1. Soit f la fonction numérique définie sur 'intervalle [O; + oo[ par: f(x) =x+1++/x.

a) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque /™' définie sur un intervalle J 4 déterminer.

b) Montrer que la fonction £ est dérivable en 3 et calculer( Pk )' (3).
1 3
2. Soit g la fonction numérique définie sur I'intervalle O;Z par: g(x)= (1 - 2\[;) .

a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J A déterminer.

1 {1
b) Calculer g| — |et en déduire la valeurde(g') | — |.
. g[lsJ (s7) (8]

3. Soit /2 la fonction numérique définie sur I'intervalle [ = [0 ,%] par: h (x) =x++/sinx.

a) Montrer que la fonction # admet une fonction réciproque /4~ définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Montrer que la fonction /™' est dérivable sur J — {0} :

c) Montrer que 4" est dérivable a droite en 0.

ray.com
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

&P DERIVABILITE D’'UNE FONCTION NUMERIQUE (RAPPELS)
1.1. DERIVABILITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

—{ Définition 1 F

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert / etx,un élémentde/ .

i L) Go)

X=Xy X— xl]

On dit que f est dérivable en x, s'il existe un réel £ tel que :

Le nombre £ est appelé le nombre dérivé de la fonction f en x,. Il est noté f'(x, ).

o Parfois, notamment en physique, on adopte la notation %(x‘u ) pour le nombre dérivé de f enx,.

On trouve également, la notation f'(x, ), lorsque la variable désigne le temps.

¢ Un simple changement d'écriture montre, en s'appuyant sur la composition des limites, que f est

f(xu +k)—f(x0)
h

a une limite finie en 0 et alors :

dérivable en x, sila fonction/ -

(%) =lm

bt

f(xu +h)'"f(xo)
h
o La notion de dérivabilité, étant définie 4 I'aide d'une limite, est une notion locale.

m
—i Définition 2 f

Soit f une fonction dérivable en x,.

La droite (T') d’équation y = f "(x,)(x—x,)+ f(x, ) est appelée la tangente 2 la courbe €, de la
fonction f au point d’abscisse x,.

La fonction x > f'(x, ) (x—x,) + f (x, ) s'appelle I'approximation affine de f au voisinage de x,.

On écrit alors :
f(x) ~ f'(xu)(x—xo)-!-f(xu) au voisinage de x, ou f(x, +%) = hf'(xﬂ)+f(x0)auvoisinage de0




NAISSANCES FONDAMENTALES

1.2. DERIVABILITE A DROITE - DERIVABILITE A GAUCHE

—{ Définition 3 F

e Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [JcD X F r[ oureR}.

x —_—
On dit que f est dérivable a droite de x, s'il existe un réel £, tel que : lim M ={

xxg X=X,

Le nombre £, est appelé le nombre dérivé de la fonction f a droite en x,. Il est noté £ (%)

1 -

* Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |x, — 7, X, Jour e RY.

On dit que f est dérivable a gauche de x, s'il existe un réel £, tel que: lim M =4, .
xxy X=X,

Le nombre £, est appelé le nombre dérivé de la fonction f a gauche en X, ll est noté f; ( X ) .

— { Proposition 1 ,

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert 7 et x,un élémentde / .

La fonction f est dérivable en x, si, et seulement si, elle est dérivable  droite et & gauche en X,,avec

£ (%)= f1(x,), et dans ce cas: Fin)=tbm)=7r(x)

1) On considére la fonction numérique f définie sur R par :
f(x)=x-3Yx-1 ; x>1

f(x)=%; x<1

Etudions la dérivabilité de la fonction f au pointx, =1 :

* Dérivabilité & gauche :
1 1-x

f@-r0_ H . s R S

Ona: lim =1i =lim =lim ————=lim ———m = —.
x1 x— zeol x—1 ;zl o x> -J;(x—l) x1 \/;(1-1-\/;) 2
Donc la fonction f est dérivable a gauche enlet f; (1)= —l.
® Dérivabilité a droite :
s T —33x-1- - - ) 3
O Iimf(x) f()ﬁimx Wx-1 1=lim{x 1_3 % 1}=Ilm T SO S
4 xX= 2l x-1 51 x-1 x—1 1 (m)

Donc la fonction f n’est pas dérivable & droite en1.
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

Interprétations géométriques

1
o La fonction f est dérivable a gaucheenl et £, (1) = i donc la courbe €, de la fonction f admet

: 1 : ; ;
une demi-tangente a gauche au pointA(l ;l) de coefficient directeur s et d'équation cartésienne :

{J’:f;(l)(x*l)"'“f(]) P

: C'est-a-dire : 2 2
x&] x<1

eOna: iim——w-wf(x)_f(l) =

x-=1 x—1
x-1

—o0 ; donc la courbe €, admet une demi-tangente verticale a droite au

point A (1 ;1) dirigée vers le bas.
2) On considére la fonction numérique g définie sur R par:
g(x)= xx 3 x20
{g(x) =1-cosx; x<0
Etudions la dérivabilité de la fonction g au pointx, =0 :

e Dérivabilité a gauche :

ona: tmE®) - jm xJ;:limf:O.

=0 x =07 x x>0

Donc la fonction g est dérivable a droite enO et g, (0) =0,

e Dérivabilité a droite :
—cosx .. l—cosx 1

Ona:limg(x)zliml fimn xx=2x0=0.

x0T X x=0" X x=0" x2

Donc la fonction g est dérivable a gauche enOet g} (0)=0.
Puisque g/ (0) = g (0) =0, alors la fonction g est dérivable en 0 etg’(0)=0.
Interprétation géométrique

La fonction g est dérivable en0 et g'(O) =0 ; donc la courbe €, de la fonction g admet une tangente

horizontale a l'origine du repére.

1.3. DERIVABILITE D’'UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE

——i Définition 4 '

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle / .

On dit que f est dérivable sur / si elle est dérivable en tout pointx de ] . On note /" la fonction qui

4 x € I associe le nombre dérivée de f enx.On I'appelle la fonction dérivée de /', ou plus simplement
a

"

S —————— S—— m

la dérivée de /. On écritaussi: f'=




AISSANCES FONDAMENTALES

| TABLEAU DES DERIVEES USUELLES |

La fonction f La fonction f” Domaine de dérivabilité
X a (aeR) X0 R
X ax (ae]R'.') Xa R
x> x" (neN’) x> nx! R
1 1
xt3— X == rR?
x ;-
x> /x xl—)L R
2/x *
X sinx X > cosx R
X cosx X —sinx R
" T Vi1
X tanx x> 1l+tan” x =—; :|——+k7r;—+)’m[ (keZ)
cos” x 2 2
x> sin(ax+b) (a,beR) x> acos(ax+b)
x> cos(ax+b) (abeR) x> —asin(ax+b) R

1.4. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

——1_ Progosition 2 '> . — ——

Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle / et @ € R . Alors :

(f+e) =r'+g ; (ef) =ar ; (fg)=rlete s s lF)=npir

! '
r r r
Si la fonction g ne s’annule pas sur / , alors : (lj = —57 et (-f») = fg—zfg_ -
g g g g
' f"
Enfin, si f est strictement positive sur / , alors : (Jj—r ) =—

2f

Avant de dériver une fonction, il ne faut pas oublier de vérifier et rappeler que la fonction en question

est définie et dérivable sur 'intervalle considéré.
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@) COMPLEMENTS SUR LA DERIVATION
2.1. DERIVABILITE ET CONTINUITE

1 ProgositionB r-h e ——————————————————

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle / et x,un élément de/ .

Si f est dérivable en x,, alors f" est continue en x;,.

¢ Une conséquence immédiate de la proposition 3 estla suivante :
toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.
e La réciproque de la proposition 3 est fausse. Par exemple, la fonction

X ) |x| est continue en 0 mais n’est pas dérivable en 0. (Figure ci-contre)

2.2. DERIVEE DE LA FONCTION COMPOSEE

{ Proposition4'—---— —— . =,

Soit ] etJ deux intervalles ouverts, et f : I — R et g:J — R deux fonctions numériques, avec

f(I)c J. Soitx,un élémentde . Si:
o la fonction f est dérivable en x,,

e la fonction g est dérivable en y, = f (xo ) ;

alors la fonction g o f est dérivable en x, et de plus : (gof)’ (% )=H(%)x g’(f (% ))

—' Corollaire r

Si f est dérivable sur un intervalle / et g est dérivable sur un intervalle J tel que f (7 ) c J,alorsla

go f estdérivable sur/ et de plus, pour toutx € [ : (gof)' ()= f’(x)xg'(f(x)).

=y
728

1) On considére la fonctionU définie surR par: U (x) = cos (w./x2 + 5)

Enposant: f(x)=+/x"+5 et g(x)=cosx ,onaurapourxeR : U(x)=gof(x).
Puisque f et g sont dérivables sur R et que f (R) < R, alors la fonctionU = g o f est aussi dérivable

sur R et de plus, pour toutx € R :
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En posant: f(x) =Z et g(x) = tanx, on aura pourx € |1;
X

2 V(x)=gof(x).
La fonction f étant dérivable sur [1;2[ et £ (]1;2]) = ]%;z{ ; donc g est dérivable sur f (]1;2[) L

Par suite, V est dérivable sur ]I;Z[ et de plus, pour toutx ]1 s 2[ -

V'(x)=f'(x)xg'(f(x)) =Lx£2[l G (ED

X

| Applications |

1. Montrer que la fonction f : x > sin (x cos x) est dérivable sur R puis déterminer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction g : x > sin (x\/a_c ) + cos (x3 ) est dérivable sur R, puis déterminer sa dérivée.

3. Soit 2 1a fonction numérique définie sur R par:
h(x)=x* sin-j; si x#0
h(0)=0
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de la fonction # en0.

b) Montrer que / est dérivable sur R" et calculer 4'( x) pour toutx € R.

2.3. DERIVEE DE LA FONCTION RECIPROQUE

~ { PropositionS' ————— — m— —

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / de R, etx, € I .

Si f est dérivable en x,avec f”(x, ) # 0, alors la fonction /™' est dérivable en y, = f (x,)etde plus:

e e
(f )(yﬂ) f'(xo)

—— e e e e

Corollaire

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / de R .

Si f est dérivable sur/ telle que la fonction f” ne s'annule pas sur / , alors la fonction /'~ est dérivable

sursz(I).Deplus,on apour toutx e J : (f“l)’ (x)zm.
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- ' e — x+2
1) Soit f la fonction numérique définie sur 7 = [2;+oo[par: f(x)= -
X

La fonction f est dérivable sur/ en tant que quotient de deux fonctions dérivables sur / . De plus, on a
1 1 X2

pourtoutxel : f'(x)= - = .

( ) Wx xlx  2xdx

Ona pour toutx >2 : £'(x)> 0. Dong, la fonction f est strictement croissante sur/ .

Comme £ est continue et strictement croissante sur / , alors f admet une fonction réciproque f ~! définie
sur l'intervalle J donné par: J = f(I) = [f (2); lim f(x)l: = [2«/5;-# ool:

x>
Ftudions maintenant la dérivabilité de la fonction /™' sur I'intervalle :|2\/§ 3+ ool: :

Puisque la fonction f est dérivable sur 'intervalle |2;+ o] et pour toutx € |25+ [, ona f'(x)#0,

alors sa fonction réciproque f ™ est dérivable sur]2 3 oo[ . Calculons maintenant ( f )’ (3) :
! 1
Ona:(f™") (3)=—————

Le nombre S est I'unique réel de ]2 3+ 00[ tel que f(ﬂ) =3.0naalors:

f(ﬁ):anEJr\/—%:sc(\/E)z-s B+2=0(B-1)(JB-2)=0

or /B >2>1;donc\[f-1#£0.Donc: f(B)=3 Jf-2=0c B=4.Dou:f"(3)=4.

, 1 Y 2 1 1
Comme f (4)=§,alors: (f ) (3)= f’(f—](?))) = f’(4) =8.

2) Soit f la fonction numérique définie sur/ = 1:0;%] par: f (x) =yenE

. Calculons par exemple 8 = [~ (3) -

La fonction f est dérivable sur ] en tant que produit de deux fonctions dérivables sur / . De plus, on a

pour toutx € /: f'(x)=sinx+xcosx.

. T ; ; ;
Puisque ff(x) > 0 pour toutx € ]O;E] ,alors f est strictement croissante sur/ . Par suite, / admet une

T

fonction réciproque f~' définie sur I'intervalle J donné par: J = f(I) e [f(O),f[g—)i' = [O;E}

Ona f(%} = % et f’[%) = $ +17;/§ JOF f’[g—) # 0 donc la fonction /' est dérivable en%et ona:
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—_— "

1. Soit f la fonction définie sur]O;%[ par: f(x)= (1 - 2\/;) .
a) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J & déterminer.
b) Calculer f [%) et en déduire ( F )' (%)

2. Soit f'la fonction définie surR par: f(x) = N
a) Montrer que f admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J 4 déterminer.
b) Montrer que /" est dérivable en 1 et calculer ( F )' (1)
3. Soit g la fonction définie sur[1;+00[ par:  g(x)=x"-3x-3 .
a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution dans[1;+00[ .

c) Montrer que (g‘I )’ (0) = .

3 (a2 - 1) '
4. Soit 1 la fonction définie sur[1;+oo par:  h(x)=x-2vx .
a) Montrer que la fonction # admet une fonction réciproque définie sur l'intervalle [—1 : +00[ .
b) Résoudre dans [1;+e0] chacune des deux équations: (E,):h(x)=0 ; (E,):h(x)=3.
c) Montrer que /™ est dérivable en 0 et en 3 puis calculer (h“ )r (0) a‘t(h'1 )' (3).
d) Calculer 4™ (x) pour tout x € [—1;+ o] .

r
e) Montrer que /™' est dérivable sur]-1_; +oo[ et définir (h*' ) 3

2.4. DERIVEE DE LA FONCTION RACINE Néme

‘ Proposition 6 l

Soit# un entier naturel supérieur ou égal 42 .

*

o La fonction x > &/x est dérivable sur R’ et on a pour toutx € R ol

el |
() =[] L - |

e Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R alors la fonction

x > ffu(x) est dérivable sur ] et sa fonction dérivée est donnée par :

' ) I u'(x)
u(®)) = 2w () () =l |
N (i) |
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n

On sait que la fonction x - ¥/x est la fonction réciproque de la fonction f définie sur R* par f (x) = x".
Puisque £ est dérivable sur R, et sa dérivée f': x > nx"" ne s'annule pas sur R, alors sa fonction
réciproque /' est dérivable surf(Ri) =R’ .Onapourtoutx € R} :
! ’ 1 1
(d;) :(f_l) (x) = r -1 o n=1
¥ (f (x)) n(i’/;)

Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / de R alors la fonction x > ﬁ"/u (x)

est dérivable sur / en tant que composée de deux fonctions dérivables. De plus, pour toutx € [ :

Jelel) = r il ()= L e
() - o)

' ‘1
1) La fonction x > 3/x est dérivable sur R’ et on a pour tout x € R’, : (3/;) B “3~x

WIM

1

#33x2

2) On considére la fonction f définie par: f(x)=38x-5

e ; - . S5
La fonction # : x > 8x — Sest dérivable et strictement positive sur l'intervalle jlgﬁ—oo[ . Par conséquent,

5 5
La fonction f est dérivable sur ]§;+oo|: eton a pour toutx € ]§;+oo|: 3

w2

'x=~1-u'x ux;"|=—8~ x—_=L
= S+

T |

Calculer la dérivée de chacune des fonctions numériques suivantes :

f(x)=AB+cos’x ; g(x)=xdx’-x ; h(x)=3(x3—l)‘t ; k(x):sin(%lx2+x+l)

-—«i Proaosition 7/ .r

Soit» un nombre rationnel non nul.

e La fonction numérique x > x” est dérivable sur R, et sa dérivée est la fonction x > r.x"™.
e Siu est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle / de R , alors la fonction

numérique x = (u (.Ic))r est dérivable sur / et sa fonction dérivée est donnée par la formule :

() ) =ra () )™
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- = 7
On considére la fonction f définie surR par: f (x) = (xz —-x+ 5) 5,

La fonction x = x* — x + 5 est dérivable et strictement positive surlR ,

Donc la fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

f’(x)={(x2 -x+5)_%J =—%(2x—1)(x2 _x+5)—§-l _ —7(2.1:—1)

15
8.,‘3}():2 —x+5)
| Applications &

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les intervalles o elles sont dérivables puis donner
leurs fonctions dérivées :

f(x)=(3—cos2x)§ ; g(x)=(\/)_c+%/;)? ; h(x)=(2+sin(4x))§
@) ETUDE DES FONCTIONS NUMERIQUES (RAPPELS)
3.1. MONOTONIE D’UNE FONCTION NUMERIQUE

- “{ pI‘O_pOSitiOH 8 ’_‘“—' R EEE——

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / de R .

e La fonction f est constante sur/ si, et seulement, si : (vxel ) il '(x) =0
e La fonction f est croissante sur / si, et seulement, si : (Vx el ) F '(x) 20
<

* Lafonction f est décroissante sur / si, et seulement, si : (vxel ) i '(x

® Lesrésultats de la proposition 8 ne sont valables que sur un intervalle,
® Si f’est positive sur / et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors la fonction £ est

strictement croissante sur/ .

° Si f' est négative sur / et ne s’y annule qu’en un nombre fini de points, alors la fonction £ est

strictement décroissante sur/ .

Soit f la fonction numérique définie sur 'intervalle / = ]—oo;— 1[ par: f (x) =

Etudions les variations de la fonction £ :
La fonction x > x* + x est dérivable sur l'intervalle I car c’est une fonction polynéme. De plus, on a

pourtoutx €/ : x* + x > 0. Donc, la fonction x > /x> + x est dérivable sur/ .

W. ray.com -
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Enfin, la fonction £ est dérivable sur/ en tant que quotient de deux fonctions dérivables sur/ .

T 2541 (4 +x) —(26 +3)
¢ ¥ s({fFes) ()
o) -

Onapourtoutxe/ :

2 - 2
x (\J3 o +x) (\/"’ x +x)
r r x2 =+ 2X . + . ! 2
Par conséquent: (Vxel) f'(x)=—————Ainsilesignede f (x)est celui de x* +2x.
3(]/x? +x]
Tableau de variations de la fonction f :
X |-® -2 -1
|
ff(x) + ? S
X
£ (x) \
—00 —00

3.2. EXTREMUMS D'UNE FONCTION DERIVABLE SUR UN INTERVALLE

' ‘g Propositi0n9 " e e .

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert / et X, un élémentde/ .

¢ Si £ admet un extremum local au point x;, alors : f' (xﬂ) =0

o Si /' s’annule en X, en changeant de signe, alors f admet un extremum en X,.

YA }’f\
‘{’.}.

1

]

i

i P

1 4 1

} 1

= [ ]
ol X, % (@) X %%
f présente un maximum en X, / présente un minimum en x;,

F P Ta: FPEY o
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e Le domaine de définition de la fonction f est: D, = ]wo 3 —-%[ U ]—-—;+ 00[.

® Les limites de la fonctions f aux bornes de son domaine de définition :

lim f(x)= lim [x+ l+xJ=_m et lim f(x)= lim (x+1I
+

+Xx
= 400
£S5 i 1+2x x4 bk ite ZxJ
. . l4:x ; . 1+
lim f(x): lim [x+ ]=+co et lim f(x)= lim | x+ x]=_w
nC A &
2 2 3 2
e La fonction f est dérivable sur D ; car c’est une fonction rationnelle. De plus, on a pour x € D, :

' _x+1+x’=_ 1 =(I+2x)2—1=4x(1+x)
f(x)‘[ 1+2xJ I(1+:zx)2 (1+2x)"  (1+2x)

Tableau de variations de la fonction 1" :

0
f'(x) + (:) - - (:) +

/() m/_l\% \n/

e La fonction f admet deux extremums locaux sur son ensemble de définition :

® Un minimum local en 0 et qui est f(()) =],
® Un maximum local en —1et qui estf(—l) =-1.
1. Soit f la fonction numérique définie sur[—1;+ ao[ par: f (x) =x-3x+1
a) Calculer lim f ().

b) Etudier la dérivabilité de S adroite en —1et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
¢) Calculer f”(x) pour tout x & |~1;+ oo puis dresser le tableau de variations de la fonction £
2 2 - *
2. Soit g la fonction numérique définie sur]0;+ oo[ par: g(x) =3ax® - —gx onaeR,.

a) Montrer que pour toutx € ]0;+oo[ : f’(x) = %[i/ghl}
X

b) En déduire que pour tous réels a et x de l'intervalle [0;+ o[ : a
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3.3. AXE DE SYMETRIE - CENTRE DE SYMETRIE

- 1 Proposition 10 l»

Soit f une fonction numérique et ‘Ef sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

Pour que la droite (A) d’équation x = a soit un axe de symétrie de la courbe €, il faut et il suffit que

pourtoutxe D, :  (2a-x)eD, et f(2a-x)=f(x)

On consideére la fonction numérique f définie par: ¥ (x) =+/x* +6x+5
Soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére orthogonal.
Montrons que la droite (A) d’équation x = —3 est un axe de symétrie de la courbe €, :
Le domaine de définition de f estD, = ]~—00; —5] U [—l;+00[ .Onad’'une part:
xeD, & (x<s-50ux2-1)(6-x2-lou ~6-x<-5)<(-6-x)eD,

D’autre part, pour toutx € D, :

£(-6-x)= (-6 -x) +6(-6-2)+5 = +12x+36-36-6x+5 =’ +6x+5 = f(x)

Par suite, la droite (A) d’équation x = —3 est un axe de symétrie de la courbe ‘@J..

1 Proposition llk —

Soit f une fonction numérique et €, sa courbe représentative dans un repére donné.

Pour que le point Q(a,b) soit un centre de symeétrie de la courbe € ,, il faut et il suffit que

pour toutx € D, (2a-x)eD, et f(2a-x)+ f(x)=2b

Cos Xx

On considére la fonction numérique f définie par: f(x)= o
—sinx

Montrons que Q(%,O} est un point de symétrie de la courbe €, :

L’ensemble de définition de f esth =IR. Donc, pour toutx € D, (7: — x) eD,.
On a maintenant pour toutx € D, :

cos(7 —x) cosX _ __COsx . cOsSx _
2-sin(z—x) 2-sinx 2-sinx 2-sinx )

f(z-x)+f(x)=

Par conséquent, le point -g—; 0] est un centre de symétrie de la courbe €.




* Si f est une fonction paire, alors sa courbe €. ,admet'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

* Si f estune fonction impaire, alors "Ef admet I'origine du repére comme centre de symétrie.

e Sila courbe ‘€, de la fonction f admet la droite d’équation x = @ comme axe de symétrie ou admet

le point de coordonnées (a; b) comme centre de symétrie, alors on peut restreindre 'étude de la

fonction f sur I'ensemble D,,,, = D, N[a;+oo[ .

3.4. LES FONCTIONS PERIODIQUES

——{ Dé_ﬁ_ni_tio.a 5 '

Soit f une fonction numérique et D +son ensemble de définition.

On dit que f est périodique s'il existe un réel non nul 7T tel que pour toutx € Df -
(x+T)eD, et (x-T)eD, et f(x+T)= f(x)

Le nombre réel T estappelé alors une période de J . La plus petite période strictement positive de
la fonction f est appelée la période de la fonction 7.

1) Si @, est un réel strictement positif alors les fonctions - sin (@, + @) et t > cos(ayt + @) sont

périodiques de période T = = ;

@,

2) Siaest un réel non nul, alors la fonction x > tan(ax + b) est périodique de période T = Z

a
A—i Propositioan}—— T :

Soit f une fonction périodique de période T et €, sa courbe représentative dans un repére (O < }') ’

* Pour tout# € Z, le nombre 7 est aussi une période de la fonction £ .

¢ La courbe de € ; estinvariante par toute translation de vecteur n7.i avecn € Z.
®Six, € R estun réel donn§, la courbe représentative € estla réunion des images de 'ensemble

{M (x; f(x)) /xeD, N[xy;x,+ T[} par toutes les translations de vecteur nT.i avecne 7.

Ainsi, pour étudier une fonction périodique de période T , il suffit de 'étudier sur un intervalle

;]

T
de R de longueur T . (Souvent, on choisit un des deux intervalles [O;T[ ou [-Z'—[ )
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T
(Ef
/ =

A W W
3.5. ETUDE DE LA CONCAVITE D’'UNE COURBE

—{' Définition 6 F

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / et € sa courbe représentative dans un repére.

¢ On dit que la courbe € - est convexe si elle est entiérement située au-dessus de chacune de ses

tangentes, et on dit qu'elle est concave si elle est entiérement située en dessous de chacune de
ses tangentes,

e On dit que le point M|, (xu sflx )) est un point d'inflexion de la courbe €, si, en M, la courbe €,

traverse sa tangente.

. > I. ‘
IRLID 13
On consideére la figure ci-contre qui présente le graphe [ o b, (T )

d’une fonction numérique f surX.

La courbe € , est convexe sur [3;+oo[ et concave sur ]—oo;3] ?

Le point M, (3, 2) est un point d'inflexion de la courbe € . H /

La tangente (7') traverse la courbe €, en M, (3; 2).

i Proposition 13' : S S——

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle .

o Pour que la courbe €, de f soit convexe sur / , il faut et il suffit que : (vxel) f"(x)20
e Pour que la courbe €, de f soit concave sur / , il faut et il suffit que : (Vx el ) i (x) <0

o Pour que le point M, (x, 5./ (%, )) soit un point d'inflexion de la courbe €, il faut et il suffit que

la dérivée seconde f" s’annule en x, et change de signe de part et d'autre de x,.

Pour chacun des cas suivants, étudier la concavité de la courbe € , et déterminer ses points d’'inflexion

(sous réserve d’existence) :

Fl)e—te & FlR)=x+  FEe-T 1 fE)= Jx

x2+1 u ] x2+1

(1)
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3.6. ETUDE DES BRANCHES INFINIES (RAPPEL)

lim f( x) = o0 » Ladroite d'équation x = g est une asymptote verticale de la courbe €

X=3a

A

lim f ( x) =h La droite d’équation y = b est une asymptote horizontale de la courbe €,
x—atoo

; f(x) 2 La courbe €  admet une branche parabolique
m =k <
/ L dirigée vers I'axe des ordonnées.

x La courbe ¢, admet une branche parabolique
lim f(x)=40 (—» limi—(—)=0 4 P g
¥ i xdm x dirigée vers I'axe des abscisses,

/ La droite d’équation
- vy =ax+bestune
et }_I»T»(f (x)- ax) =l asymptote oblique
f(x) dela courbe €,
lim =0 s
X—do oy
(a eR" ) La courbe € . admet
\ ; une branche
}}g’m (f (x ¥ ax) = o0 parabolique de
\ direction la droite
d’équation y = ax.
lim [f (x) —(ax+ b)] =0 & La droite d’équation y = ax + b est une
i asymptote oblique de la courbe €,

@» LES FONCTIONS PRIMITIVES
4.1. PRIMITIVE D'UNE FONCTION SUR UN INTERVALLE

—i Définition 7 '

Soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle / de R .

On dit que la fonction F' est une primitive de la fonction f sur/ si:

F est dérivable sur / etpourtoutx e/ : F'(x)= f(x)

On considére les fonctions numériques f et F définies sur I'intervalle = ]0;-+oo[ par :

ISIT. LIray.com |
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f(x)=]+7l—““i2 et F(x)=x+2\/;+~1—
x X x

La fonction F est une primitive de la fonction f sur/ car F est dérivable sur / et pour toutx € I :
1

F'(x)=[x+2\/;+~1;] =1+71;-~x—2=f(x)

'

—A{i Progosition 14} — —

Toute fonction continue sur un intervalle / admet une primitive définie sur cet intervalle.

4.2, PRIMITIVES D'UNE FONCTION CONTINUE

4‘ Proposition 15 '

Soit £ une fonction continue sur un intervalle / de R .

o Si F est une primitive de la fonction f sur, alors les primitives de f sur / sont les fonctions
x> F (x) + ¢ oll ¢ est une constante réelle.

s Pour toutx, € I ety, € R, il existe une unique primitivé G de f sur I vérifiant : G(x, }=
W

On considére la fonction f définie sur l'intervalle I = ]0, +oo[ par: f (x) =1+ :/1—_ .
%

1
xz
- — 1 -
On a déja vu que la fonction F' définie sur/ par: F(x)=x+ 2+/x +— est une primitive de f sur/ .
X

1 <

Donc les primitives de la fonction f sur l'intervalle / sont les fonctions x - x + 24/x +—+c ol cest
X

une constante réelle,

Soit G la primitive de la fonction £ sur I qui s'annule en 1. Donc: G(x) = x+2v/x + é +cavecG(1)=0.
Onaalors: G(1)=0< 1+2\ﬁ+%+cm0¢> 44c=0cc=-4
Alnsi : (Vax € ]0s+0] ) G(x]=x+2\/;+%—4.

4.3. OPERATIONS SUR LES PRIMITIVES

- 1 PrOPOSiﬁon 16', - - — et ——— -

Si F et G sont respectivement des primitives des fonctions f et g sur un intervalle / alors :

e F + G est une primitive de la fonction f + g sur l'intervalle / .

e Pour tout(a ;,6) e R?, aF + BGest une primitive de a f + fg surl'intervalle .

£ =




AISSANCES FONDAMENTALES

|| TABLEAU DES PRIMITIVES USUELLES |

La fonction / Les primitives / de / L'intervalle /
0 ¢ (ceR) R
xXHa (aeR*) x> ax+c R
i ( N"') n+l
x> x" (ne i
x|—>n+1+c R
1 * 1 * *
xl—)x—” (neN —~{1}) xH(l—n)x”_l +c R’ ou R*
r+l
x> x (re@'~{l}) X > +c R
r+1
x> x (neN‘) P | T R*
n+1
"XH>cosx x> sinx+c¢ R
X > sinx X+ —cosx+c R
5 V3 T
x> 1+tan® x = — X tanx+c J——+lm;~*+k;r[ (kEZ)
cos” x 2 2
x > sin(ax +b) (aeR') xl—)—lcos(ax+b)+c R
a
x> cos(ax+b) (aeR*) x|—>~1—sin(ax+b)+c R

a

Intervalle ol # etvsont

u'v+uy' uv+c
dérivables
u' 1 Intervalle ol # est dérivable et
_u_z ; e ne s’annule pas
u' Intervalle ol # est dérivable et

Ju+e

strictement positive

r+l

Intervalle ol # est dérivable et

+c . o
r+1 u" est définie
u'v—uy' u Intervalle oll # etv sont
-4
v v dérivables et v ne s’annule pas




—IA' £TUDE DE LA DERIVABILITE EN UN POINT |

Soit 1 la fonction numérique définie sur](] e 00[ par:
f(x)=2Vx—x si xe0;1]
f(ch):Q/J_C—\/3 ¥ —x sixe[l;+o

1) Montrer que la fonction f est continue enl.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f a gauche enlpuis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
i@ L} A
x—1 o2 +3fx +1 \'(x—l)2

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en1puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) a) Montrer que pour toutx & J1;+ o[ :

1) Montrons que fonction f est continueen] :
Ona: lim f(x) = lim ({/; —Yx? - x) 2] f(l). Donc la fonction f est continue a droite enl.
17 x-»l*

Ona: linl'} f(x)=lim (ZJJ_C - x) =1= f(1).Doncla fonction f est continue a gauche en1.

=17

Par suite, la fonction f est continue enl.

2) Etudions la dérivabilité de la fonction f & gauche en1 :

Ona: limM=lim2—\/§—:ﬁ_—l=lim——~w—= im— ‘
x> x—1 o x—1 o1 x=1 71 (\/; e 1)(& & 1)
Donc: 31_1)11} —x:i_ lim ﬁ
Par suite, la fonction f est dérivable 4 gauche enl et de plus : f; (1) =0.
Interprétation graphique : la courbe €, de la fonction f admet une demi-tangente horizontale a gauche
au point d’abscissel.

3)a) Onapourtoutxe]1;+w[ -
f(x)—f(l):%/;—\f3x2—x~1___%/;—1_\/3x2—x= x-1 _Jx(x-—l) .
x-1 x—1 x—1 x-1 (x—l)(i/x_z+%/_;+1) V(x—l)a

=i I
Par conséquent, pourtoutxe]l;-i—oo[: f(x) if( )= %/_2 1%/, —q( xl -
Hee= X +x+1 X -

b) Dérivabilité de la fonction f a droite en1 :



—-f——~=lim{ S T W—
A %/x_z+%/;+l i'(x—l)2

l t lim —x—"—-+oo.

; 1
Car: lm——————=— @
U 13k +1 3 g (ch--l)2
Par suite, la fonction f n’est pas dérivable  droite en]1.
Interprétation graphique : la courbe €, de la fonction f admet une demi-tangente verticale & droite

au point d’abscisse 1 dirigée vers le bas.

e Pour montrer qu'une fonction f est dérivable en un point x,, on peut :
= Appliquer la définition et montrer que : Eglﬂ «-{w =(elR
= Montrer que f est dérivable a gauche et A droite, et son nombre dérivé 3 gauche est égal a son
nombre dérivé a droite: f;(x,)= f;(x,).
= Utiliser les opérations sur les fonctions dérivables.
= Vérifier que la courbe admet en A(xﬁ, i b )) une tangente non verticale.

e Dans le cas o1 : limM
X%y X=X,

=0, f n'estpasdérivable enx, etsa courbe représentative

admet une tangente ( ou demi-tangente) paraliéle a(Oy)au point M, (xo sl ).

—IB' OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVEES I

1) Calculer f”(x) dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=(-2%" +7x" —-x+4)s i) f(x)=(F+2wVa+1 5 0 f(x)= ;i“c(:;)x

;e)f(x)=x3—\/;tanx+§i-2—x :f)f(x)=( x+1 j’*‘

i
Blel-Borsys ¥ +3x+7

1
2) Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est dérivable sur l'intervalle I puis calculer

sa dérivée f'(x)pour toutx €/ :

a) f(x)=cos(3x* —5x+7) et I=R i By f(x)=3 x2x+ et I = ]0;+00]
2 1 1
O f(x)=4 -5 +2x7 et I=Jovo] ;) f(x)=sin(\F+5) et I=R

e) f(x):tan( i J et [I=]-o0;-1 i D f(x)=%2-sin’x et I=R

o s

ray.com
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1) Calcul des dérivées :
a) La fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

f'(x)= {(—Zf +7xF —x+ 4)S ]f = 5(—2x3 +7x% —x+ 4)' (-2x3 + 727 =2+ 4)4
Parsuite: (VxeR) f'(x)=5 (—6352 +14x — 1)(—2353 + 7" —x+ 4)4 ;

b) La fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :
Iz)= ((ch3 + 23‘:)\}4@:2 + 1)’ = (x3 + 2x)’ Vax* +1+ (x:" - 2x)(\/43|c2 +1)

. 4):()«:3 L'l 2x) (3-.7‘:2 + 2)(4x2 + 1)—}~4x(x3 + 2x)
: F(x)=(3x% +2)V4x® +1 = -
Donc: f (x) ( X° ) +1+4 T e

_16x* +19x +2
Vax* +1

¢) La fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

Parsuite: (VxeR) f'(x)

sin(2x) Jt (sin (2x))’ (2 +cos’ x) —sin (2x)(2 4 cos’ x)'

) (2 +cos’ x)2

f’(x)=(

2+cos® x

5 () 2005(2x)(2+ cos” x)+sin(2x](2 sin x cos x) 2005(2x)(2+ cos’ x) +sin® (2x)
onc: x)= =
(2 +cos’ :’c)2 (2 +cos’ x)2

2cos(2x) (2 +¢os> x) +sin® (2x)

o 3
(2 +cos’ x)

Par suite : (‘fo eR) f'(x)=

d) La fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

i % 2
R ' 1 'm ' 1 r_ (x2+1J _ (Jc2+1)2
f(x)-{2x+5m x2+1J =(2x+5) —[ J.C2+1J =2- - _2.___“__,_1_

Donc: f(x)=2+




e) La fonction f est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition, & savoir :

D, =R} —{£+k:rr/keZ}.OnapourtoutxeDf r
2

f’(x)=[x3 _\/;tanx+§i2—x]' =(x3)’ _(\/}tanx)l +[%J

T s | tanx Jx Xcosx—sinx
Par suite : (Vx B Df.) F (v.) =3x —[2\&“ + . x]h* = .

b

f) La fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx e R :
x+1 Y ’ x+1 Y x+1 Y
"(x)=|| 5——| | =3| =
/(%) ,:(xz+3x+7]J (x”+3x+'?] (x2+3x+?]
x2+3x+7-(x+1)(2x+3)[ x+1 ]2_3(
(I2+3x+7)2 X +3x+7)

ol oy =
Par suite : (V.'(&'.- Df) -I.,(x)=_3('(( 1-"?.__1 4)(;:,1) |
X +3x+7

=5t = D%F 4)[x i 1)2

(Jc2 +3x+ 7)4

Donc: f'(x)=3

2) a) Les fonctions x > cosx et x > 3x* — 5x + 7 sont dérivables sur R ; donc la fonction f est dérivable

sur R comme composée de deux fonctions dérivables sur R .

OnapourtoutxeR :
f(x)= (cos(3x2 - Sx+7))' = (sz —5x+ 7)' % cos'(33|c2 - Sx+ 7) = ~~(6x—‘5)sin(3.:c2 —Sx—l-'?)

Par suite : (\71‘ e Df) f'(x)=—(6x~5)sin (3.1‘1 -3x+ 7) .
est une fonction rationnelle dérivable et strictement positive sur / = ]0; AN oo[

b) La fonction x > zx
x”+1

Par conséquent, la fonction f est dérivable sur/ .

On a pour tout x & J0;+ oo :

( X ]r x* +1-2x°
' s 2 12 )
f’(x)=(§/x—f;‘;J= ) B .
3(][ - J 3(}( = ) 3(x2+1)2.{}[ X ]
x+1 2 1 % &1
Parsuite: (Vx e [0;+0[) f*(x)= l~.r{ = .
.0 ) % ¥
S(x ..1) 3 L_lz +]J

2 1
c) Les fonctions x > x3 et x > x* et x > x 3 sont dérivables sur/ = ]0;+ 00[ ’

Par conséquent, la fonction f est dérivable sur/ .
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On a pour tout x & J0;+o0] :
2 1 1Y z, i g
f’(x)=(4x3 5x3+2x3J :f-‘tx%.!cf‘l 5><;x3']—2><1x3l

Par suite : (“’1 € }0; v r[) f’(x) =

d) Les fonctions x > sinx et x > vJx? +5 sont dérivables sur R ; donc la fonction f est dérivable

sur R comme composée de deux fonctions dérivables sur R .
OnapourtoutxeR :

£1()=(sin(JF73)) = (V5 xsin (Vi +5) =
-—q—«cm(\;{.r: -;v-S) .

Jx +5 ¥

r

cos( x° -1-5)
x*+5

Par suite : ("r € r-) j"(_r) -

e) On pose: u (x) =— : pour tout x € R La fonction # est une fonction rationnelle dérivable sur R
X'+

et en particulier sur U'intervalle |-co;—1[ . De plus, pour tout x € ]-0;~1[ ona:x* > 1.1l s'ensuit

doncquex” +1>2 etalors: 0<

2

7 11 <:~;£.Par conséquent: u(]—oo;—l[) & ]0;%[_

Puisque la fonction x I tan x est dérivable sur ]0 3 —'E[ , alors la fonction f = tanu est dérivable sur

'intervalle ]u-oo = 1[ comme composée de deux fonctions dérivables.

On a pour toutx € ]—00;—1[ -

f’(x)=[wn[x;’[+1)]r =[x;:1]' tanr(x:il): (;’z)z [I»{»tanz[xf*ln

2rx ‘ 1)
- (1 +tan’ |-——-— 1 | -
:.f.])- \ 1 11//

Par suite : (‘-?'x S ]—m - l[) 2 (\) =

(s
f) La fonction x > 2 —sin® x est une fonction dérivable et strictement positive surR .
Par conséquent, la fonction f est dérivable surR .

OnapourtoutxeR :

P L e sl
3(/2 smx 3{]2 smx 3(/2 sin x)

Par suite : (vxeR) f'(x)= -—-—,.:.____;.




e Pour montrer qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle / et calculer sa dérivée,

il suffit d'utiliser les théorémes d’opérations sur les fonctions dérivables.

Pratiquement : il s’agit de considérer que la fonction / estune somme, un produit, un

quotient, une composée ...et d’appliquer le théoréme et la formule qui correspondent.
Attention a bien vérifier que les conditions d’application sont satisfaites ; si ce n’est pas le cas, il faut
revenir a I'une des méthodes précédentes.

Il est par conséquent nécessaire de connaitre sur les dérivées des fonctions classiques, ainsi que les

formules de dérivation suivantes : (k € R)

(_u+v)' =u'+y ¥ (?ﬂ’)IP =u'v+wy' 1 (u")' = nu'u”‘l - (ku)' =ku' L (VOH)’ :u’x(v’ou)
'

=F = o (s

u u 2Ju v v nlur
(3/;) =3%.‘? i (sin(u(x))) =u'(x)eos(u(x)) ; (cos(u(x))) =-u'(x)sin(u(x))

e Pour montrer que la fonction f = %u est dérivable sur un intervalle / , il suffit de montrer que la

12

1

fonctionu est dérivable et strictement positive sur / .

-|c| mmwmgq |

2
On considere la fonction numérique £ définie sur R* par: f (x) = x(\/; - 2) 2

On désigne par €, la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0 sEg })
f(x)
K
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f adroite en 0 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) a) Montrer que pour toutx € ]0;+oo[ : f’(_x) = 2(\/;—1)(\/; -2)

b) Etudier le signe de f ’(x) puis dresser le tableau de variations de la fonction f.

1) Calculer lim f(x)et lim
X—por

m . Que peut-on déduire ?

4) Etudier la concavité de la courbe @ » et montrer que €, admet un unique point d'inflexion / auquel
on déterminera ses coordonnées.
5) Résoudre dans R* I'équation /'(x) = x et interpréter le résultat graphiquement.

6) Tracer la courbe €, dans le repére (0 37 ,}) :
7) Soit gla restriction de la fonction f sur l'intervalle / = [4;+ oo[.

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Dresser le tableau de variations de la fonction g™".

Oor more VISl




¢) Calculer g (9) puis déterminer( o )’ (9).
2
d) Montrer que pour toutx e J : g~ (x)= (\)1 +x + 1) '

8) Tracer la courbe ‘Eg,_, dans le repére (O i }) .

1) Calcul de lim f'(x) et lim @ :

X3 b X

Ona: lim f(x)= lim x(\/;-fjg =+ car: lim x =+ et lim (&—2)2 = +0.

X=r+a0 Xt X—rto x—rtoz

Ona: lim 1. lim (\E—z)2 = 400.

X=rto X Xy
; ; X
Puisque lim f (x) = +00 et lim L) =+, alors la courbe € ,admet une branche parabolique dirigée
X=r+c0 XD x

vers I'axe des ordonnées au voisinage de +o0.

2) Dérivabilité 4 droite de la fonction f en0 :

\/— 2
L T
Donc la fonction f est dérivable a droite en 0 et de plus: /7 (0) =4,
Interprétation graphique :

La courbe €, admet une demi-tangente au point O(O : 0) de coefficient directeur 4.

3) a) La fonction f est dérivable sur ]0;+ 00[ et on a pour toutx € ]0;+ oo[ -
7/(2) = (7 -2) ) = (2 (52 s 2{(Vx -2 | = (V5 -2) +25(5-2) (V5 -2)
Ce qui donne:

0= () 25 2 3]+ -2) - (-2 =)

1
Ll

Par suite : (Vx € R:) f'(x)= 2(«/; ~1)(\/; —2)
b) Tableau de variations de la fonction f :
Ona: f'(x)=0 @(\E—l)(\/;—2)=0<:>(\/;—1=00u J;—Z=0) & (x=1oux=4)

Donc le tableau de signe de f*(x) sur ]0;+oo] est:




X

Jx-1

Jx=2

/(%)

Le tableau de variations d

e la fonction f:

4

|
+ ? - %)
0/1\,0

+o0
+
=
—+
400
+
+o0

4) Etude de la concavité de la courbe By

La fonction /' est dérivable sur I'intervalle ]0;+ oo[ eton a pour toutx € ]O;+ oo[ 1

f”(x)=z[(&—z)(&-z)}'=z[(&_l)'(\/;_z)+(J;_1)(J;_z)’]= x=2 x-1

Par conséquent : (Vx €0+ oo[) )=

Le signe de f"(x) est donc ¢

Onapourtoutx € [0;+f : f"(x)=0 < 2\/;—3=O<:>\/J_c=%<:>x

Tableau de concavité :

2lx-3
T

elui de 2\/J_c~—3 car\/;> 0.

o2 i
- =

2
=

—o—& [ O

+

point
d'inflexion

7

\_/

Ainsi, ]a courbe € ;admet un unique point d'inflexion qui est le pointf[%;f[z—n .

Ona: f [«-] = -1% . Par suite, / [%,%] est un point d’inflexion de la courbe €.

Oor more VISIt.
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TECHNIQUES ET ASTUCES

e Pour étudier le sens de variation d’une fonction f dérivable sur son ensemble de défi-

nition, on étudie le signe de /" (x) sur cet ensemble, En pratique, on étudie le sens de

variation d'une fonction dérivable sur un ensemble en prenant en considération les
recommandations suivantes :

= Avant de dériver une fonction, on justifie (méme briévement) sa dérivabilité.

= On ne parle de monotonie que sur un intervalle, pas sur une réunion d'intervalles.

» Pour étudier le signe de f(x), il peut étre utile d’étudier une fonction auxiliaire.
= Pour étudier les extremums locaux d’'une fonction f dérivable sur un intervalle ouvert ]a ;b[,
il suffit de calculer #*(x) pour toutx & |a:5[ puis utiliser le résultat suivant :
La fonction f admet alors un extremum local en x; si et seulement si

sa dérivée f' s’annule en x, et change de signe de part et d’autre en x, .

e Si une fonction est a dérivée strictement positive, la fonction est strictement croissante, mais l'inverse
n’est pas vrai. Cependant, on dispose du résultat suivant : Si la dérivée est positive et ne s'annule qu’en
un nombre fini de points sur un intervalle, alors la fonction est strictement croissante.

e Pour étudier la convexité d’une fonction f donnée sur un intervalle donné / :

= 8i I'énoncé I'affirme ou si la fonction permet de le montrer, on peut écrire que f est deux fois
dérivable sur / et on étudie alors le signe de la dérivée seconde.

= Si la fonction n'a aucune raison d'étre dérivable plus d’une fois sur 7 , on peut étudier alors le sens
de variation de la dérivée premiere.

5) Résolution de I'équation f (x) =X:
Soitxe R*.Ona:
fx)=x e x(Vx-2) =x & x(x-2) ~x=0& x[(\/;~—2)2 4}:0

Par conséquent :

f(x):xﬁ(x=00us/;—~2=1 ou \/;—-2=--1)
c:»(x=00u-\f;=30u\f;=l)
< (x=0o0ux=9oux=1)
Ainsi, 'ensemble solution de I'équation f (x) =xest: §= {0;1;9} A
Interprétation graphique : la courbe €, coupe la droite (A] d’équation y = x (premiére bissectrice)

en trois points dont les couples de coordonnées sont : (0;0)et (1;1)et (9;9).




ECHNIQUES ET ASTUCES

6) Construction de la courbe €, :

10 ._.__._..I”___,_ Y N —— " e R i

9

Ty Gl P (AN S VS A S —— L

o ® = | =] o ~ @ L 3

«1
0
1

7) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle I = [4;+ w[.
a) La fonction g est continue sur I'intervalle / (car elle est dérivable sur cet intervalle) et strictement

croissante sur / . Donc g admet une fonction réciproque g~ définie sur I'intervalle J telle que :

T =g([4:+[) = £(4); lim g (x)] =[03+<<]
b) On sait que g et g~ ont le méme sens de monotonie respectivement sur les intervalles 7 et.J .

Comme g est strictement croissante sur / , alors g ' est strictement croissante sur J .
Tableau de variations de la fonction g :

o0
g (x) ///
4

) Ona: g(9)=9 et g’(9]=2(\/§—1)(\/9_—2)=4.

Puisque g'(9) # 0, alors g ' est dérivable en9et on a: (g”' )r (9)= = =

2
d) Montrons que pourtoutxeJ : g~ (x)= (\/1 ++x + 1) i
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SoitxeJetye/l.0Ona:
yzg“(x)<:>x=g(y)¢>x=y(\/;*2)2 mxw(\/;)z(\/;—ﬂz =X
Donc: y=g~' (x)@ﬁ'ﬁ—2|:x/;@\/;(\/;—2)=x/; (cary24etﬁ22).

Par conséquent :

y=g"(x) & (Vy) ~2/y =vxe ({r) ~2Jy +1=Vx+les (Jy-1) =vx+1
SR W
Par sulte: y=(m +1)2.
Conclusion: (VxeJ) g7 (x)= ( 1+ + l)2

8) Construction de la courbe ‘:@g,, dans le repére (O;?;}) -

Les courbes €, et ‘@g_. sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x (premiere bissectrice).

e On suppose maintenant que la fonction f est dérivable et strictement monotone sur

un intervalle . Soit x, € I et y, = f(x, ), Cest-a-direx; = 1~ (1) -

=Sif '(xo) # 0, alors /' est dérivable en y, et de plus:

ay 5 1 B A
() o) =7y = 77 ()

= Si f'(x,) =0, alors f~'n’est pas dérivable en y, et la courbe représentative de f ' admet

au point d’abscisse y, une tangente paralléle a I'axe des ordonnées.

e [1 est parfois intéressant d’étudier la parité ou la périodicité d'une fonction, pour éviter de I'étudier sur
tout son ensemble de définition tout entier, mais sur un sous-ensemble dit domaine d’étude.
Les variations sur le domaine de définition se retrouvent a partir de celles du domaine d’étude par
symétrie (centrale ou axiale) pour la parité, par translation pour la périodicité. On peut aussi utiliser
simultanément ces deux propriétés.

e En ce qui concerne l'intersection avec les axes, il faut connaitre les phrases de rédaction qui guident le
raisonnement,
Faire attention a ce que l'on écrit, chercher les abscisses n'est pas chercher les coordonnées ; il ne faut
pas confondre ces deux nations.

e Le nombre de solutions de I'équation f (x) = m est le nombre de points d'intersection de la courbe €,
avec la droite ( A, ) d’équation y = m.
o Si f est croissante sur un intervalle / , alors I'implication « f (a) <f (b) =>a £ b » n’est pas toujours

vraie (par exemple : f constante sur/ ), La condition « f strictement croissante » est donc nécessaire.




ECHNIQUES ET ASTUCES

On considére la fonction numérique f définie par :
x3

f(x)=_3‘c2 +1
F(x)=x+Jx*+2x si x>0

On désigne par €, la courbe représentative de la fonction 1 dans un repére orthonormé (0 30 ,})

si x<0

1) Montrer que 'ensemble de définition de la fonction f est: D - =R.

2) Montrer que la fonction f est continue surR .

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f agauche et a droite en 0 puis interpréter graphiquement les

résultats obtenus.
4) a) Calculer : ]1'133'u f(x).

b) Montrer que la droite (D) d'équation y = 2x +1 est une asymptote oblique 2 la courbe €. +au

voisinage de +oo puis déterminer la position relative de la courbe € ,par rapporta (D) surR*

¢) Calculer lim f(x)et lim (f(x)+ x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—y—o0 Xy

5) a) Montrer que :
f’(x)=—ﬂ si x<0
(xz+1)2
f’(x)zl-i——x-"—l—- si x>0

VX +2x
b) Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variations de la fonction f .

6) Donner I'équation de la tangente i la courbe ‘@f au point d’abscisse—1.
7) Tracer la courbe €, dans le repére (0; E";}:) 5
8) Soit gla restriction de la fonction f sur lintervalle I = ]—0;0].

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J & déterminer.

(1
b) Montrer que la fonction g ' est dérivable en% puis déterminer (g™ ) (5} ;
1)Ona: xeDf@]:(xSOetx2+I¢0) 0u(x>06tx2+2x20):|

& (x<0o0ux>0)

= xelR
Ainsi : Df =R.




2) Montrons que la fonction f est continue surR :
3

X . i :
e La fonction x > ——; y est une fonction rationnelle continue sur R ; donc la fonction f est
X %

continue sur l'intervalle |-o0;0[ .

e La fonction x > x* + 2x est une fonction polynéme continue et positive sur ]O;+ 00[ ;

1 s’ensuit donc que la fonction x > v/x* +2x est continue sur J0;+ o[ .
La fonction x > x est une fonction polynéme continue sur]O 3+ oo[ ;

Ainsi, la fonction £ est continue sur ]0 e ao[ .

e Continuité de f en0 :

3

Ona: 3%f(x)z£rg(x+dx2+2x)=0=f(0) et Eg}_f(x)=lim— x =0= f(0).

=0 3% +1

Puisque : litg g (x) = lirgl_ f(x) = f(0),alorsla fonction / est continue en0.
A x=y

3) a) Dérivabilité a gauche en 0 :
—f(0 2
lim £(0)-50) i =10

Ona: g

x—>0" ¥ =0 x° 41
Par conséquent, la fonction f est dérivable 4 gauche enO etde plus: £, (0)=0.
[nterprétation graphique ;

La courbe €, admet une demi-tangente horizontale a gauche au point 0(0; 0) ;

Dérivabilité a droiteen O :

et 0 2
oa P LS g 0 420 leim{n xztzx]=lim[1+ x+2)=+oo
i & rr x -0 x s x

Par conséquent, la fonction f n’est dérivable a droite en0.

I ttati hioma
La courbe €, admet une demi-tangente verticale a droite au point o (0 : 0) dirigée vers le haut.
4) a) Calcul de xlj)l}lm f(=x):
ljﬂ}of(x)= lim (x+\fx2 +2x ):-H:o car: lim x =400 et lim v/x* +2x =+c0,
X X=¥to X X—pan

b)Ona: }ia[f(x)—(2x+l):|=}j’rg(m_(x+l))= lim (x2+2x)—(x+1)2

s> 32 Loy +(x+1)

-1
Donc: lim| f(x)—(2x+1)|= lim =0 car: lim vx* +2x +(x+1) = +o.
""*‘”[ ()= )] S +2x +(x+1) e )
Par suite, la droite (D) : y = 2x+1 est une asymptote oblique 2 la courbe € au voisinage de-+.
-1
OnapourtoutxeR" : f(x)—(2x+1) = :
()= ) x/x2+2x+(x+l)




-1
Comme <0,alors f(x)—(2x+1) < Opourtoutx e R*.
Vx* 4+ 2x +(x+1) ()= )

Par suite, l1a courbe € sesten dessous de la droite (D) surR*,

¢) Calcul de lim f (x)et lim ( f(x)+ x) :

3 3

. ; X , i
Ona: llmf(x)zlxm— 5 =11m—£2~=11m—x=+oo

Ayt r-n .|_1 = oy X—=¥—00

3

. . % ; i . B | -
t: 1 +x)= lim | - = = lim = = lim —=0.
o Bl fi=)a) }1311,[ xz+1+x] Eea i
Interprétation graphigue :

la droite (A) : y = —x est une asymptote oblique a la courbe €, au voisinage de—.

5) a) On a pour tout x € ]—oo;O[ :

PYE (0 e o PR S

x*+1

(x +1)’ (#+1) (1)
On a pour tout x & ]0;+ oo :

' ; ) ; ‘ (x2+2x)' Vi "
S (Jc)=(x+\/x2 +2x) =(x) +(wa +2x) =l+mzl+m

f’(x)=-x4-|-3x2 si x<0
Par suite (x2 " 1)
F)=1+—2E & x50

Jx +2x

b) Onapourtout x<0: x*+3x% >0 et (x2 +1)2 >0.Donc: (Vx < 0) f'(x) &
Ainsi, la fonction f est strictement décroissante sur I'intervalle ]—oo; 0[ "
Onapourtout x>0: x+1>0 et M>O.Donc: (Vx>0) f'(x)>0.

Ainsi, la fonction f* est strictement croissante sur 'intervalle ]0 i+ 00[ "

Le tableau de variations de la fonction f':

X —00 0 400
(%) - #

W | T—,,  —

6) L'équation de la tangente & la courbe €, au point d’abscisse 1 est donnée par:

(T):y=f'(-1)(x+1)+ £(-1)




TECHNIQUES ET ASTUCES

Ona: f'(-1)=-1 et f(—i)=-;—.Parsuite: (T)':y:—x—%.

7) Construction de la courbe €, :

A 4

8) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle I = ]—00;0] '
a) La fonction g est continue sur l'intervalle I (car elle est dérivable sur cet intervalle) et strictement

décroissante sur / . Donc g admet une fonction réciproque g‘l définie sur l'intervalle J telle que :

b)Ona g(-1)= % et g'(~1)=-1# 0. Doncla fonction g est dérivable en% etde plus:

6 (5)- g{g_{ o) g

2

e Lors de 'étude d’une fonction numérique d’une variable réelle, il est souvent demandé
d’étudier les branches infinies de la courbe de cette fonction.
Il faut connaitre les branches infinies citées dans le cours. En particulier :

si }ﬂ[ S(x)—(ax+ b)] = ( alors la droite d'équation y = ax + b est une asymptote oblique de la

courbe €, au voisinage de+0.




1) Dans chacun des cas suivants, déterminer les fonctions primitives de la fonction S surlintervalle] :

a) f(x.)=(2x—3)(x2-—3x+’?)4 et /=R ; b) f(x)=(3x2+2)\lx3+2x+5 et I=R

9) f(x)=Ts'Jm;x_ et I=R g0 d) f(x)=sin(3x—5?”]+cos(4x)—l et /=R
' —cosx
e) f(x)=(?-2ii—5)f et /=R ) ﬂf(x)=tan3x+tanx et I=j|—-%;—72£[
1+/x +3x ! 2 od "
g f(x)=-—§;——'§- et I=R] s i) f(x)=x5~4x+}?+;;—7;- et I=R]

: il T e R = BRI = R*
1);"(J|:)—\/m+xltzT i+ ) f(x) 3x3/x {/xz_-q-letf R

x° -2x* +5x
2) On considére la fonction numérique £ définie sur l'intervalle I = ]1 ;+oo[ par: f (x) =

B
a) Justifier que la fonction f admet une primitive définie sur l'intervalle / .

Lpn el
(x —])2 (x+ 1)1 '

¢) En déduire les fonctions primitives de la fonction f sur l'intervalle / .

b) Vérifier que pourtoutxe 7 : f(x)=x+

d) Déterminer la primitive ' de la fonction f s’annulanten 2.

A A R e o o o b

1) Détermination des fonctions primitives de la fonction f :

a) OnapourtoutxeR : }"(Juc)=(2x—3)(x2'—3x+7)4 =(x2 ~»3x+?)' (Jc2 —3x+‘?)4.

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F définies sur R par:

F(.r)": E:(r -3x+ 7)< +C ot CeR

b) On a pour toutx € R : _)"(x]=(3x2 +2)~Jx3 +2x+5 =(x3 +2x+5)’ (x3 +2x+5)%.

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F définies sur R par:

3

F(.t) z—:;i(.\j + 2.\'+5)5 +C oi CeR

sinx (3—cosx) s (3—cosx)

J3—cosx - J3—cosx 23 —cosx '

!!! H!!re VISI!Z !!ray.com N

c)OnapourtoutxeR : f(x)=



Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F* définies sur X par :

F(x)=2v3~cosx+C ot CeR

d) OnapourtoutxeR : f(x)= sin(.’:st»g)—!—cos@x)wl.

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F définies sur X par :

F(x)= -%ws(3x—%)+%sin(4x)—x+C ol CeR

-3 (F-3x+5)
(34:2—3x+5)2 B (xz —3x+5)2 -

e)OnapourtoutxeR : f(x)=

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F définies sur R par:

1
F(I)—"m‘FC ol CeR

f) On a pour toutx € ]—%,%l: : f(x) =tan’ x +tanx = tanx.(tan'~'= x+ 1) = tanx.(tan x)'-

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F’ définies sur ]*% ;g{ par:

F(x)=-%tan2x+c ol CeR

1+x +3x \/_ {/— _l 1¥ 11 oy

On a pour toutx € R, ——-—-—-——- X o x 64 x2 6 4 x3 6 =y 64 x3 X6
8) p

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F' définies sur R, par:

5 7
F(x)zi;-x* ix’+$x‘+C o CeR

h) Onapourtoutst::f(x)zx5—4x+-25-+ ] “i=x5—4x+2x“3+~1—— 8
X

Z X 2fx

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions F* définies sur R, par:

6
F(x):%-zf-—z--— 8Vx+C od CeR

i) On a pour toutx & J1;+ o[ : )= 1 (2x+1)

o +¥a~L 225 +1 (1)

Donc les fonctions primitives de f sont les fonctions /' définies sur ]1 i+ oo[ par:

4
F(x)= 2x+l+~i-(x-—1)3+C ot CeR

1 1 6 1 1

i) On a pour toutx € R* « )l 3l ——— = 3x.x5 —x(x? +1)8 =3.%5 ——(x° O\
FoPvRsievisit Porsygom ™ 1) > I )




x =2x* +5x

(o1

a) La fonction f est continue sur l'intervalle / car c'est la restriction d’une fonction rationnelle sur I .

2) On considére la fonction numérique f définie sur Iintervalle / = ]1 s+oo par: f(x) =

Dong, elle admet une primitive définie sur I'intervalle / .
b) Onapourtoutxe/ :

11 =Jc(xhl)z(x-}-l)z+(Ja:+1)2—(x—1)2
(x=1)"  (x+1)° (x2 —1)2
x(x2 —1)2 -i-(x+1)2 —(Jc—l)2
EE]
B x(x“ —2x* +1)+4x
)
X ~2x° +x+4x

(o1

X —2x* +5x

(< -1)

=f(x)

Par suite : (Vxe]1;+oo[) fx)=x+

B o o

1 B 1 .
(x— 1)2 (x+ 1)2

c) Les fonctions primitives F de la fonction f sur l'intervalle / sont définies par :

2
F(x):x——L+——l—+C ot CeR
2 x-1 x+1
d) Déterminons la primitive F de la fonction f s’annulanten 2 :
2
1
Une telle primitive est définie sur]l;+ no[ par: F(x) =x———+L+C ou CelR.
2 x-1 x+1
- 2 1 1 , _ 4
La condfaonF(E) =0donne: ————+——+C =0, cest-a-dire: C =——.
2 2-1 2+1 3
2
1 1 4 »
Par suite : (Vxe]l;+oo[) F(x):F(x)=x———-——+———.

2 x-1 x+1 3

Oor more Visi
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EXERCICES ET PROBLEMES

En utilisant 1a définition, montrer que la fonction f
est dérivable en X, en déterminant le nombre dérivé

f"(x, ) dans chacun des cas suivants :

1) f(x)=+x*+1 ; % =0
2) f(x)=2x—%/; ;o]

= 1 _
3 f(¥)== P % =—2
4) f(x)=x|x| i %, =0
6) f(x)=cosx-sin’x+tan(4x) ; x=0
7 f(x)=3x -7 y =2

Etudier la dérivabilité a droite en x,de la fonction f

puis interpréter le résultat obtenu :

1) f(x)=vx-2 ; xy=2
2) f(x)=A1-x* P xy=-1
3) f(x)=m 7 w=l
4) f(x)=%/;x+5 i % =0
5) f(x)=x—m g %=3
6) f(x)=|" -1 ;%=1

7) f(x)= ] -4

Etudier la dérivabilité 2 gauche en x,de la fonction f

puis interpréter le résultat obtenu :

1 flx)=x+1-x : w =]
2) f(x)=+x*-5x+4 s sl
D 7= -
4) f(x)=vx’+x-2 ; Xy=-2
5) f(x)=v8-x’ ; =2

Soit f la fonction numérique définie sur R par:
& s F 3 :
o= sm[—] si x#0
X

f(0)=0
1) a) Montrer que : (Vx € R') If(x)' Lir,

b) En déduire que f est continue en0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f en0.

Aoy B
USRS .

Soit f la fonction numérique définie sur[-2;2] par:

X

si x#0

/(%)

1

4

1) Montrer que la fonction f est continue en0.

7(0)
2) a) Montrer que la fonction f est dérivable en0.
b) Ecrire I'équation de la tangente (7') 4 la courbe

- €, delafonction f au point d’abscisse 0 .

3) Etudier la dérivabilité & gauche de la fonction f au
point x, = 2 puis interpréter le résultat obtenu.



s INFEXERCICES ET PROBLEMES

>

2) Etudier la dérivabilité & droite et a gauche de la

Soit f la fonction numérique définie par : fonction f au point x, = 2 puis interpréter géomé-
f(x)=x+1+ i +ax triquement les résultats obtenus.
1) Déterminer D I'ensemble de définition de .
2) Etudier la continuité de la fonction £ sur D,. Soit f'Ia fonction numérique définie sur R par :
3) Etudier la dérivabilité A gauche de la fonction / au {f (¥)=ax’+bx  si x<1 ot (a;b) € R?
pointx, = —4 puis interpréter le résultat obtenu. f(x)="+3x"~5 si x>1 ’ I

4) Etudier la dérivabilité A droite de la fonction fen0 Déterminer les valeurs de a et b sachant que la fonction

puis interpréter le résultat obtenu. numeérique f est dérivable au pointx, =1.

La figure en-dessous représente la courbe représen- Soit fla fonction numérique définie sur R par-:
tattive € d'une fonction numérique f'. f( x) s Q/ 2 432 si x>0

s

f(x)=4Vl-x+x-4 si x<0

1) Montrer que la fonction f est continue en0.

h
L

2) Etudier la dérivabilité 4 gauche de la fonction £ au
point x, = 0 puis interpréter le résultat obtenu.

BRI

Soit f la fonction numérique définie sur R — { 4} par:

F(x)=x-Y1-x si x<1

1

T g

Flxl= si x=let x#4

A partir de cette courbe : 2-x

1) Déterminer D, 'ensemble de définition de 1. 1) Etudier la dérivabilité & droite et & gauche de la

2) a) Préciser les valeurs de : fonction f au pointx, =1.

7 ( 4) i (0) ; f! (—6) ; ( 6) 2) Interpréter géométriquement les résultats obtenus.
' ] d ' £ -
b) Déterminer une équation cartésienne de chacun ——
des tangentes G et " Soit f'la fonction numérique définie sur R* par:
3) Résoudre dans D, I'équation: f'(x)=0. (%)= (1+x)s -2 sibgeel
_ f(x)=x"-x si x>1
: 2 . A
Soit f la fonction définie par : f(x) _X ~2x-3 1) Etudier la dérivabilité 3 droite et 3 gauche de la

|x—2|-2
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de 1.

N

fonction f au pointx, =1.

2) Interpréter géométriquement les résultats obtenus.

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

l DERIVATION ET APPROXIMATION ‘g

Soit £ 1a fonction numérique définie sur[~1;+ oof
par: f(x)=\3I1+x

1) Justifier que la fonction f est dérivableen0.

1 CALCUL DE LA FONCTION DERIVEE E
- —

Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

f(x)=4x" +8x* -13x+7 ; g(x)=x* +%

5 x+1
M =gl atofred § )=t
(x) S x+x (x) 2 +x+1
3

u(x)=\/;(2x2+7x+4) : v(x)=(x2+x+1)5

2) En déduire I'approximation affine de la fonction f

au voisinage de 0.

3) Déterminer des valeur approchées des nombres :

30,991 et 31,007

Calculer f”(x) dans chacun des cas suivants :

F(x)=v&?=3x+5 ; f(x)=x"-2x+¥4x+1

Soit f'1a fonction définie sur R’ par: f (x) = .8

¥

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f enl. # (x) _ x  f ( x) _ 2x-1
2) En déduire 'approximation affine de la fonction f 3x+2 Vx? —4x+5

au voisinage del. F(x)=1 X +3x-1 (%) =[§/__i]3
3) En déduire une valeur approchée de : S 2-x x
4/1,00032 2 11 %

1) Etudier la dérivabilité en 0 de la fonction numérique
fixe (x+ 1)3

£ R i f(x)= 2 ; f(.ic)z(xz+5x+4cosx)Tr
2) Déterminer 'approximation affine de la fonction f * +1
au voisinage de 0. 7% +x+2
En déduire une valeur approchée de : (l, 008)3 ’ f(x] - 2+x f(x) 1 (x“ o 2)5111 (Sx)

3) On considére la fonction g : x > —x* +3x +1.

Montrer que les courbes € et €, ont une tangente

Calculer f'(x) dans chacun des cas suivants :

f(x)=cos(x* +x+1) ; f(x)zsin(\lx2+3)

commune en un point dont on déterminera les
coordonnées.

4) Donner I'approximation affine au voisinage de 0 de f (x) _ Ecos (2x] 4 sin ( Sx) Tk (2x)
2 5

f(x)= 2 y f(x):sin( x—l]

3+sinx—cos® x

. 1 . .
chacune des expressions ——— et sin x puis en
(x+1)

déduire des valeurs approchées aux nombres :

1 et  sin (O,I°)

2

f(x)=tan[§»] ; f(x)—mﬂ+3tanzx

2—sinx
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_ RXRRCICE 19

IXERCICE 21 ..

Calculer f’( x) dans chacun des cas suivants : En utilisant le nombre dérivé, calculer les limites
7 suivantes :
=(x* +3x)3/2 - =(3 ? - )
F@)=(+3x)2x 5 f(x)=(3x -5 fm® =625 L (+x)°-1 L Yx¥8-2
2 x5 — A = .
f(x)=Ux*+3x-4 ; fx)= T i * o
x—1 ﬁm\/x+3—~%/4x+3 . h.mx+sin?'x—7r
fE)=-x+{2x+1 5 f(x)=3Y(x-2)" = =3 e
()= Jm i toeoels) g Y7 -deis- 45
= ; =X x— : rd
f(x) PO sy ;o f(x)=x x_2 » x T P
1 X 2 :
f(x)=——= g Flx)=t - i 4cos”x-1 .. x-sinx 2cosx—+/2
§/x2—2x x +3 xl_)n%l Ly !:l-rfoltanx_x ; _,I_lr.% tanx+1

f(x) L 3sinx -1

Syl DERIVATION ET MONOTONIE ]

2x+1 o Eaecw o
T (x) = COS ( 3% 2) ; F ( X ) =sm [ T ) Le dessin suivant présente la courbe d’une fonction
f sur Pintervalle[-3;3] :

f(x)=cos (3x + 4\/;)
r-(2)

X +3x+7

X

| DERIVATION ET CALCUL DES LIMITES
e —

/(x) = cos(3x +1).sin(2x) ;f(x)=x2tan[1]

1) Montrer que la fonction f*: x > (2x — I)15 est

dérivable sur R puis calculer la limite ;

(2x-1)" -1
lim——i-— 1) Résoudre I'équation f '(x) =0.
x>l L
2) On considére la fonction g : x > 3cos® x —sin” x. 2) Déterminer les limites suivantes : ]iﬂ;ixz) ;
X x P
Calculer g'(x) pour tout x € R puis calculer la
T . f(x)-7(-2) o FlEl-F-5)
. . 3cos” x—sin® x lim —————+ et lim—~———=~
limite:  lim x>-2 P -3 x+3

xq% 3JC — 3
3) a) Résoudre dans[-3;3]l'inéquation: f'(x)=0

3) Montrer que la fonction /2 : x > 35x -2 =[x+ 2

le tableau d iations de .
est dérivable sur[1;+ oo[ puis calculer la limite : b) Dresser le tableau de variations de f

4) Donner I'équation de la tangente & la courbe €,

. Y5x~2—Jx+2
lim
x->2 x_2

aux points d’abscisseslet2 .
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4 EXERCICES ET PROBLEMES

4) Calculer f'(x)pour tout x € D, —{-2;2}.
3x+3

V2x—-1

1) Déterminer D 'ensemble de définition de S puis

5) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

Soit f la fonction définie par: f (x) =

On considére la fonction f définie sur [—I;+co[ par:

f(x)=x—m
3 243
5

calculer les limites aux bornes de D e

il

2) Montrer que : (Vx € Df) i
1) Vérifier que f [? —1 | =————1puis calculer

lim f(x).

X—ptoe

2) Etudier la dérivabilité a droite de f en—1puis

Soit f Ia fonction numérique définie sur R, par:

f(x)=x-88x-1 si 221

interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) Calculer f' (x) pour toutx € ]—1; +oo[ puis dresser

le tableau des variations de f .

f(x)=-}_; si 0<x<1

1) Etudier la dérivabilité de la fonction f enl puis

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer f”(x)

interpréter les résultats obtenus.

uis dresser son tableau de variations :
2) a) Calculer f”(x) pour toutx € |0;1] . »

D fx)=x +2x-1 ; 2) f(x)=x'—4x
b) Montrer que f est dérivable sur ]1;+ oo[ et que

3) f(x)=% i B f(x)=vP+l-x

5) f£(x)=6x—-4x3x+1 ; 6) f(x)=Rx*+2x
D I(R)=(x-r 5 8 f()=4F -%

pour tout x € |I;+o0[ :
(x=2)(¥x-1+1)
(5=1) | (¥=1) + 35T 1]

3) Etudier le signe de f”(x) puis dresser le tableau

f'(x)=

de variations de la fonction 1. Pour chacune des fonctions suivantes, calculer ' (x)

puis dresser le tableau de variations sur / :

1)f(x)=i/x3—3x2+8 ; I=R*
2) f(x)=Vx*—x+1-x ; I=R

3)f(x)=35in[§)+cos(x)—3x ; I=R

Soit £ la fonction numérique définie par :
f(x) =é—(x+\/x2 —4).

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de 1.

2) Calculer les limites : 1_131@ f(x) et lim f (x)

3) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite en2 4) f(x)=2sinx+cos(2x) ; I=)mzx]
et & gauche en —2 puis interpréter les résultats tanx—1 T T
e EPRRCSS 5) f(x)= i 1=}——;—[
F tanx+1 42



NI XERCICES ET PROBLEMES

9

DERIVABILITE DE LA FONCTION RECIPROQUE

Soit f'la fonction numérique définie sur J = [0;4;-'-}

. 2
par: f(x)=sinx—=x
4 Soit /' la fonction définie sur R par :

f(x)zxm

1) a) Calculer f*(x) pour toutx € R*.

1) a) Montrer que I'équation f'(x) = 0 admet une

solution unique & dans l'intervalle J .

b) Etudier le signe de f '(x) sur l'intervalle ] .

b) En déduire que la fonction f est strictement

2
c) Montrerque: (Vxe/l) Zx<sinx. .
) q ( ) . croissante sur R*.

2) Montrer que : (Vx e I) 2 x<sinx<zx. 2) Montrer que f admet une fonction réciproque /'
4

définie sur un intervalle J 4 déterminer.

3) a) Montrer que /™' est dérivable sur I'intervalle J .

Soit /'la fonction numérique définie sur / = [0;3{[ '
2 b) Déterminer f (2) puis calculer ( f ‘1) (6).

par: f(x)=2sinx+tanx—3x )
1) Montrer que pour toutx e J : oD éterminer(f _l) (0)
2 I
'(z)= p— (2 cos’ x —3cos? x + 1)

On considére la fonction g définie sur[l; +co[ par:

g(x)=x-3++/x*-x

1) Etudier la dérivabilité de la fonction g & droite en1

2) Soit la fonction P: f +52£° —3¢% +1.

En remarquant que P(1) = 0, montrer que :

(Vr € [0;1]) P(1)20
3) En déduire les variations de la fonction fsurl.

4) Montrer que: (VxeJ) 3x <2sinx+tanx

puis interpréter le résultat géométriquement.
2) Etudier les variations de la fonction g.

3) a) Montrer que g admet une fonction réciproque

dont on déterminera le domaine de définition.

b) Montrer que g~ est dérivable en (\E - 1) puis

calculer (g_' )' (\E - 1) !

Soit f la fonction numérique définie sur lintervalle
4 4
I=|0;—|par: X)=—x-—tanx
[ 4J e Flal=,

1) a) Calculer f'(x) et f"(x) pour toutx I,

b) Etudier les variations de la fonction £

Soit f'la fonction définie sur Vintervalle [ = [0;—;;-]
par: S (%) = cos(2x)

1) Montrer que f admet une fonction réciproque 7

2) a) Montrer que I'équation f '(x] =0 admet une
solution unique « dans l'intervalle / .
b) Déterminer le signe de 1 (x) pour toutx e /. définie sur un intervalle J 3 déterminer.

3) a) En déduire les variations de la fonction I 2) Montrer que la fonction £~ est dérivable en 0 puis

calculer (f" )’ (0).

b) Montrer que: (Vxel) tanxsix
7

ray.com
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‘ CONCAVITE ET POINTS D’INFLEXION l

Soit 7 la fonction numérique définie sur R par:
flx)=% ~3%~3

Soit £ la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=x"-32" +2x~5

1) Etudier les variations de la fonction /.

2) Soit g la restriction de f sur[l,+e[ .

a) Montrer que g admet une fonction réciproque 1) Etudier les variations de la fonction 1.

définie sur un intervalle J a déterminer. 2) Calculer f”(x) pour toutx € R.
b) Montrer que |'équation g (x) = 0 admet une 3) Etudier la concavité de la courbe €, de la fonction f
unique solution & et que 2 < & < 3. et déterminer ses points d'inflexion.

¢) Montrer que : (g" )f (0)= ;(6;75.

Soit f'la fonction numérique définie sur R — {1} par:

EXBRCICE 36
ERCIC -
Soit f la fonction numérique définie sur R’ par: f(x)=(x- L} = -1
f(x)=x+ 2Jx - 1 1) Montrer que pour toutx € R — {1} .
X

N 2(.7c-*2)(x2 wx+l)

(e-1)

2) Etudier la concavité de la courbe €, de la fonction f

1) Calculer f'(x) pour toutx € R’, eten déduire les 1)
variations de la fonction f sur R’ .

2) Montrer que / admet une fonction réciprogue -
) Ry progRey et déterminer ses points d'inflexion.

définie sur un intervalle J a déterminer.

3) Montrer que la fonction /" est dérivable en 2 puis

calculer( F1 )r (2).

Dans chacun des cas suivants, étudier la concavité de

de la courbe €, de f en déterminant ses éventuels

points d'inflexion :
1) flx)=2"-3%+2 ; 2 f(x)=U" +x+x
1

“ f(x):\/;—i

Soit f la fonction définie sur l'intervalle / = [0; %]

par: f(x)=32cosx~1 3) f(x)=

1) Etudier la continuité de f sur l'intervalle / .

-

a1
B 2x-1
x2 —x—2

5) f(x)=x+ 6) f(x)

2) Montrer que f admet une fonction réciproque f e

1
V14 x?

définie sur un intervalle J & déterminer. N f (x) o 16 m

9 f(x) = ( {x;)z
est dérivable en \3}\5 -1 *

1
b) Calculer(f-*)'(SJE_l), 11) f(x)=x+1~?/x+4_
%

; 8) f(x)=1+x" +2x
3) a) Calculer f (E) puis montrer que la fonction f~ "
6 10) f(x)=(2x-1)5

1

Jx+d

- ()]




de la courbe €, de f sur l'intervalle [0;:1‘] en déter-

minant ses éventuels points d’inflexion :
1) f(x)=cosx—2sinx+3 .

2) f(x)=008[2x+§«} ; 3) f(x): sin® x

4) f(x)=—cos® x—2sinx.

5) f(x)=cos’ x+2cosx—1.

exINIXERCICES ET PROBLEMES

Dans chacun des cas suivants, étudier la concavité de

L AXE DE SYMETRIE - CENTRE DE SYMETRIE

Dans chacun des cas suivants, montrer que la droite

(A) est un axe de symétrie de la courbe € def :

1)f(x)=v3x2—4x+l et (A):x=2

2) f(x)=sin*x-5cos’x+7 et (A);x=_725
1

3)f(x)=x(_x+‘4—) et (A):x=-2
-_.4

9 /()= et (4):x=0

Dans chacun des cas suivants, montrer que le point
Q est un centre de symétrie de la courbe €, def:

D f(x)=x-3x +x+1 et Q(1;0)
2) f(x)=§i‘%+_4 et Q(-1;2)
3) f(x)=2x+]+x—1w2- et Q(2:5)
4) f(x)~_—;2% et Q[—-%;O]

5) f(x)=+/3cos(2x) +sin(2x) et Qg;o]

Soit f la fonction numérique définie par:

B 1
Ao (x-5)

et soit € sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0;?;})

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de e

2) Montrer que la droite (A) d’équation x = 4 est un

axe de symétrie de la courbe €.
3) Sachant que f est strictement décroissante sur

I'intervalle ]5 3+ 00[ , déterminer le sens de variation

de f sur l’intervalle]—oo;~ 1.

Soit f'la fonction numérique définie sur R par:
F(x)=3%" -5%* -180x+2
1) Montrer que le point ©2(0;2) est un centre de

symétrie de la courbe €, delafonction f .

2) Sachant que f est strictement croissante sur [2; A 60[

déterminer le sens de variation de f sur]—co o= 2].

BRANCHES INFINIES D'UNE COURBE

Soit f la fonction définie par: f(x)=

Jax® +1
x-3
Montrer que la courbe €, delafonction f admet

uniquement des asymptotes paralléles aux axes des
de coordonnées.

—~ e D

Soit f'la fonction définie par: f(x)=~/x* +5 +3x

Montrer que la courbe €, delafonction f admet deux

asymptotes obliques a déterminer.
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Etudier les branches infinies de la courbe €, dela

| FONCTIONS PRIMITIVES l

fonction f dans chacun des cas suivants :

1) f(x)=2x—1-i—i2 s 2) f(x)=x+1+2x
%

Dans chacun des cas suivants, Déterminer une primi-

tive de la fonction f ainsi les intervalles ol elle est

3) f(x)= i’; : 4) f(x):z’“_;:‘l_” définie :
2 +5 I 1) f(x)=5x3-6x2+4x—7 ; 2) f(x )='1T %
5 /(x)=5 p 6 f(x) =31+ . x

7)f(x)='\lsx3—x+x ; 8) f(x)=2x-—\/x2+l
9) f(x)=Ax*+2x~5%-3
10) f(x)=xvx +2 ; 11) f(x)=%/x%4

x+3

12) f(x)=x~ —

7 fx)=xF -1 ; 8 f(x)=x+Jx+x
9) f(x)=(2x-3)Yx* =3x+8 ; 10) f(x)=tan’x

10) f (x) =sinx.cos’ x ; 11) f(x)=sinx.sin2x

—% 43
il

14) f(x)=x" +x++x ; 15) f(x)=x2-x

; 13) f(x)=12

2 3

16) f(x)=s/x+2+\/; 1 17) f(x)z?bc?*"—h:E

30 f(x)=xJx"+1 si x<0
f(x)=vx+1-1si x>0

' PERIODICITE D'UNE FONCTION NUMERIQUE l

12) f(x) = 3cos-§—55in%+sin[2x+%]

13) f(x)=sinx.cos x/1—cos2x
14) f(x)=sin(3x).cos(5x)

1 1 4 x+1
(2x+1)" (x=1)" (2 +2x+ 7«')2

xz

(< +3)\[x2 +3 ’ v -1

15) f(x)=

16) f(x)=

Déterminer, dans chacun des cas suivants, une pério-

de de la fonction f puis déterminer son ensemble
d’étude :

1) f(x) =sin [g) cos(3x)
2) f(x)=cos [4;: +’—6’«)

3) f(x)=sin(2x)- cos® x

%) f(x)=tan’ [%] - clos(IZx)

Soit £ la fonction définie sur R par: f(x)=sin"x .

1) Calculer f"(x) pour toutx € R.

2) Montrer que pour toutx € R :

S )=——f( x)+ —-—005(4X)

3) En déduire une fonction primitive de fsurR.

4) Déterminer la fonction primitive F de la fonction f

telle que : F(n‘) =1.




= INEXERCICES ET PROBLEMES

2

On consideére la fonction numérique f définie sur R*

par: f(x)=x"+3x
1) Etudier la dérivabilité A droite en 0 de la fonction f
puis interpréter le résultat obtenu.
2) Calculer f(x) pour toutx € ]0 s+ oo[ et en déduire

la monotonie de la fonction f .

3) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution
unique & dans l'intervalle ]0; + oo[ :

4) Montrer que f admet une fonction réciproque 7~

définie sur un intervalle J 3 déterminer.

5) Montrer que /' est dérivable enlet que:

() ()==2

2a
6) Déterminer I'approximation affine de la fonction

au voisinage del.

On consideére la fonction numérique f définie sur R*

par: fz)= (x\f.; - 1]2

et soit € 'r Sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O of ,})

1) Justifier la continuité de f sur R*.

2) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € au voisinage de +c0.

3) Etudier la dérivabilité a droite en 0 de la fonction f
puis interpréter le résultat obtenu.
4) a) Calculer f'(x) pour toutx € R,

b) Etudier le signe de f ’(x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction f'.

6) Ecrire 'équation de la tangente (T)ala courbe €,

au point d’'abscisse 4.
7) Déterminer les points d’intersection de la courbe

€, avec les axes du repére.

8) Montrer que la courbe € ,admet un unique point

d’inflexion et dont l'abscisse est d% 5

9) Montrer que I'équation f (x) = x admet une solution

unique & dans [0; ]] puis vérifier que : \/E = —1—

I+
10) Construire la courbe €, dans le repére (O =3 ,}) :

11) Soit g la restriction de la fonction f sur/ = [O;I].
a) Montrer que g admet une fonction réciproque

g~ définie sur un intervalle J & déterminer.

1 ayY [ 49
b) Calculer g| — | puis déterminer — |
) g( 4] p (27) [ : 4)

¢) Déterminer g™' (x) pour toutx € J .

.2
Soit f la fonction définie par : f(x) _ Sln(zx)
cos(2x

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O 5P ,})
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de .
2) a) Vérifier que la fonction f est paire.
b) Montrer que f est périodique de périoder .
c) En déduire D, un domaine d’étude de f .
3) Calculer f* ( x) puis dresser le tableau de variations
de Ia fonction fsurD,.
4) Etudier les branches infinies de la courbe € de f.

5) Tracer la courbe €, sur[~2n ;21| N D, .

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soit £ la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=x+12x-1 si x<0
f(x):\/rxz-w-x si x>0

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O;f ,})

1) Calculer lim f (x)et lim f (k).

2) Etudier la continuité de la fonction de f surR.

3) Etudier la dérivabilité 2 droite en 0 de la fonction f .

4) Ftudier les branches infinies de la courbe € ;..

5) a) Calculer f '(x) pour toutx € R".

b) En déduire que f est strictement croissante sur
]—oo ;0[ et strictement croissante sur ]0; + 00[
puis dresser le tableau de variations de f .

6) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solu-

tion unique o dans ]—oo; 0[ puis vérifier que

} 1

ae |——0 .

12

8) Tracer la courbe €.

9) Soit g la restriction de la fonction f sur |0;+ [ .

a)Montrer que g admet une fonction réciproque g"
définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de g™ sur
I'intervalle J .

¢) Déterminer g~ (x) pour toutx € J .

Soit f la fonction numérique définie sur[0;+ co[ par:
2 .
f(x)=Yax ~3% (ot @ e RY)

1) Etudier la dérivabilité & droite en 0 de la fonction f .

a) Calculer f'(x) pour touf x & [0:-o0] .

b) Etudier les variations de la fonction f .

c) En déduire que pour tout etxde ]0; + oo[ :
1 2

- = 2
¥ xx? £—a+—x
3 3

et soit €, sa courbe représentative dans un repere

orthonormé(o;f - })
1) Vérifier que: D, = ]—ao;O] %l ]1;+ oo[.
2) Calculer Jl‘LI.‘:} f (x) et interpréter le résultat obtenu.
3) a) Montrer que la droite (D): y = x—2 est une asym-
ptote oblique de €, au voisinage de +oo et—c0.
b) Etudier la position relative de la courbe €, par
rapport 2 la droite (D).
4) Etudier la dérivabilité & gauche en 0 de la fonction f
puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
5) a) Calculer f'(x) pour toutx € D, — {0}.
b) Etudier le signe de /' (x) puis dresser le tableau
de variations de la fonction f'.
6) Ecrire I'équation de la tangente (T ) alacourbe €,

au point d’abscisse 2.

7) Construire la courbe €.
8) a) Montrer que la courbe €, coupe I'axe des abscisses

en unique point et dont I"abscisse & appartient a
l'intervalle }2 ,%I: i
b) Montrer que : a—-3a =1,
9) Construire la courbe €.
10) Soit g la restriction de la fonction f sur I = ]1;+ oo[.

a)Montrer que g admet une fonction réciproque g"



définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Démontrer que g~ est dérivable sur.J .

3
c) Monter que : (g*' )r (0)= 2181

C1+2(a-1)
d) Tracer la courbe ‘:E%g_, dans le repére ( 0;i; }) .

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

F(x)=x+2-2Jx+1 si x>-1

. I=%
f(x)_\fzx2+2

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}).

§i x<=1

1) Montrer que la fonction f est continue en —1.
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f en—1 puis

donner des interprétations géométriques aux
résultats obtenus,

3) Calctﬂer}ﬂf(x) Etxljﬂ]m f(x).

4) Etudier les branches infinies de la courbe € e

5) a) Montrer que :
] x .
Fiixl= si x>-1
() \/x+1(\/x+1+1)
f’(x)=——i1——3 §i x<-1
2(1+x2)

b) Etudier le signe de f '(x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction f .

6) Tracer la courbe €, dans le repére (O i f) .

ELEWIXERCICES ET PROBLEMES

2) En déduire quew est strictement croissante sur R .

3) a) Calculeru(1).

b) En déduire que(x) > 0 pour tout x [1;+ oo

et queu(x) < 0 pour toutx € |0;1].
Soit f'la fonction définie sur R, par:
1
F(x)=4/x-3x——
£
etsoite Sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O;E’ ,})

et lim f (x)

1) a) Calculer les limites : 3_1:;1)1 f(x) lim

b) Etudier les branches infinies de la courbe € e
2) a) Justifier la dérivabilité de f sur R® puis montrer
que: (Vx € R:) (%) =-u(x).
b) Etudier le signe de f* (x) puis dresser le tableau
de variations de la fonction £ .
5) a) Calculer f'(x) pour toutx € D, ~—{0} .
b) Etudier le signe de /() puis dresser le tableau

de variations de la fonction f'.

c) En déduire que : (Vx € R’;) 4afx <3x s 2
x

6) Construire la courbe €.

7) Discuter suivant les valeurs du paramétre m € R
le nombre de solutions de 'équation :

(m-+45)

Soit £ la fonction numérique définie sur Iintervalle

_ 2x45
f(x)'" (x_l):-\

1) Déterminer les réelsa etb tels que :

a b
(Vxe]) f(x)= (x—»1)2 +(x—-1)3

2) En déduire la primitive de la fonction f sur/ qui

3x*+1=

I =]1;+oo[par:

s'annuleen?2.
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/&

Solt /'la fonction définte par:  f(x) =

X
Vxt -1
et soit €. sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O Sty })
1) a) Vérifier que D, = ]—oo.;~ 1[ u]l;-l— oo[.

b) Montrer que la fonction f est impaire.
2) Caleuler les limites : lim £ (x) et lim f(x).

x—1" X0

3) Etudier les branches infinies de la courbe €.

4) a) Montrer que pour toutx € D, :
1
f(x)=-
) (x* - 1)vx* -1

b) Etudier le signe de f*(x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction f'.

5) a) Montrer que : (Vxe Df) f”(x):i{

(2 1)
b) Etudier la concavité de la courbe €,..
6) Construire la courbe €.
8) Soit g la restriction de la fonction f sur/ = ]1;+ 00[ :
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g
définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Montrer que g~ est dérivable en 2 et calculer

la valeur de (g" )' (ﬁ) :

¢) Déterminer g~ (x) pour toutx € J .

Soit f'la fonction numérique définie par:

f(x)=——2i
Nt —4x+5

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O o7 ,}')

a) Vérifier que D, =R.

b) Montrer que le point/ (2 : 0) est un centre de
symétrie pour la courbe €.
2) a) Calculer les limites : lim £ (x)et lim f(x).
P X>—00
b) En déduire la nature des branches infinies de

la courbe €, au voisinage de —oo et +0.

3) a) Montrer que: (Vx e R) f'(x)= - -

(x* —4x+5)
b) Dresser le tableau de variations de f .

4) ficrire I'équation de la tangente (T') a la courbe €,
au point d'abscisse 2.

5) a) Montrer que: (Vx e R) f”( B ___M

=
(x* —4x+5)2
b) Etudier la concavité de la courbe €.

6) Tracer (T')et€  dansle repére(O;f;_?].

On considére la fonction numérique £ définie sur R

par: f(x)=(m—x)2

On note € ,sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}) (unité : 2cm).

1) a) Calculer lim f(x)et lim /(%) puis en déduire

X—¥— x
la nature de la branche infinie de la courbe €,
au voisinage de —o0.

b) Calculer liglw | ¢ (x) et interpréter graphiquement

le résultat.

2) a) Montrer que: (VxeR)v1+x* >x.
-2/ (x)
J1+x

¢) Dresser le tableau de variations de la fonction 1.

b) Montrer que: (VxeR) f'(x)=

3) Ecrire I'équation de la tangente (T) ala courbe €,

au point d’abscisse 0.




4) Tracer (T) et € dans le repére (O;E" ,}) .

5) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f
définie sur un intervalle J qu’on déterminera.

b) Justifier que /" est dérivable sur.J .
Déterminer ( 5 )’ (1).

c) Dresser le tableau de variations de .

d) Tracer la courbe € o

e) Déterminer /™' (x) pour toutx € J .

~CRE—

Soit f'la fonction numérique définie par :

f(x)=x-1-x si x<1
1

f(x):z—JE

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

dans le repére (O;f;}).

st x2>1

orthonormé (O; f,}) ;
1) a) Montrer que D, = |~c0;4[ U J4;+<[ .

b) Montrer que la fonction f est continue en1.
2) a) Etudier la dérivabilité  droite de f enl.

b) Etudier la dérivabilité & gauche de £ en1 puis

interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) Calculer les limites de f aux bornes de D,.
4) Etudier les branches infinies de la courbe €,
5) a) Calculer f”(x) pour tout x € D,~ {1} :
b) Dresser le tableau de variations de f .
6) Ecrire 'équation de la tangente (T ) ala courbe €,

au point d’abscisse 0.

7) Montrer que l'équation f° (x) = 0 admet une solu-

tion unique ¢ dans I'intervalle |~o;1].
Vérifier que : L <a< 1
2 4

8) Tracer €, dans le repére (O;f;f).

XINEXERCICES ET PROBLEMES

Soit f'la fonction numérique définie sur R par:

F(x)=cos® x~2cosx—1
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f;}) .
1) a) Vérifier que la fonction £ est paire.
b) Montrer que f est périodique de période 27 .
¢) En déduire qu'on peut restreindre 'étude de la
fonction f sur l'intervalle [0 : 7:] .

3) a) Montrer que pour toutx & [0; 7] :
f'(x)=2sinx(1-cosx)
b) Dresser le tableau de variations de la fonction .
4) a) Montrer que pour toutx € [0;7:] -

S'(¥) =2(1-cosx)(1+2cos x)
P y 2 1 i
b) En déduire que le point / [T’ZJ est un point

d'inflexion de la courbe ‘Ef.

5) Tracer la courbe €, sur [-27r s 21 ] .

6) Résoudre graphiquement l'inéquation :

xe[-27;2x) f(x)ﬁ%

Soit f Ia fonction numérique définie par :

F(x)=vx’-x+x+2 si x<0

si x=20

f(x)=x+l—

xvx—1
et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;E" : })
1) a) Montrer que D, = ]—oo;I[ ) ]1 i+ 00[.
b) Montrer que la fonction f est continue en0.

2) Etudier la dérivabilité & droite et gauche de la
fonction f en 0 puis interpréter géométriquement

les résultats obtenus.

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

C : lim t lim f(x) et lim f(x

3) a) Calculer xl_wf(x) e Hrf( ) e Hl_f( )
puis interpréter géométriquement les résultats
obtenus.

b) Montrer que la droite (D) ¥y=x+1 estune
asymptote oblique de € au voisinage de +.
4) a) Montrer que :
; 1
7= 2 —x(2x-1-25" —x)
3Wx
2(xx -1)

b) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

six<0

<4

six>0

Fx)=1%

5) Résoudre dans |1;+ oo I'équation: f(x)=x

6) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet une solution
unique & dans l'intervalle ]?é" 2{ ;

7) Construire la courbe € ...
8) Discuter suivant les valeurs du paramétrem € R

le nombre de solutions de I'équation : f'(x) =m.

9) Soit g la restriction de la fonction f sur R”.
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g
définie sur un intervalle J a déterminer.

b) Montrer que g~ est dérivable en \2 et calculer

la valeur de (g‘l )' (JE) ;

¢) Déterminer g (x) pour toutx € J .

d) Tracer la courbe ‘@3_. dans le repére (O;f;}) .

Dans un repére orthonormé (O;I,J) , Soit (I")Ie
cercle de centre O et de rayon let le point /' (—1; 0) .
La perpendiculaire a la droite(H ') passant par un

point H sur [II '] , distinct de / et I’ coupe (F) aux

points M et N . (Voir figure en-dessous)
> _

14%1

Soit f la fonction numérique définie sur [«-1; 1] par:
f(x)=(1-x) W=
1) Exprimer l'aire du triangle MIN en fonction de
I'abscisse x du point A .
2) Etudier la dérivabilité de f en —let 1.
3) a) Calculer f '(x) pour toutx € ]——1 : 1[ et étudier

son signe.
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

4) Montrer que le triangle MIN d’aire maximale est
équilatéral.

A partir d'un secteur angulaire /OB de mesure & , on
forme un cdne en joignant les segments [OA] et [OB].

Le but est de déterminer quelle mesure en radian de @

donne au cone son volume maximal.

o

1) Exprimer le rayon r et la hauteur /2 du céne en
fonctionde Odetcr.

2) Prouver que le volume du cone en fonction de &
3

Oiz a*Nan* —a?

est donné par: V(a’) = A




3) a) Calculer V' (a) pour tout € ]0; 2] .
b) Etudier les variations de ¥ sur lo; 27] .

c) En déduire que ¥ admet un maximum puis
répondre au probléme posé.

On étudie les oscillations (supposées non amorties)
d’un pendule élastique vertical constitué d’un ressort
a spires non jointives, de masse négligeable et de
constante de raideur k, auquel on accroche un solide
de massem = 0,1kg.

Le ressort s'allonge et un équilibre est atteint. Puis,
on étire le ressort verticalement et on le lache.

La position du centre d'inertie du solide est repérée
parx (en métre) en fonction du temps (en seconde)

]
i

N

Un enregistrement de 3 secondes a donné la représen-
tation graphiques suivantes :

Iff)]
010
S TANTAS

0.5 | \/ 15 zo\z.ya.o v

—0.10 A

1) Lire graphiquement x(0)et x'(0).
2) Pour tout# = 0, on définit la fonction x par :

x(t)=asin(27t + ) avec 0<p < 7

ELINEXERCICES ET PROBLEMES

a) Montrer que la fonction x est périodique de
période 1.
b) Déterminera et ¢ .

3) L'équation que vérifie I'abscisse x du centre d’iner-
tie du solide, appelée équation différentielle,

mx” (£) + ke () =

Calculer la valeur exacte de la constante de raideur
k du ressort.

s’écrit :

La hauteur d’un cbne de révolution est 24 cm et le

rayon de sa base est 8¢cm.

On se propose de construire a I'intérieur de ce cone
un cylindre de volume maximal.

24

=S DY

Soit 771a hauteur du cylindre et r le rayon de sa base.

1) Montrer que % =3(8—r) et déterminer le volume
du cylindre ¥ (r)en fonction der.
2) Etudier les variations de la fonction V: r > V(r)

en déduire les valeurs de r et /.

Soit ( “B)I ensemble des points M (x; ) du plan tels
que : Ut 37 =4
Construire I'ensemble (<€) dans un repére orthonormé

(O;E’;}’).
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interprétations géomeétriques des résultats obtenus.
3) a) Calculer lim f (x) et en déduire la nature de la
X—r+oz
branche infinie au voisinage de +o0.

A) Dans chacun des cas suivants, Justifier la dérivabi-

| b) Montrer que la droite(A) est une asymptote
lité de la fonction £ sur R puis calculer f'(x) pour

oblique de la courbe €, au voisinage de +oo.

toutxeR : — f’( ) R {0 1}
; toutx € R—{0;1}.
lercas: Jr(anc)=(x~1)3(3nc2-—.vc+5)2 . | 438 Calaler J{x pourox
b) Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau
2éme cas ; f(x) = if_‘—l_
' ( . 2)3 ' de variations de la fonction f .

| 5) Tracer la courbe €.

gemecas: f(x)=/4x* —2x+7 .
4eme cas: f(x) =cos(ﬁ) ;
B) Soit g la fonction numérique définie par:
g(x)=x-2+ it =3x+2

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de g .

6) Soit g la restriction de f sur l'intervalle ]0;1[ .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g
définie sur un intervalle J qu'on déterminera.
b) Donner le tableau de variations de g .

¢) Tracer € _, dans le méme repére (O 7 ,}) ;

2) a) Etudier la dérivabilité & gauche de la fonction
)2) 8 g d) Déterminer g™ (x) pour toutx € J .

e) Calculer g [%) et en déduire (g" )f (%) .

en 1 puis interpréter le résultat obtenu.
b) Etudier la dérivabilité A droite de la fonction g

en 2 puis interpréter le résultat obtenu.

3) Montrer que la fonction g est dérivable sur chacun !

des intervalles |2;+ oo[ et Jo031] .

A) Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

% 1 1

f(x)=3x5—6x5+x”3 ; g(x)=tan(ﬁ)

4) Calculer g'(x) pour tout x € D, —{1;2}.

C) Soit f la fonction numérique définie sur R par :

X

-x
u(x)=x i_z 3 v(x)=1-x* %’ +1

+3

h(x) = Yax* +x—5Bx+7 ; k(x)=

f(x)=2x_x si xe[0;1]
f(x)=xﬂ\/x2—x si x €030 U+

et soit €, sa courbe représentative dans un repére |

orthonormé (O;f;}).

B) Soit g la fonction définie sur/ = :1—-%,%[ par:

| g(x)=4sin’ x + tan(2x)
1) Montrer que la fonction f est continue enOetenl. |

| 1) Montr la foncti timpaire.
2) Etudier la dérivabilité a gauche et a droite de la ¢ ) Montrer que la fonction g estImpaire

cpr s it 0 et Lpui dewner.de 2) Calculerg'(x)pourtoutxel.
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3) En déduire le calcul de la limite :
4sin’ x+ tan (2x) —/3 — 1
,,_,n% 6x—m
B) Soit f la fonction numérique définie par :
X

f(x)=x?’+l
F(x)=+x*-2x-x si x<0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

b) Etudier le signe de £ (x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction .

7) Donner I'équation de tangente (7')a la courbe €,

au point d’abscisse 1.
8) Tracer la courbe €. (On admet que €, admet

si x20

un point d'inflexion d’abscisse /3 -
9) Soit g la restriction de la fonction f surR*.

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™
orthonormé (O;i ;J')' définie sur un intervalle J 3 déterminer.

1) Montrer que D, =R. b) Calculer g(l) puis montrer que la fonction g™
2) a) Etudier la continuité de la fonction  en0,
b) Etudier la dérivabilité a gauche et a droite de la

fonction f en 0 puis interpréter graphiquement

est dérivable en% .

1

c) Déterminer ( g™ )' [EJ :

d) Tracer la courbe c@g_. dans le repére (0 7 }') \

les résultats obtenus.
4) a) Calculer lim f(x).

b) Montrer que la droite ( D) d’équation y = —2x +1

A) Soit g la fonction numérique définie sur R par :
est une asymptote oblique de la courbe € au

g(x)=x"—6x"+9x-2
voisinage de —co.

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

) Montrer que pour toutx € ]moo : 0[ $ ( )
orthonormé(0;i ;).

1
x-1-x? - 2x
puis en déduire la position relative de la courbe

£(x)-(-2x+1)=

1) Etudier les branches infinies de la courbe €,.

2) Calculer g'(x) pour tout x € R puis dresser le

€, etla droite (D) sur Iintervalle Je030[ . tableau de variations de la fonction g .

5) a) Calculer x]é&luo f (x) et }EEQ ( F (x) - x) puis

interpréter graphiquement ce résultat.

3) a) Montrer que / (2;0) est un centre de symétrie
dela courbe €, .

b) Etudier la position relative de la courbe €, par b) Donner I'équation de la tangente(T) 2 lacourbe

% _aupoint/.
rapport 4 la droite (A):y = x. 3P

4) Etudier la concavité de la courbe ..
5) Tracer(T') et €, dans le repére (O i }) :

6) a) Déterminer toutes les primitives de la fonction g

6) a) Montrer que :
4 2
+3 ;
f{x)= u—é« si x>0
2
( x4 1)
surR.
b) En déduire la primitive de la fonction G de la

fonction g telle que : G(2)=0.

ray.com
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B) Soit f la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=x*-2x-4 si x<0
f(x):x—4+~./x_2;_x si x>0

et soit € ,sa courbe représentative dans un repere
orthononné(O;E’;f).

1) Calculer }}Elm f(x) et }Lrpmf(x) .

2) a) Etudier la continuité de la fonction f en0.

b) Etudier la dérivabilité a gauche et a droite de la

fonction f en 0 puis interpréter graphiquement

les résultats obtenus.

X
3) a) Calculer lim f( ) puis interpréter géométri-
%

Xt

quement le résultat obtenu.

b) Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x —% -

est une asymptote oblique de la courbe €, au

voisinage de 400,

4) a) Montrer que :
J‘.'I(_x)=_2({_._1)—2 si x>0
< 3.3(x2—2x)
2x+1 ;
f'(x)=l+——== si x<0
L () 2Wx* +x

b) Etudier le signe de ' (x) puis dresser le tableau |

de variations de la fonction /.
5) Donner I'équation de tangente (7')a la courbe €,
au point d’abscisse —2.

6) Tracer la courbe €, dans le repére (O :F ,}') ;

7) Soit g la restriction de la fonction £ sur |-0;0].

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g”

définie sur un intervalle J a déterminer.

b) Montrer que 'équation g (x) = 0 admet une

solution unique & dans |—0; 0[ puis vérifier

¢) Montrer que la fonction g~ est dérivable en -2

et préciser la valeur de( ) (-2).

d) Calculer g™ (x) pour toutx € J .

Soit g la fonction numérique définie sur R" par :
1

g(x)= 6x—8xx/_—5

1) Etudier les variations de la fonction g et dresser
son tableau de variations.
2) En déduire que : (Vx & R‘“) g(x)<0
Deuxiéme Partie :
Soit £ la fonction numérique définie sur R par:
f(x)=(4x=1)x —4x* +1

et soit €, sa courbe représentative dans un repere
orthonormé(O;f; })
1) Calt:ulerxllglﬂn ¥ (x)
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en0

puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
g(x)
x

b) Dresser le tableau de variations de f .

3) a) Montrer que : (Vx & R:) & ( )

4) Donner 'équation de la tangente (7') 2 la courbe €,
1
au point d’abscissez :

5) Etudier la nature de la branche infinie de € ,..

6) a) Montrer que pour toutx € R’,

o (L~2J§)(16x+2~/; +1)
J (x) B 4x\/;

b) Etudier la concavité de la courbe €.

7) Tracer la courbe €, dans le repére (O 17 ,}) ,
Troisiéme Partie :
Soit /1 la restriction de f sur l'intervalle ] = [1 5+ 0]



1) Montrer que 4 admet une fonction réciproque 4™’
définie sur un intervalle J que 'on précisera.
2) Tracer la courbe €, dans le repére(O;f;}).
. ' (x
3) Déterminer: lim 4 (x) et lim (*) .

X0 A=+ x

R
Soit ¢ la fonction numérique définie sur R” par:
_12x-1

Plr 2/x
g(x)

1) Vérifier que : (‘v‘x € R+) p(x)= T+ 8x.
x

2) En déduire les primitives de g surR’ .

3) Déterminer la primitive H de ¢ sur R’, telle que

H(1)=3.

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(¥)=x-1+2J1-x si x<1
£(x)= x’ —1

¥ +1
et soit €, sa courbe représentative dans un repére

si x>1

orthonormé (O i ,}) .
1) Calculer)}_i)r_nw f(x) et}irpm F{z)-
2) a) Montrer que la fonction f est continue en1.
b) Etudier la dérivabilité A gauche et a droite de la
fonction f enl puis interpréter graphiquement

les résultats obtenus.
3) a) Montrer que la fonction £ est strictement croi-

ssante sur l'intervalle |1;+oof .
b) Montrer que pour tout x & |-o0;1[ :

1=

J1~x(l+\/1*x)

¢) Dresser le tableau de variations de f.

Soit f'la fonction numérique définfe par :

4) Etudier les branches infinies de la courbe By

5) Tracer la courbe <€, dans le repére (O; f;}:) i

6) Soit g la restriction de Ia fonction f sur([1;+ oof .

a) Montrer que g admet une fonction réciproque

g~ définie sur un intervalle J  déterminer.

b) Calculer g™' (x) pour toutx € J .

f(x)=x-3+m

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O i ,}]
1) Vérifier que D, = [0;1[ v ]1;+ ao[ .
2) a) Caleuler lim f (x)et lim f (x).
b) Montrer que lilzlm[f(x) ~(x- 2)] = 0 puis

interpréter graphiquement ce résultat.
3) Montrer que f est dérivable a droite en 0,

Préciser la valeur de f; (0).
4) a) Montrer que pour toutx € D, —{0} :
(x/a_c—z)(x—\/a_wl)
(Vx-1)

/'(x)=

b) Vérifier que :
(VxeR:) x—s/;+1=(s/;v~l)z+\/;

c) Etudier le signe de f”(x) puis dresser le tableau
de variations de la fonction f .
5) Donner I'équation de la tangente (7') & la courbe €,

au point d'abscisse 4 .

6) Tracer la courbe €,
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-~ SUITES NUMERIQUES

HISTOIRE

Les suites sont depuis longtemps Voutil privilégié pour la
modélisation des évolutions de phénoménes « discrets » :
- Croissance d’une population danimaux ; LEONARDO
- Présence de médicaments dans le sang ;

- propagation d’une épidémie ; FIBONACCI
= CLE:
Au début du XIIIe siécle le mathématicien italien Leonard de (1 180 - 1250)
Pisae connu sous le nom de Fibonacci, introduit une suite
sous la forme amusante suivante : Partant d'un couple de

lapins, combien en obtiendra-t-on aprés un nombre donné
de mois, sachant que chaque couple produit chague mois GIUSEPPE
un nouveau couple, lequel ne devient productif qu'aprés
deux mois. Si on note Fn le nombre de couples au bout de PEANO
n mois, on aboutit a la relation Fns2 = Fn+t + Fn .
Le rapport Fn+1/Fa tend vers le nombre d'or (1+v5)/2. (1 858 - 1’32)
Dans les arts également, la reproduction « a l'infini » de
phénomeénes est une source d'inspiration.
Source : https:/fr.wikipedia.org
[e— CAPACITES ATTENDUES — LS. PLAN DU COURS
& Utiliser les suites arithmétiques et les suites o Activités Préparatoires.......ccvveviviviinnn 145
géométriques pour étudier des exemples de e Connaissances Fondamentales
suites de la forme : # Généralités sur les suftes numérigues
B b au, + b CEAPDRY) s vinanossuniessantiazebsuatiasesvimsisssinie 159
U, =au, +0 et U, = . +d W Limite d’une sufte NUMEEQOE. ...oooviaersimisne 151
. . ) e . ® Crittres de convergence
& Utiliser les suites de référence et les critéres Limite d"une suite GEOMEEAGUE wc.ovvocrsssrsvmcn 158
de convergence pour déterminer les limites de W Suites de Ta forme Bues = f{us) 66 Va= f{Ea) ..o 163
suites numeériques ; e Techniques Et ASTUCES .......ccceeeeennnns 166
% Utiliser le‘s suites numénque,s pour résoudre » Bxarcices Bt Prabidmes
des problémes variés de différents domaines ; . :
. o ) ) ® Exercices 3 applieation......covieuiivninmnntininnias 17
4 Déterminer la limite d'une suite convergente M Exercices de peHfectionnement...........c.irms 181
(u" ) de la forme : ® Problémes de synthde.......oueavsmsusmavmviossmes 189
oa=f (un ) olt f estune fonction continue
sur un intervalle / etf(_f) =l

For more visit: LYray.com



A, Suite bernée = Menotonie d'une sulte numérique
Soit(u, ) la suite numérique définie par u, = % etpourtoutneN 1y, =—7"
1. Calculeru, etu,.
2. Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <1.
3.a) Montrer que la suite (un ) est croissante.
b) En déduire que : (Vn € N) = %
B. Sulte arithmétique :
i Soit(un ) une suite arithmétique de raisonr = 4 et de premier termeu, = —6.

a) Exprimeru, en fonction de 7z et en déduire la valeur de ;.

b) Exprimer la somme S, =, +u, +...+u, en fonction de .

. Tu -25
2. Soit(u, ) la suite numérique définie par u, =2 etpourtoutne N : u,, = ”—3
u —
f

1

Pourtout ne N, onpose: v, = 3
4, —

a) Démontrer que la suite (vn ] est arithmétique. Préciser la raison et le premier terme.
b) Exprimer v, puisu, en fonction de .

C. Sulte géomeétrique :

1. Soit(u,,) une suite géométrique de raisong = % et de premier termeu, =3.
a) Exprimeru, en fonction de#.

b) Exprimer la somme S, = u, +u, +...+u, en fonction den.

2n+1
2. Soit(uﬂ ) la suite numérique définie par %, =1 etpourtoutneN: u , = = u,

™ dn+6

a) Montrer par récurrence que : (Vn c N) O«<n, £1.

b) Montrer que la suite (un ) est décroissante.

c) Soit (v,1 )Ia suite numérique définie pour toutn € Npar: v, = (2?1 + l) A
c1) Montrer que la suite (v" ) est géométrique. Préciser la raison et le premier terme.
cz2) Exprimerv, puisu, en fonction den.

d) Pour toutn € N*,onpose: S, =v, +v, +...+v,,.

Exprimer S, en fonction de den.
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Les figures suivantes (1), (2), (3) et (4) présentent successivement les graphes des suites numériques

(«/;) (n) ., (nz)et (ns)

T b R B A B 10 1o e g e
W. Hrrderteiobbiyd o A K ;
gl g bl ] b e rfep ] ef N
B I W 1 i ' L1 7 4
¢ b S i & e
i 24 W = e S i 5
&5 t H i I S % X : 4 i
3 ; . " ~._<:‘L“._1 4 1 i b T -
V. i ) i
5 -le i i o (S50 )
3 % i |
o A4 S
.-n-r_-*:.H-s A o
o " }-.’ e Y -
2 4 o o
fﬁ g gt |

1. En s'inspirant des graphes ci-dessus, quelle remarque peut-on tirer sur les termes de ces suites quand n

prend des valeurs assez grandes ?

2. a) Recopier et compléter le tableau en-dessous :

9 100 10* 10° 10 10"

n
Jn

n?

"

b) Déterminer 'ensemble de tous les entiers naturels # tels que : #° € I:IO'tl s+ oo[ i
Remarquer qu’a partir du rang N = 100000, tous les termes de la suite (nz ) sont plus grands que10'°.
De maniére générale, les termes de la suite (nz ) sont tous aussi grands qu’on veut sous réserve que le
rang soit suffisamment grand. Autrement dit, tout intervalle du type ]M i+ 00[ (ouM € R) contient tous
termes de la suite (nz ) pour 7 dans un certain intervalle[ N ;+ oo .

On dit alors que la suite (r:2 ) tend vers +90 quand 7 tend vers +o0 et on écrit: lim #° = 4.

h~s4m

c) Déterminer les limites suivantes: limn ; limvn ; lim#® ; lim#n” (avec pe N")
A+ =t y

H—»+m =+

- b1 r ra 1 A -
3. On considére un carré de c6té —ou n € N* et a, son aire.
n

a) Exprimer a, en fonction de n.

b) Pour quelles valeurs dena-t-on g, < 10792
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c) Recopier et compléter le tableau en-dessous :

10 100 10* 10° 10* 10

:xwl._. S| =] =

Remarquer bien que lorsque I'entier naturel » prend des valeurs de plus en plus grands, les termes

1 1
généraux des suites numériques (——] et [—2] s’approchent de plus en plus de 0.
Rl \B

, , | | .
On dit alors que les suites numériques [—— et | — | tendvers0quandntend vers+ooet on écrit :
wzi n2i

n "

lim-—i-=0 et lim—l,—=0.

m-piac gy L "“

. . - . i} o 1 5. "
d) Déterminer les limites suivantes: lim —- ; lim— ;' lim — (avec peN")
n-rto g =yt ,Jn n—s+n gl

F LIMITES D’UNE SUITE ASSOCIEE A UNE FONCTION }—

A. Etude de comportement d’une suite a l'aide d'un tableur « Excel » :

On considere la fonction numérique définie sur R par: f(x)=2+ .
X

1. Etudier les variations de la fonction f puis calculer lim f(x).

2. Tracer la courbe €, de la fonction f dans un repére orthonormé (O i }) .

3. On considére maintenant la suite numérique (« définie
4 = que(u,),., n Un 100 2,01
- 1
pourtoutne N par: u, =2+— 1 3 101 | 2,00990099
n 2 2.5 102 | 2,00980392
a) Placer dans le repére (O of e }) les points M, (n,u,) 3 |2,33333333 103 | 2,00970874
4 2,25 104 | 2,00961538
ourneil;2;3;4}.

p { 44 5 2,2 105 | 2,00952381
b) Le tableau ci-contre donne les valeurs deu,,. 6 2,16666667 106 | 2,00943396
Quelle remarque peut-on tirer sur les termes de 7 |2,14285714| | 107 | 2,00934579
la suite (u ) our des valeurs de n assez grandes ? = Eiit WL
n) P & ' 9 2,11111111 109 | 2,00917431
4, On considére l'intervalle ouvert/ de centre 2 et de 10 2.1 110 | 2,00909091
rayon107 : 1 =]1,99;2,01] 11 |2,09090909| | 111 |2,00900901
- . i d N 3 dé ; " 12 2,08333333 112 | 2,00892857
ontrer qu'a partir dun rang /V a determiner, tous 13 2,07692308 113 | 2,00884956

les termes de la suite (un )"21 appartiennenta/ .
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On dit que la suite(#, )., tend vers 2 quand n tend vers+wet on écrit: lim », =2 ou limu, =2

n=r+ae

B. Généralisation :
On admet le résultat suivant :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle du type [no it 00[ oun, e N,

On considére la suite numérique (uﬂ )ﬂnﬁ définie pour tout entiern = nypar: u, = f (n) .Alors :

oSilim f(x)=/ol e R,alors .-.l.linmu" =£.

X—>+0

On dit alors que la suite(u, ) __est convergente et sa limite est égale a £,
>y

o Si lim f(x)=+c0 alors lim u, = +w.

Tr4n

On dit alors que la suite (u, ) _est divergente et sa limite est égale 3 +oo.
Aty

-Sn}irpwf(x) =~ alors lim u, = —o.

On dit alors que la suite (u" )”2% est divergente et sa limite est égale a—co.

En s'inspirant du résultat ci-dessus, calculer lim #, dans chacun des cas suivants :

R=340

2
B i =l s gimscas uﬁﬂ ¢ o uﬁﬂ
2n+1 A ot Jn +5n

3 1

gmecas:y =n+3-n ; BSmecas: u =n'-2n2+n ; Gmecas: u, =\B3n+1-Bn+5

* OPERATIONS SUR LES LIMITES DES SUITES - CRITERES DE CONVERGENCE h

A. Opérations sur les limites de suites :
On admet que les opérations sur les limites des fonctions numériques en +oo restent aussi valables pour
les limites des suites.

n

u
1. Calculer les limites éventuelles des suites (u, ) et(v, ) puis celles des suites (u, +v, ), (1,v,) et (——] pour :

Y

! 2
a) urx: 2” et vn= 3n+5 H b) u":—"ﬁ—iz— et vﬂ=n—\)n2+3
n+;\[; n+2 2(?’:4—3)

2. Calculer la limite de la suite (u,, ) dans chacun des cas suivants :

lecas: u,=n"—Yn-3 ; 2mecas: u,=(1-2n)(fn+5) ; 3emecas: 'u,,=3n2—4+%
n

muﬁ(zq][swzw]  mcas: u =Un-2n ; gms: u ="
n )L 24n In+1
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B. Critéres de convergence :

On admet que toutes les propriétés des limites et ordre pour les fonctions numériques restent aussi valables
pour les suites numériques.

1) La convergence :

s ; . - cos3n
a) On considére la suite numérique (u, ) définie pour toutn e N: #, = sl

" n+1

2
Montrer que pourtoutne N : 1 - — <u, <1 puis en déduire lim u,.

n+ e ]

3n+sinn
P R

n

b) On considére la suite numérique (v,, )»a définie pour toutn € N":
n

‘ 1 .
Montrer que pour toutn € N* : |v,, = 3| < — puis en déduire lim v, .
n

n—r+co
2) La divergence :

a) On considére la suite numérique (a, ) définie pour toutn e N: a, =(-1)" + Jn +sinn.

Montrer que pourtoutre N : g, > Jn-1 puis en déduire lim a, .

b) On considére la suite numérique(b,, ) définie pour toutn € N*: b, =-n” +2ncos (\/; ) -1

Montrer que pour toutn € N* : b, <—(n~1)" puis en déduire lim b,.

=yt

o—{ LIMITE D’UNE SUITE RECURRENTE DE LA FORME 1= f (11,) v

On considére la suite numérique (u, ) définie par : u, =3 etpourtoutneN, u,,, = f(u,) ot f(x)=5- i
X

1. a) Vérifier que f est continue et strictement croissante sur/ = [3 : 4] puis montrer que f (I ) e
b) Montrer par récurrence que pour toutn e N : u, e 1.

c) Montrer que la suite (uﬂ ) est croissante et majorée.
2. a) Représenter graphiquement la courbe €, de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i })

b) Tracer dans le méme repére la droite (A ) d’équation y = x aprés avoir étudié la position relative de la
courbe €, et de la droite (A).

c) En utilisant € ret (A) , représenter les cinq premiers termes de la suite (un ) . Conjecturer alors la limite de (un ) ;

3.a) Montrer que pour toutne N : 0<4-u_, S%(/&—un) ;

b) En déduire par récurrence que pourtout ne N : 0<4-y, < [-2—] :

¢) Montrer par récurrence que pour toutn e N : 2" >n .

" 1
d) En déduire que pourtoutr e N°, 0<4—u < —.
n

Que peut-on déduire alors sur la convergence de la suite (un ) ? Quelle est la limite de la suite (u r‘) ?
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&P GENERALITES SUR LES SUITES NUMERIQUES (RAPPEL)

Soit 7, un entier naturel. On pose [ = {n eN/n2 no} et on consideére la suite numérique (u,, )H2

1.1. SUITE MAJOREE - SUITE MINOREE - SUITE BORNEE

———1 Définition 1 '

o On dit que la suite (u, )rmo est majorée s'il existe un réel M tel que: (Vnel) u, <M.

_

e On dit que la suite (u” )nang est minorée s'il existe un réel m tel que : (Vn el ) u,2m.

e On dit que la suite (zuﬂ )ﬂm est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

1.2. MONOTONIE D'UNE SUITE NUMERIQUE

—' Définition 2 }

e On dit que la suite (u” )n

o, St CrOissantesi: (Vnel) u,, —u, 20 .

e Onditquelasuite(u, ) estdécroissantesi: (Vnel) u,, —u,<0 .

n

e On dit quela suite(u, ) __est constantesi: (Vnel) u,, =u

n2ny no

o Silasuite(u,) estcroissante,alors: (Vnel) u, 2u, .
]

o Silasuite(u,) estdécroissante,alors: (Vnel) u,<u, .

H2ny

1.3. SUITE ARITHMETIQUE

—‘ Définition 3 '

On dit que la suite (uri )"‘2"0 est arithmétique s'il existe un réel » (indépendant de ») tel que :
(vnel) u,,~u,=r

Le nombre r est appelé la raison de la suite (u,l )

| ‘ ProEriété 1 '

Sila suite («, )

nth,'

son, ESTUNE suite arithmétique de raison 7, alors pour tout (n % p) el*:

n—p+l1
+ont U, = 2

(v, +u,)

: w,=u,+(n—-p)r et  w,+u,,
!
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Définition 4

On dit que la suite (u” )n est ;éométrique s'il existe un réel g (indépendant de ) tel que :

>
(Vnel) u,, =qu,

Le nombre g est appelé la raison de la suite (x, )mh ;

Sila suite (u, )m0 est une suite géométrique de raisong € R* — {1}, alors pour tout (n; p) € I*:
o 1_ qn—p+1
| u,=u,q"”" et wu,+u,, +t..tu, = up.—l—_—q— (nzp) l

@ LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE
2.1. SUITE DE LIMITE INFINIE

Définition 5

* On dit que la suite (u, )mo a pour limite +o0si tout intervalle de type | 4,+c0[ , ot 4> 0, contient

tous les termes de la suite a partir d’'un certain rang .

On dit alors que la suite (z«tﬂ )mh diverge vers+oetonnotera: lim u, =+cc ou limu, = +o0.
¥+

e On dit que la suite(« a pour limite —co si tout intervalle de type [—c0,—A4| , ot 4 >0, contient
n Jnzny

tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

On dit alors que la suite (uIrt ) - diverge vers—ooet on notera: lim u, = -0 OU limu, =—co.

L it

Remaraues

e L'étude de la limite d"une suite numérique se fait seulement quand » tend vers +cc.

C'est pour cela I'écriture lim#, suffit.

e Sik e R’ alors on al'implication: lim u, =+00 = lim ku, =+
n—rtat n—+w

e Une signification intuitive de I'écriture lim u, = +o0 estla suivante :
A=+

Chaque fois que I'entier 7 prend des valeurs grandes, les termes#, prennent des valeurs positives

et grandes telles qu'on puisse rendre ces termes plus grands que tout nombre 4 donné a I'avance,
a partir d’'un certain rang.
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e Une signification intuitive de I'écriture lim #, = —oo estla suivante :
n—p+

Chaque fois que I'entier # prend des valeurs grandes, les termes#, prennent des valeurs négatives
dont les valeurs absolues sont grandes et telles qu’on puisse rendre ces termes plus petits que tout

nombre 4 donné 4 I'avance, a partir d'un certain rang.
e On a les équivalences suivantes :

limu, =40 lim (-u,)=—0 ;  limu, =—0 <& lim (-, )=+

H=—>+4o0 n—y+oo H—rt+oc n—r+o

2.2. LIMITE INFINIE DES SUITES USUELLES

— 1 Prﬂpﬁsltioni ',_...__._ el e e et bt PO ——

Soit p un entier naturel supérieur ou égal a 4. Alors:
o lim n=+oo ; n]ir}lmn2=+oo ; l;uzlwn3=+oo i lim P =400,
cimVnsse o mdese o lmde .
2.3. CONVERGENCE D’UNE SUITE NUMERIQUE
Définition 6

Etant donné une suite numérique (v, ),

., €t £ € R, on dit que(u, i

i tend vers £, ou encore

converge vers £, si tout intervalle ouvert centré en £ contient tous les termes de la suite (“n )mD

a partir d’'un certain rang. On écrit: lim », =/ ou limu,6 = (.

n-4+7
-

L—“

Unp
R o Il existe un entier naturel N tel que tous les u, se
| intervalle ouvert trouvent dans I'intervalle ouvert I quand n 2 N

} I contenant / .
\ I /
{

>N

R h
N

9 1

On peut dire que les termes un s'accumulent autour de ¢ |




On dit qu'une suite numérique est convergente si elle admet une limite réelle. Dans le cas contraire,
on dit qu’elle est divergente, .

Montrons que la suite (%, ) , définie par u, = (~1)" est divergente::
Supposons par I'absurde que la suite (u, ) ., converge vers un réel £. Alors pour tout réel strictement

positif », l'intervalle ouvert I = ]E ~r;l+ r[ contient tous les termes de la suite(u,, )”21 a partir d'un

certain rang. Donc pour# = ?12—, il existe N' € N tel que pour tout#z > N,onait: u, € ]E —%;f + %|: 3
c’est-a-dire : (Vn > N) I(—l)” - El < %

e Lorsquen = N et nest pair, on obtient ; |1 - £’| < % ; Cest-a-dire: fe ]%,%[

e Lorsquen > N et nest impair, on obtient :I—l — f[ <% ; Cest-a-dire: fe¢ ]—-% —l|: y

i
Ceci est absurde car; -!-;3 N ——3—;-—1 =J.
2 2 2" 2

e Dire qu’une suite dierge (ou qu’elle est divergente), ne signifie pas qu’elle tend vers l'infinie.

Cela signifie exactement que la suite n’a pas de limite ou qu’elle est tend vers !'infini.

e La limite d’une suite numérique, lorsqu’elle existe, est unique.

2.4. CONVERGENCE DES SUITES USUELLES

_i PFgEgsitionz ' . — S ———————— S ——————

e vl
Soitk un réel et p un entier naturel non nul. Alors: lim—=0 et lim—=0.
n—i0 pP nie [y
e el v = 4
En particulier: lim—= ; lim—=0 ; lim—=90.
A=+ n H—r+0 n n=pton ’ n

"‘*‘i PPQE@Siﬁ@ﬂ 3 "’— AT Tl Ly —

Etant donné une suite numérique (#, )nm et £ € R, alors on ales équivalences suivantes :

limu, =€ < lim (u,-£)=0 et limu,={ < limu, —¢=0
=40 n—>tx =yt

H=>+0
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3n* +(-1)" .
————— . Montrons que lim u, =3 :

n A=+

Soit(un )m__1 la suite numérique définie par: u, =

. _3]_|3n (=)

On a pour toutn € N” : =P
I n’ |n | n

1
Comme lim — =0, alors hm [u - 3| 0.Parsuite: lim u, =3.
H=p+3C n H—4ac

2.5. OPERATIONS SUR LES LIMITES FINIES

i Proposition 4 l

Soit(u, ) . et(v,), ., deuxsuites numériques convergentes. Alors : l
"u 2

sLasuite(u, +,) ., estconvergente etde plus: lim(x, +v,)=lim(u,)+lim(v,).

e Pourtout 4 € R, lasuite(4u, ) . estconvergente et de plus: lim (Au, ) = Alim (u,). '

eLasuite(u,v,) . estconvergente etde plus: lim(x,v, )= lim(u, )xlim(v, ).

o Si lim(v, ) # 0, alors la suite (u—“

vﬂ

J est convergente et de plus : lim [u—"] = M ;
- v, ) lim(v,)

xemples §
1 4

1) Soit(u, ; 12 suite numérique définie pour toutn € N” par: u, =3-—+-—

n n

1 .1
Ona: limu, =3- lim — +hm——3 car lim — = lim —
o n=+wm 3 n—)-l-on,J ( n—)+wn r!—HmJ

2J;+7
3n-2

2) Soit(v, )1a suite définie par: v, =

J;(“J_E] L2+

=

Ona: limv = lim

——%=lim —=X
n—=»+x n Byt H—)‘Hﬂ'} 2
n(3~3) " e
n n
g . o B e B :
Puisque lim —== lim — = lim —==0, alors lim v, = 0.
=¥+ n n-=y+c 3p n—+tan - ,n n—+e

3) Calculons la limite de la suite (w, ) définie par: w, =V4n® +2n+1—2n.

Ona: lim w, =11m( 4n2+2n+1—2n) Iam4hn_+2m+1 4n’ = lim o st

=450 n—>i ﬂ-HmJ4n +2n+1+2n “"""J4n +2n+1+2n




Par conséquent :

ol

lim w, = lim

= lim _ -
n—+o0 N—rto H—y+4o0 Ry
J 4+ +— +2n n( [4+g iz]+2] \j[4+3+i2)+2
n n n n

Puisque llm —=0et lim -—l— =0, alors:

H—>+o0 n

lim w, =

h—+a0

1
Jai2 2

R+ n

Calculer la limite de chacune des suites suivantes définies par :

2n-7 B L N
Wr+3 0" wrasn+7 0

a, =vn+3—-+n+2 ;

2n—3

(n+4)(-3n> +1)
P+l "

5n° +8n

b, =\ —4n+5-3n+2 ; Cu=("+1){/j§'
n

Il

2.6. EXTENSION DES OPERATIONS SUR LA LIMITE DE SUITE

On admet que les résultats sur les limites des fonctions restent valables pour les limites des suites :
» Limite de la somme :

limu, 14 ! +00 —00 +00
limv, v +o0 = +% o B
Forme
Iim(u +v ' % -
( It ") £+t +0 % E o 0 indéterminée
» Limite du produit :
limu, { +0 +c0 —oo —o0 +00 460 ou —o0
limv, ¢ £'>0 | £'<0 | 4+ —o0 +o0 0
. Forme
lm(u, xv,) | 40 | - —~0 | 4o | 40 |
indéterminée
» Limite de l'inverse :
limu, £#£0 | 40 ou +o© 0
i 1 1
lim— 1 0 L
u, ! |
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2.7. LIMITES ET ORDRE

l Proposition 5 '

Soit(,),,,, €t(V,),s, deux suites numériques convergentes. Alors :

o Silasuite(u, ), estpositive, alors: limu, 20,

HE

e Si u. <v_ pourtoutentiern = n,,alors: limu_<limv .
n n p 0 n #n

—1 Remarﬂ_ ues ‘

e Une suite strictement positive (2 partir d'un certain rang) et convergente peut avoir une limite

1 & sl
nulle. Par exemple : Ona: — > 0 pour toutn € N, mais lim —=0.

b e n
De fagon générale, le passage a la limite fait perdre les inégalités strictes.

eSi (u ) est une suite convergente pour laguelle on souhaite montrer que la limite est strictement
n ”?_”0

positive, alors il suffit de chercher un réel m > Otel queu, > m a partir d'un certain rang.

2.8. MONOTONIE ET CONVERGENCE

{_Théoréme1 } S

e Toute suite croissante majorée est convergente.

e Toute suite décroissante minorée est convergente.
Ce résultat porte le nom de « Théoréme de la convergence monotone ».

Remarque

e Le théoréme ci-dessus assure la convergence de la suite mais ne détermine pas sa limite.

On considére la suite numérique (u” ) définie paru, = Oetpourtoutne N : u,, =/2+u,

Montrons par récurrence que pourtout neN : 0<y, <2
e [nitialisation : Pourn=0,0onau, =0 ;donc: 0 <u, <2.
o Hérédité : Soitn € N. Supposons que 0 <u, <2etmontronsque 0<u, <2,
0na:0$u,,£2:>2£2+un£4:>\65 24u, L2305, 52
e Conclusion : Pourtoutne N : 0<u, <2

Etudions maintenant la monotonie de la suite (u, ) :

OnapourtoutneN :



(u, +1)(2~u,)

Comme0 <u, <2 alors 2 0 pour toutn € N, doncu,,, —u, 20.

n

,j2+u,, +u,

Ainsj, la suite (u,, ) est croissante majorée par 2, donc elle est convergente,
2

s ; ; o u, +1
2) On considére la suite numérique ( u, ) définie par u, = %et pourtoutrneN: u, , = ; ‘
un
Montrons par récurrence que pour tout # € N : u, > 1
i 3
e Initialisation : Pourn =0, on a u, = ;donc u, >1.
o Hérédité : Soitn € N. Supposons que #, > 1et montrons que %, >
% 2 2
u, +1 u, ~1 u, ~1
Ona:u, —1=-= —lz( ) .Commeu,,>1,alorsu>0;d’oﬁ:um_l>1.
2u, 2u, 2u,,

e Conclusion : Pourtoutne N : > 1

Etudions maintenant la monotonie de la suite (u, ) :
2 2
u, +1 l1-u
OnapourtoutneN :u,  —u, =—2—-—u, = <
2u, 2u,
2 2 1_-- u: ] A .
Puisque u, >1,alors u, >1.Donc: 5 <0, cest-a-dire: u,,, ~u, <0.
uﬂ

Ainsi, la suite (un ) est décroissante. De plus, elle est minorée parl, donc elle est convergente.

R ey
| Applications [
el Yo _3u,+4

: " o 3
1 Sont(un ) la suite numérique définie par u, = ) etpourtoutneN :u , = -
n

a) Montrer que pourtoutne N : -4 <u, <1.

b) Montrer que la suite (uﬂ ) est croissante et en déduire qu’elle est convergente.

1+u,

2
Z. Soit(u” ) la suite numérique définie par u, = {/; etpourtoutneN :u , = 3

1
a) Montrer que pour toutn e N : u, > (/-; i

u
b) Montrer que pour toutze N : 2L <,
U

n

c) En déduire que la suite (u,, ] est convergente.

’ ” 3 3
3. Suit(v" ) la suite numérique définie par v, = EEt pourtoutneN :v_, =v—-2v +2.

3
a) Montrer que pourtoutneN : 1<y, < e
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b) Prouver que la suite (vﬂ ) est décroissante. Que peut-on conclure ?

. 1 1 1
4.Soit(S, ) _, la suite numérique définie pour toutn e N : §, = Frop et
a) Déterminer §;, S, et S;.

b) Montrer que la suite (S” )m est croissante.

¢) Montrer par récurrence que : (Vn € N') 5,532 —l.
n

d) En déduire que la suite (Sn )nkl est convergente.

&) CRITERES DE CONVERGENCE
LIMITE D’UNE SUITE GEOMETRIQUE
3.1. CRITERES DE CONVERGENCE

i .Proeasitianﬁ ' ——— I —

Soit(uﬂ )HZ”o et(v” )n% deux suites numeériques telles que pour toutn =2 n, : u, <v, .

e Si lim u, = 4o alors lim v, = +o0.
Ryt A=¥+o0

e Si lim v, =—coalors lim u, =—.

3+ H—y foo

l
!
|
|

A =—n+cosvn -1
Onapourtoutn e N ; cos\/;SI.Donc: (Vn GN) u, <-n.

Puisque lim (—7) =~ alors lim u, =—w.
-y

H=¥+00
2) Soit(u“ ) la suite numérique définie par: v, = In® +1-sinn
Onapourtoutre N : sinn <1, donc —sinn > 1.1l s’ensuit donc que : n° +1—sinn = n°,
cest-a-dire : In® +1-sinn > Yn® . Par conséquent: (Vne N)u, =n’

Puisque lim #* = +c0 alors lim u, = +c0.

n=>+0 n—y40
3) On considére la suite numérique (uﬂ ) définie par u, =letpourtoutneN: u,,, =u, +2n+3.
Montrons par récurrence que pour toutn € N:u e n*.

e Initialisation : Pourn =0,onau, =1 ;donc: u, > 0.

£ Yeo L . 2
o Hérédité : Soitn € N. Supposons que u, > n” et montrons que Uy > (n + 1) s
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2
Ona:u,>n*,donc: u, +2n+3>n’ +2n+3>(n+1)".
e Conclusion : Pour toutn e N : z«r”>m2 .

Déterminons maintenant la limite de la suite (, ) :

Onapourtout n€ N : u, > n*. Puisque lim n* = +00, alors lim u, = +o0.

-—{ Théoréme 2 }

Soit (v,‘I )nano et( w, )n% deux suites numériques convergeant vers une limite commune £ .

s : o . " n n I
1) On considére la suite numerlque(un)m définiesurN" : u, = o e
Nt +1 Ant 42 n'+n
nZ nZ

Montrons que pour toutn € N* §: ———=<u, <——.

Nn'+n vn' +1
Pour tout k € {1,2,...,n} ,ona:

4 4 4 1 1 1
Ifsk<neon +1sn +k<n' +ne S——==
Jrt+n Ant vk nt+1

Par conséquent : En particulier :

n n n
L S W ST W
Nrt+n  Ant+k Ant+1
n n

n
< <
Jrt+n Art+1 At +1

n o < n
\/n4 +n \/n4 +2 \/?14 +1

n___n__ n
Jrt+n Ant+n Jnt+1

En additionnant les membres de ces inégalités, terme a terme, et aprés simplification on obtient :

n n n n n n

3 B i Z B $ E WD S A
Jnt+n Jnt+n Naten 1 Ant+l '+l Vit +1

Ce qui donne; D’otl le résultat.

n’ n’
— Y ——,
N A ! Jrt +1

Déterminons maintenant la limite de la suite (url )M !
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.1
Ona: llmJ_ hmJi—hm\/i—l car: llm—SxO‘
R+t R+ L] n—+0

=1 car: lim -}4-=0

lim
rl—Hm n-«H-m n—>+ue H—y+a n
\/ n* + 1 \[ { + _ \/[1 0 L]

D’aprés le théoréme des limites comparées, on en déduit que (u ) est convergente et lim u, =1.
A0

n+cosn
n +1
Montrons que la suite (v,, ) est convergente et calculons sa limite :

2) On considére la suite numérique (vn ) définiepar: v, =

Onapourtout ne N : —-1<cosn<1.Donc: n—1<n+cosn<n+l.

1l en résulte donc que pour toutn e N : n;l <y, < n2+1 :
n +1 B+l
(1 _1 1 1 i. 3
i ) i
Ona: lim ———=li =lim 22 =0 et lim = lim 22— =0.
nstmp? 4] e, 1+l n—rtoo +i n—i0 p? 4 nie 4 i
nz n?. ni

D’apreés le théoréme des limites comparées, on en déduit que (v,, )est convergente et que lim v, =0.
R+

5n+(—1)”
3n+2

Montrons que la suite (w” ) est convergente et calculons sa limite :

3) On considére la suite numérique (w,, ) définie par: w, =

Onapourtout 7eN : =1<(-1)" <1.Donc: 5n—1<5n+(-1)" <5n+1.

51**1—1< S5n+1

11 en résulte donc que pour toutn e N : <w, :
3n+2 3n+2

1 1
. Sn-1 = - fa 1
Ona: lim = == et | = lim ’2’:- car: lim —=0,
n In+2 n-—»-!-w3+_ 3 n=>+0 3p 4 2 ﬂ—)+013+_ 3 n—+as
n n

D'aprés le théoréme des limites comparées, on en déduit que (w, ) est convergente et que lim w, ==
1—»+o0

5
- 3n+cos—
1. Soit (u, )  la suite numérique définie par: u, = g o
H n+
a) Montrer que : (Vn € N‘) = =5 T I 3n+1
n+1 n+l

b) En déduire que la suite (u, ) . est convergente et déterminer sa limite.
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B s/?_zsin(n) .

2, Soit( v, ) la suite numérique définie par: v, = -
n

Montrer que la suite (v,, )est convergente et calculer sa limite.

n n n
3. Soit(S, ) ., la suite numérique définie par: S = + FunsF ‘
(52D " n el a2 n* +~In
2 2
n n
——— RS & '
n’ + '\[I—l TRl

b) En déduire que la suite (S,ﬂr )na est convergente et déterminer sa limite,

a) Montrer que pour toutn € N* :

Soit (u, ) 2, UNE SUite numérique et/ un nombre réel. S'il existe une suite (v,,__)mo tendant vers 0

telle que pour toutz > n,, [u, ~ #| <v,,alors la suite (u, )"% converge et sa limite vaut /,

Onapourtoutn > i, : |u,,—€|£v,, < L-v,Zfu,<l+v,.

Puisque lim v, =0, alors lim (£~v, )= lim (¢£+v, ) = £. D’aprés le théoréme des gendarmes, on en

H—ptoo

déduit que la suite (u,I )ma converge et sa limite vaut /. D’ol le résultat,

1) Soit (u,, ) 1 18 suite numérique définie surN'par: u, =2+ sin:n
n
: |sinn| | . . . 1
Onapourtoutn e N : |u, —2| =" et [sinn| < 1. Par conséquent : (VneN) |u, -2|<—.
n n

.k . .
Puisque lim —- = 0, alors la suite (u,,) », estconvergente etde plus: limu, =2,
n—te g i H—p+00

-qY
2) Soit (vﬂ )la suite numérique définie surNpar: v, =3+ %
n

On a pour toutn € N” : Iv“+3|= -~ =ﬁ.?arconséquent: (VneN') |v” +3|S%.

Puisque lim d = (), alors la suite (v” )est convergente etde plus: lim v, =-3.
=4 g n—4w

ez nn 1 )
1. On considére la suite numérique (u, )  définie par: u, = e (-1) (\} n+1- n)

1 < 1

N’ +1+n 2n

a) Vérifier que pour tout n e N* :
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b) Montrer que pour toutn € N* : |u, =

c) En déduire que la suite (un )”21 est convergente et déterminer sa limite.

(-1)" cosn

2. Soit (vn )m la suite numérique définie par: v, =-5+ e
n

. 1
a) Montrer que pour tout € N* : ]vn + 5| T
n

b) En déduire que la suite (vn )"21 est convergente et déterminer sa limite.

3.2. LIMITE D’UNE SUITE GEOMETRIQUE

i Proposition 7 ' — ———————

Soit g un nombre réel non nul.

e Si g > lalors limg" =+,

e Si —1< g <lalors limg" =0.
e Si g =1lalors limg" =1.

e Si g < —lalors la suite (q” )“N n'admet pas de limite.

e e e e e

H—y+o0

1*Ona: ]im[%] =0car:—1<§<l.Deméme: lim [—%J =0car—1<-—~i-<1.

2'Ona: lim [EJ =00 car % > 1. Par contre, la suite [(— %J ) n’a pas de limite quand 7 tend vers +o0°
nel

n—+m| 2

2" +5"
3R _5!!

3" Calculons la limite de la suite (, ) définie par : u, =

(3]

Onapourtout neN: u, =-——-———, Puisque || <1 et

N o1, dlorss i [3) = Tifii (3) -0
5 nate| § no| §

Par suite: lim u, =-1.
n—>+x
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2. Déterminer la limite de chacune des suites définies par :

f1=2Y |, T , _Tx(-0.8)"+9
T T " (-0,8)" +17
Ly pour toutn e N,

3. Soit(un )la suite numérique définie par : uy=letu, = ——
H

a) Montrer par récurrence que: (VneN) u, > 0.

IR Gf < %[un - 6| .

b) Montrer que pour toutn e N :

l h
¢) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer que : (Vn = N) ,uﬂ - 6| <5 [ 2] 2

d) En déduire que la suite (u” ) est convergente et déterminer sa limite,

€% SUITES DE LA FORME Ups1 = f(Th) ET Vi=f(0h)
4.1. LIMITE D'UNE SUITE DE LA FORME Va =71 (Ux)

Proposition 8
Si une suite (u,, ) est convergente vers £ et f est une fonction continue en £, alors la suite (

v, ] définie !
!

par v, = f(u,) est convergente et sa limite est f (£).

xn-i—l]

Soit(v, ) la suite numérique définie par: v_= tan
3n+2

ik .Onadoncv, = f(u,)avec f(x) = tanx.

On pose pour toutne N : , =

3n+2
1
zn+1 T n 7
Ona: limu, = lim = lim —Z- = = Puisque la fonction f est continue en—, alors :
R—yco na+e 3y 4D asiw 2 3
n

n—+o0

lim £ (u,)= f(%} - tan%= V3.

Enrésumé: lim vy, = NER

n—y+oo

Déterminer les limites des suites numériques définies par :
. ? -2 (=
gogpitonsl L Bl w,,:cos[mg j ; f[_]
" N3n'-n’ -7 16n° —3n+1 n’ +1 n+l

W. y.c:omI .
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4.2. LIMITE DE LA SUITE (» ) OU r e Q'

{ Proposition 9 '

Soit 7 un nombre rationnel non nul.

e Si > 0alors lim n" = +co,
n—=r+0

e Si ¥ <0alors lim»n" =0.
=400

2 2 20

: lim n” =+w ; Iimn3=0 : limn'7 =0
=0 L e H—>40

4.3. SUITE DE LA FORME Unt1=f(Us)

‘ Proposition 10 '

Soit £ une fonction continue sur un intervalle / telle que f (I ) st

Soit(, ),,,, une suite réelle définie paru, eletu,, =f (u,) pour tout entiern > 7.

Si(u, )mﬂ est convergente de limite £ et £ € I , alors £ est solution dans / de I'équation f (x) =x.

, 1+u
Soit(, ) 1a suite numérique définie par: u, =1 et u,, = 5 ~ pourtout #€N.

Etudions la convergence de la suite (#, ) :

1+x

On considére la fonction numérique f définie sur/ =[0;1] par: f(x)= =

» La fonction £ est continue et croissante sur ;donc: f(I)=[f (0);]'(1)] & [%_%;l:l.

Par conséquent : f (I ) =iy

= Montrons que pour toutn e N,0 <%, <1 :

Initialisation: Pourn =0, on au, =ldonc0 <z, <1.
Hérédité : Soitn € N, Supposons que0 < u, <1et montrons que0 <u,,, <1.

Ona 0<u, <1, c'est-a-dire u, el,donc f(u,) € f(I).Commeuy,,, =f(u")etf(I)cI,alors

u, el ,dod 0<u, <1

n+l

For mese: iigitr eLNQFaz}com



» Etudions la monotonie de la suite (u, ) :
Onapourtout neN :

U, —U, = ’1';“:» _u"=(1+2“" _uij 1 1 _ 1+u, —2u’ =_(2un+1)(1—~u")
+
U s, 2( 14+u ‘H‘nJ 2( ’1+2u,,r ‘H‘nJ

i n

2 2

(2u, +1)(1-u,)

2[ ’1+un “*'“n]
2

® Puisque la suite (un ) est décroissante minorée par 0, alors elle est convergente. Soit £ sa limite.

<0, etdoncu,,, —u, <0.Lasuite(u, ) est décroissante.

Puisque 0 <u, <1alors—

D'aprés la proposition 10, la limite £ vérifie: f(£)=fet 0</<1
Ona: f({)={L< 1—“2:{=£ <:>2€2—f~1=0<:>(.e=00ug=_%J

Comme 0 < ¢ <lalors{=0. Ainsi, la suite (u, ) converge vers 0.

X

Vx-1

1. Soit f la fonction numérique définie surJ = [4;+ oo[ par: f (x) =
a) Etudier les variations de la fonction £ .
b) Montrer que pour toutx € / : f(x)<x.
¢) On considére la suite numérique (u, ) définie par : u, =Set u,,, = f(u, ) pour toutn e N.
c1) Montrer par récurrence que: (VrneN) u, >4,
c2) Montrer que la suite(un ) est décroissante.

c3) En déduire que la suite (un ) est convergente et déterminer sa limite.

2. Soit f la fonction numérique définie sur [0; 2] par: f (x) =i’ +2x
a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [O 5 2] ‘

b) En déduire que: £ ([0;2])=[0;2].

¢) Soit(#, ) la suite numérique définie par : u, = %et U, = fu? +2u, pourtoutn eN.
c1) Montrer que: (VneN) 0<u, <2
c2) Montrer que pour tout x & [0;2] : £(x) > x.

c3) Montrer que la suite (u” ) est croissante.

¢4) En déduire que la suite (u,r ] est convergente et déterminer sa limite.
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1' A' LIMITE D'UNE SUITE - CRITERES DE CONVERGENCE l———w

1) Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite(, ) :

& 3/
a) “n:—“"““3?§ 7 by u =2m+3-A4P—n ; O u"=sm[7m+1 ; ) u, =tan| ——
4n’ +2 4n+3 n+1l

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u”) :

L B=1) of BiA 145 2" +5"
V=g LU [J— 1] ik uﬂ_[ 5] ’d)unh[”ﬁ} O

3) Soit (%, )la suite numérique définie par : =5n+3sinn—1

Montrer que pour toutr € N : #, > 5n—4 et en déduire lim u,

4) Soit (u, )la suite numérique définiepar:  u, = ~t[n +3cos’ n+2(-1)".

Montrer que pour toutne N : », < —4+/n +5 eten déduire lim u,

n—p-ho

1 1 1
u = + £ ...
Y el AT n+n

5) Soit (u, ), ., la suite numérique définie par :

a) Montrer que pour toutn € N* :

b) En déduire que la suite (un ) est convergente et déterminer sa limite.
6) Soit & un nombre réel et (u, ) une suite numérique vérifiant :

(Vn S N)

i -—a‘ < k!u” —a| avec k € ]0;1[
a) Montrer par récurrence que : (Vn e N) |u" ~ a:| <k qu = al \

b) En déduire que la suite («, ) est convergente et déterminer sa limite.

1) Détermination de la limite de la suite (un) H

a)Ona:

[ 3+ ] _,3+l 1 ’
limu”:h'm——wwi= lim B -0 car: 11m[—~3+—)=—3 et lim(4n+—2J=+oo
n—sea nte 2 R+ 2 n—r+oo n Ay n

n {4”4““2—) 4n+_“2'“
n n
b)Ona:

4n” — n—-n) n

limu = lim|20+3-V4n'<n|= lim =lim[3 ——--——]
Formbre“\(/fsn gz‘éomh/&m ] G P




Donc: limu, = lim| 3+

13
=340 =20 _”_Hw “—1'1_ =3+‘i"’= 4 car: llm'l'=0.
;{2+ 4—1] 2+,{4-— B
n n

+1 n[ﬂ"!'—] ;z-.}.l 1
¢)Ona 1_i3‘n4 3=hm 3 =Ilm—--§’—:%car lim —=0.
L n(4+—~} 4+— "
n n
§ 3 - . b/ . . T v2
Puisque la fonction sin est continue enz,alors: lim u, = smz= =
3
d)Ona: lim %_z=lim Un =1im—1-——=0car lim-l—=0et Iim%‘/n_z=+uo.
nato 4] nortw n—y+a0 3 1 n—+wo g =40
nll+— n|l+—
n n

Puisque la fonction tan est continue en 0, alors: lim », =tan0= 0.

=4

° En termes de notation, comme la limite d'une suite s’étudiera toujours lorsque # — +o0,
on peut écrire indifféremment lim », ou limu, .

Rt

® Les regles sur les limites de suites ne s’appliquent pas toujours. On peut se trouver en
présence de ce qu'on appelle des « formes indéterminées ».

Avant de tenter de calculer une limite, il faut analyser la situation et se ramener 2 des situations ou les

régles sur les opérations s'appliquent.

2) Détermination de la limite de la suite (#, ) :

a)Ona: limuwu, = lim — =lim(iJ =0 car: —1<%<1.

R+ a—bm?’«n e 9
b)Ona: ﬁmunzlim \/-2__1 =10 car: _1‘(\[5_1([.
R—p+a =t \/E“l"l -\/E+1

c) Ona: limunzlim[m%) =0 car: -l<—%<1.

n—r+m R+

d)ona: limu": ]_im ]+-\/§ =+ car: 1+\/§>1.
-3+ n—>4w 1+‘J§ 1+-\/§

6], 66

e)Ona: limu, = lim = hm ~————-=0 car:

H=p+o0 n—ston 3 n n—+w 3 "
A [ =1 +1
¥ (( ] +1J (,J
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2Y 5Y 3Y 23 .5
lim| 2| =lim|=| =lim|=| =0 (lesréels—,= et—appartiennent a I'intervalle |-1;1
rr—-)lzloo['?] nlm( ] nam(?} ( e 7 PP ] [)
3) Soit (uﬂ ) la suite numérique définie par: u, =5n+3sinn-1
OnapourtoutneN : sinn>~1 ;donc: 3sinn—1=—4.Doli: (VneN) u, 25n-4.

Comme lim (51— 4) = +o0, alors d’aprés les critéres de convergence: lim u, =+
n—rton

4) Soit (u, ) la suite numérique définie par:  u, = —4fn +3c0s* n+2(-1)
OnapourtoutneN : cos? n<1 et (1) <1;donc: 3cos® n+2(-1)" <5.
D'olt: (VneN) u, <—4In+5.

Comme lim (—4\/—1; + 5) = —o0, alors d'aprés les critéres de convergence: lim u, =—«.

H=+5 Byt

e Pour montrer qu'une suite (un) converge et trouver sa limite, on essaie d’exprimer

le terme généralu, de fagon a pouvoir appliquer les théorémes généraux comme :

® Les théorémes d’encadrement ou des limites comparées :

- vﬂ 5 u" gw” l., £ lun p E‘ S v” .
limv, = limw, =¢ :p.*"-l'gl*u”“ : limv, =0 ﬁ}iqlmu,=€
et A= 0
® Les opérations sur les limites :
{limu,,=€ lim (u, +v,) =L+’ {h‘mu,,=£¢0 e
i Heyrion N . n—+20 nto g £
. S e ] ; 08 A\ pot 1 — 7t
.,}._IEPWV,, . _m(uﬂvﬂ) — i }g&v’, 20 lim ‘J;’:': \/?
H—r40
u,=f(n)

lim f(x)=¢ = 0

-Si}_iinmuh = { et f est continue en £, alors : Eﬁf(un}zf(g).

= Utilisation des limites des fonctions numeériques : {

sSig e |-1;1[ alorsla sujte(q” )est convergente et de limite nulle : lim g" =0.

o On retiendra que lorsque I'on « passe » aux limites dans des inégalités, on perd les inégalités strictes.

o Il ne faut pas « passer » a la limite dans des inégalités avant de prouver que toutes les suites
concernées convergent.

o Pour encadrer une somme, il suffit parfois d’encadrer chacun des termes de la somme,

s

1

1
$inih
+V2 7 n+n

a) Pourtout £ € {1;2;3;...;n},0na: 1<k </n.1l en résulte donc: n+l<n+vk <n+n

r ’ s 1
5) Soit (u, ) ., la suite numérique définie par: u, = +
RS

1 1
etalors: < < . En particulier :
n+~ln Rt NS



< <
n+Jr_1 n+\/f n+l
1 1

1
< <
n+n n+2

1 1 1
< <
n+n  n+n n+l

En additionnant les membres de ces inégalités, terme a terme, et aprés simplification on obtient :

n n
fu, =<
n+\/; n+l
Jn n

<u £ —

Jn+1 n+l1

Par suite : (Vn € N')

Jn n

b) D’apres la question précédente, on a pour toutn € N* : Su, £—,
Jn+1 n+l
. ) n ] 1 o o
Ona: lim = lim =let lim——=Ilim——=1car: lim—=0 et lim—=0
n—-»-mJ—_!_l ﬂ'--)+oo1+ 1 n=+0 17 + ] n—}+oo1 l nam\/—‘ n=>+0 g

Jn n

D’aprés les critéres de convergence, la suite(u, ) _ est convergente etona: Timu, =1.
6) Soitc un nombre réel et (u, ) une suite numérique vérifiant :
(VneN) |u,, —a|<klu,-a| avecke]0;]
a) Montrons par récurrence que: (VneN) |u, —a|<k"|u,—a].
Initialisation : Pourn =0, onabien: u, — | <k°[u, —cf (k° =1)
Hérédité : Soitn € N. Supposons que [u, —a| < k" |u, — @| et montrons que: |u,,, — | < k™' |u, - al.

Ona:|u, —a| <k"|u,—al ;donc: klu, —a|<k™'|u,-af .

Puisque |u,,, —a| < klu, ], alors: |u,,, — | < klu, —a|< k™ |u, ~ o .

On conclut donc que : |u

Conclusion : __(Vn =S N)

b) OnapourtoutneN : |u, —4s’c'|s,k"f1u,J ~af.

n+l

—a| <k™u, ~a.

u, —a| S k" u, - a

Puisque k € |0;1[, alors : Ilm k" =0 et lim k" |u, —a| =0

H=r+0

D’apres les critéres de convergence, la suite ( u )est convergente et de plus: 111}{1m U, =«.
n—y

ray.com
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1) Montrer que la fonction £ est strictement croissante sur I'intervalle I puis en déduire que f (I ) (e 8

Soit £ la fonction numérique définie sur Vintervalle / =[2;3]par: f(x)=

2) On considére la suite numérique (u, ) définie par: u, = % etu,, = f(u, ] pour toutn € N.

a) Montrer par récurrence que: (VneN) 2<u, <3 .
b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

c) En déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

1) La fonction f est dérivable sur I'intervalle / et on a pour toutx €/ :

O ) e O T R

2x 4x* 2zt
On a pour tout x € ]2;3] : x* >4 ; ce qui entraine que f"(x) > 0.
Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle / .

Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur/ , alors :
13
f(I)= f([2;3]) = I:f(Z);f(B)] = [2;%—}. Par suite: f (1)< 1.

2) On considére la suite numérique (u, ) définie par: u, = —g et ,,, = f(u,)pourtoutn e N.

a) Montrons par récurrence que: (VreN) 2<u, <3 .

tlérédité - Soitn € N. Supposons que: 2 <u, <3etmontronsque: 2<u, , <3.
Ona: 2<u, <3,donc: u, €I etalors f'(u,)e f(I).
D’aprés la question précédente, ona: f (I ) < I .11 s’ensuit donc que [ (uﬂ) el ,cest-a-direu, el.
Parsuite: 2<u,,, <3
Conclusion: (VneN) 2<u, <3
b) Monotonie de la suite (x, ) :

u§+4_u _ - 4=Du _4-u? (2-u,)(2+u,)

OnapourtoutneN: u , —u, =

2u = 2u 2u 2u

H n n n
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Puisque 2 <u_, <3 pourtoutn € N, alors: 2~u,<0et2+u, >0et2u >0.
(2-u,)(2+u,)
2

Uy,

11 en résulte donc

< Opourtoutrn € N, c'est-a-dire que: (VneN) u,,, —u, <0.

Ainsi, la suite (u, ) est strictement décroissante.

c¢) Puisque la suite (uﬂ ) est décroissante minorée par 2, alors elle est convergente.

Calculons maintenant sa limite :
On a les conditions suivantes ;

PourtoutneN: u,, =f(u,) etu, el ;
® La fonction f est continue sur I'intervalle I avec f (I ) odl
= La suite (un ) est convergente.
[l s’ensuit donc que la limite de la suite (u, ) est solution de I'équation f (x) = x.

x* +4

Ona: fix)=aes =45 x2+4=23cz<:»x2:4¢:>(x=20ux=—2).

Comme2<u, <3,alors: 2< limu, <3.Parsuite: limu, =2.
R0 LR

e Pour montrer qu’une suite (u,_, ]diverge. on essaye d'exprimer le terme généralu, de

fagon a pouvoir appliquer les théorémes généraux comme :
® Les theéorémes d’encadrement ou des limites comparées:

v, Su, i u, £V, i

: = lmuy =+ : : = limuy =~
lim v, =+ nesico ! lim v, =0 aien "

i nrim

® Les opérations sur les limites : (A titre d’exemple)

, ; : lim (, +v,) =+
lim u, =0 lim (u, +v,) = %0 lim u, =+ n>sse
Sy ¥ ; i = < lim ( u,v, ) = 400
Iimvy, =£#0 lim (u,v, ) =+ lim v, =+ n-p40
st ] n-pter
lim ju, =+
H=r+T
: , u, = f(n) ;
= Utilisation des limites des fonctions numériques : ¢ = lim 4, = %0
Iim f (x) = oo s o
X=#+C0

o Lorsque I'on sait qu'une suite ('zzn) est croissante (respectivement décroissante) pour démontrer

qu'elle est convergente, il suffit de montrer qu'elle est majorée (respectivement minorée).
e Pour déterminer la limite des suites récurrentesu,,, = f (u,‘ ), on se base sur la propriété suivante :

Soit f une fonction continue sur un intervalle / tel que f° (I ) cletuy,el.

Sila suite (u, ) converge, alors sa limite £ est solution de 'équation f (x) = x.

un tel réel £ est appelé point fixe de la fonction £

ray.com
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3u, +2
Soit(#, ) la suite numérique définie par: u, =2 et u,, = 2"— pour tout 7€ N.
U

n

On étudiera la suite numérique (#, ) par trois méthodes différentes.
1%+ méthode :
1) Montrer que: (VneN) u, 21,

2(1-u,)(1+u,)

2) Montrer que: (VneN) u,, —u, = = %
u, +

puis préciser la monotonie de la suite (, ).

3) En déduire que la suite(, ) est convergente,
4) a) Montrer que pourtoutne N : 0<yu,  ~1< -;-(m,,l -1).

un—1|5(l] .
5

b) Montrer par récurrence que : (Vn € N)

c) En déduire la limite de la suite (u,, ]
2éve méthode :
u —1

Pour toutn € N, on pose: v, =—
4, +l

1) Montrer que la suite(v" ) est géométrique de raisong = %

2) Exprimerv, et u, en fonction de n.

3) Déterminer la limite de la suite(z, ).
3#me méthode ;

Soit 1 la fonction numérique définie sur lintervalle / =[1; 2] pat: (3] = zx +§ :
X+

1) a) Etudier les variations de la fonction f sur ] et en déduire que : f (I ) =l

b) Montrer que pour tout x &/ : f(x)<x.
2) ) Montrer par récurrence que: (VaneN) 1<u, <2.
b) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

c) En déduire que la suite (u,, ) est convergente puis déterminer sa limite.

3u, +2
Soit(un ) la suite numérique définiepar: u, =2 et u,, =— pour tout n € N.

2u +3

n

1% méthode :
1) Montrons par récurrence que : (Vn = N) %, =l




Initialisation : Pourn=0,0na: u, =2.Donc: ;=1

Heérédité : Soitn € N. Supposons que : #, > 1 et montrons que: #_, >1.

ntl =
3u, +2_1_ u,+2-2u,~-3  u,~1
2u, +3 2u,+3 2, +3

Ona: 4, —1=

u, =1
Par hypothése,ona:u, 21 ,donc: u, —120 et 2u, +3 >0, etalors: 2" 3 20.Parsuite: u,,, 21
u, +

Conclusion : (Vn € N) u >

o 2(1-u?
2)OnapourtoutneN: u, —u, = b2 un=3“»+2 2u, —3u, _ ( n)
2u,+3 2u, +3 2u,+3
2(1-u )(1+
Par suite : (VneN) U, —u, = ( 4 ( un)
2u, +3

Monotonie de la suite (u, ) :
OnapourtoutneN :u, >1;donc: 1-u, <0 et 1+u, >0 et 2u, +3>0.

2(1-u,)(1+u,)

2u, +3

Il s’ensuit donc que : =0, c'est-a-dire: u,,, —u, <0.

Ainsi, la suite (un ) est décroissante.

3) Puisque la suite(u" ) est décroissante minorée parl, alors elle est convergente.
4) a) Montrons que pour toutr e N : 0<u,  —1< é(un ~1).

D’apres la question 1), on a pour toutn € N : #, > 1. 11 s’ensuit donc que : u,,, =1 pourtoutne N,
Par conséquent: (VneN) 0<u,, ~1.

D’autre part, on a pour toutn € N :

505 D~ —1)= 30, )2

Par conséquent, on a pour toutne N :

Ly (1) 2=

(Zu +3)

SO (R e A

5 2u,+3 5(2u, +3)

2 . 2(“,, = 1)2 N
On sait que : (un - 1) 20 et 2u, +3 >0 ; il s’ensuit donc que : —"—"—> 0, cest-a-dire :

5(2u, +3)

u,, -1 s%(u” —1) pour tout neN.

1
Par suite, pourtoutn e N : 0<u, 1< g-(un ~1).

rmore Vvisit: L9ray.com
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1 "
b) Montrer par récurrence que : |u” - 1| < [;J :
1\
Initialisation : Pourn =0, on a bien : |u0 - 1| < [g) (a=<sn

n+l
U, — 1| < (-;—] i

Hérédité : Soitn € N. Supposons que u, *1 ( ] et montrons que :

]. " n+l
un—lls[EJ ;donc: ( ]

Puisque 0<u,, —1< %(un ~1),alors: |u,, 1|

1|5 2, 1< (1]

Conclusion: (VrneN) |u,, - 1‘ < [%]

Ona:

(2)

De (1) et (2),0n en déduite que :

¢) On a pour tout

< [%J : Puisque% e |-1;1[ ,alors: lim [lj =

n—tw| 5
D’apreés les critéres de convergence, on en déduite que : lim u, =1.
=+
2&me méthode :

Pour toutn € N,onpose: v, =

#, 1

u, +1

1
1) Montrons que la suite (vn ) est géométrique de raisong = 3 :

Ona pour toutn e N :
3u, +2

" 5 = 2:1“-&-3 W +2-2a.-3 w-1 I
" M+1 3,2 T3, +2+2u,+3 5(u, +1) i
v

1
Ainsi, la suite (vn ) est géométrique de raisong = ”§

2) Expression dev, et u, en fonction den.
uy—1
# +1

|-

: : . 1
Puisque la suite (vn ) est géométrique, alors pourtoutn e N : v, =y, q¢" avec g = S et v, =

Par conséquent: (VneN) v, = —:1): x (%) ;

De I'égalité v, = ot tire: v, (4, +1)=u, —1,ce quidonne: , (v, -1)=-1-v,.




14 1+ EX(S)
Il en résulte donc: u, = Vn =

1-v, 1 (1]” '
1—=x| =
3 \5

3) Détermination de la limite de la suite (u, ) :

3+ [1} 1y
Onapourtout: u, = Pulsque -1 1[ alors: lim [u] =0.
at!

il §

Par conséquent: lim u, 2-—0 =]
LE 2] 3 _0
3tme méthode :
Soit f'la fonction numérique définie sur I'intervalle I = [1;2] par: f (x] = .:';x :i .
X
1) a) Variations de la fonction f sur/ :
La fonction f étant dérivable sur / et on a pour toutx € I : f'(x) = [3x L] 2) -3 =
2x+3)  (2x+3)

Puisque f*(x) > 0 pour toutx € /, alors la fonction f est strictement croissante sur/ .

Comme la fonction f est continue et strictement croissante sur 7 , alors :

7= (@2 =[] - 1:2]
Parsuite: f(I)c 1.
b) Montrons que pour tout x €/ : f (x) X
2x+3  2x+3 2x+3  2x+43

2(x—1)(x+1
Commel<x<2,alors: x—120et x+1>0et 2x+3>0.Dou: —-—%20
x

2(x* -1 -
Onapourtouter:x—f(x)z 3x+2 2x +3x-3x-— 2 (x ) (x 1)(x+1).

Par suite, pourtout x e/ : f(x)<x.
2) a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) Ita, 22,
Initialisation : Pourn=0,0na: u, =2.Donc: 1<y, <2.
Hérédité : Soitn € N. Supposons que: 1 <%, <3etmontronsque: 1<u,, <2.
Ona:1<u, <2,donc: u, €[ etalors f (u,) € f(I).
D'aprés la question précédente, on a: f (/) < /.1l s'ensuit donc que f (u, ) € I, c'est-a-direu,,, € I
Parsuite: 1<u, , <2

Conclusion: (VneN) 1<u, <2.
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b) Montrer que la suite (u,, ) est décroissante :
D'aprés la question 1) b), on a pour toutx € / : f'(x) < x.
Par ailleurs, on a pour tout# € N : u, € I'. 1l en résulte donc que : f (u,) Su,, C'est-a-dire: u,,, <u,.
Ainsi, la suite (un ) est décroissante.

c) Puisque la suite (un ) est décroissante minorée parl, alors elle est convergente.

Déterminons maintenant sa limite :
On a les conditions suivantes :

"PourtoutneN: u,,, = f(u") etu, €l ;
= La fonction f est continue sur l'intervalle I avec f (I ) =d
® La suite (un ) est convergente.

Il s’ensuit donc que la limite de la suite (un ) est solution de 'équation f (x) =X.

Ix+l
Ona: f(x)=x & =xe ¥ -1=0& (x=1loux=-1
f( ) 2x+3 ( )
Commel<u, <2,alors: 1< lim u, <2.Parsuite: limu, =1.

R—p+00 L ]

e Pour comparer deux éléments d’un intervalle / , on peut comparer leurs images par une
fonction £ strictement monotone sur/ . Plus précisément : soient(x;y) € I°.
= Si f est strictement croissante sur / avec f(x) < f(y)alorsx < y.

* Si f est strictement décroissante sur/ avec f () < f(y)alorsx > y.
S ——e




maINKERCICES ET PROBLEMES

LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite

de la suite (u, ) définie par :

~3n* +4n+7 ; 2) u,=n’-5Jn

1) u, =21
— 2—-

3)“,,-—-1 2n A uﬁzﬁn 3n+4
3n-5 n—=17
3n+4 n +5n

Dy =—- ; 6 =

) 4y n—-n+3 ), 3n® +1
-1’ +4n? 1-n

A i
i 3n* —5n+9 . 1+\/_

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite

de la suite (u, ) définie par :
Du,=In+1-vn ; 2)u =\Br? +4-Jn? +5
m/n+ -1 Jrn+l—-+n-1
; Hu, =

+1 Jn+1
=\/3 81" —n® +1

3n-2
_\/n2+n~\/n2+1
Jn? +1

Du,=

n+l

LA o e
N2r* +3n+2 )

Ny, =——== ; B) u, =
2n—~4n* +1

Calculer Ies [imites suivantes :

lim[ n+n-3n+— ]; lun(\l4n +n- 2n+1)
n

H=3+00
1im(n=-n-%/E+1) ; 1im(J3n+1-%/n-1)
H—y+c0 =>4

3 8

2 ! 5 7

i = — .. P +n
llm[n3—n3j ; T ooty
H=p400 Wby 2

n +n°

Dans chacun des cas suivants, déterminer l1a limite

de la suite (u,, ) définie par:

g o ons(g

n-1 1 2n+3ﬂ
Hu = ;) u,=—-2 ; 6) u,=
) u, 5 ) U, 7 ) U, 5
3 3" -5 5" —4"
U=— ; Qu,=—— ; Nu, =
7 2 ) 3" +8 ‘) 3" -2"
10) u,z(—l +(-?i) 1) 5 =(£ #* E]
2 2 3 9
: ¢-(2f
12) u, =(1-42) ; 18) u, =———2L
(1) 5 =
P i 7x(-0,8)" +9
14) “n=‘znx—+3,, ; 15) u, =_(_H.)_
F+p +2 (-0,8)" +17

UTILISATION DES CRITERES DE CONVERGENCE

Soit (u ) et ( v, ),,21 les suites numériques définies

. (1) cos(3n)
N'par: u, =142 gt y =l
surNpar: u, —— et v, ¥e

1) a) Montrer que : (Vn € N') .. <u, —15-!—.
n n

b) En déduire que la suite (un )m est convergente
et déterminer sa limite.

2) a) Montrer que : (‘v’n € N*) |v,,| < %

b) En déduire que la suite (v,, )”Zl est convergente

et déterminer sa limite.
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EXERCICES ET PROBLEMES

On considére la suite (%, ) _ définie par :

1) Soit(u, ) la suite numérique définie par :

U”=H—Sin\/?—l+2 uﬂ: n o zn N 2”
e n+1 n’+2 n+n
: 2.

a) Montrerque: (VreN) u, 2n 1) Calculery, etu,

b) En déduire la limite de la suite(x, ). "
N n n

2) Soit(v, ) la suite numérique définie par: 2) a)Montrer que: (VneN ) ] Sy
v, =27+ cos (nz ) g b) En déduire limu, .

a) Montrerque: (VneN) v, <-2n.

b) En déduire la limite de la suite(v, ). On considére la suite (u, ), ., définie par:
: : 1 1 1
3) Soit(w, ) la suite numérique définie par : B S e 2
. 2 BT n
_ n+sinn
" an+cosn 1) Justifier que pour tousketndeN" :

—1 gw<"+1 k<n :>_._.<__l_.

R
2n+1" "7 2n-1 Jn Nk

b) En déduire la limite de la suite (w, ). 2) Montrer que : (Vn e N’) Jn<u .

a) Montrer que : (Vn € N')

3) En déduire limu, .

Jn

“, =3+ i ( 1)» On considére la suite numérique (un) définie par:

1 1
u, =0 et =—u —n—— pourtoutn e N,
1) Etablir que pour tout 72> 2 : ——{1 <u,-3< —\Fl 0 W M =gt R
n
1) Montrer par récurrence que :

(vneN) u,<3-2n

2) En déduire limu, .

2) Déterminer la limite de la suite(, ).

Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (u, )

définie par son terme général :

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

1)u,,=—2n+si11(%{:—] i 2) un=J;_:—coszn

1 2u, +1
Uy=— etu,, = pourtout ne N .
3 u _n’ +sinn . 8y _2n+(- 1)"vn 2 u, +1
’ n* ' n+2 1) Montrer par récurrence que pour toutn € N* :
wos (”‘) Y . 1<u <2
5 u,=2- i 8 u, =7 sin(n) =y~
n
2) Montrer que la suite (%, ) est croissante.
1 3n+E(n) ) % ()

ne~ n(3 —sin n) P W oR= n+s 3) En déduire que la suite (un) est convergente.




Soit(u, ) la suite numérique définie par :

5
U, e et u,, =Zu" +E pourtout ne N .

1) a) Montrerque: (VneN) u, <2,
b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

La suite (uﬂ ) est —elle convergente ? Justifier.

2) Pour toutne N,onpose: v, =u, —2.

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

b) En déduire que : (Vn 1= N) o, = 2_%(%]

puis déterminer la limite de la suite (, ).
3) Pour toutn € N*, on pose : S, =u, +u, +...+u, ,.
a) Montrer que : (Vn = N") S, =2n -l+(%) .

b) En déduire la limite lim S, .

A=+

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

3u, +2

Uy =1 et u, =

pour tout ne N .
d,+2

1) Calculer u, et u,.

2) Montrer que pourtoutn e N : 1<u, <2,

2) Etudier la monotonie de la suite (u, ) puis en
déduire qu’elle est convergente.

u, +1

u, -2

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont

3) Pourtoutn € N, onpose: v, =

on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, etu, en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suite (u, ).
4) Pour toutn € N, on pose: S, = v, +v, +...+v,.

Exprimer S, en fonction de  puis calculer lim S, .

H—>+40

XERCICES ET PROBLEMES

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

Su
U =1 et u,, =—2"
3u,+5

1) a) Montrer que: (VrneN) u, >0.

pourtout ne N .

b) Montrer que la suite (un ) est décroissante.
¢) Que peut-on conclure ?

5
2) Pour toutn € N, on pose : v, =—.
u

n

a) Montrer que la suite (v, ) est arithmétique dont

on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, etu, en fonction de .

c) Déterminer la limite de la suite (#, ).

On considére la suite numérique (1, ) définie par :
uy =1 et u,, =u +u, pourtout neN .
1) Montrer par récurrence que: (VzeN) u, >0,
2) Montrer que (, ) est strictement décroissante.
3) a) Montrer par récurrence que : (Vn S N) .
b) En déduire la limite de la suite (x, ).

s

On considére la suite numérique (u, ) définie par :

u,=3 et u,, =.u,+12 pourtout neN.
1) Montrer que : (VHEN) O0<u,<4.

2) a) Montrer que pour toutz € N :

. (u,—4)(u, +3)
S \/uﬂ +12 +u,

Puis déterminer la monotonie de la suite (u, ).

b) En déduire que la suite (#, ) est convergente.

3) a) Montrer que : (Vn S N)

iy — 4 Si«|u” —4)

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1 n
b) En déduire que: (Vne N) Iun o 4| < [Z] ‘
¢) Calculer la limite lim u, .

l SUITES DE TYPE Va=f (Us)

Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (x, )

définie par son terme général :

1) u, =\’3n_4 ;5 Du,=n sin[l)
2n+1 n

3) unzsin(£+—1-J ; 4) un=cos{nﬂ_3]
3 =B

2n+1

5) u, =4" [l~cos[~~;~]ﬂ} ; 6) u, =3"-2"

6n [mz+7 —2n+1
tan s 8) un=3
2n—15 on—1 n+l

u,=

SUITES DE TYPE User=f (Us)
= m—— —

Soit £ la fonction numérique définie sur ] = [0;2]

f(x)=m

1) Montrer que f est continue et strictement

par:

croissante sur l'intervalle / .
2) Déterminerf(f) .

3) Soit(uﬂ ) la suite numérique définie par :
U, =% et u,, = f(u,) pourtout neN.
a) Montrerque: (VneN) 0<u, <2,
b) Montrer que la suite (u, ) est croissante.
c) En déduire que (uﬂ ) est convergente.

d) Calculer la limite de la suite (un )

Soit f la fonction définie sur / = [O ,%] par:

f(x)=x*+ %x
1) Déterminer f (/).

2) Soit(u, ) 1a suite numérique définie par:

u, =—]5~ et u, = f(u,) pourtout neN.

a) Montrer que : (Vn € N) 0<u, <

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).
c) En déduire que (u,, ) est convergente.

d) Calculer la limite de la suite(u, ).

Soit g la fonction définie sur I = ]1 ;+oo[ par:

x> -3x+6

x—1

g(x)=
1) Montrer que pour toutx €/ : g(x)>3
2) On considére la suite numérique (u, ) définie par:
uy=5etu,, =g(u,) pourtout neN
a) Montrer que : (Vn = N‘) u, 23
b) Montrer que la suite (un ) est monotone.

c) En déduire que la suite (#, ) est convergente

puis calculer sa limite.

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

U, =% et u,,, =u, +1—4/1+u pourtout neN.
1) Montrer que : (Vn = N) O<u, <1.
2) a) Montrer que la suite (m,1 ) est décroissante.

b) En déduire que la suite (, ) est convergente.

3) Calculer la limite de la suite(x, ).




Soit(u, ) la suite numérique définie par :

7
Uy =20 et u,, =k, +2 pour tout 7€ N.

1) Montrer que: (VneN) u, >16

2) a) Montrer que: (VneN) h~=%+£.
u u

n n

u
b) En déduire que pour toutne N : L <
u

"

puis déterminer la monotonie de la suite (%, ).
c) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
3) Pour toutne N, onpose: v, =u, —16.
a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont

on déterminera la raison et le premier terme.

b) En déduire que : (Vn € N) u, =4 [%] +16
c) Calculer la limite de la suite (u,.l )

4) Pour toutn € N, on pose :
S, =v+v,+..+v, et T =u +u, +...+u,
a) Exprimer S, etT en fonction den.

b) Calculer les limites: lim S, et lim 7.

b & H—iwo

On considére la suite (un )nzz définie par:

U, = £+(—1)H (ﬁu n)

2
1) Vérifier que pour toutn € N* : T < n
m +n 2n
2) En déduire que : (Vn € N*) u, —% < %

Soit (uﬁt ) la suite numérique définie par:

"

uy=1etu, = > pour tout e N.

(k)

H

Pourtoutn € N, on pose: v, =T.
uﬂ

1) Montrer que: (VrneN) u, >0,

2) a) Vérifier que: (VneN) o &l.

(I+ un]z

b) En déduire que la suite (u, ) est décroissante
puis qu'elle est convergente.
3) a) Montrer que la suite (v, ) est arithmétique.
1
(n+ 1)g .

Quelle est la limite de la suite (u, ) ?

b) Montrer que : (Vn I N) u, =

Soit(u, ) la suite numérique définie par :

Uy =—— et u,, W . pour tout 7€ N,
3 3(1-2u,)

1) Calculeru, et u,.
2) Montrer que: (VrneN) u, <0.

1
3) a) Montrer que: (VneN) ffi’ﬂ»s?
U

H
b) En déduire que la suite (u, ) est croissante puis
qu'elle est convergente.

4) a) Montrerque: (VneN) |u,,|< ~:1;-|u,,| ;

1 n+l
SH .
3

b) En déduire que: (VneN)

uﬂ

c) Déterminer lim u, .

A=rdon




Soit (u, ) 1a suite numérique définie par :

2
’u

Uy =2 et u, , =,-+2 pourtout neN.
3

1) Montrer que pour toutn e N : u, > B
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

3) En déduire que la suite (, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit (uu ) la suite numérique définie par :

8(u, —1
@, =3 et uM:L”——)- pour tout n€ N.
u,+2

1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4

2) Etudier la monotonie de la suite (u, ) puis en

déduire qu’elle est convergente.
3) a) Montrer que : (Vn < N) 4-u, < %(4—14")
rd » 4 3
b) En déduire que: (VneN) 4-u, < .

Puis déterminer lim u,,.
A=yt

u, —4
4)OnposepourtoutneN: v ="
u, —2

a) Etablir que la suite (vﬂ ) est géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puisu, en fonction den.
c) Retrouver la valeur de la limite de (u,, ) i

5) On pose pour toutn € N': §, =v, +v, +...+v,,

Exprimer S en fonction de# puis conclure lim S, .

R=rt

Soit (un ) la suite numérique définie par:

u, +8y2+u,

5 pour tout ne N,

u, =7 et u,, =

1) Calculeru, et u,.
2) Montrer par récurrence que : (Vn eN) u, >2.
3) Montrer que (u, ) est strictement décroissante.

4)OnposepourtoutneN: v =.24u, -2

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique de
raisong = L
q 3

b) Exprimerv, puisu, en fonction de .

¢) Déterminer la limite de la suite (, ).

2 1+u
Uy =3= et u, =3 pour tout # € N.
7 8
1) a) Montrerque: (VneN) u, > {/%

b) En déduire que: (VneN) Ewn g
u

n

2) Montrer que la suite (#, ) est convergente.
ga 1

3) On pose pour toutn € N : v, 2 u, 3
a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

b) Exprimeru, en fonction de # puis donner limu, .

Soit (u,,) la suite numérique définie par:

2u’ +u, —2
— ey # #
=3 et u,=———

n

pour tout n € N.
u

1) Calculeru, et u,.

2) Montrer que la suite (#, ) est minorée par 2.
3) a) Montrerque: (VneN) u,,, -2< ?l’f-(uH ~2)

b) En déduire que : (Vn eN) 0<u,-2< (%)

c) Déterminer lim u,.

A=+



Soit(x, ) 1a suite numérique définie par :

5x,—-4

Xy=5 et x,, = pour tout n € N,

n

1) a) Calculer x; et x,.

b) Montrer par récurrence que: (Vn e N) x, >4

2) a) Vérifier que pour toutn e N :

(x,-1)(4-x,)

X

H

X =X =

w1 n

b) Montrer que la suite ( x, ) est décroissante
eten déduire que: (VneN) x, <5.

x -4
3) On pose pourtoutne N : y === .
x —_—

i

a) Montrer que la suite( , ) est géométrique de

.
raison P puis écrire y, en fonction de .

. Ant2
b) Montrer que: (VneN) x, = 1-4

1 _4H+l
puis calculer la limite de la suite (x, ).
4) On pose pour toutn e N*:

U, =Yy + ¥ +uty,, et v, =cos(zu,)

eyt

. 1
Montrer que: lim v, = 5

Soit(u, ) la suite numérique définie par :

4
Uy =2 et u,, =2—— pourtout neN,
u

n

1) Montrerque: (VrneN) 2<u, <4

2) Montrer que la suite (u, ) est croissante et en

déduire qu'elle est convergente.

i
3) a) Montrer que: (VneN) 4—u <Tu”

A+l —

-1
b) En déduire que: (Vn € N) 0<4-u, < [%J

6) Pourtoutn € N*, onpose: S, =u, +u, +..+u,

XERCICES ET PROBLEMES

¢) Calculer la limite de la suite (u, ).

=1
a) Montrer que : (‘v’ne N") 5.2 4n—2+[%] :

b) Calculer lim S, .

n=>im

Soit(u, )1a suite numérique définie par ;

Uy =1 et u,, =2~ pour tout 7 € N.

2+u,
1) Montrer par récurrence que :

(VvneN) 1<u, N
2) Montrer que la suite (u, ) est croissante, déduisez-en

qu'elle est convergente.
3) a) Démontrer que pour toutz € N :
=inl3 ¥
ﬁ_u;ﬁl s 2-{-1{” (Jg-—un)
b) En déduire que pour toutn e N :

0<3-u 5(2_\@}”

3

et trouver la limite de la suite (u, ).

Soit(, ) 1a suite numérique définie par :
)

i

uy=1 et u,, =

———pourtout neN .

3u” +

n

1) Montrer que pour toutne N : », >0
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

3) En déduire que la suite (, ) est convergente.

4) a) Montrer que: (VneN) u,,, <

n+l —

u,.

N | —

1 n
b) En déduire que: (VreN) u, < (EJ :

c) Préciser la limite de la suite (un ) .
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soit (x,, ) la suite numérique définie par:

12x, -4
X% =1 et x, = pour tout 7 € N.

n

Soit (, ) la suite numérique définie par :

u,=2 et u,, =%(4~{-u”)2 pour tout 7 € N.

2(3x, -2 1) Montrer que la suite (%, ) est croissante.
1) a) Vérifier que : (Vn € N) = —% = __._( 9" ) ( )
X

2) a) Montrer que: (VrneN) u,, —u, 2 2
b) Montrer par récurrence que: (VneN) x, > N 25
32 ' b) En déduire que: (VneN) u, 22 L.
(3x,-2) | 2
9x

i

Z)a) Veriter gua: (V" eN) x4 —%, =~ c) Calculer la limite de la suite (u,, )

; x*+4
Soit £ la fonction définie surR"par: f(x)= 5
x

b) Montrer que la suite(x, ) est convergente.

3
3x -2

n

3) On pose pour toutneN : y, =

1) Montrer que : f([2;3]) c [2;3].
a) Verifier que: (VneN) x, =2+—- 2) Soit(u, ), - la suite numérique définie par :
2

n

2u,

b) Montrer que la suite est arithmétique de
) d () 6 pour tout ne N,

u =3 et u,=
raison —.

2 a) Montrer que la suite (%, ) . estminorée par2.
c) Déterminer y, puis x, en fonction den.

_ b) Etudier la monotonie de la suite (%, ) ...
Calculer alors la limite de la suite(x,, ). ne

¢) En déduire que la suite (u,) _. est convergente.

3) Calculer la limite de la suite (, )mN. .

G ———

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x)= 1+x

On considére la suite numérique (u, ) définie par :

U, =2
s 8
unﬂrl =§un _n_'3_ ; (nEN)

etonpose: v, =u, +an—1 ot a €R.

d

1) Montrer que : (Vx 3 R") f(x)sx

1) Déterminer la valeur de & pour laquelle la suite 2) Montrer que: f ([0 : 1]) c[o ;1] ;

numérique (v, ) est géométrique. 3) On considére la suite numérique («, ) définie par :

Dans ce qui suit, on prend pour & la valeur trouvée. | 1
Uy = Ot Uy = f(u,)pourtoutn e N.

a) Montrer que: (VneN) u, €[0;1].

2) Calculerv, etu, en fonctionden.
3) Exprimer la somme S, =V, +...+V, en fonction

de n puis calculer lim S, .

n—y+0

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).
4) Exprimer T, = u, +u, +...+u, en fonction de den. ¢) Montrer que la suite (1, ) est convergente puis

déterminer sa limite .



1) On consideére la fonction numérique f définie sur
Vintervalle/ =[1;+oo[ par: f(x)=1+3x-1 .
a) Justifier que f est strictement croissante sur/ .

b) En déduire que: £ ([1;2]) =[1;2].

2) On considére la suite numérique (un ) définie par:

3
Uy =2 et = f(u,) pourtoutneN.

a) Montrer que: (VreN) 1<u, <2,

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

En déduire que: (VreN) u, z% :

c) Montrer que la suite (u,, ) est convergente puis

déterminer sa limite .

-

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

Uy =-1; u =1
un+2 =uml _-i—uﬂ 5 (H € N)
Soit(v" ) et(wN ) les suites numériques définies par :

1 .
vﬂ =qu1+1 _Eun et w?r =2 un

1) a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

b) En déduire que: (VzeN) vn=%.

¢) Déterminer lim v, .
R—p-on

2) a) Montrer que: (VreN) w,, —w, =2"y, .
b) Montrer que la suite (w, ) est arithmétique.
_3n-1
2
d) Montrer par récurrence que : (Vn24) n* <2"

¢) En déduire que: (VneN) u,

e) Endéduireque: lim u, =0.
#H—r+m

wxINXERCICES ET PROBLEMES

Soit(x, ) _, la suite numérique définie par:

2 74

f

3 1 2 .
u == et ";;+:=E #, +— | pourtout ne N*.

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N*) u, >0
2) Démontrer que pour toutn e N* :

2
()

2u

a

Uy — 2=

et en déduire que : (VneN’) u, >~2

3) a) Démontrer que pour toutn € N* :

Uyt _Ji:é—(un _'\/5)"'%_'\_/1"2‘

b) En déduire que ; (Vn € N') u, _—T Zi”

c) Déterminer la limite de la suite (u, ) _ .

On considére la fonction numérique £ définie sur R

X
BT )=

1) a) Etudier les variations de la fonction £ .
b) Déterminer I'image de l'intervalle[O;l] par f.
2) Soit(u, ) la suite numérique définie par :
uy=1 et u,, =f(u,) pourtout neN.
a) Montrer que: (VneN) 0<u, <1,

b) Montrer que (u, ) est strictement décroissante.

c) Montrer que : (Vn € N’) f[l] < —i—i
n) n

d) En déduire que : (Vn € N') 0<u, < Lt
n

3) Montrer que la suite (un ) est convergente puis

calculer sa limite,




Soi”c(un ) la suite numérique définie par:

H

u,+3

Uy =2 et wu,, = pour tout 7 € N.

Sx-1
par: f(x)= xx+3

1) Montrer que f est strictement croissante sur /

eten déduire que: f([1;+ oof ) = [15+ 0]

2) Montrer que : (Vx EI) j”(x)—x -_~__.._(x_l)

x+3

puis en déduire que: (Vxel) f(x)<x

3) Montrer que: (VrneN) #, >1

4) Montrer que la suite (#, ) est décroissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

5) Calculer la limite de la suite (%, ).

6) Soit (v, ) la suite définie par: v, =

u, -1

a) Montrer que la suite (vn) est arithmétique de

: 1
raison r =—.
4
b) Exprimerv, etu, en fonction den.

¢) Retrouver la limite de la suite (uu ) .

Soit (un )la suite numérique définie par:

1
Uy =— et u,,

10
1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4
2) Montrer que la suite (un ) est croissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

3) a) Montrer que :

et soit £ la fonction numérique définie sur J = [1;+ o[

=%u” (1—u,) pourtout neN.

LO9RAY

b) En déduire que: (VneN) 0 s%wun < [2) "

c) Préciser la limite de la suite (un ) .

On considére la suite numérique (M,1 ) définie par:

u,=a et u,, =u,(2-u,) pourtoutneN.
olla est un réel de l'intervalle ]0;1[ ;
1) On suppose dans cette question que a = % 3
a) Calculeru etu,.
b) Dans un repére orthonormé (unité :8cm ), tracer
sur l'intervalle [0; 2] la droite (D) d’équation y = x
etla courbe €, de la fonction f: x> x(2 - x).
¢) Utiliser (D) et €, pour placer sur I'axe des absci-
sses les points 4,, 4, et 4, d’abscissesu, ,u, etu;.
2) On suppose dans cette question quea € ]0 : 1[ L
a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) O<u, <1

b) Montrer que la suite (1, ) est croissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

3) On suppose dans cette question que a = 21;" :

On pose pour toutn e N : v, =1-u,.

a) Exprimerv,

. en fonction de v, .

b) Montrer par récurrence que :

fmal] oe [%)

c) Déterminer lim v, et lim u,.

=yt H—3+0

Soit (un )la suite numérique définie par:

u, =% et u,, =%un (1-u,) pourtout neN.

1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4



2) Montrer que la suite (u, ) est croissante puis en

Soit(u, )1a suite numérique définie par :

1 1+u
Uy = et “nu:«/ 2” pour tout e N,

1) Montrerque: (VzeN) 0<u, <1

déduire qu'elle est convergente.

3) a) Montrer que :

3 £ I
(VneN) 0£§~um Sz—s[g—unj

2) Montrer que la suite (u,x ) est croissante et en

b) En déduire que: (Vn e N) Osg—uﬂﬁ 2l '
8 25 " :
déduire qu'elle est convergente.

c) Préciser la limite de la suite (u” ) : 3) a) Montrer par récurrence que :

(VrneN) u,,=cos[ = J
2" %3

(On rappelle que : 1+cos(2x)=2cos” x)

b) En déduire la limite de la suite (u, ).

- =%{ : +ij ; (neN)

un+l u?i

Soit(u, ) 1a suite numérique définie par :

uy=1 et u,, =Jé—u§ +2 pourtout neN.

1) Calculeru, et u,.

2) Montrer par récurrence que pour toutz € N:

_ 2u, R
= e 1 Pourtoutn e N,onpose: v, =u’ —4
1 1) a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont
3) Montrer que: (VneN) —=<u, <1
2 on déterminera la raison et le premier terme.
1 4

b) Exprimerv, etu, en fonction de .
_ ) c) En déduire Ia limite de la suite (u, ).
a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

2) a) Montrerque: (VneN) 0<u <2,
b) Exprimerv, etu, en fonction de . /8 Mantter ( ) !

c) Préciser lim u,,.
H—p -+

b) Montrer que: (VneN) 2-u,,, $%(2—un)

S —

Soit{#, }1a suite numérique définie par:

c) Montrer que: (VneN) |u, —2|< (%] :

u? —3u, +6 d) Déterminer de nouveau la limite de la suite (#, )

u=2 et u,= pour tout # € N.
u, —1 3) Soit f la fonction numérique définie sur R par :

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N') u, 23 1
f(x)=,=x"+2
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante et en 2

déduire qu'elle est convergente. a) Montrer que la fonction f est croissante sur

3) Calculer lim .

n—p o

Iintervalle[0;2] et que: f([O ;2]) <[0;2].

ray.com



EXERCICES ET PROBLEMES

b) En déduire que: (Vn e N) U, € [032]- 3) Montrer par récurrence que: (Ve N) u, > 2Jn
¢) Montrer que : (Vx & [0;2]) flx)z=. 4) En déduire lim u,.

N4+
d) Etudier la monotonie de la suite (un ) = 5) Pour toutn N, onpose: v, = ujﬂ = u: .

dui i 1
e) En déduire que la suite (un ) est convergente a) Montrer que : (‘v’n = N) 4<y, <4+—.

n

et déterminer sa limite.

b) En déduire la limite de la suite (v, ).

X

Soit f la fonction définie par: f(x) = .
Jx -1 On considére les fonctions numériques £, get A
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de £ "

' définies sur ] = {0;—] par: f(x) =x-—sinx
2) Montrer que pour tout x € D, — {0} : 2

x* .
f1(x)= Jx-2 g(x):l—?—cosx et h(x)=x-“§-—sinx
- 2
2(‘/; B 1) 1) Dresser le tableau de variations de chacune des
3) Dresser le tableau de variations de 1. fonctions f', g et hsurlintervalle/.
3
4) a) Montrer que pour toutx € D, : 2) Bn déduire que : (Vxe1) x— % e <
x(4-x)

3) On considére maintenant les suites numériques

(,), (v,)et (w,) définies par:

T )

b) En déduire que : (Vx e[4;+ oo[) f(z2)<x, N 1 <
u, =sin— ; v, =nsin— ; w, =n’sin——n
5) On considére la suite numérique (#, ) définie par: n #° n

. N En utilisant le résultat de la question 3, calculer les
u, =9 etu ,, = flu, )pourtoutn € IN.

0 o =S ()0 limites des suites(u, ), (v, )et (w,).

a) Montrer que: (VneN) u, >4.
4) Soit(S],,l ) la suite numérique définie sur N par :
b) Etudier la monotonie de la suite (#, ).

o f 1 o2 ik
(On pourra utiliser le résultat de 4) b). S, =sin (n_z) +sin [n—z} + ..o+ 81N [rz—zj

¢) En déduire que la suite (u,, ] est convergente puis

a) Montrer par récurrence que pour toutn € N :

déterminer sa limite. ; i
PaF 4. a8 =M
4
On considére la suite numérique définie par: b) Montrer que pour toutn € N*
2 2
u,=1 et wu, =u,+— pourtout neN. n+l
’ ey Lol AN 3 SR e
2 2n  24n 2 2n

1) Montrer que : (Vn e N) i, 30, ]
c) En déduire lim §,,.

A=y

Porimor& g it: t‘gr‘ax.co



Soita et b deux nombres réels tels quea > 5 > 0.
Le nombre d’or est défini comme I'unique rapport
des deux longueurs aetb tel que : arhd =2

a b

On note ce nombre d’or ¢ .

Partie A : Quelques propriétés algébriques
1) a) Démontrer que @ est la solution positive de
I'équation: x* —x—1=0,
b) En déduire la valeur exacte de ¢ puis une valeur

approchée 3107 prés.

2) Vérifier que : ga:]-;—i et p=4/1+¢.
@

Partie B : Une approximation du nombre d’or

1) On considére les suites numériques (un Jet (v, )

définies paru, =v, =1 etpour toutn e N :

1
U, =J1+u, et v,  =1+—

%

n

2) a) Montrer par récurrence que : (Vne N) u, <.
b) Montrer que pour tout # € N :

(#, ~9)(u, +0™)
T4+u, +u,

U U =

n+l n

et en déduire que la suite (#, ) est croissante.

¢) En déduire que la suite (u, ) est convergente
et déterminer sa limite.

3) a) Montrer par récurrence que : (VneN) v, 21.

b) Vérifier que pourtout neN: v —p = 2%
PV
¢) En déduire que : (Vn e N) |Vn+1 = ¢p| < i b~ ¢’
4

d) Montrer par récurrence que :

1 #H
VneN) |v, —@ S[—)
(vnem) b, ~ol<| 2
Quelle est la limite de la suite (v") ?

e) Al'aide de la calculatrice, calculer v et écrire sous

forme de fraction irréductible.

Avec quelle précision le résultat obtenu approche-
t-il le nombre d’or ?

Soit f la fonction numérique définie sur R par:
Fix)= %(x +x” + 4]

et soit ‘%?-f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}’).

i Pt

1) a) Calculer lim f(x) puis étudier la branche infinie
X

de la courbe € au voisinage de +o0.

2

[ 4
14+, l1+—
x2

c) Etudier la nature de la branche infinie de la courbe

b) Vérifier que : (Vx € 3‘1‘_) f(x)=-

€, au voisinage de —co.

2) a) Montrer que pour tout x € R :
2
(x +Vx* + 4)
2% +4

b) Donner le tableau de variations de la fonction f.

7(%)=

3) Tracer €, dans le repére (O;? ,})

Deiinime Paies

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'
définie sur un intervalle J & déterminer.

2) Dresser le tableau de variations de la fonction /.

mr VISIt: ray.c:| om



EXERCICES ET PROBLEMES

X

3) Montrer que : (Vxez.f) e (x)= >
X+

:

4) Montrer que pour toutx € J :
2

O i)

5) En déduire la position relative de la courbe € i €t

la droite(&) d’équationy = x.

6) Montrer que la fonction /™ est dérivable en 0 puis

calculer(f") (0)

7) Tracer la courbe € o
Troisiéme Partie :

Soit(u, )la suite numérique définie par :

dans le repére (O;f ,}) :

uy=1etu, =f"(u,)pourtout neN
1) Montrer par récurrence que :
(VneN) 0<u, <1
2) Montrer que la suite (, ) est décroissante,

3) En déduire que la suite (un ) est convergente pﬁis

déterminer sa limite.

Soit f 1a fonction numérique définie sur I'intervalle

mﬁ]{

[0;4]par: f(x)={2+\/;
1) a) Etudier les variations de la fonction f.

b) En déduire que f([0;4]) <[0;4].
2) On consideére la suite numérique (un ) définie par:

u, =1 etu,, = f(u,)pourtoutneN.

a) Calculery, .

b) Montrer que: (VneN) 0<u, <4,

c) Montrer que la suite (un ) est croissante.

d) Montrer que la suite (u,, ) est convergente puis

3) Pour toutn € N, on pose: v, =l—\/_.
uﬂ

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique de
raisong =—.
2

b) Exprimerv, ety en fonctionden.

¢) Retrouver A nouveau la limite de la suite(, ).

Soit(un) et (vn ) deux suites numériques définies par:

4, =3,v,=5etpourtout ne N :

_ 2uy, u, +v

Et - " n

n+l

U+,
1) Calculeru, et v,.
2) Montrer que les suites (un ) et (v,, ) sont strictement

positives.
3) a) Vérifier que pour toutn € N :

(v, =)’

2(1;" +vn)

vn-(—i - un+‘. =

b) Etudier la monotonie de chacune des suites

(,) et (v,)-

4) Pour toutne N,onpose: w, =v, —u,.

n

a) Montrer que: (VneN) 0<w,, < —;w :

b) En déduire que :

n—1
(VreN) OSWRS(%J :

c) Déterminer lim w, .

5) Pour toutrn € N, on pose: p, =u,v,.
a) Montrer par récurrence que :
(vneN) p, =15

b) Montrer que: limu, = limv, = Ji5

H—pto H—>4o0

Forumoerentsit: L9ra¥.co



I SE PREPARER AUX EXAMENS

On considére [a suite numérique (u,, ) définie par:

Uy =11 et u,,, i_(l)u" +1—? pour toutz € N,

1) Vérifier que : (Vn eN)u,, -12= %(uﬂ ~12)
2) a) Montrer que: (VneN) u, <12
b) Montrer que (un) est strictement croissante.

c) En déduire que la suite (, ) est convergente.

3) Pour toutn € N, onpose: v, =u, —12.

a) En utilisant la question 1), montrer que la suite
10
numérique (v, ) est géométrique de raisonﬁ
puis exprimer v, en fonction de#.

b) En déduire que: (VneN) u, = 12—[1

puis déterminer la limite de la suite (u,, ) .

xamen Natonal 2012 (Session Novmale)

On considére la suite numérique (#, ) définie par :

U
o =2 et u,, = pour tout n€ N,

Ty irier quas (el W =g

b) Montrer par récurrence que : ( Vne N) A

2) Soit (v,, )la suite numérique définie par:

pour tout ne N
# r = - 1
a) Montrer que ( v, ) est géométrique de raison 5

puis déduire que: (VneN)v, = (2

E¥N(ERCICES ET PROBLEMES

1+3
b) Montrer que u, = T Y pour toutn € N

n

puis écrireu, en fonction de .

¢) Déterminer la limite de la suite (uﬁ ) ;

dmeniNaponal 2016(Session Normale)

n

Uy=1 et u, =

pourtout ne N,

1+15u,
.
1) a) Vérifier que: (VneN) uw—-1—= -3
T3 15w +1

b) Montrer par récurrence que: (Vne N) u, > %

2) Soit(v,fr )la suite numérique définie par:

v, e pourtout ne N
3u

1
a) Montrer que (v, ) est géométrique de raison =
puis écrire v, en fonction de 7.
b) Montrer que u, = —1-—-”— pour toutr € N

3-2(1]
6

puis en déduire Iim u,.
H—r+0

Uxamen Natonal 201 Sesslion De RAUrapage)

On considére Ia suite numérique (u,, )keN. définie par:

=0 et u,= pour tout n € N*.

1-u,
5(5-1,)
5+(5-u,)

b) Montrer par récurrence que :(‘v’n eN ') 5-u,>0.

1) a) Vérifier que : (Vn € N‘) S-u,,, =

2) Soit(v, ), - la suite numérique définie par :

pour tout 7 € N*

v i—|
" 5.y

ray.com
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a) Montrer que pour toutn e N" : v,,, =

puis vérifier que : (‘v’n B N') Vot —
b) Montrer que v, = » pour toutn € N” puis en

5 .
déduire que u, =5——pourtoutn e N".
n

c) Calculer lim u,,.
H=>+e0

On considre la suite numérique (%, ) définie par :

H

U, =2 et u,, = pour tout n € N.

T 2u +3
1) Montrer que: (VneN) u, >1.
w1
2) PourtoutneN : v, =—
u

a) Montrer que (11{,r ) est géométrique de raison %

puis écrirev, en fonction de 7.

b) Montrer que u, = —pour toutn € N

~(3)
3
puis déterminer la limite de la suite (, ).

On considére la suite numérique (, ) définie par :

3
pour tout ne N,

u}t

3.+

U, =3 et u,,=

1) Montrer par récurrence que : (Vrz € N) w1,
%, 1
u, +1 '

2) Pourtoutn € N, onpose : v, =
3 2
a) Vérifier que pourtout neN : 1-v, =
u, +1
puis en déduire que : (Vn = N) 1=% >0,
1+v,

b) Montrer que: (VneN) u, = -
— vn

3) a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique de

raison % puis écrire v, en fonction den.

b) Montrer que lim v, = 0 puis en déduire la limite
=t

de la suite (u, ) :

On considzre la suite numérique (u, ) définie par:

u
——~— pourtout ne N.
+u

n

1) Montrer que: (VzeN) u, >0.

U, =1 et u,,=

2) Démontrer que: (VneN) u,, < —,liu,,

3) Démontrer que la suite (url ) est décroissante et en
déduire qui elle est convergente.

4) a) Montrer par récurrence que : (Vn c N) u, < [-,1;)”

b) Déterminer la limite de la suite(, ).

Soit(, ) 1a suite numérique définie par :

U, =2 et u,, =~;—(u,, —4n—1)pour tout ne N.
Onpose: v, =u, +n—1 pourtout ne N.
1) Montrer que la suite (vﬂ )est géométrique de raison% ‘
2) a) Calculerv, en fonction de 7.
b) En déduire I'expression de u, en fonction de n
puis déterminer lim u, .

f=ron

3) Pour toutn € N, on pose :

S, =4y +u, +..4+u, et T =v, +v, +..4V,

Montrer que :
TN =l[5—--—1—) et S” :ﬂ_w
4 5" 2



On considere la suite (, ) définie par: u, =0, u, =1

1
etu,,= guml —2—5uﬂ pour toutn e N.
On pose pour tout n€ N :
1
v, =t ~—u, et w, =5y

n n+l 5 n

1) Démontrer que (vH ) est une suite géométrique de
1
raisong puis écrire v, en fonction den.

2) a) Montrer que (w,, ) est une suite arithmétique de
raison 5 puis écrire w, en fonction de n.

b) En déduire I'expression de, en fonction de 7.

3) a) Montrer que : (VneN’) 0<u <—%u

l'l+|._5 n*

n=1
b) En déduire que : (Vn S N’) O<u, < (%)

puis déterminer lim u, .
=3+

Soit g la fonction définie sur R* par: g(x) =

X
V1+x?

1) a) Montrer que : (Vx € R*) g(x)<x.

b) Montrer que g est strictement croissante sur R*
et en déduire que g (R" ) =[0;1].

2) Soit(u, ) la suite numérique définie par :
1
Uy = et Uy, = g(u,) pourtout neN.

a) Montrer par récurrence que :
(VneN) 0<u, <1.

b) Montrer que la suite (u,, ) est croissante.

c) En déduire que la suite(u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

EXERCICES ET PROBLEMES

3

On considére la suite numérique (, ) définie par :

3

e - "
U, =1 et u,

32 +1
1) a) Montrer que: (VzeN) u, >0,

pour tout ne N

b) Démontrer que la suite (, ) est décroissante

c) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
1
2) a) Démontrer que: (Vne N) u,, <-u,.

b) En déduire que: (VneN) u, < (%J

puis calculer lim u, .
=y

On consid@re la suite numérique (u, ) définie par :

un—l

5 .
pour tout n e N

Uy =1 et u, =

u,—u
et soit (V,1 )nZt la suite définie par: v, = *+—"— = i

1) Montrer que la suite (v” )”21 est géométrique de
.
raison—.
3
2) Exprimerv, en fonction den.
3) Pourtoutn € N*,onpose: S, =v, +v, +..+v,.
a) Montrer que : (Vn € N") u, =38, +1

b) Exprimer S, etu, en fonction den.

c) Déterminer lim u,,.
n—r4m
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FONTIONS LOSARITHME

HISTOIRE

C'est un Ecossais, John Napier, souvent francisé en
Neper, quiinventa les logarithmes. Pour le faire, il consi-
déra deux véhicules, I'un dllant & une vitesse uniforme
et 'autre & une vitesse proportionnelle & la distance
restant & parcourir. || considére que la distance
parcourue par le second est le logarithme de celle JOHN
restant & parcourir par le premier. NAPIER
Par la suite, c'est mathématicien suisse Leonard Euler (1550 - 1617)
(1707 - 1783) qui relie véritablement e logarithme a
I'analyse en I'utilisant pour calculer des dérivées ef des
intégrales. L'idée « d'échelle logarithmique » constitue
uh modéle toujours actuel pour de nombreux pheno-
mé&nes scientifiques : de l'intensité des séismes a la ma-
gnitude des étoiles en passant par la mesure du bruit.
Source : https:/fr.wikipedia.org

———  CAPACITES ATTENDUES PLANDUCOURS
<+ Maitriser le calcul algébrique sur les s Activités Préparatoires........ccccvvvveennee. 195
logarithmes ; » Connaissances Fondamentales
+ Maitriser la résolution des équations, des ® Fonction logarithme npsrien . ucivinee 198
inéquations et des systémes comportant des & Fonction logarithme de base &..c.cveuncn vy, SOB
logarithmes ; o Techniques Etf ASTUCES .........ccvveernnne 211

<+ Reconnaitre et appliquer le logarithme décimal
(surtout pour la résolution des équations de la

» Exercices Et Problémes

® Exercices d’applieation......cccvicmimininvee 218
formel0* = g ) et des inéquations de la forme ® Evercices de perfectionnement. . onvnwn, 225

10* € g ot delaformel0* > a); ¥ Problimes de synthdse......c.covinicvasmmiininan 234
< Maitriser et appliquer les limites logarithmiques
essentielles ;

+ Etudier et représenter des fonctions dont
I'expression comporte le logarithme népérien ;
Etudier et représenter des fonctions dont
I'expression comporte le logarithme népérien ;

For more visit: L9ray.com



XCTIVITES PREPARATOIRES 4

H RAPPELS P st e

1. Déterminer les primitives de la fonction f sur I'intervalle / dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=x sur I=R ;b f(x):i” sur I=R’, ot neN -{1}
X

3
c) f(x)=2.1c(xz—3)m19 sur =R i d) f(x)= e ~ sur =R
(Jc4 +2x% + 5)
2. Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle / = ]—l;l[ par: g(x) = :
1-x

a) Justifier que la fonction g admet une primitive définie sur/ .

Dans la suite, on note G la primitive de la fonction g s’annulanten 0.

b) Montrer que la fonction G est impaire. (Indication : On pourra considérer la fonction /2 : x > G (x) + G(-x)).
¢) Montrer que G est continue et strictement croissante sur/ .

d) En déduire que G(x) 2 0 pour toutx € [0;1] et que G(x) < 0 pour toutx € ]-1; 0].

h FONCTION TRANSFROMANT UN PRODUIT EN UNE SOMME L i
A. Premiére Partie :

1
1. Montrer que la fonction x - — admet une primitive sur l’intervalle]O;-{mo[.
X

La primitive de la fonction x = l sur ]0;+oo[ qui s'annule en 1
- <

est appelée la fonction logarithme népérienne eton lanoteln. |
v

Il résulte de cette définition que :

¢ L’'ensemble de définition de la fonctionIlnest D, = ]0;-1—00[ 5
° 111(1) =0 H
o La fonction In est dérivable sur ]0;+oo[ et on a: (Vx € ]0; o] ) (In)r ()= 1
X
2.a) Montrer que la fonction In est strictement croissante sur]O 3 +co[

b) En déduire le signe de chacun des nombres In2 etIn A .
3. Soit @ un élément de |0;+90[ . On considére la fonction f définie sur |O;+c0] par:  f(x) =In(ax)

1
a) Montrer que f est une primitive de la fonction x > — sur I'intervalle ]0; +oo[.
X

b) En déduire que pour tout x € ]0;+%0[ :  f(x) =In(x)+In(a)

Puis écrire les nombres In (6) \ ]n[%} ,In [%) et In (72) en fonction de In(2)etln (3).

ray.com
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ACTIVITES PREPARATOIRES

4. a) En utilisant la calculatrice, vérifier que 1n(2, 71) <l<n (2, 72) puis en déduire qu'il existe un unique
nombre strictement positife tel que Ine = 1. Donner un encadrement dee.
b) Montrer par récurrence que pour toutn € N : In(e”) = n puis en déduire que: (Vrne N) In (e‘”) =-n.

¢) Résoudre dans R les deux équations suivantes: Inx=2 et Inx=-1

B. Deuxiéme Partie :
1. Montrer que si a et sont des réels strictement positifs alors le signe de In(a)—In(b) est celui dea —b.

2. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) In(x) = ln(ez) ; ) In(x+1)=In(3-x) ; © %ln(x+ 2)=In(x) ; d)In’(x)=2In(x)

3. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a) In(x)>2 ; b) In(x+1) > In(3-x) ;¢ In(x)+In(x+4)>In(2x-1)
d) In(2)+2In(x) > In(3x-8) ; e) In(;uc2 +1)> In(x+5)+In(x-2)
e—{ LIMITES DE LA FONCTION In ET SA REPRESENTATION GRAPHIQUE e
_ =) = ,

1. a) Montrer par récurrence que pour toutz € N : In (20") =nln(20)

b) En déduire que pour tout ne N : In (ﬁ] =-nln(20)

c) Sachant que 1n(2) ~ 0,69 et In (5) ~ 1,61, donner une valeur approchée du nombre In (20) .

d) Remplir le tableau suivant :

x| g0l {aeb | iaget [Fone ool | oo o0 D IR DI SIS

In x)

(
()

o2

N : ; . ; . . ' . Inx .
e) A partir des résultats du tableau ci-dessus, deviner les limites suivantes : lim Inx, lim — et lim Inx
X=¥+n x—ioo y x—20*

In

puis interpréter graphiquement ces limites.

.8 Soit(L) la courbe de la fonction In dans un repére orthonormé (0;? ,})

a) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe (L) aux points d’abscisseslete.

b) Tracer l'allure de la.cour e(ﬂ.
. I

FOr more visit:
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o——L LE LOGARITHME nﬁ;cmzfrsﬁs APPLICATIONS e

A. On considére la fonction numérique f définie sur]0;+oo[ par: f (x) - lln_ljzl
n
La fonction f estappelée la fonction logarithme décimale et on la note log .

LCalculer:  log(1) ; log(10) ; log(100) ; log(0,1) ; log(0,01).

2. Montrer que pour toutn € Z : log (1 0" ) =n

3. Etudier les variations de la fonction log puis dresser son tableau de variations.
B. Applications du logarithme décimal :
1. Autour de la convergence des suites numérigues ;

En utilisant la calculatrice, déterminer tous les entiers naturels z vérifiant chacune des inégalités suivantes :

a) [%) <107 i b (1,02)" 210° ;© [ ]210‘4”
2. Nombre de chiffres d'un entier naturel ;

0,015

Le nombre de chiffres N (x) d’un entier naturel non nulxest: N(x)=1+E(logx) .
(E(a) étantla partie entiére du réela)

Le plus grand nombre premier découvert en 2018 est: P =277 _1
AYaide de la calculatrice, déterminer le nombre de chiffres du nombre P.

3.En chimie :
La relation liant le pH d'une solution aqueuse et la concentration I:H}O+ :I

est donnée par la formule: pH=-log [H3O+]

a) Calculer le pH d'une solution aqueuse sachant que : [H3O+] =6.10"° mol/l

b) Calculer la concentration [H30+] dans une solution aqueuse sachant que pH =7 .

4. En séismologie :

La magnitude d'un tremblement de terre est une mesure de quantité de 1'énergie libérée au foyer d’un séisme.

Elle se calcule a I'aide de la formule: M =log [Ii) (Sur I'échelle de Richter)
0

ol /, est une intensité de référence et I I'intensité du séisme.
Calculer la valeur de M dans chacun des cas suivants :

a) Al Hoceima (2003): I, =1,995x10%[,

b) El Salvador (2001): I, =3,98x10",

c) Californie (1992) : I, =3,98x10",

ray.com
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

&P FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE
1.1. DEFINITION DE LA FONCTION In

——{ Définition 1 '

La primitive de la fonction x > L1 sur ]0 : +co[ et qui s’annule en l est appelée la fonction logarithme
x

népérienne, et on la note In.

-—i Remarﬁues l

o L'ensemble de définition de la fonction In est ]0;+c0] et In(1) = 0. I

r‘ On rappelle que \

toute fonction

o La fonction In est dérivable sur |0;+c[ et de plus : 2 continue sur un
intervalle admet une
(Vx = ]0;+oo[) ln'(x) - 1 primitive définie sur

X \ cetintervalle. J

On considére les fonctions numériques /', g et/ définies par:

f(x)=1nx+1n(x—l) : g(x)-:ln(xz—x.) ; k(x)=ln(x_4)

x+1

Déterminons leurs ensembles de définition :

B L'expressionf(x) aunsenssi x>0 et x—1>0, c'est-a-dire six > 1. Par suite: D, = ]l;+oo[
e L'expression g(x) aunsenssi x* —x > 0.Donc: D, = ]—00;0[ U ]l ;+00[.

x—4

e L'expression h(x) aun sens si >0.Donc: D, = ]—00;—1[ U ]4;+00[.

x+1

f(x):ln(x+4)—1r1(25—x2) x g(x]=ln(xz~8x+7) ; h(x):,/(x-])lnx
1.2. MONOTONIE DE LA FONCTION In

l_ Proposition 1 l

La fonction In est strictement croissante sur ]0 : +00[ .On aalors:

-Pourtout(x;y)&(]0;+oo[)2: Inx<hyx<y et hx=hyesx=y
-Pourtoutxe]0;+uo[ :

hx=0¢x=1 et hx>0x>1 et hx<0&x<1

- - W - L] . o VaVNa's

F JI THTINJIN, VIVDIL. L. WJIC1V .\ ,\J] |
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1) Résolvons dans R I'équation suivante: In (x"‘ - 4) =In(4x-6)

Cette équation est définie six” —x > 0 et 4x—6 >0, c'est-a-diresi x € ]—%,m[ ‘
On a maintenant pour tout x € ]% : +w[ ;
ln(x2 —x)=ln(4x—6]<:> X —x=4x-6<x* -5x+6=0
Les solutions de I'équation x* —5x + 6 = Osont2 et3.Comme?2 ]%;-&-oo[ et3e :|%,+oo|: ,alors § = {2;3} :
2) Résolvons dans R I'inéquation suivante : In (14 - x) >In (10 +7x—3x% )

Cette inéquation est définie si 14—x >0 et 10+ 7x —3x> > 0, C'est-a-dire six e i|—1 ;?{ ‘
On a maintenant pour toutx € ]—1;%[ :

In(14-x)>mn(10+7x-3x*) <> 14— x> 10+ 7x-3x> ¢ 3x* ~8x+4>0 & (x~2)(3x-2) >0
L'ensemble solution de I'inéquation (x —2)(3x—2) > Odans R est S, = :I—oo;§|: U [2;400[ .

Par suite, I'ensemble solution de l'inéquation In (1 4- x) >In (10 +7x-3x" ) est:
§=38 m]—];g[ = }—1;2 U 2;12[
3 3 3

1. Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

ln(2x—3)=]n(4—x) ; ln(x2+x)=ln(—2x—2) ; ]n(3x2+4x+2)=0

In(4x-5)>m(2x+3) ; In(x’+3x)-In(x+2)20 ;  In(3x"-4x+1)20

2. Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f(x)= lﬂ[iﬂJ ; g(x):ln(—l___ i h(x)= 1 x

I—x —2-1) (nx)  In(x+2)

1.3. PROPRIETES ALGEBRIQUES

1 Pl"OpOSitiOIlZ '7—_'—"" e L IO S s i

Pour deux réels strictement positifs xet yona: In(xy)=Inx+Iny (Propriété fondamentale)

De cette propriété fondamentale on peut déduire les propriétés algébriques suivantes :

ay.com




LO9RAY

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

<| Proaosition 3 I

1
1) Pour tout réel strictement positifx,ona: ln(—} ==Inx .
x

2) Pour tout (x;y) € (]l'.l;«koo[)2 ona: ln[i] =lhx-lny.

3) Pour toutrn € N* et pour tous réels strictement positifs x;, x,,..., X, ona:

In(x, %.....%, ) =1n(x ) +1In(x,) +...+In(x,)

1) Soit x un réel strictement positif. D’aprés la proposition 2ona: Inx+ ln[l] = ]n(x.i] =lnl=0
% x

Il s’ensuit donc que: In (l] =-Inx.
2

2) Soitx et y deux réels strictement positifs. D’apreés la proposition 2, on a:
X 1 1 - ,
Inf — |=In| xx— |[=lnx+In| — |=Inx—Iny ,dou le résultat.
B, By J
3) LarelationIn (x,.x,.....x, ) = In(x, ) + In(x,) +...+ In(x, ) s'établie simplement & 'aide d’un
raisonnement par récurrence surn € N*,
4) De la relation 3), on peut tirer la relation In (x”) = nln(x), et ceci pour toutx >0 etn € N".

n

" . 5 -ny __ L r s 0 = =
On a de méme les relations : ln(x )—]n[x J ln(x ) nlnx et ]n(x) In1=0.

Par conséquent, pour tout p € Z, In (x" ) = pln(x).

Soit maintenant 7 = £ un rationnel deQolu p e Zetge N*.Ondonc:

q
»

qln(x’)=qln[x?] = ]n(x") =ph1(x),etalorsln(x’)=§ln(x).Ainsi: ln(x’)= rinx.

e Soitaetd deux réels strictement négatifs. On a alors ab >0 et% > 0.1l s'ensuit donc:
fn(ab)=Injal+Infp] et m(%] — Inja|~ Inls]

e Ona pour toutx € ]0,+00[ et pour toutentiern = 2 : ln(\/;) = %]n(x) et In

({/J_c)=;t-ln(x).




EeEINWIAISSANCES FONDAMENTALES

Soita et b deux réels strictement positifs. On pose: o =In (a) et = l.n(b) .

Exprimons In (azbs)et ln[ ] en fonction de azet 4 :

1
Ya'b

In(a’6")=In(a*)+In(6*) =2In(a)+5mn(b) = 2a+ 58

1 R - A ik
ln[ }=1n{a 6.b“]=ln{aﬁj+ln[b
Sa’b

5 =t ]
J_ 6 6"
1.4. LIMITES USUELLES

{. Proposition 4 '

}iri';'“(") =+ et limln(x)=-o

x—0%

e

1.5. TABLEAU DE VARIATIONS DE LA FONCTION In

X 0 1 +00

' (2 +

In(xx) "

{ ngositionSI — e

. ln(]0;+oo[) =R.

e L’équation }n(x) = 1 admet une unique solution dans]0;+00[ .Onlanotee : ln(x) =l x=e

e e e e e e et

e Al'aide de la calculatrice, on trouve comme valeur approchéede e : e~ 2,718281828

e Onapourtoutr e Q : ln(e’)=r

1) Résolvons dans R I'équation suivante:  (E): 3(In Jc)2 +2Inx-1=0
L’ensemble de définition de cette équation est R", . En posant ¢ = Inx, I'équation devient3t* +2¢ —1=0.

Les solutions de I'équation 3#* + 27 —1 = O sont —1l et % . Par conséquent :
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1
(E]@[lnxz—l ou Inx=%)<:>(x:e“ ou x=¢e’ =~3/;J

Par suite, 'ensemble solution de I'équation (E) est: S = {3'1;3/; }

2) Résolvons dans R I'inéquation suivante: () : In(x+1)=~In(x+3)+In(x+7)
Notons D I'ensemble de définition de cette inéquation. On a alors :
xeD<:>(x+1>0 et x+3>0et x+7>0) S x>-1
Donc: D = ]—1;+00[ :

On apourtoutxe D :
(1)< In(x+1)+In(x+3)2In(x+7)

=4 hl[(x+1)(x+3)]21n(x+?)
o (x+1)(x+3)2x+7
& X +3x-420
Le discriminant du trindme x* + 3x — 4 est: A =3 —4x1x(—4) =25.Donc le trinéme x* + 3x — 4

admet deux racines distinctes qui sont:x, =—4 et x, =1.

Le tableau de signe du trindme x* +3x — 4 est :

X —00 —4 1 o0

x> +3x—4 + % —_ %‘ -

En notant § I'ensemble solution de 'inéquation (), on conclut que :
xesS & (x € |~oo;—4]U[l;+ 0] et xe D) & xe[l;+0]

Par suite: S =[1;+00[ .
4Inx-3Iny=10
3) Résolvons le systéme suivant:  (S) : {2 lni - ln; o

Si(x;y] est une solution du systéme (S), alors; x>0et y>0.
Pour résoudre ce systéme, onpose: X =Inx et ¥ =Iny.Le systéme (S) devient :
4X -3Y =10
)4

2X +5Y =-8
4 — 10 -3 4 10
Ona: A= =20+6=26 etA, = =50-24=26¢et A, = =-32-20=-52
2 8 -8 5 2 -8
Comme A # 0, alors le systéme (S ') admet une unique solution (X ¥ ) avec:
A 26 A 26
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Il s'ensuitdoncque: Inx=1et Iny=-2,cequidonne: x=e et y=¢™

En résumé, 'ensemble solution du systéme(§)est: S = { (e; e )} ;

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
B

n(2x-1)=-= ; hvx=3m2 ; (nx)-Shx+d=0 ; BX+2_4
- Inx—1
2. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
Inx=>3 ; In>x-5Inx+6>0 ; —2In?x+3lnx+5>0 5 ]nx'lso
Inx+2

3. Déterminer I'esnemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=3]nx_4 i g(x)=vlhx-2 ; k(x)=vl—lnx i #t)= 1-Inx

Inx+5 1+Inx ! I+Inx

4. Résoudre dans R les systémes suivants :

(S,):{h”r_my=2 ; (Sz):{“y=4 ; (SB):{lnx«lny=—1

2Inx-3lny=5 Inx+Iny=1In3 In®x+In’y=5

(S4):{x2+y2=218 ; (Ss):{ln&_lnf:l ; (éi'ﬁ):{xy:e3

Inx+Iny=In91 ~Inx+4lny=6 3lnx—4lny=2

{ Proposition 6 '

Soit € la courbe représentative de la fonction In dans un repére orthonormé. Alors :

e La courbe € admet I'axe des ordonnées comme asymptote : lirg In (x) = —00,
X=H

e La courbe € admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses : lim by 0.

P .

* La courbe € est concave sur |0;+o0] .

1.6. LA COURBE DE LA FONCTION In

Courbe de la fonction x ~ In x.
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1.7. LIMITES FONDAMENTALES

{ Proposition 7 ' et
In(1+x

eOna: limxlnx=0 et lim—m-i:l et lim ( )=1 )

20" o1y —1 130 X

In(x ,
eOnapourtoutn e N : lim_(T)=0 et hl'ljlx"ln(x)zﬂ ,
ety x—0"
——— e e e —————
Calculons elimites suivantes :

z In(cosx . In(x-1

lim Ly ; lim xIn(sinx) ; lim—(—z-—-)— ; lim -——(—)
sty x—0* x—0 X b i ln(x o 2)

; 5 . 2lnx—x . 2 . v
lim (3111 x~—71nx) : lim ; lim (—x+2+1n(x ﬁ-x+1)) ;0 lim xIn| 1+—
X—y+a0 v In x4+ 2x ] Xpho0 X

2 2 2
eOna: lim LB = lim [E} = lim 2ﬁ . En posantt = Jx , on obtient :
X—rto X X—rt Jx_ X=r+0 J;
" 2
B 2 2 ot 4[ﬂj o (e B T 0
b e 4ot I t—>+oo t
e Ona: lim xIn(sinx)= lim ——xsin xIn(sin x). On sait que lim —— =1,

x—0" x-0" gin x 0" §1n X

D'autre part, en posant X = sinx, on obtient: lim sinxIn(sinx)= lim XIn(X)=0.

x—=0" X-0°

Par suite: lim xln(sinx) =1%0=0.

x=0*

In(cosx In(cosx —
eOna: lim ( )=lim ( )xcos"; 1=1x —l =--1- car:
0 P =0 cosx—1 % 2 2
= In(cosx In(X
lim1 o LA et lim ( )=lim ( )=1 (Ici on a posé X =cosx)
=0 X 2 x30 cosx—~1 X1 X -1
¢ On a pour tout xe]l;+00[ :

n(x-1) ln[x[l—é]] ) lnx+ln[1_

In(x+2) ln[x[HED i lnx+1n(1+

X

] 1+Lxln(1—lJ

_ Inx X

) 1+Lx1n(1+-2~)
Inx x

In(x-1
Comme : Iim-—l—mx(] et lim ln[l—l]= Iim 1n[1+£]=0,alors: lim£=l
x>+ In x X0 x pram e x x40 ln(x -+ 2)

%R | —




eOna: lim(3]nzx~71nx) lim (3Inx- 7)Inx.

X+ Xt

Comme : lim Inx = 4o0, alors lim (3ln2x——?1nx)=+oo.

[2%_1] b
2Inx - X X x
e0Ona: lllzlm—l—"—-z— m—'—h‘l——nllm T
nx+2x x[ x+2] x X,
x x

Comme : llmln—x—{} alors lim Al % 2XO_I:—l

Fd0 x x40 In x4+ 2x 0+2 2

*On a pour tout x € |0;+ o[ :

—x+2+111(x2—x+1)=—x+2+ln[x2(l_l+ : D=-x+2+21nx+1n(1—-l+L]
¥ X % &
Donc: —x+2+1n(x2—x+1) ( 1+2+2&]+ln[l—l+ 1]

% x X X

Puisque lim ln[l—l+izj=0 et limﬁzo,alors: lim (—x+2+1n(x2 —x+l))~—~—~oo.

K=o X X X=pton X X4

: ln(l+7j ,
¢ On a pour tout xe]0;+oo[ : xln[l+—]=7x——n7—x .En posant X = —, on obtient :
X x

e

lim x]n(1+1)= lim 7 x
X

X=0

X=+0o

2020
; lim (xz—'?x—Slnx) ; lim In(x +x+1) s lim In x
e o X =0 Inx+3

o 4 L Inx N N 0 B Fl el — 3
iman(ieg) s dmets s () o imen(25) 5 s el -3
1.8. DERIVEE LOGARITHMIQUE

——1 ProgositionB |—-~—-- —

Soitu une fonction dérivable sur un intervalle / deR telle que: (Vxe7) u(x)#0

Alors la fonction x > In |u (x)l est dérivable sur/ etona: (lnlu (x)l) z;((:: '

re visit: L9ray.com



Pour toutx €/, on pose: f(x) = ln‘u (x)\

Puisque # est continue sur / ( car elle est dérivable) et ne s’annule pas sur / alors# est soit strictement
positive ou soit strictement négative sur / .

Siu est strictement positive sur / alors pour toutx € 1, f(x)=1In (u (x)) , C'est-a-dire que: f =Inou.

el Par application de la proposition de la dérivabilité de la composée de deux fonctions, on déduit que
la fonction f est dérivable sur/ et que pourtoutx e/ :

, u'(x
F'(x)=(In"ou)(x)xu'(x) = %x))
Siu est strictement négative sur/ alors pour toutx e/, f(x)=In (*u(x)), c'est-a-dire que: f =Ino(-u)
Par application de la proposition de la dérivabilité de la composée de deux fonctions, on déduit que
la fonction f est dérivable sur / et que pour toutx €/ :

£'(%)= ("o (=) (x) x(~u) (x) = ——Z((j)) 1;((55 ))

1l

x-2

x+1
e La fonction f est bien définie sur R . En effet, on a pour toutx € R, Nx?t <x® + 1..

f(x)=ln(x+ﬁ] et g(x)zln

Il s’ensuit donc que pourx e R, —xsfx| <+/x* +1. Par suite : (Vx GR) x+vx? +1>0.

D’aprés la proposition précédente, la fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

f

' (x+\/x2+l) I X 1 q
el x+4xt +1 _[+\/x2+IJXx+JxZ+1_\/x2+I

2 . - X -
e La fonction g est définie pour les réels x tels que .
X+

#0etx+10, cest-a-direquexe R— {2,—1} .

x-2

Sur chacun des intervalles ]—oo;—l[ , ]—1; 2[ et ]2; +oa[ ,la fonction x > est dérivable et ne

x+1

s’annule pas. Donc, la fonction g est dérivable sur chacun des intervalles ]~oo;-1[ ; ]——~1; 2[ et]2; +oo[

De plus, on a pour toutx € R — {2;—1} 1

-2  2~2 (x+]){x-2)
x+1 x+1
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LORAY

Applications §

éterminer la fonon dérivée de la fonction f sur I'intervalle / donné, dans chacun des cas suivants :
D f(x)=In(x" -3x+7) et I=R i 2) f(x)=(F +2x)In(x* -4) et I=]2;+0

3) f(x)=xInx-1 et I=]e;+oo ;4 f(x)=1n|x+2—\/x2+4

et I =]-00;0[

5) f(x)=In(cosx) et I=}—§;§[ ;  6) f(x)=ln[2x_fJ et 1=]3;+0[

7 f(x)=Vin’x-2Inx et I=]0;][ ; 8 f(x):?+11;lx et I=]0;¢
—inx

—{ Définition 2 '

Soit# une fonction dérivable sur un intervalle / telle que: (Vx &) u(x)#0

(]
La fonction %~ est appelée la dérivée logarithmique de la fonction u sur 'intervalle / .
u

' PmEosition 9 I

Soit % une fonction dérivable sur un intervalle / telle que: (Vx &) u(x)#0

Les primitives de la fonction x >

¥
) sur / sont les fonctions x > 1n|u (x)| +AouleR,

(%)

sur l'intervalle ]—oo;l[ sont les fonctions

numériques F: x> In(1-x)+ A oudleR.

- » s cos x
2) Les primitives de la fonction numérique g: x >

sur l'intervalle |:3_2r’ 2x[ sont les fonctions
sin x 2

numériques G : x > 1n|sinx| +4 oudeR.
(x2 +1)3

Calculons la dérivée de la fonction f en utilisant la dérivée logarithmique :

On a pour tout x e]—2;+00[ : ln(f(x)) = 1n(§/x3_+8)-1n((x2 +1)3)=%In(x3 +8)—3]n(x1 +1)

3) On considere la fonction /" définie sur |-2;+oo[ par: f(x)=

f{x_ 3 _ 6x —3x(7x3—x+64)
f(x) 3 4(263 +8) 24l 4(x2 4—1)(3:3 +8)

Il s’ensuit donc que pour tout x € ]—2;+co[ i
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~3x(7x* —x +64)

4,4/(;:3 +8) (& +1)'

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur I'intervalle / :

Par suite : (Vx el]-2 +oo[) Fix)=

a) f(x)= E o surI:]%-;»*»oa[ ;b f(x):xz:Bx sur [ =R"
) f(JlC)=E sur I=R ;) Fle)= = sur 1 = J1;+ oo
X
sin(2x) 2
e) f(x)= s sur I =R S f(x)=msurl=]—l;+oo[

2. Déterminer la primitive F de la fonction f: x> tanx sur:i-% —|: telleque: F [ J

3. On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle }—l + oo[ par: ) ( 3x + 1)
ra F 1 b
a) Déterminer les réels aetb tels que pour tout x & |——;+o| : f(x)= i ~.
2 2x +1 (2x+1)

b) En déduire I'ensemble des primitives de la fonction f sur l'intervalle ]~% s+ oo[ ;

¢) Déterminer la primitive /' de la fonction f sur l'intervalle ]—% s cn[ qui sannule en 0.

4, Calculer la dérivée logarithmique de la fonction g définie par: g (x) =2 3
—-32x+1

5.0n considére la fonction / définie sur R, par: h(x)=1-x+Inx.

Etudier les variations de la fonction 7 sur R’, puis en déduire que : (Vx € R:) Inx<x-1

@3 FONCTION LOGARITHME DE BASE @
2.1. DEFINITION ET PROPRIETES

—{ Définition 3 r

Soit @ un réel strictement positif et différent de1. La fonction logarithme de base a est la fonction
In(x)
In(a)

numérique, notée par log_, définie sur ]0; +00[ par: log, (x) =
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e La fonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérien car pour tout réel x

I
strictement positif ; log, (x) = ln Ex; =In(x) .
n(e

eOna:log,(a)=1 et log,(1)=0 et logq(a")=r pour r € Q.

sPourtout xR} :  log/ (x)= oo
xXina

- Sia > 1alors la fonction log , est strictement croissante sur]O; +oo[ .

-Si0 < a <1alorsla fonction log,, est strictement décroissante |0; +o0] .

1 Proposition 10 i‘ —— R—

e Pour tous réels strictement positifs xet y , et pourtoutr € Q ona:

log, (xy) =log, (x)+log, (») ; log, (x’ ) =rlog, (x)

log, [}1;] = -log, (x) F o A0 [i] = log, (x)~log, (»)

e Pour toutn € N* et pour tous réels strictement positifs x,, x,,..,x,, ona:

T e e e ——

log, (x xx,.x...xx,) =log, (x,) +log, (x,) +...+ log, (x,)

——

2.2. LA COURBE DE LA FONCTION log,

0 ] 0 4., - I

! . + $ & .._:' y - + - l_ ._?_ !. - = s e = PUR) PR | SN —] . Rl it
: 4 ' ! ! \ ‘ S A + | bt I S | &
| o T. s i .!_,_.;:,......:...........l..,A |._._ N |. il - -
. i - e i .
L 0 A 4

| F-0 1 < ]

1 i o

b L o s |

! ! —

! . D 481 W 0 5 A0 §

'iae]l,+oo[ 0 ia

La courbe €€, , admet une branche parabolique

log,
dirigée vers I'axe des abscisses au voisinage de +w©
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1) On considére les nombres réels suivants: @ =log,, (100) et S =1log(25).

Déterminons S en fonction de  :

| _1n(100) In(2x5) _2In(2)+21n(5) _In(25) _2In(5) _ In(5)
OMEET[@)  m(Zx5)  3m)+l(s)  ~ In(6) 4m(2) 2mn(2)
i) 2
o 1n2 2448 . . o, 2-3a
Il s’ensuit donc : a=3 In(5) 3+2ﬁ-AlnS“ﬁH2(a_2)
+E(?)

2) Résolvons I'équation suivante : 108,, (4x) +log,, (16x) =4

L'équation est définiesix >0, 2x # let 4x #1, c’est-a-diresi x e R, — {i,%} :

On a maintenant pour tout x € R’ — {l ;}

log,, (4x)+log,, (16x) =4 < log,, (2) +log,, (2x) +log,, (4) +log,, (4x) =
i In2 i In4
In(2x) In(4x)
1 2
1+log, (x) % 2+log, (x)

=2 (car:log,, (2x)=log,, (4x) =

=2, c'est-a-dire 2(10g2 (Jt:))2 +3log, (x) =0. Ainsi:

Ce qui donne

log, (x)=0 ou log, (x)= —%. Par suite, 'ensemble solution est: § = {1 ,%}

2.3. LOGARITHME DECIMAL

———ﬁ Définition 4 '

La fonction logarithme de base 10 est appelée la fonction logarithme décimale. On la note log.

Onaalors pourtoutx € R} :  log(x)=1log, (x)= ]1110

1. Calculer : IoglOOO ; log100000 ; log(0,0l) ; log(0,00001)

2. Résoudre dans R ce qui suit:

log(x+11)+log(x—4)=2 ; log(x)+1=log(x+3) ; (10g(x+2))2—~10g(x+2)—222

x+y=25 xy =100
logx+logy=2 2log? (x) +2log*(y) =5

3. Résoudre les systémes suivants : {



1) Soit(a;b) e (R: )2 . Simplifier le réel : X = lll(arb2 )-nla’p’ + ln% ~In¥a’p’® .

2) Résoudre dans K les équations et les inéquations suivantes :
2lnx=1 ; (nx)'-4=0 ; Ihx*=5 ; In(2x-1)+In(x-4)=2In2

In(¥*-3x+2)=0 ; W(3x-x)<hx+lh2 ; —(lnx)-lx+620

In .In = — 2 5 X
3) Résoudre dans R” les systémes : (¥).In(y)=-10 ; Inx”+Iny* =16
Inx+Iny=3 Inx’ +Iny’ =6

1) Soit(a,b) & (R’ ). Ona:
1 1
¥ =]1‘1a+21nb——3—(1na2 +Inb5)+1na—1n\/_—z(h1az +1nb6)
=lna+21nb*%(21na+5h1b)+]na——%lnbm%(21na+61nb)

=§lna—zlnb
6 3

2) Résolution des équations et inéquations :
e Pour I'équation 2lnx=1:

L’équation 21Inx =1signifieln x = %, ce qui donne x = Je .Parsuite: S= {\[8_}
e Pour I'équation (lnx)z -4=0:

L'équation (ln x)2 —4 = Osignifielnx =2 oulnx = -2, ce quidonnex =e’oux =e>.D'olt: S = {ez; e‘z}
e Pour 'équationInx® =5 :

L'équation In x* = 5 signifie x* = €°, ce qui donne x = e*+fe oux =—e*Je .D'oli: S = {ez Je;—é \/;}
e Pour I'équationIn(2x—1) +In(x—4)=21In2 :

Cette équationaun senssi2x—1>0et x—4 >0, c'est-a-diresix € ]4;-}00[ .On a pour toutx >4 :

In(2x—1)+In(x—-4)=2In2 < In[(2x-1)(x-4) | =In4 & 24 —9x=0<:>x=§

Parsuite: S = {2}
2

e Pour |'équation ln(Jnc2 ~3x+ 2) =oll g

Cette équation a un sens six” —3x+2 > 0, cest-a-dire six € |-o0;1[ U ]2;+00] .

ray.com
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On a alors pour tout x € J-00;1[ U ]2;+e0[ : In (x2 —3x+ 2) =0 <> x* —3x+1=0. Cette derniére

3-45 3445 3-5 3++5
2 2 ’

2 2

équation a pour solutions

.Comme x € |-o0;1[ U |2;+oo[ alors: § ={

TP

o Pour l'inéquation In (3)\:2 - x) <lhx+In2:
Cette inéquation a un sens si x > Oet 3x* —x >0, C'est-3-dire x € :|%,+oo[ .On a pour toutx € :]—31-,4-00[ ;
111(3::2 —x) <hx+n2s 111(3};2 —x) <In(2x) ©3x’ —x<2x > 3x* <3x
Comme x > Oalors 3x* < 3xest équivalenteax <1.Enfin: § = }%;1}

e Pour I'inéquation — (ln x)z ~-Inx+6>0:
Cette inéquation a un sens si x € R’ . Posons X = Inx. L'inéquation devient—X* — X +6>0.

En dressant le tableau de signes de—X> — X +6, on en déduit que—X> — X + 6 > 0 est valable si et

seulementsi X € [—3;2]. Donc Inx € [—3; 2]. Puisque la fonction x > In x est strictement croissante
sur 5{: , alors 'ensemble solution de cette inéquation est.S' = [6“3 se? :| .
3) Résolution des systémes :
In(x).In(y)=-10
e Pour le systéme ( ) (y) :
Inx+Iny=3

0
Posons X =In(x)etY =In(y) .Le systéme devient{i iy 30. On en déduit alors que X etY sontles
solutions de I'équation?® — 3¢ —10 = 0. Cette derniére équation a pour solutions? =—2etf =5.
Il s’ensuit donc que (X ;7) = (-2;5) ou (X;Y) =(5;-2), etalors(x;y) = (e'2 - ) ou(x;y)= (e5 ;e"z)
L’ensemble solution est S = {(e"2 e ) ;(e5 h )} .

Inx*+Iny’ =16

e Pour le systéme
Inx’+Iny’ =6

Ce systéme a un sens si les nombres S o y3 et ° sont strictement positifs. Donc le systéme a un sens
six>0ety>0.0napourtousx >0 et y>0,lesystéme donné est équivalent a :
2Inx+5lny=16 2Inx+5Iny=16
{31nx+31ny=6 {lnx+lny=2
2X+5Y =16

E X =ln tY =1 " teme devient
n posan (x)e n(y), ce systéme devien {X+Y=2

, ce qui donne (X ;Y) = (-2;4).

Par conséquent: (x;y)= (e'2 ;e ) L’ensemble solution du systéme est.S = {(e:f2 et )} ;
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e On n’écrit In x que si le réel x est strictement positif.

e On retiendra que la fonction logarithme transforme les produits en sommes.

e Parmi les erreurs fatales qu'il faut éviter lors des calculs avec la fonction In :
Ina

F-—]n(a B) ; (Ina)x(Inb)=In(a+b) ; (lna)' =nha ; Tnl;._:_hm,

e Pour résoudre une équation de genre In ( f(x))=n ( g(x)) , on détermine d’abord ’ensemble de

définition de cette équation puis on utilise les propriétés algébriques de la fonction In .
o Pour toutm € @, I'équation In x = m a pour unique solution x = ¢” .

e La formule In (x”) = nln x n'est valable que si x > 0. En particulier : (Vx S R') In (x’ ) =2 lnlxl :

e Pour résoudre des inéquations contenant x - In x, on utilise le fait que la fonction x > In x est

strictement croissante sur R .

B § CALCUL DES LIMITES

1) Calculer les limites suivantes :

Iim 22 ’ lim (x+ln(x4'+5)) : lim i ; lim (x2 +1)ln(l+x3LJ

x—)O" 2 ll'l X Arhg ] X _._] A—r4a0

+ x2 x2 x’
2) a) Montrer que pour toutx e R* : x~—7 51n(x+1) Sx~?+?

Indication : On pourra étudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur R™" :
2 2 3
X XX
f:xl—>7—x+ln(x+l) et g:xwxm?+?—ln(x+l)

. . In(x+1)-x
b) En déduire la limite : lngg _
X X

| seemen)

1) Calcul des limites :

e lim ;;4-2 =—o0 (car lim (x+2) =2etlim x* Inx = 07)

=0 x" Inx x—0" x>0

. . 5 . 5
° xl})tpm(x-i- lu(x4 + 5)) = '}L@m(xﬂn[x‘ [1 +FJD = }E[x+4ln(—x)+ln[1+x—4j]

etdonc: lim (x+ln(x4+5))= lim x| 1-4——= (—x) 5 =—00 (car: lim M:O)

Tz X——o0 —X x4 Xotw X

B O V. WS N, |

P (x 1)(3; +x+l) >ix—1 x*+x+1 3 3
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TECHNIQUES ET ASTUCES

1 2 41 l“[”}?] 11 h’[”}l?]
-Eirpm(x2+l)ln[l+;;)=}itzlwxx3 x 1x =x@m(;+y}x—1_=0x1=o
g £

2) a) On consideére les fonctions f et g définie sur R™ par:

2

f(x]=%—x+1n(x+l) et g(x)=x—x—22+§wln(x+1)

On vérifie aisément que les fonctions f et g sont dérivables sur R* et on a pour toutx € R :

N 1 fios 3 1 ¥
f(x)_x"1+m_x+l etg(x)—l e x+1 x+1

On a donc pour toutx € R*, f’(x) 20et g'(x) > 0.1l s’ensuit donc que f et g sont croissantes sur R*.

1l en résulte donc que pour toutx € R*, £(x) = f(0) et g(x)= g(0),d’ou f(x)20 et g(x)20.
% 2
Ces deux derniéres inégalités donnent : ? -x+In (x + 1) =20 et x— ? + -? - ln(x+ 1) >0.

2 2 3

Par suite, pour toutx € R* : x-—%sln(x+l)£x—«x?+%
b) On a pour toutx € R :
5 3 ? 2 ¥ In(x+1)-x
x~~x——sln(x+1)5x—x—+x—<:>—x—sln(x+1)—xs—x—+x—@—ls—( 2) .,
2, 3 2 2 3 2 x 2 3
In(x+1)—x
Puisque Ii —lzlim -~l+i =-~I—;alors: ]im——(—z)—z—l
30" 2 xa0" 2 3 ) x—0" X 2

e [] est évidemment essentiel de connaitre les limites de référence a savoir : (r > O)

limhx=+0 ; lmhx=-0 ; lmxlhx=0 ; lmx Inx=0
X230 x-0)" x-a0" 0"

In{x+1
TSR D TR e L
e § P O ey x" y-sl x_] pam X

e Pour enlever 'indétermination dans les limites contenant 'expression In (u (x)) , on essaye de voir ol

tend l'expression(x) . En gros, on rencontre les situations suivantes :

| :
o Si limu(x) =+, on utilise la limite : l_imn—(uiji] =1,
= )

i W S o K8 Or e o dn{teuld])
OSlal«L?.,u(x)HO , on utilise les limites : Eg:u(x)ln(u(x))—() et lim——=

=n y(x)
In{u(
o Silim u(x) =1, on utilise la limite : lim M =],
=31y X%y u(x)...]




C§ ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIOUE

Soit f la fonction définie pour toutx € ]—1; +o0[ par: f(x) = x]ﬂ(l + x) +1-x

€ + est sa courbe représentative dans un repére orl:honormé(O; i ,}') ;
1) Calculer}_i)r}rlw F(x) et xl-i;]il}+ Fx)
2) Etudier les branches infinies de la courbe € o
3) ) Calculer f(x)pour tout x & |~1;+0[
b) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f”.
c) En déduire qu'il existe un unique réel @ € ]—I;+oo[ tel que f '(a:) =0,
d) Vérifier que 0 < & < 1puis préciser le signe de f ’( x) sur l'intervalle ]-l;+00[ ;
e) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f'.
4) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle = [1 : +oo[
a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J 3 préciser.
b) Dresser le tableau de variations de la fonction inverse g™ .
9) Callculer(g‘I )f (In2).

d) Tracer € et @g-! dans le méme repeére.

Soit f la fonction définie sur]—l;+co[par : f(x) = xin(l + x) +1-x.

1) Calcul de}ﬂf(x} etxl_i)lfll+ Fix}:

X—r+m X

lim f(x)= 1_i>rpw(x1n(1+x)+1—x)=x13_nmx[1n(1+x)+l-1J=+oo ;

lim f(x)= lim (xln(l+x)+i—x)=+oo car lim In(1+x) =—0.

x=—1" x—=1* =—1*

2) Etude des branches infinies de la courbe € y |

Ona: lim (x) =+00 ; donc la courbe €, admet une asymptote verticale d’équation x = —1.

x-3—*

Au voisinage de+co : lim f (x) =+00 , on doit donc calculer lim M .
X+t X—rt Ey
Ona: lim f(x) = lim xln(1+x)+1—x = lim []1'1(1+x)+l—1] = +00
X X X—p+00 X Xt X

Par suite, € ,admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de +00.
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3) a) La fonction f est deux fois dérivable sur ]—1, +co[ car les fonctions x > x etx > In (l + x) le sont.

De plus, on a pour tout x & |-1;+00] : f‘(x)=(xlu(l-f-x)+1—x)r =]n(1+x)+%—l -
x

1,1 _ 2+x
1+x 2 5
(1+x) (1+x)

Et donc pour tout x € ]—1;+00[ : f"(x) =

b) On a pour tout x € |~1;+o0[, (12 - J;z >0, c'est-a-dire que /" (x) > 0, d'oll le tableau de variation de f" :
+x
x -1 +c0
f(%) *

£(x) /

(lim f'(x)= lim {(Lrraxiuil-ras) -1 = —00 car lim+(l+x)]n(1+x)=flj_$r1nr=0)

x—=—1t x-1" 1+x x=—1

¢) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—1 ;+oo[ . Par conséquent :
£(Fts4ee]) = tim £(x); lim £(x)| = Jeoi+o[ =R
Puisque 0 € R alors il existe un unique réel @ € ]—1 ;+00[ tel que /'(a) =0.

d) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—1 ;+oo[ .De plus:
' ' , ' 1 1
F (0)=——1 . (a)=0 ¥ o (1)=]11(2)—E (ln(2)—5z0,2)
Comme £'(0)< f'(a) < f'(1) ,alors0 < & <1. Le signe de /" (x) sur |- 1;+<0[ :
-Pourxe [-Lia| : f'(x)<0;

-Pourx € |a;+o[ : f'(x)>0.

e) Tableau de variation de f :
X -1 o 400
1'(x) -9 .

. ffx) \f(a) /



4) a) La fonction g est continue et strictement croissante sur Uintervalle I . D’aprés le théoréme de la fonction

réciproque, la fonction g admet une fonction réciproque g_l définie sur l'intervalle J tel que :
I =g(1)=g([1:+e]) =[ £(1)  lim g (+)] =[1n2; 4]
Ainsi: J = [In 2;+oo[ _

b) Tableau de variations de /™' :

% In2 +00
"//-Fw
|
g (x) ;

c)Onag(l)=m2et g’ (1)=In2 —--;- . Puisque g'(1) # Oalors g " est dérivable enIn2, et de plus :

ay 1 1 2
(g )(]nz)zg'(l)hlnz__%_ln(‘l)—l

d) Construction des courbe € ret ‘@g_, :

= 7
’ <.
"1 / !

&

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soita, b etc trois réels strictement positifs. On pose :
A=Ina et B=Inb et C=Inc
Exprimer ce qui suit en fonction dea, b etc :

xeu(ow?) 5 ven(2)en(%)

Z=]n( abc.%&'/g) ; T=ln( JE-%/F'C‘/E)

Simplifier les écritures suivantes :

mnm(ﬂ ; ln(Tlg]+31n2 . In36-2In3

21n[§§~] ; 1n(e2\/§)—%1nz ; ln(e'3)—%ln(e‘5)

m(JE—z)+m(J§+z) ; In42+2m28-314

() T3 o] ()

Soit aet b deux réels strictement positifs tels que :

ln(a;b]=5(lna+]nb)

€ e

R : Calculer le rapport —.
Simplifier les écritures suivantes : PP b

= ln(én/_}+ln(l2\/_)+]n(3\/_)
B=1n(7+43) +In(7-443)
C=ln2+in(2+\/2T\E)+1n(2— 2+J§)
D=%1n(3+2«/_) 41n(1+J_)——m(J§—1)
=2In(eve)-3In(e*)-2In(e*)
Y=]n[—i—]+ln(§]+ +ln[g§]+1n[%]

=%ln(7+4\/§)—ln(2+\/§)—%ln(2—\/§)

Soit aet b deux réels strictement positifs.

1) Montrer que : Jab < %b

2) En déduire que :

Ina+Inb Sln[a+b].

2

Soit x et y deux réels strictement positifs.

Montrer que: (x+y)In(x+y)>xInx+ylny

Déterminer Df I'ensemble de définition de la fonction

numeérique f dans chacun des cas suivants :

D f(x)=In(3-2x) ; 2) f(x)=In(x*-5x)
3) f(x)=Inlx+1] ; 4 f(x)=ln*x-3Inx
5) £(x)=In((x-1)°): 6 f(x)=+2-Inx

7 f(x)=In(x+2)+In(x-1)

Calculer 'nb'n de a =156t b=1n2ce quisuit:

xzm[w\@ ; y=m(1000) ; z=In(0,64)



SEERXERCICES ET PROBLEMES 4.

8) f(x)=1n((x+2)(x—l]) i 9) f(x)=In(Inx)

43 Résoudre dans R les équations suivantes :

( 1
10)f(x)=1n\x2+x+z] 3 11) f(x)ﬂxlnx 1) 2Inx-520 ; 2)1-Inx<0 ; 3) Inx<-1
g g 4) 111(x+5)<ln(3x+11) ; 5) (x-1)lnx20
\I—3

2x+3
x—5

12) f(x)=H

J ; 13) f(x)=In

6) In*x-Inx>0 ; 7)In*x-6lnx+5<0
14)f(x)=ln\f;—1| ; 15) f(x)=4/xIn(x+1) 8) (Inx-1)(3-2lnx)20; 9) In(x* +3x+3)>0

16) f(x)=+vIn*x+Inx—6 ; 17) f(x)= I-Inx § 10) In(2x-3)+2In(x+1)>In(x-3)

I+Inx Inx 2—-Inx
11 >0 ;12 <3;13)In’x-420
18) £ (x) = V2-Inx ' ) Inx+2 4 Inx b
In*x-3Inx-4 2
14) In(x+1)-lnx<In(2-x) ; 15) ln[l+—]2]nx
x
Résoudre dans R les équations suivantes : 16) Inx+In(4-x)>0 ; 17) lfl(x2 —5)5111(‘“4x)
Dinx=0 ; 2)lx=1 ; 3) 2nx+3=0

4) Inx=3In2 ; 5)2lnx=I3+mn27
6) 2lnx=In(x*) ; 8) In®x=4 ; 9) Inx*=-2

18) Inv/2x-3 +ln(x+1)<%ln(x—3).

1) Résoudre dans R les équations suivantes :

(E): 1n( x—l)zln(3~x)—%ln(x—l)

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) m(Tx—l)zm(sx+1) ; 2) In(xz_x)zln(x-l-l) (Ez):an x-3In*x-6lnx+8=0
3) In(x~3)+In(x~1) =In(2x+3). (Eq): 111|x—1|+1n|x+2|=]n|4.x2 +3x—7|
4) ln[( x=3)(x _1)] =In(2x+3). 2) Résoudre les inéquations suivantes :
3% 7
5) In(x—1)+In(x+3) = In(x* +4x+9). (1): In(x* -2x) <nx 5 (L,): 1“[4”5)20

6) (1+3Inx)(1-Inx)=0 ; 7) I x+Inx=0 (L):-In*x-Inx+2>0 ; (L): —!n|x—2|>0
8) (lnx)’ =3In(x*) ; 9)3(Inx)’ ~7lx+10=0

10) %In(élx) = ln(3—2x)—1n(\/2x+l).

Inx

(I;):0< <1 ; (L):In’x-3m*x+2>0

Inx-1

1 ke e -
1D ]n( N2% -3 ) =In(6-x)- 2 Inx. Pour chacun des cas suivants, déterminer le plus petit

12) hllx B ll n Int2x o 1| =0 ; 13) In |3x+ 1' — 52 entier naturel » vérifiant I'inégalité correspondante :

1Y " i
—| €107 3 1,1)" 2100 ; 3) —<0,03
14) ln[x+sj+2ln(x+2)=1n(3x+9) 1)(2] 0% 5 2 (L) } ™
x+2
z 55Y

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

Résoudre dans R* les systémes suivants : Calculer les limites suivantes :

4nx-3lmy=6  [3lnx-5hy=-9 . a2 1+ln(~x) S
2lnx+51ny=16 2]]1x+l[1y=7 x—l-rtll]!' l+lnx xll}lw3+]n(—x) ’ x—;l-]floox ( x
Re3=10 ; 4’“’53’ § tim (In* x-+Inx) 5 lim x(21n(1+x) - Inx)
Inx+lny=4In2 lnx+lny 2In2-1In5 e reni
In{l++x-3
Inx-ny=1 ]nxxln m3x+4+]n(x+2) . limu
: FRE x+2 ¥3" x—3
In>x+In*y=13 1 ]n 2 ;
nx—lIny= limxln(x;] ; hm(x —5x+6)h1(x 2)
In(xy)=-5 .{Hy =e el
mxlny+14=0  |lnx+klhy=2+In3 1imln2x~31nx+2; fore XWE 1n(3x—2)
x-ve A =0'2=Inx == (4x+1
I2+y2=25 . —}.6 ) 3
Inx+mhny=mh12 ' +1n )=15 iimM: Hmm : limln(cosx)
X—p—c0 x +1 x—0 x2 x50 A
1 x i L e ] g:
n(xy*)=5 ; {x +y" =52 mGe+1) . W(+3E) i)
Inx—4lny=-3 In(~x)+In(~y) =In24 x-l*r‘ghl(Sx+3) : % ; 1’fu-"l‘}ln(1+3‘:)
In(x* —3x+7)

lim (x-2)In(x*-8) ; lim

x—2% X=p—c0 2x+3

lim( L +ln(x-2)] ; lim— ln[fJ
=2\ x—=2 =2 x—2 2

lim (x+1)1n(x +x) ; limln(ﬁ—x)

Calculer les limites suivantes :

x——1" X300

3
lim[L+x] ; lim [Sx 2—111—st ; lim - 3
x—0" lnx x40 X Xt (ln x)

lim (nx-3x) ;  lim (x* -2x-5lnx)

X~

Calculer les limites suivantes :

- =2 . 5 = - -
};“,glxslﬂx s Bz }nglnzx xlggxhl(Zx-l—\/J_c) - kg}ﬁ/;ln - 3 }ngsm(x)lnx

x—=0"

lim (In*x-3Inx+2) ; lim (x* ~x~3Inx) pn(tenz) In(x’ +5x+2) i A1)
(i ) nfi.+ 92 ot 4x—m = l-Inx s> Inx

) x lim +2x Inx

Ll o el B = o n(2x-1) ﬁmln(l*i-\/;)‘ L tanx

e By . (x+2)lnx =1 x? 4 x—2 =0 xlnx x->01n(1+2x)

lim —— ; lim ; lim —————

3o x2 1 x>0 dx +Inx x>0 x " x e 1) im 21n]x|+3x

m|— - ; e
lim(ln(x2+3x)-x) i lim(xlnx—xln(x-i-Z)) x—»l*(x—l ¥ ¥+ ln|x| 4x
X=p+c0 —r e

5 2=3% s 1+5sinx
lim—In ; lim=In
x=30 x 1+3tanx

lim (x+In(x*-1)) ; lim(x— 1)ln\lx +2x-3
Fﬁ m(ore))V|§i L9ray.




Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction

Jf est dérivable sur I'intervalle / puis calculer f'(x)

pourtoutxel :

1) f(x)=xlnx—x+1 et I=]0;+o0.
2) f(x)=ln(x2—2x) et I=]—oo;0[.
3) f(x)=Infx*-8x+12 et I=]2;6].
4) f(x)=ln(1nx) et I=]I;+00[.
5) f(x)=In"x-3Inx+5 et I=]0;+o0[.
31 2
6) f(x}:% et I=]0;¢[.
7) f(.vc]=]n(\}1+x2 —x) et I=R.
2x+1 1
8) f(x)=1n( x—3] et I=]—w;—5[.
9 f(x)=+v1-In*x et I=]0;¢.
Lafiol] . pofose
10) f(x-)Hx ]n[1+x) t I=]0;+o].

11) f(x)=In(v1-4x) et 1:}—00;1[,

4
1) /()= o Pefspal,
13) f(x)=vVIn®x-3Inx+5 et I=]0;+co[.
14) f(x) =Infe+3 -3 49| et I=]0s+c].
15) f(x)=1n(tanx) et r=]0;i’25[.
16) f@):ﬁ et I=]e";ef.
17)f(x)=x2(2~-]-§;]4 & Fniiaed.

ore It.

EEYMXERCICES ET PROBLEMES

4

En utilisant la dérivée logarithmique, déterminer

la dérivée de la fonction f sur l'intervalle / dans

chacun des cas suivants :

et I=R.

I VARIATIONS ET ETUDE DE FONCTIONS l

Soit f'la fonction définie par: f(x) =In (J\:3 - Zx)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; iy }) .

1) Déterminer D . ensemble de définition de /.

2) Montrer que la droite (A): x = lest un axe de
syémtrie de la courbe €,

3) Calculer les limites de f aux bornesde D,.

4) Etudier les branches infinies de la courbe € s

5) Calculer f”(x) pour tout x & D, puis dresser

le tableau de variations de la fonction 1.

6) Déterminer les points d’intersection de la courbe
<€, avecl'axe des abscisses.

7) Tracer la courbe €.
8) Soit g la restriction de la fonction f surl = ]2;+ oo[.
a) Montrer que la fonction g admet une fonction ré-

ciproque définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Calculer (g"l )’ (0).

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

4

Soit f 1a fonction numérique définie sur ]-1;+oo| par:
f(x)=(x+1)In(x+1) si x>-1
-

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}:).

1) Montrer que f est continue a droite en x, =~1.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite au
pointx, = —1puis interpréter géométriquement

le résultat obtenu.

3) Calculer }ﬂf(x) et lim f(x) ;

X0 X

Que peut-on déduire ?
4) Etudier les variations de la fonction f .

6) Tracer la courbe € =

Soit f la fonction numérique définie sur R, par:

2x+1+Inx
fe)=——

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f ,}) ‘
i t li .
1) Calculer }LIE f(x)e }Lerf(x)
2) Etudier les branches infinies de la courbe €,..

3) Etudier les variations de la fonction f .

4) Montrer que : (‘V’x & R:) fn(x) _ _ZEJ:__—_I
X

puis étudier la concavité de la courbe € ...

5) Tracer la courbe €, dans le repére (O o) ,}) ;

Soit f la fonction définie sur]0;+oo[ par:

Inx

fa)=2-1-"r

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f : }) ;
1) Calculer }_lﬂ} f(x) puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu.
2) a) Montrer que : gﬂf(x) =400,
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x —1lest
une asymptote oblique de €, au voisinage de +o0.
c) Etudier la position relative de la courbe € , par
rapport a la droite (D) sur ]0 - +00[ ;

3) a) Montrer que pour toutx € ]0;+ oo[ :

F'(x)= 2x1s/; l:lnx+2(x«./;—1)]

b) Montrer que f est décroissante sur l'intervalle

]0;1[ et que f est croissante sur]l;+ oo[ puis

dresser le tableau de variations de 1.

4) Tracer la courbe €, dans le repére(O;f ,})

On considere la fonction numérique f définie sur R’
et dont la courbe représentative €  est tracée en-

dessous avec sa tangente au point d'abscissee.
B

&

23~7~§; -----

N

e —

Vo]

—

v

1
e




On admet I'égalité suivante :
I{z)= 2Jc|:aln2 X+ blnx+c:|
olta, b etc désignent des réels.
1) a) Exprimer f'(x) en fonction dea, b etc.
b) A T'aide des informations données sur le graphi-

que, déterminer les valeurs de f '(e], I ’(\/; )
etf '(l] ;
e
¢) En déduire que pour toutx € R”, :

f(x)=2x[2In* x~3Inx+2]

2) a) Lire graphiquement le sens de variations de la
fonction f.

b) Etudier le signe de f” (x) et retrouver ainsi les

résultats précédents.

Soit f la fonction définie sur D = [0;1[ U ]1;+ oo[ par:

(O i
f(x) zx[l—i;;—;] si x>0
f(0)=0
et soit ‘%8_, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f;}:).
1) Montrer que f est continue a droiteen 0.
2) Montrer que f est dérivable & droite en 0.
3) Calculer lxl_rfllf(x) et x]il}lw 7ix)-

4) Etudier les branches infinies de la courbe €

5) a) Montrer que pour tout x € D —{0} :

7'(x) =[ln;;1][ln" x1;211;x+2)

b) Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction f .

6) Tracer la courbe €.

mexMERCICES ET PROBLEMES 4

CALCUL DES PRIMITIVES

Pour chacun des cas suivants, déterminer toutes les

primitives de la fonction f sur l'intervalle / :

Y f(x)=~% i I=]10;+e0
2) f(x)=—% 3 I =]-0;0]
3) f(x)=—xj_—2 §I=]-240]
4) f(::):-_;-_lE 3 I=]1;+0f
5)f(x)=1fx4 ¢ Elt

6) f@):% . I=R

7 f(x)=xi2+x15 ;g I=12;9

2% + 2 +x—~7

8) f(x)=

Pour chacun des cas suivants, déterminer les primitives
de la fonction g sur I'intervalle / :

5 g(x)=x2—2—-;—ﬁ i I =[0;+00]
2) g(x)=%£+xl:1x ; I=]led]
¥,
= s I=0;

&) xv1-Inx Jore
4) g(x)=tanx i I=i|—§;52£[
) 8(x)=— =[]

x+1)
7) g(x)=— i 1 =]0;+40]
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4 EXERCICES ET PROBLEMES

On considere la fonction numérique f définie sur

i FONCTION LOGARITHME DE BASE @ I
3x+1

(2 X+ 1)2 ' Simplifier les expressions suivantes :

Vintervalle = }—»é—ﬁ oo[ par: f(x)=

1) Déterminer les réels a etb tels que pour toutx € [ : log, (2) +log, (16) + log, (4)

£()=2 (in 7 log, (8) - log, (¥/32) + log, (9) - log, (3)

2) En déduire I'ensemble des primitives de la fonction log, [%) +log, [—2177-) +log, [%]
numérique f sur l'intervalle / .

1
3) Déterminer la primitive F' da la fonction f sur/ log100 —log (1020” ) +log [IOW]

quis’annule en0. log (0, 008) - 4}0g(0,3)

log9 —log8

On considére la fonction numérique f définie sur R,

par: 7 (x ) =aln’ x+b1In’ x +1 1) Résoudre dans R les équations suivantes :
olia et b désignent des réels. 5(]0g2 x)z —log, x-4=0 ; (log x)z —2logx=0
On note €, sa courbe représentative dans un repére 2
orthonormé(O;?;}:). —3[log2 x) +log£x+10=0
4 4
1) Déterminer les réels a et b sachant que la courbe 1
log, x =—+log, (4x +15)
<€, passe par le point 4(e;0) et admet une tan- 2

gente paralléle 2 I'axe des abscisses en ce point. 2) Résoudre le systeme suivant :

2) Dans ce qui suit,on prend: a =2 et b=-3. log [l) _log, y* =—4
3 ] 3 -
P . x
a) Calculer les limites : }% f(x) et lim f (x).
o X
b) Montrer que pour toutz € N* : lim =0,

X=y 3

(On pourra poser: x = X")

1) Résoudre les équations suivantes :

(Iog 5 .:c).(log2 x).(log2 & Jnc).(log4 x)=54

c) Etudier les branches infinies de la courbe €,..

3) Déterminer les points d’intersection de la courbe

2 1
€, avec I'axe des abscisses puis tracer € . log, x=1-(x-2)" ; log,x= 5 F log, (4x +10)
4) Soit F la fonction numérique définie sur R”, par: 2) Résoudre les inéquations suivantes :
F(x)=xf(x)-6In’x+6Inx—1 log; (3x+2)>2 ; log,(x)+logs(2x-3)=1
4

Montrer que F est la primitive da la fonction f 1
| < 5x—4) ; ? .=
sur R’ qui s’annule enl. 0g, %% logy (5x-4) log, [x 4) w3



On considére la fonction f définie sur R* par :

{f(x) = (lnx)2 si x>0
f(0)=0
1) Montrer que f est continue 3 droite en 0.

2) a) Vérifier que pour toutx € R” :

2
£ ()= 4x(vx1n(vx))
b) Etudier la dérivabilité de la fonction £ & droite
en( etinterpréter géométriquement le résultat.
3) Calculer f'(x) pour tout x € R’ et étudier son signe.

4) Dresser le tableau de variations de la fonction L

35

_ RXBRCICE

1) Soit g la fonction numérique définie sur R’, par :
g(x)=1 —;1; +Inx
a) Etudier les variations de la fonction g .
b) Calculer g (1) et en déduire que g(x)> 0 pour
toutx > let g(x) < Opourtout0 < x<1.
2) Soit f la fonction numérique définie sur R’ par:
f(x)=(x-1)Inx
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f'_;}).
a) Calculer : !% Sf(x) et lim £ (x).
b) Etudier les branches infinies de la courbe € e
c) Montrer que : (Vx € TR+) f'(x)=g(x).
d) Dresser le tableau de variations de f .
e) Résoudre dans R}, I'inéquation: f(x)2x~1.

e) Construire la courbe €,

Soit f la fonction numérique définie par :

& x—1
#(5)= —5+2+In(x—+l~)
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;E" ,})
1) Montrer que: D = ]-o0;—1[ U ]I;+ o[,
2) Calculer: EEE F(x)et xlmi*l_l‘l_ f(x) puis interpréter
graphiquement les résultats obtenus.
3) a) Calculer }_ufw f(x) et xlirflw f(x)
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = % +2
est une asymptote oblique de a courbe € aux

voisinage de+ooet—o0,
¢) Etudier la position relative de la courbe €, par

rapport & la droite (D).
4) Montrer que le point 7(0;2) est un centre de
symétrie pour la courbe €.

5) Construire la courbe €,..

Soit(, )1a suite numérique définie par:

uy=e' et u,, =3e’u’ pourtout neN.
1) Montrer par récurrence que : (Vne N) u, >é’.
2) Montrer que la suite ( u, ) est décroissante et en
déduire qu'elle est convergente.
3) Pour toutn € N, on pose: v, =In(u,)-2.
a) Montrer que la suite (v,, ) est géométrique.
b) Exprimerv, et #, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (u, ).
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six>0

1+Inx

etsoit €, sa courbe représentative dans un repére
orl:honormé(O;? ,}) .

1 1
1) Montrer que: D, = [0 ;—|:u j|_-;+ wl: .

e e

2) Montrer que f est continue a droite en0.

3) Calculer: lim f(x) ; lim f(x); l._lglu f(x).
""(: {7

4) Etudier les branches infinies de la courbe € ;..

5) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en 0
et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
6) a) Calculer xl_lm) I (x) et en déduire la nature de la
branche infinie au voisinage de +0.
b) Montrer que la droite (A) est une asymptote
oblique de la courbe € au voisinage de +.
7) a) Montrer que pour tout x € D, — {O} g
)= In*x+1In x2+ 1
(1+In x)
et en déduire que : (Vx eD, - {0}) f'(x)>0.
b) Dresser le tableau de variations de f .
8) Donner 'équation de la tangente (T) ala courbe €,

au point d’abscissel.

—{0} :

9) a) Montrer que pour tout x € D,
In* x-1

8= iemay x(1+lnx)

b) Etudier la concavité de la courbe €.

10) Tracer la courbe €, .

11) Soit g la restriction de f sur [ =

a) Montrer que g admet une fonction réciproque

g définie sur un intervalle J a déterminer.

b) Donner le tableau de variations de s

c) Déterminer ( g )’ [%J

¢) Tracer €, dansle méme repére (O i ,})

ére

Soit g la fonction numérique définie sur R, par :
g(x):(hlx)3 +Inx-2
a) Montrer que g est strictement croissante sur R, .
b) Calculer g () et en déduire le signe de g (x)
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction numérique f définie par:

1 1
f(x)= lnx—Tn-;-+(1n—x)2

et soit €, sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (O;lT ,j)

1) Montrer que: D, = ]O;l[u]1;+ca[.

2) Calculer les limites de f aux bornesde D .

3) Etudier les branches infinies de la courbe €.
5(2)

x(In x)

b) Dresser le tableau de variations de f .

4) a) Montrer que : (Vx e Df) Filx)=

5) Ecrire 'équation de la tangente (') la courbe €,

au point d’abscisse e.

6) Montrer qu'il existe un unique réel & dans l'intervalle
i
—:—{ telque: f(a)=0.
[ e 7 ()
7) Etudier la position relative de la courbe €, par
rapport  la courbe (I") d’équation y = In x .

8) Tracer les courbe €, et (I") dans le repére (O =f ,}) ;



Soit /2 la fonction définie sur R’ par: %(x)=x-Inx.
1 ler: lim A li .
) Calculer 31’111 (x) et rLl}‘ﬁﬂf’t(x)
2) Calculer 4'(x) pour tout x € R, puis dresser le
tableau de variations de 4.
3) En déduire que : (‘v’x € R:) x—Inx>1,
Deuxiéme Partie ;

On considere la fonction numérique définie par :

flx)=—=

x—-Inx
r(0)=0
et soit ‘?}f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O;E ,})

si x>0

1) Vérifier que la fonction f est bien définie surR .
2) Calculer lim f (x) . Que peut-on déduire ?

3) Montrer que f est continue sur R*.
4) Etudier la dérivabilité de la fonction 7 & droite en 0
et interpréter graphiquement le résultat obtenu,
l-Inx
(x-Inx)’
b) Etudier le signe de f”(x) puis dresser le tableau

5) a) Montrer que : (Vx e IRL:) f’(x) -

de variations de la fonction f .
6) Démontrer que la courbe €, coupe la droite (A)

d’équation y = x en deux points dont on détermine-

ra les coordonnées.
7) a) Vérifier que pour tout x € R? :
x(l - h(x))
7=

b) En déduire la position relative de la courbe €,

par rapport i la droite (A) .

8) Donner l'équation de la tangente (T )é la courbe €,

raNIXERCICES ET PROBLEMES

au point d’abscisse .

9) Tracer la courbe € e
Troisiéme Partie ;
Soit (u, ) la suite numérique définie par :

U, =§ et %, = f(u,)pourtoutneN .
1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <1,
2) Montrer que la suite (un ) est décroissante. (On pourra

utiliser le résultat de 7) de la deuxiéme partie)

3) En déduire que la suite (u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle
parl =[0;+w] : f(x)= ln(x+I+\/JT2x)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f;}:) .

1) Calculer lePm f(x).

/(%)

2) Montrer que lim ~——= = (. Que peut-on déduire ?
Xy x

3) Etudier la dérivabilité de la fonction £ a droite en 0
et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

(On pourra poser: ¢ = x++/x* +2x ).

4) a) Montrer que : (Vx € ]0;+oo[) 'lz)= 1

" +2x .
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

5) Construire la courbe €,..

6) a) Montrer que /" admet une fonction réciproque f~'
définie sur un intervalle J qu’on déterminera.

b) Donner le tableau de variations de £

¢) Montrer que la fonction f ' est dérivable en
In(2++/3 ) puis déterminer( £ ) (ln(Z w43 )) .

d) Tracer € _, dans le méme repére(O;f' ,}-)
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EXERCICES ET PROBLEMES

3) Calculer lim f (x) puis déterminer la nature de la
X=pt+oe

Soit f et g les fonctions numériques définies sur ) »
branche infinie de la courbe €, au voisinage de +0.
lintervalle[1;+ co[ par:

4) a) Montrer que :

2lnx-1

(vxelt;+a) £'(x)= e

b) En déduire que la courbe € ,admet un unique point

1
f(x)=ln(x+1)—lnx-m

et: g(x)=%—]n(x+1)+lnx

1) a) Montrer que pour toutx € [1 G 3 00[ : d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.

T e "(x =—-—~_1
f(x)”x(x_l_l)z t g() xz(x+1)

5) Construire la courbe €.

6) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'

b) Dresser les tableaux de variations de f etg . définie sur un intervalle J qu'on déterminera.

c) En déduire que pour tout x € [1; +oo[ :

-—I—Shl(x+1)—lnxsl
x+1 X

b) Donner le tableau de variations de /.

c) Montrer que la fonction f ! est dérivable en e puis

calculer( f )' (e).
d) Tracer € , dansle méme repére (O 2 ,}) .

2) On considére la suite numérique (u, ) , définie

* 1
pour toutn € N par: u, =1+-:lz—+..+—
n

a) Calculer u,;, u, et u;.

b) Montrer que : (Vn = N*) u, 2In(n+1).

Soit g la fonction numérique définie sur R’, par:

c) En déduire lim u,.

A=+

g(x)=1n[1+-7:]+

x) x+2

1) Calculer : lim g(x) et lim g(x).

Soit f la fonction numérique définie sur [I s+ oo[ par:

f(x)=x Inx

2) Calculer g'(x) pour toutx € R’, puis dresser le

tableau de variations de g .
et soit €, sa courbe représentative dans un repere
- o 3) En déduire que:: (VxeR’) g(x)> 0.
orthonormé(O;i ;j] ,
Deuxiéme Partie ;

1) a) Vérifier que pour toutx & [1;+oo[ :
f(x) _ L fmx 1
x=1 x—-1 x-1
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite

Soit f la fonction numérique définie sur R par :
f(x)= xln(l +2) si x>0
x
£(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repéere

enl etinterpréter graphiquement le résultat
obtenu.

orthonormé (O ¥ ,}) ;
2) Montrer que : (Vx e+ oo[) Fix)=

2lnx+1

24/Inx

Puis dresser le tableau de variation de f .

1) Montrer que f est continue sur R*.

2) a) Montrer que : lim f(x) =400,



b) Montrer que la droite (D) d’équationy = x+2
est une asymptote oblique de a courbe €, au
voisinage de +00,

3) Etudier la dérivabilité de la fonction £ 4 droite en 0
puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4) a) Montrer que : (Vx € ]R:) f'(x)=g(x).
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

5) Construire la courbe €.

Soit f*la fonction numérique définie sur R* par:

B x+2
f(x)hxln[ .

J si x>0
£(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O;f;}:).

1) Montrer que f est continue a droite en0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction £ a droite en 0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
: 2
3) Montrer que lim f(x) =2. (Poser: X ==)
X—poo x
Que peut-on déduire 4 propos de la courbe € 5 7

4) a) Calculer f '(x) pour tout x € R, puis vérifier
que: (Vx € Q.:) )= —:4—2
x(x+2)
b) Etudier les variations de Ia fonction £
et déterminer xljﬂ, f(x).
c) En déduire le signe de f*(x) puis dresser le
tableau de variations de la fonction £ .
5) Donner I'équation de la tangente (7" la courbe €,
au point d’abscisse 2.
6) Construire(7") et €, dans le repére(O;f;}’).

7) Soit 4 1a fonction numérique définie sur R’ par:

2x
h(x]= x+2

mxINIXERCICES ET PROBLEMES

a) Montrer que : (Vx é IR:) F(x)—h(x)=x"(x).

b) En déduire la position relative des courbes des
fonctions et /.

8) On propose dans cette question la détermination

de toutes les fonctions g dérivables sur |0;+ oof
et vérifiant la relation (R) suivante :
(vxe]os+ o) g(x)-xg'(x)="h(x)

g(x)

Onpose: G(x) = pour tout x & ]0;+ o] .

a) Montrer que la fonction g vérifie la relation (R)

si, et seulement si :

(Vxe]0;+oo[) G'(x)= : L

x+2 x

b) En déduire les fonctions g vérifiant(R).

Premiére Partie :
Soit g la fonction numérique définie sur R’ par:
g (x) =x-2Inx

1) Calculer : lim g(x) et lim g(x).

2) Calculer g'(x) pour toutx € R* puis dresser le

tableau de variations de g .
3) En déduire que : (Vx = R:) g(x)>0.
UXié: e:

Soit f'la fonction numérique définie sur R® par :
f(x)=x+1-In*x
etsoit€, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O; f;j).
1) Calculer ELI(I% i (x) puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu.
2) a) Montrer que : xl_i’rpw f(x) = +00 (poser:x = X?)

b) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € - au voisinage de +00.
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EXERCICES ET PROBLEMES

4

c) Montrer que pour toutx € R,
f(x)z2x e xe[l;e]
e
_8(x)

3) a) Montrer que : (Vx eR’ ) Vi ( .

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f'.

4) a) Montrer que : (Vxe]l?il)f (x )_Ljh}_x)

b) Etudier la concavité de la courbe €.
5) Tracer la courbe €.
6) a) Montrer que f admet une fonction réciprogue /™

définie sur un intervalle J qu’on déterminera.

¢) Montrer que la fonction /™' est dérivable en 2
) (2).
d) Tracer ‘éaf-. dans le méme repére (O;f;_}:).

Troisiéme Partie :
Soit (u, ) 1a suite numérique définie par :

puis calculer(

uy =1 et u,, = f(u,)pourtoutneN.

1
1) Montrer que: (VneN) —<u, <e.
&

2) Montrer que la suite (%, ) est croissante. (On pourra
utiliser le résultat de 2) c) de la deuxiéme partie).
3) En déduire que la suite (%, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

et soit € ,sa courbe représentative dans un repere

orthonormé(O;f;}).
1) Calculer lim £ (x) et lim f (x) puis interpréter
=0 X=pedc0
graphiquement les résultats obtenus.

2) Calculer f'(x) pour toutx € R, puis dresser le

tableau de variations de la fonction

3lnx-2

Al

b) Montrer que la courbe € radmet un unique

3) a) Montrer que : (Vx € R:) f'(x)=

point d’inflexion que 'on déterminera.

4) a) Déterminer l'intersection de la courbe €, avec

I'axe des abscisses.
b) Tracer la courbe €.

Soit g la fonction numérique définie sur R*par:
g(x)=2% —(x2 +1)1n(;tc2 +1)
1) Calculer: xlirilwg(x)
2) a) Montrer que pour toutx € R™ :
g'(x)= Zx[l—ln(x?‘ +1)]
b) Montrer que la fonction g est strictement croi-

ssante sur [0 ;ve—1 } et strictement décroissante

sur l'intervalle I:\/E ;+oo[ .

¢) Donner le tableau de variations de g sur R".

3) Montrer qu'il existe un unique réel & dans l'intervalle
[\fe—l e -1] tel que : g(a) =0.

4) En déduire le signe de g (x) surR*.

Deuxiéme Partie :
Soit f la fonction numérique définie sur R" par :
In(1+x*
f(x)= _(__,_.__) si x>0
f(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O 7 ,}) !

1) Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0
puis déterminer f; (0).

2) a) Montrer que: (Vx21) 0< f(x)< -




b) En déduire : lim f (x) 2

A—too

ol g(%)
3) a) Montr : [VxeR =—
)a) Montrer que: (vxeR}) £(x)=— (1)
b) Dresser le tableau de variations de f .
20

4) Montrer que: f(a)= FPL
a

5) Tracer la courbe €, dans le repére (O -7 ,}) )

Soit 4 la fonction numérique définie sur R’, par:
h(x)=x+1+Inx
1) a) Calculer #'(x) pour tout x € R”,
b) Donner le tableau de variations de g sur R’ .
2) Montrer que I'équation /(x) = Oadmet une solution

. ; 1
unique & dans R’, puis vérifier que : LA —1— .
e e

3) En déduire que /2(x) > 0 pour tout x € Ja;+ oo et
que /2(x) < 0 pour tout x € |0;af puis dresser le

tableau de signe de la fonction Zsur R, .
Deuxidme Partie :

Soit f la fonction numérique définie sur R* par:

f(x)= “"lix si x>0
7(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;?;}).

1) Montrer que f est continue A droite en 0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction £ & droite en 0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € . au voisinage de-+o.

h(x)

" (x+1)

4) a) Montrer que : (Vx € Rl) 0

INEXERCICES ET PROBLEMES

b) Vérifier que f (a’) = —« puis dresser le tableau
de variations de la fonction 1.
6) a) Montrer que pour toutx € R, :
2xInx+(x* -1)
x(x+ 1)3

b) Montrer que 2xIn x et x> —1 ont le méme signe

f'(x)=~-

sur chacun des intervalles |0;1] et |1;+ oo .
¢) Montrer que la courbe € . admet un unique
point d’inflexion que I'on déterminera.
7) Donner I'équation de la tangente (T )é la courbe €,
au point d’abscissel,
8) Construire (7') et €, dansle repére(O;i";}').
9) Soit g la restriction de f sur l'intervalle I = Jor;+oo| .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™

définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Vérifier que g(lj —i
a.

c) Montrer que la fonction g ' est dérivable en1

etque: (g"' )f H= é.

Soita € R’,. On considére la fonction numérique f

X a a
+—+ ;

x+a& X x+a

définie par: f(x)=2In

1) Montrer que : D, = |~o0;—a[ U |0;+oo] .
2) Montrer que pour toutx D, :
(-a-x)eD, et f(-a-x)+f(x)=0
Interpréter géométriquement ce résultat.
3) a) Montrer que pour toutx € R, :

2xInx+a a
= -21
f(x) e n(x+a)
b) En déduire lig}  § (x) puis montrer que :
lirp f(x)=-o

xX<—a
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ZL EXERCICES ET PROBLEMES

c) Calculer : }ég}n F(x) et ilﬂglw F{x):

4) Etudier les variations de la fonction f .

Soit f la fonction numérique définie sur R par:

—— si 0
1= 1+(1nx)2 u

f(0)=0
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0 of ,})

1) Montrer que f est continue a droite en0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f'a droite en0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) a) Montrer que pour toutx & |0;+oo[ :

B 1
/()= L{zln\/;]z
x | «x

b) En déduire que : lim f(x)=

c¢) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € au voisinage de +o0

4) a) Montrer que pour toutx € J0;+ o[ :
, Inx—1)°
rw =l
(1+In x)
b) Dresser le tableau de variations de f.
4) a)-Calculer f'(x) pour tout x € R, puis vérifier
i o —4
que: (Vx e RJ (x)=——=
x(x+2)
b) Etudier les variations de la fonction f’

et déterminer lim f' (x)

X0
c) En déduire le signe de /'(x) puis dresser le

tableau de variations de la fonction f'.

5) Donner I'équation de la tangente (') 2 la courbe €,

au point d'abscissel.

6) Montrer que : (Vx = Jos+ oo[) Fx)s=.
Interpréter géométriquement ce résultat.
7) Construire (T) et €, dans le repére (O;E’ ,})
8) Soit (u, ) la suite numérique définie par :
uy =1 et u,, = f(u,)pourtoutneN .
a) Montrer que: (VreN) 1<u, <e.
b) Montrer que la suite (%, ) est décroissante.

(On pourra utiliser le résultat de la question 6).
c¢) En déduire que la suite (uﬂ ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Une vibration sonore se mesure par sa fréquence et

donc son intensité (I ) exprimée en W/m® . Le décibel

(dB) est, quant 2 lui, utilisé pour exprimer le rapport

de deux intensités acoustiques. On définit le nombre de
décibels, que 'on note N , engendré par une vibration

sonore d'intensité / par: N =10log (Ii] i
0

(I, estla plus faible intensité perceptible par I'oreille
humaine ; I est voisin de10™2 W/m? ).
1) Que vaut N lorsque / = I, ? Lorsque / =101, ?

2) Le chuchotement (discret) de deux éléves en classe
est voisin de 204B . Qu'en est-il de I'intensité sonore

émise par rapport a I, ? Méme question, pour une
conversation de deux personnes, émettant50dB .

3) On dit que le seuil de douleur est atteint a partir de
1204dB . Qu’en est-il alors de l'intensité émise par

rapportal, ?

4) Le dernier concert des Stringers in the night, a été
mesuré del054B !

Qu’en est-il du rapport— ? ’ mm’ => %

uhfﬁ dlm




mx¥NIXERCICES ET PROBLEMES

3) La droite (4P) est-elle perpendiculaire 4 la

tangente & (I") au point P ? Justifier la réponse

Soitu la fonction numérique définie sur]0;+ oo[ par:

u(x)=x2 —~2+Inx

On considére la suite numérique (u, ) ., définie pour

toutneN'par:uﬂ=-1—+ 1 +oes L
n+l n+2 2n

1) Calculer: u, ; u, ; u; ; u,.

1) Etudier les variations de la fonction % et préciser

ses limites en 0 et en <0,

2) a) Montrer que I'équationu (x) = Oadmet une

. . N .
solution unique ¢ sur I'intervalle |03+ oo . i ———

1
Yot ~Up = 2(n+1)(2n+1)

b) Vérifierque: 1,3<a <1,4
(on donne : In(1,3) ~ 0,26 et In(1,3) ~0,34).

En déduire la monotonie de la suite (u, )

3) Déterminer le signe deu (x) suivant les valeurs de n21"

3) Soit f la fonction numérique définie sur J0; + oof

par:  f(x)=Ilnx-(x-1)

a) Etudier les variations de la fonction £ puis

la variable x.
4) Justifierque: Ina =1-a”.
Deuxidme Partie :
Soit f'la fonction numérique définie sur]O; + oo[ par:
F(x) =% +(2-Inx)’

1) Exprimer f"(x) en fonction deu (x) pour tout x

en déduire que : (Vxe]0;+oo[) Inx<x-1.

b) En utilisant le changement de variable X = 4
X

dans 'inégalité précédente, montrer que :
de l'intervalle [0;+ oo[ . 1
(Vx e]0;+oo[) 1-—<Inx

2) En déduire les variations de f sur [0;+ oo[ . x

Trolsitans Partia

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O;f;}:),

c) Déduire des deux questions précédentes que

pour tout p € N* :

1 sln{pﬂJs-l—.
p+1 p p

4) Soit 7 un entier naturel non nul.

on note :

° (F)la courbe représentative de la fonction In

(logarithme népérien) ;

- "
« Ale point de coordonnées(0;2) ; a) Ecrire I'encadrement du 3) c) pour tous les

valeurs de p allantdena 2n—1.

e M le point de (1") d'abscisse x € ]0;+°°[ . b) En additionnant membre & membre les inégali-

1) Montrer que la distance A M est donnée par :
AM = f (x)
2) a) Montrer que la distance AM est minimale en un

tés obtenues, démontrer que pour toutn € N* :

u, < In2<u, + 1
2n

point de ("), noté P, dont on précisera les coor- c) En déduire un encadrement de In2 — u,, puis

données,

prouver que la suite (un )nzl converge versin2.
b) Montrer que : AP =av1+a*.
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de la droite (A) .
b) Vérifier que pour toutx € ]0;+ oo[ -
7(3)-x=(inx-1)g (2
On considére les fonctions numériques g et/ définies ¢) Etudier le signe de f(x) — xpuis en déduire la
sur 'intervalle ]0 4 oo[ par: position relative de € ,par rapportala droite (A) ;
g(x)=x-1-lnx et h(x)= x+(x-2)lnx 4) Construire(A) et €, dans le repére(O;:T;}:).
1) a) Calculer g’ (x) pour tout x € |0;-+oo[ puis étudier (On admet que la courbe € . admet un point
les variations de la fonction g .

d'inflexion dont I'abscisse appartient é:l] ;-3—!:)
b) En déduire que : (Vx = ]0;+ co[) g(x) =1

Troisiéme Partie :

2) a) Vérifier que pour tout x € ]0;+oo : Soit (, ) la suite numérique définie par :

h(x)=1+g(x)+(x—1)lnx
b) Montrer que : (Vx € 0;+ o) (x=1)Inx>0.

U, =2 et u,, = f(u,)pourtoutneN
1) Montrer par récurrence que: (V7 e N) l<u, <e.
¢) En déduire que : (Vx € |0;+ oo[) h(x)>0.
Deuxiéme Partie :

On considére la fonction f définie sur ]0;+ 00[ par:

2) Montrer que la suite (un ) est décroissante. (On pourra

utiliser le résultat de 3) c) de la deuxiéme partie)

3) En déduire que la suite (un ) est convergente puis
f(x)=1+xnx- (lnx)2

déterminer sa limite.

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; i }')
Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oo par :

g(x)=x*—1+2]nx

1) a) Calculer lim f (x) et interpréter graphiquement
x—0*
le résultat obtenu.

b) Calculer lim £ (x) puis étudier la branche 1) Etudier les variations de la fonction g .
Xy

infinie de la courbe €, au voisinage de +. 2) Calculer g (1) puis déterminer le signe de g (x) sur

'intervalle ]0;+ oo[ .

2) a) Montrer que: (Vxe ]0;+oo[) f'(x)= ki) ;
& 3) En déduire que pour tout x & J0;+ oo :

b) En déduire que la fonction f est strictement

1 1
croissante sur l'intervalle ]0; 4 oo[ . x>1= 8(_] <0 et O<x<l= 8(—} >0

X X

3) Soit (A] la tangente & la courbe € ,au pointA(l;l) ! Deuxidme Partie :

a) Montrer que y = x est une équation cartésienne § Soit f fonctions numérique définie sur [0 . 00[ par:




f(x)=x-x*Inx six>0
/(0)=0
et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O ;f;}:) (unité : 2cm)

1) Montrer que la fonction f est dérivable 4 droite en 0.

2) Montrer que : (Vx e ]0;+ oo[) Filr)=ug [i} '

3) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

4) Etudier les branches infinies de la courbe € s

5) Démontrer que l'équation f (x) = (0 admet une
¢ : ¥
solution unique & tel que : ) e A

6) Soit(A) la tangente & la courbe €, au point O.
a) Montrer que y = x est une équation cartésienne
dela druite(A) ;
b) Etudier la position relative de la courbe €, par
rapport a la droite (A) :
7) Construire (A) et€, dans le repére (0 < f ,}) )
Troisiéme Partie :

Soit (u,, ) la suite numérique définie par :

U, €01 et u,, = f(u,)pourtoutne N

1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <1.

2) Montrer que la suite (u,, ) est croissante.

3) En déduire que la suite (u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit f la fonction numérique définie sur ]0 : 2[ par:

f(x)=h‘[2x J

=0
et soit ‘P}f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}).
1) a) Calculer lirg S(x)et linzq_ fi=).

¥\ XERCICES ET PROBLEMES

b) Montrer que : (Vx S ]0;2[) f'(x) = Ti—;j
¢) Dresser le tableau de variations de f .
2) a) Montrer que le point A(l : 0) est un centre de

symétrie pour la courbe €.

b) Ecrire I'équation de la tangent(T) ala courbe €,

au pointA(I;O).
3) Pour toutx € ]0;2[, onpose: @(x)= f(x)-x.
a) Montrer que : g}@—] <0 et go(%] >0.

(Onprend: In3=LletIn7~1,94)
b) En déduire que 'équation f (x) = x admet une

; . 3 [
solution unique & tel que : 5 < @ <— puis

interpréter géométriquement le résultat.

4) Tracer la courbe € . dans le repére(O ;E";_}’) :

Soit f la fonction numérique définie par:
Inx-1
B E—
f( ) .h]z x
7(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

six>0

orthonormé (O;zT ,})

1) Montrer que: D, = [0;1[ W JI;+ o]

2) Calculer les limites aux bornes de D s

3) Etudier les branches infinies de la courbe L

4) Montrer que f est continue a droite en 0.

5) Etudier la dérivabilité de la fonction f 3 droite en 0
et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

6) Calculer f'(x) pour toutx € D, —{0}.

7) Dresser le tableau de variations de .

8) Ecrire I'équation de la tangent(T) ala courbe €,

au pointA(e;O) puis construire la courbe €.

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) a) Déterminer graphiquement le nombre de so-

On considére la fonction numérique f définie par: lutions dans |0;+ o[ de 'équation : g(x)=0.

1
f(x) - x(l —lnx)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

b) On donne le tableau de valeurs suivant :

22 2.3 2.4
-0,02 | 0,12 0,28

orthonormé(O;?;}). (Unité : 2em)
Premiére Partie :

M 'équati =0 t lu-
1) Montrer I'ensemble de définition de la fonction f onirer qoe lequation g (x) L

est: D, =]0;¢[ U+ tion o telle que : g(x)=0.

2) a) Vérifier que pour toutx e D, :
2) a) Calculer lim f(x)et lim f(x) . Interpréter )8) anep 5
x—re e~

glx
géométriquement les résultats obtenus. P4 (x ) —X= ﬁ
b) Calculer lim f (x). _ _ _
s b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x coupe
En déduire que la courbe €, admet, au voisinage la courbe €, aux deux points d'abscissesleta.

de +00, une asymptote g dterminera. p ; i ;
L P que F'on détermingra c¢) Déterminer, a partir de la courbe ‘-Eg ,le signe de

¢) Montrer que : lim f'(x) = +o0 puis interpréter

x->0" (*) g(x)sur[l;] et montrer que f'(x)—x <0 pour
géométriquement ce résultat.
toutx € [l;a].
3) a) Montrer que pour toutx € D, :

N Inx
f'(x)= X (l—ln.ilc)2

b) Montrer que la fonction f est décroissante sur

3) Construire dans le méme repére (O T }) ,la droite

(A] etla courbe"i?}f .
Phalilb Furtin

Iintervalle |0;1] et croissante sur chacun des Soit(u, ) la suite numérique définie par

intervalles [l;e[ et [e;+ oo[, U, =2et u,, = f(un) pour toutn € N

c) Dresser le tableau de variations de f sur D,.. 1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <a.
Deuxidme Partie
Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ o[ par:

g(x)=1-*(1-Inx)

et soit‘?)g sacourbe A

2) Montrer que la suite ( u, ) est décroissante.

(On pourra utiliser le résultat de la question 2) ¢)
de la deuxiéme partie)
3) En déduire que la suite (un ) est convergente puis

. déterminer sa limite.
représentative dans

un repére orthonormé.
(Voir figure) 13

@g

o 3
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NI XERCICES ET PROBLEMES 4_

| SE PREPARER AUX EXAMENS I 4) a) Résoudre dans l'intervalle ]0; + oo[ I'équation :
S—— [l—zjlnx=0
: x

Premiére Partie : b) En déduire que €, coupe la droite (D) en deux
Soit g fonctions numérique définie sur ]0 e oo[ par: points dont on déterminera les coordonnées.
g(x)=x +x-2+2lnx ¢) Montrer que pour toutx € [1;2] : f(x)<x
1) Vérifier que: g (1 ) <. et en déduire la position relative de la courbe €,
2) A partir du tableau de variations de la fonction g par rapport a la droite (D) sur l'intervalle [1 : 2] .
en-dessous: 5) Construire (D) et €, dans le repére ( (hii: }') ?
x |0 +0 (On admet que €, posséde un seul point d’inflexion
g'(x) + dont I'abscisse est comprise entre 2,4 et 2,5).

D Troisiéme Partie
g(x) - / Soit (u, ) la suite numérique définie par :

uy=+3 et u,, = f(u,)pourtoutneN.

Montrer que g(x) < Opour toutx € ]0; I] et que

2(x) 2 Opour toutx € = 1) Montrer par récurrence que: (VneN) 1<u, <2.

Deuxiéme Partie : 2) Montrer que la suite (u" ) est décroissante.
On consideére la fonction f définie sur ]0;+ oo[ par: (On pourra utiliser le résultat de la question 4) c)
2 de la deuxiéme partie).
f(x)=x+[1—-—]1nx .
¥ 3) En déduire que la suite ( u, ) est convergente puis

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére déterminer sa limite.
orthonomé(O;f;}). (Unité : 1em)

1) Calculer lﬂ Vi (x) et interpréter graphiquement

le résultat obtenu.
2) a) Montrer que: lim f(x) = +w. Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oof par:
K=o
b) Montrer que la courbe € admet au voisinage g( x) = 3_ —1+2Inx
x

de-teoune branche parabolique de direction la Le tableau en-dessous donne les variations de la fonction
droite (D) d"équation y = x. g sur l'intervalle |0;+ oo :

3) a) Montrer que : (Vxe ]0;+ oo[) f'(x)= g(:) ’ x o 1 +00
X
b) En déduire que la fonction f est décroissante sur g'(x) - +

+00 :

+
I'intervalle ]0; l] et croissante sur[l 3+ 00[ s ( ) e
g\x \ /
c) Dresser le tableau de variations de f sur |0;+ o[ . g(1)

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) Calculer g (l) ‘
Prenilivs Partias

Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oo[ par:

2) Déduire a partir du tableau que :

g(x) >0 pourtout x e]0;+oo[

g(x)=1-x+xInx

Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur]0;+ 00[ par: 1) a) Montrer que g’ ( x) = In x pour tout x € ]0;+co[ .
f(x) =3-3x+ 2("’ +1)Inx b) Montrer que g est décroissante sur]O;l] etqueg
et soit €, sa courbe représentative dans un repére est croissante sur [1 4 00[ _
orthonormé(O;i’;f). (Unité:2cm) 2) Calculer g (1) et en déduire que :
1) Montrer que jlrmg f(x) = —o0 et donner une inter- (Vx & ]0;+ 00[) g(x) 50
prétation géométrique de ce résultat. Deuxiéme Partie :

2) a) Montrer que : lim f (x) = 0. (Pour calculer On considére la fonction f définie sur |0;+ oo| par:

la limite, on pourra écrire f(x) sous la forme : f(x) =3- xLz - 21: -

f(x) - x{% _34 2(1 +%) ln x:| ) et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; i; }) . (Unité: 1em)

b) Montrer que la courbe €, admet au voisinage . ,
) 1 s g 1) Montrer que lim f(x) = —co et donner une interpré-
x=0"

de +oo une branche parabolique de direction

' ; 5 tation géométrique de ce résultat.
I'axe des ordonnées au voisinages de +0.

(Pour calculer la limite, remarquer que :
3) a) Montr : (Vxe |03+ (x2)= : 5
) a) Montrer que: (Vx e ]0;+e0[) f'(x)=g(x) 31— 2xinx

f(x) :

b) En déduire que la fonction f est strictement x>

croissante sur]O ;400 [ puis dresser le tableau de || 2) Montrer que: lim f (x) =3.En déduire la nature de
X—yben

variations de la fonction f sur](];+ 0 [ : la branche infinie de € ;au voisinage de +o.
2g(x)

3 .

4) a) Montrer que / (1;0) est un point d'inflexion de 3) a) Montrer que : (‘v’x & ]0;_'_ oo[) fr(x) -
x

la courbe C@f.

b) Montrer que y = x — 1 est une équation de la b) Interpréter géométriquement le résultat f '(1) =0,

tangente (T) ala courbe € en ce point. c) Montrer que f est croissante sur ]0;+ oo[ .

¢) Construire, dans le méme repére, la droite(T) 4) Construire € dans le repére (OS?S}: )

etla courbe €. (On admet que €, a deux points d'inflexion dont I'un

a pour abscisse 1 et I'autre a une abscisse comprise

5) Résoudre graphiquement dans l'intervalle ]0 3+ [
3 entre 2 et 2,5.0n prend:f(0,3)‘-0).
l'inéquation:. (x+1)lnx>=(x-1)

2 5) Soit /1 la fonction numérique définie sur ®" par:

h(x)=3_wlwwln(x2)

L] L] x2 |x|




a) Montrer que la fonction f est paire et que :
(vxe]os+oo]) h(x)= 1 ()
b) Construire, dans le méme repére (O SEs }) ,

la courbe €, de la fonction 4.

Soit g fonctions numérique définie sur ]0 e 00[ par:

g(x) =1—x2i+]nx

1) Montrer que : (Vx e ]0;+oo[) g'(x)= —23—+l,
¥ %
En déduire que g est croissante sur ]0 s+ 00[ .

2) Vérifier que g(1) = Oet en déduire que :

¢ g(x) < Opour toutx & ]0;1].

o g(x) > Opour toutx € [1;+oo[ .
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur]O 3+ oo[ par:

£(x)=(1+hx) + L
&
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;zT;}:). (Unité: lem)
1) Montrer que lim f(x) = .
x—0*

Interpréter géométriquement ce résultat.
2) a) Calculer: lim f(x).
X—pfon

2
. (1+Inx) .
b) Montrer que : lim ———— = 0 puis montrer
X0 X
X
que lim f( ) =0 . (On pourra poserf =+/x)
X x

c) Déterminer la branche infinie de la courbe €,

au voisinage de +o0.

3) a) Montrer que : (‘v’x € ]05+°°[) f'(x)= 23)537)

puis en déduire que :

XERCICES ET PROBLEMES 4

e la fonction f est décroissante sur]O;l] .
e la fonction f est croissante sur[l s+ oo[ ;
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f
sur]0;+ 00[ puis en déduire que :
(‘v’x = ]0;-!- oo[) f(x) 22
4) Construire la courbe €, dans le repére ( Gr ,}) ;

(On admet que la courbe € ,admet unique point

d'inflexion que I'on ne cherchera pas a déterminer)

Soit g fonctions numérique définie sur]0;+ oo[ par:

g(x)=x"-x—Inx
1) a) Vérifier que pour toutx € R :
2" w1 =(2x+1)(x—1)

b) Montrer que pour toutx & ]0;+o[ :

2x* - x-1
g(n)- 2o
et en déduire que la fonction g est croissante
sur ]0 : l] et décroissante sur [1 3+ 00[ :
2) Montrer que g (x) = Opour toutx € ]0;+ oof .
(Remarquer que : g(l) =0)
Deuxi e:
On considére la fonction f définie sur]O; + 00[ par:
f(x)=x"-1-(Inx)’
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O;f - }) (Unité: 1em)
1) a) Montrer que }L‘},’l S (x) = —o0 puis interpréter

géométriquement ce résultat.
b) Montrer que :

lim f(x)=+0 et lim I3 e

X—3Hm b SR

Oor more VisSi
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EXERCICES ET PROBLEMES

2 p s TR T i
(Remarquer que: f(x) =22 [l_xi__[ln_x] J) i orthonorme(O,z ;7). (Unité:2¢m)

1) a) Montrer que lim f(x) = —co puis interpréter
c) En déduire que la courbe €, admet une branche ) il ,
géométriquement ce résultat.

parabolique au voisinage de +oo dont on détermi- b) Calculer lim f ( x) puis montrer que ;
=t

nera la direction.
X x
2) a) Montrer que pour tout x € |0;+o0] : lim 7(x) = +o0 ., (On pourra écrire /(%) sous
Xt X i\
2
x—Inx - 2
! - il X =] 1
1) 2[ x ] ', la forme : / )=(x ]Inx ).
; X x
b) Vérifier que pour toutx € ]0 s+ En déduire que la courbe €, admet une branche
g(x) - x* -Inx parabolique au voisinage de +o0 dont on détermi-
x X nera la direction.

et en déduire que f est croissante sur]O; + 00[ .

X
2) a) Montrer que : (Vx e ]0;+oo[) I'(x)= g(x)
3) a) Montrer que y = 2x — 2 est une équation cartési- X
et interpréter géométriquement f '(l) =0.
enne de la tangente(T)éla courbe €, en A(I;O). ] ) ' -
b) En déduire que la fonction f est décroissante sur
b) Construire, dans le méme repére, la droite (T) Fintervalle]0;1] et croissante sur i +oo[
etla courbe €. (On admet que la courbe €, o )
c) Dresser le tableau de variations de la fonction f
admetA(l;O) comme unique point d‘inflexion). i~ (Vx ¥ ]0 - 00[) f(x) -—
: : >0.

3) Construire la courbe €, dans le repére(O ] ,}) :

Soit g fonctions numérique définie sur]0;+ 00[ par:

g(x)=x"-1+2x"Inx

1) Montrer que x* — 1 et 2x” In x ont le méme signe Soit g fonctions numérique définie sur |03+ oof par :
sur l’intervalle](};l[ puis en déduire que g(x) <0 | g(x) = —x—2Ihx+3
pour tout x € J0;1[ 1) a) Vérifier que pour toutx € |0;+ o[ :
2) Montrer que x> —1 et 2x” In x ont le méme signe 3x’ —x-2=(x-1) (3Jc2 +3x+ 2)
sur ]1;+ o[ puis en déduire que g (x) 2 Opour b) Montrer que pour toutx & J0;+oo] :
toutx & |13+ oof . _ (x--l)(:’ur,2 +3x+2)
Dieuxiitne Partie:; | g'(x)= .

On considére la fonction f’ définie sur ]0;+ 00[ par: 3x% +3x+2 "

2) a) Vérifier que : (Vx e]0;+ oo[) 0

f(x)=(x?‘—1)lnx x
: g b) En déduire que le signe de g'(x) estceluidex—1




sur l'intervalle |05+ o[ .
3) a) Montrer que la fonction g st décroissante sur
]0; 1] et croissante sur I'intervalle [1 i +oo[ 5
b) En déduire que g(x) > 0 pour tout x & |0;+0[ .
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur ]0 3 oo[ par:
x—1+Inx

f(x)=x-1+ .

x
et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (0;?;}’). (Unité: 1em)

g(x)

x3

1) Montrer que : (Vx € ]0;+oo[) f'(x) =

puis en déduire que f est croissante sur |0;+oo[ .
2) a) Montrer que lh},l L4 (x) = —00 puis interpréter
X—»

géométriquement ce résultat.

x-1+Inx

> = () puis que

b) Montrer que: lim

X=y+e0 X
lim f (x) =400,
X—rtm
c) Montrer que la droite (A) d’équationy = x—1
est une asymptote oblique de la courbe ‘@f au

voisinage de +o0
3) a) Montrer que y = 3(x - 1) est une équation carté-

sienne de la tangente (T) ala courbe €, au point
de coordonnées(1;0).

b) Construire, dans le méme repeére, la droite (T )
etla courbe €. (On admet que la courbe €,

admet unique point d‘inflexion que I'on ne cher-

chera pas a déterminer).

Soit g fonctions numérique définie sur ]0;+ o[ par:

g(x)=x-1-2In*x+2Inx

Le tableau suivant donne les variations de la

(ERCICES ET PROBLEMES

4

fonction g sur l'intervalle ]O; * oo[ :

x 10 +00

—00

1) Calculerg(l) ;

2) A partir du tableau de variations de la fonction g,
déterminer le signe de g(x) sur ]0;1] et [1;+ co[ :

Deuxiéme Partie :

On considére la fonction f définie sur]0;+ oo[ par:

f(x)=x-%+L+(ET

2x 5
et soit € + sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O 313 }) . (Unité: 1em)
1) a) Vérifier que : ]EEO f(x) =400,
b) Montrer que la droite ($) d’équation y = x —%
est une asymptote de ‘@f au voisinage de +00.
c) Déterminer la position relative de la courbe €,
par rapport & la droite (9).
2) Montrer que : }Ln; f (x) = +oo puis interpréter

géométriquement ce résultat.

g(x)

3
X

3) a) Montrer que : (Vx e]o;+ oo[) f(x)=
b) Montrer que f est décroissante sur ]0; 1] et
croissante sur [1 + oo[ ;

4) Construire (&) et €, dans le repére (O of ,}') A
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NRNBBES SQMPHESES (17 PABTIE]

HISTOIRE
Les nombres complexes tels que nous les connaissons JéR o ME
et utilisons aujourd'hui datent du XIXeme sigcle. lIs
étaient cependant connus et utilisés depuis plusieurs CARDAN
siecles sous le nom de nombres imaginaires (terme qui
est resté dans I'expression « partie imaginaire » ) et sont (1 $01 -1 576)
apparus lorsqu’on a essaye de résoudre les équations
du 3éme degrée.
La notion de nombre complexe a été introduite par les
mathématiciens italiens Jéréme Cardan, Raphaél
Bombelli et Tartaglia comme intermédiaire de calcul
pour trouver des solutions aux équations polynomiales JEAN - ROBER
du froisieme degrée. Il semblerait que ce soit Héron
d'Alexandrie qui ait inventé le nombre impossible. ARGAND
L'aspect géom_étﬁqu‘e des nombres complexes ne se (1768 - 1322)
développe qu'a partir du XIXéme sigcle avec les travaux
de |'abbe Buée et Jean-Robert Argand, puis ensuite
Carl Friedrich Gauss et Augustin Louis Cauchy.
Source : https://fr.wikipedia.org
s CAPACITES ATTENDUES PLAN DU COURS
« Maitriser le calcul sur les nombres complexes ; o Activités Préparatoires..........c..covuummnees 243
+ Passer de I'écriture algébrique a I'écriture » Connaissances Fondamentales
trigonométrique d'un nombre complexe et ® I ’ensemble des nombres complexes .............. 251
inversement ; ® Opérations sur les nombres complexes .. ......... 252
+ Reconnaitre les formules trigonométriques ® L4 représentation géométrigue d*un
de base en utilisant les nombres complexes ; NOMBIE COMPIEXE «ovveereenuinresrommrsusninsmssas 256
+ Utiliser les nombres complexes pour résoudre ¥ Conjugué d'un nombre complexe cuvvvrinne 261
des problémes géométriques (Alignement, 8 Module d’un nonibre complexe ..c..cccciviiainnn 263
orthogonalité,.....) =
® L= forne trigonométrique d’un
nombEe COMPIBTE ...oveovimmmmsniummssmmsssumsy s 20T
e Techniques Et Astuces ..........ccevvvneen. 276
e Exercices Et Problémes
™ Exercices d'applieation......c.covseevmvesconnonenen 284
® Exercices de perfectionnement.....ocviicervnannn. 292
W Problimes de synthéss. ........ovvmvvvmnessronsesern. 296

For more visit: L9ray.com



s NI TIVITES PREPARATOIRES

Q—{ GE’GMETRIE PLANE (RAPPELS)

A. Autour de la trigonométrie :

5

. 20197 ; p . ; :
1. a) On sait que — est une mesure d’un angle orienté ; déterminer sa mesure principale.

b) Calculer cos(l%fj et sin [—%).

2.a) Montrer que pour toutx € R : cos(3x)+ J3sin (3x)=2 cos[3x —%) .

b) Résoudre dans R I'équation : cos(3x)+ V3sin (3x)=-1.
3.a) Résoudre dans |7, 7| I'équation : ~ sin(3x)+sin(2x)+sinx = 0.
b) Résoudre dans]—Z:rr, 372'] Iéquation : tan” x — (1 ++3 ]tanx ++/3=0.
B. Autour des angles orientés et coordonnées :
Le plan @ est rapporté a un repére orthonormé direct(O; 1 f) .
1. Soit 4 le point du plan P déterminé par: O4=2 et (ﬁ) E% [27{] ‘

a) A l'aide de la régle et du compas, construire le point 4 en indiquant les étapes suivies.
b) Déterminer les coordonnées du point 4. N
2. Dans la figure ci-contre, RST est un triangle isocéle en R tel que :
RS=RT=2 et (ﬁ)z% [27] et (TRS)=06 [24]
ou fest un réel donné.
Montrer que les coordonnées du point 7 dans le repére (R, 1, _j) sont: 0
Xy =~/3cosf-sinb R 3
{y,, =/3sin 6+ cos
3. On considere le pointE(\E;l).

a) Calculer la distance OF et déterminer une mesure de I’angle orienté (i ,53'.) :

b) Soit F le point du plan Ptel que : OF = 20F et (ﬁ,ﬁ) E% [27]

T (T
e En utilisant les formules de transformation, calculer: cos [I—J et sin [.____)

e En déduire les coordonnées du point F'.
4. On note (U ) le cercle trigonométrique associé au repeére (O T j) .

k
Représenter sur le cercle (U ) les points M, dont les abscisses curvilignes sont : 5% + ?ﬂ ounkeZ.
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ACTIVITES PREPARATOIRES

C. Autour des cercles :

Le plan &? est rapporté a un repere orthonormé direct(O . T; ._f) .

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de 'ensemble des

points M(x;y) vérifiant la condition donnée :

lercas : x* +y* +4x-8y-5=0 ;  2%mecas: (x-—2)(x—l)+(y+1)(y_3)=0
e {fzi?j;z:f (reR) ; Amecas:  x’+)y —4x+6y-13=0

2. On considére les points : A(-45) ;  B(-27) ; C(0;3)
a) Montrer que les points 4, B et C ne sont pas alignés.

b) Ecrire 'équation du cercle circonscrit au triangle ABC.

0———-{ LE NOMBRE i ET LES NOMBRES COMLEXES e ————

A) On considére dans R I'équation suivante : (E: ] :x’ =13x+12=0

Déterminer une solution triviale de cette équation puis la résoudre.

B) On considére dans R I'équation suivante: (E,):x’ —9x—11=0
1.a) Etudier les variations de la fonction numérique 1" définie par : f(x) =x-9x-11.

b) En déduire que I'équation (E2 ) admet une solution unique & et que @ € [3;4] .

2. Soitu etv deux nombres réels.

r‘{ Position Historique 1

' En 1545, Jérdme Cardan publie I'Ars Magna
si, et seulementsi: &’ +v' +3(uv-3)(u+v)—11=0 | dans lequel il fournit des formules de
| résolution d'une équation de la forme

a) Montrer que le nombreu + v est une solution de (£, )

3 3
+v’ =11 3 Tl i
uv=3 | développe des méthodes empruntées a Nicolo
est une solution I'équation (£, ). Tartaglia et découvre que si27¢° —4p’ 20,

c) On suppose que : #° +v* =11 et uv = 3. Vérifier que : alors le réel positif :

-

|
|
I
(VX eR) (X -u®)(X~v')=X? 11X +27 i ,fg 5 ‘j[ﬂ_] N ﬁ]‘ | i]i_ [ET ,‘f.&)l
puis détermineru’etv’ ; puis en déduire etv. :‘ V2 W2/ l 3, 2 2) \3

1 est une solution de I'équation.

d) Déterminer 'unique solution de (E2 ) puis vérifier que

la solution trouvée correspond bien a la formule donnée par Cardan dans « la position historique ».
C) On considére dans & l'équation suivante : (E) e
1. a) Etudier les variations de la fonction numérique g définie par : g(x] =x’ -15x—4.

b) En déduire que I'équation (E ) admet trois solutions réelles.




3 3
w+v =4
, alorsu + v est une solution de(E].

2.a) Montrer que si
uv=>5

b) Etablir que s'il existe deux réelsz’ et v’ vérifiant (x*> +v* =4 et #*v’ =125) alors ils seront des solutions
de I'équation : (F): X*-4X+125=0

c) Justifier que I'équation (F ) n’admet pas une solution réelle.

3.a) Montrer que I'équation ( F') est équivalente a I'équation: (£): (X -2)" = ~121

b) On admet I'existence d’'un nombre « imaginaire », qu'on note i, vérifianti* = —1.
En utilisant les mémes régles de calcul vues dans R , vérifier que 'équation (] ) admet les nombres
2+1liet2 —11ipour solutions.

¢) Calculer (2 + i)3 et(2- ;')3 , et déduire de ce qui précéde que le nombre 4 est une solution de(£).

4. Vérifier que pour toutx € R : x* ~15x—4=(x-4) (x2 +4x+1 1), puis résoudre I'équation (E).

L'écriture z = x + iy ol (x; y) € R? s’appelle la forme algébrique du nombre complexe z : x estla partie réelle

dezeton écritx = Re(z); y estla partie imaginaire de z et on écrit y = Im(z).

Siz=iyavecy € R, on dit que z est imaginaire pur. L’ensemble des imaginaires purs est notéiR.
i . 3.
A) On considére les nombres complexes: z, =142/ et z, =1—-=i

1. Ecrire sous la forme algébrique les complexes suivants :

2z, +i) 5 iz 3 z+z, 3 oz-z, ; zz, ;3 7 2z+z7 ; (2z,-z +4)"
2. Vérifier que : lzl—gi et i=i+£i
z 5 5 z 13 13

3. Montrer que si z est un nombre complexe non nul de forme algébrique z = x + iy avec(x;y) e R* — {(0;0)}

] % -y .
alors : —=— R 2 -1
2 Ry ey

B) Soitz = x +iy ol (x;y) e R* un nombre complexe.
Déterminer, en fonction de x et y, la partie réelle et la partie imaginaire de chacun des nombres

2z

complexes suivants: U = 32> -2z +1 ; = z(z‘z + 3) ; W =- (iciz#-i)

1z —

oa+i ;
C) Déterminer les nombres réels & et § sachant que : 3. =5+ pi.
=

D) On considére les nombres complexes: z, =7+9i et z, =(1+4i)a+ i(b-7) ou (a;b) e R*.

Déterminer les réels aetb pourque: z =z,
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ACTIVITES PREPARATOIRES

H REPRESENTATION GEOMETRIQUE D’UN COMPLEXE R

Le plan & est rapporté a un repére orthonormé direct (O;T;:f) .

5

A tout nombre complexe z = x + iy ol (x;y) € R? on associe le pointM(x;y) du plan(@) ;
Inversement, a chaque point M (x, y) du plan 2 on associe le nombre complexe z = x + iy .

Le point M s’appelle I'image du nombre complexe z .

Le nombre z s’appelle I'affixe du point M ; on écrit M (z).

On écrit z,, pour désigner l'affixe du point M ou Aff (M ) J

1
-

A chaque vecteur i du plan on associe un unique point M du plan @tel que OM = ii .
Le complexe z,, = z est appelé aussi l'affixe du vecteur # et on écriti (z).

Le plan P est appelé alors le plan complexe.

A)
1. Représenter dans le plan les images des nombres complexes suivants :

z=0 ; z=1 ; z=-1 ; z=i

& Y : i | ]
1+i 3 1 .._._.JI.“_. ._.1,__.. LERED ESEE B __+ 4 :' .
zo==4i ; z,=1-i ; z,=— ; Z=—4+—i | ; : 4 1
5 6 i 2 g 2 2 |r 11: s - --j.-m;..
2. Déterminer les affixes des points 4, B, C , D, E, Fet H ;E i : A !
indiqués sur la figure ci-contre. f};:h____ -i--~ iil LLLWH
| | M|
3. On consideére les points K(l;l), L(2;2)et N[%;l]. i t }‘ - t
i 1 : \
. . >
Déterminer les affixes des vecteurs suivants : '0 1 IF ‘IT‘C 2V5
OK H OL ; ON ; KN ; LN y 2KL - NK -:D_ 1 ..... 1 + :
| J | |

B) Soit M et M’ deux points du plan complexe.

1. Montrer que I'affixe du vecteur vV = MM est: Z; =Zyp —Zy
2. Montrer que pour tout(/l; ,u) € R?et pour tous vecteurs ¥ et#' du plan, ona:
AR (AV + ') = AAff (V) + pAfF (V')
3. Soit G le barycentre du systéme pondéré {(A ;a);(B; B )} aveca et B deux réels non nuls aveca + f # 0.

&z, + Pz
a+p
4.Soit A(z,), B(z,) et C(z. ) trois points deux 4 deux distincts du plan 2. Montrer que :

Montrer que l'affixe du point G est: z, =

M eRe (Les points 4, Bet C sont alignés)
28 "%




TIVITES PREPARATOIR

NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE
Dans le plan complexe rapporté A un repére orthonormé direct(O; _I';:f) , on considere les points 4, B, Cet E
d’affixes respectives: z, =-2+2i , z,=3+4i , z,=4+T7i et z =1+%i ,
1. Déterminer 'affixe du point D pour lequel ABCD est un parallélogramme.
2. Déterminer les affixes des vecteurs AC et AE ; En déduire que les points 4, E et C sont alignés.
3. Déterminer deux réelsa et f telsque: a + f =1 et E le barycentre du systéme {(A; a) ;(C 3 ﬂ)}
4, Soit® I'ensemble des points M(z) telsque: (e R) ; 2=64-2+i(54+2)
Montrer que $ est la droite (A4C).

CON]UGUQ D'UN NQMB}{E COMPLEXE B e e b

A) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0; T;:f) , on considere les points suivants :

A(l +i) : B(—Zi) $ C(—3 +2i) H D(—2)
1. Représenter les points ci-dessus.
2.Soit A", B’, C' et D'les symétriques des points 4, B, C et D respectivement par rapport a I'axe des abscisses.
a) Déterminer les affixes des points 4", B’, C'et D'.

b) Comparer Re(z, ) etRe(z, ) puisRe(z, ) etRe(z, ) puis Re(z. ) etRe(z, ).

c) ComparerIm(z, ) etIm(z,, ) puisIm(z, ) etIm(z, ) puis Im(z,. ) etIm(z. ).

Soit x et y deux nombres réels et z le nombre complexe défini parz = x +iy. J

Le nombre complexe x — iy est appelé le conjugué de z et est noté z .

3. Quelle est la nature de la transformation :
e |
p: @ > P , j /:
M(z) > M'(z) ol“‘f»-’..\.ﬁ__ : : =
4, Déterminer le conjugué de chacun des complexes suivants : >M'(Z)
=851 ; =38 ; =3 ; z4=%+i(l+i) ;2o =(1+1)-i(3-i)

B) Soit z et z’ deux nombres complexes.
l.a) Vérifierque: Z=z et z+Z=2Re(z) et z-Z=2ilm(z)

b) Montrerque: ze Rz =2 et zeiR&zZ=—2

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct(O; i;f) , déterminer les ensembles suivants :

@1={M(z)/(z—2i)ER} et @52={M(z)/(z—2i)eiR}

or more ViISIt. ray.com
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ACTIVITES PREPARATOIRES

3.Soitz = x +iy et z' = x' + iy’ deux nombres complexes avecx, y, x' et y' des réels.

a) Montrerque: z+2z'=Z+7Z et zxz'=Zx7Z" .

b) En déduire que pour toutn e N* : 2" = (z)

e = 1 - — e
c) On suppose que z # 0. Déterminer —en fonction deZ etz.z .
z

d) Montrer que si z # Oalors : [lj = -1- et [E-J = _z:
z

z z

e) Déterminer de deux fagons différentes les conjugués des nombres complexes suivants :
-1 2+5i)i
z=(45)(4-3) ; z=12t  z=(-zp ; z,=5)
3+i (4 - ,')
4, Résoudre dans Cl'équation: 3Z+2z=5-1.

5. Déterminer 'ensemble des points M (z)du plan pour lesquels z* + 2z + Z est réel.

1+

ceR,
37 +1i

MODULE D'UN NOMBRE COMPLEXE

A) Le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé djrect(O; I; j) A

6. Déterminer I'ensemble des points M (z) du plan pour lesquels3Z +i # 0 et

1. Soitz = x + iy un nombre complexe avec(x : y) e R” et M I'image du nombre z dans le plan 9.

a) Calculer la distance OM en fonction de x et y puis vérifier que: OM =+/z.Z

' Le nombre positif+/z.Z est appelé le module du nombre complexe -, et est noté|zi. 1

| On adonc: |z| =2Z =x* + i
N J

b) Représenter les points M (z)et N (E) dans le plan & puis en déduire que: |z| =|Z]|
¢) Calculer: |~/§ +i| : |\/5—1~/§| : |—5| 3 |-1'| : |?r—2|

2. 0n considere les deux points 4(z, ) et B(z, ) etle vecteurii daffixe z .

a) Montrer que : “if" = IZI et AB= |zB -ZA[.
b) Dans cette question, on suppose que : 4 (—1 +1i ] et B (1 + 31').
Montrer que le triangle OAB est rectangle en 4 .

B) Le plan complexe & rapporté a un repére orthonormé direct(O; i;:f) ‘

1. Soit z et z’ deux nombres complexes et M et M leurs images respectives, dans le plan @.

) Montrer que : (|z|«—.0 z50) et [Re(z)<|z] et llm(z)lslz|




TIVITES PREPARATOIRES 5

b) Construire le point S (z + z') dans le plan 2 puis en déduire que:. |2+ 2| < | +2]

cette inégalité est appelée : « Inégalité triangulaire »

c) Montrer que |z.z'| b |z| X |z'] puis en déduire par récurrence que pour toutn € N* : [2”|= |z|n
d) En déduire que siz # Oalors: |—|= = et i = Jz_'| i
- =l

e) Calculer le module de chacun des complexes suivants :

% =(5+i\/§)(1-i\/g) o~ 14443 . (1—2,:)5 _— ={£_%i]zms

i 1+i 2
s et sl B T edenn®] el e |25
25“1-3i+l+i 3 zﬁ—(x/g 21)(sm7 xcos?) i z;=1+itand (icl.é’e} 2,2[)
2. Dans le plan complexe, déterminer les ensembles suivants :
C={M(z)/|z-3+4i|=2} ; D={M(2)/|z-5+2i|=|z+1]}

ARGUMENT D'UN COMPLEXE - FORME TRIGONOMETRIQUE D'UN COMPLEXE e

A. Argument d'un nombre complexe non nul - Forme trigonométrique :
1. Soit €, le cercle de centre O et de rayon 1. €,

Soit M (x; y) un point du cercle €, et @une mesure de I'angle orienté (T,W)

]
”’&
EL

Montrer que I'affixe z,,du point M est déterminée par la relation : T

z,, =cos@+isinf

2. Soit 7 un réel strictement positif, et soit € le cercle de centre O et de rayonr. _d
On considére le point M (z) de € et on pose : (W) =6 [27:]
Montrer que: z= r(c059+ isin 6') ;

3.S0itr e R}, ,6 € R et z=r(cosd +isin 6').

Montrer que le point M (z) appartient au cercle de centre O et de rayonr.

Toute mesure & (en rad) de I'angle orienté (T ,O_M) est appelée un argument du nombre

complexe = ,etonle notearg z, et on écrit: argz=0 [27;’] .

L'écriturez = r(cos@ +isin@)our = |z| et @ = arg z est appelée une forme trigonométrique

du nombre complexe z . On peut aussi écrire: z = [r;l?] " )

.
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4, Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :
2, =2+i6 ; Z, ==242 ; 2, =22-22i ; 2 =—%+i§ i Z,==5i ; z;=-3
Z=2 3} 2 =%+i€ ; =-2/3-2i ; 2= § =4 5 2 =220 ; 3, =2 -/6i .
B. Argument d’'un nombre complexe non nul et opérations dans C :

1. Soit z un nombre complexe non nul et M (z)]e point du plan complexe & dont I'affixe estz .
a) Représenter les points M, (E) et M, (—z) dans le plan 2.
b) En déduire que: arg(Z)=—arg(z) [27] et arg(-z) =7 +arg(z) [27].

2.Soitz = [r;é‘] et 2’ = [r’;9'] deux nombres complexes.

a) Ecrire z x z' sous forme algébrique et en déduire que : arg(zx z') = arg(z) +arg(z') [27:] ;

b) En écrivant] = z x l, établir que : arg(l] == —arg(z) [271'].
z z
c) En déduire que : arg(i,] =arg(z)-arg(z’) [27].
z
C. Applications géométriques :
Dans le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé direct(O;-f; j) , on considére les points 4, B etC
d’affixes respectives z,, zzetz..

1. a) En utilisant les deux points E et F' tels que OF = ABet OF = AC,

v

Montrer que : (TB, ATC) = arg[ﬂ] [27:].

Zp —2y

b) Déterminer une mesure de I’angle(]ﬁ,ﬁ) dans le cas ol : A(l) et B(2+i) et C(Z + h/?_!)

2. a) On suppose, et seulement dans cette question, que: A4 [% + %l] et B (—l +i ) et C (1 —1 )
Montrer que le triangle ABC est rectangle en 4.
b) Dans le cas général, montrer I'équivalence suivante : 4BC est rectangle en 4 < Ze T2 eilR .
By i,

3. Montrer I'équivalence suivante : (Le triangle ABC est équilatéral) < -k |:l; + %]
Zy =2,

4.Soit 4, B, C et D quatre points deux a deux distincts
et non alignés.

On rappelle que les points 4, B, C et D sont

) cocycliques (c’est-a-dire qu'ils appartiennent
Montrer les points 4, B, C et D sont cocycliques . ;
au méme cercle) si, et seulement si :

Z.—2, Z.—2Z .
si et seulementsi: —~—4+¢ P R, i |
PR (AB,AC) = (DB, DC) [7] ‘,

s kS :




AISSANCES FONDAMENTALES

&) L'ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES
1.1. NOTION DE NOMBRE COMPLEXE

—‘ Théoréme 1 '

1l existe un ensemble noté C contenant R,

e muni d'une addition notée + et d’'une multiplication notée x, ou le plus souvent implicitement
(c'est-a-dire sans symbole, comme dans R ) possédant les mémes propriétés comme dans R .
e possédant un élément noté i dont le carré vaut -1 : i = -1,

e ou tout élément z , appelé nombre complexe ou complexe, s'écrit de maniére unique sous
la forme z = x+iy,avecxety réels.

t Remarqgues

e Onaalors: NcZcQcRcC

e L’addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et les

régles de calcul restent les mémes.
e Contrairement aRR , 'ensemble C n’est usuellement muni d’aucune relation d’ordre et nous ne pou-
rrons donc pas dire qu'un nombre complexe est inférieur a un autre ou non plus qu'il est positif.

e Les nombres complexes x +iy et x+ yi oti(x;y) € R*représentent le méme nombre complexe.
Y y ¥ P

Ona: C={x+iy;"(x;y)ell{2}

1.2. LA FORME ALGEBRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

—i Définition 1 '

Etant donné z € C, il existe un unique couple (x; y) eR*tel que z=x+1iy.
e L'écriture x + iy s’appelle la forme algébrique du nombre complexe z,

- Le nombre x est la partie réelle de z, notée Re(z) .
- Le nombre y est la partie imaginaire de z, notée Im(z) i
e Un nombre complexe est réel lorsque sa partie imaginaire estnulle: ze R & Im (z) =0

e Un nombre complexe est dit imaginaire pur si sa partie réelle est nulle : z € iR < Re(z) =0

e e e e a e

On considére le nombre complexe: z=5+2i (1 - 31')

Ona: z=5+2i—6i=5+2i+6=11+2i.0naalors: Re(z):ll et Im(z)=2.

re VISIt. L9ray.com



LO9RAY

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

1.3. EGALITE DE DEUX NOMBRES COMPLEXES

—i Proﬁiﬁon ) | }

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont mémes parties réelles et mémes

parties imaginaires. En d’autres termes :
(V(2;2')eC*) z=z'& (Re(z)=Re(2’) et Im(z)=Im(z’))

¢ Le résultat de la proposition 1 est une conséquence immédiate de I'unicité de la forme algébrique
d'un nombre complexe,

e Pour tout nombre complexez : z=0< (Re(z) =()'et im(z) = 0’)

On considére deux nombres complexes: z, =x—1+(y+2)i et z, =-2xi+y ou (x;y)eR?

Déterminons xet y pour quez, =z, :

x—y=1 1 4
Ona: o= & (t=l=y et p+2=2x) & b=t =—— €t y=——
(=% (x-l=yety %) {2x+y=—2 [x g o 3]

@) OPERATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES
2.1. ADDITION ET MULTICATION DANS C

1 Pro&itionz |>-————-—---__.-__

Soit z et z' deux nombres complexes tels que : z=x+iy et z' = x'+iy’ avec (x,x,y,') e R".

Ona:

o z+z' =x+x"+i(y+y') et zxz'=xx'-y +i(x' +x).

e PourtoutA € R : Az=Ax+i(Ay).

On considére les nombres complexes suivants: z, =5-4i ; z,=34+6i ; 2z =3+ i2

Ecrivons les nombres complexes suivants sous forme algébrique: z, +2z, ; z, Xz, ; z Xz, ; -5z,

©z +2,=5-4i+3+6i=8+2i.

o 2%z, =(5-4i)(3+6i) =15+30i —12i +24 = 39 +18i.
« 2,x2, =(5-4i)(3+12) =15+ 5v2i 12 + 42 = (15+ 442 )+ (-12+ 52}

o —5z, =-5(3+.6i),= —15-30i.
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Remargue

e Pourtout (z;z') € C’et pour tout A€ R ona:

{Re(z +2z')=Re(z)+Re(z") {Re(lz) = ARe(z)
Im(z +2z')=Im(z)+Im(z") Im(Az) = AIm(z)

k B
oSik € N, alorsi* =(i2) =(-1)k.ll enrésultedonc: i =1, 1 =, %P =1, "5 =,

2.2. OPPOSE D’UN COMPLEXE - DIFFERENCE DE DEUX COMPLEXES

1 Proposition 3 ' . ———————————————————

Tout nombre complexe z = x+iy, ol xety sontdes réels, posséde un opposé dans C, noté —z,
qui est le nombre complexe —x —iy, et on écrit: —z = —x —iy. Donc:

Re(-z)=-Re(z) et Im(-z)=-Im(z)

— e
. Déﬁnitionz e ———— . S —
La différence de deux nombres complexes z etz' estlenombre: z—z'=z+ (*z ')
e et

e Six,x',yety'sontdesnombresréelsalors: (x+iy)—(x"+0')=x-x"+i(y—y')
e Les identités remarquables vues dans R restent aussi valables dans C. Ainsi, pour tous nombres
complexes z etz,,ona:
(z,+2,) =22 +22.2,+22 ; (2,-2,) =2 -2z.2,+22 ; (z,+2)(z,-2,)=2 -2
En particulier, on a les égalités suivantes, valables pour tout (a;b) eR?:
(a+ib) =a* —b*+2abi ; (a—ib) =a*~b*-2abi ; (a+ib)(a—ib)=a" +b

. 3 a a
Onaaussi: (z,+2,) =2 +32).2,+3z.22 +zz ; (z,—2z) =2z -3z z,+32.2] -z
1 g

z, z§=(zl—zz)(zf+z,.zz+z§) ; zf+z§x(z,+zz)(zf-z,.zl+z§)

e Un produit de nombres complexes est nul si, et seulement si, au moins un de ses facteurs est nul.

En particulier : (V(z;z')eCz) zxz' =05 (z=0 ov z'=0)

1) Pourtoutze C,onpose: z =5-iz et z, = z+i(z2 +1)
Ecrivons les nombres z, et z, sous leur forme algébrique dans chacun des cas suivants :

a) z=i ; b) z=2+3i ; Q z=(1-31)

ray.com
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a)Ona: z =5-=5-(-1)=6 et z,=i+i(f+1)=i+i(-1+1)=i
b)Ona: z =5-i(2+3i)=5-2i-3i" =5-2i+3=8-2i
et: z,=2+3i+i((243i) +1)=2+3i—i(~4+12) =-10-/.
QOna: z =5-i(1-3i) =5-i(-8-6i)=5+8i—6=—~1+8i
et: 2, =(1-3i)" +i((1-3)" +1) = -8—6i+i((-8-61)" +1) =—8— 6 +1(29+96i) = ~104 + 231
2) On considére le nombre complexe: =1+ \/5 + :'(1 _Jg)

Calculons puis mettons sous forme algébrique les nombres#?, t*et 1° :
eOna: £ =(1+v3) ~(1-v3) +2i(14+3)(1-3)=4(V3~i) = 43 - 4i.
sona: 1t =[4(v3i)] =16(+3 i) =16(2-2i3) =32-32451.
eOna: #* =1 xt* =4(\3-i)x32(1-i3) =128(V3 -1)(1-i/3) = 128(-41) =512
eOna: 2 =(r) =(-512i)" =(-2%)' =-2".
2.3. INVERSE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
QUOTIENT DE DEUX NOMBRES COMPLEXES

—1 Proposition 4 t

Soit z = x + iy un nombre complexe non nul tels que (x; y) eR- {(0,0)} ’

. Fa 1 -
I/inverse du nombre z est le nombre complexe noté —ou z™' tel que :
Z

T ool A gl (x—ip)= Foy ol B
z x+ly x4+ 7 eyt Catey
1) Déterminons I'inverse du nombre complexe z = (] -21') (3 + 21‘) :
Ona:zm3+2i—6i+4=?'—4i.Donc:l: 1 e= 7+412:l+if.
z T-4i ?24.(_4) 65 65
2) Ecrivons sous forme algébrique le nombre complexe: z = + 1
1+2i 3-4i
1 1 1-2i 3+4i 1-2i 3+4i 5-10i+3+4i 8 6 ,
Ona: z= - e = + = = N
1+2i 3-4i 1°+2 32+(_4) 5 25 25 25 25

. .
3) L'inverse du nombre complexe i estle nombre : —=—i.
i



Applications |I

2
1. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant: Z = (2 +i3 ) (3-4i)+ (1 + %i ] 3

2. Déterminer la forme algébrique du nombre u = .. «17 sachantque: z=1-3/ et z'= %+ 5i.
Z

z
3. Soit : j=_%+§i

a) Calculer j*et j°.
b) Soitk € N, Calculer j* selon les valeurs de k.
c) Vérifier que: 1+ j+ j* =0.

d) Calculer la somme: 1+ j+ j% +...+ j2"%,

4. Pour toutz € C on pose : f(z) =z"—z+2

Déterminer tous les complexes z tels que f° (z) € R. (Indication : Poser z = x + iy avec (x_; y) eR?).

5. Soit z un nombre complexe différent de —i . Prouver que : eReoImz=-1.

Z4+1

{ Proposition 5 | |

Soitz = x+iy et z’ = x' + iy’ deux complexe ol x,x’, y et y’ des réels tels que (x,y) = (0, 0).

. 4 z' 1
Le quotient de z’ par z est le nombre complexe noté—tel que: — = z'x— etona:
q p m q - »

szx?+i‘}?f_xxf+wf+i Uf_yxf
z x+iy x*+)° x* +y°

\@+2i+x/§~2i
B2 SB+2i

(\5”1’)2 +(~/§-2f)2 —1+2i3-1-2i3 _ 2

On a immédiatement: z = = —

(V3 -2i)(v3 +2i) 3+4 7

2) Résolvons dans C1'équation suivante : (E) : (4 + i)z =2+i—2z .

1) Calculons le nombre: z =

L’équation (E) est équivalente & z + (4 + i)z =2+1,c'est-a-dire (5 + i)z =2+1i.1ls’ensuitdonc:

z=2+f=(2+f)(5—z’)=11+3i= 1.3,

5+i & 310 26 26 26

Par suite, 'ensemble solution de cette équation est: § = {— 4 — 1}
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43
3) Soitz = x + iy un nombre complexe avec (x;y) eR?.0n pose f (z) - i 2
z —_

Déterminons les nombres complexes z distincts de I pour que f (z) soit un réel.

f(z)= x+i(y+l) B (x+i(y+1))((x-1)wiy) o x? +y2 _x+y+z' x—y-1

0 - 4
ne (x=1)+iy (x=1)" +y* (,1:—1)2-§-y2 (x—l]2+y2
: X +y'—x+y P |
s’ td : Re z) )= et Im e e e
sensultdonc que (f( )) (x—l)2+y2 (f(Z)) (x—l)z +y2

x—-y—-1=0 @y:x—l ¢z=x+i(x-1)_
(x—1)1+y2;60 (x;7) = (1;0) x#1

Par suite, 'ensemble des nombres complexes z tel que f (z) € Rest: {x + (x - 1]1' /xeR- {1}} :
| Applications |

N2 ;
1. Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe suivant: Z = (1 T I)[? i IJ {1 3i)(2 : 1) +6 .

Onaalors: f(z)ER*:::»Im(f(z))z{)dzb{

asf 1-i
2. Résoudre dans Cles équations suivantes :

! K 143iz .z+2
(E) (—I+4z)z+(1—21)=1z+3 ; (E,) e

3. Résoudre dans C?les systémes suivants :
2iz+3z' =i 3z-2z'=-11
(Sl):'. ' ; (Sz): : s p ,
iz+z'=2 iz+(1+1)z' =3(4-1)
4. Soit z = x + iy un nombre complexe tel que (x; y) eR?.

Déterminer tous les nombres complexes z dans chacun des cas suivants :

cEem 5 gilem
1+z iz

&) LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
3.1. AFFIXE D'UN POINT - AFFIXE D'UN VECTEUR

a) izeR ; b) Z2+z+1eR ; c)

—i Définition 3 '
Le plan @ est muni d'un repére orthonormé direct (0 34 SE, ) : A
e Soitz = x +iyou (x;y) € IR* un nombre complexe. " pe—————— : M(z)
L'unique point M , de coordonnées (x; y) dans (O;é, e ) b E
est appelé I'image du complexe z et on écrit M (z) é.z‘ i E
e Soit M un point, de coordonnées(x;y) dans (O;é’I 6 ) ! 9] é-l' X »
Le nombre complexe z = x + iy est appelé I'affixe du point M . On le note Aff (M ) ouz,.
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® Le plan 2 étant muni d'un repére orthonormé direct(0;¢, 3¢, ) . A partir de Ia définition 3, on peut
identifier 'ensemble C au plan @ de la fagon suivante :
- A tout nombre complexe z = x + iy on associe le point M (x57).

- A tout point M (x; y) du plan < on associe le nombre complexe z = x + iy . Ainsi :
Le plan P est appelé alors le plan complexe et on a pour tous points M et N du plan% :
Aﬁf(M)=Aﬁ”(N)@M=N
* Tout point de I'axe des abscisses est I'image d'un nombre réel, c’est pour cela 'axe des abscisses
s'appelle I'axe réel. Donc: M(z)e(0:¢) < zeR.

e Tout point B (O, b)de I'axe des ordonnées est 'image d’un nombre imaginaire pur ( Aff' (B) = bi),

c’est pourquoi I'axe des ordonnées s'appelle I'axe imaginaire. Donc: M (z) € (0;6,) < z iR .

——{ Définition 4 '

Le plan & est muni d'un repére orthonormé direct(0;¢, ;2, ) .

Soit z = x + iy un nombre complexe out (x; y) € R?.
Le vecteur % = x.i + y.J est appelé V'image vectorielle du complexe z , et on écrit# ( z) .

De méme, le nombre z est appelé 'affixe du vecteuri , et on écrit Aff (fi) =z ou parfoisz, = z.

-

® Soit z un nombre complexe. Ona: z = Aff (M) < z = Aﬁ(aﬂ) .
* Soit ), 'ensemble des vecteurs du plan, On a pour tous vecteurs et v de Y, :

(7= = 47 (1) = 47 ()

3.2. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA SOMME, DE LA
DIFFERENCE ET DE LA MULTIPLICATION PAR UN REEL

{ Proposition 6 l

*SiV, et ¥,sont deux vecteurs du plan d'affixes respectives z, et z,, alors I'affixe du vecteur ¥, + ¥,

estz, +z,.En d'autres termes : Aff (¥, +¥, ) = Af (¥,) + 46 (¥, ).

® Si M, et M, sont les images respectives des affixes z, et z,,

alors 'image du nombre complexe z, + z, est le point S tel que :

OS = OM, + OM; (c’est-a-dire OM,SM, est un parallélogramme).

e

ray.com




LO9RAY

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

{ Proposition 7 ' : ———
Soit M, (z,) et M, (z, ) deux points du plan complexe. M, (z,)
Alors l'affixe du vecteur M, M, estz, —z,. 2 M, (z)
En d’autres termes : Aff (W;) = Aff (M,) - Aff (M,). 85 z >
- e eeee—

On considére les points 4 et B d’affixes respectives: z, =3+2i et z, =1+5i .
Déterminons l'affixe du point C pour lequel OABC est un parallélogramme :
Le quadrilatére OABC est un parallélogramme si, et seulement si : OC = 4B

D’aprés la proposition 7, I'affixe du vecteur AB estz, —z, =-2+3i.

Et puisque I'affixe du vecteur OC est celle du point C alors I'affixe du point Cest: z, =z, —2z, =—2+3i.

1. On considére les points 4, B et C d’affixes respectives: z, =-2+1i, z, =4-3i et z, =—5+2i
a) Placer dans le plan complexe les points 4, B et C.
b) Déterminer les affixes des vecteurs AB , BC et OA.
2.Soit A4, B, C et D des points du plan d’affixes respectivesa,b,cetd .
Montrer que: ABCD estun parallélogramme <> a+c=b+d
3. Soit 4, B et E des points du plan d’affixes respectives: a=3—4i etb=T—iete=1+i
Et soit M le point du plan défini par: —AM + BM + EM = 0
Déterminer l'affixe du point M . Quelle est la nature du quadrilatére ABME ?

i ProeositionB ' — —

e Siii est un vecteur d’affixe z et A un nombre réel,

alors 'affixe du vecteur A# est Az . En d'autres termes :
AfF (A1) = AAF (7)

¢ Si M (z)est un point du plan, alors 'image du nombre

complexe Az est le point P défini par : OP = 10OM.

A l'aide des propositions 6 et 8, on peut établir le résultat suivant :

Si ¥, etV, sont deux vecteurs du plan, alors pour tout (4, ; /'!2) eR*:
A A (7)+ AR (V)
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3.3. INTERPRETATION COMPLEXE DE LA LINEARITE,
DU PARALLELISME ET DU BARYCENTRE

1P roposition 9 Jre— e .

—

Soit 4, B et Cdes points deux a deux distincts d’affixes respectives z 2 Zp Rt Ze

. e . 3 2e—2
Les points 4, B et C sont alignés si, et seulement si ; C 1R,
Zp—2z,

Les points 4, B et C'sont alignés si, et seulement si : (31eR ); AC = AA4B

Puisque I'affixe du vecteur 4B estz, -z, et celui de AC estz, —z,, alors 'égalité AC = AAB est

5 N Z.—Z
équivalenteaz, —z, = 2.(23 “"Z,{), Cest-d-dire: =—4 cR.
Z,—Z
B 24

1) Soit 4, B et Cles points du plan complexe d'affixes respectives : z, =6—i et ze =1-1li et z, =7 +i.

— Zc—2y _ 14+2i . 1+2i ‘ =_l.
zg—~z, -5-10i -5(1+2i) 5
. Zo—2Zy . —_—
Puisque € R, alors les points 4, B et C sont alignés.
Z,—2,
. s " i z+5i
2) Déterminons I'ensemble des points M (z) du plan complexe tels que " R :
z—3i

On considére les deux points A(—Si] et B(3i). Onaalors:

z4 31 g~
-eR & 4
Lt Z—gy

€ R <> (les points 4, B et M sont alignés et M # B)

Par suite, I'ensemble des points demandé est la droite (AB) privée du point B .

{Progositjonloi —_— — — |
4

Soit4, B, C et D quatre points du plan d'affixes respectives z,,, z,,z.etz, tels que A # BetC # D.

z, -z
Les droites ( AB) et(CD) sont paralléles si, et seulement si: —2—¢< e R,
ZB s Zl{

e e et e — - —— S——

| Preuve |

Les droites (AB) et(CD) sont paralleles si, et seulementsi : (3k e ]R); CD = kAB, ce qui signifie que

Z,—Z i
2y =2, = k(zB -2y ), c'est-a-dire que—2—% =k € R, d’ol le résultat.
Zp —Zy
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‘ Proposition 11 r

Soit 4 et B deux points du plan d’affixes respectives z jetz;, et soit(a ) ) eR*tel quea + S # 0.

az, +
L’affixe du barycentre G du systéme pondéré {(A ;) 5(Bs B )} estle complexe: z; = o : ng
a

IM

oSi A(z,)etB(z,), alors laffixe du milieu/ du segment[ 4B]estle nombre complexe z, =

zZ,tzZy

En fait ceci n'est rien qu’un cas particulier du barycentre ou les poids sont égaux.

e On peut généraliser le résultat de la proposition 11 pour le barycentre de plus de deux points.
Plus précisément : siz est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et @, , &, ..., @, des réels tels que
a, +a, +...+a, #0,alors le barycentre G du systeme pondéré {(A, so )i A e Yis (4,5, )}

2, + 02, tont 2,

a pour affixe : Zg =
0 e S B

Soit A4, B et Cles points du plan d’affixes respectives: z, =3+3i et z, =5-2i et z, =7+10i

- Le milieu du segment| AB]est le point/ d'affixe : z, = 24 ;z” =4 +%z’.
s 2 _ZB =+ SZC 15 5
- Le barycentre H du systéme pondéré {(B;—I) ;(C;S)} apour affixe: z, = B a1 13i.
+
- Le centre de gravité du triangle ABC est le point G d'affixe: z; = LH:%W‘.Z_G. =5+ 1?1:' .

1.Soit 4, B et Cles points du plan d’affixes respectives: a=3+7i et b=4+5i et c=2+1i.
Déterminer I'affixe du point G barycentre du systéme pondéré {(A,2),(B,1),(C,1)} et I'affixe du
point H barycentre du systéme pondéré {(A;l);(B;Z) ;(C;l)}.

2. Soit x et y deux nombres réels. Soit les points 4, B, C et G du plan complexe d'affixes respectives :
z,=1+1y, 2z, =2i ,2, =x—ietz;=1-1i.
Déterminer les valeurs des réels x et y pour que le point G soit le barycentre des points pondérés
(4:2).(B:-1)et(C33).

3.Soit 4, B, C et D les points du plan d’affixes respectives: a=2+3i, b=—5+4i,c=7-2i et d =8i.

a) Déterminer 'affixe du vecteur : # = 24B-5CD.

b) Déterminer l'affixe du point G centre de gravité du triangle BCD.
c) Déterminer 'affixe du point /' barycentre des points pondéres (B ;—4), (G;3) et(D ;—5).




Ny AISSANCES FONDAMENTALES

B s/?_zsin(n) .

2, Soit( v, ) la suite numérique définie par: v, = -
n

Montrer que la suite (v,, )est convergente et calculer sa limite.

n n n
3. Soit(S, ) ., la suite numérique définie par: S = + FunsF ‘
(52D " n el a2 n* +~In
2 2
n n
——— RS & '
n’ + '\[I—l TRl

b) En déduire que la suite (S,ﬂr )na est convergente et déterminer sa limite,

a) Montrer que pour toutn € N* :

Soit (u, ) 2, UNE SUite numérique et/ un nombre réel. S'il existe une suite (v,,__)mo tendant vers 0

telle que pour toutz > n,, [u, ~ #| <v,,alors la suite (u, )"% converge et sa limite vaut /,

Onapourtoutn > i, : |u,,—€|£v,, < L-v,Zfu,<l+v,.

Puisque lim v, =0, alors lim (£~v, )= lim (¢£+v, ) = £. D’aprés le théoréme des gendarmes, on en

H—ptoo

déduit que la suite (u,I )ma converge et sa limite vaut /. D’ol le résultat,

1) Soit (u,, ) 1 18 suite numérique définie surN'par: u, =2+ sin:n
n
: |sinn| | . . . 1
Onapourtoutn e N : |u, —2| =" et [sinn| < 1. Par conséquent : (VneN) |u, -2|<—.
n n

.k . .
Puisque lim —- = 0, alors la suite (u,,) », estconvergente etde plus: limu, =2,
n—te g i H—p+00

-qY
2) Soit (vﬂ )la suite numérique définie surNpar: v, =3+ %
n

On a pour toutn € N” : Iv“+3|= -~ =ﬁ.?arconséquent: (VneN') |v” +3|S%.

Puisque lim d = (), alors la suite (v” )est convergente etde plus: lim v, =-3.
=4 g n—4w

ez nn 1 )
1. On considére la suite numérique (u, )  définie par: u, = e (-1) (\} n+1- n)

1 < 1

N’ +1+n 2n

a) Vérifier que pour tout n e N* :




LO9RAY

CONNAISSANCES FONDAMENTALES

b) Montrer que pour toutn € N* : |u, =

c) En déduire que la suite (un )”21 est convergente et déterminer sa limite.

(-1)" cosn

2. Soit (vn )m la suite numérique définie par: v, =-5+ e
n

. 1
a) Montrer que pour tout € N* : ]vn + 5| T
n

b) En déduire que la suite (vn )"21 est convergente et déterminer sa limite.

3.2. LIMITE D’UNE SUITE GEOMETRIQUE

i Proposition 7 ' — ———————

Soit g un nombre réel non nul.

e Si g > lalors limg" =+,

e Si —1< g <lalors limg" =0.
e Si g =1lalors limg" =1.

e Si g < —lalors la suite (q” )“N n'admet pas de limite.

e e e e e

H—y+o0

1*Ona: ]im[%] =0car:—1<§<l.Deméme: lim [—%J =0car—1<-—~i-<1.

2'Ona: lim [EJ =00 car % > 1. Par contre, la suite [(— %J ) n’a pas de limite quand 7 tend vers +o0°
nel

n—+m| 2

2" +5"
3R _5!!

3" Calculons la limite de la suite (, ) définie par : u, =

(3]

Onapourtout neN: u, =-——-———, Puisque || <1 et

N o1, dlorss i [3) = Tifii (3) -0
5 nate| § no| §

Par suite: lim u, =-1.
n—>+x
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2. Déterminer la limite de chacune des suites définies par :

f1=2Y |, T , _Tx(-0.8)"+9
T T " (-0,8)" +17
Ly pour toutn e N,

3. Soit(un )la suite numérique définie par : uy=letu, = ——
H

a) Montrer par récurrence que: (VneN) u, > 0.

IR Gf < %[un - 6| .

b) Montrer que pour toutn e N :

l h
¢) En utilisant un raisonnement par récurrence, montrer que : (Vn = N) ,uﬂ - 6| <5 [ 2] 2

d) En déduire que la suite (u” ) est convergente et déterminer sa limite,

€% SUITES DE LA FORME Ups1 = f(Th) ET Vi=f(0h)
4.1. LIMITE D'UNE SUITE DE LA FORME Va =71 (Ux)

Proposition 8
Si une suite (u,, ) est convergente vers £ et f est une fonction continue en £, alors la suite (

v, ] définie !
!

par v, = f(u,) est convergente et sa limite est f (£).

xn-i—l]

Soit(v, ) la suite numérique définie par: v_= tan
3n+2

ik .Onadoncv, = f(u,)avec f(x) = tanx.

On pose pour toutne N : , =

3n+2
1
zn+1 T n 7
Ona: limu, = lim = lim —Z- = = Puisque la fonction f est continue en—, alors :
R—yco na+e 3y 4D asiw 2 3
n

n—+o0

lim £ (u,)= f(%} - tan%= V3.

Enrésumé: lim vy, = NER

n—y+oo

Déterminer les limites des suites numériques définies par :
. ? -2 (=
gogpitonsl L Bl w,,:cos[mg j ; f[_]
" N3n'-n’ -7 16n° —3n+1 n’ +1 n+l

W. y.c:omI .
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4.2. LIMITE DE LA SUITE (» ) OU r e Q'

{ Proposition 9 '

Soit 7 un nombre rationnel non nul.

e Si > 0alors lim n" = +co,
n—=r+0

e Si ¥ <0alors lim»n" =0.
=400

2 2 20

: lim n” =+w ; Iimn3=0 : limn'7 =0
=0 L e H—>40

4.3. SUITE DE LA FORME Unt1=f(Us)

‘ Proposition 10 '

Soit £ une fonction continue sur un intervalle / telle que f (I ) st

Soit(, ),,,, une suite réelle définie paru, eletu,, =f (u,) pour tout entiern > 7.

Si(u, )mﬂ est convergente de limite £ et £ € I , alors £ est solution dans / de I'équation f (x) =x.

, 1+u
Soit(, ) 1a suite numérique définie par: u, =1 et u,, = 5 ~ pourtout #€N.

Etudions la convergence de la suite (#, ) :

1+x

On considére la fonction numérique f définie sur/ =[0;1] par: f(x)= =

» La fonction £ est continue et croissante sur ;donc: f(I)=[f (0);]'(1)] & [%_%;l:l.

Par conséquent : f (I ) =iy

= Montrons que pour toutn e N,0 <%, <1 :

Initialisation: Pourn =0, on au, =ldonc0 <z, <1.
Hérédité : Soitn € N, Supposons que0 < u, <1et montrons que0 <u,,, <1.

Ona 0<u, <1, c'est-a-dire u, el,donc f(u,) € f(I).Commeuy,,, =f(u")etf(I)cI,alors

u, el ,dod 0<u, <1

n+l

For mese: iigitr eLNQFaz}com



» Etudions la monotonie de la suite (u, ) :
Onapourtout neN :

U, —U, = ’1';“:» _u"=(1+2“" _uij 1 1 _ 1+u, —2u’ =_(2un+1)(1—~u")
+
U s, 2( 14+u ‘H‘nJ 2( ’1+2u,,r ‘H‘nJ

i n

2 2

(2u, +1)(1-u,)

2[ ’1+un “*'“n]
2

® Puisque la suite (un ) est décroissante minorée par 0, alors elle est convergente. Soit £ sa limite.

<0, etdoncu,,, —u, <0.Lasuite(u, ) est décroissante.

Puisque 0 <u, <1alors—

D'aprés la proposition 10, la limite £ vérifie: f(£)=fet 0</<1
Ona: f({)={L< 1—“2:{=£ <:>2€2—f~1=0<:>(.e=00ug=_%J

Comme 0 < ¢ <lalors{=0. Ainsi, la suite (u, ) converge vers 0.

X

Vx-1

1. Soit f la fonction numérique définie surJ = [4;+ oo[ par: f (x) =
a) Etudier les variations de la fonction £ .
b) Montrer que pour toutx € / : f(x)<x.
¢) On considére la suite numérique (u, ) définie par : u, =Set u,,, = f(u, ) pour toutn e N.
c1) Montrer par récurrence que: (VrneN) u, >4,
c2) Montrer que la suite(un ) est décroissante.

c3) En déduire que la suite (un ) est convergente et déterminer sa limite.

2. Soit f la fonction numérique définie sur [0; 2] par: f (x) =i’ +2x
a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [O 5 2] ‘

b) En déduire que: £ ([0;2])=[0;2].

¢) Soit(#, ) la suite numérique définie par : u, = %et U, = fu? +2u, pourtoutn eN.
c1) Montrer que: (VneN) 0<u, <2
c2) Montrer que pour tout x & [0;2] : £(x) > x.

c3) Montrer que la suite (u” ) est croissante.

¢4) En déduire que la suite (u,r ] est convergente et déterminer sa limite.
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1' A' LIMITE D'UNE SUITE - CRITERES DE CONVERGENCE l———w

1) Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite(, ) :

& 3/
a) “n:—“"““3?§ 7 by u =2m+3-A4P—n ; O u"=sm[7m+1 ; ) u, =tan| ——
4n’ +2 4n+3 n+1l

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (u”) :

L B=1) of BiA 145 2" +5"
V=g LU [J— 1] ik uﬂ_[ 5] ’d)unh[”ﬁ} O

3) Soit (%, )la suite numérique définie par : =5n+3sinn—1

Montrer que pour toutr € N : #, > 5n—4 et en déduire lim u,

4) Soit (u, )la suite numérique définiepar:  u, = ~t[n +3cos’ n+2(-1)".

Montrer que pour toutne N : », < —4+/n +5 eten déduire lim u,

n—p-ho

1 1 1
u = + £ ...
Y el AT n+n

5) Soit (u, ), ., la suite numérique définie par :

a) Montrer que pour toutn € N* :

b) En déduire que la suite (un ) est convergente et déterminer sa limite.
6) Soit & un nombre réel et (u, ) une suite numérique vérifiant :

(Vn S N)

i -—a‘ < k!u” —a| avec k € ]0;1[
a) Montrer par récurrence que : (Vn e N) |u" ~ a:| <k qu = al \

b) En déduire que la suite («, ) est convergente et déterminer sa limite.

1) Détermination de la limite de la suite (un) H

a)Ona:

[ 3+ ] _,3+l 1 ’
limu”:h'm——wwi= lim B -0 car: 11m[—~3+—)=—3 et lim(4n+—2J=+oo
n—sea nte 2 R+ 2 n—r+oo n Ay n

n {4”4““2—) 4n+_“2'“
n n
b)Ona:

4n” — n—-n) n

limu = lim|20+3-V4n'<n|= lim =lim[3 ——--——]
Formbre“\(/fsn gz‘éomh/&m ] G P




Donc: limu, = lim| 3+

13
=340 =20 _”_Hw “—1'1_ =3+‘i"’= 4 car: llm'l'=0.
;{2+ 4—1] 2+,{4-— B
n n

+1 n[ﬂ"!'—] ;z-.}.l 1
¢)Ona 1_i3‘n4 3=hm 3 =Ilm—--§’—:%car lim —=0.
L n(4+—~} 4+— "
n n
§ 3 - . b/ . . T v2
Puisque la fonction sin est continue enz,alors: lim u, = smz= =
3
d)Ona: lim %_z=lim Un =1im—1-——=0car lim-l—=0et Iim%‘/n_z=+uo.
nato 4] nortw n—y+a0 3 1 n—+wo g =40
nll+— n|l+—
n n

Puisque la fonction tan est continue en 0, alors: lim », =tan0= 0.

=4

° En termes de notation, comme la limite d'une suite s’étudiera toujours lorsque # — +o0,
on peut écrire indifféremment lim », ou limu, .

Rt

® Les regles sur les limites de suites ne s’appliquent pas toujours. On peut se trouver en
présence de ce qu'on appelle des « formes indéterminées ».

Avant de tenter de calculer une limite, il faut analyser la situation et se ramener 2 des situations ou les

régles sur les opérations s'appliquent.

2) Détermination de la limite de la suite (#, ) :

a)Ona: limuwu, = lim — =lim(iJ =0 car: —1<%<1.

R+ a—bm?’«n e 9
b)Ona: ﬁmunzlim \/-2__1 =10 car: _1‘(\[5_1([.
R—p+a =t \/E“l"l -\/E+1

c) Ona: limunzlim[m%) =0 car: -l<—%<1.

n—r+m R+

d)ona: limu": ]_im ]+-\/§ =+ car: 1+\/§>1.
-3+ n—>4w 1+‘J§ 1+-\/§

6], 66

e)Ona: limu, = lim = hm ~————-=0 car:

H=p+o0 n—ston 3 n n—+w 3 "
A [ =1 +1
¥ (( ] +1J (,J
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2Y 5Y 3Y 23 .5
lim| 2| =lim|=| =lim|=| =0 (lesréels—,= et—appartiennent a I'intervalle |-1;1
rr—-)lzloo['?] nlm( ] nam(?} ( e 7 PP ] [)
3) Soit (uﬂ ) la suite numérique définie par: u, =5n+3sinn-1
OnapourtoutneN : sinn>~1 ;donc: 3sinn—1=—4.Doli: (VneN) u, 25n-4.

Comme lim (51— 4) = +o0, alors d’aprés les critéres de convergence: lim u, =+
n—rton

4) Soit (u, ) la suite numérique définie par:  u, = —4fn +3c0s* n+2(-1)
OnapourtoutneN : cos? n<1 et (1) <1;donc: 3cos® n+2(-1)" <5.
D'olt: (VneN) u, <—4In+5.

Comme lim (—4\/—1; + 5) = —o0, alors d'aprés les critéres de convergence: lim u, =—«.

H=+5 Byt

e Pour montrer qu'une suite (un) converge et trouver sa limite, on essaie d’exprimer

le terme généralu, de fagon a pouvoir appliquer les théorémes généraux comme :

® Les théorémes d’encadrement ou des limites comparées :

- vﬂ 5 u" gw” l., £ lun p E‘ S v” .
limv, = limw, =¢ :p.*"-l'gl*u”“ : limv, =0 ﬁ}iqlmu,=€
et A= 0
® Les opérations sur les limites :
{limu,,=€ lim (u, +v,) =L+’ {h‘mu,,=£¢0 e
i Heyrion N . n—+20 nto g £
. S e ] ; 08 A\ pot 1 — 7t
.,}._IEPWV,, . _m(uﬂvﬂ) — i }g&v’, 20 lim ‘J;’:': \/?
H—r40
u,=f(n)

lim f(x)=¢ = 0

-Si}_iinmuh = { et f est continue en £, alors : Eﬁf(un}zf(g).

= Utilisation des limites des fonctions numeériques : {

sSig e |-1;1[ alorsla sujte(q” )est convergente et de limite nulle : lim g" =0.

o On retiendra que lorsque I'on « passe » aux limites dans des inégalités, on perd les inégalités strictes.

o Il ne faut pas « passer » a la limite dans des inégalités avant de prouver que toutes les suites
concernées convergent.

o Pour encadrer une somme, il suffit parfois d’encadrer chacun des termes de la somme,

s

1

1
$inih
+V2 7 n+n

a) Pourtout £ € {1;2;3;...;n},0na: 1<k </n.1l en résulte donc: n+l<n+vk <n+n

r ’ s 1
5) Soit (u, ) ., la suite numérique définie par: u, = +
RS

1 1
etalors: < < . En particulier :
n+~ln Rt NS



< <
n+Jr_1 n+\/f n+l
1 1

1
< <
n+n n+2

1 1 1
< <
n+n  n+n n+l

En additionnant les membres de ces inégalités, terme a terme, et aprés simplification on obtient :

n n
fu, =<
n+\/; n+l
Jn n

<u £ —

Jn+1 n+l1

Par suite : (Vn € N')

Jn n

b) D’apres la question précédente, on a pour toutn € N* : Su, £—,
Jn+1 n+l
. ) n ] 1 o o
Ona: lim = lim =let lim——=Ilim——=1car: lim—=0 et lim—=0
n—-»-mJ—_!_l ﬂ'--)+oo1+ 1 n=+0 17 + ] n—}+oo1 l nam\/—‘ n=>+0 g

Jn n

D’aprés les critéres de convergence, la suite(u, ) _ est convergente etona: Timu, =1.
6) Soitc un nombre réel et (u, ) une suite numérique vérifiant :
(VneN) |u,, —a|<klu,-a| avecke]0;]
a) Montrons par récurrence que: (VneN) |u, —a|<k"|u,—a].
Initialisation : Pourn =0, onabien: u, — | <k°[u, —cf (k° =1)
Hérédité : Soitn € N. Supposons que [u, —a| < k" |u, — @| et montrons que: |u,,, — | < k™' |u, - al.

Ona:|u, —a| <k"|u,—al ;donc: klu, —a|<k™'|u,-af .

Puisque |u,,, —a| < klu, ], alors: |u,,, — | < klu, —a|< k™ |u, ~ o .

On conclut donc que : |u

Conclusion : __(Vn =S N)

b) OnapourtoutneN : |u, —4s’c'|s,k"f1u,J ~af.

n+l

—a| <k™u, ~a.

u, —a| S k" u, - a

Puisque k € |0;1[, alors : Ilm k" =0 et lim k" |u, —a| =0

H=r+0

D’apres les critéres de convergence, la suite ( u )est convergente et de plus: 111}{1m U, =«.
n—y

ray.com
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1) Montrer que la fonction £ est strictement croissante sur I'intervalle I puis en déduire que f (I ) (e 8

Soit £ la fonction numérique définie sur Vintervalle / =[2;3]par: f(x)=

2) On considére la suite numérique (u, ) définie par: u, = % etu,, = f(u, ] pour toutn € N.

a) Montrer par récurrence que: (VneN) 2<u, <3 .
b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

c) En déduire que la suite (u, ) est convergente et calculer sa limite.

1) La fonction f est dérivable sur I'intervalle / et on a pour toutx €/ :

O ) e O T R

2x 4x* 2zt
On a pour tout x € ]2;3] : x* >4 ; ce qui entraine que f"(x) > 0.
Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle / .

Puisque la fonction f est continue et strictement croissante sur/ , alors :
13
f(I)= f([2;3]) = I:f(Z);f(B)] = [2;%—}. Par suite: f (1)< 1.

2) On considére la suite numérique (u, ) définie par: u, = —g et ,,, = f(u,)pourtoutn e N.

a) Montrons par récurrence que: (VreN) 2<u, <3 .

tlérédité - Soitn € N. Supposons que: 2 <u, <3etmontronsque: 2<u, , <3.
Ona: 2<u, <3,donc: u, €I etalors f'(u,)e f(I).
D’aprés la question précédente, ona: f (I ) < I .11 s’ensuit donc que [ (uﬂ) el ,cest-a-direu, el.
Parsuite: 2<u,,, <3
Conclusion: (VneN) 2<u, <3
b) Monotonie de la suite (x, ) :

u§+4_u _ - 4=Du _4-u? (2-u,)(2+u,)

OnapourtoutneN: u , —u, =

2u = 2u 2u 2u

H n n n
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Puisque 2 <u_, <3 pourtoutn € N, alors: 2~u,<0et2+u, >0et2u >0.
(2-u,)(2+u,)
2

Uy,

11 en résulte donc

< Opourtoutrn € N, c'est-a-dire que: (VneN) u,,, —u, <0.

Ainsi, la suite (u, ) est strictement décroissante.

c¢) Puisque la suite (uﬂ ) est décroissante minorée par 2, alors elle est convergente.

Calculons maintenant sa limite :
On a les conditions suivantes ;

PourtoutneN: u,, =f(u,) etu, el ;
® La fonction f est continue sur I'intervalle I avec f (I ) odl
= La suite (un ) est convergente.
[l s’ensuit donc que la limite de la suite (u, ) est solution de I'équation f (x) = x.

x* +4

Ona: fix)=aes =45 x2+4=23cz<:»x2:4¢:>(x=20ux=—2).

Comme2<u, <3,alors: 2< limu, <3.Parsuite: limu, =2.
R0 LR

e Pour montrer qu’une suite (u,_, ]diverge. on essaye d'exprimer le terme généralu, de

fagon a pouvoir appliquer les théorémes généraux comme :
® Les theéorémes d’encadrement ou des limites comparées:

v, Su, i u, £V, i

: = lmuy =+ : : = limuy =~
lim v, =+ nesico ! lim v, =0 aien "

i nrim

® Les opérations sur les limites : (A titre d’exemple)

, ; : lim (, +v,) =+
lim u, =0 lim (u, +v,) = %0 lim u, =+ n>sse
Sy ¥ ; i = < lim ( u,v, ) = 400
Iimvy, =£#0 lim (u,v, ) =+ lim v, =+ n-p40
st ] n-pter
lim ju, =+
H=r+T
: , u, = f(n) ;
= Utilisation des limites des fonctions numériques : ¢ = lim 4, = %0
Iim f (x) = oo s o
X=#+C0

o Lorsque I'on sait qu'une suite ('zzn) est croissante (respectivement décroissante) pour démontrer

qu'elle est convergente, il suffit de montrer qu'elle est majorée (respectivement minorée).
e Pour déterminer la limite des suites récurrentesu,,, = f (u,‘ ), on se base sur la propriété suivante :

Soit f une fonction continue sur un intervalle / tel que f° (I ) cletuy,el.

Sila suite (u, ) converge, alors sa limite £ est solution de 'équation f (x) = x.

un tel réel £ est appelé point fixe de la fonction £

ray.com
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3u, +2
Soit(#, ) la suite numérique définie par: u, =2 et u,, = 2"— pour tout 7€ N.
U

n

On étudiera la suite numérique (#, ) par trois méthodes différentes.
1%+ méthode :
1) Montrer que: (VneN) u, 21,

2(1-u,)(1+u,)

2) Montrer que: (VneN) u,, —u, = = %
u, +

puis préciser la monotonie de la suite (, ).

3) En déduire que la suite(, ) est convergente,
4) a) Montrer que pourtoutne N : 0<yu,  ~1< -;-(m,,l -1).

un—1|5(l] .
5

b) Montrer par récurrence que : (Vn € N)

c) En déduire la limite de la suite (u,, ]
2éve méthode :
u —1

Pour toutn € N, on pose: v, =—
4, +l

1) Montrer que la suite(v" ) est géométrique de raisong = %

2) Exprimerv, et u, en fonction de n.

3) Déterminer la limite de la suite(z, ).
3#me méthode ;

Soit 1 la fonction numérique définie sur lintervalle / =[1; 2] pat: (3] = zx +§ :
X+

1) a) Etudier les variations de la fonction f sur ] et en déduire que : f (I ) =l

b) Montrer que pour tout x &/ : f(x)<x.
2) ) Montrer par récurrence que: (VaneN) 1<u, <2.
b) Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

c) En déduire que la suite (u,, ) est convergente puis déterminer sa limite.

3u, +2
Soit(un ) la suite numérique définiepar: u, =2 et u,, =— pour tout n € N.

2u +3

n

1% méthode :
1) Montrons par récurrence que : (Vn = N) %, =l




Initialisation : Pourn=0,0na: u, =2.Donc: ;=1

Heérédité : Soitn € N. Supposons que : #, > 1 et montrons que: #_, >1.

ntl =
3u, +2_1_ u,+2-2u,~-3  u,~1
2u, +3 2u,+3 2, +3

Ona: 4, —1=

u, =1
Par hypothése,ona:u, 21 ,donc: u, —120 et 2u, +3 >0, etalors: 2" 3 20.Parsuite: u,,, 21
u, +

Conclusion : (Vn € N) u >

o 2(1-u?
2)OnapourtoutneN: u, —u, = b2 un=3“»+2 2u, —3u, _ ( n)
2u,+3 2u, +3 2u,+3
2(1-u )(1+
Par suite : (VneN) U, —u, = ( 4 ( un)
2u, +3

Monotonie de la suite (u, ) :
OnapourtoutneN :u, >1;donc: 1-u, <0 et 1+u, >0 et 2u, +3>0.

2(1-u,)(1+u,)

2u, +3

Il s’ensuit donc que : =0, c'est-a-dire: u,,, —u, <0.

Ainsi, la suite (un ) est décroissante.

3) Puisque la suite(u" ) est décroissante minorée parl, alors elle est convergente.
4) a) Montrons que pour toutr e N : 0<u,  —1< é(un ~1).

D’apres la question 1), on a pour toutn € N : #, > 1. 11 s’ensuit donc que : u,,, =1 pourtoutne N,
Par conséquent: (VneN) 0<u,, ~1.

D’autre part, on a pour toutn € N :

505 D~ —1)= 30, )2

Par conséquent, on a pour toutne N :

Ly (1) 2=

(Zu +3)

SO (R e A

5 2u,+3 5(2u, +3)

2 . 2(“,, = 1)2 N
On sait que : (un - 1) 20 et 2u, +3 >0 ; il s’ensuit donc que : —"—"—> 0, cest-a-dire :

5(2u, +3)

u,, -1 s%(u” —1) pour tout neN.

1
Par suite, pourtoutn e N : 0<u, 1< g-(un ~1).

rmore Vvisit: L9ray.com



TECHNIQUES ET ASTUCES

1 "
b) Montrer par récurrence que : |u” - 1| < [;J :
1\
Initialisation : Pourn =0, on a bien : |u0 - 1| < [g) (a=<sn

n+l
U, — 1| < (-;—] i

Hérédité : Soitn € N. Supposons que u, *1 ( ] et montrons que :

]. " n+l
un—lls[EJ ;donc: ( ]

Puisque 0<u,, —1< %(un ~1),alors: |u,, 1|

1|5 2, 1< (1]

Conclusion: (VrneN) |u,, - 1‘ < [%]

Ona:

(2)

De (1) et (2),0n en déduite que :

¢) On a pour tout

< [%J : Puisque% e |-1;1[ ,alors: lim [lj =

n—tw| 5
D’apreés les critéres de convergence, on en déduite que : lim u, =1.
=+
2&me méthode :

Pour toutn € N,onpose: v, =

#, 1

u, +1

1
1) Montrons que la suite (vn ) est géométrique de raisong = 3 :

Ona pour toutn e N :
3u, +2

" 5 = 2:1“-&-3 W +2-2a.-3 w-1 I
" M+1 3,2 T3, +2+2u,+3 5(u, +1) i
v

1
Ainsi, la suite (vn ) est géométrique de raisong = ”§

2) Expression dev, et u, en fonction den.
uy—1
# +1

|-

: : . 1
Puisque la suite (vn ) est géométrique, alors pourtoutn e N : v, =y, q¢" avec g = S et v, =

Par conséquent: (VneN) v, = —:1): x (%) ;

De I'égalité v, = ot tire: v, (4, +1)=u, —1,ce quidonne: , (v, -1)=-1-v,.




14 1+ EX(S)
Il en résulte donc: u, = Vn =

1-v, 1 (1]” '
1—=x| =
3 \5

3) Détermination de la limite de la suite (u, ) :

3+ [1} 1y
Onapourtout: u, = Pulsque -1 1[ alors: lim [u] =0.
at!

il §

Par conséquent: lim u, 2-—0 =]
LE 2] 3 _0
3tme méthode :
Soit f'la fonction numérique définie sur I'intervalle I = [1;2] par: f (x] = .:';x :i .
X
1) a) Variations de la fonction f sur/ :
La fonction f étant dérivable sur / et on a pour toutx € I : f'(x) = [3x L] 2) -3 =
2x+3)  (2x+3)

Puisque f*(x) > 0 pour toutx € /, alors la fonction f est strictement croissante sur/ .

Comme la fonction f est continue et strictement croissante sur 7 , alors :

7= (@2 =[] - 1:2]
Parsuite: f(I)c 1.
b) Montrons que pour tout x €/ : f (x) X
2x+3  2x+3 2x+3  2x+43

2(x—1)(x+1
Commel<x<2,alors: x—120et x+1>0et 2x+3>0.Dou: —-—%20
x

2(x* -1 -
Onapourtouter:x—f(x)z 3x+2 2x +3x-3x-— 2 (x ) (x 1)(x+1).

Par suite, pourtout x e/ : f(x)<x.
2) a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) Ita, 22,
Initialisation : Pourn=0,0na: u, =2.Donc: 1<y, <2.
Hérédité : Soitn € N. Supposons que: 1 <%, <3etmontronsque: 1<u,, <2.
Ona:1<u, <2,donc: u, €[ etalors f (u,) € f(I).
D'aprés la question précédente, on a: f (/) < /.1l s'ensuit donc que f (u, ) € I, c'est-a-direu,,, € I
Parsuite: 1<u, , <2

Conclusion: (VneN) 1<u, <2.

ray.com



LO9RAY

b) Montrer que la suite (u,, ) est décroissante :
D'aprés la question 1) b), on a pour toutx € / : f'(x) < x.
Par ailleurs, on a pour tout# € N : u, € I'. 1l en résulte donc que : f (u,) Su,, C'est-a-dire: u,,, <u,.
Ainsi, la suite (un ) est décroissante.

c) Puisque la suite (un ) est décroissante minorée parl, alors elle est convergente.

Déterminons maintenant sa limite :
On a les conditions suivantes :

"PourtoutneN: u,,, = f(u") etu, €l ;
= La fonction f est continue sur l'intervalle I avec f (I ) =d
® La suite (un ) est convergente.

Il s’ensuit donc que la limite de la suite (un ) est solution de 'équation f (x) =X.

Ix+l
Ona: f(x)=x & =xe ¥ -1=0& (x=1loux=-1
f( ) 2x+3 ( )
Commel<u, <2,alors: 1< lim u, <2.Parsuite: limu, =1.

R—p+00 L ]

e Pour comparer deux éléments d’un intervalle / , on peut comparer leurs images par une
fonction £ strictement monotone sur/ . Plus précisément : soient(x;y) € I°.
= Si f est strictement croissante sur / avec f(x) < f(y)alorsx < y.

* Si f est strictement décroissante sur/ avec f () < f(y)alorsx > y.
S ——e




maINKERCICES ET PROBLEMES

LIMITE D’UNE SUITE NUMERIQUE

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite

de la suite (u, ) définie par :

~3n* +4n+7 ; 2) u,=n’-5Jn

1) u, =21
— 2—-

3)“,,-—-1 2n A uﬁzﬁn 3n+4
3n-5 n—=17
3n+4 n +5n

Dy =—- ; 6 =

) 4y n—-n+3 ), 3n® +1
-1’ +4n? 1-n

A i
i 3n* —5n+9 . 1+\/_

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite

de la suite (u, ) définie par :
Du,=In+1-vn ; 2)u =\Br? +4-Jn? +5
m/n+ -1 Jrn+l—-+n-1
; Hu, =

+1 Jn+1
=\/3 81" —n® +1

3n-2
_\/n2+n~\/n2+1
Jn? +1

Du,=

n+l

LA o e
N2r* +3n+2 )

Ny, =——== ; B) u, =
2n—~4n* +1

Calculer Ies [imites suivantes :

lim[ n+n-3n+— ]; lun(\l4n +n- 2n+1)
n

H=3+00
1im(n=-n-%/E+1) ; 1im(J3n+1-%/n-1)
H—y+c0 =>4

3 8

2 ! 5 7

i = — .. P +n
llm[n3—n3j ; T ooty
H=p400 Wby 2

n +n°

Dans chacun des cas suivants, déterminer l1a limite

de la suite (u,, ) définie par:

g o ons(g

n-1 1 2n+3ﬂ
Hu = ;) u,=—-2 ; 6) u,=
) u, 5 ) U, 7 ) U, 5
3 3" -5 5" —4"
U=— ; Qu,=—— ; Nu, =
7 2 ) 3" +8 ‘) 3" -2"
10) u,z(—l +(-?i) 1) 5 =(£ #* E]
2 2 3 9
: ¢-(2f
12) u, =(1-42) ; 18) u, =———2L
(1) 5 =
P i 7x(-0,8)" +9
14) “n=‘znx—+3,, ; 15) u, =_(_H.)_
F+p +2 (-0,8)" +17

UTILISATION DES CRITERES DE CONVERGENCE

Soit (u ) et ( v, ),,21 les suites numériques définies

. (1) cos(3n)
N'par: u, =142 gt y =l
surNpar: u, —— et v, ¥e

1) a) Montrer que : (Vn € N') .. <u, —15-!—.
n n

b) En déduire que la suite (un )m est convergente
et déterminer sa limite.

2) a) Montrer que : (‘v’n € N*) |v,,| < %

b) En déduire que la suite (v,, )”Zl est convergente

et déterminer sa limite.
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EXERCICES ET PROBLEMES

On considére la suite (%, ) _ définie par :

1) Soit(u, ) la suite numérique définie par :

U”=H—Sin\/?—l+2 uﬂ: n o zn N 2”
e n+1 n’+2 n+n
: 2.

a) Montrerque: (VreN) u, 2n 1) Calculery, etu,

b) En déduire la limite de la suite(x, ). "
N n n

2) Soit(v, ) la suite numérique définie par: 2) a)Montrer que: (VneN ) ] Sy
v, =27+ cos (nz ) g b) En déduire limu, .

a) Montrerque: (VneN) v, <-2n.

b) En déduire la limite de la suite(v, ). On considére la suite (u, ), ., définie par:
: : 1 1 1
3) Soit(w, ) la suite numérique définie par : B S e 2
. 2 BT n
_ n+sinn
" an+cosn 1) Justifier que pour tousketndeN" :

—1 gw<"+1 k<n :>_._.<__l_.

R
2n+1" "7 2n-1 Jn Nk

b) En déduire la limite de la suite (w, ). 2) Montrer que : (Vn e N’) Jn<u .

a) Montrer que : (Vn € N')

3) En déduire limu, .

Jn

“, =3+ i ( 1)» On considére la suite numérique (un) définie par:

1 1
u, =0 et =—u —n—— pourtoutn e N,
1) Etablir que pour tout 72> 2 : ——{1 <u,-3< —\Fl 0 W M =gt R
n
1) Montrer par récurrence que :

(vneN) u,<3-2n

2) En déduire limu, .

2) Déterminer la limite de la suite(, ).

Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (u, )

définie par son terme général :

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

1)u,,=—2n+si11(%{:—] i 2) un=J;_:—coszn

1 2u, +1
Uy=— etu,, = pourtout ne N .
3 u _n’ +sinn . 8y _2n+(- 1)"vn 2 u, +1
’ n* ' n+2 1) Montrer par récurrence que pour toutn € N* :
wos (”‘) Y . 1<u <2
5 u,=2- i 8 u, =7 sin(n) =y~
n
2) Montrer que la suite (%, ) est croissante.
1 3n+E(n) ) % ()

ne~ n(3 —sin n) P W oR= n+s 3) En déduire que la suite (un) est convergente.




Soit(u, ) la suite numérique définie par :

5
U, e et u,, =Zu" +E pourtout ne N .

1) a) Montrerque: (VneN) u, <2,
b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

La suite (uﬂ ) est —elle convergente ? Justifier.

2) Pour toutne N,onpose: v, =u, —2.

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

b) En déduire que : (Vn 1= N) o, = 2_%(%]

puis déterminer la limite de la suite (, ).
3) Pour toutn € N*, on pose : S, =u, +u, +...+u, ,.
a) Montrer que : (Vn = N") S, =2n -l+(%) .

b) En déduire la limite lim S, .

A=+

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

3u, +2

Uy =1 et u, =

pour tout ne N .
d,+2

1) Calculer u, et u,.

2) Montrer que pourtoutn e N : 1<u, <2,

2) Etudier la monotonie de la suite (u, ) puis en
déduire qu’elle est convergente.

u, +1

u, -2

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont

3) Pourtoutn € N, onpose: v, =

on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, etu, en fonction den.
c) Déterminer la limite de la suite (u, ).
4) Pour toutn € N, on pose: S, = v, +v, +...+v,.

Exprimer S, en fonction de  puis calculer lim S, .

H—>+40

XERCICES ET PROBLEMES

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

Su
U =1 et u,, =—2"
3u,+5

1) a) Montrer que: (VrneN) u, >0.

pourtout ne N .

b) Montrer que la suite (un ) est décroissante.
¢) Que peut-on conclure ?

5
2) Pour toutn € N, on pose : v, =—.
u

n

a) Montrer que la suite (v, ) est arithmétique dont

on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, etu, en fonction de .

c) Déterminer la limite de la suite (#, ).

On considére la suite numérique (1, ) définie par :
uy =1 et u,, =u +u, pourtout neN .
1) Montrer par récurrence que: (VzeN) u, >0,
2) Montrer que (, ) est strictement décroissante.
3) a) Montrer par récurrence que : (Vn S N) .
b) En déduire la limite de la suite (x, ).

s

On considére la suite numérique (u, ) définie par :

u,=3 et u,, =.u,+12 pourtout neN.
1) Montrer que : (VHEN) O0<u,<4.

2) a) Montrer que pour toutz € N :

. (u,—4)(u, +3)
S \/uﬂ +12 +u,

Puis déterminer la monotonie de la suite (u, ).

b) En déduire que la suite (#, ) est convergente.

3) a) Montrer que : (Vn S N)

iy — 4 Si«|u” —4)

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1 n
b) En déduire que: (Vne N) Iun o 4| < [Z] ‘
¢) Calculer la limite lim u, .

l SUITES DE TYPE Va=f (Us)

Dans chaque cas, déterminer la limite de la suite (x, )

définie par son terme général :

1) u, =\’3n_4 ;5 Du,=n sin[l)
2n+1 n

3) unzsin(£+—1-J ; 4) un=cos{nﬂ_3]
3 =B

2n+1

5) u, =4" [l~cos[~~;~]ﬂ} ; 6) u, =3"-2"

6n [mz+7 —2n+1
tan s 8) un=3
2n—15 on—1 n+l

u,=

SUITES DE TYPE User=f (Us)
= m—— —

Soit £ la fonction numérique définie sur ] = [0;2]

f(x)=m

1) Montrer que f est continue et strictement

par:

croissante sur l'intervalle / .
2) Déterminerf(f) .

3) Soit(uﬂ ) la suite numérique définie par :
U, =% et u,, = f(u,) pourtout neN.
a) Montrerque: (VneN) 0<u, <2,
b) Montrer que la suite (u, ) est croissante.
c) En déduire que (uﬂ ) est convergente.

d) Calculer la limite de la suite (un )

Soit f la fonction définie sur / = [O ,%] par:

f(x)=x*+ %x
1) Déterminer f (/).

2) Soit(u, ) 1a suite numérique définie par:

u, =—]5~ et u, = f(u,) pourtout neN.

a) Montrer que : (Vn € N) 0<u, <

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).
c) En déduire que (u,, ) est convergente.

d) Calculer la limite de la suite(u, ).

Soit g la fonction définie sur I = ]1 ;+oo[ par:

x> -3x+6

x—1

g(x)=
1) Montrer que pour toutx €/ : g(x)>3
2) On considére la suite numérique (u, ) définie par:
uy=5etu,, =g(u,) pourtout neN
a) Montrer que : (Vn = N‘) u, 23
b) Montrer que la suite (un ) est monotone.

c) En déduire que la suite (#, ) est convergente

puis calculer sa limite.

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

U, =% et u,,, =u, +1—4/1+u pourtout neN.
1) Montrer que : (Vn = N) O<u, <1.
2) a) Montrer que la suite (m,1 ) est décroissante.

b) En déduire que la suite (, ) est convergente.

3) Calculer la limite de la suite(x, ).




Soit(u, ) la suite numérique définie par :

7
Uy =20 et u,, =k, +2 pour tout 7€ N.

1) Montrer que: (VneN) u, >16

2) a) Montrer que: (VneN) h~=%+£.
u u

n n

u
b) En déduire que pour toutne N : L <
u

"

puis déterminer la monotonie de la suite (%, ).
c) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
3) Pour toutne N, onpose: v, =u, —16.
a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont

on déterminera la raison et le premier terme.

b) En déduire que : (Vn € N) u, =4 [%] +16
c) Calculer la limite de la suite (u,.l )

4) Pour toutn € N, on pose :
S, =v+v,+..+v, et T =u +u, +...+u,
a) Exprimer S, etT en fonction den.

b) Calculer les limites: lim S, et lim 7.

b & H—iwo

On considére la suite (un )nzz définie par:

U, = £+(—1)H (ﬁu n)

2
1) Vérifier que pour toutn € N* : T < n
m +n 2n
2) En déduire que : (Vn € N*) u, —% < %

Soit (uﬁt ) la suite numérique définie par:

"

uy=1etu, = > pour tout e N.

(k)

H

Pourtoutn € N, on pose: v, =T.
uﬂ

1) Montrer que: (VrneN) u, >0,

2) a) Vérifier que: (VneN) o &l.

(I+ un]z

b) En déduire que la suite (u, ) est décroissante
puis qu'elle est convergente.
3) a) Montrer que la suite (v, ) est arithmétique.
1
(n+ 1)g .

Quelle est la limite de la suite (u, ) ?

b) Montrer que : (Vn I N) u, =

Soit(u, ) la suite numérique définie par :

Uy =—— et u,, W . pour tout 7€ N,
3 3(1-2u,)

1) Calculeru, et u,.
2) Montrer que: (VrneN) u, <0.

1
3) a) Montrer que: (VneN) ffi’ﬂ»s?
U

H
b) En déduire que la suite (u, ) est croissante puis
qu'elle est convergente.

4) a) Montrerque: (VneN) |u,,|< ~:1;-|u,,| ;

1 n+l
SH .
3

b) En déduire que: (VneN)

uﬂ

c) Déterminer lim u, .

A=rdon




Soit (u, ) 1a suite numérique définie par :

2
’u

Uy =2 et u, , =,-+2 pourtout neN.
3

1) Montrer que pour toutn e N : u, > B
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

3) En déduire que la suite (, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit (uu ) la suite numérique définie par :

8(u, —1
@, =3 et uM:L”——)- pour tout n€ N.
u,+2

1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4

2) Etudier la monotonie de la suite (u, ) puis en

déduire qu’elle est convergente.
3) a) Montrer que : (Vn < N) 4-u, < %(4—14")
rd » 4 3
b) En déduire que: (VneN) 4-u, < .

Puis déterminer lim u,,.
A=yt

u, —4
4)OnposepourtoutneN: v ="
u, —2

a) Etablir que la suite (vﬂ ) est géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

b) Exprimer v, puisu, en fonction den.
c) Retrouver la valeur de la limite de (u,, ) i

5) On pose pour toutn € N': §, =v, +v, +...+v,,

Exprimer S en fonction de# puis conclure lim S, .

R=rt

Soit (un ) la suite numérique définie par:

u, +8y2+u,

5 pour tout ne N,

u, =7 et u,, =

1) Calculeru, et u,.
2) Montrer par récurrence que : (Vn eN) u, >2.
3) Montrer que (u, ) est strictement décroissante.

4)OnposepourtoutneN: v =.24u, -2

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique de
raisong = L
q 3

b) Exprimerv, puisu, en fonction de .

¢) Déterminer la limite de la suite (, ).

2 1+u
Uy =3= et u, =3 pour tout # € N.
7 8
1) a) Montrerque: (VneN) u, > {/%

b) En déduire que: (VneN) Ewn g
u

n

2) Montrer que la suite (#, ) est convergente.
ga 1

3) On pose pour toutn € N : v, 2 u, 3
a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.

b) Exprimeru, en fonction de # puis donner limu, .

Soit (u,,) la suite numérique définie par:

2u’ +u, —2
— ey # #
=3 et u,=———

n

pour tout n € N.
u

1) Calculeru, et u,.

2) Montrer que la suite (#, ) est minorée par 2.
3) a) Montrerque: (VneN) u,,, -2< ?l’f-(uH ~2)

b) En déduire que : (Vn eN) 0<u,-2< (%)

c) Déterminer lim u,.

A=+



Soit(x, ) 1a suite numérique définie par :

5x,—-4

Xy=5 et x,, = pour tout n € N,

n

1) a) Calculer x; et x,.

b) Montrer par récurrence que: (Vn e N) x, >4

2) a) Vérifier que pour toutn e N :

(x,-1)(4-x,)

X

H

X =X =

w1 n

b) Montrer que la suite ( x, ) est décroissante
eten déduire que: (VneN) x, <5.

x -4
3) On pose pourtoutne N : y === .
x —_—

i

a) Montrer que la suite( , ) est géométrique de

.
raison P puis écrire y, en fonction de .

. Ant2
b) Montrer que: (VneN) x, = 1-4

1 _4H+l
puis calculer la limite de la suite (x, ).
4) On pose pour toutn e N*:

U, =Yy + ¥ +uty,, et v, =cos(zu,)

eyt

. 1
Montrer que: lim v, = 5

Soit(u, ) la suite numérique définie par :

4
Uy =2 et u,, =2—— pourtout neN,
u

n

1) Montrerque: (VrneN) 2<u, <4

2) Montrer que la suite (u, ) est croissante et en

déduire qu'elle est convergente.

i
3) a) Montrer que: (VneN) 4—u <Tu”

A+l —

-1
b) En déduire que: (Vn € N) 0<4-u, < [%J

6) Pourtoutn € N*, onpose: S, =u, +u, +..+u,

XERCICES ET PROBLEMES

¢) Calculer la limite de la suite (u, ).

=1
a) Montrer que : (‘v’ne N") 5.2 4n—2+[%] :

b) Calculer lim S, .

n=>im

Soit(u, )1a suite numérique définie par ;

Uy =1 et u,, =2~ pour tout 7 € N.

2+u,
1) Montrer par récurrence que :

(VvneN) 1<u, N
2) Montrer que la suite (u, ) est croissante, déduisez-en

qu'elle est convergente.
3) a) Démontrer que pour toutz € N :
=inl3 ¥
ﬁ_u;ﬁl s 2-{-1{” (Jg-—un)
b) En déduire que pour toutn e N :

0<3-u 5(2_\@}”

3

et trouver la limite de la suite (u, ).

Soit(, ) 1a suite numérique définie par :
)

i

uy=1 et u,, =

———pourtout neN .

3u” +

n

1) Montrer que pour toutne N : », >0
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

3) En déduire que la suite (, ) est convergente.

4) a) Montrer que: (VneN) u,,, <

n+l —

u,.

N | —

1 n
b) En déduire que: (VreN) u, < (EJ :

c) Préciser la limite de la suite (un ) .



LO9RAY

EXERCICES ET PROBLEMES

Soit (x,, ) la suite numérique définie par:

12x, -4
X% =1 et x, = pour tout 7 € N.

n

Soit (, ) la suite numérique définie par :

u,=2 et u,, =%(4~{-u”)2 pour tout 7 € N.

2(3x, -2 1) Montrer que la suite (%, ) est croissante.
1) a) Vérifier que : (Vn € N) = —% = __._( 9" ) ( )
X

2) a) Montrer que: (VrneN) u,, —u, 2 2
b) Montrer par récurrence que: (VneN) x, > N 25
32 ' b) En déduire que: (VneN) u, 22 L.
(3x,-2) | 2
9x

i

Z)a) Veriter gua: (V" eN) x4 —%, =~ c) Calculer la limite de la suite (u,, )

; x*+4
Soit £ la fonction définie surR"par: f(x)= 5
x

b) Montrer que la suite(x, ) est convergente.

3
3x -2

n

3) On pose pour toutneN : y, =

1) Montrer que : f([2;3]) c [2;3].
a) Verifier que: (VneN) x, =2+—- 2) Soit(u, ), - la suite numérique définie par :
2

n

2u,

b) Montrer que la suite est arithmétique de
) d () 6 pour tout ne N,

u =3 et u,=
raison —.

2 a) Montrer que la suite (%, ) . estminorée par2.
c) Déterminer y, puis x, en fonction den.

_ b) Etudier la monotonie de la suite (%, ) ...
Calculer alors la limite de la suite(x,, ). ne

¢) En déduire que la suite (u,) _. est convergente.

3) Calculer la limite de la suite (, )mN. .

G ———

Soit f la fonction définie sur R* par: f(x)= 1+x

On considére la suite numérique (u, ) définie par :

U, =2
s 8
unﬂrl =§un _n_'3_ ; (nEN)

etonpose: v, =u, +an—1 ot a €R.

d

1) Montrer que : (Vx 3 R") f(x)sx

1) Déterminer la valeur de & pour laquelle la suite 2) Montrer que: f ([0 : 1]) c[o ;1] ;

numérique (v, ) est géométrique. 3) On considére la suite numérique («, ) définie par :

Dans ce qui suit, on prend pour & la valeur trouvée. | 1
Uy = Ot Uy = f(u,)pourtoutn e N.

a) Montrer que: (VneN) u, €[0;1].

2) Calculerv, etu, en fonctionden.
3) Exprimer la somme S, =V, +...+V, en fonction

de n puis calculer lim S, .

n—y+0

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).
4) Exprimer T, = u, +u, +...+u, en fonction de den. ¢) Montrer que la suite (1, ) est convergente puis

déterminer sa limite .



1) On consideére la fonction numérique f définie sur
Vintervalle/ =[1;+oo[ par: f(x)=1+3x-1 .
a) Justifier que f est strictement croissante sur/ .

b) En déduire que: £ ([1;2]) =[1;2].

2) On considére la suite numérique (un ) définie par:

3
Uy =2 et = f(u,) pourtoutneN.

a) Montrer que: (VreN) 1<u, <2,

b) Etudier la monotonie de la suite (u, ).

En déduire que: (VreN) u, z% :

c) Montrer que la suite (u,, ) est convergente puis

déterminer sa limite .

-

On considére la suite numérique (u, ) définie par:

Uy =-1; u =1
un+2 =uml _-i—uﬂ 5 (H € N)
Soit(v" ) et(wN ) les suites numériques définies par :

1 .
vﬂ =qu1+1 _Eun et w?r =2 un

1) a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

b) En déduire que: (VzeN) vn=%.

¢) Déterminer lim v, .
R—p-on

2) a) Montrer que: (VreN) w,, —w, =2"y, .
b) Montrer que la suite (w, ) est arithmétique.
_3n-1
2
d) Montrer par récurrence que : (Vn24) n* <2"

¢) En déduire que: (VneN) u,

e) Endéduireque: lim u, =0.
#H—r+m

wxINXERCICES ET PROBLEMES

Soit(x, ) _, la suite numérique définie par:

2 74

f

3 1 2 .
u == et ";;+:=E #, +— | pourtout ne N*.

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N*) u, >0
2) Démontrer que pour toutn e N* :

2
()

2u

a

Uy — 2=

et en déduire que : (VneN’) u, >~2

3) a) Démontrer que pour toutn € N* :

Uyt _Ji:é—(un _'\/5)"'%_'\_/1"2‘

b) En déduire que ; (Vn € N') u, _—T Zi”

c) Déterminer la limite de la suite (u, ) _ .

On considére la fonction numérique £ définie sur R

X
BT )=

1) a) Etudier les variations de la fonction £ .
b) Déterminer I'image de l'intervalle[O;l] par f.
2) Soit(u, ) la suite numérique définie par :
uy=1 et u,, =f(u,) pourtout neN.
a) Montrer que: (VneN) 0<u, <1,

b) Montrer que (u, ) est strictement décroissante.

c) Montrer que : (Vn € N’) f[l] < —i—i
n) n

d) En déduire que : (Vn € N') 0<u, < Lt
n

3) Montrer que la suite (un ) est convergente puis

calculer sa limite,




Soi”c(un ) la suite numérique définie par:

H

u,+3

Uy =2 et wu,, = pour tout 7 € N.

Sx-1
par: f(x)= xx+3

1) Montrer que f est strictement croissante sur /

eten déduire que: f([1;+ oof ) = [15+ 0]

2) Montrer que : (Vx EI) j”(x)—x -_~__.._(x_l)

x+3

puis en déduire que: (Vxel) f(x)<x

3) Montrer que: (VrneN) #, >1

4) Montrer que la suite (#, ) est décroissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

5) Calculer la limite de la suite (%, ).

6) Soit (v, ) la suite définie par: v, =

u, -1

a) Montrer que la suite (vn) est arithmétique de

: 1
raison r =—.
4
b) Exprimerv, etu, en fonction den.

¢) Retrouver la limite de la suite (uu ) .

Soit (un )la suite numérique définie par:

1
Uy =— et u,,

10
1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4
2) Montrer que la suite (un ) est croissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

3) a) Montrer que :

et soit £ la fonction numérique définie sur J = [1;+ o[

=%u” (1—u,) pourtout neN.

LO9RAY

b) En déduire que: (VneN) 0 s%wun < [2) "

c) Préciser la limite de la suite (un ) .

On considére la suite numérique (M,1 ) définie par:

u,=a et u,, =u,(2-u,) pourtoutneN.
olla est un réel de l'intervalle ]0;1[ ;
1) On suppose dans cette question que a = % 3
a) Calculeru etu,.
b) Dans un repére orthonormé (unité :8cm ), tracer
sur l'intervalle [0; 2] la droite (D) d’équation y = x
etla courbe €, de la fonction f: x> x(2 - x).
¢) Utiliser (D) et €, pour placer sur I'axe des absci-
sses les points 4,, 4, et 4, d’abscissesu, ,u, etu;.
2) On suppose dans cette question quea € ]0 : 1[ L
a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) O<u, <1

b) Montrer que la suite (1, ) est croissante puis en

déduire qu'elle est convergente.

3) On suppose dans cette question que a = 21;" :

On pose pour toutn e N : v, =1-u,.

a) Exprimerv,

. en fonction de v, .

b) Montrer par récurrence que :

fmal] oe [%)

c) Déterminer lim v, et lim u,.

=yt H—3+0

Soit (un )la suite numérique définie par:

u, =% et u,, =%un (1-u,) pourtout neN.

1) Montrerque: (VneN) 2<u, <4



2) Montrer que la suite (u, ) est croissante puis en

Soit(u, )1a suite numérique définie par :

1 1+u
Uy = et “nu:«/ 2” pour tout e N,

1) Montrerque: (VzeN) 0<u, <1

déduire qu'elle est convergente.

3) a) Montrer que :

3 £ I
(VneN) 0£§~um Sz—s[g—unj

2) Montrer que la suite (u,x ) est croissante et en

b) En déduire que: (Vn e N) Osg—uﬂﬁ 2l '
8 25 " :
déduire qu'elle est convergente.

c) Préciser la limite de la suite (u” ) : 3) a) Montrer par récurrence que :

(VrneN) u,,=cos[ = J
2" %3

(On rappelle que : 1+cos(2x)=2cos” x)

b) En déduire la limite de la suite (u, ).

- =%{ : +ij ; (neN)

un+l u?i

Soit(u, ) 1a suite numérique définie par :

uy=1 et u,, =Jé—u§ +2 pourtout neN.

1) Calculeru, et u,.

2) Montrer par récurrence que pour toutz € N:

_ 2u, R
= e 1 Pourtoutn e N,onpose: v, =u’ —4
1 1) a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique dont
3) Montrer que: (VneN) —=<u, <1
2 on déterminera la raison et le premier terme.
1 4

b) Exprimerv, etu, en fonction de .
_ ) c) En déduire Ia limite de la suite (u, ).
a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

2) a) Montrerque: (VneN) 0<u <2,
b) Exprimerv, etu, en fonction de . /8 Mantter ( ) !

c) Préciser lim u,,.
H—p -+

b) Montrer que: (VneN) 2-u,,, $%(2—un)

S —

Soit{#, }1a suite numérique définie par:

c) Montrer que: (VneN) |u, —2|< (%] :

u? —3u, +6 d) Déterminer de nouveau la limite de la suite (#, )

u=2 et u,= pour tout # € N.
u, —1 3) Soit f la fonction numérique définie sur R par :

1) Montrer par récurrence que : (Vn € N') u, 23 1
f(x)=,=x"+2
2) Montrer que la suite (u, ) est décroissante et en 2

déduire qu'elle est convergente. a) Montrer que la fonction f est croissante sur

3) Calculer lim .

n—p o

Iintervalle[0;2] et que: f([O ;2]) <[0;2].

ray.com



EXERCICES ET PROBLEMES

b) En déduire que: (Vn e N) U, € [032]- 3) Montrer par récurrence que: (Ve N) u, > 2Jn
¢) Montrer que : (Vx & [0;2]) flx)z=. 4) En déduire lim u,.

N4+
d) Etudier la monotonie de la suite (un ) = 5) Pour toutn N, onpose: v, = ujﬂ = u: .

dui i 1
e) En déduire que la suite (un ) est convergente a) Montrer que : (‘v’n = N) 4<y, <4+—.

n

et déterminer sa limite.

b) En déduire la limite de la suite (v, ).

X

Soit f la fonction définie par: f(x) = .
Jx -1 On considére les fonctions numériques £, get A
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de £ "

' définies sur ] = {0;—] par: f(x) =x-—sinx
2) Montrer que pour tout x € D, — {0} : 2

x* .
f1(x)= Jx-2 g(x):l—?—cosx et h(x)=x-“§-—sinx
- 2
2(‘/; B 1) 1) Dresser le tableau de variations de chacune des
3) Dresser le tableau de variations de 1. fonctions f', g et hsurlintervalle/.
3
4) a) Montrer que pour toutx € D, : 2) Bn déduire que : (Vxe1) x— % e <
x(4-x)

3) On considére maintenant les suites numériques

(,), (v,)et (w,) définies par:

T )

b) En déduire que : (Vx e[4;+ oo[) f(z2)<x, N 1 <
u, =sin— ; v, =nsin— ; w, =n’sin——n
5) On considére la suite numérique (#, ) définie par: n #° n

. N En utilisant le résultat de la question 3, calculer les
u, =9 etu ,, = flu, )pourtoutn € IN.

0 o =S ()0 limites des suites(u, ), (v, )et (w,).

a) Montrer que: (VneN) u, >4.
4) Soit(S],,l ) la suite numérique définie sur N par :
b) Etudier la monotonie de la suite (#, ).

o f 1 o2 ik
(On pourra utiliser le résultat de 4) b). S, =sin (n_z) +sin [n—z} + ..o+ 81N [rz—zj

¢) En déduire que la suite (u,, ] est convergente puis

a) Montrer par récurrence que pour toutn € N :

déterminer sa limite. ; i
PaF 4. a8 =M
4
On considére la suite numérique définie par: b) Montrer que pour toutn € N*
2 2
u,=1 et wu, =u,+— pourtout neN. n+l
’ ey Lol AN 3 SR e
2 2n  24n 2 2n

1) Montrer que : (Vn e N) i, 30, ]
c) En déduire lim §,,.

A=y

Porimor& g it: t‘gr‘ax.co



Soita et b deux nombres réels tels quea > 5 > 0.
Le nombre d’or est défini comme I'unique rapport
des deux longueurs aetb tel que : arhd =2

a b

On note ce nombre d’or ¢ .

Partie A : Quelques propriétés algébriques
1) a) Démontrer que @ est la solution positive de
I'équation: x* —x—1=0,
b) En déduire la valeur exacte de ¢ puis une valeur

approchée 3107 prés.

2) Vérifier que : ga:]-;—i et p=4/1+¢.
@

Partie B : Une approximation du nombre d’or

1) On considére les suites numériques (un Jet (v, )

définies paru, =v, =1 etpour toutn e N :

1
U, =J1+u, et v,  =1+—

%

n

2) a) Montrer par récurrence que : (Vne N) u, <.
b) Montrer que pour tout # € N :

(#, ~9)(u, +0™)
T4+u, +u,

U U =

n+l n

et en déduire que la suite (#, ) est croissante.

¢) En déduire que la suite (u, ) est convergente
et déterminer sa limite.

3) a) Montrer par récurrence que : (VneN) v, 21.

b) Vérifier que pourtout neN: v —p = 2%
PV
¢) En déduire que : (Vn e N) |Vn+1 = ¢p| < i b~ ¢’
4

d) Montrer par récurrence que :

1 #H
VneN) |v, —@ S[—)
(vnem) b, ~ol<| 2
Quelle est la limite de la suite (v") ?

e) Al'aide de la calculatrice, calculer v et écrire sous

forme de fraction irréductible.

Avec quelle précision le résultat obtenu approche-
t-il le nombre d’or ?

Soit f la fonction numérique définie sur R par:
Fix)= %(x +x” + 4]

et soit ‘%?-f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}’).

i Pt

1) a) Calculer lim f(x) puis étudier la branche infinie
X

de la courbe € au voisinage de +o0.

2

[ 4
14+, l1+—
x2

c) Etudier la nature de la branche infinie de la courbe

b) Vérifier que : (Vx € 3‘1‘_) f(x)=-

€, au voisinage de —co.

2) a) Montrer que pour tout x € R :
2
(x +Vx* + 4)
2% +4

b) Donner le tableau de variations de la fonction f.

7(%)=

3) Tracer €, dans le repére (O;? ,})

Deiinime Paies

1) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'
définie sur un intervalle J & déterminer.

2) Dresser le tableau de variations de la fonction /.

mr VISIt: ray.c:| om



EXERCICES ET PROBLEMES

X

3) Montrer que : (Vxez.f) e (x)= >
X+

:

4) Montrer que pour toutx € J :
2

O i)

5) En déduire la position relative de la courbe € i €t

la droite(&) d’équationy = x.

6) Montrer que la fonction /™ est dérivable en 0 puis

calculer(f") (0)

7) Tracer la courbe € o
Troisiéme Partie :

Soit(u, )la suite numérique définie par :

dans le repére (O;f ,}) :

uy=1etu, =f"(u,)pourtout neN
1) Montrer par récurrence que :
(VneN) 0<u, <1
2) Montrer que la suite (, ) est décroissante,

3) En déduire que la suite (un ) est convergente pﬁis

déterminer sa limite.

Soit f 1a fonction numérique définie sur I'intervalle

mﬁ]{

[0;4]par: f(x)={2+\/;
1) a) Etudier les variations de la fonction f.

b) En déduire que f([0;4]) <[0;4].
2) On consideére la suite numérique (un ) définie par:

u, =1 etu,, = f(u,)pourtoutneN.

a) Calculery, .

b) Montrer que: (VneN) 0<u, <4,

c) Montrer que la suite (un ) est croissante.

d) Montrer que la suite (u,, ) est convergente puis

3) Pour toutn € N, on pose: v, =l—\/_.
uﬂ

a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique de
raisong =—.
2

b) Exprimerv, ety en fonctionden.

¢) Retrouver A nouveau la limite de la suite(, ).

Soit(un) et (vn ) deux suites numériques définies par:

4, =3,v,=5etpourtout ne N :

_ 2uy, u, +v

Et - " n

n+l

U+,
1) Calculeru, et v,.
2) Montrer que les suites (un ) et (v,, ) sont strictement

positives.
3) a) Vérifier que pour toutn € N :

(v, =)’

2(1;" +vn)

vn-(—i - un+‘. =

b) Etudier la monotonie de chacune des suites

(,) et (v,)-

4) Pour toutne N,onpose: w, =v, —u,.

n

a) Montrer que: (VneN) 0<w,, < —;w :

b) En déduire que :

n—1
(VreN) OSWRS(%J :

c) Déterminer lim w, .

5) Pour toutrn € N, on pose: p, =u,v,.
a) Montrer par récurrence que :
(vneN) p, =15

b) Montrer que: limu, = limv, = Ji5

H—pto H—>4o0

Forumoerentsit: L9ra¥.co



I SE PREPARER AUX EXAMENS

On considére [a suite numérique (u,, ) définie par:

Uy =11 et u,,, i_(l)u" +1—? pour toutz € N,

1) Vérifier que : (Vn eN)u,, -12= %(uﬂ ~12)
2) a) Montrer que: (VneN) u, <12
b) Montrer que (un) est strictement croissante.

c) En déduire que la suite (, ) est convergente.

3) Pour toutn € N, onpose: v, =u, —12.

a) En utilisant la question 1), montrer que la suite
10
numérique (v, ) est géométrique de raisonﬁ
puis exprimer v, en fonction de#.

b) En déduire que: (VneN) u, = 12—[1

puis déterminer la limite de la suite (u,, ) .

xamen Natonal 2012 (Session Novmale)

On considére la suite numérique (#, ) définie par :

U
o =2 et u,, = pour tout n€ N,

Ty irier quas (el W =g

b) Montrer par récurrence que : ( Vne N) A

2) Soit (v,, )la suite numérique définie par:

pour tout ne N
# r = - 1
a) Montrer que ( v, ) est géométrique de raison 5

puis déduire que: (VneN)v, = (2

E¥N(ERCICES ET PROBLEMES

1+3
b) Montrer que u, = T Y pour toutn € N

n

puis écrireu, en fonction de .

¢) Déterminer la limite de la suite (uﬁ ) ;

dmeniNaponal 2016(Session Normale)

n

Uy=1 et u, =

pourtout ne N,

1+15u,
.
1) a) Vérifier que: (VneN) uw—-1—= -3
T3 15w +1

b) Montrer par récurrence que: (Vne N) u, > %

2) Soit(v,fr )la suite numérique définie par:

v, e pourtout ne N
3u

1
a) Montrer que (v, ) est géométrique de raison =
puis écrire v, en fonction de 7.
b) Montrer que u, = —1-—-”— pour toutr € N

3-2(1]
6

puis en déduire Iim u,.
H—r+0

Uxamen Natonal 201 Sesslion De RAUrapage)

On considére Ia suite numérique (u,, )keN. définie par:

=0 et u,= pour tout n € N*.

1-u,
5(5-1,)
5+(5-u,)

b) Montrer par récurrence que :(‘v’n eN ') 5-u,>0.

1) a) Vérifier que : (Vn € N‘) S-u,,, =

2) Soit(v, ), - la suite numérique définie par :

pour tout 7 € N*

v i—|
" 5.y

ray.com
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a) Montrer que pour toutn e N" : v,,, =

puis vérifier que : (‘v’n B N') Vot —
b) Montrer que v, = » pour toutn € N” puis en

5 .
déduire que u, =5——pourtoutn e N".
n

c) Calculer lim u,,.
H=>+e0

On considre la suite numérique (%, ) définie par :

H

U, =2 et u,, = pour tout n € N.

T 2u +3
1) Montrer que: (VneN) u, >1.
w1
2) PourtoutneN : v, =—
u

a) Montrer que (11{,r ) est géométrique de raison %

puis écrirev, en fonction de 7.

b) Montrer que u, = —pour toutn € N

~(3)
3
puis déterminer la limite de la suite (, ).

On considére la suite numérique (, ) définie par :

3
pour tout ne N,

u}t

3.+

U, =3 et u,,=

1) Montrer par récurrence que : (Vrz € N) w1,
%, 1
u, +1 '

2) Pourtoutn € N, onpose : v, =
3 2
a) Vérifier que pourtout neN : 1-v, =
u, +1
puis en déduire que : (Vn = N) 1=% >0,
1+v,

b) Montrer que: (VneN) u, = -
— vn

3) a) Montrer que (v, ) est une suite géométrique de

raison % puis écrire v, en fonction den.

b) Montrer que lim v, = 0 puis en déduire la limite
=t

de la suite (u, ) :

On considzre la suite numérique (u, ) définie par:

u
——~— pourtout ne N.
+u

n

1) Montrer que: (VzeN) u, >0.

U, =1 et u,,=

2) Démontrer que: (VneN) u,, < —,liu,,

3) Démontrer que la suite (url ) est décroissante et en
déduire qui elle est convergente.

4) a) Montrer par récurrence que : (Vn c N) u, < [-,1;)”

b) Déterminer la limite de la suite(, ).

Soit(, ) 1a suite numérique définie par :

U, =2 et u,, =~;—(u,, —4n—1)pour tout ne N.
Onpose: v, =u, +n—1 pourtout ne N.
1) Montrer que la suite (vﬂ )est géométrique de raison% ‘
2) a) Calculerv, en fonction de 7.
b) En déduire I'expression de u, en fonction de n
puis déterminer lim u, .

f=ron

3) Pour toutn € N, on pose :

S, =4y +u, +..4+u, et T =v, +v, +..4V,

Montrer que :
TN =l[5—--—1—) et S” :ﬂ_w
4 5" 2



On considere la suite (, ) définie par: u, =0, u, =1

1
etu,,= guml —2—5uﬂ pour toutn e N.
On pose pour tout n€ N :
1
v, =t ~—u, et w, =5y

n n+l 5 n

1) Démontrer que (vH ) est une suite géométrique de
1
raisong puis écrire v, en fonction den.

2) a) Montrer que (w,, ) est une suite arithmétique de
raison 5 puis écrire w, en fonction de n.

b) En déduire I'expression de, en fonction de 7.

3) a) Montrer que : (VneN’) 0<u <—%u

l'l+|._5 n*

n=1
b) En déduire que : (Vn S N’) O<u, < (%)

puis déterminer lim u, .
=3+

Soit g la fonction définie sur R* par: g(x) =

X
V1+x?

1) a) Montrer que : (Vx € R*) g(x)<x.

b) Montrer que g est strictement croissante sur R*
et en déduire que g (R" ) =[0;1].

2) Soit(u, ) la suite numérique définie par :
1
Uy = et Uy, = g(u,) pourtout neN.

a) Montrer par récurrence que :
(VneN) 0<u, <1.

b) Montrer que la suite (u,, ) est croissante.

c) En déduire que la suite(u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

EXERCICES ET PROBLEMES

3

On considére la suite numérique (, ) définie par :

3

e - "
U, =1 et u,

32 +1
1) a) Montrer que: (VzeN) u, >0,

pour tout ne N

b) Démontrer que la suite (, ) est décroissante

c) En déduire que la suite (u, ) est convergente.
1
2) a) Démontrer que: (Vne N) u,, <-u,.

b) En déduire que: (VneN) u, < (%J

puis calculer lim u, .
=y

On consid@re la suite numérique (u, ) définie par :

un—l

5 .
pour tout n e N

Uy =1 et u, =

u,—u
et soit (V,1 )nZt la suite définie par: v, = *+—"— = i

1) Montrer que la suite (v” )”21 est géométrique de
.
raison—.
3
2) Exprimerv, en fonction den.
3) Pourtoutn € N*,onpose: S, =v, +v, +..+v,.
a) Montrer que : (Vn € N") u, =38, +1

b) Exprimer S, etu, en fonction den.

c) Déterminer lim u,,.
n—r4m
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FONTIONS LOSARITHME

HISTOIRE

C'est un Ecossais, John Napier, souvent francisé en
Neper, quiinventa les logarithmes. Pour le faire, il consi-
déra deux véhicules, I'un dllant & une vitesse uniforme
et 'autre & une vitesse proportionnelle & la distance
restant & parcourir. || considére que la distance
parcourue par le second est le logarithme de celle JOHN
restant & parcourir par le premier. NAPIER
Par la suite, c'est mathématicien suisse Leonard Euler (1550 - 1617)
(1707 - 1783) qui relie véritablement e logarithme a
I'analyse en I'utilisant pour calculer des dérivées ef des
intégrales. L'idée « d'échelle logarithmique » constitue
uh modéle toujours actuel pour de nombreux pheno-
mé&nes scientifiques : de l'intensité des séismes a la ma-
gnitude des étoiles en passant par la mesure du bruit.
Source : https:/fr.wikipedia.org

———  CAPACITES ATTENDUES PLANDUCOURS
<+ Maitriser le calcul algébrique sur les s Activités Préparatoires........ccccvvvveennee. 195
logarithmes ; » Connaissances Fondamentales
+ Maitriser la résolution des équations, des ® Fonction logarithme npsrien . ucivinee 198
inéquations et des systémes comportant des & Fonction logarithme de base &..c.cveuncn vy, SOB
logarithmes ; o Techniques Etf ASTUCES .........ccvveernnne 211

<+ Reconnaitre et appliquer le logarithme décimal
(surtout pour la résolution des équations de la

» Exercices Et Problémes

® Exercices d’applieation......cccvicmimininvee 218
formel0* = g ) et des inéquations de la forme ® Evercices de perfectionnement. . onvnwn, 225

10* € g ot delaformel0* > a); ¥ Problimes de synthdse......c.covinicvasmmiininan 234
< Maitriser et appliquer les limites logarithmiques
essentielles ;

+ Etudier et représenter des fonctions dont
I'expression comporte le logarithme népérien ;
Etudier et représenter des fonctions dont
I'expression comporte le logarithme népérien ;

For more visit: L9ray.com



XCTIVITES PREPARATOIRES 4

H RAPPELS P st e

1. Déterminer les primitives de la fonction f sur I'intervalle / dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=x sur I=R ;b f(x):i” sur I=R’, ot neN -{1}
X

3
c) f(x)=2.1c(xz—3)m19 sur =R i d) f(x)= e ~ sur =R
(Jc4 +2x% + 5)
2. Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle / = ]—l;l[ par: g(x) = :
1-x

a) Justifier que la fonction g admet une primitive définie sur/ .

Dans la suite, on note G la primitive de la fonction g s’annulanten 0.

b) Montrer que la fonction G est impaire. (Indication : On pourra considérer la fonction /2 : x > G (x) + G(-x)).
¢) Montrer que G est continue et strictement croissante sur/ .

d) En déduire que G(x) 2 0 pour toutx € [0;1] et que G(x) < 0 pour toutx € ]-1; 0].

h FONCTION TRANSFROMANT UN PRODUIT EN UNE SOMME L i
A. Premiére Partie :

1
1. Montrer que la fonction x - — admet une primitive sur l’intervalle]O;-{mo[.
X

La primitive de la fonction x = l sur ]0;+oo[ qui s'annule en 1
- <

est appelée la fonction logarithme népérienne eton lanoteln. |
v

Il résulte de cette définition que :

¢ L’'ensemble de définition de la fonctionIlnest D, = ]0;-1—00[ 5
° 111(1) =0 H
o La fonction In est dérivable sur ]0;+oo[ et on a: (Vx € ]0; o] ) (In)r ()= 1
X
2.a) Montrer que la fonction In est strictement croissante sur]O 3 +co[

b) En déduire le signe de chacun des nombres In2 etIn A .
3. Soit @ un élément de |0;+90[ . On considére la fonction f définie sur |O;+c0] par:  f(x) =In(ax)

1
a) Montrer que f est une primitive de la fonction x > — sur I'intervalle ]0; +oo[.
X

b) En déduire que pour tout x € ]0;+%0[ :  f(x) =In(x)+In(a)

Puis écrire les nombres In (6) \ ]n[%} ,In [%) et In (72) en fonction de In(2)etln (3).

ray.com
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4. a) En utilisant la calculatrice, vérifier que 1n(2, 71) <l<n (2, 72) puis en déduire qu'il existe un unique
nombre strictement positife tel que Ine = 1. Donner un encadrement dee.
b) Montrer par récurrence que pour toutn € N : In(e”) = n puis en déduire que: (Vrne N) In (e‘”) =-n.

¢) Résoudre dans R les deux équations suivantes: Inx=2 et Inx=-1

B. Deuxiéme Partie :
1. Montrer que si a et sont des réels strictement positifs alors le signe de In(a)—In(b) est celui dea —b.

2. Résoudre dans R les équations suivantes :
a) In(x) = ln(ez) ; ) In(x+1)=In(3-x) ; © %ln(x+ 2)=In(x) ; d)In’(x)=2In(x)

3. Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a) In(x)>2 ; b) In(x+1) > In(3-x) ;¢ In(x)+In(x+4)>In(2x-1)
d) In(2)+2In(x) > In(3x-8) ; e) In(;uc2 +1)> In(x+5)+In(x-2)
e—{ LIMITES DE LA FONCTION In ET SA REPRESENTATION GRAPHIQUE e
_ =) = ,

1. a) Montrer par récurrence que pour toutz € N : In (20") =nln(20)

b) En déduire que pour tout ne N : In (ﬁ] =-nln(20)

c) Sachant que 1n(2) ~ 0,69 et In (5) ~ 1,61, donner une valeur approchée du nombre In (20) .

d) Remplir le tableau suivant :

x| g0l {aeb | iaget [Fone ool | oo o0 D IR DI SIS

In x)

(
()

o2

N : ; . ; . . ' . Inx .
e) A partir des résultats du tableau ci-dessus, deviner les limites suivantes : lim Inx, lim — et lim Inx
X=¥+n x—ioo y x—20*

In

puis interpréter graphiquement ces limites.

.8 Soit(L) la courbe de la fonction In dans un repére orthonormé (0;? ,})

a) Déterminer I'équation de la tangente a la courbe (L) aux points d’abscisseslete.

b) Tracer l'allure de la.cour e(ﬂ.
. I

FOr more visit:
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o——L LE LOGARITHME nﬁ;cmzfrsﬁs APPLICATIONS e

A. On considére la fonction numérique f définie sur]0;+oo[ par: f (x) - lln_ljzl
n
La fonction f estappelée la fonction logarithme décimale et on la note log .

LCalculer:  log(1) ; log(10) ; log(100) ; log(0,1) ; log(0,01).

2. Montrer que pour toutn € Z : log (1 0" ) =n

3. Etudier les variations de la fonction log puis dresser son tableau de variations.
B. Applications du logarithme décimal :
1. Autour de la convergence des suites numérigues ;

En utilisant la calculatrice, déterminer tous les entiers naturels z vérifiant chacune des inégalités suivantes :

a) [%) <107 i b (1,02)" 210° ;© [ ]210‘4”
2. Nombre de chiffres d'un entier naturel ;

0,015

Le nombre de chiffres N (x) d’un entier naturel non nulxest: N(x)=1+E(logx) .
(E(a) étantla partie entiére du réela)

Le plus grand nombre premier découvert en 2018 est: P =277 _1
AYaide de la calculatrice, déterminer le nombre de chiffres du nombre P.

3.En chimie :
La relation liant le pH d'une solution aqueuse et la concentration I:H}O+ :I

est donnée par la formule: pH=-log [H3O+]

a) Calculer le pH d'une solution aqueuse sachant que : [H3O+] =6.10"° mol/l

b) Calculer la concentration [H30+] dans une solution aqueuse sachant que pH =7 .

4. En séismologie :

La magnitude d'un tremblement de terre est une mesure de quantité de 1'énergie libérée au foyer d’un séisme.

Elle se calcule a I'aide de la formule: M =log [Ii) (Sur I'échelle de Richter)
0

ol /, est une intensité de référence et I I'intensité du séisme.
Calculer la valeur de M dans chacun des cas suivants :

a) Al Hoceima (2003): I, =1,995x10%[,

b) El Salvador (2001): I, =3,98x10",

c) Californie (1992) : I, =3,98x10",

ray.com
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

&P FONCTION LOGARITHME NEPERIENNE
1.1. DEFINITION DE LA FONCTION In

——{ Définition 1 '

La primitive de la fonction x > L1 sur ]0 : +co[ et qui s’annule en l est appelée la fonction logarithme
x

népérienne, et on la note In.

-—i Remarﬁues l

o L'ensemble de définition de la fonction In est ]0;+c0] et In(1) = 0. I

r‘ On rappelle que \

toute fonction

o La fonction In est dérivable sur |0;+c[ et de plus : 2 continue sur un
intervalle admet une
(Vx = ]0;+oo[) ln'(x) - 1 primitive définie sur

X \ cetintervalle. J

On considére les fonctions numériques /', g et/ définies par:

f(x)=1nx+1n(x—l) : g(x)-:ln(xz—x.) ; k(x)=ln(x_4)

x+1

Déterminons leurs ensembles de définition :

B L'expressionf(x) aunsenssi x>0 et x—1>0, c'est-a-dire six > 1. Par suite: D, = ]l;+oo[
e L'expression g(x) aunsenssi x* —x > 0.Donc: D, = ]—00;0[ U ]l ;+00[.

x—4

e L'expression h(x) aun sens si >0.Donc: D, = ]—00;—1[ U ]4;+00[.

x+1

f(x):ln(x+4)—1r1(25—x2) x g(x]=ln(xz~8x+7) ; h(x):,/(x-])lnx
1.2. MONOTONIE DE LA FONCTION In

l_ Proposition 1 l

La fonction In est strictement croissante sur ]0 : +00[ .On aalors:

-Pourtout(x;y)&(]0;+oo[)2: Inx<hyx<y et hx=hyesx=y
-Pourtoutxe]0;+uo[ :

hx=0¢x=1 et hx>0x>1 et hx<0&x<1

- - W - L] . o VaVNa's

F JI THTINJIN, VIVDIL. L. WJIC1V .\ ,\J] |
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1) Résolvons dans R I'équation suivante: In (x"‘ - 4) =In(4x-6)

Cette équation est définie six” —x > 0 et 4x—6 >0, c'est-a-diresi x € ]—%,m[ ‘
On a maintenant pour tout x € ]% : +w[ ;
ln(x2 —x)=ln(4x—6]<:> X —x=4x-6<x* -5x+6=0
Les solutions de I'équation x* —5x + 6 = Osont2 et3.Comme?2 ]%;-&-oo[ et3e :|%,+oo|: ,alors § = {2;3} :
2) Résolvons dans R I'inéquation suivante : In (14 - x) >In (10 +7x—3x% )

Cette inéquation est définie si 14—x >0 et 10+ 7x —3x> > 0, C'est-a-dire six e i|—1 ;?{ ‘
On a maintenant pour toutx € ]—1;%[ :

In(14-x)>mn(10+7x-3x*) <> 14— x> 10+ 7x-3x> ¢ 3x* ~8x+4>0 & (x~2)(3x-2) >0
L'ensemble solution de I'inéquation (x —2)(3x—2) > Odans R est S, = :I—oo;§|: U [2;400[ .

Par suite, I'ensemble solution de l'inéquation In (1 4- x) >In (10 +7x-3x" ) est:
§=38 m]—];g[ = }—1;2 U 2;12[
3 3 3

1. Résoudre dans R les équations et les inéquations suivantes :

ln(2x—3)=]n(4—x) ; ln(x2+x)=ln(—2x—2) ; ]n(3x2+4x+2)=0

In(4x-5)>m(2x+3) ; In(x’+3x)-In(x+2)20 ;  In(3x"-4x+1)20

2. Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f(x)= lﬂ[iﬂJ ; g(x):ln(—l___ i h(x)= 1 x

I—x —2-1) (nx)  In(x+2)

1.3. PROPRIETES ALGEBRIQUES

1 Pl"OpOSitiOIlZ '7—_'—"" e L IO S s i

Pour deux réels strictement positifs xet yona: In(xy)=Inx+Iny (Propriété fondamentale)

De cette propriété fondamentale on peut déduire les propriétés algébriques suivantes :

ay.com
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CONNAISSANCES FONDAMENTALES

<| Proaosition 3 I

1
1) Pour tout réel strictement positifx,ona: ln(—} ==Inx .
x

2) Pour tout (x;y) € (]l'.l;«koo[)2 ona: ln[i] =lhx-lny.

3) Pour toutrn € N* et pour tous réels strictement positifs x;, x,,..., X, ona:

In(x, %.....%, ) =1n(x ) +1In(x,) +...+In(x,)

1) Soit x un réel strictement positif. D’aprés la proposition 2ona: Inx+ ln[l] = ]n(x.i] =lnl=0
% x

Il s’ensuit donc que: In (l] =-Inx.
2

2) Soitx et y deux réels strictement positifs. D’apreés la proposition 2, on a:
X 1 1 - ,
Inf — |=In| xx— |[=lnx+In| — |=Inx—Iny ,dou le résultat.
B, By J
3) LarelationIn (x,.x,.....x, ) = In(x, ) + In(x,) +...+ In(x, ) s'établie simplement & 'aide d’un
raisonnement par récurrence surn € N*,
4) De la relation 3), on peut tirer la relation In (x”) = nln(x), et ceci pour toutx >0 etn € N".

n

" . 5 -ny __ L r s 0 = =
On a de méme les relations : ln(x )—]n[x J ln(x ) nlnx et ]n(x) In1=0.

Par conséquent, pour tout p € Z, In (x" ) = pln(x).

Soit maintenant 7 = £ un rationnel deQolu p e Zetge N*.Ondonc:

q
»

qln(x’)=qln[x?] = ]n(x") =ph1(x),etalorsln(x’)=§ln(x).Ainsi: ln(x’)= rinx.

e Soitaetd deux réels strictement négatifs. On a alors ab >0 et% > 0.1l s'ensuit donc:
fn(ab)=Injal+Infp] et m(%] — Inja|~ Inls]

e Ona pour toutx € ]0,+00[ et pour toutentiern = 2 : ln(\/;) = %]n(x) et In

({/J_c)=;t-ln(x).




EeEINWIAISSANCES FONDAMENTALES

Soita et b deux réels strictement positifs. On pose: o =In (a) et = l.n(b) .

Exprimons In (azbs)et ln[ ] en fonction de azet 4 :

1
Ya'b

In(a’6")=In(a*)+In(6*) =2In(a)+5mn(b) = 2a+ 58

1 R - A ik
ln[ }=1n{a 6.b“]=ln{aﬁj+ln[b
Sa’b

5 =t ]
J_ 6 6"
1.4. LIMITES USUELLES

{. Proposition 4 '

}iri';'“(") =+ et limln(x)=-o

x—0%

e

1.5. TABLEAU DE VARIATIONS DE LA FONCTION In

X 0 1 +00

' (2 +

In(xx) "

{ ngositionSI — e

. ln(]0;+oo[) =R.

e L’équation }n(x) = 1 admet une unique solution dans]0;+00[ .Onlanotee : ln(x) =l x=e

e e e e e e et

e Al'aide de la calculatrice, on trouve comme valeur approchéede e : e~ 2,718281828

e Onapourtoutr e Q : ln(e’)=r

1) Résolvons dans R I'équation suivante:  (E): 3(In Jc)2 +2Inx-1=0
L’ensemble de définition de cette équation est R", . En posant ¢ = Inx, I'équation devient3t* +2¢ —1=0.

Les solutions de I'équation 3#* + 27 —1 = O sont —1l et % . Par conséquent :
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1
(E]@[lnxz—l ou Inx=%)<:>(x:e“ ou x=¢e’ =~3/;J

Par suite, 'ensemble solution de I'équation (E) est: S = {3'1;3/; }

2) Résolvons dans R I'inéquation suivante: () : In(x+1)=~In(x+3)+In(x+7)
Notons D I'ensemble de définition de cette inéquation. On a alors :
xeD<:>(x+1>0 et x+3>0et x+7>0) S x>-1
Donc: D = ]—1;+00[ :

On apourtoutxe D :
(1)< In(x+1)+In(x+3)2In(x+7)

=4 hl[(x+1)(x+3)]21n(x+?)
o (x+1)(x+3)2x+7
& X +3x-420
Le discriminant du trindme x* + 3x — 4 est: A =3 —4x1x(—4) =25.Donc le trinéme x* + 3x — 4

admet deux racines distinctes qui sont:x, =—4 et x, =1.

Le tableau de signe du trindme x* +3x — 4 est :

X —00 —4 1 o0

x> +3x—4 + % —_ %‘ -

En notant § I'ensemble solution de 'inéquation (), on conclut que :
xesS & (x € |~oo;—4]U[l;+ 0] et xe D) & xe[l;+0]

Par suite: S =[1;+00[ .
4Inx-3Iny=10
3) Résolvons le systéme suivant:  (S) : {2 lni - ln; o

Si(x;y] est une solution du systéme (S), alors; x>0et y>0.
Pour résoudre ce systéme, onpose: X =Inx et ¥ =Iny.Le systéme (S) devient :
4X -3Y =10
)4

2X +5Y =-8
4 — 10 -3 4 10
Ona: A= =20+6=26 etA, = =50-24=26¢et A, = =-32-20=-52
2 8 -8 5 2 -8
Comme A # 0, alors le systéme (S ') admet une unique solution (X ¥ ) avec:
A 26 A 26
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Il s'ensuitdoncque: Inx=1et Iny=-2,cequidonne: x=e et y=¢™

En résumé, 'ensemble solution du systéme(§)est: S = { (e; e )} ;

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
B

n(2x-1)=-= ; hvx=3m2 ; (nx)-Shx+d=0 ; BX+2_4
- Inx—1
2. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
Inx=>3 ; In>x-5Inx+6>0 ; —2In?x+3lnx+5>0 5 ]nx'lso
Inx+2

3. Déterminer I'esnemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=3]nx_4 i g(x)=vlhx-2 ; k(x)=vl—lnx i #t)= 1-Inx

Inx+5 1+Inx ! I+Inx

4. Résoudre dans R les systémes suivants :

(S,):{h”r_my=2 ; (Sz):{“y=4 ; (SB):{lnx«lny=—1

2Inx-3lny=5 Inx+Iny=1In3 In®x+In’y=5

(S4):{x2+y2=218 ; (Ss):{ln&_lnf:l ; (éi'ﬁ):{xy:e3

Inx+Iny=In91 ~Inx+4lny=6 3lnx—4lny=2

{ Proposition 6 '

Soit € la courbe représentative de la fonction In dans un repére orthonormé. Alors :

e La courbe € admet I'axe des ordonnées comme asymptote : lirg In (x) = —00,
X=H

e La courbe € admet une branche parabolique de direction I'axe des abscisses : lim by 0.

P .

* La courbe € est concave sur |0;+o0] .

1.6. LA COURBE DE LA FONCTION In

Courbe de la fonction x ~ In x.
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1.7. LIMITES FONDAMENTALES

{ Proposition 7 ' et
In(1+x

eOna: limxlnx=0 et lim—m-i:l et lim ( )=1 )

20" o1y —1 130 X

In(x ,
eOnapourtoutn e N : lim_(T)=0 et hl'ljlx"ln(x)zﬂ ,
ety x—0"
——— e e e —————
Calculons elimites suivantes :

z In(cosx . In(x-1

lim Ly ; lim xIn(sinx) ; lim—(—z-—-)— ; lim -——(—)
sty x—0* x—0 X b i ln(x o 2)

; 5 . 2lnx—x . 2 . v
lim (3111 x~—71nx) : lim ; lim (—x+2+1n(x ﬁ-x+1)) ;0 lim xIn| 1+—
X—y+a0 v In x4+ 2x ] Xpho0 X

2 2 2
eOna: lim LB = lim [E} = lim 2ﬁ . En posantt = Jx , on obtient :
X—rto X X—rt Jx_ X=r+0 J;
" 2
B 2 2 ot 4[ﬂj o (e B T 0
b e 4ot I t—>+oo t
e Ona: lim xIn(sinx)= lim ——xsin xIn(sin x). On sait que lim —— =1,

x—0" x-0" gin x 0" §1n X

D'autre part, en posant X = sinx, on obtient: lim sinxIn(sinx)= lim XIn(X)=0.

x—=0" X-0°

Par suite: lim xln(sinx) =1%0=0.

x=0*

In(cosx In(cosx —
eOna: lim ( )=lim ( )xcos"; 1=1x —l =--1- car:
0 P =0 cosx—1 % 2 2
= In(cosx In(X
lim1 o LA et lim ( )=lim ( )=1 (Ici on a posé X =cosx)
=0 X 2 x30 cosx—~1 X1 X -1
¢ On a pour tout xe]l;+00[ :

n(x-1) ln[x[l—é]] ) lnx+ln[1_

In(x+2) ln[x[HED i lnx+1n(1+

X

] 1+Lxln(1—lJ

_ Inx X

) 1+Lx1n(1+-2~)
Inx x

In(x-1
Comme : Iim-—l—mx(] et lim ln[l—l]= Iim 1n[1+£]=0,alors: lim£=l
x>+ In x X0 x pram e x x40 ln(x -+ 2)

%R | —




eOna: lim(3]nzx~71nx) lim (3Inx- 7)Inx.

X+ Xt

Comme : lim Inx = 4o0, alors lim (3ln2x——?1nx)=+oo.

[2%_1] b
2Inx - X X x
e0Ona: lllzlm—l—"—-z— m—'—h‘l——nllm T
nx+2x x[ x+2] x X,
x x

Comme : llmln—x—{} alors lim Al % 2XO_I:—l

Fd0 x x40 In x4+ 2x 0+2 2

*On a pour tout x € |0;+ o[ :

—x+2+111(x2—x+1)=—x+2+ln[x2(l_l+ : D=-x+2+21nx+1n(1—-l+L]
¥ X % &
Donc: —x+2+1n(x2—x+1) ( 1+2+2&]+ln[l—l+ 1]

% x X X

Puisque lim ln[l—l+izj=0 et limﬁzo,alors: lim (—x+2+1n(x2 —x+l))~—~—~oo.

K=o X X X=pton X X4

: ln(l+7j ,
¢ On a pour tout xe]0;+oo[ : xln[l+—]=7x——n7—x .En posant X = —, on obtient :
X x

e

lim x]n(1+1)= lim 7 x
X

X=0

X=+0o

2020
; lim (xz—'?x—Slnx) ; lim In(x +x+1) s lim In x
e o X =0 Inx+3

o 4 L Inx N N 0 B Fl el — 3
iman(ieg) s dmets s () o imen(25) 5 s el -3
1.8. DERIVEE LOGARITHMIQUE

——1 ProgositionB |—-~—-- —

Soitu une fonction dérivable sur un intervalle / deR telle que: (Vxe7) u(x)#0

Alors la fonction x > In |u (x)l est dérivable sur/ etona: (lnlu (x)l) z;((:: '

re visit: L9ray.com



Pour toutx €/, on pose: f(x) = ln‘u (x)\

Puisque # est continue sur / ( car elle est dérivable) et ne s’annule pas sur / alors# est soit strictement
positive ou soit strictement négative sur / .

Siu est strictement positive sur / alors pour toutx € 1, f(x)=1In (u (x)) , C'est-a-dire que: f =Inou.

el Par application de la proposition de la dérivabilité de la composée de deux fonctions, on déduit que
la fonction f est dérivable sur/ et que pourtoutx e/ :

, u'(x
F'(x)=(In"ou)(x)xu'(x) = %x))
Siu est strictement négative sur/ alors pour toutx e/, f(x)=In (*u(x)), c'est-a-dire que: f =Ino(-u)
Par application de la proposition de la dérivabilité de la composée de deux fonctions, on déduit que
la fonction f est dérivable sur / et que pour toutx €/ :

£'(%)= ("o (=) (x) x(~u) (x) = ——Z((j)) 1;((55 ))

1l

x-2

x+1
e La fonction f est bien définie sur R . En effet, on a pour toutx € R, Nx?t <x® + 1..

f(x)=ln(x+ﬁ] et g(x)zln

Il s’ensuit donc que pourx e R, —xsfx| <+/x* +1. Par suite : (Vx GR) x+vx? +1>0.

D’aprés la proposition précédente, la fonction f est dérivable sur R et on a pour toutx € R :

f

' (x+\/x2+l) I X 1 q
el x+4xt +1 _[+\/x2+IJXx+JxZ+1_\/x2+I

2 . - X -
e La fonction g est définie pour les réels x tels que .
X+

#0etx+10, cest-a-direquexe R— {2,—1} .

x-2

Sur chacun des intervalles ]—oo;—l[ , ]—1; 2[ et ]2; +oa[ ,la fonction x > est dérivable et ne

x+1

s’annule pas. Donc, la fonction g est dérivable sur chacun des intervalles ]~oo;-1[ ; ]——~1; 2[ et]2; +oo[

De plus, on a pour toutx € R — {2;—1} 1

-2  2~2 (x+]){x-2)
x+1 x+1
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LORAY

Applications §

éterminer la fonon dérivée de la fonction f sur I'intervalle / donné, dans chacun des cas suivants :
D f(x)=In(x" -3x+7) et I=R i 2) f(x)=(F +2x)In(x* -4) et I=]2;+0

3) f(x)=xInx-1 et I=]e;+oo ;4 f(x)=1n|x+2—\/x2+4

et I =]-00;0[

5) f(x)=In(cosx) et I=}—§;§[ ;  6) f(x)=ln[2x_fJ et 1=]3;+0[

7 f(x)=Vin’x-2Inx et I=]0;][ ; 8 f(x):?+11;lx et I=]0;¢
—inx

—{ Définition 2 '

Soit# une fonction dérivable sur un intervalle / telle que: (Vx &) u(x)#0

(]
La fonction %~ est appelée la dérivée logarithmique de la fonction u sur 'intervalle / .
u

' PmEosition 9 I

Soit % une fonction dérivable sur un intervalle / telle que: (Vx &) u(x)#0

Les primitives de la fonction x >

¥
) sur / sont les fonctions x > 1n|u (x)| +AouleR,

(%)

sur l'intervalle ]—oo;l[ sont les fonctions

numériques F: x> In(1-x)+ A oudleR.

- » s cos x
2) Les primitives de la fonction numérique g: x >

sur l'intervalle |:3_2r’ 2x[ sont les fonctions
sin x 2

numériques G : x > 1n|sinx| +4 oudeR.
(x2 +1)3

Calculons la dérivée de la fonction f en utilisant la dérivée logarithmique :

On a pour tout x e]—2;+00[ : ln(f(x)) = 1n(§/x3_+8)-1n((x2 +1)3)=%In(x3 +8)—3]n(x1 +1)

3) On considere la fonction /" définie sur |-2;+oo[ par: f(x)=

f{x_ 3 _ 6x —3x(7x3—x+64)
f(x) 3 4(263 +8) 24l 4(x2 4—1)(3:3 +8)

Il s’ensuit donc que pour tout x € ]—2;+co[ i
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~3x(7x* —x +64)

4,4/(;:3 +8) (& +1)'

1. Dans chacun des cas suivants, déterminer les primitives de la fonction f sur I'intervalle / :

Par suite : (Vx el]-2 +oo[) Fix)=

a) f(x)= E o surI:]%-;»*»oa[ ;b f(x):xz:Bx sur [ =R"
) f(JlC)=E sur I=R ;) Fle)= = sur 1 = J1;+ oo
X
sin(2x) 2
e) f(x)= s sur I =R S f(x)=msurl=]—l;+oo[

2. Déterminer la primitive F de la fonction f: x> tanx sur:i-% —|: telleque: F [ J

3. On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle }—l + oo[ par: ) ( 3x + 1)
ra F 1 b
a) Déterminer les réels aetb tels que pour tout x & |——;+o| : f(x)= i ~.
2 2x +1 (2x+1)

b) En déduire I'ensemble des primitives de la fonction f sur l'intervalle ]~% s+ oo[ ;

¢) Déterminer la primitive /' de la fonction f sur l'intervalle ]—% s cn[ qui sannule en 0.

4, Calculer la dérivée logarithmique de la fonction g définie par: g (x) =2 3
—-32x+1

5.0n considére la fonction / définie sur R, par: h(x)=1-x+Inx.

Etudier les variations de la fonction 7 sur R’, puis en déduire que : (Vx € R:) Inx<x-1

@3 FONCTION LOGARITHME DE BASE @
2.1. DEFINITION ET PROPRIETES

—{ Définition 3 r

Soit @ un réel strictement positif et différent de1. La fonction logarithme de base a est la fonction
In(x)
In(a)

numérique, notée par log_, définie sur ]0; +00[ par: log, (x) =
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e La fonction logarithme de base e est la fonction logarithme népérien car pour tout réel x

I
strictement positif ; log, (x) = ln Ex; =In(x) .
n(e

eOna:log,(a)=1 et log,(1)=0 et logq(a")=r pour r € Q.

sPourtout xR} :  log/ (x)= oo
xXina

- Sia > 1alors la fonction log , est strictement croissante sur]O; +oo[ .

-Si0 < a <1alorsla fonction log,, est strictement décroissante |0; +o0] .

1 Proposition 10 i‘ —— R—

e Pour tous réels strictement positifs xet y , et pourtoutr € Q ona:

log, (xy) =log, (x)+log, (») ; log, (x’ ) =rlog, (x)

log, [}1;] = -log, (x) F o A0 [i] = log, (x)~log, (»)

e Pour toutn € N* et pour tous réels strictement positifs x,, x,,..,x,, ona:

T e e e ——

log, (x xx,.x...xx,) =log, (x,) +log, (x,) +...+ log, (x,)

——

2.2. LA COURBE DE LA FONCTION log,

0 ] 0 4., - I

! . + $ & .._:' y - + - l_ ._?_ !. - = s e = PUR) PR | SN —] . Rl it
: 4 ' ! ! \ ‘ S A + | bt I S | &
| o T. s i .!_,_.;:,......:...........l..,A |._._ N |. il - -
. i - e i .
L 0 A 4

| F-0 1 < ]

1 i o

b L o s |

! ! —

! . D 481 W 0 5 A0 §

'iae]l,+oo[ 0 ia

La courbe €€, , admet une branche parabolique

log,
dirigée vers I'axe des abscisses au voisinage de +w©
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1) On considére les nombres réels suivants: @ =log,, (100) et S =1log(25).

Déterminons S en fonction de  :

| _1n(100) In(2x5) _2In(2)+21n(5) _In(25) _2In(5) _ In(5)
OMEET[@)  m(Zx5)  3m)+l(s)  ~ In(6) 4m(2) 2mn(2)
i) 2
o 1n2 2448 . . o, 2-3a
Il s’ensuit donc : a=3 In(5) 3+2ﬁ-AlnS“ﬁH2(a_2)
+E(?)

2) Résolvons I'équation suivante : 108,, (4x) +log,, (16x) =4

L'équation est définiesix >0, 2x # let 4x #1, c’est-a-diresi x e R, — {i,%} :

On a maintenant pour tout x € R’ — {l ;}

log,, (4x)+log,, (16x) =4 < log,, (2) +log,, (2x) +log,, (4) +log,, (4x) =
i In2 i In4
In(2x) In(4x)
1 2
1+log, (x) % 2+log, (x)

=2 (car:log,, (2x)=log,, (4x) =

=2, c'est-a-dire 2(10g2 (Jt:))2 +3log, (x) =0. Ainsi:

Ce qui donne

log, (x)=0 ou log, (x)= —%. Par suite, 'ensemble solution est: § = {1 ,%}

2.3. LOGARITHME DECIMAL

———ﬁ Définition 4 '

La fonction logarithme de base 10 est appelée la fonction logarithme décimale. On la note log.

Onaalors pourtoutx € R} :  log(x)=1log, (x)= ]1110

1. Calculer : IoglOOO ; log100000 ; log(0,0l) ; log(0,00001)

2. Résoudre dans R ce qui suit:

log(x+11)+log(x—4)=2 ; log(x)+1=log(x+3) ; (10g(x+2))2—~10g(x+2)—222

x+y=25 xy =100
logx+logy=2 2log? (x) +2log*(y) =5

3. Résoudre les systémes suivants : {



1) Soit(a;b) e (R: )2 . Simplifier le réel : X = lll(arb2 )-nla’p’ + ln% ~In¥a’p’® .

2) Résoudre dans K les équations et les inéquations suivantes :
2lnx=1 ; (nx)'-4=0 ; Ihx*=5 ; In(2x-1)+In(x-4)=2In2

In(¥*-3x+2)=0 ; W(3x-x)<hx+lh2 ; —(lnx)-lx+620

In .In = — 2 5 X
3) Résoudre dans R” les systémes : (¥).In(y)=-10 ; Inx”+Iny* =16
Inx+Iny=3 Inx’ +Iny’ =6

1) Soit(a,b) & (R’ ). Ona:
1 1
¥ =]1‘1a+21nb——3—(1na2 +Inb5)+1na—1n\/_—z(h1az +1nb6)
=lna+21nb*%(21na+5h1b)+]na——%lnbm%(21na+61nb)

=§lna—zlnb
6 3

2) Résolution des équations et inéquations :
e Pour I'équation 2lnx=1:

L’équation 21Inx =1signifieln x = %, ce qui donne x = Je .Parsuite: S= {\[8_}
e Pour I'équation (lnx)z -4=0:

L'équation (ln x)2 —4 = Osignifielnx =2 oulnx = -2, ce quidonnex =e’oux =e>.D'olt: S = {ez; e‘z}
e Pour 'équationInx® =5 :

L'équation In x* = 5 signifie x* = €°, ce qui donne x = e*+fe oux =—e*Je .D'oli: S = {ez Je;—é \/;}
e Pour I'équationIn(2x—1) +In(x—4)=21In2 :

Cette équationaun senssi2x—1>0et x—4 >0, c'est-a-diresix € ]4;-}00[ .On a pour toutx >4 :

In(2x—1)+In(x—-4)=2In2 < In[(2x-1)(x-4) | =In4 & 24 —9x=0<:>x=§

Parsuite: S = {2}
2

e Pour |'équation ln(Jnc2 ~3x+ 2) =oll g

Cette équation a un sens six” —3x+2 > 0, cest-a-dire six € |-o0;1[ U ]2;+00] .

ray.com
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On a alors pour tout x € J-00;1[ U ]2;+e0[ : In (x2 —3x+ 2) =0 <> x* —3x+1=0. Cette derniére

3-45 3445 3-5 3++5
2 2 ’

2 2

équation a pour solutions

.Comme x € |-o0;1[ U |2;+oo[ alors: § ={

TP

o Pour l'inéquation In (3)\:2 - x) <lhx+In2:
Cette inéquation a un sens si x > Oet 3x* —x >0, C'est-3-dire x € :|%,+oo[ .On a pour toutx € :]—31-,4-00[ ;
111(3::2 —x) <hx+n2s 111(3};2 —x) <In(2x) ©3x’ —x<2x > 3x* <3x
Comme x > Oalors 3x* < 3xest équivalenteax <1.Enfin: § = }%;1}

e Pour I'inéquation — (ln x)z ~-Inx+6>0:
Cette inéquation a un sens si x € R’ . Posons X = Inx. L'inéquation devient—X* — X +6>0.

En dressant le tableau de signes de—X> — X +6, on en déduit que—X> — X + 6 > 0 est valable si et

seulementsi X € [—3;2]. Donc Inx € [—3; 2]. Puisque la fonction x > In x est strictement croissante
sur 5{: , alors 'ensemble solution de cette inéquation est.S' = [6“3 se? :| .
3) Résolution des systémes :
In(x).In(y)=-10
e Pour le systéme ( ) (y) :
Inx+Iny=3

0
Posons X =In(x)etY =In(y) .Le systéme devient{i iy 30. On en déduit alors que X etY sontles
solutions de I'équation?® — 3¢ —10 = 0. Cette derniére équation a pour solutions? =—2etf =5.
Il s’ensuit donc que (X ;7) = (-2;5) ou (X;Y) =(5;-2), etalors(x;y) = (e'2 - ) ou(x;y)= (e5 ;e"z)
L’ensemble solution est S = {(e"2 e ) ;(e5 h )} .

Inx*+Iny’ =16

e Pour le systéme
Inx’+Iny’ =6

Ce systéme a un sens si les nombres S o y3 et ° sont strictement positifs. Donc le systéme a un sens
six>0ety>0.0napourtousx >0 et y>0,lesystéme donné est équivalent a :
2Inx+5lny=16 2Inx+5Iny=16
{31nx+31ny=6 {lnx+lny=2
2X+5Y =16

E X =ln tY =1 " teme devient
n posan (x)e n(y), ce systéme devien {X+Y=2

, ce qui donne (X ;Y) = (-2;4).

Par conséquent: (x;y)= (e'2 ;e ) L’ensemble solution du systéme est.S = {(e:f2 et )} ;
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e On n’écrit In x que si le réel x est strictement positif.

e On retiendra que la fonction logarithme transforme les produits en sommes.

e Parmi les erreurs fatales qu'il faut éviter lors des calculs avec la fonction In :
Ina

F-—]n(a B) ; (Ina)x(Inb)=In(a+b) ; (lna)' =nha ; Tnl;._:_hm,

e Pour résoudre une équation de genre In ( f(x))=n ( g(x)) , on détermine d’abord ’ensemble de

définition de cette équation puis on utilise les propriétés algébriques de la fonction In .
o Pour toutm € @, I'équation In x = m a pour unique solution x = ¢” .

e La formule In (x”) = nln x n'est valable que si x > 0. En particulier : (Vx S R') In (x’ ) =2 lnlxl :

e Pour résoudre des inéquations contenant x - In x, on utilise le fait que la fonction x > In x est

strictement croissante sur R .

B § CALCUL DES LIMITES

1) Calculer les limites suivantes :

Iim 22 ’ lim (x+ln(x4'+5)) : lim i ; lim (x2 +1)ln(l+x3LJ

x—)O" 2 ll'l X Arhg ] X _._] A—r4a0

+ x2 x2 x’
2) a) Montrer que pour toutx e R* : x~—7 51n(x+1) Sx~?+?

Indication : On pourra étudier les variations de chacune des fonctions suivantes sur R™" :
2 2 3
X XX
f:xl—>7—x+ln(x+l) et g:xwxm?+?—ln(x+l)

. . In(x+1)-x
b) En déduire la limite : lngg _
X X

| seemen)

1) Calcul des limites :

e lim ;;4-2 =—o0 (car lim (x+2) =2etlim x* Inx = 07)

=0 x" Inx x—0" x>0

. . 5 . 5
° xl})tpm(x-i- lu(x4 + 5)) = '}L@m(xﬂn[x‘ [1 +FJD = }E[x+4ln(—x)+ln[1+x—4j]

etdonc: lim (x+ln(x4+5))= lim x| 1-4——= (—x) 5 =—00 (car: lim M:O)

Tz X——o0 —X x4 Xotw X

B O V. WS N, |

P (x 1)(3; +x+l) >ix—1 x*+x+1 3 3
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1 2 41 l“[”}?] 11 h’[”}l?]
-Eirpm(x2+l)ln[l+;;)=}itzlwxx3 x 1x =x@m(;+y}x—1_=0x1=o
g £

2) a) On consideére les fonctions f et g définie sur R™ par:

2

f(x]=%—x+1n(x+l) et g(x)=x—x—22+§wln(x+1)

On vérifie aisément que les fonctions f et g sont dérivables sur R* et on a pour toutx € R :

N 1 fios 3 1 ¥
f(x)_x"1+m_x+l etg(x)—l e x+1 x+1

On a donc pour toutx € R*, f’(x) 20et g'(x) > 0.1l s’ensuit donc que f et g sont croissantes sur R*.

1l en résulte donc que pour toutx € R*, £(x) = f(0) et g(x)= g(0),d’ou f(x)20 et g(x)20.
% 2
Ces deux derniéres inégalités donnent : ? -x+In (x + 1) =20 et x— ? + -? - ln(x+ 1) >0.

2 2 3

Par suite, pour toutx € R* : x-—%sln(x+l)£x—«x?+%
b) On a pour toutx € R :
5 3 ? 2 ¥ In(x+1)-x
x~~x——sln(x+1)5x—x—+x—<:>—x—sln(x+1)—xs—x—+x—@—ls—( 2) .,
2, 3 2 2 3 2 x 2 3
In(x+1)—x
Puisque Ii —lzlim -~l+i =-~I—;alors: ]im——(—z)—z—l
30" 2 xa0" 2 3 ) x—0" X 2

e [] est évidemment essentiel de connaitre les limites de référence a savoir : (r > O)

limhx=+0 ; lmhx=-0 ; lmxlhx=0 ; lmx Inx=0
X230 x-0)" x-a0" 0"

In{x+1
TSR D TR e L
e § P O ey x" y-sl x_] pam X

e Pour enlever 'indétermination dans les limites contenant 'expression In (u (x)) , on essaye de voir ol

tend l'expression(x) . En gros, on rencontre les situations suivantes :

| :
o Si limu(x) =+, on utilise la limite : l_imn—(uiji] =1,
= )

i W S o K8 Or e o dn{teuld])
OSlal«L?.,u(x)HO , on utilise les limites : Eg:u(x)ln(u(x))—() et lim——=

=n y(x)
In{u(
o Silim u(x) =1, on utilise la limite : lim M =],
=31y X%y u(x)...]




C§ ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIOUE

Soit f la fonction définie pour toutx € ]—1; +o0[ par: f(x) = x]ﬂ(l + x) +1-x

€ + est sa courbe représentative dans un repére orl:honormé(O; i ,}') ;
1) Calculer}_i)r}rlw F(x) et xl-i;]il}+ Fx)
2) Etudier les branches infinies de la courbe € o
3) ) Calculer f(x)pour tout x & |~1;+0[
b) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f”.
c) En déduire qu'il existe un unique réel @ € ]—I;+oo[ tel que f '(a:) =0,
d) Vérifier que 0 < & < 1puis préciser le signe de f ’( x) sur l'intervalle ]-l;+00[ ;
e) Dresser le tableau de variations complet de la fonction f'.
4) Soit g la restriction de la fonction f sur l'intervalle = [1 : +oo[
a) Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J 3 préciser.
b) Dresser le tableau de variations de la fonction inverse g™ .
9) Callculer(g‘I )f (In2).

d) Tracer € et @g-! dans le méme repeére.

Soit f la fonction définie sur]—l;+co[par : f(x) = xin(l + x) +1-x.

1) Calcul de}ﬂf(x} etxl_i)lfll+ Fix}:

X—r+m X

lim f(x)= 1_i>rpw(x1n(1+x)+1—x)=x13_nmx[1n(1+x)+l-1J=+oo ;

lim f(x)= lim (xln(l+x)+i—x)=+oo car lim In(1+x) =—0.

x=—1" x—=1* =—1*

2) Etude des branches infinies de la courbe € y |

Ona: lim (x) =+00 ; donc la courbe €, admet une asymptote verticale d’équation x = —1.

x-3—*

Au voisinage de+co : lim f (x) =+00 , on doit donc calculer lim M .
X+t X—rt Ey
Ona: lim f(x) = lim xln(1+x)+1—x = lim []1'1(1+x)+l—1] = +00
X X X—p+00 X Xt X

Par suite, € ,admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de +00.
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3) a) La fonction f est deux fois dérivable sur ]—1, +co[ car les fonctions x > x etx > In (l + x) le sont.

De plus, on a pour tout x & |-1;+00] : f‘(x)=(xlu(l-f-x)+1—x)r =]n(1+x)+%—l -
x

1,1 _ 2+x
1+x 2 5
(1+x) (1+x)

Et donc pour tout x € ]—1;+00[ : f"(x) =

b) On a pour tout x € |~1;+o0[, (12 - J;z >0, c'est-a-dire que /" (x) > 0, d'oll le tableau de variation de f" :
+x
x -1 +c0
f(%) *

£(x) /

(lim f'(x)= lim {(Lrraxiuil-ras) -1 = —00 car lim+(l+x)]n(1+x)=flj_$r1nr=0)

x—=—1t x-1" 1+x x=—1

¢) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—1 ;+oo[ . Par conséquent :
£(Fts4ee]) = tim £(x); lim £(x)| = Jeoi+o[ =R
Puisque 0 € R alors il existe un unique réel @ € ]—1 ;+00[ tel que /'(a) =0.

d) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]—1 ;+oo[ .De plus:
' ' , ' 1 1
F (0)=——1 . (a)=0 ¥ o (1)=]11(2)—E (ln(2)—5z0,2)
Comme £'(0)< f'(a) < f'(1) ,alors0 < & <1. Le signe de /" (x) sur |- 1;+<0[ :
-Pourxe [-Lia| : f'(x)<0;

-Pourx € |a;+o[ : f'(x)>0.

e) Tableau de variation de f :
X -1 o 400
1'(x) -9 .

. ffx) \f(a) /



4) a) La fonction g est continue et strictement croissante sur Uintervalle I . D’aprés le théoréme de la fonction

réciproque, la fonction g admet une fonction réciproque g_l définie sur l'intervalle J tel que :
I =g(1)=g([1:+e]) =[ £(1)  lim g (+)] =[1n2; 4]
Ainsi: J = [In 2;+oo[ _

b) Tableau de variations de /™' :

% In2 +00
"//-Fw
|
g (x) ;

c)Onag(l)=m2et g’ (1)=In2 —--;- . Puisque g'(1) # Oalors g " est dérivable enIn2, et de plus :

ay 1 1 2
(g )(]nz)zg'(l)hlnz__%_ln(‘l)—l

d) Construction des courbe € ret ‘@g_, :

= 7
’ <.
"1 / !

&

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soita, b etc trois réels strictement positifs. On pose :
A=Ina et B=Inb et C=Inc
Exprimer ce qui suit en fonction dea, b etc :

xeu(ow?) 5 ven(2)en(%)

Z=]n( abc.%&'/g) ; T=ln( JE-%/F'C‘/E)

Simplifier les écritures suivantes :

mnm(ﬂ ; ln(Tlg]+31n2 . In36-2In3

21n[§§~] ; 1n(e2\/§)—%1nz ; ln(e'3)—%ln(e‘5)

m(JE—z)+m(J§+z) ; In42+2m28-314

() T3 o] ()

Soit aet b deux réels strictement positifs tels que :

ln(a;b]=5(lna+]nb)

€ e

R : Calculer le rapport —.
Simplifier les écritures suivantes : PP b

= ln(én/_}+ln(l2\/_)+]n(3\/_)
B=1n(7+43) +In(7-443)
C=ln2+in(2+\/2T\E)+1n(2— 2+J§)
D=%1n(3+2«/_) 41n(1+J_)——m(J§—1)
=2In(eve)-3In(e*)-2In(e*)
Y=]n[—i—]+ln(§]+ +ln[g§]+1n[%]

=%ln(7+4\/§)—ln(2+\/§)—%ln(2—\/§)

Soit aet b deux réels strictement positifs.

1) Montrer que : Jab < %b

2) En déduire que :

Ina+Inb Sln[a+b].

2

Soit x et y deux réels strictement positifs.

Montrer que: (x+y)In(x+y)>xInx+ylny

Déterminer Df I'ensemble de définition de la fonction

numeérique f dans chacun des cas suivants :

D f(x)=In(3-2x) ; 2) f(x)=In(x*-5x)
3) f(x)=Inlx+1] ; 4 f(x)=ln*x-3Inx
5) £(x)=In((x-1)°): 6 f(x)=+2-Inx

7 f(x)=In(x+2)+In(x-1)

Calculer 'nb'n de a =156t b=1n2ce quisuit:

xzm[w\@ ; y=m(1000) ; z=In(0,64)



SEERXERCICES ET PROBLEMES 4.

8) f(x)=1n((x+2)(x—l]) i 9) f(x)=In(Inx)

43 Résoudre dans R les équations suivantes :

( 1
10)f(x)=1n\x2+x+z] 3 11) f(x)ﬂxlnx 1) 2Inx-520 ; 2)1-Inx<0 ; 3) Inx<-1
g g 4) 111(x+5)<ln(3x+11) ; 5) (x-1)lnx20
\I—3

2x+3
x—5

12) f(x)=H

J ; 13) f(x)=In

6) In*x-Inx>0 ; 7)In*x-6lnx+5<0
14)f(x)=ln\f;—1| ; 15) f(x)=4/xIn(x+1) 8) (Inx-1)(3-2lnx)20; 9) In(x* +3x+3)>0

16) f(x)=+vIn*x+Inx—6 ; 17) f(x)= I-Inx § 10) In(2x-3)+2In(x+1)>In(x-3)

I+Inx Inx 2—-Inx
11 >0 ;12 <3;13)In’x-420
18) £ (x) = V2-Inx ' ) Inx+2 4 Inx b
In*x-3Inx-4 2
14) In(x+1)-lnx<In(2-x) ; 15) ln[l+—]2]nx
x
Résoudre dans R les équations suivantes : 16) Inx+In(4-x)>0 ; 17) lfl(x2 —5)5111(‘“4x)
Dinx=0 ; 2)lx=1 ; 3) 2nx+3=0

4) Inx=3In2 ; 5)2lnx=I3+mn27
6) 2lnx=In(x*) ; 8) In®x=4 ; 9) Inx*=-2

18) Inv/2x-3 +ln(x+1)<%ln(x—3).

1) Résoudre dans R les équations suivantes :

(E): 1n( x—l)zln(3~x)—%ln(x—l)

Résoudre dans R les équations suivantes :

1) m(Tx—l)zm(sx+1) ; 2) In(xz_x)zln(x-l-l) (Ez):an x-3In*x-6lnx+8=0
3) In(x~3)+In(x~1) =In(2x+3). (Eq): 111|x—1|+1n|x+2|=]n|4.x2 +3x—7|
4) ln[( x=3)(x _1)] =In(2x+3). 2) Résoudre les inéquations suivantes :
3% 7
5) In(x—1)+In(x+3) = In(x* +4x+9). (1): In(x* -2x) <nx 5 (L,): 1“[4”5)20

6) (1+3Inx)(1-Inx)=0 ; 7) I x+Inx=0 (L):-In*x-Inx+2>0 ; (L): —!n|x—2|>0
8) (lnx)’ =3In(x*) ; 9)3(Inx)’ ~7lx+10=0

10) %In(élx) = ln(3—2x)—1n(\/2x+l).

Inx

(I;):0< <1 ; (L):In’x-3m*x+2>0

Inx-1

1 ke e -
1D ]n( N2% -3 ) =In(6-x)- 2 Inx. Pour chacun des cas suivants, déterminer le plus petit

12) hllx B ll n Int2x o 1| =0 ; 13) In |3x+ 1' — 52 entier naturel » vérifiant I'inégalité correspondante :

1Y " i
—| €107 3 1,1)" 2100 ; 3) —<0,03
14) ln[x+sj+2ln(x+2)=1n(3x+9) 1)(2] 0% 5 2 (L) } ™
x+2
z 55Y

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

Résoudre dans R* les systémes suivants : Calculer les limites suivantes :

4nx-3lmy=6  [3lnx-5hy=-9 . a2 1+ln(~x) S
2lnx+51ny=16 2]]1x+l[1y=7 x—l-rtll]!' l+lnx xll}lw3+]n(—x) ’ x—;l-]floox ( x
Re3=10 ; 4’“’53’ § tim (In* x-+Inx) 5 lim x(21n(1+x) - Inx)
Inx+lny=4In2 lnx+lny 2In2-1In5 e reni
In{l++x-3
Inx-ny=1 ]nxxln m3x+4+]n(x+2) . limu
: FRE x+2 ¥3" x—3
In>x+In*y=13 1 ]n 2 ;
nx—lIny= limxln(x;] ; hm(x —5x+6)h1(x 2)
In(xy)=-5 .{Hy =e el
mxlny+14=0  |lnx+klhy=2+In3 1imln2x~31nx+2; fore XWE 1n(3x—2)
x-ve A =0'2=Inx == (4x+1
I2+y2=25 . —}.6 ) 3
Inx+mhny=mh12 ' +1n )=15 iimM: Hmm : limln(cosx)
X—p—c0 x +1 x—0 x2 x50 A
1 x i L e ] g:
n(xy*)=5 ; {x +y" =52 mGe+1) . W(+3E) i)
Inx—4lny=-3 In(~x)+In(~y) =In24 x-l*r‘ghl(Sx+3) : % ; 1’fu-"l‘}ln(1+3‘:)
In(x* —3x+7)

lim (x-2)In(x*-8) ; lim

x—2% X=p—c0 2x+3

lim( L +ln(x-2)] ; lim— ln[fJ
=2\ x—=2 =2 x—2 2

lim (x+1)1n(x +x) ; limln(ﬁ—x)

Calculer les limites suivantes :

x——1" X300

3
lim[L+x] ; lim [Sx 2—111—st ; lim - 3
x—0" lnx x40 X Xt (ln x)

lim (nx-3x) ;  lim (x* -2x-5lnx)

X~

Calculer les limites suivantes :

- =2 . 5 = - -
};“,glxslﬂx s Bz }nglnzx xlggxhl(Zx-l—\/J_c) - kg}ﬁ/;ln - 3 }ngsm(x)lnx

x—=0"

lim (In*x-3Inx+2) ; lim (x* ~x~3Inx) pn(tenz) In(x’ +5x+2) i A1)
(i ) nfi.+ 92 ot 4x—m = l-Inx s> Inx

) x lim +2x Inx

Ll o el B = o n(2x-1) ﬁmln(l*i-\/;)‘ L tanx

e By . (x+2)lnx =1 x? 4 x—2 =0 xlnx x->01n(1+2x)

lim —— ; lim ; lim —————

3o x2 1 x>0 dx +Inx x>0 x " x e 1) im 21n]x|+3x

m|— - ; e
lim(ln(x2+3x)-x) i lim(xlnx—xln(x-i-Z)) x—»l*(x—l ¥ ¥+ ln|x| 4x
X=p+c0 —r e

5 2=3% s 1+5sinx
lim—In ; lim=In
x=30 x 1+3tanx

lim (x+In(x*-1)) ; lim(x— 1)ln\lx +2x-3
Fﬁ m(ore))V|§i L9ray.




Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction

Jf est dérivable sur I'intervalle / puis calculer f'(x)

pourtoutxel :

1) f(x)=xlnx—x+1 et I=]0;+o0.
2) f(x)=ln(x2—2x) et I=]—oo;0[.
3) f(x)=Infx*-8x+12 et I=]2;6].
4) f(x)=ln(1nx) et I=]I;+00[.
5) f(x)=In"x-3Inx+5 et I=]0;+o0[.
31 2
6) f(x}:% et I=]0;¢[.
7) f(.vc]=]n(\}1+x2 —x) et I=R.
2x+1 1
8) f(x)=1n( x—3] et I=]—w;—5[.
9 f(x)=+v1-In*x et I=]0;¢.
Lafiol] . pofose
10) f(x-)Hx ]n[1+x) t I=]0;+o].

11) f(x)=In(v1-4x) et 1:}—00;1[,

4
1) /()= o Pefspal,
13) f(x)=vVIn®x-3Inx+5 et I=]0;+co[.
14) f(x) =Infe+3 -3 49| et I=]0s+c].
15) f(x)=1n(tanx) et r=]0;i’25[.
16) f@):ﬁ et I=]e";ef.
17)f(x)=x2(2~-]-§;]4 & Fniiaed.

ore It.

EEYMXERCICES ET PROBLEMES

4

En utilisant la dérivée logarithmique, déterminer

la dérivée de la fonction f sur l'intervalle / dans

chacun des cas suivants :

et I=R.

I VARIATIONS ET ETUDE DE FONCTIONS l

Soit f'la fonction définie par: f(x) =In (J\:3 - Zx)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; iy }) .

1) Déterminer D . ensemble de définition de /.

2) Montrer que la droite (A): x = lest un axe de
syémtrie de la courbe €,

3) Calculer les limites de f aux bornesde D,.

4) Etudier les branches infinies de la courbe € s

5) Calculer f”(x) pour tout x & D, puis dresser

le tableau de variations de la fonction 1.

6) Déterminer les points d’intersection de la courbe
<€, avecl'axe des abscisses.

7) Tracer la courbe €.
8) Soit g la restriction de la fonction f surl = ]2;+ oo[.
a) Montrer que la fonction g admet une fonction ré-

ciproque définie sur un intervalle J & déterminer.

b) Calculer (g"l )’ (0).

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

4

Soit f 1a fonction numérique définie sur ]-1;+oo| par:
f(x)=(x+1)In(x+1) si x>-1
-

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}:).

1) Montrer que f est continue a droite en x, =~1.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite au
pointx, = —1puis interpréter géométriquement

le résultat obtenu.

3) Calculer }ﬂf(x) et lim f(x) ;

X0 X

Que peut-on déduire ?
4) Etudier les variations de la fonction f .

6) Tracer la courbe € =

Soit f la fonction numérique définie sur R, par:

2x+1+Inx
fe)=——

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f ,}) ‘
i t li .
1) Calculer }LIE f(x)e }Lerf(x)
2) Etudier les branches infinies de la courbe €,..

3) Etudier les variations de la fonction f .

4) Montrer que : (‘V’x & R:) fn(x) _ _ZEJ:__—_I
X

puis étudier la concavité de la courbe € ...

5) Tracer la courbe €, dans le repére (O o) ,}) ;

Soit f la fonction définie sur]0;+oo[ par:

Inx

fa)=2-1-"r

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f : }) ;
1) Calculer }_lﬂ} f(x) puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu.
2) a) Montrer que : gﬂf(x) =400,
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x —1lest
une asymptote oblique de €, au voisinage de +o0.
c) Etudier la position relative de la courbe € , par
rapport a la droite (D) sur ]0 - +00[ ;

3) a) Montrer que pour toutx € ]0;+ oo[ :

F'(x)= 2x1s/; l:lnx+2(x«./;—1)]

b) Montrer que f est décroissante sur l'intervalle

]0;1[ et que f est croissante sur]l;+ oo[ puis

dresser le tableau de variations de 1.

4) Tracer la courbe €, dans le repére(O;f ,})

On considere la fonction numérique f définie sur R’
et dont la courbe représentative €  est tracée en-

dessous avec sa tangente au point d'abscissee.
B

&

23~7~§; -----

N

e —

Vo]

—

v

1
e




On admet I'égalité suivante :
I{z)= 2Jc|:aln2 X+ blnx+c:|
olta, b etc désignent des réels.
1) a) Exprimer f'(x) en fonction dea, b etc.
b) A T'aide des informations données sur le graphi-

que, déterminer les valeurs de f '(e], I ’(\/; )
etf '(l] ;
e
¢) En déduire que pour toutx € R”, :

f(x)=2x[2In* x~3Inx+2]

2) a) Lire graphiquement le sens de variations de la
fonction f.

b) Etudier le signe de f” (x) et retrouver ainsi les

résultats précédents.

Soit f la fonction définie sur D = [0;1[ U ]1;+ oo[ par:

(O i
f(x) zx[l—i;;—;] si x>0
f(0)=0
et soit ‘%8_, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f;}:).
1) Montrer que f est continue a droiteen 0.
2) Montrer que f est dérivable & droite en 0.
3) Calculer lxl_rfllf(x) et x]il}lw 7ix)-

4) Etudier les branches infinies de la courbe €

5) a) Montrer que pour tout x € D —{0} :

7'(x) =[ln;;1][ln" x1;211;x+2)

b) Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau

de variations de la fonction f .

6) Tracer la courbe €.

mexMERCICES ET PROBLEMES 4

CALCUL DES PRIMITIVES

Pour chacun des cas suivants, déterminer toutes les

primitives de la fonction f sur l'intervalle / :

Y f(x)=~% i I=]10;+e0
2) f(x)=—% 3 I =]-0;0]
3) f(x)=—xj_—2 §I=]-240]
4) f(::):-_;-_lE 3 I=]1;+0f
5)f(x)=1fx4 ¢ Elt

6) f@):% . I=R

7 f(x)=xi2+x15 ;g I=12;9

2% + 2 +x—~7

8) f(x)=

Pour chacun des cas suivants, déterminer les primitives
de la fonction g sur I'intervalle / :

5 g(x)=x2—2—-;—ﬁ i I =[0;+00]
2) g(x)=%£+xl:1x ; I=]led]
¥,
= s I=0;

&) xv1-Inx Jore
4) g(x)=tanx i I=i|—§;52£[
) 8(x)=— =[]

x+1)
7) g(x)=— i 1 =]0;+40]
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4 EXERCICES ET PROBLEMES

On considere la fonction numérique f définie sur

i FONCTION LOGARITHME DE BASE @ I
3x+1

(2 X+ 1)2 ' Simplifier les expressions suivantes :

Vintervalle = }—»é—ﬁ oo[ par: f(x)=

1) Déterminer les réels a etb tels que pour toutx € [ : log, (2) +log, (16) + log, (4)

£()=2 (in 7 log, (8) - log, (¥/32) + log, (9) - log, (3)

2) En déduire I'ensemble des primitives de la fonction log, [%) +log, [—2177-) +log, [%]
numérique f sur l'intervalle / .

1
3) Déterminer la primitive F' da la fonction f sur/ log100 —log (1020” ) +log [IOW]

quis’annule en0. log (0, 008) - 4}0g(0,3)

log9 —log8

On considére la fonction numérique f définie sur R,

par: 7 (x ) =aln’ x+b1In’ x +1 1) Résoudre dans R les équations suivantes :
olia et b désignent des réels. 5(]0g2 x)z —log, x-4=0 ; (log x)z —2logx=0
On note €, sa courbe représentative dans un repére 2
orthonormé(O;?;}:). —3[log2 x) +log£x+10=0
4 4
1) Déterminer les réels a et b sachant que la courbe 1
log, x =—+log, (4x +15)
<€, passe par le point 4(e;0) et admet une tan- 2

gente paralléle 2 I'axe des abscisses en ce point. 2) Résoudre le systeme suivant :

2) Dans ce qui suit,on prend: a =2 et b=-3. log [l) _log, y* =—4
3 ] 3 -
P . x
a) Calculer les limites : }% f(x) et lim f (x).
o X
b) Montrer que pour toutz € N* : lim =0,

X=y 3

(On pourra poser: x = X")

1) Résoudre les équations suivantes :

(Iog 5 .:c).(log2 x).(log2 & Jnc).(log4 x)=54

c) Etudier les branches infinies de la courbe €,..

3) Déterminer les points d’intersection de la courbe

2 1
€, avec I'axe des abscisses puis tracer € . log, x=1-(x-2)" ; log,x= 5 F log, (4x +10)
4) Soit F la fonction numérique définie sur R”, par: 2) Résoudre les inéquations suivantes :
F(x)=xf(x)-6In’x+6Inx—1 log; (3x+2)>2 ; log,(x)+logs(2x-3)=1
4

Montrer que F est la primitive da la fonction f 1
| < 5x—4) ; ? .=
sur R’ qui s’annule enl. 0g, %% logy (5x-4) log, [x 4) w3



On considére la fonction f définie sur R* par :

{f(x) = (lnx)2 si x>0
f(0)=0
1) Montrer que f est continue 3 droite en 0.

2) a) Vérifier que pour toutx € R” :

2
£ ()= 4x(vx1n(vx))
b) Etudier la dérivabilité de la fonction £ & droite
en( etinterpréter géométriquement le résultat.
3) Calculer f'(x) pour tout x € R’ et étudier son signe.

4) Dresser le tableau de variations de la fonction L

35

_ RXBRCICE

1) Soit g la fonction numérique définie sur R’, par :
g(x)=1 —;1; +Inx
a) Etudier les variations de la fonction g .
b) Calculer g (1) et en déduire que g(x)> 0 pour
toutx > let g(x) < Opourtout0 < x<1.
2) Soit f la fonction numérique définie sur R’ par:
f(x)=(x-1)Inx
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f'_;}).
a) Calculer : !% Sf(x) et lim £ (x).
b) Etudier les branches infinies de la courbe € e
c) Montrer que : (Vx € TR+) f'(x)=g(x).
d) Dresser le tableau de variations de f .
e) Résoudre dans R}, I'inéquation: f(x)2x~1.

e) Construire la courbe €,

Soit f la fonction numérique définie par :

& x—1
#(5)= —5+2+In(x—+l~)
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;E" ,})
1) Montrer que: D = ]-o0;—1[ U ]I;+ o[,
2) Calculer: EEE F(x)et xlmi*l_l‘l_ f(x) puis interpréter
graphiquement les résultats obtenus.
3) a) Calculer }_ufw f(x) et xlirflw f(x)
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = % +2
est une asymptote oblique de a courbe € aux

voisinage de+ooet—o0,
¢) Etudier la position relative de la courbe €, par

rapport & la droite (D).
4) Montrer que le point 7(0;2) est un centre de
symétrie pour la courbe €.

5) Construire la courbe €,..

Soit(, )1a suite numérique définie par:

uy=e' et u,, =3e’u’ pourtout neN.
1) Montrer par récurrence que : (Vne N) u, >é’.
2) Montrer que la suite ( u, ) est décroissante et en
déduire qu'elle est convergente.
3) Pour toutn € N, on pose: v, =In(u,)-2.
a) Montrer que la suite (v,, ) est géométrique.
b) Exprimerv, et #, en fonction de n.

c) Déterminer la limite de la suite (u, ).
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six>0

1+Inx

etsoit €, sa courbe représentative dans un repére
orl:honormé(O;? ,}) .

1 1
1) Montrer que: D, = [0 ;—|:u j|_-;+ wl: .

e e

2) Montrer que f est continue a droite en0.

3) Calculer: lim f(x) ; lim f(x); l._lglu f(x).
""(: {7

4) Etudier les branches infinies de la courbe € ;..

5) Etudier la dérivabilité de la fonction f & droite en 0
et interpréter géométriquement le résultat obtenu.
6) a) Calculer xl_lm) I (x) et en déduire la nature de la
branche infinie au voisinage de +0.
b) Montrer que la droite (A) est une asymptote
oblique de la courbe € au voisinage de +.
7) a) Montrer que pour tout x € D, — {O} g
)= In*x+1In x2+ 1
(1+In x)
et en déduire que : (Vx eD, - {0}) f'(x)>0.
b) Dresser le tableau de variations de f .
8) Donner 'équation de la tangente (T) ala courbe €,

au point d’abscissel.

—{0} :

9) a) Montrer que pour tout x € D,
In* x-1

8= iemay x(1+lnx)

b) Etudier la concavité de la courbe €.

10) Tracer la courbe €, .

11) Soit g la restriction de f sur [ =

a) Montrer que g admet une fonction réciproque

g définie sur un intervalle J a déterminer.

b) Donner le tableau de variations de s

c) Déterminer ( g )’ [%J

¢) Tracer €, dansle méme repére (O i ,})

ére

Soit g la fonction numérique définie sur R, par :
g(x):(hlx)3 +Inx-2
a) Montrer que g est strictement croissante sur R, .
b) Calculer g () et en déduire le signe de g (x)
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction numérique f définie par:

1 1
f(x)= lnx—Tn-;-+(1n—x)2

et soit €, sa courbe représentative dans un repere

orthonormé (O;lT ,j)

1) Montrer que: D, = ]O;l[u]1;+ca[.

2) Calculer les limites de f aux bornesde D .

3) Etudier les branches infinies de la courbe €.
5(2)

x(In x)

b) Dresser le tableau de variations de f .

4) a) Montrer que : (Vx e Df) Filx)=

5) Ecrire 'équation de la tangente (') la courbe €,

au point d’abscisse e.

6) Montrer qu'il existe un unique réel & dans l'intervalle
i
—:—{ telque: f(a)=0.
[ e 7 ()
7) Etudier la position relative de la courbe €, par
rapport  la courbe (I") d’équation y = In x .

8) Tracer les courbe €, et (I") dans le repére (O =f ,}) ;



Soit /2 la fonction définie sur R’ par: %(x)=x-Inx.
1 ler: lim A li .
) Calculer 31’111 (x) et rLl}‘ﬁﬂf’t(x)
2) Calculer 4'(x) pour tout x € R, puis dresser le
tableau de variations de 4.
3) En déduire que : (‘v’x € R:) x—Inx>1,
Deuxiéme Partie ;

On considere la fonction numérique définie par :

flx)=—=

x—-Inx
r(0)=0
et soit ‘?}f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O;E ,})

si x>0

1) Vérifier que la fonction f est bien définie surR .
2) Calculer lim f (x) . Que peut-on déduire ?

3) Montrer que f est continue sur R*.
4) Etudier la dérivabilité de la fonction 7 & droite en 0
et interpréter graphiquement le résultat obtenu,
l-Inx
(x-Inx)’
b) Etudier le signe de f”(x) puis dresser le tableau

5) a) Montrer que : (Vx e IRL:) f’(x) -

de variations de la fonction f .
6) Démontrer que la courbe €, coupe la droite (A)

d’équation y = x en deux points dont on détermine-

ra les coordonnées.
7) a) Vérifier que pour tout x € R? :
x(l - h(x))
7=

b) En déduire la position relative de la courbe €,

par rapport i la droite (A) .

8) Donner l'équation de la tangente (T )é la courbe €,

raNIXERCICES ET PROBLEMES

au point d’abscisse .

9) Tracer la courbe € e
Troisiéme Partie ;
Soit (u, ) la suite numérique définie par :

U, =§ et %, = f(u,)pourtoutneN .
1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <1,
2) Montrer que la suite (un ) est décroissante. (On pourra

utiliser le résultat de 7) de la deuxiéme partie)

3) En déduire que la suite (u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit f la fonction numérique définie sur l'intervalle
parl =[0;+w] : f(x)= ln(x+I+\/JT2x)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;f;}:) .

1) Calculer lePm f(x).

/(%)

2) Montrer que lim ~——= = (. Que peut-on déduire ?
Xy x

3) Etudier la dérivabilité de la fonction £ a droite en 0
et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

(On pourra poser: ¢ = x++/x* +2x ).

4) a) Montrer que : (Vx € ]0;+oo[) 'lz)= 1

" +2x .
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

5) Construire la courbe €,..

6) a) Montrer que /" admet une fonction réciproque f~'
définie sur un intervalle J qu’on déterminera.

b) Donner le tableau de variations de £

¢) Montrer que la fonction f ' est dérivable en
In(2++/3 ) puis déterminer( £ ) (ln(Z w43 )) .

d) Tracer € _, dans le méme repére(O;f' ,}-)
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EXERCICES ET PROBLEMES

3) Calculer lim f (x) puis déterminer la nature de la
X=pt+oe

Soit f et g les fonctions numériques définies sur ) »
branche infinie de la courbe €, au voisinage de +0.
lintervalle[1;+ co[ par:

4) a) Montrer que :

2lnx-1

(vxelt;+a) £'(x)= e

b) En déduire que la courbe € ,admet un unique point

1
f(x)=ln(x+1)—lnx-m

et: g(x)=%—]n(x+1)+lnx

1) a) Montrer que pour toutx € [1 G 3 00[ : d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.

T e "(x =—-—~_1
f(x)”x(x_l_l)z t g() xz(x+1)

5) Construire la courbe €.

6) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~'

b) Dresser les tableaux de variations de f etg . définie sur un intervalle J qu'on déterminera.

c) En déduire que pour tout x € [1; +oo[ :

-—I—Shl(x+1)—lnxsl
x+1 X

b) Donner le tableau de variations de /.

c) Montrer que la fonction f ! est dérivable en e puis

calculer( f )' (e).
d) Tracer € , dansle méme repére (O 2 ,}) .

2) On considére la suite numérique (u, ) , définie

* 1
pour toutn € N par: u, =1+-:lz—+..+—
n

a) Calculer u,;, u, et u;.

b) Montrer que : (Vn = N*) u, 2In(n+1).

Soit g la fonction numérique définie sur R’, par:

c) En déduire lim u,.

A=+

g(x)=1n[1+-7:]+

x) x+2

1) Calculer : lim g(x) et lim g(x).

Soit f la fonction numérique définie sur [I s+ oo[ par:

f(x)=x Inx

2) Calculer g'(x) pour toutx € R’, puis dresser le

tableau de variations de g .
et soit €, sa courbe représentative dans un repere
- o 3) En déduire que:: (VxeR’) g(x)> 0.
orthonormé(O;i ;j] ,
Deuxiéme Partie ;

1) a) Vérifier que pour toutx & [1;+oo[ :
f(x) _ L fmx 1
x=1 x—-1 x-1
b) Etudier la dérivabilité de la fonction f a droite

Soit f la fonction numérique définie sur R par :
f(x)= xln(l +2) si x>0
x
£(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repéere

enl etinterpréter graphiquement le résultat
obtenu.

orthonormé (O ¥ ,}) ;
2) Montrer que : (Vx e+ oo[) Fix)=

2lnx+1

24/Inx

Puis dresser le tableau de variation de f .

1) Montrer que f est continue sur R*.

2) a) Montrer que : lim f(x) =400,



b) Montrer que la droite (D) d’équationy = x+2
est une asymptote oblique de a courbe €, au
voisinage de +00,

3) Etudier la dérivabilité de la fonction £ 4 droite en 0
puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4) a) Montrer que : (Vx € ]R:) f'(x)=g(x).
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

5) Construire la courbe €.

Soit f*la fonction numérique définie sur R* par:

B x+2
f(x)hxln[ .

J si x>0
£(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O;f;}:).

1) Montrer que f est continue a droite en0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction £ a droite en 0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
: 2
3) Montrer que lim f(x) =2. (Poser: X ==)
X—poo x
Que peut-on déduire 4 propos de la courbe € 5 7

4) a) Calculer f '(x) pour tout x € R, puis vérifier
que: (Vx € Q.:) )= —:4—2
x(x+2)
b) Etudier les variations de Ia fonction £
et déterminer xljﬂ, f(x).
c) En déduire le signe de f*(x) puis dresser le
tableau de variations de la fonction £ .
5) Donner I'équation de la tangente (7" la courbe €,
au point d’abscisse 2.
6) Construire(7") et €, dans le repére(O;f;}’).

7) Soit 4 1a fonction numérique définie sur R’ par:

2x
h(x]= x+2

mxINIXERCICES ET PROBLEMES

a) Montrer que : (Vx é IR:) F(x)—h(x)=x"(x).

b) En déduire la position relative des courbes des
fonctions et /.

8) On propose dans cette question la détermination

de toutes les fonctions g dérivables sur |0;+ oof
et vérifiant la relation (R) suivante :
(vxe]os+ o) g(x)-xg'(x)="h(x)

g(x)

Onpose: G(x) = pour tout x & ]0;+ o] .

a) Montrer que la fonction g vérifie la relation (R)

si, et seulement si :

(Vxe]0;+oo[) G'(x)= : L

x+2 x

b) En déduire les fonctions g vérifiant(R).

Premiére Partie :
Soit g la fonction numérique définie sur R’ par:
g (x) =x-2Inx

1) Calculer : lim g(x) et lim g(x).

2) Calculer g'(x) pour toutx € R* puis dresser le

tableau de variations de g .
3) En déduire que : (Vx = R:) g(x)>0.
UXié: e:

Soit f'la fonction numérique définie sur R® par :
f(x)=x+1-In*x
etsoit€, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O; f;j).
1) Calculer ELI(I% i (x) puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu.
2) a) Montrer que : xl_i’rpw f(x) = +00 (poser:x = X?)

b) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € - au voisinage de +00.
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4

c) Montrer que pour toutx € R,
f(x)z2x e xe[l;e]
e
_8(x)

3) a) Montrer que : (Vx eR’ ) Vi ( .

b) Dresser le tableau de variations de la fonction f'.

4) a) Montrer que : (Vxe]l?il)f (x )_Ljh}_x)

b) Etudier la concavité de la courbe €.
5) Tracer la courbe €.
6) a) Montrer que f admet une fonction réciprogue /™

définie sur un intervalle J qu’on déterminera.

¢) Montrer que la fonction /™' est dérivable en 2
) (2).
d) Tracer ‘éaf-. dans le méme repére (O;f;_}:).

Troisiéme Partie :
Soit (u, ) 1a suite numérique définie par :

puis calculer(

uy =1 et u,, = f(u,)pourtoutneN.

1
1) Montrer que: (VneN) —<u, <e.
&

2) Montrer que la suite (%, ) est croissante. (On pourra
utiliser le résultat de 2) c) de la deuxiéme partie).
3) En déduire que la suite (%, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

et soit € ,sa courbe représentative dans un repere

orthonormé(O;f;}).
1) Calculer lim £ (x) et lim f (x) puis interpréter
=0 X=pedc0
graphiquement les résultats obtenus.

2) Calculer f'(x) pour toutx € R, puis dresser le

tableau de variations de la fonction

3lnx-2

Al

b) Montrer que la courbe € radmet un unique

3) a) Montrer que : (Vx € R:) f'(x)=

point d’inflexion que 'on déterminera.

4) a) Déterminer l'intersection de la courbe €, avec

I'axe des abscisses.
b) Tracer la courbe €.

Soit g la fonction numérique définie sur R*par:
g(x)=2% —(x2 +1)1n(;tc2 +1)
1) Calculer: xlirilwg(x)
2) a) Montrer que pour toutx € R™ :
g'(x)= Zx[l—ln(x?‘ +1)]
b) Montrer que la fonction g est strictement croi-

ssante sur [0 ;ve—1 } et strictement décroissante

sur l'intervalle I:\/E ;+oo[ .

¢) Donner le tableau de variations de g sur R".

3) Montrer qu'il existe un unique réel & dans l'intervalle
[\fe—l e -1] tel que : g(a) =0.

4) En déduire le signe de g (x) surR*.

Deuxiéme Partie :
Soit f la fonction numérique définie sur R" par :
In(1+x*
f(x)= _(__,_.__) si x>0
f(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O 7 ,}) !

1) Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0
puis déterminer f; (0).

2) a) Montrer que: (Vx21) 0< f(x)< -




b) En déduire : lim f (x) 2

A—too

ol g(%)
3) a) Montr : [VxeR =—
)a) Montrer que: (vxeR}) £(x)=— (1)
b) Dresser le tableau de variations de f .
20

4) Montrer que: f(a)= FPL
a

5) Tracer la courbe €, dans le repére (O -7 ,}) )

Soit 4 la fonction numérique définie sur R’, par:
h(x)=x+1+Inx
1) a) Calculer #'(x) pour tout x € R”,
b) Donner le tableau de variations de g sur R’ .
2) Montrer que I'équation /(x) = Oadmet une solution

. ; 1
unique & dans R’, puis vérifier que : LA —1— .
e e

3) En déduire que /2(x) > 0 pour tout x € Ja;+ oo et
que /2(x) < 0 pour tout x € |0;af puis dresser le

tableau de signe de la fonction Zsur R, .
Deuxidme Partie :

Soit f la fonction numérique définie sur R* par:

f(x)= “"lix si x>0
7(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;?;}).

1) Montrer que f est continue A droite en 0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction £ & droite en 0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
3) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € . au voisinage de-+o.

h(x)

" (x+1)

4) a) Montrer que : (Vx € Rl) 0

INEXERCICES ET PROBLEMES

b) Vérifier que f (a’) = —« puis dresser le tableau
de variations de la fonction 1.
6) a) Montrer que pour toutx € R, :
2xInx+(x* -1)
x(x+ 1)3

b) Montrer que 2xIn x et x> —1 ont le méme signe

f'(x)=~-

sur chacun des intervalles |0;1] et |1;+ oo .
¢) Montrer que la courbe € . admet un unique
point d’inflexion que I'on déterminera.
7) Donner I'équation de la tangente (T )é la courbe €,
au point d’abscissel,
8) Construire (7') et €, dansle repére(O;i";}').
9) Soit g la restriction de f sur l'intervalle I = Jor;+oo| .
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™

définie sur un intervalle J 3 déterminer.

b) Vérifier que g(lj —i
a.

c) Montrer que la fonction g ' est dérivable en1

etque: (g"' )f H= é.

Soita € R’,. On considére la fonction numérique f

X a a
+—+ ;

x+a& X x+a

définie par: f(x)=2In

1) Montrer que : D, = |~o0;—a[ U |0;+oo] .
2) Montrer que pour toutx D, :
(-a-x)eD, et f(-a-x)+f(x)=0
Interpréter géométriquement ce résultat.
3) a) Montrer que pour toutx € R, :

2xInx+a a
= -21
f(x) e n(x+a)
b) En déduire lig}  § (x) puis montrer que :
lirp f(x)=-o

xX<—a
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c) Calculer : }ég}n F(x) et ilﬂglw F{x):

4) Etudier les variations de la fonction f .

Soit f la fonction numérique définie sur R par:

—— si 0
1= 1+(1nx)2 u

f(0)=0
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0 of ,})

1) Montrer que f est continue a droite en0.

2) Etudier la dérivabilité de la fonction f'a droite en0

et interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3) a) Montrer que pour toutx & |0;+oo[ :

B 1
/()= L{zln\/;]z
x | «x

b) En déduire que : lim f(x)=

c¢) Déterminer la nature de la branche infinie de la

courbe € au voisinage de +o0

4) a) Montrer que pour toutx € J0;+ o[ :
, Inx—1)°
rw =l
(1+In x)
b) Dresser le tableau de variations de f.
4) a)-Calculer f'(x) pour tout x € R, puis vérifier
i o —4
que: (Vx e RJ (x)=——=
x(x+2)
b) Etudier les variations de la fonction f’

et déterminer lim f' (x)

X0
c) En déduire le signe de /'(x) puis dresser le

tableau de variations de la fonction f'.

5) Donner I'équation de la tangente (') 2 la courbe €,

au point d'abscissel.

6) Montrer que : (Vx = Jos+ oo[) Fx)s=.
Interpréter géométriquement ce résultat.
7) Construire (T) et €, dans le repére (O;E’ ,})
8) Soit (u, ) la suite numérique définie par :
uy =1 et u,, = f(u,)pourtoutneN .
a) Montrer que: (VreN) 1<u, <e.
b) Montrer que la suite (%, ) est décroissante.

(On pourra utiliser le résultat de la question 6).
c¢) En déduire que la suite (uﬂ ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Une vibration sonore se mesure par sa fréquence et

donc son intensité (I ) exprimée en W/m® . Le décibel

(dB) est, quant 2 lui, utilisé pour exprimer le rapport

de deux intensités acoustiques. On définit le nombre de
décibels, que 'on note N , engendré par une vibration

sonore d'intensité / par: N =10log (Ii] i
0

(I, estla plus faible intensité perceptible par I'oreille
humaine ; I est voisin de10™2 W/m? ).
1) Que vaut N lorsque / = I, ? Lorsque / =101, ?

2) Le chuchotement (discret) de deux éléves en classe
est voisin de 204B . Qu'en est-il de I'intensité sonore

émise par rapport a I, ? Méme question, pour une
conversation de deux personnes, émettant50dB .

3) On dit que le seuil de douleur est atteint a partir de
1204dB . Qu’en est-il alors de l'intensité émise par

rapportal, ?

4) Le dernier concert des Stringers in the night, a été
mesuré del054B !

Qu’en est-il du rapport— ? ’ mm’ => %

uhfﬁ dlm




mx¥NIXERCICES ET PROBLEMES

3) La droite (4P) est-elle perpendiculaire 4 la

tangente & (I") au point P ? Justifier la réponse

Soitu la fonction numérique définie sur]0;+ oo[ par:

u(x)=x2 —~2+Inx

On considére la suite numérique (u, ) ., définie pour

toutneN'par:uﬂ=-1—+ 1 +oes L
n+l n+2 2n

1) Calculer: u, ; u, ; u; ; u,.

1) Etudier les variations de la fonction % et préciser

ses limites en 0 et en <0,

2) a) Montrer que I'équationu (x) = Oadmet une

. . N .
solution unique ¢ sur I'intervalle |03+ oo . i ———

1
Yot ~Up = 2(n+1)(2n+1)

b) Vérifierque: 1,3<a <1,4
(on donne : In(1,3) ~ 0,26 et In(1,3) ~0,34).

En déduire la monotonie de la suite (u, )

3) Déterminer le signe deu (x) suivant les valeurs de n21"

3) Soit f la fonction numérique définie sur J0; + oof

par:  f(x)=Ilnx-(x-1)

a) Etudier les variations de la fonction £ puis

la variable x.
4) Justifierque: Ina =1-a”.
Deuxidme Partie :
Soit f'la fonction numérique définie sur]O; + oo[ par:
F(x) =% +(2-Inx)’

1) Exprimer f"(x) en fonction deu (x) pour tout x

en déduire que : (Vxe]0;+oo[) Inx<x-1.

b) En utilisant le changement de variable X = 4
X

dans 'inégalité précédente, montrer que :
de l'intervalle [0;+ oo[ . 1
(Vx e]0;+oo[) 1-—<Inx

2) En déduire les variations de f sur [0;+ oo[ . x

Trolsitans Partia

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O;f;}:),

c) Déduire des deux questions précédentes que

pour tout p € N* :

1 sln{pﬂJs-l—.
p+1 p p

4) Soit 7 un entier naturel non nul.

on note :

° (F)la courbe représentative de la fonction In

(logarithme népérien) ;

- "
« Ale point de coordonnées(0;2) ; a) Ecrire I'encadrement du 3) c) pour tous les

valeurs de p allantdena 2n—1.

e M le point de (1") d'abscisse x € ]0;+°°[ . b) En additionnant membre & membre les inégali-

1) Montrer que la distance A M est donnée par :
AM = f (x)
2) a) Montrer que la distance AM est minimale en un

tés obtenues, démontrer que pour toutn € N* :

u, < In2<u, + 1
2n

point de ("), noté P, dont on précisera les coor- c) En déduire un encadrement de In2 — u,, puis

données,

prouver que la suite (un )nzl converge versin2.
b) Montrer que : AP =av1+a*.
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de la droite (A) .
b) Vérifier que pour toutx € ]0;+ oo[ -
7(3)-x=(inx-1)g (2
On considére les fonctions numériques g et/ définies ¢) Etudier le signe de f(x) — xpuis en déduire la
sur 'intervalle ]0 4 oo[ par: position relative de € ,par rapportala droite (A) ;
g(x)=x-1-lnx et h(x)= x+(x-2)lnx 4) Construire(A) et €, dans le repére(O;:T;}:).
1) a) Calculer g’ (x) pour tout x € |0;-+oo[ puis étudier (On admet que la courbe € . admet un point
les variations de la fonction g .

d'inflexion dont I'abscisse appartient é:l] ;-3—!:)
b) En déduire que : (Vx = ]0;+ co[) g(x) =1

Troisiéme Partie :

2) a) Vérifier que pour tout x € ]0;+oo : Soit (, ) la suite numérique définie par :

h(x)=1+g(x)+(x—1)lnx
b) Montrer que : (Vx € 0;+ o) (x=1)Inx>0.

U, =2 et u,, = f(u,)pourtoutneN
1) Montrer par récurrence que: (V7 e N) l<u, <e.
¢) En déduire que : (Vx € |0;+ oo[) h(x)>0.
Deuxiéme Partie :

On considére la fonction f définie sur ]0;+ 00[ par:

2) Montrer que la suite (un ) est décroissante. (On pourra

utiliser le résultat de 3) c) de la deuxiéme partie)

3) En déduire que la suite (un ) est convergente puis
f(x)=1+xnx- (lnx)2

déterminer sa limite.

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; i }')
Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oo par :

g(x)=x*—1+2]nx

1) a) Calculer lim f (x) et interpréter graphiquement
x—0*
le résultat obtenu.

b) Calculer lim £ (x) puis étudier la branche 1) Etudier les variations de la fonction g .
Xy

infinie de la courbe €, au voisinage de +. 2) Calculer g (1) puis déterminer le signe de g (x) sur

'intervalle ]0;+ oo[ .

2) a) Montrer que: (Vxe ]0;+oo[) f'(x)= ki) ;
& 3) En déduire que pour tout x & J0;+ oo :

b) En déduire que la fonction f est strictement

1 1
croissante sur l'intervalle ]0; 4 oo[ . x>1= 8(_] <0 et O<x<l= 8(—} >0

X X

3) Soit (A] la tangente & la courbe € ,au pointA(l;l) ! Deuxidme Partie :

a) Montrer que y = x est une équation cartésienne § Soit f fonctions numérique définie sur [0 . 00[ par:




f(x)=x-x*Inx six>0
/(0)=0
et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O ;f;}:) (unité : 2cm)

1) Montrer que la fonction f est dérivable 4 droite en 0.

2) Montrer que : (Vx e ]0;+ oo[) Filr)=ug [i} '

3) Dresser le tableau de variations de la fonction f .

4) Etudier les branches infinies de la courbe € s

5) Démontrer que l'équation f (x) = (0 admet une
¢ : ¥
solution unique & tel que : ) e A

6) Soit(A) la tangente & la courbe €, au point O.
a) Montrer que y = x est une équation cartésienne
dela druite(A) ;
b) Etudier la position relative de la courbe €, par
rapport a la droite (A) :
7) Construire (A) et€, dans le repére (0 < f ,}) )
Troisiéme Partie :

Soit (u,, ) la suite numérique définie par :

U, €01 et u,, = f(u,)pourtoutne N

1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <1.

2) Montrer que la suite (u,, ) est croissante.

3) En déduire que la suite (u, ) est convergente puis

déterminer sa limite.

Soit f la fonction numérique définie sur ]0 : 2[ par:

f(x)=h‘[2x J

=0
et soit ‘P}f sa courbe représentative dans un repére

orthonormé(O;f;}).
1) a) Calculer lirg S(x)et linzq_ fi=).

¥\ XERCICES ET PROBLEMES

b) Montrer que : (Vx S ]0;2[) f'(x) = Ti—;j
¢) Dresser le tableau de variations de f .
2) a) Montrer que le point A(l : 0) est un centre de

symétrie pour la courbe €.

b) Ecrire I'équation de la tangent(T) ala courbe €,

au pointA(I;O).
3) Pour toutx € ]0;2[, onpose: @(x)= f(x)-x.
a) Montrer que : g}@—] <0 et go(%] >0.

(Onprend: In3=LletIn7~1,94)
b) En déduire que 'équation f (x) = x admet une

; . 3 [
solution unique & tel que : 5 < @ <— puis

interpréter géométriquement le résultat.

4) Tracer la courbe € . dans le repére(O ;E";_}’) :

Soit f la fonction numérique définie par:
Inx-1
B E—
f( ) .h]z x
7(0)=0

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

six>0

orthonormé (O;zT ,})

1) Montrer que: D, = [0;1[ W JI;+ o]

2) Calculer les limites aux bornes de D s

3) Etudier les branches infinies de la courbe L

4) Montrer que f est continue a droite en 0.

5) Etudier la dérivabilité de la fonction f 3 droite en 0
et interpréter géométriquement le résultat obtenu.

6) Calculer f'(x) pour toutx € D, —{0}.

7) Dresser le tableau de variations de .

8) Ecrire I'équation de la tangent(T) ala courbe €,

au pointA(e;O) puis construire la courbe €.

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) a) Déterminer graphiquement le nombre de so-

On considére la fonction numérique f définie par: lutions dans |0;+ o[ de 'équation : g(x)=0.

1
f(x) - x(l —lnx)

et soit €, sa courbe représentative dans un repére

b) On donne le tableau de valeurs suivant :

22 2.3 2.4
-0,02 | 0,12 0,28

orthonormé(O;?;}). (Unité : 2em)
Premiére Partie :

M 'équati =0 t lu-
1) Montrer I'ensemble de définition de la fonction f onirer qoe lequation g (x) L

est: D, =]0;¢[ U+ tion o telle que : g(x)=0.

2) a) Vérifier que pour toutx e D, :
2) a) Calculer lim f(x)et lim f(x) . Interpréter )8) anep 5
x—re e~

glx
géométriquement les résultats obtenus. P4 (x ) —X= ﬁ
b) Calculer lim f (x). _ _ _
s b) Montrer que la droite (A) d'équation y = x coupe
En déduire que la courbe €, admet, au voisinage la courbe €, aux deux points d'abscissesleta.

de +00, une asymptote g dterminera. p ; i ;
L P que F'on détermingra c¢) Déterminer, a partir de la courbe ‘-Eg ,le signe de

¢) Montrer que : lim f'(x) = +o0 puis interpréter

x->0" (*) g(x)sur[l;] et montrer que f'(x)—x <0 pour
géométriquement ce résultat.
toutx € [l;a].
3) a) Montrer que pour toutx € D, :

N Inx
f'(x)= X (l—ln.ilc)2

b) Montrer que la fonction f est décroissante sur

3) Construire dans le méme repére (O T }) ,la droite

(A] etla courbe"i?}f .
Phalilb Furtin

Iintervalle |0;1] et croissante sur chacun des Soit(u, ) la suite numérique définie par

intervalles [l;e[ et [e;+ oo[, U, =2et u,, = f(un) pour toutn € N

c) Dresser le tableau de variations de f sur D,.. 1) Montrer par récurrence que: (VneN) 0<u, <a.
Deuxidme Partie
Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ o[ par:

g(x)=1-*(1-Inx)

et soit‘?)g sacourbe A

2) Montrer que la suite ( u, ) est décroissante.

(On pourra utiliser le résultat de la question 2) ¢)
de la deuxiéme partie)
3) En déduire que la suite (un ) est convergente puis

. déterminer sa limite.
représentative dans

un repére orthonormé.
(Voir figure) 13

@g

o 3
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NI XERCICES ET PROBLEMES 4_

| SE PREPARER AUX EXAMENS I 4) a) Résoudre dans l'intervalle ]0; + oo[ I'équation :
S—— [l—zjlnx=0
: x

Premiére Partie : b) En déduire que €, coupe la droite (D) en deux
Soit g fonctions numérique définie sur ]0 e oo[ par: points dont on déterminera les coordonnées.
g(x)=x +x-2+2lnx ¢) Montrer que pour toutx € [1;2] : f(x)<x
1) Vérifier que: g (1 ) <. et en déduire la position relative de la courbe €,
2) A partir du tableau de variations de la fonction g par rapport a la droite (D) sur l'intervalle [1 : 2] .
en-dessous: 5) Construire (D) et €, dans le repére ( (hii: }') ?
x |0 +0 (On admet que €, posséde un seul point d’inflexion
g'(x) + dont I'abscisse est comprise entre 2,4 et 2,5).

D Troisiéme Partie
g(x) - / Soit (u, ) la suite numérique définie par :

uy=+3 et u,, = f(u,)pourtoutneN.

Montrer que g(x) < Opour toutx € ]0; I] et que

2(x) 2 Opour toutx € = 1) Montrer par récurrence que: (VneN) 1<u, <2.

Deuxiéme Partie : 2) Montrer que la suite (u" ) est décroissante.
On consideére la fonction f définie sur ]0;+ oo[ par: (On pourra utiliser le résultat de la question 4) c)
2 de la deuxiéme partie).
f(x)=x+[1—-—]1nx .
¥ 3) En déduire que la suite ( u, ) est convergente puis

et soit ‘Ef sa courbe représentative dans un repére déterminer sa limite.
orthonomé(O;f;}). (Unité : 1em)

1) Calculer lﬂ Vi (x) et interpréter graphiquement

le résultat obtenu.
2) a) Montrer que: lim f(x) = +w. Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oof par:
K=o
b) Montrer que la courbe € admet au voisinage g( x) = 3_ —1+2Inx
x

de-teoune branche parabolique de direction la Le tableau en-dessous donne les variations de la fonction
droite (D) d"équation y = x. g sur l'intervalle |0;+ oo :

3) a) Montrer que : (Vxe ]0;+ oo[) f'(x)= g(:) ’ x o 1 +00
X
b) En déduire que la fonction f est décroissante sur g'(x) - +

+00 :

+
I'intervalle ]0; l] et croissante sur[l 3+ 00[ s ( ) e
g\x \ /
c) Dresser le tableau de variations de f sur |0;+ o[ . g(1)

ray.com
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EXERCICES ET PROBLEMES

1) Calculer g (l) ‘
Prenilivs Partias

Soit g fonctions numérique définie sur |0;+ oo[ par:

2) Déduire a partir du tableau que :

g(x) >0 pourtout x e]0;+oo[

g(x)=1-x+xInx

Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur]0;+ 00[ par: 1) a) Montrer que g’ ( x) = In x pour tout x € ]0;+co[ .
f(x) =3-3x+ 2("’ +1)Inx b) Montrer que g est décroissante sur]O;l] etqueg
et soit €, sa courbe représentative dans un repére est croissante sur [1 4 00[ _
orthonormé(O;i’;f). (Unité:2cm) 2) Calculer g (1) et en déduire que :
1) Montrer que jlrmg f(x) = —o0 et donner une inter- (Vx & ]0;+ 00[) g(x) 50
prétation géométrique de ce résultat. Deuxiéme Partie :

2) a) Montrer que : lim f (x) = 0. (Pour calculer On considére la fonction f définie sur |0;+ oo| par:

la limite, on pourra écrire f(x) sous la forme : f(x) =3- xLz - 21: -

f(x) - x{% _34 2(1 +%) ln x:| ) et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O; i; }) . (Unité: 1em)

b) Montrer que la courbe €, admet au voisinage . ,
) 1 s g 1) Montrer que lim f(x) = —co et donner une interpré-
x=0"

de +oo une branche parabolique de direction

' ; 5 tation géométrique de ce résultat.
I'axe des ordonnées au voisinages de +0.

(Pour calculer la limite, remarquer que :
3) a) Montr : (Vxe |03+ (x2)= : 5
) a) Montrer que: (Vx e ]0;+e0[) f'(x)=g(x) 31— 2xinx

f(x) :

b) En déduire que la fonction f est strictement x>

croissante sur]O ;400 [ puis dresser le tableau de || 2) Montrer que: lim f (x) =3.En déduire la nature de
X—yben

variations de la fonction f sur](];+ 0 [ : la branche infinie de € ;au voisinage de +o.
2g(x)

3 .

4) a) Montrer que / (1;0) est un point d'inflexion de 3) a) Montrer que : (‘v’x & ]0;_'_ oo[) fr(x) -
x

la courbe C@f.

b) Montrer que y = x — 1 est une équation de la b) Interpréter géométriquement le résultat f '(1) =0,

tangente (T) ala courbe € en ce point. c) Montrer que f est croissante sur ]0;+ oo[ .

¢) Construire, dans le méme repére, la droite(T) 4) Construire € dans le repére (OS?S}: )

etla courbe €. (On admet que €, a deux points d'inflexion dont I'un

a pour abscisse 1 et I'autre a une abscisse comprise

5) Résoudre graphiquement dans l'intervalle ]0 3+ [
3 entre 2 et 2,5.0n prend:f(0,3)‘-0).
l'inéquation:. (x+1)lnx>=(x-1)

2 5) Soit /1 la fonction numérique définie sur ®" par:

h(x)=3_wlwwln(x2)

L] L] x2 |x|




a) Montrer que la fonction f est paire et que :
(vxe]os+oo]) h(x)= 1 ()
b) Construire, dans le méme repére (O SEs }) ,

la courbe €, de la fonction 4.

Soit g fonctions numérique définie sur ]0 e 00[ par:

g(x) =1—x2i+]nx

1) Montrer que : (Vx e ]0;+oo[) g'(x)= —23—+l,
¥ %
En déduire que g est croissante sur ]0 s+ 00[ .

2) Vérifier que g(1) = Oet en déduire que :

¢ g(x) < Opour toutx & ]0;1].

o g(x) > Opour toutx € [1;+oo[ .
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur]O 3+ oo[ par:

£(x)=(1+hx) + L
&
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;zT;}:). (Unité: lem)
1) Montrer que lim f(x) = .
x—0*

Interpréter géométriquement ce résultat.
2) a) Calculer: lim f(x).
X—pfon

2
. (1+Inx) .
b) Montrer que : lim ———— = 0 puis montrer
X0 X
X
que lim f( ) =0 . (On pourra poserf =+/x)
X x

c) Déterminer la branche infinie de la courbe €,

au voisinage de +o0.

3) a) Montrer que : (‘v’x € ]05+°°[) f'(x)= 23)537)

puis en déduire que :

XERCICES ET PROBLEMES 4

e la fonction f est décroissante sur]O;l] .
e la fonction f est croissante sur[l s+ oo[ ;
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f
sur]0;+ 00[ puis en déduire que :
(‘v’x = ]0;-!- oo[) f(x) 22
4) Construire la courbe €, dans le repére ( Gr ,}) ;

(On admet que la courbe € ,admet unique point

d'inflexion que I'on ne cherchera pas a déterminer)

Soit g fonctions numérique définie sur]0;+ oo[ par:

g(x)=x"-x—Inx
1) a) Vérifier que pour toutx € R :
2" w1 =(2x+1)(x—1)

b) Montrer que pour toutx & ]0;+o[ :

2x* - x-1
g(n)- 2o
et en déduire que la fonction g est croissante
sur ]0 : l] et décroissante sur [1 3+ 00[ :
2) Montrer que g (x) = Opour toutx € ]0;+ oof .
(Remarquer que : g(l) =0)
Deuxi e:
On considére la fonction f définie sur]O; + 00[ par:
f(x)=x"-1-(Inx)’
et soit €, sa courbe représentative dans un repére
orthonormé(O;f - }) (Unité: 1em)
1) a) Montrer que }L‘},’l S (x) = —o0 puis interpréter

géométriquement ce résultat.
b) Montrer que :

lim f(x)=+0 et lim I3 e

X—3Hm b SR

Oor more VisSi
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EXERCICES ET PROBLEMES

2 p s TR T i
(Remarquer que: f(x) =22 [l_xi__[ln_x] J) i orthonorme(O,z ;7). (Unité:2¢m)

1) a) Montrer que lim f(x) = —co puis interpréter
c) En déduire que la courbe €, admet une branche ) il ,
géométriquement ce résultat.

parabolique au voisinage de +oo dont on détermi- b) Calculer lim f ( x) puis montrer que ;
=t

nera la direction.
X x
2) a) Montrer que pour tout x € |0;+o0] : lim 7(x) = +o0 ., (On pourra écrire /(%) sous
Xt X i\
2
x—Inx - 2
! - il X =] 1
1) 2[ x ] ', la forme : / )=(x ]Inx ).
; X x
b) Vérifier que pour toutx € ]0 s+ En déduire que la courbe €, admet une branche
g(x) - x* -Inx parabolique au voisinage de +o0 dont on détermi-
x X nera la direction.

et en déduire que f est croissante sur]O; + 00[ .

X
2) a) Montrer que : (Vx e ]0;+oo[) I'(x)= g(x)
3) a) Montrer que y = 2x — 2 est une équation cartési- X
et interpréter géométriquement f '(l) =0.
enne de la tangente(T)éla courbe €, en A(I;O). ] ) ' -
b) En déduire que la fonction f est décroissante sur
b) Construire, dans le méme repére, la droite (T) Fintervalle]0;1] et croissante sur i +oo[
etla courbe €. (On admet que la courbe €, o )
c) Dresser le tableau de variations de la fonction f
admetA(l;O) comme unique point d‘inflexion). i~ (Vx ¥ ]0 - 00[) f(x) -—
: : >0.

3) Construire la courbe €, dans le repére(O ] ,}) :

Soit g fonctions numérique définie sur]0;+ 00[ par:

g(x)=x"-1+2x"Inx

1) Montrer que x* — 1 et 2x” In x ont le méme signe Soit g fonctions numérique définie sur |03+ oof par :
sur l’intervalle](};l[ puis en déduire que g(x) <0 | g(x) = —x—2Ihx+3
pour tout x € J0;1[ 1) a) Vérifier que pour toutx € |0;+ o[ :
2) Montrer que x> —1 et 2x” In x ont le méme signe 3x’ —x-2=(x-1) (3Jc2 +3x+ 2)
sur ]1;+ o[ puis en déduire que g (x) 2 Opour b) Montrer que pour toutx & J0;+oo] :
toutx & |13+ oof . _ (x--l)(:’ur,2 +3x+2)
Dieuxiitne Partie:; | g'(x)= .

On considére la fonction f’ définie sur ]0;+ 00[ par: 3x% +3x+2 "

2) a) Vérifier que : (Vx e]0;+ oo[) 0

f(x)=(x?‘—1)lnx x
: g b) En déduire que le signe de g'(x) estceluidex—1




sur l'intervalle |05+ o[ .
3) a) Montrer que la fonction g st décroissante sur
]0; 1] et croissante sur I'intervalle [1 i +oo[ 5
b) En déduire que g(x) > 0 pour tout x & |0;+0[ .
Deuxiéme Partie :
On considére la fonction f définie sur ]0 3 oo[ par:
x—1+Inx

f(x)=x-1+ .

x
et soit €, sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (0;?;}’). (Unité: 1em)

g(x)

x3

1) Montrer que : (Vx € ]0;+oo[) f'(x) =

puis en déduire que f est croissante sur |0;+oo[ .
2) a) Montrer que lh},l L4 (x) = —00 puis interpréter
X—»

géométriquement ce résultat.

x-1+Inx

> = () puis que

b) Montrer que: lim

X=y+e0 X
lim f (x) =400,
X—rtm
c) Montrer que la droite (A) d’équationy = x—1
est une asymptote oblique de la courbe ‘@f au

voisinage de +o0
3) a) Montrer que y = 3(x - 1) est une équation carté-

sienne de la tangente (T) ala courbe €, au point
de coordonnées(1;0).

b) Construire, dans le méme repeére, la droite (T )
etla courbe €. (On admet que la courbe €,

admet unique point d‘inflexion que I'on ne cher-

chera pas a déterminer).

Soit g fonctions numérique définie sur ]0;+ o[ par:

g(x)=x-1-2In*x+2Inx

Le tableau suivant donne les variations de la

(ERCICES ET PROBLEMES

4

fonction g sur l'intervalle ]O; * oo[ :

x 10 +00

—00

1) Calculerg(l) ;

2) A partir du tableau de variations de la fonction g,
déterminer le signe de g(x) sur ]0;1] et [1;+ co[ :

Deuxiéme Partie :

On considére la fonction f définie sur]0;+ oo[ par:

f(x)=x-%+L+(ET

2x 5
et soit € + sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O 313 }) . (Unité: 1em)
1) a) Vérifier que : ]EEO f(x) =400,
b) Montrer que la droite ($) d’équation y = x —%
est une asymptote de ‘@f au voisinage de +00.
c) Déterminer la position relative de la courbe €,
par rapport & la droite (9).
2) Montrer que : }Ln; f (x) = +oo puis interpréter

géométriquement ce résultat.

g(x)

3
X

3) a) Montrer que : (Vx e]o;+ oo[) f(x)=
b) Montrer que f est décroissante sur ]0; 1] et
croissante sur [1 + oo[ ;

4) Construire (&) et €, dans le repére (O of ,}') A

ray.com
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HISTOIRE
Les nombres complexes tels que nous les connaissons JéR o ME
et utilisons aujourd'hui datent du XIXeme sigcle. lIs
étaient cependant connus et utilisés depuis plusieurs CARDAN
siecles sous le nom de nombres imaginaires (terme qui
est resté dans I'expression « partie imaginaire » ) et sont (1 $01 -1 576)
apparus lorsqu’on a essaye de résoudre les équations
du 3éme degrée.
La notion de nombre complexe a été introduite par les
mathématiciens italiens Jéréme Cardan, Raphaél
Bombelli et Tartaglia comme intermédiaire de calcul
pour trouver des solutions aux équations polynomiales JEAN - ROBER
du froisieme degrée. Il semblerait que ce soit Héron
d'Alexandrie qui ait inventé le nombre impossible. ARGAND
L'aspect géom_étﬁqu‘e des nombres complexes ne se (1768 - 1322)
développe qu'a partir du XIXéme sigcle avec les travaux
de |'abbe Buée et Jean-Robert Argand, puis ensuite
Carl Friedrich Gauss et Augustin Louis Cauchy.
Source : https://fr.wikipedia.org
s CAPACITES ATTENDUES PLAN DU COURS
« Maitriser le calcul sur les nombres complexes ; o Activités Préparatoires..........c..covuummnees 243
+ Passer de I'écriture algébrique a I'écriture » Connaissances Fondamentales
trigonométrique d'un nombre complexe et ® I ’ensemble des nombres complexes .............. 251
inversement ; ® Opérations sur les nombres complexes .. ......... 252
+ Reconnaitre les formules trigonométriques ® L4 représentation géométrigue d*un
de base en utilisant les nombres complexes ; NOMBIE COMPIEXE «ovveereenuinresrommrsusninsmssas 256
+ Utiliser les nombres complexes pour résoudre ¥ Conjugué d'un nombre complexe cuvvvrinne 261
des problémes géométriques (Alignement, 8 Module d’un nonibre complexe ..c..cccciviiainnn 263
orthogonalité,.....) =
® L= forne trigonométrique d’un
nombEe COMPIBTE ...oveovimmmmsniummssmmsssumsy s 20T
e Techniques Et Astuces ..........ccevvvneen. 276
e Exercices Et Problémes
™ Exercices d'applieation......c.covseevmvesconnonenen 284
® Exercices de perfectionnement.....ocviicervnannn. 292
W Problimes de synthéss. ........ovvmvvvmnessronsesern. 296
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