Matiemdtigui

Sciences Expérimentales et ses filiere
Sciences et Technologies Industrielles et se

Résumes de Cours
O Exercices variés et progressifs

. Problémesde







) =2+ 222"+

i (Z—z’)2 = z*— 277"+ 2"

— :1+ 2_17:4_3:312_{_2&

e ]

-

2'F = 53 258
) = 2" — 3% + 3ggt 2

Exercices

Onpose: z=3+2i, za=—1+3iet z=1-1
Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres sui







Et & —

&
I

Et

Et %

T TR T

3+ 2i) -
(9:+2X 3% 20+ (20Y)
i(9+ 12i— 4)

i(5+ 12i)

5i+ 124

5I"‘12="12+5£ ]
— iz}

—i(1 - i)

— (1= 3X I*Xi+3X1X{— )
—i(1-3i—3+)
—i(—2-2i)
2i+ 2

—242i

X2
(3+ 2i) X(=1+ 3i) .
—3+ 9i— 2i+ 6
-3+7i—6
-9+ 7i

Zzi

(—1+ 3i)

(- 1+ 3if x(—1+ 3i) -
(1— 2% 3i+ (3)?) x(1 = 6i+ (31)°) .
(1-6i—9)(1-6i—9)
(— 8 — 6i) X (—8— 6i)
(8 + 6i)

82+ 2 X 8 X 6i + (6i)°
64 + 96i — 36
28 + 96i







Donc: §={-i;i}

@(E):7=-3

Ona: 7==3 =7 =(/3i)
=z=/3iou z2==y3i

Donc: §={yV3i;— /3i}

@(E);(z+2if=-14

Ona: (z+2if =—4 = (z+2i) =(2i)
e=z+2i=2iouz+2i=—2i

e z=00uz=—4i

Donc: S=1{-4i;0}
B(E):(2z+1—-if=(iz+2+i}
2t+1—-i=iz+2+;

Ona: (E) = jou
22+ 1—i=—iz—2—i [H.

ou
2z +iz=—3

=(2—-i)z=1+2io0u (2+i)z u-

2z—iz=1+2i
[—1







Donc:

Ona:

" ) Montrons que:

W ina: c=b 8(v3+i)—4y3 +4i

c=b
c—ée

Montrons que: ;" — = 5

d=b _ 43

a—c 4! :

d—b _ 4/3+2i—4/3+4i ¢

a—c 8i—8(/3+i)  —8/3
S5 -

4/3 4!

c—e” 8(/3+i)-4[2/3+3)+(2-B)i]
_ 4/3 +12i
8/3+8i—8/3—12-8i+4/3i
__4(/3 +3i)
—12+4y3i
4(Y3 +3i)
4(=3+y31)

_ (/B+3i)=3=431) |
(~3+43i )(=3-43i} )
_—3/3-3i—9i+3/3
(=3 +(v3)
_n=l2ihe
S

est un imaginaire pur.

b-a 4/3 —4i—8i
b—c  4/3—4i—-8(/3+i)
_ 4/3-12i
T -4/3-12i







=xyml=0et (ny) #(1;0) ,
=y=x—1et (xy) #(1;0)

Is), le nombre complexe x — iy, noté 7 ¢

 Pourtout z et 27 de Cona:

.z:Z . i o

+
1

52%0;(VHEZ);z#0,(;—):Z ; z’#O;—;—T |

z+z=2Re(z) : z—2z=2ilm()
!-._Z‘*‘Z_GR (z—z)€EIR Zx.«,_:
 zERe—=z=2
1zER—=z=—7
Remarque: |
Soit 2= x+ iy tel que (v,y) € R :zXz=x"+)" ; 2+2=2;2-2
IER=y=0
ZEIRe—=x=0

Exercices






Solutions

' ﬁéterminatlon du conjugué .
ba=—5+Timz==5-17i

>a=y—%a2=-%—%

bz=2-/3=22=2-,3
o =(1—5)—3(2i—1)
Méthode 1: 7, = (1 - 5/) - 3(2i— 1)

=(1+5i)—3(-2i—1) .
Méthode 2 : on écrit 2; sous forme algébrique :
POna:z=1—5i—6i+3=4—11
donc zz= 4+ 11i
¥Ona:z=— 3i(—2+3i)(2~—i)
Donc: zz=—3i(—2+3i)(2—1i)

= 3i(—2—3i)(2+ i)

> o= (1-y3if = 5= /31) = (1+ /30 -
—7. = =7 _ =7 :

g ; " w2 —i—2 LA







Remargue: On pourra poser z = (2-— ---;.54)'
| m X =2z+z=2Re(2)
| Dol X estun réel.

=(2=V5iy-(2+/5iY
Montrons que Y est un imaginaire pur.
Méthode 1:
ona:Y=02-V5i)-(2+/5i)
Donc: Y= (2-V5i = (2+/5i ) = (2+/5iy = (2~ J‘;r
=—[2-V5iy-Q2+/5i)]=-Y

Puisque: Y =—Y , alors: Y est un imaginaire pur.

Méthode 2:

Onpose: z = (2—/5i)

Alors: Y =(2—/5iy—(2+/5i) =2—72=2ilm(@)
 Donc: Y est un imaginaire pur.

Solution £

Résolvons dans C les équations suivantes :

BOna: iz_=3—i=.z_=%**i~—

=z=—3i—1

—=z=—-3i—1
e—=z=3i—1
Donc: S={—-1+3i}
[BOna: (3-2i)z+i=0e2=75=







tion:
~=1+ie=2z—-1=(1+i)(z+i)
=22-1=(l+i)z+i(l+i)
—=2z-(+i)z=1+i-1
= 2(x—yi)-(1+ilx+iy)=i

s

= x—2yi—-x—yi—xity=i
=x+y)+(=3y—x)i=i

=1

— i
Résolvons I’équation : (E7):?—-;_—‘2 o "2_4-_;"

» Ensemble de défintion : z € D) e=z—2#0etz+







il "1‘ =T

" ={{},—-%-+%—l} = -." g
rifions que: (vz € C); f(z) = £(z)
soit 2 un élément de C:
|oOna: f@)=22+z = fla) = 27° %z
= f@)=2+7
~ @)= 2@} +%
= f2)=f(z) !
Donc: (Vze C); f(2) = Alz) 3

b. Montrons que : (Vz € C); f(z) = f(z ) <= (z = z ou Re(z ‘_*’
Soit zde C,ona: f(z)=f(7) = 27*+2z=27"+2
=227t
= 2(z—z)(z+z)+(z—z)= 0N
=(z-z)2z+z)+1]=0

—z—z=0ou 2(2Re(z))+1:-=-§§i:‘l )
h
= zZ=2 ou Re(z) =“i‘ i

c. Déduisons I'ensemble £ ou E ={z€ C/ f(z) € R}
zeE=f(2) R
ﬁm =f(Z)
= f(z)=f@) (car f2) =f(z)) I

= z=z0U Re(z)=--'_3ij

info:

= z€ R ou 2=~ +yi telqUEREE







: A . .
'z un nombre complexe distinct du nombre ;
Aontrer que : |——|= I si et seulement

Solutions

Solution &0

Calculons le module de chacun des nombres complexes:
Pz =3+ 2

Ona:|al=|3+ 2i|=/3"+ 2= /13
b=1+1

Ona:|z|=1+i|l=/1*+1°= /2

bz=i—3
Ona:|z|l=|-3+i|=/(-3)+1*=/10
bu=1i

Ona:|z|=|i|=/0*+12=1

bz =—y3i
_0‘nai:|z5|=|—./§i|=02+(—w/§)2=1/§ |
lou |z|=|-y3il=|-/3Ix|i|=y3x1=/3







| ona: lzul= 7

| 2
Pz = (121-}[!.),
Ona: |Z|'s|= |(12-+;-3;l )’,
=g
__1'+3
= TICTT

B X tein X
bzn-coss+zsm5

Ona: Izn!= }cos—g—ﬁ-isin%—l;

P = 2(cos-:,n: > fsin%)

Ona: |z,|= ’2(005—77;— I sin %—)l

=|2|><|COS“§--isin

—_— i JL ._ : E. 2 PR 4 L —— 7
=2 cos’(7)+( sm(7)) =2/ =
» zu=r(cosx+isinx) avecreR etxeR J
Ona:|z,|=|r(cosx +isinx)|
= |r|x|cosx +isinx |

= |r |/cos’x + sin’x







Soit z un élémentde C— {i }

4+ zZ+1
2= 1 iR
=0|z+1|‘|z-i| :
=E+i))z+D=(:-i)GZ=D
= (z +:')(:z_—£)=(z-i)(?+i)
e=zz—iztiz+1=zz+iz— iz +1
=-2iz+2iz=0

Donc :

%(zlmEER

n Représentation géométrique

Le plan est muni d’un repére orthonor

» A tout nombre complexe z = x +yi , avec x et

point M de coordonnées (x;y) dans le repére (¢
plan complexe. :

On dit que M est le point image du nombre ¢

Einage du nombre complexe z ) et on écrit: /

Le vecteur OM est le vecteurlmas!d?




eieux points M(z) et M"(z) sont

wmétnques par rapport a I'axe réel (I'axe des —>—
ahsmsses) i

» Laffixe du point I milieu du segment [AB ] \ M (-2)

+ -
~ est le nombre complexe: z, = i“—z—"i

b Les points A, B et C sont alignés si et seulement si ——_—%z— es :
{,A,B et C sontalignés) < (3k € R): BA = k.CA

f.i- : e=EFkeR);z.—z; = k(zz —za)
F vl‘.mmedule de z est la distance OM avec M (il z = OM

R T
A i

;,_;.. La dista Nce entre deux points A4 et B est le module de - %2

AB = lza—zAI— 24 —zal
R




[ercice &3

H@plan complexe est muni d’un repére
@ placer les points A(3+1i), 3(_._.,
#J Calculer |zs— 24 |, lzo=z4|, BC et
) Montrer que : (AB) / (DC) :
fJ Montrer que le triangle ABC' est rectangle en B, pt

du quadrilatére ABCD.
.

Prerie 40

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O; &
A tout nombre complexe z distinct de -1. on associe le nomb
B Onpose: z = x+yi avec (x;y) € R* et (x;y ) #(—1

a. Exprimer Re (X) et Im(X) en fonction de x et y .

b. Déterminer I'ensemble des points M (z) tels que X st

c. Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que X est

pur.
B soit A et B les points d’affixes respectives a =—2i et
a. Déterminer géométriquement (A),l'ensemble des
que: |X |= 1

b. Déterminer algébriquement I'ensemble (A).
& S

Exercice ¢%)
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;
Déterminer, dans chacun des cas suivants, 'ensemble ¢
dont l'affixe z vérifie la relation donnée :
|_|

& ﬂlz+1—2¢ =







'ma G( 1;1) donc : za——l-i-; v
Ona: H(\[_. \/—) done: 2y = /3 — J2i
Ona: I(—4;0) donc: z, =— 4 o
ona: J(0;5) donc: z, = 5i

) Affixe du milieu d’un segment :

Ona: K estle milieu du segment [ AB]
= z.q-lz-zs _ +3l)';(-2~i) _ -
Ona: L estle milieu du segment [CF]

Zc +Zr
Donc: z. = C—')"_

Ona: N estle milieu du segment [GH]

ZG+ZH_(_1+I)+‘\/_ ‘/_

Donc: zy = T A
[ Affixe d’'un vecteur :

-Ona:w(3:—2)alors: zz = 3—2i, u(1;0) et v(C ':_'L. ' :

Donc:zz=letz-= i

Etona:7f=4u—v

Donc:zr=4z—zr=4-i

Ona:m=-—27+3w

Donc: zz =— 22r + 3z2

- =—2(4—1i)+3(3-2i)
=—8+2+9—6i
=1-4i







ABCD est un rectangle.
e 2:(utiliser le produit scalaire)

)l

¥ solution £13

"_"g""-;'a.néterrninons Re(X) et Im(X)en fonctionde x et y .

_X'_——;‘:-I_TZI-I—,ZEC—{_l}

Onpose: z=x+yi avec (x;y)€ R et (x;y) #(=1;0)

. xtyit+2u x+(y+2)i

BEX = T T T (o 1)y

| (et +2)i )(x+1)—yi)

~ (x+1)+yi)((x+1)—yi) A

x(x+1)+y(y+2)+(—yx +(y +2)(x +1))i
(x+ 1) +»°

ety x4+ 2y ( 2x+y+2‘_)i

T (xt1)+y? (x+1F+y* )

e i 2y vy 2T

inons Pensemble: El {M (2) E







| M@ eE =lz—(-1+2i)|=3

=lwm—2l=3  avec: A(-1+2i);
=AM =3 -
— M e #A;3)
Donc, 'ensemble £, est le cercle # de centre A(=1+2i) etder
Méthode algébrique :
Onpose: z = x +yi avec: (x;y)e R

info: |
i

M(z)EE < lz+1-2i|=3
= |x+yi+1-2i|=3
= [x+1)+(y=2)i|=3
— \/x+l)+ (y—2) =3
= (x+1V+(—2V=9

Donc, I'ensemble E; est le cercle de centre A(-— 1;2) etdera

¥ info: —

est I’eq uation .du cer

| rayon r.
B Déterminons 'ensemble: £
' Méthode géométrique :

Ees|z—2—i|=1 k=
@lz 2- i |-— l (car: | Z | =1







| i.=.|z+2+3:‘|:=’l‘z+i'l .
= =lz=(-2-3i)|=|z- (*-mﬂ.
. — AM = BM

~ Donc, I'ensemble E, est la médiatrice du segment

M@ EE =|z+2-3i|=|z+ |
=|x=yi+2-3i|=|x+yi+
=|(x+2)+(=3-y)i|=|x+(y+ 1)i|
= (x+ 2Y +(-3- ¥ =/ +(y+ 17
SxtAxtaty+ey+9=w+y2 4241
—dx+4y+12=0 >
=xty+3=90 -»“.

Donc, I'ensemble £, est la droite d’équation x +y +3=0.

B Déterminons I'ensemble : E; = {M(z) € P/|-2iz> =8}

l Méthode géométrique : M) €Es = |-2iz

I - -

| Donc, 'ensemble E; est le cercle de centre () et de ra
Méthode algébrique:
Z2=x+yi avec: (x;y)ER* ; M(z)










—z—2+i=2i(z+i)

—=z—2+i=2iz—2

= z2—2iz=—1

=(1-2)z=—i

e - -—i(1+2i).
(1—2i)1+2i)

_—

—z=25

l

4
i
-_5'!

Sy -
!=?Z—-—S———

Donc I'ensemble des solutions de I"équation f(z)=2i est: S =

b. Résolvons dans ( I'équation f(z) = %_

e 2 2+i 2
fO=3=""737 73

—=3(z—-2+i)=2(z+1i)
—=z—6+3i—2i=0

=z=6—1i




M(z) €EE = f()e€iR
= Re(f(z))=0
Xty -2 +2y+1
x*+(y+1)
=Sx’+y' —2+2y+1=0 et (x;

—

Donc, I'ensemble E, est le cercle de centre /(1;—1) et
r= 41 =1 privé du point 1(0; — 1).

Ba. Montrerque: f(z) = f(z) = z—2+2i=0

Soitz deC—{—i}ona:

'E'(Z“ _1)(z+z) (z- i)
= ZZ'-"IZ 22—21-{-]_
= ~2—-2=-2+2

—

—27+42z—4i=0





































Exercices










Dol :

B z"‘zl—zq/_cosﬁ-i-msm@
ona: S = {2fcos€+2:sm9 02

Dans les deux cas, 0

N _//_
[ Solution £1)
Ona:f(z)=z“-6z3+14z’-24z+40
Soit y de R’

Ona: f(iy)=y ‘4 iy’ — 14y° — 24ijy +40

= yi— 14y?+40+i(6y’ — 247)
y'—14y*+40=0 (1)

Donc: f(iy)= 0*“{6 24y =10 (2)

Ona: (2) — 6y(y*—4)=0
— y?—4=10;(car (yeR)
—(-2)(+2)=
e—y=20uy=—2
On vérifie que 2 et -2 sont aussi solution de I'équation (1).
'Remarque: On peut aussi résoudre 'équation (1) et prendre |
| communes aux deux équations:
: L R‘éﬂ@lms l’équatlon (1) = y'— 14y*+40= 0

TR "é:quﬁtifen (1) devient : £’ — 14t +40=0
(t—4)t—10)=0













[Exercice £0)

l

!| On e . lesm A’ B et C' W " 11-‘
~ dans chacun des cas suivants

Déterminer la nature du triangle A% © ¥
s s .
B g X gil.;—jz:'::ze
Zp — 2a Zs — — 3
. :j_—;j-:e'? ﬂ-l-——z*“‘z‘__h e

| Eaﬂm;orﬂ!ywﬂétriquec
B3 )+ s 2= 1

rique chacun des deux nombres :
















argZ2 =%t = T {ox] et ’M|— 1

AC;AB)= 721 ]et AB= AC '

le triangle ABC' est isocéle rectangle en A.

B 24 2 z
;= o7 -

(Zs — 2a i Z =i :
P ) =51on] et | 2=t
G;AB) = %[Zx] et AB = ACSS

> est un triangle équilatéral.







= 2sin (e H

=2s’in(10)(cos( g )+£

Etona: 0<10 <2 donc : sm(—l‘%

de z: est: 22 = 281“( (003( = )'*'!sm( )

P /315

Pona:u=1+t>5+5
Zs l+(cos%—+isin%)

Z3"‘l+e% (6:-.& _6_=_3_?_)
z:= e (e + ¢ 7ii%) ¢*212

= 2005(%)(9 z)

= 2cos (%)(cos —1% + isin %)

Puisque : 0 <f—2 <% alors: cos(f—z) >0

donc, une forme trigonométrique du nombre complexe z; est

3= 2c¢os ({r—z)(cos T% +isin fzz—)

Ona:z=2—+y2—-yJ2i
V2 fz'.)

T

=2(1- (1./2_3+ z—‘/z—i-))




mll L ® - JIUU S DU 9










1
i
]
]
1
]
1
]
]
]
]
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

fona: 9 cos?(§) = 1+ cos(20)

e

T \—
Donc : 29051(%)= 1+cos(—4*)— | R i

Méthode 2:

Ona: |z I--(2+1)’+1z

2+2f+1+1







Cest-a-dire: z° =4 ¢ '
Donc: z2 = (2¢ %) par conséquent : z = — 2¢'% ou

Clest-a-dire : z = 20°%*7) oy , = Qe ¥

i {Re (z)< 0
isque :
" Im(z) >0

et 2cos%~ = Re(2¢7%) > 0

—ZSmB Im(2¢7%) < 0

ona (G ) - e ) xtcon( 1) <orcn (e

Et Im(2¢%) = 25in(7§’r) et(mn(?gr

Alors: z = 2e'%
Donc: z = 2(c.os (—zé—r—_)+isin (7_&1’_

Solution £%)
1)
@ona :2,= /5~ et|sl=Erl 0



















1 En déduire une mesure de 'angle orienté

E] Soit R la rotation de centre [ qui trz
a. Montrer que -g—- est I'angle de la rota
b. Déterminer la forme complexe de la rotation R
c. Déterminer l'affixe du point K image du

d. Montrer que : (AB) / (OK)

Solutions

T LW 40
(O:ei;e;) est un repére orthonormé et T une
K=3e—e
Déterminons Iécriture complexe de T
Soit M(z) et M'(z’) deux points du plan complexe.
Ona:T(M)=M — MM =u

=z7—-z=3—1i

e g = 3=







a. Déterminons 'affixe d
it z I'affixe du point / milieu d.

e 1o
Alors : 7= £ 5% =_.4A__(f_2_t__)_

I

Donc : zr-"* 7
b. Montrons que: 7(B) = E, puis déterminons I'af f

les deux segments [BC] et [DE] ont le méme milieu. C

BDCE est un parallélogramme, Ainsi: BE = DC . _
or: DC=A4B ,d'otu BE = AB (car AB estle vecte'uf:.éé
dou t(B)=E

Déterminons l'affixe du point £

Méthode 1 :
Ona: H(B)=Ee=zz:=2,—4+2i
= z=—2+3i—4+2%
= Z2:=—6+3
Méthode 2 :
E estle symétrique du point ) par rapport au point /, d







Donc —% est I'angle de la rotation 7.
Déduisons la nature du triangle OAB
OA = OB

(04:08) E——g—[zﬂ

Donc: OA = OB et,@=§

D'ou le triangle OAB est isocéle rectangle en O.

ona:r(A)=B«=»{

Déterminons I'affixe du point £ dont Fimage par la rotatimr ast A |

I
-

Ona: r(E)=A = z.=e "7z &

= z:=e'Tz,

= Zp= (cos% + i sin %)za

= zz=i(2+i)

=5 gg==11Z
Soit C' le symétrique du point O par rapport au poin
a. Déterminons la nature du quadrilatére OACB
Ona: [ milieu de [AB] et I milieu de [OC] (car C «

ort au point /)






















Le plan complexe est muni dun re

Soit & et z les solutions de Iéqua

Im(z) > 0 ' \
On considére les points A, B et C da fixes re

a.Déterminer z et z et montrer que : d = 4ﬁe‘* e

b.En déduire la nature du triangle OAB A i

FJSoit R la rotation de centre /(2i) et d’angle =73
a. Montrer que |"écriture complexe de la rotation R est:

7 =—ig—2+2i
b. Vérifier que R(A) =C

gJSoit 1 ’'homothétie de centre Q(16i) et de rapport 3
mothétie h est:

| a. Montrer que la forme complexe de I'ho
b 16

e -3—i
b.Soit D le point qui vérifie h(D) =B.
Montrer que D est le milieu du segment [AC].

c. Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que : |z—2+2i|=]zl|.

S

(Exercice )

a. Vérifier que pour tout z de C:2+t4=(Z—28 2)(2* + 2

b. En déduire les solutions de 'équation ' +4 =0 dans l'er
gIDans le plan complexe muni d’un repére orthonorme di

on considere les points A, B, C et D d’affixes respectives 2, =
ZB=_1+i,Z¢=_l“fEth=1_i ‘
a. Ecrire sous forme trigonométrique les nombres : 2z ¢

~ b.Soit £ le point daffixe zz=—1+v3




Ecrire z sous forme trigonométrique et z
c. En déduire les solutions de I"équation (F ) z
(iz—1+2if —2(iz—1+2i))+2=0 dans C
fJ On considére les points A, B et C d’affixes respec
b=1—ietc=2b
a.Montrer que les points A, B et C appartiennent au cercl
1(3) etderayon 5.
b. Déterminer la nature du triangle IAC.
E)Soit E I'image du point O par la translation T' de vec!
Déterminer |'affixe du point E.
@Soit D I'image du point £ par la rotation R de centre O
a. Déterminer l'affixe du point D
b. Montrer que les droites (AB) et (CD) sont per

Exercice £

Pour tout z de C onpose: P(z) =7 +(=2+

) ;P(2)=(z+y
budre dan













d. Déduisons une mesure de I’a_ngl_e- C
Ona: (fﬁ,ﬁﬁ) = arg( iz — ;E )[2-;:]
=arg(—1+i)[2n]
= %H—[Zit]

Donc : 3T ast une mesure de I'angle orienté (@’ ]'I

4

Solution £13
| @ Résolvons dans C I'équation (E): 2" — 8/3z+64=0

ona: A= (—8/3)—4x64
=64X3—-64X4
= 64(3— 4)

Puisque A < 0, alors Iéquation (E) admet deux so

_8/3 *2-11/_ =§£ft&=..4,__,__';3 raiet =




= gp= 4y 3=4¢
= Zy= s

Donc : R(A) = B, clest-a-dire B est 'image de A parlarg
s V3
c. Montrons que : g_g = _:12__'_ ‘_‘/f:
I 8i—4y/3 +4i _ 43+ 1%
3. emp T3 ra)-43+4i _4/3+12
_—3+3i _(=/3+3)(/3-3D
313 (3+3)(/3-30)

_ —(3-6/3i- 9)___+6J§
3+9 2 T2

=1
=5+
Ecrivons g:g sous forme trigonométrique.

1 Ll 3,
Una.: C— b 2 2 2! 0083

Donc: (.Cz g = cos-3-+ [sinxz- 3
d. Déduisons que le triangle ABC' est équllatéral




ﬁ | __

a.Montrons que : 7' = bz
soit: M(z) et M'(Z') et R larotation de centre O
Ona: R(M) =M =7 :e"%v'z_

=7 = (cos-s—é‘r— * zsm%&)z

=7 =bz .
donc: z' = bz
b. Vérifions que : R(A) =C
Ona:zi=2—2ietz=1—y3+(1+/3)i
ona: R(A)= A" = z,+= bz4
e (—@ +17i )(2 — 25
—zi=—y3+3i+i+1
=zs=(1—y3)+ /3 + i
= ZIa= 2o
—=A"=C
D'ou: R(A) =C
‘B Montrons que : argc = arga tar







(1
Donc: Z —(§+ D)
b. Vérifions que B est 'image de A par la rotation R

ona: R(A)=A" = z,= (%+§i)za
e tan )
—2:=2—2/3+2i/3+6

=2y = 8 =

= A" =B

Donc: R(A)=B
» Déduisons que le triangle OAB est un triangle équilatéral.
Ona: R(A)=B, et R est la retation de centre O et d'angle 5

etcomme R(A)=B ,alors: OA= OB et (OA;0B) = 53(-
Ainsi le triangle OAB estisocéle en O et A?B: -3’!-

Donc OAB est un triangle équilatéral.







Solution £

@ Résolvons dans C I'équation (£):
Ona:A=10"-4%x26=—4

A < 0, Donc I'équation (E) admet deux solutions com

—10—1\/—

a=—"H%m —_S_I, '_'Zl=—.5+i
D’ou:S={—5+: i —5-i}

b0 __ .
Ba. Montrons que : - — ==

b—w _ —5+i+3 _ —2+i _iQi+1), {
a—@w —-2+2i+3 1+2% 1428 .
b. Déduisons la nature du triangle QAB

Ona:

ona: 48 = et 1= 1(cn§ +isn)

-| | et arg(g_g) arg







“u ]
._.f

_[(ece)z s zelﬂ X e-i&+ (é ‘ : '
= —I[e"“’ 242
= Jl2cos(20)+ 2]
= 1 1

= 7 cos(20) *y

D'ou : 2cos’8 = cos(26) + 1
b. Montrons que : a = 4 cos’ (8 )+ 4i cos%—r-sm"’sr
Ona :a= 2(1 + cos 5 i )+2!Sln(g)
=2(2c0s*(£))+ 2i(2 cos&-sin L)
Donc : a=4 cosz(g) + 4 cos(%)sm(%—)

c. Montrons que : 4cos(%)[cos-’8£+ isinisr*]est une forme | L, S
que du nombre a.

Ona :a=4cos'(g )+ dicos(% )sm(%)
= 4cos%[cos £)+ I sin )]
Comme: 8 & ]0 5 [ alors 4cos >0
Donc: |a|= 4cos%— et arga E—g-[27r]
D’'oli: 4cos %(cos% + fsin%) est une forme trigonométriqus
» Montrons que : a' = (2 2 ﬁ)‘i

Ona:a= 4.cos%(coslsr~ + isi.nlgr-

Donc : a‘=|a[‘(... ( 8)+!m(4)¢

()i

B




Donc : b = 2i est I'affixe de B image de A ps
Déterminons ensemble des points M(2) Wf""fé il
0na:|3—2i|=2‘=|zﬁ_23|=2 :
s BM =2
— M € #(B;2)

Donc, 'ensemble des points M(z) telsau

U
W
2"2/_3-Z+4:0 !

soit 'équation : (E):2

el|z=2i|=%°¢

et de rayon R = 2.

—4x3—4x4
=4(3-4)
plexes conjuguées di

A < 0,donc 'équation (E) admet deux solutions com

_g_@_zgizf—iet&:Z1=\/-+l

Dlou: S= {f+s,f—i}

| ﬂ'& éeﬂvons a et b sous forme trigonométrique




soit M un point d'affixe z et M’ daffixe n

RM) =M —=z'—z2:= ez —25)

=z’ =—i(z—J§+zs;_)'
=z =—iz+/3i+1-
=z =—iz+(1+/3)+(= 1 +/3)i

¢. Montrons que R(A) =C
Ona: RA =A== zv=—iza+( +ﬁ)+(—l+ﬁj@ .
=z =—i(Y3+i)+(1+/3)+ (14
=z =—y3i+1+1+B—i+Bi
s 7= 2 ++3 == |
= A =C
Dou: R(A)=C
) La nature du triangle ABC :
ona: R(A) = C donc: BA=BC et(ERBCISS
D'oli: BA=BC et ABC = %‘ donc le triangle ABC est|
Soit 7' la translation de vecteur u(=1+1i)
» Montrons que : d = 2p = J/3—10u D=T(B)
Ona: T(B)-:Dcsrﬁﬁ:‘ﬁ' 0
= 2y ity =R




Comme : arg(— %—i) = —‘zi[z-;r_] alors : ( AC

(AC) L (AD)
Méthode 2 : (utilisation du produit scolaire)

Ona: z=v3+i, w=2+y3—i et =43
Donc : A(ﬁ;l) , C(2+-/§;— 1) et D(‘/ZB_- <0y
Dot : AC(2;—2) et AD(—1;—1)

ona: ACAD = (-1)x2+(- DXE 2)
=—2+2
= (

Donc : AC.AD = 0 Clest-a-dire : (AC) L (AD) N

Solution




» pour a = 42 e’
Méthode 1:

ona:a=z;+i

b. Déduisons la nature du triangle OAB

Ona :zi=a=4y2¢e% et

OA=|a|=4/2
(ﬁ;@K)Eg‘[sz]
Ainsi: OA = OB = 4y/2 donc OAB

Donc:




Su=2-2i=

=A'=C
D'ou: R(A)=C
Soit & I'homothétie de centre Q(16i) de rapport
a. Ecriture complexe de / . ..

Soit M(z) et M’ (z') deux points du plan complexe tels ue h( M,

Ona: h(M)= M’ = m=-§,—rm

= z"—w=%(z—w)

= 2= 32— 3(16i) + 16i

= 7' = _2_1361

Donc la forme complexe de h est: 7' = Ly 100

34T g

b. Montrons que D est le milieu de [AC] ou: h(l)=§ e

Ona: h(D)= B 4=¢z3=%zp—-1T6i L
4

&= Zp= = (4
= zp= 3'?'.!. -







= /_(cos~4—+ [sin Bf )
» Ecrivons z. sous forme trigonométrique:

Ona:ze=—1-—i
Alors: |zc|=|-1-i|=/(=1F+(~1F = /2 -
Donc:zc——l—l‘/_ 73 ‘
2 2
S =)

Méthode 2: Remarque : z. = 7

Doli: z.= \/5(0053—4—+:sm 32'







b. Soit 7T la translation de vecteur BC
Déterminons I'affixe du point G tel que :
Ona:7(E)= G« EG=BC

=’ZG‘Z£=ZC—Za

=25 = < zgtZc—

=?Z(;_—
4=ozc,-=-l+(f3_

—1+ﬁ—2i

Donc, I'affixe du point G est

Solution £3]

i a. Résolvons dans C |

Ona: A= (—2)—-(4x2)=—4

Alors : A < 0, donc ( E) admet deux solutions comple
g’ = —“2—'—_2—;5-—'1—1 etz =z =1+1

Donc: S = {1+i1—i}

b.Ona: Im(z) >0 donc: a=1+ietz=1-

Z, sous forme tr:gonométnque

‘équation (E ):z*— 22 +2=0 ’







Ona g,y

t: IO = e

Comme: /A = /B = [c= /5

Alors, les points 4, B et ¢

dera‘von Jg ' s GWF
b. Nature du triangle JAC -

Comme: 14 = I alors le triangle JAC €5 jsoceleen [
| —i|=I1-3i|=v10

équilatéral.

| Ona: AC=|ze—zl=12-2i
Comme : AC # 14 alors, JAC n’est pas
Remarque : /A’ +1C* = s+5=10= AC’
Donc, le triangle JAC est rectangle en 1.
Concluion : Le triangle IAC est isocele rectangle en I
g Soit 7' la translation de vecteur 21C
Déterminons l'affixe du point £ ou: E=T(0) ol

7(0)= E = OE = 2IC
, —ze = 2ze — o)

= e = 2(2"25" 3)

| —z=—2—4i

,' [ Soit R la rotation de centre O et d’angle % ‘1
| a. Déterminons l'affixe de /) = R(FE) :
! Ona: R(E)=D < zo=e'Tz
= zp=i(—2—4i)
= 7, =4—2i
b. Montrons que: (AB) | (CD)

| Méthode 1: (M)i(CD)@(Eaﬁ)E%[R]







= \/E(COS%+'is_in%)
= /2%
Et comme: z,= 7z,
Alors: z,= m: J2e %
Z=—y2,z=1+i etze=1—1
a. Représentation des points A, B et C.

Ona B(1;1) et C(1;— 1) ”
/2 est la diagonale d’un carré de coté 1.

b. Déterminons une mesure de 'angle (E,KE)
Ona: (_C'AB)—-arg(z = )[2 |
Cp— gz 1Y (1 +y2)+illa+y2)+i] ol
' i gc‘”ga T (1+y2)+1 e
(1+4/2F+2(1 +y2)i—1
44242
(2+2/2)+(2+2/2)i |
4+2/2 e 7

4+2y2
= “)ﬁ(‘” ”E:)

—

(z+2v’_) I o g
|




; ssi vérifier que: OA=0B)
| Donc: ()E'L(ﬁ)[2n] “Th

Eé 75[22?]
_T

gl2r]
Conclusion : (AO;@) = —[ 27 |
b. Ecrivons: _zj%z__ sous forme algébrique
Ona: 24— _\/-—_ 1= _ \/—"I‘ 1 ; 2+ﬁ+
ZA —-,/2 J— \/_ 2 L

Ecrivons le nombre —_-zi sous forme trigonométrique :

Ona: | Z\ | 2+42 f ‘ \/( 2 +2ﬁ )2 +(‘/2§)z " 2 '

arg(z"jz'g):arg(ﬁ)[ﬂr] |
=(A0;AB)[2n]
= %—[2:’! ]
Donc : \/2—4'\/_- (COS( 3 )-I—:sm(%)) est une forme tri-ga.n_‘";'J
Za — 28

A
r - 7[' pd ﬂ.
c. Déduisons les valeurs exactes de Ccos“g" et sin i3

Ona; |24—2%s _ 2+2ﬁ+%§‘i

Za

! .zA —Zp _ (WECOS‘%‘)“" ; ' : ': \

<A
onc: [y2+42 c@s-‘%-:-'z 7 £

nombre complexe




g3 Ecrivons les nombres i, d:, & et a. sous forme

LaLEIR _ (1 +if3)8 _ 5 +i/3)= 242430
1+!\/— (I+f‘/_§)%_f_g)"§i_)=_]+ﬁj

ady =

ljiéi._ﬂigﬁl;uu%n_mxﬂf_
- 4 y:

R

_1+u7 V3

a=—517

Montrons par récurrence que: (vneN);a. = 2~
e?=22x1=8

)Pourn-‘—Oona' a = 8 et 2°°

Donc: a, = 2*° ‘T

» Soit ne N :
|» Supposons que: d. = 2'¢"f | et montrons que :

" . 7 ._: 1 + I J_
















ZAinSI &IS(ZD) —-""[2?1' ]
ona: |z |= 1 et arg(z) =—5{2x]
Donc:d = o= cos(—%—-)+i'sin(-~%—i )

_ e s

= —=—eo)

Ecriture de d soui forn%e exponentielle : d = ¢~'%
Méthode 2:

ona:0C= 0D et (OC;0D) E—%[Zﬂ' |

Donc, D est I'image de C par la rotation R de centre
RC)=D=2u= e Tz,

/3, i )

—w=-ilF

=1 o

Ecrivons z» sous forme exponentielle : d =










que:z':h_zl._ POIIL £
a. Montrons que h estune homothéﬁeda

h(M@2)= M)z =22—2
"= Zz-'-’li |
= 2(2-“1.’.:_:)'

=4

— QM = 28
e de centreé Q(2i) etde rapport 2
A)=4

Donc, h estune homothéti
A’ telque: h

b. YDéterminons [affixe de

h(A)= A’ == SRA T 2i
= 24 +iy3)— 2

e 2 +(2/3— 2)i

_1)i estlaffixe de A"
e B telque n(B) =B

Ona:

Dou: 2+ 2(/’5

» Déterminons yaffixe d
ona: BB =8 eozy =22~ U
== o~ 2)— 21
W e 2i
| Dou: 4~ 2; est I'affixe de B
I ¢ Montrons queé (4B / (AB)
s
A)=A'et h(B) =B donc: A'B = 2AB »
et AB sont colinéaires, Cest-a-dire : (AB)/ (



e

v
L}

"y Fonction exponentielle né

'y La fonction exp est définie sur R.
pexp(0)=1et exp(l)=e
»(Vx €R); (vy €]0;+ oo]) ; (y = expl
» (vx € R); In(expx )= x p(
» La fonction exp est continue stricteme'ﬁtf'
»Pour tout x et y de R, exp(x) >exp(y) = x .
» Pour tout x et y de R, exp(x) - exp(y)c=>x

Courbe de la fonction exp:

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé
La courbe de la fonction exp est le symétri
courbe de la fonction In par rapport a la droi
tion : y = x (la premiere bissectrice du repe

Nouvelle écriture : (Vx € R);explx)=e

I Conséquences et propriétes :






B (2 —1)(e"—2)<0
y3e'—1
e

Be“—8*+7<0

(Erercice £

Résoudre dans 'ensemble R* les systemes suivants

ol -3¢

281""83': 4+e

{x+}'=1

3¢ — e’ = 2¢’

(Erercice £3

Déterminer I, lensemble de définition de la fonction |
suivants : -

f(x) o g_’i 1




»Simplifions q, :
Ona: g =3 etg™= (e""")n’. =132=9.
Donc: a = e — gt = 9 — 3= 6.

»Simplifions a.:
On a: ellll i 2' donc: a o e-‘!lllﬁ - (eug).‘g - '.'2-3_ = %‘ o
»Simplifions a.:

,l.ln_'g = e-hlﬁ — ﬁ _

Ona: —},,_-lnS — In(y3),donc: @ = €
»Simplifions a.:
’ 891:31/8—=5\/?=2'

Ona: —:l;*ln(S)= In
Ve = 3/8 = 2.

Donc: as = ei"t=¢e
»Simplifions as:

e
ona:1—-In(2)= In(e)—In(2) = lﬂ(‘z')

e —In(2) = l'ﬂ'-_-_- ..g—
B a=e "= T2 e
_ o 1-in2 = e,
Autre méthode : as = g = =2
2n@+5n3) = g2 X ea'finta)

e

simplifions as: Ona: @~ 1
— (e In3)2 X (e Ia‘l3)'f

= 32x3'lf= gﬂ

— 1n(33)+In(y3)

Autre méthode : as
= e In(9y3)

=9,/§

Exercice i

implifions a (x):

i

- fj'l; l ;: 1 g ’ )

S almi.blogspc



Exercice ]

pSimplifions b, (x):
Ona:bi(x)=e""™* Xeg¥ =¥ =

»Simplifions b.(x):

P
Ona: ph,(x)= elT"' = ¥4

3tde—1=2¢ __ 242
o

=e
pSimplifions b:(x):

Ona: bs(x) = ((eh{i

»Simplifions b.(x):

3x ;
Ona:b4(x)_1+e —(e*) = l

__e—h'+1__e+3r__ 1
»Simplifions bs(x):
Ona: bs(x)=(e"+e ) =(e*) +2e" Xe™ +e™)
= eZ 42" +eE=e" +2+e™

»Simplifions bs(x):

Oha: ="+ 1)e™ 1) (e*—1)
=(e*—1)e+t1—e N=e -. = 1 T

Exercice g







Le discriminant de I'équation x*+x—6= 0 aﬁﬁ i—.

de cette équation sont :
~1+/A _ -1+5 ~1-JA__,

X = ) 5= 2 et %= .

Dot: e = () Xe e=x=20ux=—3

Par suite : § = {2, — 3}

@ Résolvons dans R I'équation: ¢ = er

x#0, c’est-é-di'rle ' X € E .'

pe—

L
Soit x unréelnonnul,ona:e”'= ere=x+1= -
—x+x—-1=0

L'équation ¢*' = e+ est définie si:
I.l..
Le discriminant de I'équation x2+x—1=0est A=5,dol

cette équation sont:

s
= 2




m*“ﬂféel ona: :
lf‘—1|—|2e‘-3|=.e _1— 28“*"‘“-&-
e e*=20u3e" = 4

—e*=e"@oue =73 7

e—=x=In(2)oux= ln(g)

63 Résolvons dans R Péquation : (E1): e =2=0 .
Soit x un réel, on pose: X =e*,0na: X>Oete = (") =
'équation (E,) devient: XEEX—=2F "
Le discriminant de cette équation est A
or X > 0 donc: X =1

Donc: X’+X—-2=0 et X >0=X=1

= 9, ses solutions sont let-2.

par suite : § = {0}
#3 Résolvons dans R Péquation : (Ez):e™ —8e" +7= 0 S
Soit x unréel,onpose: X =¢e",0na: X 50 et e = (e f=X° r
L’équation (E.) devient: X~ — 28X +7=20

Le discriminant cette équation est A= 36, et ses solutions sont 1e

_ﬂ” B —=x=0oux=1In7

Donc:e*—8e"+7=0ee¢"=1loue” =7



=x=0oux=1In10

8 llésolvons dans R I’équatlon (Es):e* —3=4de™
Soit x unréel,ona: ™ -3 =4 > = e* -3 — -E%"-':: 0

puisque X >0, alors sa solution est X = 4.
Donc:e*—3=4de ¥ =e" =4
= 2x=1In4=2In2
=x=1In2
D'ou: S = {In2}
@ Résolvons dans R Féquation (E.):e“*’ +e

Soit x unréel,ona: e®+e¥' =2 e=¢’ 2axt)

L

Onpose: X =
et ses saiutrens sont 1 et -2. Pulsque X >0




quation (E;) est définie sur R’
vréel,ona:In(e*—2e*+1)=3 = In(e" = 1¥)=3 1 '
= 2lnle*-1|=3
4=uln|e‘-1|=% :
=let—1]=
=e’ “l—-ez oue’ -—1......
—e =1+t oue*=1 g
L @pza:eiﬂdonc: 1 —e? <0,etpuisque:e* >0 alors,I'équation e*
‘est impossible dans R.
‘Donc:In(e*—2e"+1)=3e=¢e =1 +e?
| —=x=In(0+e?)=In(1+e/e)

S={In(1+eye)}

| ﬁ"_"f’_' solvons dans R I'équation (E:):In(2¢* — 3)= «x

| ‘?‘ﬂﬂx un réel, 'équation (E;) est définie si et seulementsi: 2¢*—3 >0
.

= x>In (%)




B Résolvons dans R Finéquation: ¢*** <¢'™*
Soit x unréel,ona: puts (p1ox oy Ls o

=3x<—4
ey

=X E ]—m; —--f:;

Donc: S = ]:—oo;-'%

Résolvons dans R Iinéquation: (¢*) <e™**

Soit x de R,ona: (g*) <e™® o™ <e**
=3 <xt6
= 2<6
=X =3

Donc: S = |—o0; 3]
Résolvons dans R I'inéquation : e™ —

1
Soit x unréel,ona: e¢* .




- s | 1
- : —e +3:
- =—e*>— 1 3
: —=e <l
=X E }—'w,()[
D'ou: § = |- o0;0[ - =3 .
3 Résolvons dans R Inéquation : [¢*"' — 3=

] x+1_..3_<'_2
) ! ,+1_3|$24=;—2$8 -

—=0<x+1=<In(5)
—=—1<x<-1+In(5)

- =zx€[-1;~1+iaEH
[Dﬂnc e R ]

m 7
Résolvons dans R Iinéquation (/,):(2¢* — 1)(e* = 2) <0

Méthode 1 : Soit x unréel R,ona:
D e —220e 2 i P e —2=0ese*=2
= x=1n(2) E <= x = In(
et:) 2‘81—120=b€x:_>_‘%' E )23*—1=0¢=53*=%f._
=x21n(%) i —
I' «=x2-1n(2) i =X = -

on, le tableau de signe de (2¢* — 1)(e* — 2) est le suivant :

| —®© —In2  In2  +w

%




Donc: S = [~1n2;1ln 2]
Résolvons dans R I'inéquation (1,).e* — 3e* +2 >0
Soit x unréel,onpose: e' =X ,ona: X >0 et e* = (e*)

Donc, 'inéquation (7,) devient: X*—3X +2 >0

On a: 1 est une racine évidente du trinéme X*— 3X + 2, la det

est : g— = 2, (vous pouvez aussi calculer le discriminant A)
Donc: X2—3X+2=(X—-1)(X—-2)

Dot : e* — 3e*+2=(e* —1)(e" — 2)

Le tableau de signe de X*— 3X + 2 est le suivant :

Donc: X:— 3X+2>0¢=»0<X<louX>2
Ainsi: e*— 3¢ +2>0=¢" <loue*>2
esx <0oux>In2




' g 1arque: (Il est possible d’utiliser aussi un tableau de signe de
‘B Résolvons dans B Finéquation (1,):2¢* — 5 >— 20~

Soit x unréel, on a: 2e’—52—23"==2e’“5+‘£r2'0

— 2(8’)1'_ 58‘+220
Onpose: X = ¢, I'inéquation (1.) devient : 2X* — 5X + 2>0etXx

Le discriminant du trinéme 2X?— 5X + 2 est A= 9, et ses solutio
2etd. Donc: 2x7— sx +2 = 2(x-L)x -2)
Le tableau de signe de 2X° — 5X + 2 est le suivant:

o)




S &y
Ona: X’ - 8X+7<0e=1<X<7
Donc:e* — 8" +7<0 =1<e*=1
= 0= 2% <lInil
—=0<x<%In7
= E[O;%—ln?]
Dou: S = [0,%—111 7]
[@ Résolvons dans R Vinéquation : (/;):In(e* — 2¢ ) <0 malr
Soit x un réel, 'inéquation (J;) est définie si et seulement :
Ona:e*—2e*=¢e*(e*—2)ete*>0
Donc: e*—2¢ >0 e “(e*—2)>0
e =2>0
e=e>2
= 2x >In2
=X >%1n-2




e (0 <e' <2etx >f12-ln'ﬁ
= x <Iln2 etx >—1_2'—l'_n2
= X e]-12—1n2;ln2[

Par suite: S = }"lj‘ mZ.lm[
& : )

Exercice £

fIRésolvons dans R’ le systeme : ‘

‘—173’ =
2e*+e’=4+te

Soit (x;y) de R*; onpose: X = ¢’ etY = e, et le systeme dev

Legr
X_-fy =1 c’est-a-dire : {
2X+Y =4+e¢

2X—Y =2
2X+Y =4+%e

Donc:X=%-+711—e ety = 1+—£—e

Ainsi: e* = %+%e ete’ =1 +—12-e

Dou: x = ln(%+%-e) et y= ln(1+-12—e)

vons dans R’ le systéeme : {
xy==2



D'ol: X etY sontles solutions de 'équation : t*+ 2t
Ce genre d'équation : ,
t'—St+P=0
estvuenT.C.S
Ona:t*+2t—8=0=(t+1\=9
=t+l=3o0ut+1=—-3
=rt=2o0ut=-4

Donc : X=—4°u X=12
=9 Y=—4

D'ou : {41 i ou {41 ) ; C'est-a-dire: {x "
72 et y y
Par suite : § = {(—-1;2);(%;-~ )} 1o A

: Jxty=1
EJRésolvons dans IR’ le systéme : {33‘ g
Soit (x;y ) de R*;ona: L
’ . e".e’=e X y=
Le systéme proposé peut s'écrire: { 3p* —gh U Bt ( y

Apras multiplic

B

c’est-a-dire : {(38’ =2 ==13e ( .
3er—e’"? = 2e’ midreide

Onpose: X =3¢  etY =—¢ 7, 0u: X >0 ety
XY=-3¢
Donc: X etY sont lessolutions de |'é

| Le discriminant réduit de cette équation




Donc: § = {(In (2 1n(5)}

N

Exercice £
éfinition de la fonction f.

Déterminons D, Pensemble de d

Brfx)=

Soit X un réel, o

na: = —1#0

Etona:g*-l_—_os.g =1
¢=le"=e°

—=x=0

Donc : xEDﬁx#O

Seltxunréel ona:xecDee’ -2;&0

Etona: e*—2=0ee¢" =2
= In(e*)= In(2)




f@)=yx+1le™

Soit x de R,ona: xeDesx+1>0etx J
—x2-1ctreti
=xe[-1;+ | etx #0
= x e[-1;0[U]0; o
Donc: D = [—1;0[U]0; + o0 :'
f)= e =3

Soit x de R,ona: xeDe=e" —320 .
e=e" 23
= In(e*)=1n(3)
—x 2= 1In(3)
e xelln3;+o

Donc : D = [In 3; + ol
GO e @ 7=l
B fkx)= m(e" +1 )
Soit x de R,ona: x€D ¢ +1#£0¢

puisque : ¢* >0, alors: " +1 >0, dc
J_







:; :H;i.m_xe‘ =0

X

ylimx"e* = 0; pourtout n € N

=

Exercices

Calculer les limites suivantes :

e
.

= 2
lim um»%-

X—+mo X ey x

£ hm
B}}‘{l}‘ VX + 1 . -0
fglim_ Blim———

x“-px +€ X-+mx+e

T x——ow X




————————

Calculer les limites suivantes :
e
.- ]-a smx

;ixl—li!blxe *— 1)
(4} lime* — In(x)

= =t
x —

g lim S0 e

14

Etudier les branches infinies d
" dans chacun des cas suivants :

e la courbe de la fonction nui

.f(x)=1—%'x— :?'_1 E]f(x)=e"‘—21:

.f(x)-—x 2—8 _1 g fix)=¢e =
@ fx)= (1 _______f:




Puisque : lime* =+oo et lim % =+o0 alors : i

X=+m XK=+ x

Donc: |

Xt - i
N

Bcalculons : lim &+

I=tx

Soit x de R",ona:

Puisque lime* =+co et liIP-“% =+oo alors : lime® X =
x—+ex x—+oo X X=tToo
e 1Y |

Donc: Ilim=5 =+

=+ X

. x
Elcalculons : llm—‘i._'—

Xx—=+tm e

Soit x de ]0;+oo[,0na:

e.!

Puisque lim € =+ooalors: lim2-=0,etona;: lim"

x—+e X x-—+u=e

e .
donc: lim =+ X — = () c'est-a-dire :
g!.-l-me \"‘

ﬂcalﬂ.ﬂons }191 y/:re"i"—l

Soit x de ]0;+°°[‘°na:_xg,/T_l_

Ona: hm—-"+oo

o e i
o lim2-= limx =

X+ X x=teo




DOI"IC llmx‘e" = hm_xae: == .

ol x--—u

(7] Calculons hm
h-q.x-l-e _
. xe' = X —
x+e" cxter) xettl

: lim1+xe =1

Soit x de R,ona:

Puisque : limxe* = 0, alors:

X—=—0o8

xe" I X =0
Donc: lim 73705 = 0, dou: lim o= 0

. X
X g 1

Soit x de R",ona: X = g
’ x+e e 1
x(l+ X ) 1+xex

Ona:lime’ =+oc,donc: limxe‘ = 400
1

F—=*+=

D'ou : lll}l}'%’- 0, ainsi : l£m1+—*——1
£ . ___1__ ’ s A . ___-x_-__*____u
Par suite : lm:=l +_1__ 1, c’est-a-dire : }mx+&.f-ﬂ
_ xe
+ ) 4
@ calculons : lim In(lx xe’)
Soit x de J0; +oo[,ona: 1 +xe xL
Donc: |n(1 +xe’)= In(xe (1 x}z‘

= In(x)+ In(e” )+ln( +x—1ef) '
gm(x)-i—x-l-ln(l"-'_ﬁﬂ



e
Calculons fim 10¢” = 20)

X==00

Soit x de J-o0;0[,0na:e* —2x =— 21(1 = %;‘)

Donc:In(e* — 2x) = ln_(—?.x(l —%—))= In(=2x)+1

2% — St
GiskSdive: o =2x)  InC 24 ""“l‘ln( "W)

X & X 2x )
(Enposant X =—2x ,ona: x - —o0 <= X —+o0)

Ona: Jim 8555 = Jim — 2 0 = o

Pisque lime* = 0, alors: fim ¢+ = lim(e'f = 0 e
2x

Donc: JET, %= 0 iy o

C'est-a-dire : lim1 — g =1 et la fonction In est continue en 1, don

X==0

=) = In()=10 :
oy ¢

. o T e
Etona: lim—= 0,donc: lim - In(l- Zx)—& “w

. X—=08 -

_ 9. - 2 -
Dot : h{ﬂln (x 2x) i —J%—ln (l = 52-5-): L7 CEst%




s : limx +2+xe*

x—-—w

G""‘ limx+2=—occ et limxe*=0,

¥==om x——o

[ Calculons : hm-ei--%—l—

Soit x e’tR,ona:

Puisque :

- ..'l +e—.t
BCalculons : 31139'3-:,_-—5;—

ut x de R,alors llt_rle = }1‘.‘3,@--

Ona: lime*= 0ete* >0 pour to

A——120

Dol : lime* +e ™ =+oo,etoNa: xl}_g:ﬂS-*-e“ =3

i Il,l.-' e o |
! 7 L a*
Par suite : E"ﬁ
=1

[Fcalculons : hm -2?—;-1'

Ona: lime* =0, donc: I_i-l_nle’ —1=—1et 3&1_1}023’ +1=1

X=——=0

2 ik ol R e (2+e) . 20
SGIt dE]O +CO[ ona: eex__l —ex(l__e—x)"‘l_e-x

a-dire: lime™

e 3-+ﬂ

| ll" e 5 T3
| Puisque : lim
"

S-“"w x—+oo

+e*=2etliml+e™ =1

Xx—+oo




| Puisque : hm-—_——+oo alors: lim 1 —

x—+m X X—=+m

Etona:limx' =+, donc: hmx’(l

X—=+om =t

fWcalculons : lim e — x?

Xt

Soit x de R",ona:e> —x?= xz(%;— 1) =S ((‘i;)z" I)‘

X -i-m X=—+tm
elx
Ainsi: lim——-1=+x

X—=+m

X \2 ]
=+o00, alors : lim (%—) = +o0, c'est-a-dire : :

Etona: limx’=+o; donc: limxz(iz - l)=+

T+ X =+

D'oU: |lime* —x’ =+
X—+m

Exercice 4]
E¥Calculons :lime =z

Ona: lim1— % =—o0 et lime* = 0, donc, par compc

x=0 =













Puisque : lime* = +o0, alors : lim

s o o) T

et la fonction In est continue en 1 donc : li

etona: limyx =+oo et lim——= 0

X—+oo x—=to o X

Donc: llm-,/—+7x=ln_(1 +~e—lr)=+m

I—=+x

@ Calculons : lim ¥~

_ xtx= @
Soit x de [0; + oo[ onpose: X = \/:? ,ona:x —+ooe¢

= X?, donc: J-

X

. o K
Puisque : lim 1y =+, alors E‘ﬂe"
3

L= llmf =0, d'oti:

x—tx @ X—+x

e'+1
fly Calculons : Enl 1

Soit x de R,ona:e*+1=e(1+e™)et e’ +1
@l =l .e(l+e‘)_" -
e+ 1 1 " (1 +e™)







Soit x de R,ona: xeDese'— 140
etona: e’ — 1 =0ese' =1

=x=0
Donc : XEDe=x+#0

—=xelR
D'ou: D=R"=J-o0;0[U]0; +
b.Calculons .‘li{rlf(x); Ilgr_llf(x); l‘iﬂtg]f(x) et {irg}f(x) :

»Au voisinage de +~ :

Ona: lime® =+o0,donc: lim—— 7= 0 etona: limx—2=+g‘b,._"
Y-t r—+oc X=+m i

. - 4 i . L
Dou: limx — e =+o00 .

X=%+x

c'est-a-dire : lim f(x) = +oo

»Au voisinage de —oc :

Ona lime* = 0,donc: lim5== =—4 etona: limx—2=—o0,

1—-"!:6 mL ==
= 4 ho S
Dou:hmx—Z—ex_l:—oo —h

X—==—m

c'est-a-dire : limf(x) =—oc

»Au voisinage de 0 :
per—1>0e=e">1

X—=—0o%




1 Bfx)= x(%i" }2—3")

la. Déterminons D l'ense

I]I

|

]Mtx de R,ona: weDe=XF

Donc la
soit X >(Q,ona:’ f

Puisque : lim e—__41 =0, alors: kggnf(x)"(x 2=
Donc : llmf(x) = +oo et llmf(x) (x—2)=

deaquation y =% =2 <!

» Au voisinage de t :

7 ¥

f au vmsmage.dg —Fw of | RO
» Au voisinage de —o©: |
na: f(x)—-(x-2)= __‘_-:—_:_4_1__
Puisque : hm——;':_-?T” 4,alors: llrnf(x)* (c—2) = 4
Donc : hmf(x)-— (x—2)— 4~ 0, cest-a-dire : llmf(x)
)=—oo0 €t llmf(x)——
— x + 2 estuneasymp {

SOitx <OJ o

Dol : I-L.I_nf(x (x+2)=

mble de définition de la fonction f

o etx’#0

meR




» Au voisinage de +oo: soit x de |0;+oc[,0ona:
Donc : llmL-— lim 2

===
X

x=too X—+ac x

Dol : limf(x) =+ et limﬁ——)—+

X—too X —tec X

Par suite, la courbe de / admet une branche parabo

or données au voisinage de +oc.
» Au voisinage de —oc :ona lir_nf(x) = 0, donc la dra

est une asymptote horizontale a la courbe de f a

une 'Sv-m;pt'ote verticale a la courbe de f.

e —2xe" — 1

a. Déterminons D I'ensemble de définition de la fonction ;’
Ona: D=R

b. Calculons hmf (x) et limf(x) :

X—+o X——0c

» Au voisinage de +o :soit x de 10;+ [, 0







Bflx)= (1 — ';—)e R !
a. Déterminons D I'ensemble de déﬂnmm
Soit x de R,ona: x€EDe=x#0

=xeR
Donc : D = J—o0:0[U]0; + oo
b. Calculons limf(x); Erri T, h_T Fix) et i

I=*+>

» Au voisinage de +oc :ona lime’ =+oo et |

x—=+oo

fim (1 -+ )e’ = +oo

X—=tx }_
D'ou : limf(x) =+
X=tx

» Au voisinage de —oc :ona lime”

="

,1_1.’_2(1 — J1—)6‘ =0

D'ou : limf(x) = 0

r——x

» Auvoisinage 0:ona: lime” = 1, et

. § T
eti_lgzl = o0

Donc: lim(1 — '-;-—)!Ex =—00,
x=0"




Exercice 443
Etudions les b
B fx)= Jef—1 _
a. Déterminons D) I'ensemble de défi nition de la fonction f
Soit x de R,ona: reD=x#0 etex -1=20

ﬁx#OEte*‘ =1
—x 70 et % >0
= x>0

— x € ]0; + o[

ranches infinies de la courbe de la fonction [

Donc : D = J0; + o[
b Calculons hrnf(x) et llmf(,x)

» Au voisinage de 0F :
' Ona:lim }2. = 400 et lime* =+oo, donc par composée |in
x=0" X T on x—-ﬂ*

alors l_lmef—l—--l"oo,d’ou llmf*—1—+m

x—=0




Soit x de R,onae* >0,ete
Dou:(VxER) ;e +e™>0
Par suite : D=R = |—o0; + oo
b. Calculons : lim f(x) et limf (x)

X=="00

» Au voisinage de +oo,ona: lime* =+o0, et lime ™ =

X —=too rtas

Donc: lime" + ¢ =+oc,etona: limln(x) =

X —+c x—+m

limln(e* +¢™) =+

It

D'ou: lime* +1In(e* +e™) =+, cest-a-dire : 1i

X—+x X ol

P Au voisinagede —oc :ona lime* = 0 et lime™ =+

X===00 Ao

—

donc: lime* +e™ =+oo et ona: limln (x) = +oo, donc, par ¢

x==eo x=too

limln(e* +e ") =+

X=—00

Dol : lime* +In(e* +e™*) =+, c'est-a-dire :

X=——ma

b. Etudions les branches infinies de la courbe de la fonction ¥ :E

b Au voisinage de +oo :ona: limf(x) = +oo; calculons : Hig
’ L

Soit x >0,0na: .[(L e In(e +e”) . I
- X JIe

etona: |n(e* +e"’) = Infe (1:ke®) :
= m(e*)+1n(1+e"'}l-ag_







yAu voisinage de +oo : soit x
puisque : limIn(1+¢7)= 0, alors: li

x—+toe

Donc : limf (x) =+oo, et lim flx)— 5’2-: ;

puisque : limIn(1 +e*) = 0, alors : l1mf(x)+%'

I—=—m L=—mx

Donc: limf(x) =+oo, et }i{l}of(x)+‘32"‘= 0

Dlol la droite d'équation : y =X
, voisinage de —oo. -
Bf(x)=In(e* +e" +1)

Ona:e” >0 pourtout x de R,donc: xEDee™+

D'ou: D=
b.Calculons : lim/(x) et limf(x)

x—tos

»Au voisinage de oo :

Ona: lime* =+oo et '.




11NC

| Donc: f@) = In(e*)+In(1+e™+e™)= 2%+ I e
Puisque : lime* =+oo, alors: lime™ +e ™~ = lime™(1 e =3

S x =t

= lim (1 +or) =IO

x—=too =
.

Donc : lim1l+e *+e * =1 et puisque la fonction In est cor tinue

alors: lianln(l Lo he 2)=In()= 0,doul: !iﬂf(x)— 2x =0

Ona: limf(x) =+ et limf(x) = 2x = 0,
2x est une asymptote oblique 2 la ¢

x—=to

donc, la droite d’égquation : y =
[ au voisinage de +oo.
» Au voisinage de —oc :
lim f(x) = 0, donc la droite d’équation

Ona: lin y =0 est une asyn

horizontale a la courbe de [ au voisinage de —oc.
X . o Ol — —
B Fonction dérivée de z — ¢ - Conséquences
1 _Propriété :

ction exp est dérivable sur R , etona: (vx€eR) exp’

une fonction dérivable sur un intervalle I de R,
est dérivable sur 7, etona: (Vxel ) ;f’(x)= u'l



Soit f la fonction numérique définie sur R par: Jf(x) '

Montrer que f est une fonction impaire. ﬂ
Montrer que f est continue au point x,= 0.,
Calculer limf(x) et limf(x).

& = 0

B Etudier la dérivabilité de f en zéro.

Exercice ¢T3

Soit f lafonction numérique de lavariable réelle z définie par
Déterminer D I'ensemble de définitionde f.
Calculer les limites de la fonction f aux borne

BJa. Montrer que: f'(x) = i —2e 7 pour tout

e -1)7 "ab

b. Dresser le tableau de variations de f =

Exercice ¢y
Soit f la fonction numérique de



f(x)=In(e*+e"+1) et (C) sa courbe représentatiy
orthonormé (0;7 ;7 )
F¥a.Vérifierque: D= R .(D estl'ensemblede deﬁmtlon g

b. Résoudre dans R I'équation : f(x) = In(3).
- B a.Calculer hmf(x) et limf(x).

b. Etudier les branches infinies de la courbe (C)-
B a.Calculer f’(x) pour tout x de R
N b. Dresser tableau de variations de f.




¥ a. Montrer que : limf(x) = 0

X—tem

b. Calculer lim &)-

X——0

a. Montrer que f est dérivable sur F
pour tout x de R.

b. Dresser le tableau de varlatlo-n_s.;.d"" I.
a.Montrer que |'équation: f(x) = 2 a
Retque: —2<a<-1. :

b. Montrer que le nombre @ "vé.r"lﬂe







Solutions BB

= 16
ﬁtudlons la dérivabilité de / et déterminons f' saj
cun des cas suivants :
fx)=x+3—¢"
a. Ensemble de définitionde f : Df=R
b. Etudions la dérivabilité de f
Les fonctions : x — x + 3 et x —— e* sontdérivables
f est dérivable sur R, comme somme de deux fon:
c. Déterminons la fonction dérivée [’
Ona:(yxeR):f'(x)=(x+3—¢ )
="]se”
Bfix)= (x’—2x)e”
a. Ensemble de définitionde [ : Df =R
'b« Etudions la dérivabilité de f







La fonction x »—--%— est dérivable sur R,

rivable sur R et on a la fonction x — x*
dérivable sur R, comme produit de deux fonctions
c. Déterminons la fonction dérivée f” :

Ona: (vx €R);f (x)=(x'e)

= 3xle i — %—fe"!‘
= (33[2—%)53)3‘3'
= lgxi(‘)—x P

feo)=(x+e™)
a. Ensemble de définitionde f : Df=R

b. Etudions la dérivabilité de la fonction f

La fonction: x r—“«-x +e¢ est dérivable sur |
dérivable sur B, (f = u*) -
c. Déterminons la fonction dérivée [’

axt







Dol f est continue en x, = o
B’ caleulons : limf(x)

x—+x

soit x de R, ona: f(x) = _e%f_

Puisque : limx’e* =+, alors: lim

x—+oo x——'h'nx
. 1 ex — 54 ex
Etona: lim—3=+o0,donc: lim=3——7=
x—+xX x—+oX XE
55 ST 2
’ = e ’ > 3 —
ol : lim—= = 0, cest-a-dire: limf(x)=

r—+o Xx—tm

X x’e’
» Calculons : lim f(x)

Soit x de R',ona: f(x)= 22{_9‘1

Etona: limx’e* = 0 et lime*—1= lim(e)*=1=

X——1x r——0 I——00

zxz x ..
Donc: Iim—>—— e = 0, c’est-a-dire : limf(x) = 0

X——00 X——m

B Etudions la dérivabilité de f en0

tx de R ,ona: f(x)= Z,xfl x







Dou ' (x) < 0 pourtout x de R" .

Ainsi le tableau de variations de f est le suivant:

Exercice 4L}
1o e
f(x)"' 8 e e —1
f a. Déterminons D:

Soit x de R',ona: xeDe=e*—1+#0
e’ #F1







4(e*— 1Y)
e — 6e* + 9) » _ (=3
4(e" =1y
e™ (e*—3)
4(ex iy 1)2
b. Tableau de variations de [ :
Ona:f'(x) >0 pourtout x de D,car e* >0

et(e*=3/=0et(e"—1)>0

Donc: (Vx€D);f'(x)=

=i

== i)

__

Donc le tableau de variations de [







E—— W — ln(i%_\/é__) c I L
T«

D'ou I'ensemble des solutions de I'équation : &)= In

51255 48

Ba. Montrons que : (Vx € R); £/ (x) = & e”—1 ]

2.t+1

Lafonction: x — e* + ¢ ™ estdérivablesur R ete* +e > 0 pourto

donc la fonction f est dérivable sur R . B

Soitx de R,ona: 7' (x) = (In (e* +e™)) :
_(e*+e™) _e*—e* e

e’ +e - e" +2

=1

Donc: (Vx €R) ; f()— 5]

b. Tableau de variations de f

Cnit ! Py eh il ]. Py ""',!‘.: o1

‘est celuide e™ —













sur [~1;+ oo, donc la fonction x — xe* est continue sur I

fux — xe” — 1 est continue sur l'intervalle [-1.+
ment croissante sur [—1;+ oc[, d'oli : s -

f(["'l +oof) = [f("‘ 1)5 llrnf(x)[ =[-1-¢" # oo} -

X—tm

Punsque 0e[—1—e"; +oof,alorsilexisteun unique a de [—- <+ ool

fla) = 5

C'est-a-dire I’équation : f(x)=0 admet une solution unique @

[-1;+ oo

» Montronsque : 0 < a <1 .
Ona:f(0)=—1etf(1)=e—1,cest-a-dire: f(0) <0 et f(I ‘
Donc : £(0) < 0 < f(1), cest-a-dire : £(0) < f(@) <f(1) '

Puisque la fonction [ est strictement croissante sur [—1;+oof, a

0<a<1

b. Etudions le signe de f(x) sur R
La fonction f est continue et strictement décroissante sur Jroo; =1
flleo; = 1) = [f(- ); Jlimf [ =[=1 =€ =0
Q’Est-é-dire (’Vx € ]—ao 1]) 'f(x) <—"_i1;_j| .













o dans l'intervalle J—oo; —1].

y sur 'intervalle J-1;+oo :

et puisque : ei < 2alors: (Vxe]- 15+ oo]); flx) <

Conclusion : I"équation f(x ) = 2 admet une solution
PMontronsque: —2 < @ <—1
Ona: f(=1)= 0 et f(=2) = e?, c'est-a-dire: f(— 1) <
Donc: f(— 1) <2 < f(=2),dou: f(-1) < fla):
Puisque la fonction [ est strictement décroissante sur I'i
alors: —2<a<—1
b.Montronsque: o =—1— J2e?
Ona: fl@)=2—=(a+1)e =
—=(g+1)= 2e°
—la+1|=/2e° = J2eE
etona: —2 < @ <— 1, cest-a-dire: @ +1 < 0 d
doli: —e—1= \/fegf finalement: @ = —1

E‘.(Qi'cicg 25




= 1

Bl

| » Au voisinage de +oo:Ona: li

est une asymptote horizontale a (C) au voisina

» Au voisinage de —oo :Ona: limf(x) = —oo. Calculons.

X=—m

S f(x) e,
oit x <0, ona: x TR X
Puisque : limx® =+oo et lime*= 0 et e >0 pour tou:t

: I
o :x = +o0 donc: li[_n-fxi =400
Ona: lim/ (x) =—o0, et lim™, [ _ +o0 donc la courbe (0}

branche parabolique de direction I'axe des ordonnées au voisinage de

f a. Montrons que: (Vx e R); f'(x) = x2(3—x)e”"
La fonction f est dérivable sur R, comme produit de deux for

"x-—__l__
_ex

bles sur R quisont: x — x” et x —e
Soit x de R,ona: f’'(x)=(x’e™)
= 3x2e *+x* X (=€)

= 3xle* —x'e” = x'(3—x jo
| Donc: (VxeR);f’(x)=x2(3—x)e"‘ |
| b. Tableau de variations de [ :

e f'(x) estceluide x*(3 — x ) sur R, car:e™ >0 our!




=(6x 3"+~ I +x3)g
= (x' = 6x"+6x )e™ = x(xi~y

oot: (Vx €R) i f " (x) = x(x*— 6x +6)e
b. Déterminons les abscisses des points d’inflexion de ((
soit x de R,ona:e ™ >0 donclesignede f " (x) estce
Le discriminant du trindme x*— 6x +6 est A= 12
Donc: x —6x+6=0=x= 3+/3 oux=3— 3 b

Eikh
D’ou tableau de signe de f "(x) sur R estle suwant' ¢ 1













: [m..;+w[d°“c g admet une fonction réc’i -
7= g((0:+ D)
telle que : J = [g(0):lim g(x)[ = [~ 1; + oo

b.Montrons que : (Vx €[~ 1;+o0[) ; g (x) = In(1 +/x + |
soit x de [-1;+oof et y de [0; +oo[, tels que: g
ona: g'(x)=ye=gly)=x
=e? -2 =x
=E)-22+1=x+
= -1=x+1

=le’—1]=Vx+1

Puisque: y > 0,donc: e’ = 1 c'est-a-dire:e” — 1 = 0,d'ol: | e’ =1
pParsuite: g ' (x)=ye=e' —1=yx+1

=e'=1+yl+x
=y=In(l+yx+1)

Donc: (vx>—1); g'(x) = In(1 +yx+1)

Exercice I

Ona: D, =R













soit x de R, ona:flx)= e’xf-xl etf("ﬂ-s:

e {0~ f(- ) = 2= = e T ) 28

pou: (Vx ER): f(x) —f(=x) = x
¢.Montrons que la fonction / est dérivable en 0

(X) f © , C'est-a-dire : 1im(xg)c—1 : k

x=0

Calculons hm

soitx de R',ona: f(x)— f(—x)=x ,donc:

X

o f=1_ fEn-1
ainsi : & x
52—
X

M G- 170 1, c'est-a-dire : .(x)_lf_

‘Déterminons : ling
Onpose:t=—x,ona:x—0=1-0

- limf(t_)__ .



















la Calculer : Errif (x) et limf (x);
b. Interpréter geometrnquement les deux résultats

Fa. Montrer que : ' (x) = m pour tout :
b. Dresser le tableau de variations de f.

EJa. Montrerque le point / (0, 5 ) estun centrede sy
b. Déterminer une équation delatangente (1)

c. Tracer dans le repere (0 o ) la tar




- -

- 3 - x ) - L4 & = 7 - 1 > — 4 '..J'
Calculer : limf(x) et lim Li ) , et interpréter géometriquement |
X X=— L

]

B
-

sultat obtenu. ; |
a. Vérifier que : f(x) = x*(l +2(1 —x )i—z) pour tout x de R';

b. Calculer : limf(x) et lim '—f—iﬁ, et interpréter géometriquement |

résultat cnt:'csa;:ﬁ:.‘n
B a. Montrer que : f'(x) =— 2x(e" — 1) pour tout x de R.

b. Dresser le tableau de variations de f.
[ a. Montrer que 'équation : f(x) = 0 admet une unique solution ¢

dans Retque: 1 <« <%.
b. Tracer dans le repére (0;7:7 ), la courbe (C). (on prend: @ = 1,3)

-

Exercice £33

Soit f la fonction numérique de a variable réelle x définie par :

f(x) = 293‘?5}2_}2 et (C) sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (0;7:)) .
g Déterminer D I'ensemble de définition de f, et étudier la parité de f.

FJ Etudier les variations de f.
£ a. Donner une équation de |a tangente a (C) au point d’abscisse 0.

b. Déterminer les branches infinies de (C).

c. Tracer la courbe (C).
- ! s st el R . ST

(Brercice €3 .

Soit f la fonction numérique definie sur R" par: f(x) = (1 = %)e" et (C)

sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; i )
£3 a. Déterminer les limites de f aux bornes des intervalles de K;
b. Etudier les branches infinies de la courbe (C).
B a. Calculer f ' (x) pour tout x de IR';
b. Dresser le tableau de variations de [ ;
c. Déterminer une équation de la tangente (T') a la courbe (C') au point

d'abscisse 1.
(x = 1)(x2+2_)_e’-
x3 s

EJ a. Montrer que pour tout x de R",ona: f"(x) =

’°’| o FOfSalmi.blogspot.com

























Partie 2 ;

1 = Montrer que I'équation : e~ + =2
dans R* etque: 1 <e < 2;

5. Vérifier que : (Vx €[0;e]) el

5. En déduire que : (Vx € ]0;a|) ;
ElMontrerque: f'(a)=1— -1.'0_._'

{1 Tracer la courbe (C) (on admet que : @ =~
Partie 3 :
Soit (i,) la suite numérique définie par :
uo=Ja et (vn € N);tuer = flun)
£1 Vérifier que : Ja €]l;a].
FIMontrer que: (vn e N); 1 <u













=f’ (l)(x —1)+£(1)
=-—(x 1)+"'-'";

D’ou:(T):y=—%+-3*

c. Construction de (C)

WESNE Y A
'NIEN!‘HM‘QRMD

"
N
ﬂﬂlw
t ]
L]
|

hqwammluuﬂ













’ Donc: (T ).y = 71— é—

c. La construction de (@)

C'est-a-dire ; £(— x)=1

=1&) )
Donc: (vx eR) ; — 4 ERetf(-x)=1
D’ou le point I(

) est un centre de sy

b. Déterminons une équatlon de la tange
Ona: f(0)= 1 yetf’ (0) = -— donc une éq
aupoint I est: y = f'(0)(x — 0) +£(0) = ’"]-




























,onpose: X = xInx , puisqu

™ = lime* = +o0, donc : i

o ol +
f Etudions la continuité de la fonction f 3 droite en 0 ;
»ona: f(0)= 1
» 'Ga'cUlons . l ]:-.l'g e-'flm:-

Onpose: X = xInx , puisque : limxIlnx = 0
_ x—-0"

=0

= lime* = "= 1|
X=-0

Donc: limf (x) = 1= f(0) d'ou: f est continue & droite en 0.
B a. Vérifions que : (vx € ]0;1[) ; @ = (z".‘ff;L)h&

xlhx e
Soit x de J0;1[, ona:

L)1 _ e =1 _ (e 1), (xlnx)

. X xInx x
~ b. Etudions la dérivabilité de f a droiteen0:

Soit x de ]0;1[. _
Bn a:f(0)=1donc: (x; : 0(0) = f_(xzc;l il

»Ona: lin}ln X =—o0

x=0"

= xInx , puisque : limxIlnx =
' x=0"
i S



















| J; gtudlons les branches infinies :

pona: llrnf (x) = 0 donc, la droite d’équatlm

'hgﬁzontale 3la courbe (C) au voisinage de —cc.

bsoit « de B, ona: f(x) = x+1n(2)+In(1+ )

cestadire : ()~ (x+1n(2) = In (1 +%)_

Puisque : lim e* =+oo alors: limel—, = 0.

r—too

Donc : hml +717 = | et la fonction In est continue en 1.

alors: llmln(l +Tl—) In(1) = 0, c’est-a-dire: hmf
Par suite : hmf(x) +o0 et llrnf(x) (x+ln(2)) 0.

1=+

Xx—+oo

Donc, la droite d’équation y = x +In 2 estune as! mptote oblique
(€) au voisinage de +oc. '

B a.Tableau de variations de / :
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5 =1\ 2
e e

—1=0"alors: 1“{} A
A= :

= | . .
















ponc: (Vx € R);f'(x)=—
| b, Tableau de variations de f sur R’

_q_‘";_._'_‘r 9 +oo
ll 0 . w03
o
.. Déduisons que : (vx € R): 1 _?%__] < _%x
D'aprés le tableau de variations de f, on déduit que f admet O comme v
“maximale O sur R™. , |

Donc: (Vx e R*); f(x) <0
Eton-a:f(x)sogl—%x—e,%_l <0

o AR
ol e"‘+1¢—:2Jc

R e
e+15‘2ch ;

1d





































g) a. Montrons que la fonction f admet une ncﬁon ;

La fonction f est continue et strictement décr:
[g + oo donc f admet une fonction réciproque f

1= £([0; + ool telle que : J = f([0; + o)) = Jlimf Ce)f o)y

b, Tableau de variations de it
on [ est strictement monotone sur ] é-lf]

La foncti
f sur lintervalle [0;+ oo clest-a-dire

monotonie que
décroissante sur I’ intervalle ] 7].

D'ou :




/s

2 f_ﬁﬂﬁx de ]0; + <[, ona: f'(x) <0 ces
| £ =1 <0, donc: (vx €]0:+ooD) s/

b.» Montrons que 'équation f(x) = x adme

10; + o[ . h
On considére la fonction numérique & définie sur ]@% -
glx)=flx)—x

Ona: (vxe]o;+x[); g’ () =f"(x)—1
donc, d’aprés la question précedante : (Vx € 10; + o0]) 5 g

Dol la fonction g est strictement décroissante sur J0; + oo,
| Puisque la fonction g est continue sur ]0; + oo[ |
alors : J= g(]0; + o) = ]_‘lir_rig(x); lxq[g] g(x)[ = ]— oo,%[ < |
Puisque : 0 € ]— oo;%[ alors, I'équation g(x) = 0 admet une
B dans ]0; + oo .

cela signifie que I'équation f(x) = x admet une solution

o8

lintervalle ]0; + oof

» Montrons que () </ <1§
ona: af})= (5} = e = 156"
g(_%)q(ﬁ) "

sque la fonction g est strictement décroissante :z?:];-f%";:"_-:



















= \ LR I

fl=a et f(1) >1 alors

| Par suite: (Vvn € N) : | <u, <@
Etudions la monotonie de |a suite (u, ).

Ona: (Vx€]0:a[); f(x) >x et (Vn € N)
Donc: (Vn € N) ; f(u,) >u,

() est une suite croissante.
B Déduction:

La suite (u,) est

y Un € ]1;3[ Il‘l
c’est-a-dire : (va e N)

2 Unsy

strictement croissante et majorée par
convergente.

» Déterminons limu, :

Ona:¥Lafonction f est continue syr [1;2]
Yf[e))ci;e)
car: f((lie )= [f(1):f(a)] = F(1);a)
Yue(l;a] etu,,, = f(u.) pourtout n de N
Puisque la suite (4,) est convergente, alors sa limit
tion f(x) = x dans I'intervalle [1;a].




nition et propriétés de I'intégrale

P
1, péfinition de I'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle:

..
] grimttwe de f sur /
Je réel F(b b)— F(a) est appelé intégrale de a 3 b, quon note

lff(x)dx [F(x)] = F(b)—F(a), selit integrale de a a bﬁ

Remarque : fﬂx fﬂf)df fﬂu)du—-f flv)dv= ..

s =

.
ut g et b de f

Si f estune fonction continue sur /, alors pour to

ll_[f(x)dx— 0 Ef Alx)dx -—f j(x)dx
8 [ ()i =10 =0)~fla) B (Ve R); [ ke =klb= az "

' propriétes :

> 0n peut
N peut utj '
utiliser la relation de chasles plusieurs fois :

o




arth ek il
7_:_ __; :lz 2+c;ceR R
s | -
1 _wpeocE R
Ir_-"lf'ii__{’_ EN % + 3 & + & 3 i R
el ERoee———— T
= ] = : : o
HEN"{I}"}T (n__l)x”_,-i-ct:ER R-etR
—}; 2/x+c;ceR l R:
B0 1) | yereiceR .
COSX sinx+c;c€eR || R
Al
sinx | —cosxtci;ceR R
.| i ket T
B, | LcicceR  LZioe -
1 ! .
iy = | Tootan’x | —cotanx +c:ceR| lka;mt+k N[;--kiE Z
t dérivable sur I el
'X 2 ] 1 n+ . g es el A
. 2Ju+c:ceR u est dérivable sur
Ju strictement positive
T LiooeR  la s S
e Vv T e passurl

e ..m‘v%meg&










s . x
EF"’_L x-+2dx A )

2 1 .
i= [ GreTo®
\ e E

Application 5:
ficosxdx‘—'[sinxﬁ ; fbs’mxd.x =[-cosx| ‘?F:l
8 1. s T.ﬂ
f cos(ax + b)dx = [Esm(ax—i-b)]a A -
. : o e
fﬂ sin(ax +b)dx = [:al— cos(ax +b )]f ; ]\': \

4 \ 9

Rappel : cos’x =5 + —é*cos(zx) et sin‘x = % - %cos(?.x)

brercice £

Calculer les intégrales suivantes :
I, ='[x(cosx— sinx)dx L= '[T (2 sinx — 3cos(2x))dx g

0

L= [g-?sin(lx = "g—)dx = f% (sin(Bx) & % cos(x'—%;

k= f B i o [ A it
9
L [tmﬁdg 13—.[ L

Rappel : tan’(x) = 1+ tan’x

S RES




s .
g

.I-,= 'E -(e"‘-eff)a'tw“

: (1] 2
Is =_[ (e"—e™) dx

In2

n2 ¢ T
13=‘[ e'l++-ldx

In2 i

=

=Y " Application de la relation de Chasles ]

Calculer les intégrales suivantes : =
3 i . I
L= [lx-2lax i &= [lcosxldx
Ia=f2|x’—x|dr : I =fa|—2x’+2x‘i?l‘ I
L : » 4 £ .
1 1 " )
b= [(2x=1l+lx+1)ax 16=f1|e='~—1laxl
. T

Exercice £
Soit f la fonction numérique définie par : f(x) = 3xe™:
Montrer que : (Vx € R); flx) = 3¢ — f'(x)
En déduireque : / = ,[ xe “dx










'y

ha |
m :.-f(zx' s+ de=[ax et-sx

i[-fx‘_"*‘?-r[l“('f- [ +2) ('i'*'l

BCIWI;: |
0na:1.=f(—x g lx-x +5x—l)dx

=[ge - xses %:X!Ix‘-%x’+sx-%;~..—:«

[JS""S 3'() Ix‘-"%-x”+%x’—x[ !|

: 1w i

o-(-g-o* 165+ 3~1) 5
-193
240

@ Calculons /- :

Ona: (VxeR);(2x—1)(x+3)=2x"+ 5x— 3

Donc: /= [ (2x—1)(x+3)dx = [ (2 + 51~ 3)de
o | -]

=[2x%xa+5x%x2_3x}:



e Sx—;g-l-ll___T__ﬁ___ STy S
x 4,7 x
L e T U e 2 I
o = [ 22550 g [0 - B M
=[axdx-3w-25 + 1155

) '
= l4+137 s, : ‘_
3 24 24 | '

AL

Exercice £

£ Calculons /, :

ona:h= [ (-j—;—x”)dx=[( .517;7 2)dx
“[ox—4e] =12~ %)~ (6- )=

B calculons 7, :

Ona: Igzll(x?;_%xa)dx:




S 7. <
Ona: (Vxe[O +oo);Vx=xt et x/x = x‘xxi‘aﬁa !L
Donc: [, = _[(x\/_ ‘\/_)dx [(x*-x*)dx

Calculons /- :
Ona: 5\/1_2=1'§ et (VxE[O;-i—oo[);‘/;:er

Donc : Isz_[l(%f;— 3Vx! )dx = J(l(-g—x%-h%)dx

I 1
— _52_. ] 1 x%q_'j. | .x%HL

2
e gt
! 3 7| |
T L (i
3 j 1

(3 Calculons J, -
Ona: (vxe[1:4]); x4/x = x' x 5t = =x'"t =xt et Vi
Donc : l.~.='[‘(x“ X 3;{; -x)dx=f‘(x%+3x'*—x)dt
1
: =1 j 51 x%+|+3 1] ‘x-\s-l-l_%.xﬂ[
rad g
g—x%+6~/——szl:
5 ‘-/_+61/§-——x]] i
( X 16%/4+12-8)=(4 4

( *_'--4_4 {

I




Donc: =-—3[1n|m|§ —'—3 (car Inl
# Calculons 1, :

On a d’apres la linéarité de I'intégrale :
i S T

Iz:[de"[(x x’)d"
s -
—[;dx+[ X

2 2
o[ b
e 11
= 2[ln|x[f +[ L]
= R i,
=25 ~1)=21n2 - )

B Calculons I :

ona 11,= [/ (2= o [ (o €41 )
=[2x—In|x+1] = (2—1n2)—(0)
=12
@ calculons 1, :

. 2 3 1 ___2_ (3x+4)’
Ona.3x+4_2x3x -—3>( 3x+4
Donc : = 2 (3x+4)
Iq 3x-|.-4 f 3x+4 dx
= 2{In|3x +4[}' = £(In(1) - 21n(4))
=—-§—ln(4)

B calculons I :




2a+3 _20x+1)+1 _ 2x+1)

2 Ona:

o £t 1 FT T T i e
+3 I
T

Méthode 2 : Division euclidienne de 2x + 3 par x+ 1 |

Ona: 2x+3 [x+1

Sin—2 #
1

Ona: 2x+3=2(x+1)+1
+1)+ i
Donc: 2X+3 _ 2(x+1)+1 _ 2(x+1)

s 1
x+1 1" %1 taric 2ty
! : gy drt3
Méthode 3: (vx e R—{-1}). x+1 -9t 17
— axtath

x4+ 1
Donc : (VxER—{—l})ax+a+b= 2x+3

et par suite: ¢ = 2 ot at+b=3 soitb=1

Ainsi: (vxe R—{-1}). 2x+1 =2+
¥ Calculons J, -

A T ‘2x+3 e 1 = ](
Ona: /= x+1 dx—-[ 2+ +1)dx__[ 2+
=[2+n|x+1[} = 2+1In(2)

@ Calculons 7, -

. 1
Ramarque (ax +b)ex + d )

s | -




6
Calculons les intégrales suivantes :
i Calculons [, :
Ona: | = f (cosx — sinx )dx = [sinx + cosx |
= (s;n(?r )+ cos(m)) = (sin(=7m )+ cos(=x))
=(-1)-(-1)=0
Calculons I, : :
Ona: |, = '[‘ (2sinx — 3 cos(2x))dx = [2(-cosx) - 3(%31n(2x))r '

=|—2cosx — é—sin(lx)
[ 2 sin(20)]

= (—2 COSTT — %sin(b{)) — (—2 cos(0) — %sin(O))
=2+2=4
Calculons L :

Ona: ;= '[%—7sin(2.x —%*)dx - 7[%-sin(2x-—3-)dx
L= 7[?12—005(21 = -{_,’L)f - 7(%—005% . —12-005(-—7!-)) =0
@ Calculons 7, :

Ona: L=‘[x(sm(3x)——-cos(x—%))dx [— cos-(3x)-2’— \%

=(_L |

— T — . T—

N




@caiclons Li e |
ona: (¥x€R)sin'x=4—Fcos(2x)

ot I‘z-.( sin'xds = .[ ’('lf‘“'lfcos(h))d‘ "
=[4x -5 Fsin(2x )]: - [ . si-n(—ﬁj;. |
= (']2'"" = ‘lisin(mr ))- (-%— X () — %’sin(o))

-

_T

=5 ._1
g Calculons I: : ~
Ona: 06[0‘,%]; tan’(€) = 1 +tan’0 - 1 = (tan)(8) - 1 '

donc: [ ¥ ian0d6 = [ *((tan)(0) - 1)48 -

=[tan() - 0]i = tan(%)—-% oy _%
£ Calculons I :

. i % "_3 N % | " % e ;‘
[0 o cosix & = 3.[ cosx =" 3»[ (taa) (x)ﬁ

== 3[[&\11(.7()1;T =—13,/3
B caleulons , -

Ona (vx €R); cos'x = (cos’x) = (-—é— + é—cos(zx))z &

= 714— - —lfcos(lx) 4 %0082(2%‘) {1 |
de méme pour |a linéarisation de cos(2x) ona: _ -
os'(2x)= 3 +Lcos(ar) ()

®tpar suite : cog'y = qlf + %—ws(%)‘i' i‘ :
0 By




= [(e-terax=[e-axte]

=[e*—2¢*L, =(1—-2)=(e" - 2¢7?)

=2e’—e'—1
B3 Pour I, :
2
|

2
Ona: = f2 (e™—ef)ax = ‘—e“’ ~ —}—e*

2
=[-e=— 261,
=(=e?—2¢)—(—¢*—2¢)
=2 —2e+e'—¢?

POUf L :

Ona: 13-:[1(1__e'l:-l)dxz[x__lz_eir-l]l

0

=(l "%—e)—(()—lz-e“): l+‘12—€_l—é—e
B Pour |, :

1
Donc: 14='/0.(e’——l)(2e’+1)dx=fl(Zez'—e’*l)dx
0

s 1 . 1

_[fo‘eh—e _x]‘]:[ez“-e"—x]f,

e e 1)-(1-1-0)= ¢?=pa
pOlII' L:

Ona: (Vx €[0:1n 2. £%

1—e¢™ w
o =e (e +1 —€r)

= g g e

Ona: (Vx €[0;1]) ; (e* — 1)(2¢* +1) = 20e*f+e -2 —1=2¢

o
Mo o i 4
o
s ~e




| @Pour I : ) ]

ona: (vx€[~1n2 0D ;5 (er—ep= (e"f = 2e
=" =2k

Donc: Iy = [ (e"+ e - 2)dx &= [-fe + —-l__e-&_ %ﬂ: ‘M

= -]

. (17__12__0)—(3—— 2+21n2)

'|

Pour [ : |
Ona: Ir=[(e"- 3e* —1)dx = [] e —73 X%e”—x]:

“fher-3e (e 3or)- (13
B Pour I. :

Ona: (vx €[0:In2)): i%%:i_L:eT(ek+ez+l). -

— e?..—.—z + e:—:’r + e-::

= te'teT=pipgt
In2
DO“C:Ia‘—"[ i—'-'—-'éi"-—--t-l—dx [ (e*+e7+ 1) dc S

Sl (e In2)-(1-1+0)
=3 +1n2
B Pour [, .






3 3
1
gn=f |- 22 + 2x + 4 |dx -
-2

Expression de |- 2x* + 2x + 4| sans le symbole de la valeur absolue 3
Etudions le singe de (— 2x* + 2x + 4) sur [-2;3] a
Ona: —2X+2y+4= 0; A=36donc x,

Tableau de signe de -2+ 2x+4

==1]et x,=2.

ma___;1.=.£'|:_2x:+2x+4|dx 2
S T : B
- ﬁﬁ& =24+ 2x + 4]ax + [: [-2x"+2x+4ldx+ |

|| 2¢-20-4 | 2x+2xta |

e —







[

s 9 g
DMontrons que : (vx & R); flx) =3¢~ (x) y
Lafonction f est dérivable sur R comme produit de deux fe
sur R, 35avoir: xo— 3x et x e’

etona: (Vx€R): f(x)=3(xe")

= 3(e™ = xe™)

=3e"(1 - x)
Dou: flx)+f(x)=3xe"+3e (1 -x)= Je'(x+1=x)=3¢*
Ainsi: (Yx € R): flx) = 3¢ = fx)
B Déduisons 1a valeur de : ; - [ xe " dx

Ona: (vxeR): flx)= 3¢~ - f'(x) i

oit: (VxeR):3xe” = 3 -f(x)

Donc: (vxe R): xo = j’(x)

B /=[xy = _[(e ~3/'(x))dx
[ —-e” -j-ftt)[=l—e"-xe"]:,
=G+ De=-(21-1)=1-2

B Montrons que (v ¢ R); 21 ()~ (x) =, ) gt
umfmmmmmm !, comme
- ulim.xml-xs

[ s m%ﬂhj




| Ainsi: (Vx € R); flx) = 21" (x) — f(x)

B Déduisons Ia valeur de : [ f(x)dx
Ona: (vxeR); Alx)=2f" (x)—f"(x)
Donc: [ fldx= [ (2f'(x)— £(x))dx

1\ =2[ rax- [ ' @as
:
\

=2l -1 L
=2[(1 =x)e], +[xe’],
me=2e

. Des techniques d’intégrations (utilisation des primltlvu
tégration par partie)

Intégration par parties :

I

propriete :

Siu ety sont deux fonctions dérivables sur = —~ b
continues sur J

almsona f W ()v(x)dx = [u(x)v(x)} - f u(x’:
,f uGY Wx =luviol - [ @vi

 Ecrices |

1) Utilisation des primitives:



neN—{1})
de S
23 e
[ﬂ Gre "')‘ ; I‘_'[ @
: e v 4=8% 8x
fﬁ[ (x+1)‘ln“(x+1) ’ ("= x)s
_*__ Inx : '[ dx %
IT‘[ (:vcljvc—x)"mr ' ) (2 2x+2)'
Shi : x—1
:a[ (1+x’)’dx g S (x* —?ax-l-S)3
T smx _ — [ cosx
U“ [ cos'x & ’ = -£ sin'x
W (LaformeJ—etu Xuou:reQ/Z etr#—1)
Calculer les intégrales suivantes :
I1=[5Jx+4ﬂ - L= [ —L—ax
f A J5x+4
In2 —3r &
R= € ix : = .
=[5 ' [
1 ; 1
Is='[(5x+l)§dx - IGZf x%2 + 3x’ dx |
=1 — Gy 5
I o N e e ! —=-: X R
L7 '[ﬁmdx ' b [ x—ldx “I

’ . » i‘%
CEEEW17 (aforme X )

Calculer les intégrales suivantes :

.[x+3dx ;b=

[ Lo
. A
142[ : sin(2x) . Is=[ dx

+3cos(2n) ¥

Ms‘ (Laforme u'e")




I1) Intégration par parties :

Exercice {1

A V'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales st
1 | s ' '
L= '[ xe” dx 3 L= Ixcosxdk- i

& 0
I, = f x Inxdx s I = -/‘1 In(x+ 3)dx ;
8 . .

Exercice £H

A I'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales su
1 I e
11=_[ t'e'dt ; fz_=-[2 x’sin2xdx Is‘_*_[
1 i ___.: g
L=’[ Eyibade - ; 15=f ercosxdy el '
]
55

Exercice 0)

A l'aide d’une intégration par parties, calculer les intégrales sui

1 e ; ; P
1= [ n(1 +nar : 7= [‘em@dr
K= z%dt | :

\

Exercice £B)

A Faide d’une intégration par parties, calculer les

1= [ G-1ea J=/
; :-"t'ne'&._ : y :
K=_[ (t—1)ezdt




eice )

> Il="[12x(x’—3)’dt

Posons: u(x) =x'—3 ona: u'(x) = 2x

Donc : I,=_[l ' (x)u’ (x)dx
et par suite : J, = [-%—(u (x))'];
L= [lg(xz— 3)‘;]:)

L= %((+2)'~ (3))

_ _ 6305
8

rona: b= ["1in’(x)dx
L= [ i (0n* () dx

Donc: I, = [%*ln‘(x)]; = -}4_

2
>Is=[ (x = 1)(x* - 22 + 5" gy
Posons : u(x )= x*— 2x +5
Ona:u'(x)=2x—2= 2x—1)

“4

Donc : I,='[ S U (x)ulx )y dx
1f 1
27017 u(xy|
= q033 (' ~ 2+ 5"

= Eolﬁ(sm“ . 53017)
=0




F

R

).Ona:h_-:‘[ e *(3+e*Vdx

Donc: I =-*'[é(3 + e_")‘r.E
= [—- (3+e "Trﬁ
=-35{(3+3)-#)

(3 -)

POna: ;= ffsinxcos'x dx
-5

= I;—cos’(x)cos'(x)dx
= [—lgcos“x ]1

0

) = cos(-%) =0)
e [0,

Posons : u(x) = In(2x)

'Yy
%

Donc: J, = %— f u (x)u‘(x)dx

RN

(car: cos(

Ona:u (x)=

= '[M—%G +e®)(3+e ¥ dx



(x +1)”
Soit:11=[2—(x',-—_‘l_—17[=—-l8-+%-=% |
N‘.)na:13=.[}ﬁt (2+s;ncf>sx)’dx donc: I, = .[% égigg:‘:)
S [l((2+3lcosx))F_L_l_l§=l_10'
)0na:13=[ mdx donc : Ia=fn2—é—x—-—————-8:z:;;dx
’O"a:l‘r'.[é?ﬁ%ﬁdx donc : 1,1:[‘“-3({—:‘1%)@ 4
Soit:L-—'[Tn?’—x-]:.z%_3=__%_
POna: L= [ dx (x +.1) o

= [Tl x+1)

e ppcl b 1=
POna: 7= [ 4—8x *—4(2s=1

G~ A e CETIN




1 1 (JC +])
bOna:Is=_[ (I:x,)gdx donc: L, = m

B 1 11
m'ls_[2(x’+l) 2414

8 | i T oy = 3xt5)

E pOna: lv= (Ia 3x+5)3 3(x3—-3x+5)1dx
L. 1 1 S —
Donc: I [6(x —3x+5)![1 150 ~ 1350 © 675
yona: = [FS0% gy = [ “gg‘;s;"

‘II"' t H l‘l— mfn—__ __




P '-s-

i‘ibt;‘u-aa b= [Jdex .[(x+4)(x+4?fl-? ,

Donc: I, = T(-x'*' 4)§[

3
= I%(x+4)\/x+4E
h=%@1-8=3%

bOna:Ia=_[‘/§+— ’[ ((Sg::))
Donc: 12=[%-~./5.1T-l-—4]0

—2(a2_ _l : X
=5(3-2)=
In2 —31 In2 (1+e"30:) .i; .
»Ona: Ia"[ m -[ 1+ _&dx
In2
Donc: I, = —"3-1/1+e‘3‘] :__(\/:__\/5):_\/6_2_
= 1 (1+1nx)
»Ona: I, =
N L '(xv1+lnx f 1+ln:v

Donc: L=[2y/1+Inz] =4-9=9

»Ona: Is=[(5:r+1)'§'da:=[ =5z + 1) 53:‘*’1)%@7;
Bone: I;.———[ (5x+1)51 T[(5x+1)vl‘,

Donc: [ = *_-_'ﬁ—-(ﬁI ~1)

- o i
- “.J s «‘J Iﬁ-‘ =



F'II‘ 11T - ¥y T
v

Donc: L=~ 3[%'(.#’ + x)*[
5
soit: 1=~ 33T ] =1 (V6" - V2
’ona:k:.[sﬁci—_ldx
et e i Y e 1 ool S
A g ey e (x—=1)(x 1)+ _

Donc - z,=f((x—1)'(x—1)%+(j§1)')dx
1,='L(x—1)%+2,/x-—1[

N

13=L% x-l)\/x—l+2\/x—1]z

Ainsi: 1= ($(4y4)+2/4) (3 +2)= 141,20

b ’
Application de : f B ) dx = [In|u(x) ]’

u(x)
e @

L ) (x+3
bona: k= [ Zaa=o (B4

Donc: I, =[2ln(x+3)]§,=21n4—21n3 T 21“(%—)

1 L
g Sl




Ona: R"[ tanxdx = ‘[{

ponc: & =[~In|cosx [ = 1n(7‘-) L2

Application de : f "W ds = [}
En particulier : f et gy = [Le=e]
Bxercice £

Yona:f= [Tevar= [__(e-m,)]:

. )
Donc: I = 4"-’3""4-‘-’—4(3 — )

V2
POna: I,=_[ xe“"“dx:—-l —%—(—3x2+7)'e'3"”dx
el 1 .l
Donc : I,—[—-—ge"“"[r:-lg(e’—-e)
-3 1
FOna:I;=f 2Jt’e’""o:;!.at:=_[ﬁ-—-}‘-(2—':Jc")'e""'ﬁbc ‘I8
Donc: [ =|-1 e L Aa
nc: I [ 43""]: ———I(e’—e)=%(e—e") L S

POna: L= [(1 - x)err gy

Pone: &= [~ J ('~ 2x + 371y




» Calculons : /, = '[ xedx

On pose : u'(x) = ¢" et v(x) =x

Donc: u(x)=e et v'(x) =1 !
Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1]; les fonctions
continues sur [0;1]; donc, d'apres e propriété de I'intégration par

}

=[xe’]",-—_[e’dx |

L= [xe‘]"] = [E’];

Donc: L =[(x—1)e’} =1

» Calculons : I, = '[ x cosxdx

On pose : v(x) =x et u'(x) = cosx

Donc: v' (x) =1 et u(x) = sinx

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;7]; les fonctions -|

continues sur [0;7]. |
) "ﬁt" d prés la propnéte de I'intégration par parties:




m et
» Calculons : /, = f x Inxdx

Je

On pose : v(x) = Inx et ' (x) = x

Donc: v (x) = L x €t ulx) = -’-"—

Donc, d'aprés Ia propriété de I'intégration par parﬁas |

0
» Calculons : ; = f In(x + 3)dx

-1
On pose : v(x) = In(x+3) et u’(x) =1
Donc: v (x) = x41-3 et u(x) =x+3

Donc, d’aprés la propriété de |'intégration par

Ia=[(x+3)ln(x+3)j‘ll—£1dx '4‘--‘

I=[(x+3)in(x+ 3= [x]
~=3In3 -2In2-1

TR :"







prés la propriété de I'intégration par parties ; :
| L=[xIn* ()] - .[ "2 Inxdx

L=e-2 [ Inxdx

Il est nécessaire de faire une deuxiéme intégration par |
On pose : vi(x) = Inx et u’(x) =1

Donc : v(x) =% et ui(x) =x

D'aprés la propriété de I'intégration par parties :

L=e- 2([x Inx| — “[Pldx)

=e—2([xInx] —[x])

‘b Calculons 1_4-=f 21 +xdx:
| el = Jrrl=(x+ 1)%













i "? v =—letulx)=—¢"

i.a;n'rf;.,d’a-prés la propriété de I'intégration pé;‘ 0
7= 10-x)e T~ [evax
=1
=1 —x)e~L +[e~L,
=1-2+1-—c¢
=2 3e

In{d)

» Calculons : K = f (t—1)etdt

On pose : v(f) = r—n 1 et u' (f)=e?

Donc: v' (1) = 1 et u(r) = 2t

Donc, d’aprés la propriété de I'intégration par parties :
K=[20-1)et]" - [ *2etdr b
E= 2(1n-ﬁ —1)e" —[4ez"  (In4=2mn2)

K=2(In4—1)e"+2—4e" + 4
K=4(Ing—1)-2







y Calculons [, = foxcos(‘;x)dx

Onpose: v(x) =x et u'(x) = cos(’zf 5

Donc: v (x)=1et u(x) = —%sm(fx)

Donc, d'apres la propriété de l'intégration par parties, ona:

1= [szm(%x)rl :2r Sm(%x)dx
[—Sm F [cos(%x)]i

D'ou: I4=_%+(%)2

Signe d’une intégrale - Intégrale et r







a4

@ i) )

péterminer la valeur moyenne V, de la fo, *ir i
I chacun des cas suivants : "

P fx)=e" ; I=]-1;2]

flx)=sin(2x) ; I1=[0;7]

) ="2% ; 1=[1;2]

B f)=—2; I=[-2;—1]. Déterminer la valeur de ¢
f((_.) = V. ou V, estla valeur moyenne de fsurl.

Exercice £0)

Soit f une fonction continue sur un segment I:
moyenne sur /.

b “
Calculer I'intégrale K = f f(x)dx dans chacun des

s
i) .".;I'L
Bv.=%

Solutions .

L8







Exercice ¥l

f1 Montrons que : 1<[ z:_ldx<2

Soit xe[—1;1);0na: -1<x<1e=0<x*<1





























































{ﬁmmﬂek4—3L

' =
-
- o (x+2) x+2

Dou:=—1n(2)—1
S
PCB'CIllonS Iﬁ [ — + 1 dx

» Déterminons les réels o, b,c et d tels que:

B 2y " — 3x +4 cx+d
(VxER)a x2_x+1 +b+x+1

Soit x € R;

R); 213 +x =3xtd. .
x—x+1




= [x"+ 3x](l,—_[l'n|”x’—x+ 1 m= 4

Donc: ;=4

R
» Calculons 17=-[ . 2';_'_"12"' Zax:

Déterminons les réels @, b, ¢ et d tels que :

sl 0l = 5
(VJ_CER—{I});x szlzx 2=a.x2+bx+c+x_1

-4

Effectuons la division euclidienne de: x°—2x"+2x—2 par x—1 ;

-2+ 2x—-2 x—1
—x"+x° =51 o
—x*+2x—2

r—x

X= 2
=%t
| el |
fDonc: £~ 2"+ 2x—2=(x—1)(x*—x+1)—1
(weR—{1}); X2 +2=2 _, .\ 1.8

x—=1
a8=1,b=—1,c=letd=-1









[—1nl cosx + sinx l]},iL ==In(1)+ lﬂm @

.[ 1. sin(Zn)ne
(1+ cos Zx)2

Soit X E[O:‘I]» on pose : u(x) = 1+ cos(2x), donc: u'(x

sin(2x) —2sin(2x) _ 1

pou: SN0 __ 1 —2sin@) _

1

la fonction x ~— %,m est donc une primitive de la |

oo —SN2X__
*7 (1 + cos 2x)

vone: 1,= [ (e )

su l'intervalle [05%]-

1s: 5= _[ (3+cosx)

sinx
(3 + cesx)'

@["ﬂ'







. 1 = 1 2= 9
Donc - sty (coszx) (1+ tan’x)

pou: (vre R— {5 +k7r/keZ}) Csx-(1+tan’x)*

fCalculons: /= [ R

T J : ¥
Soit x€[0; 7|, ona: — 5~ = an’x
e [ ] " Cos'x e







ponc: [ = f (sinx + cos’ (x)cos’(x))dx ;
= '[ sinxdx + ! cos’ (x)cos’(x)dx

= [-cosx [} +[% cos’x ]: =9 +:13_(__2)

Dou: I =%

»Calculons : J = f * cos®xdx
0

~T

J= chossxdx = ju 4 (1 — sin’x )cosxdx
0

& f‘ (cosx — cosx sin’x )dx
0

i .
4 4 &
=fcosxdx—f cosx sin’dx
0 0

B Caleulons : 7+.J
D'apres la linéarité de I'intégrale, ona:







5 [ % sin’x cos’xdx (car cos’x + sin’x =
1 + cos(2x)
2

or: (vx€ R); cos'x = et sin’x = -
Donc : cos’X sin’x = —}1—(1 + cos (2x))(1 = cos(2x)) Y

= %(l — cos’(2x))

1+ 4
or: cost(20) = LG
- 1+
Donc : cos’xsin’x = !T(] - C%S(‘lx) ) b %(

Dlou: j+J= fT—IS—(] — cos(4x))dx

flg (1 — cos(4x))dx

8[ sm(4x r =35
f» Calculons [—J:
D'aprés la linéarité de I'intégrale,ona:

4
T -
[-]= J( (sin‘xcos’x — cos’xsin'x)dx

I
1 - . .
= t sin’x cos’x(cos’x — sin’x)dx )

or, (vx € R); cos*x — sin’x = cos(2x) et sin(2x)
(L uieg

Donc : sin’xcos’x = z-sin (2x)







e A 8 B s
0:1]; - B S e

bi—7
l:l'[-"'m.tervalle [0;1].

Ii"Dant-:' m:[—é—m(x2+ 1)]1 = _l_ln(z-)_liln(l) =-171n'(2)il ‘

f Montrons que : (vneN);u. =0

n+1
soit n € N; la fonction x — f 7 est continue sur [0; I]

Zn"‘l 2,.

1 =]
de plus, (vx €[0:1]) ; JE 11 = Odonc: ”[x_z_*_ldx_o._‘

pou: (vaeN);u. 20
£ Montrons que la suite (x,) est décroissante :
Soit ne N

2n+3 1 x.!1=+1

s Lo

In+3 2n+1
x )

P E

2n+1 A
u———zj],rlglc—-—— est continue sur [0;1]

ln(x”- 1) est donc une primitive da la fonction x+—







wc (vneN);z" < <2X3

b, Déduisons la limite de la suite de (1,) :
ona: (YneN);u,>2"

Or: lim2" =+ (car 2 > 1)

n—+o

Donc: lnn U, =+oo

B Calculons u. en fonction de 7 :
Soit ne N et x([1;2]

Ona: x(l+x)“ (e 1)(1 %) “(1+x)“ﬂ"(1‘*‘_3¥

+ )11+1 [

n+1







| .wculons '@Pmu, et ,lijP v0
Ona:(vn€ N)u, = _1_._%_;!?__

Dautre part : lime ™2 = lim (;1%-)“ = ) car =l

n—+o M —+oa

1 n X
» T2 = :
Donc: limy=—7 =717 7€ 0et ,,ll‘Pw + 7o

Dou: limu.=0 et limv,=0

ntoo n—+co

Exercice ¥l

fa. Calculons 7(x) pour tout x € R;ob: f(x)
la fonction f est dérivable sur K; car la fonct
dérivable et strictement positive su‘r R.

Soit x€ R; f'(x) =







2+1)
fld.x-l- 2+1dx
fld,x+'0[ Z—:_ll)dx

=[x} +[In(x*+ 1)} = 1 + In(2)

H(x+1)
x+1

= 1
B2. Calculons I'intégrale : '[ xe” dx
e une intégration par parties :

5 H(I) =X donc: {uf(x) =]
vix)=¢e"

dx=1+1n(2)




























sasron.lurn 2015 (Sujet remplacé)

| Ve

ona:1=f£ : dx=fﬁ X

x(1—-Inx) A
=fﬁ H(x)dx
1

u(x)
=—[In|1 =Inx [}*
—(In|1 = Inye |= In|1 = 1In1])

—(in|1 = L]~ ml1])
—-(ln—:lz—)= In2

.

r'. Donc : [ = lax) dx = In ‘
| @ Calculons en cm’, I'aire .<7” du domaine plan limité par (C;) et les draitee

J(A)y x: Di:x=1et D x=4e
La fonction f est continue et positive sur [1; \/_] o
pJustlﬁons le signe de f :
|(xell/eD)=1<x</e

|
sur [1:/e] = In1 < Inx < Iny/e ; (car lafonction In est croissante sur [0: ++

! ]
=20< lﬂX‘\.Z
=>O>—1nx,>»—%
=a1>1—lnx>% parsuite | —Inx =0

Ve
Donc:.ﬂ=f Ax)dx ua
POna'ua"'lﬁ']lx"ﬂ,:;;cm?




sur R par: xa-ke“--g-_-,. avec k |

__b.
















AN )










Solutions

i Résolvons 'équation (E;):y —2y =0
y’_2y=0 ‘i’)"=2y
=i ke* k€ R

Déterminons la solution 4 de (E.) qui vérifie: h(0)=—2

Ona: h(x) = ke*; avec k € R.
Ona: h(0)=—2 s ke'=—2
| =>k=—2

ProfSalmi. bl C










(E):y —2V3y +4y=0
Iéquation différentielle (E),

_Déterminons la solution f de

) =3 et £/ (0)=4
uatlon caractérlsthue est: ' — 2[ 3r+4=0




or: fx)= (\/5 cosx +sinx )e’**
donc: ¥ )= (—\/fg sinx + cosx)eﬁz+ﬁ(ﬁ_cﬁg__ B
dou: f '(-’5—) e 3%+ /372N

f0)=y3 et £'(0)=4 etf(%): o155

?







= 2m—/2m(2m — 1) et n=2m +«/2m(2m -1)
d‘ou : les solution de (E,.) sont les fonctions :

(= BrBm=Tk 4 3 (am+ TN . ( . )
X — Qe Be s(a’B)ER

»Si A =0 c'est-a-dire: m = 0 ou m=-%— alors:ra,—gziJI 4_—"’ ﬁm

Les solutions de (E,,) sont les fonctions définies sur R par :
X — (ﬂ'x + ﬁ)em

x~(ax+B)e™ ;(a;8) e R?

Cas m=0 m=%

x—(ax+B)e™ | x(ax+ pB)er
Les solutions x— (ax+ ) (a;8) € R?
(a;8) e R

»Si A <0 cest-a-dire : m }O;%[, alors : I'équation caractéristique a |
deux solutions complexes conjuguées, sont :
b= N-A

_4m— z»/ Sm — 16m’
=2m —WZm
=2m—iy2m(l —Zm) ih=nh= 2m+iy2m(1 — 2m)
' P ’R(Fz) Zm

4]







;:'. BA(I,Q.O) et B(—1:4;1) et C(2;—1;—1)
A(0;0;1) et B(0;1;1) et C(1;1;1)
A(3;1;2) et B(—1;0;0) et C(1;2;4)

& :

On considére les points A(3;—2;2) , B(6;1;5) , C(6;—2;—1) ‘13
et D(0;4;— 1): S
Montrer que le triangle ABC est rectangleen A. N m
Montrer que la droite (AD) est orthogonale au plan (ABC). ull.
EJ a. Montrer que % est une mesure de 'angle BDC. : o
b. Calculer l'aire du triangle BDC . s

L

(evercice £

| Soit ABCDEFGH un parallélipipéde rectangle

telque AD=AE =1 et AB=2

oit / le centre du carré ADHE et J le milieu | [ " ’
ment [GH]. ‘

JF, en déduire cos T/F .

- e o e e -
















'Montrons les droites (D) et (AB) sont orthogonales:
Ona: AB(—1;—7;—2) est un vecteur directeur de la droite (AB
et u(3 L= 5) est un vecteur directeur de la droite (D) . |
let &Bi = (-1)x(3)+(-7)x (1) +(=2)x(=5)
=-3-7+10=0
'B'ﬂc les vecteurs AB et u sont orthogonaux, par suite les droites

(D) sont orthogonales.

D Plan défini par un point et un vecteur normal
1. Vecteur normal a un plan
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Déterminons une équation cartésienne du plan (P) passant par le g
de vecteur normal 7 dans chacun des cas suivants: '
B ona: n(l;—1;2) est un vecteur normal au plan (P), donc, u

cartésienne du plan (P) s’écritsous laforme: x—y+2z+d=0
Ona: A(l;:1;1)e(P)=x—yat+22.+d=0 |
=]1-1+2+d=0
—=d=—2
donc: x —y+ 2z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan
Bona: n(0:3;— 1) est un vecteur normal au plan (P).
donc une équation cartésienne du plan (P) s'écrit sous la f

(132 1)€(P) = 3ya= zatd = 0
—6-1+d=d







E) La droite (D) passe par le point
(Prx—2z+2=0 c'est-a-dire (D) a pour ve
mal a (P), par exemple r(1;0; - 2), d'oli une repré

[ x= 2+t -
(D) est: 3y =4 ;(teR)
z2=3—2

Exercice &§l

Méthode :

» On détermine la projection orthogonale du point |

A sur le plan (P). _
Soit H le projeté orthogonal de A sur le plan | £

(P)

b- On resout le systeme formé par l’equatlon-cartém_enn_e u
représentation paramétrique de la droite (D) .
Bona: (P:x—y—z—1=0et A(2;—3;0)

une représentation paramétrique de la droite (D) r
| I'x = I+

"laian (P)est. (D ). y==3~1; (t €R,

||













pas la sphere .S'. sphére S au poi A
On dit que le plan | On dit que le plan (P)
(P) est a l'extérieur | est tangent 4 la sphére
de la sphére (.9). (S) au point H.

(S)N(P)=¢

| _ (Sn@)={H}

4. positions relatives d’une droite et d’'une sphére

——
















-

Exercice 16
Déterminons une équatio
(on utilise deux méthodes):
Méthode

n cartésienne de la sphére (S}“

“are de diamétre [AB], donc son oentre st le

;?’ﬁ FYs 2at2s) AB
T 3 B)etd&fﬂYQﬂ.R—“'—z’"-' =

A ona: A(O;O;Z) et B(2;0;4), donc: Q(1;0;3)
letona: R = AZB = Vs — %Y + (s — ya) + (26 — 24}
2 n

- \/(2—0)2+(02— 0OF+(4=23}
_ y8
-E-42_p

onc une équation de la sphere (.5) est :

+(Jf Q)’-f—(z 3)2 (‘/—)2
















(P), donc un vecteur
exemple 71 (1;1; = 1), d'ous une repr

[x el ere
est:iy=—2+t;(teR)

= 1=t

- Le point H étant le projeté orthogonal du point Q sur le plz
clest-3-dire H est le point d'intersection de (P) )
Soit (xu;ys;24) le triplet de coordonnées du point H .

Ona:

XntYu — Zu +\/§= 0
_xy= -
y;;:_z'!"t

1+1-2+¢t+1+ 1443500
= L¢ |

wm=—1—1







donc, Ie pomt H est I‘lntersectlon de ( |
soit (xu;yuizu) le triplet de coordonnées du poir
dxy +3yn —8=10 —4+16t—3
Ona: ¥ =~ 1 +4t '

=0

CC 20
..-.-:_.que < pﬂiﬂt A appartient a la sphere (S

ntala




par suite (P ) x— 3 () est une équatmﬂ'-
@ona: (S )x—1F+(y+2f+(z=2f=6et.
ona: (S) estlasphére de centre o(l; - 2; 2) et
etona: QA = y(x—xaf + (s — o) +(24— 20)
=B +(-1+2f+(1-2) =y
donc: A€(S)
y Déterminosn une équation cartésienne du plan (P)si
on a: (S) est la sphere de centre Q(1;—2;2), et qui
A(3;—1;1) et puisque (P) est le plan tangent a la sphér
alors : QA(2:1; — 1) est un vecteur normal au plan (P). i
|

d'ol une équation cartésienne du plan (P) s’écrit
2&x+y—-z+d=0ou deR
Ona: A(3;-1;1)e(P)e=6—1—-1+d=0
et == T .

donc: 2x+y—z—4 = 0 est une équation cartésienne d ‘_
BrOna:(S)x*+y +z—2x+4y—4=( et A(3; ;

» Déterminons le centre de la sphere (5).
Ona:x’+y'+z' -2 +4y—4=0
Cest-a-dire: (x— 2x )+ (y*+4y)+72—4 =
donc: (x = 1F — 1+(y+ 2\~ 4+(z - @}3
;-Mwﬁ—ﬂvw*;ﬁ +2»)’+‘£a’@$




lna;:.A(3 - 4; 1)e(P)==6+_
~==>d-—'1-5

donc: (P):2x—2y +z—15= 0 est une & Juation

){E rcice 21
Etudions 1a pOSItIOI‘I relatwe de la sphére (S)

g +y . .':_;:-;:-'_:-.:3.."'-' -

o +y?+z7"—8x— 6y =0et (P)
phere (5).

ﬂOna

» Déterminons le centre et le rayon delas

Ona:x’+y *tz 2_8x— 6y =

dcnc (x*—8x)+(y’ ~ 6y)+zz= 0
—4p-16+(y—3)- 9+(z—0)=0

y=3P+(z—0y=25% (5)

par suite : (x 4) (
Q(4;3;0), lerayo

 finalement le centre de la sphere (S) est
calculons d = d(Q;(P)):




| vcaleuons d@:(P): ; wa,,
ona: d(Qi(P))= Iz?;;i(?z f—n(—- w .
ona: d(Q:(P)) <R etd(Q:(P))=0 C'eSf.":a."

Le plan (P) coupe la sphére suivant le cercle de ¢
rayon de la sphére (S). Ce cercle est appelé le gr |
Bona: (S)y(x—1F+(y—1F+(z+1)=4et|
d’aprés I'équation cartésienne de la sphere () on ¢

triplet de coordonnées du centre Q la sphére(S) est R = ¢
) Calculons d(Q;(P)): i
|2a+ya— 220+ 4] _ |24 1+244])

(2y + (1 {208

Ona:d(Q;(P))=

dire: (S)N(P)=¢ 8
Bona: (Skx—1F+(y—17+(z+1f = 4 et (P):2

d'apres I'équation cartésienne de la sphére (S), on déduit I-

le triplet de coordonnées du point Q centre de la st
rayon.

»Calculons d(Q:(P)):
Ona:d(Q(P))=

“(SlmHmHesm






















donc, une équation de (ABC) est sous la forme: |

deR
ona: A(2;0; - 1)E(ABC) = Txs+ 3ya—4z4
= 14+4+d=0
= d=-18
donc: Tx+3y— 4z — 18 = 0 est une équation ca - s dut

fona: A(1;2:0), B(2;1;0) et C(O 0; 3‘/—) .
ona: AB(I;— 1;0) et E(*]’ . ’%)
»Déterminons AB A AC :

._an'a.:KB'AE:




2

'i 2
| d°“°"(ABC):"B‘z/—Z—x‘3‘2ﬁ)’—3z+—9‘2/E=O ol

dou: x+y+4y/2z—3=0 estune équation cartésienne d

N

25

J Calculons d(Q;(D)) dans chaque cas :
On a: (D) passe par le point A(1;0;2) et de vecteur di
etona Q(1;2; — 1) donc: d(Q;(D)):%/}"u—" -

u -

» Déterminons le vecteur QA A u:
' Ona: QA(0; — 2;3) et u(0,— 3;4)
—P =3

—— . > - 100 0 O

d 2 = — + ' —

donc QANu=| = Jli-|, 4,}' ,_2 _3|k i
J/(1)? 1

Ona: (D) passe par les deux points A(3;—1;1) et B(2;
c’est-a-dire : (D) passe par A(3; —1;1) et de vecteur direct:

ona: 4(;(p)) = | ITA_%? "

» Déterminons le vecteur QA A AB, avec: Q(1;2;—
ona: QA(2;—3;2)

-







Q(1;1;1), et tangente au plan ABC
e ge plan (ABC).

Exercice £3)

|

a. Déterminer le triplet de coordonnées du point Q le ce
(S), et déterminer son rayon R:

Déterminer la distance entre le point. c
O Déterminer une équation cartésienne d

o
On considére dans 'espace rapporté aunrepére orthono
la sphere (S) définie par son equatlon cartésienne :
S):x'+y +7—dx+22+1=

Soit (P) le plan défini par son équation cartésienne :

b. Déterminer la distance entre le point Q et |e plan (
Position relative de la sphere () et le plan(P);
¢. Déterminer une représentation paramétrique de |a
passe par le point (), et orthogonale au plan (P);
d. En déduire le triplet de coordonnées du pami; H
orthogonale du point Q sur le plan (P)
e. Que représente le point H ?

Fla. Vérif‘er que le point A(2;2; - 1) est un pai nt de la




|







es points A (! ) e
e la droite (D) passant parle |

miner la distance entre le point b
la sphére définie par 'équation : x
le rayon et les coordonnées du




'Montre__r que (P) est un plan d'équation :
Déterminer une équation cartésienne du' _
paralléle au plan (P).

EJ a. Déterminer une représentation paramétriq
par C' et orthogonale au plan (P); :
b. Calculer la distance entre le point A et la d

entre le point 4 et le plan (P).
£ a. Déterminer une équation cartésienne de la sphe ‘
b. Déterminer I'intersection (P) et de la sphére

U

rerice 3
Déterminons le triplet de coordonnées du vecteur KB.AAaz -
a: AB(1:4:1) et AC(-1;1:2)
P

donc: ABAAC = & 1|? ‘] qu*‘Il _IF
1 2 | 2 4 1

d'oti: ABAAC = 77— 3]+ 5%
3 Déterminons une équation cartésienne du plan (ABC% 3
Ona: ABAAC(7; - 3;5) estun vecteur non nul doncr

d'ou une équation cartésienne du plan (/ C
Tx=3y+5:+d=0 §

ofSalmi.blogspot.cor
















29
péterminons le centre et le rayon de la sphere (S) :

Exercice

Ona:

Bt~ —y—6z—11= 0 = (x"—2x)+(y* — 4y) + (z
=a-1)—1+o 2
= x—1)+ -2+

Donc: Q(1;2;3) estle centre de (S) et R=S5 estson|

fa.» Montrons que : ABAAC = 47+ 3k :

Ona: A(0: —2:0), B(1;1;—4) et C(0;1;—4)

donc: AB(1:3;:—4) et AC(0;3;—4)

d’oﬂ:ﬁ/\m=’ ? 3|T~| 1 OP' I
-4 —4 —4 —4l1 s

» Déduisons une équation du plan (ABC):







'na Ia droite (D) est orthogor
dirigée par un vecteur normal au plan

directeur de (D).
» Déterminons les coordonnées de ; /

Ona: 0A(1;2:—2) etu(2;152)
donc : WA QA= 12 21—12 Zb ,2 .

d'ou: iANQA=—6i+6j+3k
ainsi : (—6;6;3) estle triplet de coordonnées ¢

ona: (D)= D(A:u)

donc: 4(Q ; (D)) = &?fﬂﬁj







M(x;y;z)e(P)n(Q).:{

soit M(x;y;2 ) un point de I'espace: M(x;y;z )

1 x

car: O0|1 [ et OM|y

0 Z
donc: x +y = 0 est une équation du plan (Q ).

b. Déterminons une représentation paramétrique de (.

(P)et(Q):

‘Soit M(x;y;z ) un point de I'espace :

x—y—z— L=
x+y= O







gtz +i=0

s x+z—2=10 &
x+z—2=0est une équation
: ABAAC#0 donc |

donc :
méthode 2:0na

slignés, i1s déterminent le plan (ABC) et BAAC es

(480).

 Déterminons le vecteur ABAAC, ou: A ol

EJna:ﬂ;/\I\—(j-"= ? i fies , 11 _41,—1'
donc, une équation de (ABC') s'écrit sous la-: 0
or: Al 1;1) € (ABC) = — 1~ 1+d = 0,dou:d

ainsi: x +z— 2= 0 estune équation du plan

.. Montrons que les deux plans (P) et (4
ona: n(1:1: = 1) est un vecteur normal a (P)
normal a (ABC). o
et (ABAAC) 7= (—1)X(1)+0x(1)+(=]

Puisque les vecteurs normaux des deux plans













(ABC)-
Méﬂ]ode 1: Soit M(x:y:z ) un point de Iesﬂ‘a“ :

s AM(x;y — Liz— 1) donc: AM,

M(xy2) € (ABC) =
;:tdet(mA—B’_C)“' |

':=>:Jr_1 _1' (y‘-l)‘o 3
= 2r+3y+32—6— 0
ponc: 2x + 3y + 3z — 6 = 0 est une équation car tés
Méthode 2: On a: ABAAC # 0 ; donc: ABAAC «
plan (ABC).
) Déterminons AB A AC :

kTt P )

Donc une équation du plan (ABC') est: 2x +:







@n armA =

yUne représentation de la droite (D) est: - .

<o par le point e 1:1;)) z
b, Calculons d(€:(D)):

on ala droite (D) passe par C(1;1;1), etda«

"m/\u " - s
gonc: AN =""F

or:m(O;O;"l)

~ |0 6 0. —6 0"‘5‘
donc:ﬁﬁ/\u= 1 _3' ’ 1 _3b‘ '
dou: d(Q:(D)) = il

ainsi: d(Q;(D)) = \/_
¢. Montrons que la dro:te (D) coupe la (s
fmparo;n-s R et d(Q'(D ))

a .
e i

n deux points distincts.










7
gl

Dénonbrement (Analyse c al
1. Principe fondamental de 'analyse combinatoire.

2. Les nombres A/, n! et (7

Soit n et p deux entiers naturels non nuls. :
» Le nombre d’arrangements avec répétition de -
est: n”. L
» Le nombre d'arrangements sans répétition de p é ;
Ul<p<n,est; nx(n=1)X(n-2)%.(n=p+1)
Cenombreestnoté A7 etona: Al = nxX(n—1)x(n—2)%
Le nombre de permutations de n éléments est le nc
sansrépétitionde n élémentschoisis parmin: Al = n _
Le produit: nX(n—1)X(n—2)X .. X2 X 1 est noté n!
n».Onadonc: A= n!. Par convention, on pose : 0!
* Le nombre de combinaisons de p éléments choisis

P
Ce nombre est noté C’ ,etona: r = —p—’,‘-

Conséquences :
Pour tout entier naturel non nul n, et pour tout
O0<p<n,ona:

y O = n!
" p!X(n—p)

pCLi=CrrCE!
¥ Cl=n
gt

i

.ProfSalmi.blogspot.com

-



















Donc le nombre total de ces nombres est : 15 -

Méthode 2 :

lly a : 3 choix pour le chiffre des unités (1 ou 3 ou

les unités). ‘
5 choix pour le chiffre des dizaines (on exclut les deux

unités et les centaines)
Le nombre total de ces nombresest: 3X5X 5=

Exercice g&]

Le nombre de comités possible est le nombre de ¢
choisi parmi 37, donc le nombre de comités possit
Le nombre de garcons est 12, le nombre de
comités contenant deux gargons et deux filles

By a un seul garcon G, et une s

| - G et Foest:







c. Le nombre de résultats (tirag __
différentes (une boule de chaque couleur) e
(Le nombre 3! = 6 est le coefficient de l'ordrt
RNB ou RBN ou BNR). .
EJ a. On tire simultanément 3 boules du sac, donc'
une combinaison de 3 éléments choisis parmi 6. laﬁﬁ
possible est le nombre de combinaisons de 3 élémemss
C3 =20 |
b. Dans ce cas aussi le nombre de tirages de 3 boules i‘fj_‘
le nombre de tirages de 3 boules blanches (parmi 3) c’est
combinaisons de 3 éléments choisis parmi 3 soit : C3 = 1‘
¢. Le nombre de résultats (tirages) de 3 boules de coul PT
a deux (une boule de chaque couleur) est: ;X3 X Ci =6
' (Remarguer que dans ce cas pas de coefficient de I'ordre
| tirage des 3 boules se fait en méme temps).
@ a. On tire successivement et sans remise toutes léS- be
chaque tirage (résultat) est une permutation de 6 éléme
de tirages (résultats) possible est le nombre de permuta
6! = 720.

b. Pour obtenir une boule noire pour la premiére f
Tirer une boule non noire (parmi 4) au premr&r

noire (parmi 2) au 2ieme tirage, puis tirer |







_al S

CEEEY 6" (Lancer d’un dé pipé) e

1
i, o W

'On lance un dé cubique
Telque: p({2}) = -%—p({f'i}) g
PlaD=2{(1h=3p(3)

rde)=gpsh=2pd1))

Calculer la probabilité de I'apparition de c

i €{1;2;3:4;5:6}.

F3 Calculer la probabilité de I'événement A : .

Calculer |a probabilité de I'événement B : «

3 Calculer la probabilité de I'événement ¢

ou égal a 4».

CEETY 7 (Tirage d’une boule)

Une urne contient : 5 boules rouges nu
3 boules vertes numérotées 1:







R
Ona: B={2‘4 6}

i i
Donc: p(B) = %"3_ .

» Lévénement C «obtenir un nombre impair» est 'éye
'événement B : C =R
Donc: p(C)=p(B)

=1-p(B)
|
2

|

1
2
Remarque : On peut calculer
Ona: C={1;3;5}

Donc: p(C) = ggrgg

1 E
2
» D est l'événement «obte

nir un m Multiple de 3y - D ’={3; T
_CardD _3 | k-

Donc: p(D) = CardQ =6 =3

» E est| événement

p(C) directement sans utiliser

. . 1
A

3 _
2=

«Ne pas obtenir le numéro 4y
Méthode 1. F = {1:2;3:5: 16}

Donc: p(E) = ggﬁgE =§_
Méthode 2 .

Lévénement contraire de I'événement E est: n(r)

E «obtenir |e nUMérg 4







| donc équiprobabilité.

" - Lunivers dssocié a cette exp
du sac (car on tire une seule bouyle) -
Calculons p(A)
A est Vévénement «obten; -.







d’ingénieurs est 10, et parmi eux il a

on tire au hasard une carte parmi cel
cette carte soit celle d’'un ouvrier est : == (le nom
parmi eux il y a 47 ouvriers). -4

Probabilité Conditionnelle - Indépenda
1. Probabilité conditionnelle

? Définition:







Ona: p(AUB)=0,9, p(B)=0,85 et p(A)-
a. Calculons : p(ANB) :

Ona: plAUB) = p(A)+p(B)-p(AnB) L

Donc: p(ANnB)= p(A)+p(B)—P(A'UB)'
=0,7+0,85— 0,9
= 0,65

» p(A)=1-p(A)=1-0,7=0,3
» p(B)=1-p(B)=1-0,85=015
» P(AUB) = 1-p(AUB)

=1-0,9

=0,1
b, Calculons : p(AN ) )
Ona: (ANB)N(ANB)=¢ et

"

Y T

=plANI













Exercices

w (Tirage de 2 éléments)

Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules ver rtes
les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard successivement et avec remi: 2 b
Calculer la probabilité de chacun des événements sy
A : «Obtenir deux boules rouges».
B : «Obtenir deux boules jaunes».
: «Obtenir deux boules de méme couleury.
: «Obtenir deux boules de couleurs différentes»
: «Obtenir au moins une boule rouge»,
: «Obtenir au plus une boule verte.

CEETY T (Tirage de 3 éléments)

[ Un sac contient 4 boules vertes, 3 boules jaunes et 2 bou

sont indiscernables ay toucher.

On tire successivement et avec remise 3 boules du s&m

Calculer la probabilité de chacun des événemen

: «Obtenir 3 boules vertesy,

: «Obtenir 3 boules rougesy,
: «Obtenir 3 boules de méme couleur».
: «Obtenir une boule de chaque couleur».
: «Obtenir une seule boule verten. |
: «Obtenir 2 boules i jaunes ex
G «Ohtemr au moins une













=1 “[P(W)+P(Vf)+p(JV)+p(jJ)]
1
~i-[(3xd)(hxg) (e )]
y p(F)=p(VR)+p(RV)+p(V)) + pIV)¥ (R +p(IR)
+p(RR) + p(J])

(bbb (b)) el
()b b ,

Es
9

\
lecercice 3

On tire au hasard successivement et avec remise 3
boules du sac qui contient 9 boules ; donc chaque tirage
~est un arrangement avec répétition de 3 éléments
| choisis parmi 9. Lunivers Q est donc I'ensemble des

.
="






| Wvénement contraire de G est G »
obtenir de boules rouges»
Ona: CardG =17 =343

= 343
Donc: p(G)= ggﬁg 739

= 343 _ 386
Dotz p(G)=1-p(G)=1-5 =779

»Calculons p(H), ol H est"événement : «obtenir exacte -
rouge et vert»,

Réaliser I'événement H , c’est obtenir : (RVV ou VRV oul
RVR ou VRR).

Donc: CardH =(2'X 4’ )X 3+(2*x 4')x 3 = 144

_ CardH _ 144 _ 16
o pUH) = e 0 =120 =gt

Exercice 4¥)

Uurne

0008 E
DO @ @

On tire successivement et avec remise 4 cartes dP_ .
Donc, chaque tlrage est un arrangemen







- ._|'
ou B

- Tirer 3 cartes blanches et 1 carte «* N ot

NBBB -
Donc : CardF = (3' X 4') X C}+(3* X 4*) X C} 4

At _ CardF _ 2064
Dol : p(F) = FaraQ = 28561

" »Calculons p(G), ou G est 'événement «obtenir 4
numéro : I'urne contient : 4 cartes portant le numéro 1,
3 cartes portant le numéro 2.
3 cartes portant le numéro 3.
2 cartes portant le numéro 4.
1 carte portant le numéro 5.

Donc: CardG=4"+3"4+3'+ 2"+ 1* = 435

e _ CardG _ 435
Dol p(G) = Curat = 78561

»Calculons p(H), ol H est I'événement : «obtenir 2 fc
blanche portant le numéro 3».

Ona: CardH = (1> X 12%) X C? = 864

_ _ CardH _ 864
Donc: p(H) = CardQ ~ 28561

[ Calculons p(7), ou I est I'événement «
exactement». .
L'urne contient 3 cartes numérotées 2
Donc Cardl = (3% 10')X 4 = 10 .'







CTZY 5 (Tirage de 4 éléments)

Une urne contient 5 jetons rouges, 4 jetons noirs, 3 j

verts. Les jetons sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard successivement et sans remise 4 jet
Calculer la probabilité de chacun des événements sui
A : «Obtenir 4 jetons de méme couleur».

B: «Obtenir un jeton de chaque couleur».

C : «Obtenir au moins un jetons rouge».

D : «Obtenir au plus un jeton rouge».

E : «Obtenir 2 jetons blancs exactement».

F : «Obtenir exactement 3 jetons de méme couleur»
G : «Obtenir exactement 2 jetons de méme co

Solutions
Exercice k]

On tire successivement et sans remise 2 boulesde I'ur

contient 7 boules. Donc chaque tirage est un-
sans répétition de 2 éléments choisi













» Calculons p(‘“) ou G est l'év
«Obtenir deux boules vertes exadtg
VWV ou VWV ou VVV.

CardG = (A} X Ai) X 3 =108

dG ___1_0_8_ e
ponc: p(G)= %Ia—:m‘ =7

» Calculons p(H) ol H est 'événement : «Obtenir |
couleur et portant le méme numéro».

Réaliser 'événement H , c’est :

- tirer )NM)®) (nombre de permutations : 3! = 6).
-

ou

- tirer )M)®) (nombre de permutations : 3! = 6),
Donc : CardH = (A, X AlX A X6+(Al XAl XAX6= Iﬁ o

1
Dou: p(H) =547 =37
» Calculons p(7) ou I est I'événement : «la somme des nom!

égale a 6.
Pour obtenir une somme égale a 6, il faut tirer : (2;2;2) ot
(avec les différentes permutations possibles).
Le nombre de boules dans le sac portant:
-Le n®2 est 3.

- Le n®1 est 3.

-Le n®3 est 2.

-len®4 est 1.

Donc : Cardl = A3 +(A} X A} X A}) X 6 + (4







~ non rouges.

Réaliser D, cC'est : - tirer un jeton rouge et 3 jet

ou
- tirer 4 jetons non rouges.
Donc: CardD = (A} X A)) X 4 + As = 13104

dD _ 13104 _ 6
D'ou: p(D)=*g§$a‘Q‘" 24024 ~ 11

y Calculons p(E) ou E est’événement : «obtenir

2 jetons blancs exactement».

On a: CardE = (A2 X A}) X Ci = 3960

-\ _ CardE _ 3960 _ 15
Donc : p(E) = G4raQ = 24024 — 91

» Calculons p(F) ol F estl'événement : «obtenir
exactement 3 jetons de méme couleur».
Réaliser I'événement F c’est : BBBB ou NNNN
ou RRRR .

- tirer 3 jetons blancs et un jeton non blanc : (4 cas) ."
ou

- tirer 3 jetons noirs et un jeton non noir: (4 cas) .
ou

- tirer 3 jetons rouges et un jeton non rouge: (4 cas) o

Donc : CardF = (A3 X Al\) X 4 +(A] X Aly) X 4+(AIx A x4 -
= 3384 3

ot 1Y o CardR. oA
Dou: p(F) = Cordl = 34004 =160 |

+ Caleulons p(G) ol G est I'événement : «obtenir exactement 2 je
méme couleur»,

Quand on tire 4 jetons, on peut avoir:

-4 jetons de méme couleur : c’est 'événement A.
ou

- 3 jetons de méme couleur et 1 jeton de couleur diffé
ou

o S=j R
ol &
!E' = .










































_Un sac contient 4 boules rouges et 3 b
vertes. Toutes les boules sont indisc

au toucher.

On tire au hasard simultané

Calculer la probabilité de chacun d

A «obtenir deux boules rouges et |

B - «obtenir deux boules vertes et un nu
C': «obtenir deux boules de couleurs d

Exercice £2)
-Une urne U; contient 5 boules = _
rouges et 3 boules [
-Une urne U'z .' '__




-4 B e | B g d




et G. : «obtenir un multiple de 3. (¢
C=GnG
Done: (€)= p(G)Xp(G:) s G

. expérience dans cet exercice est formée de deux ¢
' #: «Tirage simultané de deux boule des U, ». '
' #,: «Tirage d’une boule de U ».

» Calculons p(A) ou A est I'événement : «
couleur».
Pour réaliser I'événement A, il faut :

- tirer simultanément 2 boules rouges de U,

ou
- tirer simultanément 2 boules noires de


























































| La mriable aléatcure X égale ay nNombre ﬁ?

la loi binomiale de Parametres =
Donc X(Q) ={0:1:2: S5}

et VEE{0:1:2:3}; oy = gy = C*(—L)*(-Z—)"'*.

3etp= %r T

pPour k=0: p(X =) = c°(%) (_g) :’(_%_)3:___23_.
pPour k=1: pX=1)=cy(1)2 =4
pPour k=2 : p(X-v)ﬁC‘(%)(%) _%
pPour k=3 : p(X=3)= c(%)(%)":%
| k 0 1 2
| px=k| & - 2

.pCalculons E(X), V(X) et g (X).

{l Puisque X \\ B[ B: *) (X suit la loi binomiale de parametresaet 1
, 2

alors : E(X)—Hp-“;XB 1
/ » VIX)=np(l —p)=3x -é* %=%
» 0(X)=yV(X) = \/3 —:,’\/—_-:0,816

Exercice £33

B3 Justifions que X suite une loi binomiale. LUexpérience
dans cet exercice est un répétition 20 fois de suite d!

X

méme épreuve «tirer une boule, noter sa couleur

ProfSalmi.blogspot







:&tﬁléﬂlens p(A) ou A est/
| fois». |
ona: A=X21).
ponc: p(A) =P(X=1)
=1—P(X='0)
_ 1+ _3¥%
=1-{1-9]
I
=1-(7)
_ 1073
= 1024 = 0,999

g] Calculons p(B) ol B est I'événement : «Karim atte
exactement.

Ona: B=(X=2).

Donc: p(B) = P(X = 2)

-c ()
5 Abe
512

@ Calculons E(X), V(X) et 0(X).
Comme X suit la loi binomiale de paramétres n
alors:y E(X) =nXp=5X 3-1

s
y V00 =np(1—p) =2 x5

» 0 (X) =YV = ‘?4':5"‘-"4-
















rouges restantes dans |'urne apres le tirage des 3 boule:
Déterminer la loi de probabilité de X .

[3 On considére I'épreuve E «On tire au hasard simult

I'urne, on note leur couleur, puis on les remet dans I'urne»
On répete 4 fois de suite I'épreuve E dans les mémes co
Les épreuves sont 2 a 2 indépendantes.

Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de fois qi
méme couleur. '
a. Déterminer la loi de probabilité de Y .

b. Calculer E(Y), V() et a(Y).

~¢. Calculer la probabilité d’obtenir 3 boules




a. Calculer la probabilité de chacun des év

A «Obtenir 4 jetons de méme couleurs E

B «Obtenir un seul jeton rouge» =3
C «Obtenir exactement deux jetons verts numérot
D «Obtenir 4 jetons portant le méme numérox.

E «Obtenir un seul jeton rouge et un seul nombre irr
b. Soit X lavariable aléatoire quia chaque tirage de 4
de jetons verts qui portent un nombre impair.
Déterminer la loi de probabilité de X.

On tire maintenant au hasard simultanément 4 jetons
Calculer la probabilité de chacun des événements A,B.
B3 On consideére le jeu suivant:

On tire au hasard successivement et sans remise d

On gagne si on obtient deux jetons verts portant le n®
Wiam a joué 3 fois de suite a ce jeu (Elle remet
avant le tirage suivant).

3. Quelle est la probabilité que Wiam

| "‘ ""-luelle est la probabilité que
















alors: p E(Y)=np=4Xx -%-:%-

» V(Y) = np(1- p)=-5->< éo

Jﬁ

p o(Y)=yV(Y)= ~ 0,436

c. Calculons p(E) ou E est I’événeme.n-t. «obtenir 3 boule

3 fois exactement»
ona: E=(Y=3)
Donc: p(E)=p(y=13)
= ci{75) *(35)

= 40000 — 0,000475







cardA = A{+ Ai= 144 d'ou p(A) =

» Calculons p(B)
B est I'événement «obtenir un seul jeton rouge»

(RRRRouRRRRouRRRRouRRRR:
Donc cardB = (A: X Aj) X 4 = 5376

- cardB _ 5376 _ 224
Do p(B)= ;10 = 11880 ~ 495

» Calculons p(C):
C est 'événement «obtenir exactement 2 jetons

Donc: cardC = (Al X A}) X Ci=2592







p Calculons p(A)

A est I'événement «obtenir 4 jetons rauges ou ¢
cardA=Ci+Ci=6

. cardd _ 6 2
Donc: p(A) ="C4ray ~ 495 ~ 165

» Calculons p(B)

cardB = Ci X C; = 224
» Calculons p(C)

on a: cardC=Ci X Cs =

Done p(0)= Gy =

> Calculons p(D)













: mbres complexes
:“. : »Les fonctions exponentielles
‘- _ '-PCak':ul intégral
»Equations différentielles
»Géomeétrique analytique dans l'espace

»Calcul de probabilités
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