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| — Généralité sur les suites

1- Principe du raisonnement par récurrence :
Soit la proposition ) dépendant de I'entier.
(D la propositin estvraie pour un entier n,. et
Si { (2) pour tout entier k=n, ,la propositian estvraie
au rang (k+1) désqu'on la supposevraie au rang k.

Alors : la proposition P(n) est vraie pour tontier natureln=n,.

Exemples :a) Démontrer par récurrence I'égalité P(n) suigant

VneN , P(n) :1+2+3+4+....... +n:n(n2+1).

b) Démontrer par récurren&€neN, le nombref (n)=n(n+1) est multiple de 2.
Pourn=0 f (0)=0 = 0=2x Odonc multiple de 2. La proposition est donc vieieang O.

Soit p=N, supposons que la proposition est vraie au pxigte un entier naturel k tel que
f(p)=2k.Alors f(p+) =(p+D)(p+2)=p(p+D)+2(p+DH=f(p)+2(p+1

o f(p+)=2k+2(p+)=2(k+p+1) or,(k+ p+1)OIN, donc f(p+ Dest multiple de 2.
Le principe de récurrence permet de concliweaeN, le nombref (n)=n(n+ 1gst multiple de 2.
2- Définition d’'une suite :

Unesuite numérique est une applicataeN (ou d’'une partie d&) dans R.

On la note U ou (U,) ou (U,)

Uu: N - R
0 — u(0) =y estlepremier termeae la suiteu.
1 — u (1) = y est ledeuxieme termee la suitel.

ndIN *

n — u(n) = est leterme genéerade la suiteu.

Exemples :
Soient les suites (IY; (V,) ; (W,) définies par leur terme général :
(U,) est telle que W= 2n + 5 ; (V) est telle que y= 2";

(W,) est telle que W= n—12

3 — Mode de définition d’'une suite :
Une suite numeérique peut se définir de différefaesns.
a) Suites définies par | =1 (n) :
Ce sont des suites définies par la donnée expticiterme général len
fonction de n.
Exemple : Soit la suite () définie par | = 2. Calculer les 4 premiers termes.
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b) Suites récurrentes :
Ce sont des suites définies par la donnée d&°starme et d’une relation de

récurrenced ., = f(U,) liant deux termes consécutifs de la suite :f(a@st une
fonction).

U,=2

Exemple : Soit la suite () définie par u.., =%Un ‘3

Calculer 4 ;U ; Us ; U, et représenter graphiqguement les termes de cetite s

Réponse

n=0 :U1:%U0+3:4 ; n=1 :UZ:%U1+3:5 ; U3:7 ;o U, =—.
Représentons les termes de cette suite graphiqiiemen
Soit f: x > (X) :%x+3 la fonction associée a la suite,JU

U,,= f(Un):%Un+3 etU,=2;

11 23
U,=flU,)=4; U,=fU,)=5 ; Ug:f(uz):E : U4:f(U3):7.

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé on traamlrbe (¢ de f et la droite
d’équation : y = x.

A
y =X (&)
f(x) :1x+3
6 2
4
/3
1__
i I >
0 2 4 5 6
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4 — Sens de variation d'une suite :

a) Définitions :
— On dit quéela suite () est croissantsur N, si pour tout entier naturel non a:

Un+1_ Un > 0 ou LFI < Un+l
—On dit quéla suite () est décroissantur N, si pour tout entier naturel non a :
Um—U, =0 ou U,y U,

—On dit quéda suite (U)) est constantsur N, si pour tout entier naturel non a :
Un+l = Un
— On dit quéla suite (1)) est stationnaire a partir du rang, n

si pour tout entier naturel ndes que r= ng alors U, = Un,

—On dit quéla suite () est a termes positifsi pour tout entier naturel n
ona: U, >0, Vhe N

Remarques siU,>0V ne N.

[(U,) est croissante] - { Un 5 g }

[(Un) est décroissate ] - { Un+1 <1 } :

5 — Suites bornées :

— On dit gu’une suite numeérique (lestmajorées’il existe un réeM tel que
VneN, U, <M .M estun majorarde la suite (\).

— On dit gu’une suite numeérique {Jestminorées’il existe un réei tel que
VneN, m< U, .mestun minorande la suite ().

— Une suite numériqu@J,,) est dite bornési elle est a la foisajorée et minorée
Cestadire: VneN, m< U, <M
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Exemple : Soit U la suite définie par sty par : u =1y -1
n+1 _E n
Montrer que U est bornée par -2 et 1.
-0 --
1 :
U,=1 et Unﬂzzun -1;

(U est bornée par—2etl) <  (OnOIN, -2< U
Démontrons ceci par récurrence.
n=0;Y=1ona:-%X Uy <1 vraie.

Soit pe N; supposons que : <2 U, < 1; montrons que =2 U,;; <1 avec
1 1

. 1
Up+1:§Up_l,_2S UpS 1<:>_1S EUpS E =

—2< %Up—ls — %sl. vrai a I'ordre (p+1). D’aprés le principe dus@mnement par

récurrencdOnOIN, -2 < U, < 1) < D'ou la suite U est bornée par -2 et 1.

n

lI- Suites Convergentes — Suites divergentes

( (Uy) converge ) < (|im Y.=! (0OIR))

n- +o

(Si £ =+ ou —0 ou N'existe pas Alors (U,) diverge.
Il — Propriétés des limites

a) Théoréme 1 : (admis)

Si (U,) et (V,) sont deux suites convergentes respectivement e . Alors
ona:

lim (U, +V,)= € +0" avec [’'#0

n— +o

b) Théoreme 2 : (des gendarmes)

Soient (1) ; (V) et (W) trois suites telles que (Vet (V,) convergent vers
et U,<W, < V,, alors la suite (W converge vers.

c) Théoréme 3 : (admis)

= Toute suitecroissante et majorésstconvergente
= Toute suitalécroissante et minor@stconvergente
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IV — Suites Arithmétiques

1- Définition : On appellesuite arithmétiquéoute suite (i) définie par son premier
terme et une relation de récurrence de la forrdg,;= U, + r ; our est un réel
appelé raison de la suite {jU
U, =1
n+l :UI"I + 2
Calculer les cing premiers termes de la suitg.(U
b) Déterminer la suite de raison r = -3 dont lented’indice 4 égale a 30.
Remarque :une suite arithmétiquiJ,) est croissantsir est positiveet
décroissantsir est négative
2- Expression du terme général Y:
Soit une suite arithmétique {Jde £ terme U et de raison r.
Uy
U,=U +r

Us=U+r=U + 2r

Us=Us+r=U +3r

Us=Us+r=U +4r

Exemples :a) Soit () définie par{U

VpeN, p<nona: U =U+(nh-p)r & U-U=n-p)r
e Sile ler terme estddlors Y, = Uy + nr.

« Sile I"terme est Yalors Y=U; +(n—-1)r.
Exemples :a) Trouver le 50terme de la suite arithmétique : 12 ; 16 ; 20 ; ...
b) Trouver le i™terme de lasuite : 1;3;5;7; ......; 1.

3 — Somme des termes conseécutifs d’'une suite arittique :
Nous avons démontré par récurrence que pour toier eaturel n, on a :

1+2+3+4+........ +n 0D

Soit (U,) une suite arithmétique dé€ tferme Y et de raison r. Posons :

S =U+t U+ U+, +U,.
Sy = Up + (Uptr) + (Ug+2r) + (h+3r) + ........... + (U+nr) <
S,=U,+U, +....... +U, +(1+2+3+....+n)r <
U(n+1) fois
S,= (n+1) U + n(n2+1) -
$=T 020+l ou =T [Uo+ U]

(Somme des n+1 premiers termes)
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— Sile I terme est Yalors on a :

S=2[2U0;+(n-1)r]  ou &§[u1+un]

(Somme des n premiers termes)

n
2

Exemple : Calculer la somme des dix premiers termes deita atithmétique :
4;6;8;10; ..cccviininnn.

V — Suites géométriques

1- Définition : On appellesuite géométriquioute suite (i) définie par son premier
terme et une relation de récurrence de la forthg;= q U, ouq est un réel appelé
raison de la suite.
2 — Expression du terme général \J:
Soit (U,) une suite géométrique d& terme Y et de raison q.
U; ¢
U=gxU
Us=qxWU =of Uy
Us=qxU =qU;

VpeN, p<nona: U, =U,xq""
e Sile lerterme estdalors Y=Uyxq" ; (p=0).

« Sile f'terme est Yalors U =U; xg® ?: (p=1).

Exemple :

3 — Somme des termes conseécutifs d’'une suite géonugte :

Soit (U,) une suite géométrique d€ terme | et de raison g. Posons :

sq:U0+U1+U2+ ............ +Un.
9S. =g+ qui+qU + ............ +qU
(1-g) $S=Up— g+ U—qU +.......... +U—qU. &

(1_Q)$=Uo_qun g
(1-9) $=U,—quxq" <
(1-9)S$S=U, (1-q") <

n+1

S = Up x 179

avec q#1
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— Sile £'terme est Yalors :

S = Upx 129 avec q# 1

_ [~ N-ptl
D’une maniere genérale on a la formuleS, = U, x L 1q g avec q#1

—Sig=1lalors ona: §=nU,
4 — Limites d’'une suite géométrique :
Soit une suite géomeétrique de raison g et de tgénéral .

» Si|g| <1 alors () converge etlim U, =0;

n- +o

= Si|qg| > 1 alors (}) diverge.
5 — Limites de la somme des termes d’une suite géémque :

» Sig=lalorsS=nuet lim nU,=+w ;

n - +oo

n

1-9

= Siq>1alors 5= u x 1 et lim S, =+ ;
_q n - +oo
- - Ul
» Sig< 1lalorslim S, = :
n - +oo 1—q

6 — Progressions Arithmétiques et Géométriques :

Soit la progression de trois termes x ; y ; z.

(x; y;z sonten progression arithmétiquey ( x+z=2y )

(X ;y;z sonten progression géométrique) ( xxz=y? )
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VI — Tableau de Formules des suites arithmétiques et g@étriques:

Nature de la suite

Si I€'terme est

Terme Généraj U

Somme des termes

Up Up=Up+ (n-p)r | g - (0+D [2Uq + nr]
2
(U,) est une suite ou
Arithmétique de U (p=0) U, =Ug + nr S, = (n+1) [Ug+ U]
raison r 2
n
= —[2U; +(n-1)r
Ui (p=1) Up=U+(n=1)r S 2[ 1 +(n=1)1]
ou
§ = JlU1+U]
Up =y, x 129
Unzupan—p S’I pr 1_q
UO (p:O) _ 1_qn+1
Ur=Usxq" =S o 1-q
(Up) est une suite avec ¢l
Géomeétrique de
raison q
_ 1-q"
_ =U
U (p=1) | Up=Upxg"® | S=Ux—g
avec ¢l
U, Sig=1alors S =ny;
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