TRIGONOMETRIE

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bam ako

1) Angles orientés:
Considérons les points A, B, C, E, F, G.

Les triplets (A,B,C) et (E,F,G) sont de sens cordsa
— Le sens du triplet (E,F,G) est appsddis positif ou diregt
— Le sens du triplet (A,B,C) est appsekns négatif ou indirect

L a— (o —
Considérons les anglésA; OB) et (PM ; PN)

M
Coté Fin
0
P N

O Coté |n|t|aI

B est un anglerientépositivement a est anglerienténégativement

1- Détermination de la mesure principale d’'un anglerienté :

f_J%

Soita une mesure en radians respectivement en degrésdiel(OA; OB)

— —

On écrit (OA:OB)=a rds ou (OA:;OB) =O °

L’angle (OA; OB) comporte une infinité de mesures.

»

wa
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Parmi toutes ces mesures une et une seule hatgeartient a & 7] que I'on

o e — e —
appelle mesure principalde I'angle(OA; OB) . On note : MegOA; OB) = 0.
2— Théoréme :
Si x une mesure en radiasa déterminationu mesure principalaotéed est

telleque: x=0+2kt aveck”7 < 0=x-2kt avec® e]-=; n].

3— Exemplel :

Déterminer en radians la mesure principale d’'uieaagenté dont une mesure
est le:;’ﬂrd 0=x-2kmetd O]-m;1] » -M<B<T

“-TMI< X—KM<M = -M<TM-2kM < 1T =

-2,66< k<-1,66 > k=-2.

En remplacanx etk par leurs valeurs on obtien®:= ;T rd .

— Exemple2 :

Déterminer en radians la mesure principale d’'uieaagenté dont une mesure
Y/ 4
eSt ngrd .

On remarque quc‘% D] —T[T[] ; donc la détermination eBt= x :Sg rd

4— Comment déterminer en degrés la mesure principald’un angle orienté :
Soitx une mesure en degré d’'un angle orienté efssit mesure principale
(0 O]-180°; 180°]).

— Sixd]-18C° ; 18¢°] alors8=x;S =@
— Six0]-18C° ; 18C°] alors x=0 + 360k .

En général on procede de la facon suivante :

lercas :six est positif on effectue la division euclidienne d@ar360°on
obtient :x =360q +r, ge N et 0= r < 360;

Sir<180°alorsB =r

Sir = 180°alors x = 360q + r 860 — 360= x = 360(q+1) + (r — 360) ;
Si (r—-360)c]-180° ; 180°] alor® =r — 360 .
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Exemples : a)x = 3715°.

x=360x10+115° ; 115°%]-180° ; 180°] don® =115".

b) x = 2796°.x=360x7+276 comme r= 276 >180° alors

x=360x7+276+ 360 —360= x=360%(7+1)+(276 —360)=

x=360%(8)+(— 84)< 0 = -84°.

2emecas: Six est négatitt non multiple de 180°, alors on applique la méého
précédente & x) en remarquant quex = 360k +0, avecB €]-180° ; 180°].

Exemple :soitx =-789°c —x=789°< —x = 3602 + 69
en multipliant par (<1) x=368(- 2)+ (— 69)< 6 =-69°.

Il — Fonctions circulaires :

1°) Définitions des fonctions Sinus et Cosinus :

Considérons dans le plan un repéere orthonormé\©B) de sens direct. Soi€)
le cercle trigopnométrique c'est-a-dire le cercleeatre O et de rayon R=1.

A +
gty
1 M
Q
|
a
o A C A, x
O P
1 vV
B'| , _
y

f_/%

A tout point M du cercle correspond un angle oggaj = (OA; OM) dont la
mesure principale en radians est : a.

Dans le repere (O ; A ; B)dbscissealu point M est appelémsinus de (&)
I’ ordonnéeadu point M est appelégnus de (&)

On note : Cosa= OP et Sina= OQ .
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— L’axe (x’'ox) des abscisses est appeté des cosinus
— L’axe (y'oy) des ordonnées est app&ké des sinus

Conséqguences :
C1)A(1;0 ;B(0;1);A(-1:0);B(0:-1).
OxOIR, =1< cosx <1 ; —-1< sinx <1.

C2) Siaaugmente d&kn le pointM revient a sa position initiale.

On exprime ce fait en disant que les fonctionsinuset sinussontpériodiques
de périoden.

Vx €R cos(x + 2Zt) =cos (X) et sin(x +@ =sin( X) ;
cos(x + 2B = cos (x) et sin(x + 28 = sin(x).

Cs)

— Le sinus d’'un angle situé dans le cadrant (I)Dwest positif, et négatif
dans le cadrant (Ill) ou (1V).

— Le cosinus d’un angle situé dans le cadrantl('@) est positif, et
négatif dans le cadrant (11) ou (llI).

2°) Représentation graphique des fonctions sinus ebsinus :

Puisque les fonctions sinus et cosinus sont p@numdi de périoden2 on peut les
étudier sur [t ; 7).

Pour cela dressons la table des valeurs en exanisgpositions de et Q
lorsqueadécrit I'intervalle [-x ; @], le point M décrivant le cercle
trigonométrique dans le sens positif.

sin:[-m; ] - IR cos [-m; ] - IR
X — Ssinx X~ COSX
X — —/2 0 /2 T
Sin(x) 0 —1 0 1 0
X — —/2 0 /2 T
cos(X) -1 0 1 0 -1
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— Représentation de la fonction sinus

y = sin(x)

— Représentation graphique de la fonction cosinus

y = cos(X)
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—Représentation graphique de la fonction tangente

A A A
y

1 y £ tan(x)
1
|
IR g FERIE N
2 4 4 2

3— Fonction tangente et Fonction cotangente :

A
Bl Y T y
M AT Les axes (AT) et (BU)
QLo : sont respectivement appelées
: axe des tangentes et des
cotangentes. On appelle

, A’ ar= Ia «  tangente de I'angle (a) la

P' mesure algébrique de AT. On
appelle cotangente de I'angle (&)
la mesure algébrique de BU.
M’ On note :

) tan(a) = AT ; cotan(a) =BU

v
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Les fonctions tangente et cotangente sont périedige périoder.
tg(a +11) =tga; cotg(a +71) = cotga
tg(a+ ki) =tg(a) ; cotg(a + kit) = cotg(a)
lIl — Relations Fondamentales :

1°) Théoreme :

Les fonctions circulaires d’'un méme anig¢sont lieées par les relations

suivantes :

sin(@) _ cos@) _ 1

cosd+sin°8=1; tg(8) =

, cotg(o)

cosp) sin@) tg(b)

Démonstrations
— Considérons le triangle OPM rectangle en P.

OF + PMP=OM? &  sirfa+co<ax=1.

— Considérons les triangles semblables @ADPM

OA _ AT 1 tga . sina
= o =—— < tgaxcosa=sina < tga=
OF PM co<a Sina cosa

— Considérons les triangles semblables @BOQM

OB _ BU 1 _cotga . _cosa
= - = cotgaxsina=cosa < cotga=——-
OoQ OM

sina cosa sina
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2°) Autres Relations :

Nous savons qué xOR sin® x + cos? x =1.Si cosx # 0 en divisant par cds,

COS X sin®X 1 1 R 1
—+ = —=——— e ———=1+tg°x. Dot : = 1+tg’x=——
cos’x sin’x cos’x  cos’X cos® X

Si sinx #0 en divisant par S,

. 9
coszx+sm x_ 1 1 ~1+ cotg?x

2 2

sinfa+cosa=1« — — = _
sinx sin®x sin®x  sin®x

Dou: .1l+cotg®x=

sinx

IV — Angles remarquables :

0° [30° [45° [60° [90° [120° [135° [150° [180°
ord| 7 Vg Vg 2 3 51T Ttrd
Angles s rd " rd| —~rd > rd ?rd " rd o rd
Sin N N I N R A 0
2 2 | 2 2 2 2
Cos | [ [zt | ||| B
2 | 2 | 2 2 2 2 |
tan V3 - 3
0 | — 1 V3 V3 -1 B3 0
3 3
cot V3 J3 _
9 V3| Bl |24 3
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V — Les Angles associés:
1°) Angles opposés(a) et (— a)

—Deux angles sont ditgpposési leur somme est égale a 0 radian ou 0°.

BA y
sin(a) M
cos(— a) = cos(a)
A a A - o
y 5 @] sin(—a) = —sin(a)
—a
tg(-a) = —tg(a)
—sin(a
/M’
B
y’

— Deux anglespposé®ntméme cosinuet desinus opposes
2°) Angles supplémentaires (r — a) et ( a)

— Deux angles sont diipplémentairesi leur somme est égaletdiadian ou 180°.

cosft — a) = — cos(a)

N sinft — a) = sin(a)

tgfr —a) = —tg(a)

y H

— Deux anglesupplémentairesntméme sinugt decosinus opposes
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3°) Angles complémentaires (r/2 — a) et ( a)
— Deux angles sont ditsomplémentairesi leur somme est égalegaradian ou
90°.

M et M’ sont symetriques par
rapport a la 1°bissectrice.

Sin(g— a) = cos(a)
Cosg— a) = sin(a)
Tg(g— a) = cotg(a)

— Deux angles sombmplémentairesi lesinus de l'urestégalaucosinus de
I'autre.

4°) Angles dont la différence est : (n + a) et ( a)

M et M’ sont symétriques par rapport a kehissectrice.

cos{ + a) = — cos(a)

Y
\M
a
a

5 505@) singt + a) = — sin(a)

gl + a) = 19(a)

— sin(a
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5°) Angles dont la différence eS{Z—T : (727 +a)et(a)

M et M’ sont symétriques par rapport a I'axe defoonées.

cos(;T + a) = —cos(a)

sin(;T +a) = sin(a)

X )

tg(; +a)=-tg(a)

VI — Equations fondamentales:
1°) Equation cosx = a(a€R, xR )
* Siall[-1; 1] alors I'ensemble solution est S
* Siae[-1; 1] alors cos{) = a< cosk) = cosfx) avec a = cos).
: , : X=a +2kn
Les solutions de I'’équation sont|: kOZ
X=-a + 2kt

L’ensemble des solutions et { o + 2kt; —a + 2kit/ kOZ } .

Exemple 1 :Résoudre x réel, cos(x)%_§

J3 x—7—7+2kn
cos(x) =—3 = cos(X) =cos£ o 6 kZ
2 6 X=—Z+2kﬂ

L’ensemble des solutions e‘st:{g+2kn; —Z+2kﬂ/ kOz }
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Exemple 2 :Résoudre x réel, 2003(2%79 =1

X=3TT oz

1 T T
= — o COS@X——-)=C0S—- =
)= = cos@x-7)

T T
2c0s@x——)=1 = cos@x— —
@ 3) @ 3 3

x=kmr

L’'ensemble des solutions eSt {g+kn; krr ! kOZ }

2°) Equation sinx = a(a€R, xeR )
* Siall[-1; 1] alors I'ensemble solution est S
» Siae[-1; 1] alors sin(x) = &> sin(x) = sinf1) avec a = sin).
X=a+ 2Kn
kOZ
X=7T-a + 2k

L’ensemble des solutions €3£ { o + 2kTT; TT-0 + 2kit/ kOZ }

Les solutions de I'équation sont|:

p p . 2
Exemple 1 :Résoudre x reel, sm(x)%
m
' > _ ' x==+2km
sin(x) :£ = sin(x) =S|n7—T = 3‘}T kO0z
2 4 X= 7+2k7T

L’ensemble des solutions est {4+2kn 3:+ 2kn/sz}

Exemple 2 :Résoudre x réel, sin(4x) = s%g
_ S R R x=T+ KT
sin(4x) = sin— 3 kOZ = 6 2 oz
3 V4 T, krr
4x=ﬂ—?+2kﬂ X= —2 —

2
L’ensemble des solutions e{sfﬂkn £+k—” /kDZ}

3°) Cas particuliers (sin(x) = 0 ; cos(x) = 0)

sin(x)=0 « x=kmtelquekOdZ .

cos(x) =0 = x=’27+k7r , kOZ
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4°) Equationtan(x ) = a(a<R, xeR )
* tan(x) = ae tan(x) = tang) avec a = tan).
Les solutions de I'équation son:=a + kitk [Z .

L’ensemble des solutions &t { o +krt/kOZ}.
3

Exemple 1 :Résoudre x]- = ; n] , tan(x) =3

tan(x) :ﬁ = tan(x) —tan” « x="+km, kOZ
3 6 6

—sik=0 anrs<=ZD] nnl ;

—-Sik=1 alors<=7éTD] T

—-Sik=-1 alorsz—SéTD ] ]

K = 2 alorsc= 107 ol _[m. _sn
— Sik=-2 alors= GD]””]'DOUS]—n;n] {6, 6}

Exemple 2 :Résoudre x réel, tan(2x)¢3 .

tan(2x) =3 < tan(2x) = tang@ 2X =;T +2kn < X = kit

+
2

oly

L’ensemble des solutions de I'équation dansst : S#’GT + k2n/ k eR}

VIl— Formules d’addition :
1°) Calcul de cos (a—b) :

BA y
M , ——(cosa ——(Ccos
- \sin(b N sina sinb
A b A. OM + ON = OM x ON cos OM ;ON
X’ cos(a) O cos(b)] "«
cos(a — b) =OM.ON. Dol
cos (a— b) = cosa cosb + sina sinb
B!
y' En remplagant b par — b on a:

cos (a + b) = cosa cosb — sina sinb
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2°) Calcul de sin (a—Db) :
Dans la formule de cos(a+b) remplacons a é’aif &)

cos(”—a+bj = cos{n—aj cosb - sin(n—ajsinb o
2 2 2

co{g—(a—b)j = co{g—aj cosb - sin(Z—a)sinb - sin(a-b) = sinacosb - cosasinb ;

d'ol: sin@-b) =sinacosb - sinbcosa.

En remplacant b par (— b) on a: sif(b) = sinacos + sinbcosa .

3°) Calcul de tg (a—Db) :

tan@ - b) = sin(@a-b) _ sinacosb—cosasinb

cos@—-b) cosacosb+sinasinb

en divisant le numérateur et le dénominateur psa cosb on obtient

sinacosb _cosasinb

cosacosb cosacosb _ tana-tanb
cosacosb+sinasinb 1+tanatanb ’

cosacosb cosacosb

tan@-b) =

- +
D'ou: tan@-b)= tana - tanb . et tan@+b)= tana + tanb
1+ taratarb 1-taratarb

VIll- Formules de multiplication :
1°) multiplication par deux :
Quel que soit le nombre réel x on a : cabE2cos x — Sinx.

cos(X) = (1- sir’ x) - si’x < cos(X) =1- 2sirfx .

cos(X) = co$x— (1- co$x) & cos(X) =2co$x -1 .
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L2 L2

) 5 cos® X-sin? x cos x—sin? X

cos@x) =cos X —sin° X < COS2X=—— = < cOS2X = — =,
1 cos x+sin® x

cos’ X _sin® x

1-tan® x 1-tan® x
COS'X COS'X _ ¢oqoy = , COS2X=—"——
cos X, sin® x 1+tan® x 1+tar x

cos X CoS X

COS2X =

sin(2) = 2sinXcosx .

2°) Expression de ¢dx ; sin’x ; tg°x en fonction de cos(2x) :

+
CO2X=2Cc0S X -1 = 2c0S X =1+ CO2X = coszx:lc—gszx
+
c052x=1 COS2X
cos2x=1-2sin’ X = 2sin®Xx=1-cos2X - sinzle_c—gszx.
. 5, 1-cos2x
. sinPx=——"—"722"
2
1-cos2x
,__siPx 2 _1-cos2X , _1-cos2x
tan® x = = = - taP x=———22
cosx 1+cos2x 1+ co2x 1+ cos2x
2

IX — Transformations trigonométrique :

1°) Rappel :
cosg@ + b) = cosacod - sinasinb (1)
cos@ — b) = cosacod + sinasinb (2)
sin@ + b) = sinaco9 + sinb cosa (3)
sin@ — b) = sinaco% — sinb cosa (4)

(1) + (2)= cos@ +b) + cos@ - b) = 2cosacos

(1) - (2)= cos@ +b) - cos@ - b) =— 2sinasinb

(3) + (4)=sin@ + b) + sin(a - b) = 2sinacos

(3) - (4)=sina + b) - sin(a - b) = 2cosasinb
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4= Pt

En posanta+b=peta—b=qonobti nat+ 2 dou
a—b—q h=P~d

COSp +cosg = 2co{% C

N—
o
-
o

O
N—

COSp —cosg = —Zsin( pr qj sin( P- qj

sinp +sing = 23in( pr q) cos( p;q)

p+q) .. (P—Q
n n 2CO n——
sinp-sing= S( > jm( > j

SINM+A) 4 1an - = IO
COSpCo COSpPCOo

tanp + tanq =

Exemple :Résoudre x réel, cos(3x) + cos(x) =0

Nous savons quecosp + cosq = 2003( pijcos( 5 j donc cos(3x) + cos(x) =

= 2005{3)(;)() cos(3xz_xj =0 = 2cos2xcosx=0 = cos2x=0oucosx=0

V4 T ki
2x="—+Krm X=—+— _
KOZ < ffT 2 L’ensemble des solutions daRsest :
X:E+k7T x=5+kn

S ”4k”]”+kn/kmz}
R7 12" 2" 2
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X — Equation de la forme : acosx +bsinx =c: (a+ 0 ; b+ 0)

Pour résoudre une telle équation on calcul le séettement positif noté

. a b . o
r =+a’+b®> .acosx+ bsinx=c = ?cosx+?smx—?

a
cosa=—
r

On cherchex un réel tel que : I'équation est équivalente a

. b
sina=-
r

COSX COSx + SinxXSinx =

=0

C . , .
= Ccos(X—o) = . oqui est un type'dquation que
nous avons déja étudié

Exemple :résoudre x réel, cos+ 3 sinx=+/2.

a=1;b=43;c=+2 ;r=Va?+b? = {12+(V3f =2 .

COSO':; T
Déterminons I'anglex tels que : a==
; \ sinazﬁ - 3

L’équation est équivalente a :

2
cos(x—a) =‘ s cos(x—l—T) :£ - cos(x—l—T) =cos’ .
r 3 2 3 4

D’ou I'ensemble des solutions eSt, = {7—”+ 2K, 1—7; + 2kl k DZ} .

12
XI — Inéquations trigonométriques :

1°) Exemple 1 :Résoudre x réel I'inéquation sir&x—;

a) dans l'intervalle [0 ;2] ; b) dans l'intervalle [#; 7 ]
Réponse :

sin

M - M
Sr_tn N /M S mn
6 6

B,
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M est I'image de I’angle(—g) ou (1:3”) et M’ est I'image de 'angle

(—E’E;T) ou (ZT). Les solutions de I'inéquation sir&x—; sont les images des points

situés sur I'arc de cercM' contenant A et B. (ou les points M du cercle dest

. ;o , N L, . 1
ordonnées y sont supérieures ou égales a la drégeation y = -2)

1V

a) dans l'intervalle [0 ;2] S:[o;iﬂ a [6 Zn}

b) dans l'intervalle [z ;1] S= [-n; -5”} 0 [—”; }

6 6

2°) Exemple 2 :Résoudre x réel I'inéquation : cosx;

Réponse :

sin
LT -5
3~ 3

/-?
A m » 0 A, cos

La solution dans fe; « ] est :Sz[—n,—g[ 0 ;T n}

La solution dan® est :S= [—n+2kn, —g+2kn O }737+2k77, 7T+2k77} kOz

3°) Exemple 3 : soiff (X) = 2co$ x — 3cosx — 2.

Etudier le signe d&(x) pour xO[0 ; 2r1] et en déduire 'ensemble des solutions
de l'inéquatiorf (x) =0 .

Trigonométrie
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—0-—
f(X) =0 < 2co$x-3cosx—2=0. Posons cosx = x,

L’équation résolvante est *% 3X — 2 = 0.

A=9+16=25>0 « x1=; etx, =2 d'ol

f(x)=(2X+1) X-2)= f(X) =(2cosx +1) (cosx—2) =0.

27T
1 X=——+2K7T
COSX=—— = 3 ou cosx = 2 impossible
2 27T
X= ?+2kn

k=0 = x——D[O 271]

— Pour x=2?n+2kﬂona k= 1:>x——D[O 271]

k=-1= x:—? 0 [O; 277]

k=0 = xz—zg 0[o; 27]

— Pour x=—2?n+2kﬂona k=1 :>x——D[O 271]

k=-1 = x 12” 0 [o; 27]

27 an
* o 3 3 271

COSX— 2 — — _

2 COSX + . + 0 - 0 +

f(x) _ N + N -

L’ensemble des solutions de I'inéquation Sst[ 3

27T 477}
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