APPLICATIONS AFFINES

Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko

| — Applications linéaires
Activité : Soit V I'ensemble des vecteurs du plan & et
vV - Y

u —  ¢(u)= ku (KOIRY)
a)montrerque ¥V (u ; v) €V2: gu+v)=gu) +pWV) ;
b) montrer que VA €R ; Yu €V : ¢(Au) =1 xg(u).

-0 --

a) Soit (u; v) €V2; p(u+v)=kU+v)=ku+kv=gU)+4V)
b) SoitA € R ;etu €V; ¢(Au)=k(1 u)=A4(ku)=1Axg(u). Les conditions a) et b)
étant vérifiées on dit que @ est une application linéaire.

1 — Définition :
Soit V 'ensemble des vecteurs du plan £. On appelle application lineaire de V
dans ?, toute application ¢ de V dans P telle que :
« Vu eV, VveV; gu+v)=¢U)+4V) .
e Yu €V, VA€ER; g(iu)=Axg(u)
Désignons par U I'ensemble des vecteurs de la droite (9) et par W I'ensemble

des vecteurs de I'espace affine (£) . On définit de facon analogue une application
linéaire de U dans U ; de W dans W.

2 — Propriétés :
Soit ¢ une application linéaire respectivement de ¥ dans v, de U dans U , de W
dans W.

Pi:V(u;v)eV2;V (x ;B)e R2; glau+pv)=a ¢Qu) + Bo(V)
P,: VueV; g(-u)=-¢(u) ;
P;: ¢(0)=0.

Il — Applications affines
1) Activité . Soit O un point du plan & et f I'application de & dans & définie
par f: & - 9
M —~ M telque: OM'=20M.
Montrer que si G est le barycentre du systeme pondéré {(As;&) ; (A, ;...... ;
(An;x,) } alors G’'= f (G) est le barycentre du systéme de points pondérés

1(f(AL)ix) ; (F(A2)iex)) ;... ; (F(An); ) 3.
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Supposons G barycentre du systéeme (Ai;&)i=1an -
G barycentre du systéme (A& )i-1an < Zn:ai GA =0
i=1

<Y a,(GO+0A) =0
i=1
<Y a,(0A -0G)=0 en multipliant par 2
i=1
<Y a,(20A -20G) =0
i=1

&Y a,(0A"-0G) =0
i=1
= Zn:ai G'A'=0< G'= f(G) est barycentre
i=1

du systeme (f (A) ;&)i=1an - On dit que f «conserve» le barycentre.
Ainsi I'application ponctuelle f qui conserve le barycentre est appelée une
application affine de & dans 2.

2) Définition : On appelle application affine de € dans &, toute application qui
donne pour image du barycentre de tout systeme de points pondérés de &,
le barycentre des points images de ce systeme.

3) Théoréme : Une application ponctuelle est une application affine si et
seulement si, f conserve le barycentre de tout systéme de deux points
pondéreés.

. (f estaffine) < (f conserve le barycentre de tout systéme de deux points pondérés) .

Remarque : Les images par une application affine de deux bipoints équipollents
sont deux bipoints équipollents. On dit gu’une application affine « conserve »
I’équipollence.

4) Application linéaire associee :

a) Définition : soit f une application affine. L’application linéaire ¢ qui a tout
vecteur u de représentant (M ; N) associé le vecteur ¢ (u)=f(M)f(N) est
appelée application linéaire associée a I'application affine f .

p

— f est alors appelée application ponctuelle associée a ¢.
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b) Remarque : soit f une application affine de £ dans &. Soit (K ; K’) un
couple de points homologues c'est-a-dire (f (K) = K’). On appelle application
vectorielle associée a f relativement au point K (relativement au couple de
points homologues (K ; K’)) I'application linéaire notée :
Prc - w - w.
U=KM > Uu=K'M' ¢k(u)

5) Détermination d’une application affine :

a) Détermination analytique :

— Activité : Soit le plan P muni d'un repere (O ; | ; J).

A@B;2);B(;1);C(0;1)trois points non alignés de P d’images

respectives

A'(6;6);B'(3;3);C'(2; 1) par une application affine f. Soit M (X ; y) un

point de P d'image M’ (X’ ; y’) par f . Exprimer X’ et y’ en fonction de x et y.
-0 --

Soit ¢ I'application linéaire associée a I'application affine f .

3 w3
Al A R -1 -
AB | A'B VA
B B . . AC( ) AC ]
AC | AC - -3
C C’
- m X—3 m X'—6
M | M’ AM 1AM y—2 y'-6
¢(AB) AB' _ 2¢(0|) ¢(OJ)——30| -30]  x par (-2)
#(AC)=AC' -3¢ (0l)-¢(0J)= -40l -50J

#(Ol)=0I +20J. On en déduit que ¢(0J)=0I -0J.
P(AM) =AM’ = g|(x~3)0 +(y~2)0i|=(x-6)Oi +(y-6)0 =
(x—3)$(Ol) +(y - 2) $(0J) = (x-6) Ol + (y—6)0J =

[(x-3)+(y-2)]OI +[2(x-3) - (y-2)]0J =(x-6) Ol +(y—6)0] <

est I'expression analytigue de f

X-6=x-3+y-2 X=x+y+1
y-6=2x-6-y+2 y'=2x-y+2
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Remarque :
e Soit f:® — D uneapplication

M(x) — M'(X)
. (f estaffine) < (xX=ax+b aveca, bréels)

e Soit f:® — & une application
X X
o)l
y y

. '=ax+hby+
. (f estaffine) < HX ST a,b,c,a',b',c réels}

y=ax+by+c

. . ., ., b
La matrice de I'application linéaire ¢ associée est M¢=(Z b}

e Soit f : & — & une application

X X
Myl MY
z z

X'=ax+by+cz+d
. (f estaffine) < y=ax+by+cz+d ab,...,d" réels
Zl:allx+blly+cllz+dll

a b c
La matrice de l'application linéaire ¢ associée est Mg=|a b c'|.
a.II bll CII

* Une application affine est bijective si détMg # 0

b) Détermination par une application linéaire associée et un couple de points :

Une application affine f est entierement déterminée par la donnée de
I'application linéaire associée ¢ et d’un couple de points.

Exemple : soit # rapporté au repere (O ;1;J)et @¢: ¥V —- V

u — $u)=2u
Soit f I'application affine de £ dans & d’application linéaire associée ¢ qui au
point K(1 ;2) associe K’'(3 ;—1). Donnez I'expression analytique de f .
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-0 --
SoitM(x;y) — M'(X;Y)
f(M)=M' = K'M'=g(KM)=2KM =

X'-3 — Xx-=1 X'=2x+1
y'+1 y—-2 y'=2y-5

6) Image d’'une droite, d’'un plan par une applicatio  n affine :
a)- Image d’'une droite :
Théoreme : L'image d’'une droite (AB) par une application affine f est:

- la droite passant par f(A) et f(B) si et seulement si f(A) #f(B) .
- l'ensemble {f(A)} si et seulemensi f(A)=f(B) .
b)- Image d’'un plan :
Théoréme : L'image d’un plan (ABC) par une application affine f est:

- le plan passant par f(A), f(B) et f(C) si et seulement si les trois points
f(A), f(B) et f(C) sontnon alignés .

- la droite passant par f(A), f(B) et f(C) si et seulementsi f(A), f(B) et
f(C) sont alignés non tous confondus.

- Lesingleton {f(A)} si et seulemensi f(A);f(B) et f(C) sont confondus

c)- Conservation du parallélisme :

Théoréme : Si une application affine f (de £dans € ou de # dans &) transforme

une droite (9) en une droite (2°), alors elle transforme toute droite paralléle a (D)
en une droite paralléle a (9).

Si une application affine f de &£ dans &€ transforme un plan (£) en un plan (9),
alors elle transforme tout plan parallele a () en un plan parallele a (9)).

On dit que les applications affines conservent le parallélisme.

Remarque : En général une application affine ne conserve pas I'orthogonalité,
les distances, le rapport des distances.

7) Ensemble des points invariants par une applicat  ion affine :

- On dit gu'un point M est invariant par une application affine f ssi
f(M)=M .

- On dit gu’'un ensemble E est globalement invariant par f ssi f(E)=E
c'est-a-dire pour tout M de E, f(M)OE.

- E est dit invariant point par point si pour tout point Mde E, f(M)=M .
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lIl — Transformations Affines :
1) Définition :
On appelle transformation affine toute application affine bijective.

2) Etude de quelques transformations affines :

2-1 Translations :

a) Définition :

On appelle translation de vecteur u I'application notée : t. de ¥ dans ¥

(  désignant 2 ou €) qui & tout point M de ¥ associe M’ de ¥ tel que:MM'=u .
t.: ¥ - &

M~ M=t (M)

-

t.(M)=M <  MM'=u

b) Points invariants par une translation:
- Si u=0 alors tout point est invariant ;

- Siuz0 alors pas de points invariants.
c) Propriété vectorielle d’'une translation :
t.(A)=A L
{t;(B):B, = AB'=AB.
Remarques :
v' La bijection réciproque de t. est t*=t ..

v tot. =t. .

(u+v) '

d) Expression analytique d’'une translation :

. . N > -(a , .
Soit & muni d’'un repere (o i ) et un vecteur u(bj' Donner I'expression

analytique de la translation de vecteuru. En déduire I'expression analytique
de I'application linéaire associée et sa matrice.
-0 --
Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y’) son image par t..

X'=X+a _ )
. est|'expression analytique det- .
y=y+b :
L’application linéaire associée a pour expression analytique

X'=X _ 10 . L,
et sa matrice est M = matrice unité.
y=y 01
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2- 2 Les Homothéties :
a) Définition : Soit Q un point de ¥ et k € R* (¥ désignant & ou €£).

On appelle homothétie de centre Q et de rapport k I'application notée :
hq., de F dans F qui a tout point M associe le point M'.

hai - F - &

M~ W
hia(M)=M' < QM'=k QM .

Remarques : h , ,, estlidentité ; h , ,, estla symétrie de centre Q.

b) Points invariants par une homothétie:
» Sik =1, alors tout point est invariant ;

= Sike R*~{1}, alors Q est le seul point est invariant .

c) Propriété vectorielle:

{“(A):A' ., AB=-kAB
h(B) = B'

Remarques : La réciproque de hg,, est hg., =h(Q_1)-
P
d) Composée de deux homothéties :

- Homothéties de méme centre Q:
hl(Q,k) ° hZ(Q,k‘) =h g
- Homothéties de centres différents :

Soit hy, ., et hy, ., deux homothéties de centres respectifs A; ; A,.
M M1 Mj M’ M M’
N N; N, | N N | N

M,N, =k, MN
M'N'=k, M,N,
- Sikk, =1, alors M'N'=MN, d’ol h,oh; est une translation. Cherchons
donc le vecteur de translation u de h,oh;. Posons ho( Ay = A’
hzoMAl) = hy(A) = A

D’ou A A =u est le vecteur de translation.

- Sikik, # 1, alors M'N'=k,k, MN, d’ot h,oh; est une homothétie de
rapport k;ko.

= M'N'=k k, MN .

D’apres la propriété vectorielle on a : {
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Cherchons le centre Q) de h,oh;.
ho (M) =M & AM'=k, AM, ;
h(M)=M; & AM,=k AM
< AA +AM, =k, AM
< AM,=AA +k, AM d’ou écrire que
hoohy(M) =M & AM'=k, (AA +k AM)comme le centre Q est invariant on a :
AQ=k, AA +kkAQ < AQ=k,AQ+k,QA +kk, AQ <
L-k,)AQ=k, 1-k)QA = (k,-1)QA, +k,(k, —1) QA =0.

D’ou le centre Q est le barycentre des points pondérés
[A,.(k, -] et[A Kk, (k -]

e) Expression analytique d’une homothétie :

Soit # muni d’'un repére (o S ) Q (Xo ; Yo) un point de & et k un réel non nul.
Donner I'expression analytique de h, ,. En déduire I'expression analytique de

I'application linéaire associée puis sa matrice.
-0 --
Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y') son image parh, ,,- hg(M)=M' < QM'=k QM
{x’—x0 =K (X—X,) {x‘z kx+ (L-K)X,

' . est|'expression analytique deh .
Y=Y =k(Y=Y¥o) [Y=ky+@-K)Y, (k)

o doe-sl)

L’application linéaire associée a pour expression analytique

X' =kx . k O
et sa matrice est M =
y':ky 0 k

2-3 Groupe des homothéties — Translations :

Soient h,, 'homothétie de centre O et de rapportk ; t. la translation de

vecteur u.

e Siu=0,alors toh=hot=h ;

« Sik=1, alors toh=hot=t ;

e Siuz0 et k #1, alors t-h est ’homothétie de centre Q et de rapport k tel
que : @zﬁﬂ car ta(O)=O' -~ 00=u.

e Siuz0 et k #1, alors hot est ’homothétie de centre Q et de rapport k tel

que : 00 =—X_4 .
1-k
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2-4 Symétrie centrale :

a) Définition :

Soit O(X, ;Yo) un point du plan. On appelle symétrie de centre O, I'application
Sy - 2

M(x;y) — M (X ;y)avec O milieu dgMM’]

r|||1l
0
M

. S (M) =M < O est milieu de [MM] < MM'=2MO .

b) Expression analytiqgue d’une symétrie centrale
S, (M) = M’ MM"=2M0 @{X,‘XZZ(XO‘X) o
y=y=2(y,-Y)
X'= =X+ 2X,

' Expressionanalytiquede S, .
y'=-y+2y, x

.D’ou {

c) Ensemble des points invariants
Le centre O de la symétrie centrale S, est le seul point invariant.

d) Exemple
Soit f I'application affine définie par son expression analytique
X'==x+2
{y'= “y+4
- Montrer que f est bijective
- Déterminer les éléments caractéristiques de f
- Quelle est la nature de f ?
Solution

.. 1
- f est bijective car détM¢ = 0

0
‘:1;:0

- 'ensemble des points est le point A(1 ; 2)
- f est la symétrie centrale de centre le point A.

Remarques:
& Une symétrie centrale de centre O est une homothétie de centre O et de
rapport —1. S,=hg 4 ;
& Une symétrie centrale de centre O est aussi une rotation de centre O et
d’angle n (on I'appelle demi-tour).
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SgoSp= tzﬂg

2- 5 Symétries axiales :
a) Activité . Soit (P): x+2y=5 et (?9’):x-3y=1.
Donner I'expression analytique de la symétrie S par rapport a (2)
parallélement a (9’). Que peut-on dire de §-8 ?
-0 --

(@)

Soit M(x ; y) et M’ (X' ; y') tel que S(M) = M’. Soit | milieu de [MM’] et GGJ un

| (D)
MM 'colinéairea u'

<~

vecteur directeur de (D’). S(M) =M’ < {

X+X  L,0*tY) g
2 2
X=x 3

y-y 1
S-8 =id. On dit que § est involutive.

x'=1(— x —12y +30)
- 51 est |'expression analytique de S.
=0 y':g(—2x+y+10)

b) Définition :

Une application affine f telle que fo f =Id est dite involutive .
Toute involution est une symétrie.
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2- 6 Symétrie orthogonale :

a) Définition : Soit (D) une droite du plan, on appelle symétrie orthogonale d’axe
(D) ou réflexion d’axe (D) I'application

S - 92
M ~ M telle que (D) est la médiatrice du segment [MM’].

. S, (M)=M' - (D) estlamédiatrice du segment [MM] .

b) Exercice

Construire les images de la droite (A) et I'angle orienté (SM,SN) par la symétrie
orthogonale d’axe (D).

A B ()

T T

1 1

. . ©)

i i

1A = o)

S,(A)=A" et AlN L'angle (SM',S'N') =-(SM,SN)

c) Expression analytique

Soient une droite (D): ax+by +c = 0 et u (-b; a) un vecteur directeur de (D).
M’(X’;y’) le symétrique de M(x;y) par S, la symétrie orthogonale d’axe (D).

. S (M)=M" MM?= u =0
Le milieu | de[MM']0 (D)
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Exemple :

Dans le plan muni d’'un repére orthonormé déterminer I'expression analytique de
la symétrie orthogonale S, d’'axe la droite (D) : 2x + 3y —4 = 0.

Solution

1% méthode : On sait que u (-3; 2)

MM'OU = MM'su=0 - (X._X)-(_?’]:o o —3X+2y'=-3x+2y (1)
y-y 2

Le milieu | de [MM’] appartient & (D) est équivalente a

2(X;X'j+3(y+7yj —4=0 < 2x+3y'=8-2x-3y (2)

En résolvant le systeme formé par (1) et (2) on a

= 3X+2y'=-3x+ 2y
2x'+3y'=8-2x -3y

x(2) - 6X'+4y'=-6X + 4y 13y'=24-12x -5y
x (3) 6X'+9y'=24-6x -9y 2X'=8-2x-3y + 3y’

x':i @6+ 5x—12y) x':i (15x-12y +16)
- 113 & o 113 est |'expressionanalytiquede S,
y'= 1 (4-12x-5) y'= 2 (-12x-5y + 24

d) Ensemble des points invariants

L’ensemble des points invariant par une symétrie orthogonale s, est I'axe (D).
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e) Remarques :

= Composée de 2 symétries orthogonales d’axes paralle  les

()]

I

(4)

;4

X

X

. (D) et (A) sont paralleles .

S, °S, :’tZA—B

= Composeée de 2 symétries orthogonales d’axes orthogo naux
(D)
[ [T
W H H
Rt 1 . (D) et (A) sont perpendiculaires .
"ol
Of *~.. (4) . S oS =S
- 4 A D O
Teal (w
»
2- 7 Rotation :
a) Définition

Etant donnés un point O du plan et un angle orienté (4). On appelle rotation de
centre O et d'angle (&) I'application :

r.9
M~— M’ telle que

-

e SiM=QalorsM' =0
+ SiM +0 alors OM’ = OM et (OM,0M") = ()
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b) Remarques
- La rotation d’angle nul de centre O est 'identité.

O =z <
O Zz =

- La rotation d’angle plat de centre O est la symétrie de centre O.

c) Ensemble des points invariants

Si I'angle est non nul, le seul point invariant est le centre.

d) Expression analytique

Considérons le plan muni d'un repére orthonormé (0;i;7)
soit la rotation r,,,de centre O et d'angle «, les points M(x ; y) et M'(x’ ; y") du

plan, a et b des mesures des angles de vecteurs.

M'(x';y")

M (x:y)

S

Ona: « =(a—b)+Xn

y '=OMsin(a +b)

{x=OM cosb {x'=OM cosa {x'=OM cos@+b)® {x':OM (cosa cosb —sina'sinb)

y=OMsinb ' |y'=OMsina
y '= (OM cosh) sing + (OM sinb) cosa y'=Xsing + ycosa
X '=(cosa)x—(sina)y
y '=(sina)x+ (cosa)y

est I'expression analytique de la rotation,,, de centre O et d’angler dans le repére

orthonorméo;i; )

y '=0OM (sina cosb +sinbcosa)
{x'z(OM cosb) cosa — (OM sinb)sina {x'zxcosa—ysina
= o
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e) Formule du changement de repere

Soit M(x ; y) dans le repére(o ¥ T) et M(x ; y) dans le repére (o e T)
Ona: i=cosai-sinaj .
J'=sina i +cosa |
OM =xi +y ] et OM = X (cosai —sina })i +Y(-sinai +cosa ])
D’oU xi +y] = X(cosai —sina |)i +Y(-sinai +cosa |) <
x=Xcosa -Ysina
y= Xsina +Y cosa

f) Composition de rotations :  Soit f =r'(5.4)°r(0.0)
« SiO =0 alors f estune rotation de centre O et d’'angle a+a"',
f=R(O;a+a")

e SiO+0Q'eta+a'=2kn (kOZz) alors f est une translation de vecteur MM'
ou f(M)=M" et f=t_..

e SiO+0Q'eta+a'#2kn (kOZz) alors f est une rotation de centre le point
invariant par f etd’angle a+a'. f=R(l;a+a")ou | =f(l).

I\VV- Projections affines :

1) Activité :
Soit (D) ;x+2y=5 et (9):x-3y=1.
a) Donner I'expression analytique de la projection p sur (9) parallelement a (2°).
b) Que peut-on dire de pop ?
-0 --

a) Soit M(x;y)etM' (X' ;V’) tel que p(M) = M’ et G(i’j un vecteur directeur de
(D’). (Figure 1).

<

T
Q

N
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. M'0(D) X+2y'=5
p(M) = M And —’l ., . N _’, < ' ] —_
MM" colinéaire a u X=Xx-3y'+3y =0
x':§(x—3y+1_5)
o o qui estl'expressionanalytiquede p

y'=é(—x+3y+5)

b) pep=p.
2) Définition :

Soit # un plan et (9) une droite sécante a &. (Figure 2).
On appelle projection sur le plan & parallelement a la droite (D) I'application p de

& dans € qui, a tout point M de € associe le point M’ intersection du plan 2 et de
la droite paralléle a (D) passant par M.
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