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APPLICATIONS AFFINES 
Site MathsTICE de Adama Traoré Lycée Technique Bama ko 

 
I – Applications linéaires: 
Activité : Soit V l’ensemble des vecteurs du plan P et  

                                 φ: V    →→→→    V  
                                      u   ֏     *)()( IRkuku ∈=ϕ  

a) montrer que ∀ (u  ; v  ) ε V 2 : )()()( vuvu ϕϕϕ +=+  ; 

b) montrer que ∀λ εℝ ; ∀u ε V : )()( uu ϕλλϕ ×= . 
-- 0 -- 

a) Soit (u  ; v  ) ε V 2 ; )()()()( vuvkukvukvu ϕϕϕ +=+=+=+  ; 

b) Soit λ ε ℝ ; et u ε V ; )()()()( uukuku ϕλλλλϕ ×=== . Les conditions a) et b) 
étant vérifiées on dit que φ est une application linéaire. 
 
1 – Définition : 
Soit V l’ensemble des vecteurs du plan P. On appelle application linéaire de V 
dans V, toute application φ de V dans V telle que : 

• ∀ u ε V , ∀ v  ε V ; )()()( vuvu ϕϕϕ +=+   . 

• ∀ u ε V , ∀λ εℝ ; )()( uu ϕλλϕ ×=            . 
Désignons par U l’ensemble des vecteurs de la droite (D) et par W l’ensemble 
des vecteurs de l’espace affine (E) . On définit de façon analogue une application 
linéaire de U dans U ; de W dans W. 
 
 2 – Propriétés : 
Soit φ une application linéaire respectivement de V dans V, de U dans U , de W 
dans   W. 
P1 : ∀ (u  ; v  ) ε V 2 ; ∀ (α ; β) ε ℝ2 ; )()()( vuvu ϕβϕαβαϕ +=+  

P2 : ∀uε V ; )()( uu ϕϕ −=−  ; 
P3 : 0)0( =ϕ . 
 
II – Applications affines: 

1) Activité :  Soit O un point du plan P et f  l’application de P dans P définie 

par           f  :    P   →   P 

                                  M  ֏   MɅ   tel que :  OMOM 2'= . 
Montrer que si G est le barycentre du système pondéré {(A1;α1) ; (A2;α2) ;…… ; 
(An;αn) } alors G’= f (G) est le barycentre du système de points pondérés  

                        {(f(A1);α1) ; (f(A2);α2) ;…… ; (f(An);αn) }. 

 
 
 



Cours Applications Affines                  Page 2 sur 16              Adama Traoré  Professeur  Lycée  Technique  

 
Supposons G barycentre du système (Ai;αi)i=1 à n . 

G barycentre du système (Ai;αi)i=1 à n ⇔ ∑
=

=
n
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0''α ⇔ G’= f (G) est barycentre 

du système  ( f (Ai) ;αi)i=1 à n . On dit que f  «conserve» le barycentre. 
Ainsi l’application ponctuelle f  qui conserve le barycentre est appelée une 
application affine de P dans P. 
 

2) Définition :  On appelle application affine de E dans E, toute application qui 
donne pour image du barycentre de tout système de points pondérés de E, 
le barycentre des points images de ce système. 

3) Théorème :  Une application ponctuelle est une application affine si et 
seulement si, f  conserve le barycentre de tout système de  deux points 
pondérés. 

. ( f  est affine ) ⇔ ( f  conserve le barycentre de tout système de  deux points pondérés)  . 
 
Remarque :  Les images par une application affine de deux bipoints équipollents 
sont deux bipoints équipollents. On dit qu’une application affine « conserve » 
l’équipollence. 
 

4) Application linéaire associée : 
a) Définition :  soit f  une  application affine. L’application linéaire φ qui à tout 

vecteur u  de représentant (M ; N) associé le vecteur )()()( NfMfu =ϕ  est 
appelée application linéaire associée à l’application affine f . 

 
– f est alors appelée application ponctuelle associée à ϕ . 
 
 

 

M M’ 

N N’ 

ϕ  f  

MNu =  )()()('' NfMfuNM == ϕ  
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b) Remarque :  soit f  une  application affine de E dans E. Soit (K ; K’) un 
couple de points homologues c'est-à-dire ( f  (K) = K ’ ). On appelle application 
vectorielle associée à  f  relativement au point K (relativement au couple de 
points homologues (K ; K’)) l’application linéaire notée :  

φk :  W  →   W. 
                                                    )(''' uMKuKMu kϕ=== a . 

 
5) Détermination d’une application affine : 
a) Détermination analytique : 
– Activité : Soit le plan P muni d’un repère (O ; I ; J). 
A (3 ; 2) ; B (1 ; 1) ; C (0 ; 1) trois points non alignés de P d’images 
respectives  
A’(6 ; 6) ; B’(3 ; 3) ; C’(2 ; 1) par une application affine f . Soit M (x ; y) un 
point de P d’image M’ (x’ ; y’) par f . Exprimer x’ et y’ en fonction de x et y. 

-- 0 --    
Soit φ l’application linéaire associée à l’application affine f . 
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Remarque : 

• Soit f  : D    →    D   une application 

               M(x)  ֏   M’(x’) 
 

     .  ( f  est affine)    ⇔   ( x’= ax + b  avec a , b réels)    . 
 

• Soit f  : P    →    P   une application 

             
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La matrice de l’application linéaire ϕ  associée est 
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• Soit f  : E    →    E   une application 
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La matrice de l’application linéaire ϕ  associée est 





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•   Une application affine est bijective si 0≠ϕMdét     . 
 

b) Détermination par une application linéaire associée et un couple de points : 
 

Une application affine f  est entièrement déterminée par la donnée de 
l’application linéaire associée φ et d’un couple de points. 
 

Exemple :  soit P rapporté au repère (O ; I ; J) et  φ: V    →→→→    V  
                                                                                  u   ֏   uu 2)( =ϕ  

Soit f  l’application affine de P dans P d’application linéaire associée φ qui au 
point K(1 ;2) associe K’(3 ;–1). Donnez l’expression analytique de f . 
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-- 0 --  

Soit M(x ; y)  ֏  M’(x’ ; y’) 
⇔==⇔= KMKMMKMMf 2)(''')( ϕ  
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6) Image d’une droite, d’un plan par une applicatio n affine : 
a)- Image d’une droite : 

      Théorème :  L’image d’une droite (AB) par une application affine f  est : 

- la droite passant par f (A) et f (B) si et seulement si f (A) ≠≠≠≠ f (B) . 
- l’ensemble }{ )()()( BfAfsiseulementetsiAf =  . 

  b)- Image d’un plan : 
     Théorème :  L’image d’un plan (ABC) par une application affine f  est : 

- le plan passant par f (A) , f (B) et  f (C) si et seulement si les trois points 
f (A) , f (B) et  f (C) sont non alignés . 

- la droite passant par f (A) , f (B) et  f (C) si et seulement si f (A) , f (B) et  
f (C) sont alignés non tous confondus. 

- Le singleton }{ confondussontCfetBfAfsiseulementetsiAf )()(;)()( . 
 

c)- Conservation du parallélisme : 
 
Théorème : Si une application affine f  (de E dans E ou de P dans P) transforme 
une droite (D) en une droite (D’), alors elle transforme toute droite parallèle à (D) 
en une droite parallèle à (D’). 
Si une application affine f  de E dans E transforme un plan (P) en un plan (P’), 
alors elle transforme tout plan parallèle à (P) en un plan parallèle à (P’). 
On dit que les applications affines conservent le parallélisme. 
Remarque : En général une application affine ne conserve pas l’orthogonalité, 
les distances, le rapport des distances. 
 

7)  Ensemble des points invariants par une applicat ion affine : 
 

- On dit qu’un point M est invariant par une application affine f  ssi 
MMf =)( . 

 
- On dit qu’un ensemble E est globalement invariant par f  ssi EEf =)(  

c'est-à-dire pour tout M de E, EMf ∈)( . 
 
- E est dit invariant point par point si pour tout point M de E, MMf =)(  . 
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III – Transformations Affines : 
1) Définition :  
 On appelle transformation affine toute application affine bijective. 
 
2) Etude de quelques transformations affines :  

 
2-1 Translations : 
a) Définition :   
On appelle translation de vecteur u  l’application notée : 

u
t  de F dans F  

( F désignant P ou E ) qui à tout point M de F associe M’ de F tel que: uMM ='  . 
t

u
 : F      →      F 

                    M     ֏      M’= t
u
(M) 

 
.   t

u
(M)= M’   ⇔⇔⇔⇔      uMM ='    . 

 
b) Points invariants par une translation: 

- Si  0=u   alors tout point est invariant ; 
- Si 0≠u    alors pas de points invariants. 

c) Propriété vectorielle d’une translation : 

ABBA
BBt

AAt

u

u =






⇒=
=

''
')(

')(
. 

Remarques :  
� La bijection réciproque de 

u
t   est 

uu
tt

−

− =1 . 

� 
)( vuvu

ttt
+

=o . 

d) Expression analytique d’une translation : 

Soit P muni d’un repère ( )jiO ;;  et un vecteur 








b

a
u . Donner l’expression 

analytique de la translation de vecteuru . En déduire l’expression analytique 
de l’application linéaire associée et sa matrice. 

-- 0 --   
Soit M(x ; y) et M’ (x’ ; y’) son image par 

u
t . 
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L’application linéaire associée a pour expression analytique  
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Cours Applications Affines                  Page 7 sur 16              Adama Traoré  Professeur  Lycée  Technique  

 
2- 2 Les Homothéties : 

a) Définition :  Soit  Ω un point de F et k ε ℝ* (F désignant P ou E).  

On appelle homothétie de centre Ω et de rapport k l’application notée :  
  );( kh Ω  de F dans F qui à tout point M associe le point M’. 

);( kh Ω  :  F        →     F    

                                                          M      ֏     M’ 
 

.           MkMMMh k Ω=Ω⇔=Ω '')();(  . 
 

Remarques : )1,( Ωh  est l’identité ; )1,( −Ωh  est la symétrie de centre Ω.  
b) Points invariants par une homothétie: 

� Si k = 1,  alors tout point est invariant ; 

� Si k ε ℝ*–{1 } , alors Ω est le seul point est invariant . 
 
c) Propriété vectorielle: 

ABkBA
BBh

AAh
=





⇒
=
=

''
')(

')(
 

Remarques : La réciproque de  );( kh Ω  est  
)

1
;(

1
);(

k

k hh
Ω

−
Ω = . 

 
d) Composée de deux homothéties :  

- Homothéties de même centre ΩΩΩΩ    :    
                   )',()',(2),(1 kkkk hhh ΩΩΩ =o  

- Homothéties de centres différents :  
Soit  ),(2),(1 2211 kAkA heth  deux homothéties de centres respectifs A1 ; A2. 

 

D’après la propriété vectorielle on a : 






=⇒
=

=
MNkkNM

NMkNM

MNkNM
21

112

111 ''
''

. 

- Si k1k2 = 1 , alors MNNM ='' , d’où  h2oh1 est une translation. Cherchons 
donc le vecteur de translation u  de h2oh1. Posons h2( A1) = A’.  

    h2oh1(A1) = h2( A1) = A’. 
D’où uAA ='1  est le vecteur de translation. 

- Si k1k2 ≠≠≠≠ 1, alors MNkkNM 12'' = , d’où  h2oh1 est une homothétie de 
rapport k1k2. 

 

M M1 

N N1 

h1 h2 

M1 

N1 N’ 

M’ 

        h2 0h1 

M M’ 

N N’ 
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Cherchons le centre Ω de h2oh1. 
h2( M1) = M’   ⇔    1222 ' MAkMA =  ; 

h1( M) = M1  ⇔    MAkMA 1111 =   

⇔ MAkMAAA 111221 =+  

  ⇔ MAkAAMA 111212 +=  d’où écrire que  

h2oh1(M) = M’ ⇔ )(' 111222 MAkAAkMA += comme le centre Ω est invariant on a :  

Ω+Ω+Ω=Ω⇔Ω+=Ω 121122221121222 AkkAkAkAAkkAAkA  ⇔ 

0)1()1()1()1( 1122211222 =Ω−+Ω−⇔Ω−=Ω− AkkAkAkkAk . 

D’où le centre Ω est le barycentre des points pondérés 
[ ] [ ])1(,)1(, 12122 −− kkAetkA . 

 
e) Expression analytique d’une homothétie : 
 
 Soit P muni d’un repère ( )jiO ;;  Ω (x0 ; y0) un point de P et k un réel non nul. 
Donner l’expression analytique de ),( kh Ω . En déduire l’expression analytique de 
l’application linéaire associée puis sa matrice. 

-- 0 --   
Soit M(x ; y) et M’ (x’ ; y’) son image par ),( kh Ω . MkMMMh k Ω=Ω⇔=Ω '')(),(  
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L’application linéaire associée a pour expression analytique  




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
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2-3 Groupe des homothéties – Translations : 
 

Soient ),( kOh  l’homothétie de centre O et de rapport k ; 
u

t  la translation de 

vecteur u . 
• Si 0=u , alors  hthht == oo  ; 
• Si k = 1, alors tthht == oo  ; 

• Si 10 ≠≠ ketu , alors ht o  est l’homothétie de centre  Ω et de rapport k tel 

que : uOOOOtcaru
k

O
u

=⇔=
−

=Ω '')(
1

1 . 

• Si 10 ≠≠ ketu , alors tho  est l’homothétie de centre  Ω et de rapport k tel 

que : u
k

k
O

−
=Ω

1
. 
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2-4 Symétrie centrale : 
a) Définition :   
Soit O(xo ;yo) un point du plan. On appelle symétrie de centre O, l’application 

                                      So :   P   →    P 

           M(x ; y)   ֏   M’ (x’ ; y’) avec O milieu de [MM’] 
 

 
.  So (M) = M’ ⇔ O est milieu de [MM’]  ⇔ MOMM 2' =   . 

 
b) Expression analytique d’une symétrie centrale 

So (M) = M’⇔ MOMM 2' =  ⇔




−=−
−=−

)(2'

)(2'

0

0

yyyy

xxxx
 ⇔ 

. D’où  




+−=
+−=

0
0

0

2'

2'
SdeanalytiqueExpression

yyy

xxx
. 

 
c) Ensemble des points invariants 
Le centre O de la symétrie centrale OS  est le seul point invariant. 
 
d) Exemple 
Soit f  l’application affine définie par son expression analytique 





+−=
+−=

4'

2'

yy

xx
 

- Montrer que f  est bijective 
- Déterminer les éléments caractéristiques de f  
- Quelle est la nature de f  ? 

Solution 

- f  est bijective car 01
10

01
≠=

−
−

=ϕMdét  

- l’ensemble des points est le point A(1 ; 2) 
- f  est la symétrie centrale de centre le point A. 
 
Remarques:  

� Une symétrie centrale de centre O est une homothétie de centre O et de 
rapport –1. )1,(0 −= OhS  ; 

� Une symétrie centrale de centre O est aussi une rotation de centre O et 
d’angle π  (on l’appelle demi-tour). 
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�  
 

 

 
 
 
 

ABAB tSS 2=o  

 
 

 
2- 5  Symétries axiales : 
a) Activité : Soit (D) : x + 2y = 5  et (D’) : x – 3y = 1. 
Donner l’expression analytique de la symétrie S par rapport à (D) 
parallèlement à (D’). Que peut-on dire de SoS ? 

-- 0 --   

 
 
 

Soit M(x ; y) et M’ (x’ ; y’) tel que S(M) = M’. Soit I milieu de [MM’] et 







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3
'u  un 

vecteur directeur de (D’). S(M) = M’ ⇔ 
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

⇔
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'
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'
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'

. 

 S oS = id. On dit que S est involutive. 
 
b) Définition : 
 
Une application affine f  telle que Idff =o  est dite involutive .  
Toute involution est une symétrie. 

 
 
 
 

(D) 

(D ’) 

M’ 

M 

   I 
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2- 6  Symétrie orthogonale : 
 
a) Définition : Soit (D) une droite du plan, on appelle symétrie orthogonale d’axe 
(D) ou réflexion d’axe (D) l’application 
 :DS  P   →      P 

       M   ֏     M’  telle que (D) est la médiatrice du segment [MM’]. 
 

. )(')( DMMSD ⇔= est la médiatrice du segment [MM’]  . 
 

 
b) Exercice 
Construire les images de la droite (∆) et l’angle orienté (SM,SN) par la symétrie 
orthogonale d’axe (D). 
 
 

 
 
  

')( ∆=∆DS    et    '// ∆∆  L’angle ),()'',''( SNSMNSMS −=  

 
c) Expression analytique 
 
Soient une droite (D): ax+by +c = 0 et  ( )abu ;−  un vecteur directeur de (D). 
M’(x’;y’) le symétrique de M(x;y) par DS  la symétrie orthogonale d’axe (D). 
 

.  
[ ]





∈
=•⇔=

)('

0'
')(

DMMdeImilieuLe

uMM
MMSD   . 
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Exemple : 
  
Dans le plan muni d’un repère orthonormé déterminer l’expression analytique de 
la symétrie orthogonale DS  d’axe la droite (D) : 2x + 3y – 4 = 0. 
 
 
Solution 

 
1ère méthode : On sait que ( )2;3−u  

)1(23'2'30
2

3

'

'
0'' yxyx

yy

xx
uMMuMM +−=+−⇔=







−
•








−
−

⇔=•⇔⊥  

Le milieu I de [MM’] appartient à (D)  est équivalente à  

)2(328'3'204
2

'
3

2

'
2 yxyx

yyxx −−=+⇔=−






 ++






 +  

En résolvant le système formé par (1) et (2) on a 
 









+−−=
−−=

⇔
−−=+

+−=+−
⇔





×
×

−−=+
+−=+−

'3328'2

51224'13

9624'9'6

46'4'6

)3(

)2(

328'3'2

23'2'3

yyxx

yxy

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx
 

 









−−=

−+=
⇔

)51224(
13

1
'

)12516(
13

1
'

yxy

yxx
⇔  DSdeanalytiqueressionlest

yxy

yxx
exp'

)24512(
13

1
'

)161215(
13

1
'









+−−=

+−=
⇔  

 
d) Ensemble des points invariants 
 
L’ensemble des points invariant par une symétrie orthogonale DS  est l’axe (D). 
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e) Remarques : 
 

� Composée de 2 symétries orthogonales d’axes parallè les 
 

 

 

. (D) et (∆) sont parallèles  . 
 

.  
ABD

tSS
2

=∆ o    . 

 
 
� Composée de 2 symétries orthogonales d’axes orthogo naux 
 

 

 
 

 
. (D) et (∆) sont perpendiculaires  . 

 
.  

OD
SSS =

∆
o    . 

 
 
2- 7  Rotation : 
 
a) Définition 
 
Étant donnés un point O du plan et un angle orienté ( )α̂ . On appelle rotation de 
centre O et d’angle ( )α̂  l’application : 

r : P   →  P 

      M ֏  M ’   telle que 
• Si M = O alors M’ = O 

• Si M ≠O alors OM’ = OM et ( )
∧

',OMOM  = ( )α̂  
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b) Remarques 
- La rotation d’angle nul de centre O est l’identité. 
- La rotation d’angle plat de centre O  est la symétrie de centre O. 
 
c) Ensemble des points invariants 
Si l’angle est non nul, le seul point invariant est le centre. 
 
d) Expression analytique  
Considérons le plan muni d'un repère orthonormé ( )jiO ;;  

soit la rotation );( αOr de centre O et d'angle α, les points M(x ; y) et M'(x’ ; y’ ) du 

plan, â  et b̂  des mesures des angles de vecteurs. 
 

 
On a : α =(a–b)+2kπ 





=
=

bOMy

bOMx

sin

cos
 ;  





=
=

aOMy

aOMx

sin'

cos'
 ⇔ 





+=
+=

)sin('

)cos('

bOMy

bOMx

α
α

⇔ 




+=
−=

)cossincossin('

)sinsincos(cos'

αα
αα
bbOMy

bbOMx
 





+=
−=

αα
αα

cos)sin(sin)cos('

sin)sin(cos)cos('

bOMbOMy

bOMbOMx
 ⇔





+=
−=

αα
αα

cossin'

sincos'

yxy

yxx
⇔ 

j. 




+=
−=

yxy

yxx

)(cos)(sin'

)(sin)(cos'

αα
αα

  . 

est l’expression analytique de la rotation );( αOr  de centre O et d’angle αααα dans le repère 

orthonormé( )jiO ;;  
 

r 

M M’ 

N N’ 

O O 
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e) Formule du changement de repère 
 
Soit M(x ; y) dans le repère ( )jiO ;;   et M(x ; y) dans le repère ( )';'; jiO  

On a : 






+=
−=

jij

jii

αα
αα

cossin'

sincos'  ;  

jyixOM += et )cossin()sin(cos jiYijiXOM αααα +−+−=  

D’où )cossin()sin(cos jiYijiXjyix αααα +−+−=+ ⇔ 





+=
−=

αα
αα

cossin

sincos

YXy

YXx
 

 
f) Composition de rotations :  Soit ( ) ( )αα ;';'' OO rrf o=   

• Si O = O’ alors f  est une rotation de centre O et d’angle 'αα + , 
)';( αα += ORf  

• Si O≠ O’ et )(2' Zkk ∈=+ παα  alors f  est une translation de vecteur 'MM  
ou 

'
')(

MM
tfetMMf == . 

• Si O≠ O’ et )(2' Zkk ∈≠+ παα  alors f  est une rotation de centre le point 
invariant par f  et d’angle 'αα + . )';( αα += IRf où )(IfI = . 

 
IV- Projections affines : 
 

1) Activité : 
 Soit (D) ; x + 2y = 5   et  (D’) : x – 3y = 1. 

a) Donner l’expression analytique de la projection p sur (D) parallèlement à (D’). 
b) Que peut-on dire de pop  ? 

-- 0 --   

a)  Soit M(x ; y) et M’ (x’ ; y’) tel que p(M) = M’ et 








1

3
'u  un vecteur directeur de 

(D’). (Figure 1). 
 

 
 

(D’) 

(D) 

M’ 

N’ 

  N  M 

P 

D 

p(M) 

M 

Fig 2 
Fig 1 
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







=+−−
=+

⇔
∈

⇔=
03'3'

5'2'

''

)('
')(

yyxx

yx

uàcolinéaireMM

DM
MMp









++−=

+−=
⇔ pdeanalytiqueressionlestqui

yxy

yxx
exp'

)53(
5

1
'

)
2

15
3(

5

3
'

 

 
b)   ppp =o . 
 
2) Définition : 
 
Soit P un plan et (D) une droite sécante à P. (Figure 2). 
On appelle projection sur le plan P parallèlement à la droite (D) l’application p de 

E dans E qui, à tout point M de E associe le point MɅ  intersection du plan P et de 
la droite parallèle à (D) passant par M. 
 


