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|I— Introduction :

Soit f une fonction dérivable au point X, = 0. Il existe donc un intervalle ouvert
de centre 0 et de rayon r, noté | (0 ; r), inclus dans I'ensemble de définition de f,

et une fonction numérique € tels que :

OxO1(0;r), f(x)=1(0) +xf'(0) + x&(X)
{ Ixi[rg)g(x)=0

Cette écriture de f(x) constitue le développement limité d’ordre 1 de f au

voisinage de 0
Remarque : lim () = 1)
X0 X — XO

=f'(x,) = f(x)="f(0)+xf'(0)+xE(X)avec
Iirrg)g(x) =0. D’ou I'existence du développement limité d’ordre 1 de f en 0 est

équivalente a la dérivabilité de f en 0 et donc de Iimow.
X X

|I— Définitions :
a) Définition 1 : Dire gu’une fonction f admet un développement limité

d'ordre n (n €N ) au voisinage de 0 signifie qu’il existe un intervalle
| (0;r) Cc Dsetune fonction € tels que Vx € 1(0;r):

f(x) = f(0)+—f (0)+—f"(0)+ f"'(0)+ ............. +XFTf(”) (0) + X"E(X)

avec Ierg) &(x) =0. (Formule de Mac Laurin)
~ X ., X2 ., X" ¢
En posant P,(X)= f (0) +if 0) +Ef ) +........ +Wf 0)

et R,(X)=x"&X) onaVxel(@;r):

f(x)=PF,(x) +R,(X)
lim-——= R.09 =0

xOX

L’écriture de f(x) sous la forme P,(x) + Ry(x), s’appelle développement limité
d’'ordre n en 0 de f. P, s’appelle la partie reguliere du développement limité, et

la fonction x — X" &(X) = R, (x) s’appelle le reste du développement limité.
Pn(x) s’appelle I'approximation polynomiale de degré n de la fonction f.
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b) Exemple de développement limité d'ordre n en O :

Trouver le développement limité d’ordre 6 de la fonction cosinus.
En déduire les approximations polynomiales de degré 4 et 3 de cosinus.

2 4 6

, X x
Réponse : cosx=1-—+"—-"—+x°€,(X).

2 4 6

2 4
P,(X) =1—X? +%est I'approximation polynomiale de degré 4 de cos en 0.

2
P, (X) =1—X? +0x° est 'approximation polynomiale de degré 3 de cos en 0.

lll— Développements limités d’ordre 3 en 0 des forimns usuelles:

3

sinx = x—%+x3€1(x) avec imé&, =0
2
cosle—x?+ x°€,(x)  avec Iirrgé‘z(x) =0
§ N S .
e =1+ X+—+—+X&,(X) avec lim&,(x) =0
2 3 x-0
3
tgx = X + Xg +X°E,(X) avec im&,(x) =0
2 3

In(L+ x)=x—x? +X§+x3£‘5(x) avec  limé&;(x)=0

2 3
J1+x =1+§ _XE +1‘—6 +XE,(x)  avec lmE(x)=0

%=l+x+x2+x3+x3£7(x) avec  lim&;(x) =0
- X X >

1 :
m=:|_—x+x2—x3+x3£8(x) avec  lim&,(x)=0

IV— Propriétés:

P;) Une fonction f admet un développement limité en 0 d’ordre 0 si, et
seulement si, elle est continue en 0.

P,) si une fonction admet un développement limité en 0, alors celui-ci est
unique.
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V- Applications des développements limités en zéro:
1) Déterminer lim (,1—1) xD}n; n[_{ 0};
X - O\LSINX X 2 2
1 1_x-sinx
sinx X xsinx

Pour xD}—n; n[_{ 0} Ona
2 2

Ecrivons le développement limité d’ordre 3 de la fonction sinus en 0.

. X3 3 :
SINX=X——+X"&(X) avec lim £(x)=0
6 x-0
3
T 1 1 X—sinx XmxX
Ox01©,2)-{ 0}, lim (_—_): im —— = |im ——=1lim ( )
2 x - O\SiNX sinx) x_ 0 XsiNX  x.,0 o x* y_ g6-x2
X _—
6
. . : eX sinx-x
b) Déeterminer lim (72).

X - O X
Cherchons les développements limités d’ordre 3 en 0.

eXxsinx=_1+x+£+£+x3£ (x) x—£+x3£ (x) | avec Iim & (X)=0 e Ilim &,(x)=0
2 6 1 6 2 01 0 2

L X - X >
X s i 2 x> 3 ;
e” xsinx= x+x“+—+x"g(x) | avec lim &(x)=0
L 3 X-0
x+x2+x3 X 3 2
X oo 2
im (MK i 3 = im P2 im (X3)=t

VI- Développement limité en un point = a:
Si f admet une dérivée troisieme en X, ; elle admet un développement limité

d’ordre n en xp=a qui s’écrit: Vx € 1(0;r)

N2 3 _ N
f(x)=f (a)+(x-a) f '(a)+(X2"j‘) f "(a)+(xsfl") i '"(a)+..+(xrj‘) £ (M @)+(x-a)"(x)

avec lim&(x)=0 ( Formule de Taylor — Lagrange).

Exemples :
Déterminer les développements limités d’ordre 3 en X, des fonctions

suivantes :
a) fx)=Inxetx=1: b)fX)=€etx=1; c) f(X) = sinx et xo =

I
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